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1. GIRIS
1.1. Tarihsel Gelisim

Ukraynali matematik¢i Sergei Natanovich Bernstein (1911), birgok
matematikg¢i tarafindan da ispati1 yapilan, kapali bir aralikta siirekli bir fonksiyona
polinomlar kullanilarak diizgiin yakinsanabilecegini ileri siiren Weierstrass teoremini

Bernstein polinomlar1 olarak adlandirilan polinomlar: kullanarak ispatlamistir.

Bernstein polinomlari olarak adlandirilan bu polinomlar birgok matematikgi
tarafindan incelenmistir. T. Popoviciu B, f farkinin n—>oo i¢in sifira yaklasma
hizin1 bulmustur. Voronovskaya bu yaklasma icin asimptotik esitlik ispatlamistir.

B! (f;x)polinomlarimin f tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunda f' fonksiyonuna

yaklagmasin1 incelemistir [39].

Fransiz miihendis Pierre Bézier (1910-1999), otomobil tasariminda
kullanilmak amaciyla Bézier egrilerini gelistirmistir. Bézier egrileri nesnelerin
goriintlilerini gergek goriintiilerine benzetmek igin belirlenen kontrol noktalarindan
gecen egrilerdir. Programlanmalari oldukc¢a kolaydir. Bu o6zelliklerinden dolay1

bilgisayar grafiklerinde yaygin olarak kullanilirlar.

Bernstein polinomlar1 Bézier egrilerinin temelini olustururlar. Pierre Bézier,
n+1 adet PB),P,..,P, kontrol noktalar1 tarafindan kontrol edilen B(r) egrisini

asagidaki gibi tanimlamaistir:

B()=3p,0)p el

b,-,n(t)=(r.tjt" (1-1)" , i=0,1,....n .

i
Bu denklemde kullanilan b,, () polinomu n. dereceden Bernstein polinomudur.

Sergei Natanovich Bernstein, 5 Mart 1880 tarihinde Ukrayna’nin Odessa
kentinde dogmustur. Babas1 Natan Osipovich Bernstein (1836-1891), bir tip doktoru

ve aym1 zamanda Odessa Universitesi’nde profesor idi. Natan Osipovich Bernstein,

1



Odessa Kent Konseyi’'nde fiyeligi, sehir hastane miidirliigii ve onursal baris
temsilciligi gibi 6nemli gorevlerde bulunmustur. Sergei Natanovich Bernstein
Odessa’da biiyiidii. 4 Subat 1891°de heniiz on bir yasindayken babasini kaybetti.
1898 yilinda liseden mezun oldu. Bunun ardindan annesinin istegi {izerine ablasi ile
birlikte Paris’e gitti. Bernstein’in ablasit Paris’te biyoloji egitimi aldi. Pasteur
Enstitiisii’nde calisti ve Ukrayna’ya dénmedi. Sorbonne Universitesi’'nde bir yil
matematik calistiktan sonra Bernstein, miihendis olmaya karar verdi ve
Ecoled’Electrotechique Supérieure’ye girdi. Ancak, matematikle ilgilenmeye devam
etti ve 1902 yilinin sonbaharindan baslayarak Gottingen’de li¢ donem gegirdi.

Burada calismalarin1 David Hilbert’in denetimi altinda stirdiirdii.

Bernstein 1904 yili baharinda Sorbonne’da doktora tezi “Sur la nature
analytique des solutions des équations aux dérivées partielles du second ordre” yi
sundu. Tezi Emile Picard, Henri Poincaré ve Jacques Hadamard tarafindan incelendi
ve rapor inceleme yapanlarin bagskani Picard tarafindan yazildi. Tez Hilbet’in On
Dokuzuncu Problemi’ni ¢dzen iyi bir ¢alismaydi. Hilbert tarafindan 1900 yilinda
Paris’te Uluslararas1 Matematik¢iler Kongresi’'nde ortaya atilan bu problem, eliptik
diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimleri {izerine idi ve bu problemde diizgiin
analitik varyasyonel problemlerin tiim c¢oziimlerinin analitik oldugunun kaniti
istenmekte idi. Bernstein 1904 yilinda Sorbonne’dan doktorasini aldi ve ayni yil
Heidelberg’deki Uluslararas1 Matematkciler Kongresi’ne katilmak ic¢in Paris’ten
ayrildi. Kongre 8 Agustos 1904’ten 13 Agustos 1904’e kadar siirdii fakat Bernstein,
St. Petersburg’a gitmeden 6nce 1905 yili baharina kadar Heidelberg’de kaldi. Tezi
1904 yilinda yayinland1 ve ertesi y1l “Sur I’interpolation” ve “Sur la déformation des

surfaces” makaleleri yayinlandi.

Bu miikemmel c¢alismasina ve g¢oktan doktorasini almis olmasi gercegine
ragmen Bernstein, 1905’te Rusya’ya dondiiglinde, Rusya’nin iiniversitede
calisabilmek i¢in yabanci iilkelerde alinmis doktoralar1 tanimamasindan dolay1 tekrar
doktora programindan baglamak zorunda kaldi. 1906 yilinda Bernstein’dan
diferansiyel denklemlerde klasik ¢oziim yontemlerini kullanmasint bekleyen
Aleksandr Nikolayevich tarafindan yapilan master smavindan zorlukla ge¢cmistir.
Bernstein iiniversitede is bulamad: ve yeni kurulan Kadin Politeknik Universitesi’nde

ders vermek zorunda kaldi. 1907 yilina kadar burada ders vermeye devam etti fakat



ogretim ile ilgileniyor olmasina ragmen hem 6gretimin hem de aragtirmanin degerli

oldugu bir tliniversitede gérev yapmayi hak ettigini diisiiniiyordu.

1908 yilinda Kharkov’a tasindi ve orada diger bir master derecesi igin
“Investigation and Solution of Elliptic Partial Differential Equations of Second
Degree” adindaki tezini sundu. Hilbert’in On Dokuzuncu Problemi’ni ¢6ziim
yaklasimini tanimlamasimin yani sira, ayrica Hilbert’in lineer olmayan eliptik
denklemlerin analitik ¢6zlimii iizerine olan Yirminci Problemini de ¢6zdii. Bu sefer
tezini Dmitrii Matveevich Sintsov ve Antoni-Bonifatsi Pavlovich Psheborski inceledi
ve ondan sonra Bernstein, Kharkov Universitesi’nde bir 6gretim gorevlisi olarak ders

vermeye basladi.

Hayat Bernstein’in umdugu gibi gitmedi ve Hilbert’e durumunun “umutsuz”
oldugunu sdyleyen bir yazi1 yazdi. Hilbert’in ona yardimci olmaya calisip calismadigi
belli degildir, ancak Bernstein, Harvard Universitesi’nde calismasi yoniinde William
Osgood’tan bir teklif aldi. 1910 yilinin baharinda Bernstein, Harvard’tan Géttingen’i
ziyaret etmek icin gelmis olan Dunham Jackson ile konusmak i¢in Gottingen’e gitti.
Sebebi tam olarak bilinmese de Bernstein Harvard’da c¢alisma firsatini
degerlendiremedi ve Gottingen ziyaretinden sonra Kharkov’a dondii. 1913 yilinda
“About the Best Approximation of Continuous Functions by Polynomials of Given
Degree” adli tezi ile Kharkov Universitesi’nden ikinci doktorasini aldi. Bu tez bir yil
Oncesinden tamamlanmisti ve bu tezin sonuglar1 Bernstein’a 1911 yilinda Belgika
Bilim Akademisi’nden bir 6dil kazandirmisti. 1908 yilinda Charles-Jean de La

Vallée Poussin “n. dereceden bir polinom kullanilarak polygonal bir dogrunun

ordinatina (%) den daha kiigiik bir hata ile yaklasmak miimkiin miidiir?”’ sorusunu

ortaya atmistir. Hem de La Vallée Poussin hem de Bernstein takip eden yillarda bu
soruyu yanitlama yoniinde bazi ilerlemeler kaydetmislerdi ve daha sonra Belgika
Bilim Akademisi ¢6ziim i¢in bir 6diil ortaya koydu. Bernstein 1911 yilinda, kapali
bir aralikta siirekli  bir  fonksiyona polinomlar  kullanilarak  diizgiin
yakinsanabilecegini ileri siiren Weierstrass teoreminin ispatini veren Bernstein
polinomlar1 olarak adlandirilan polinomlar1 tanitan bir tam ¢oziim ortaya koydu.

Bernstein bu ispat1 ile Belgika Bilim Akademisi’nden 6diil kazandi.



Bernstein 1907 yilindan baslayarak 25 yil boyunca Kharkov Universitesi’nde
ders verdi. Ayrica 1918 yilina kadar Bayanlar Yiiksekokulu’nda ve 1912 yilindan
1918 yilina kadar Kharkov Ticaret Universitesi’'nde de ders verdi. 1920 yilinda
Kharkov Universitesi’nde profesdér oldu. Bu donemlerde ‘yeni’ Politeknik
Enstitlisti'nde ders vermek iizere diizenli olarak Kharkov’dan Ekaterinoslav’a gitti.
1924 yilinda Rus Bilimler Akademisine iiye olarak se¢ildi ve bir sonraki y1l Ukrayna
Bilimler Akademisinin stirekli iiyesi oldu. 1927 yilinda Gosta Mittag-Leffler 6ldii ve
Bernstein Paris’te onun yerine Académie des Sciences’a liye olarak secildi. 1928
yilinda Kharkov Matematik Enstitiisii’nlin yoneticisi oldu. 1925 yilinda Rus Bilimler
Akademisi’nin ismi USSR Bilimler Akademisi olarak degistirildi ve 1924’ten beri
iyesi oldugu bu kuruma tam iiye olarak secildi. 1930 yilindan baslayarak hiikiimet
akademik Ogretimi ve arastirmayt bir politik konu olarak gérmeye basladi ve
Bernstein bilinen muhalefetini yayinladigi bir yazida ortaya koydu. Bunun hemen
ardindan Kharkov Matematik Enstitiisii yoneticiligi gorevinden alindi fakat
goriiglerinden dolay1 sert elestirilere maruz kalsa da, 1932 yilina kadar goérevde
kalmay1 basardi. 1933 yilindan itibaren Kharkov’da pek cok 6gretim gorevlisi ve
Ogrenci tutuklandi ve hatta bazilar1 da vuruldu. Neyse ki Bernstein bu olaylar

baslamadan 6nce gorevden ayrilmisti.

1932 yilinda Bernstein, Leningrad’da bulunan USSR Bilimler Akademisi
Matematik Enstitiisii Olasilik Teorisi ve Matematiksel Istatistik B&liimii’niin bagkan
olmak igin Kharkov’dan ayrildi. 1934 yilindan itibaren Leningrad Universitesi’nde
de ders vermeye basladi. 1939 yilinin basinda Moskova Universitesi'nde ders
vermeye basladi ancak Leningrad’da yasamaya devam etti. Leningrad’da Matematik
Enstitiisi’nlin baskanligimi kaybetti fakat 1940 yilinda Moskova Matematik¢iler

Toplulugu’nun onur iiyesi oldu.

Haziran 1941°de Hitler Leningrad’a dogru hizli bir bi¢imde ilerleyen Alman
giicleri ile Rusya’ya saldirdi. Bernstein Leningrad’dan ayrildi ve Kazakistan’in
kuzeyinde Astana ile Kokshetau arasinda bulunan Borovoe kasabasina gitti. Oglu
German Sergeevich, Leningrad’daki aile evini terk etmedi ve Eyliil 1941°de baslayan
kusatmada sehirden kagmak isterken 6ldii. Oglunun 6liimiiniin ardindan Bernstein,
Leningrad’daki aile evini birakmaya ve Moskova’daki evine taginmaya karar verdi.

Bernstein, Moskova Universitesi’nde ders vermeye basladi ve sonraki yedi yil



boyunca Pafnuty Lvovich Chebyshev’in tiim calismalarinin diizenlenmesi {izerine
calisti. Ancak 1947 yilinda tiniversiteden kovuldu ve Steklov Enstitiisii Fonksiyon

Teorisi Boliimii bagskan1 oldu. 1957 yilinda emekli oldu.

1912 yilinda Cambridge’de diizenlenen Uluslararast Matematikgiler
Kongresi’nde Bernstein, bugiin yaklasim teorisi ad1 verilen fonksiyon teorisi iizerine
yaptig1 c¢alismalar hakkinda bir konusma yapmistir. Bu konusmasinda ortaya
koydugu fikirlerini gelistirmeye devam etti, interpolasyon teorisiyle problemler
¢cozdii, mekanik entegrasyon metotlarin1 ve 1914 yilinda yeni bir yari-analitik

fonksiyonlar sinifin1 ortaya koydu.

Bernstein’in en 6nemli ¢aligmalarinin bazilar1 olasilik teorisi ile ilgilidir ve
Rusya’da doktorasini almadan 6nce bile 6nemli bir metin olan Probability Theory
(1911) (4. Basim 1946) yi yazmistir. 1917 yilinda olasilik teorisinin bir dizi aksiyom
biciminde ifadesini gergeklestirme girisiminde bulunmus ve 1922 yilinda
Sorbonne’da olasilik teorisi hakkinda dort konferans vermistir. Bu konferanslar
“Lecons sur les propriétés extrémale et la meilleure approximation des fonctions
analytique d’une variable réele” (1926) adli kitapta toplanmistir. Bu basarili kitap
icin Bernstein, Paris’te Académie des Sciences tarafindan ddiillendirilmistir. 1922-24
yillar1 arasinda Paris’i ziyaret etmenin yani sira Almanya’yr da ziyaret etmistir.
Olasilik teorisine yapmis oldugu pek ¢ok katki baglaminda merkezi limit teoremi i¢in
Lyapunov’un kosullarmi genellestirdi, biiyiik sayilar kuraminin genellestirilmesi

lizerine ¢alisti, Markov siirecleri ve stochastic siireglerin {izerine ¢alismalar yapti.

Bernstein ayrica olasiligin 6zellikle genetik bilimine uygulanmasi iizerine
calisti. Bu konuda yazmis oldugu 6nemli bir makalesi “Mathematical problems in
modern biology” (1922) dir ve icinde Bernstein problemi diye bilinen problem
vardir. “Solution of a mathematical problem related to the theory of inheritance

(1924) adli makalede kendi probleminin 6zel bir durumunu kanitlamistir.

Bernstein’in Collected Works adli ¢aligsmalari, 1952 ile 1964 yillar1 arasinda

dort cilt olarak ¢ikti. Bu kitaplarin editorliigiinii Bernstein kendisi yapti.

Bernstein’a 1944 yilinda Algiers Universitesi’nden, bir sonraki yil da

Sorbonne’dan fahri doktora verildi. 1955 yilinda Académie des Sciences’a tam iiye



secildi. 1942 yilinda ‘State Award:First Class’ ddiilii verildi ve aym yil {i¢ makalesi
i¢in Stalin Odiilii ‘nii ald1 [40, 45].

Bernstein 26 Ekim 1968’de Moskova’da 61dii.
1.2. Problemin Tanitilmasi

Bu caligmadaki amag, 0<a <x<bh <R araliginda, birinci mertebeden lineer

olmayan

Py () +0(x)'(x)+ R(x)y* (x)+ S () y(x) ()47 (3) (0" () #U (1) (0)=2 x). (1.1
tipindeki diferansiyel denkleminin,

ay(a)+By(b)+7(v(a) +7(3(6) +yy(a)y(b)+&y (a)+ ¢y (b)=4 . (1)

karigik kosullarina gore yaklasik ¢6ziimii ile ikinci mertebeden lineer olmayan

(1)) () () (1) () 1) () () ()3 () s (1) 5
(3 ()4 (Y (Y (1) + 0 () 4 () (=) Y

tipindeki diferansiyel denkleminin,

Z[ o, Zﬂ,ky”(a (’)(ai)}l,- . i j=0,1, (1.4)

karigik kosullarina gore yaklagik ¢oziimiinii, B, ,(x) Bernstein polinomlari

cinsinden,
N
y(x) =Y y,B,,(x)
n=0

kesilmis Bernstein serisi cinsinden yaklasik olarak bulmaktir. Burada (n =0,L,...,N )

icin y, ler belirlenmesi gereken Bernstein katsayilaridir.

Daha sonraki amag ise, 0<7 < R araliginda taniml1 birinci mertebeden lineer

olmayan



a, )y, +a, )y, +a,(1)y, +a,)y, + N,(V, Yy, ¥, s, ) = g, (1)

(1.5)
b )y, +b,(1)y, +D;(1)y, +b, 1)y, + Ny (315 Y55 ¥y, ¥, ) = &, (1)

diferansiyel denklem sisteminin

2

2
Z{aﬂ{yk(al.)+2ﬂjkyk(al.)yl(ai)}:Zj , L,j=12 , 0<qg <t<a, <R (1.6)
=1

k=1

karigik kosullarina gore yaklasik ¢6ziimii ile ikinci mertebe lineer olmayan

a ()Y, +a,0)y, +a, )y, +a,()y, +at)y, +a,O),+ N, (3, ¥y ¥, 5 Vs Yy 5 ¥y ) = &,(8)

(4.15)
b(0)y, +b,()y; +by(1)y, +b,(1)y, +bs(1)y, +bg(1)y, + N, (Y15 Y35 Y15 Yy s ¥y 5 ¥y ) =8, (0)

diferansiyel denklem sisteminin

ZZ[ijkyk(””(a,-)+ZZﬁjkyk(m)(ai)yf"’(ai)}=2.,. . Lj=12 (4.16)

m=0 k=1 n=0 [=1

karigik kosullarina gore yaklagik ¢oziiminii, B, ,(x) Bernstein polinomlari

cinsinden,
yi(t)=zyi,an,N(t) s i:1,2 s

kesilmis Bernstein serisi cinsinden yaklasik olarak bulmak olacaktir. Burada

(n =0,1,....N ) icin y, = ler belirlenmesi gereken Bernstein katsayilaridir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Bernstein Polinomlari

n n! . ..
=—— ve i=0,1,...,n olmak lizere;

i!(n—i)!

B..(x)= m ¥ (1)

l

seklinde tanimlanan polinomlara n. dereceden Bernstein polinomlari denir.

n. dereceden n+1 tane Bernstein polinomu vardir. Matematiksel uygunluk

bakimindan i <0 veya i >n igin B, (x) kabul edilir [8].
Sifirinct dereceden Bernstein polinomu;
B,, (x) =1

seklinde olup 0 < x <1 i¢in grafigi

2 T T T T T T T T T

I I I I I I
1_3,____:____:_____:____ BD-U[I} ____:____:_____:___,.

I I ] T T T ] I ]

I I I I I I I I I
L S P

I I I I I I I I I

I I I I I I I I I
s B

I I I I I I I I I
[ T S S N ——

I I I I I I I I I

I I I I I I I I I

1 I I l l l l l l l

I I I I I I I I I
0 S S

I I I I I I I I I

I I I I I I I I I
'L

I I I I I I I I I

I I I I I I I I I
04 - -0 L]

| | | | | | | | |

I I I I I I I I I
U O SN S

I I I I I I I I I

I I I I I I I I I

0 ' ' 1 ] 1 ] ] ] ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 2.1. Sifirinct dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi



B, (x) =X

B, ()

Birinci dereceden Bernstein polinomlari;
seklinde olup 0 < x <1 i¢in grafigi

seklindedir.

} } } } } } } } } 7
I I I I I I I I I
//_ I I I I I I I (e
1 1 1 1 1 | 1 1 L
il il e el e e B i e il
I I I I I I I I A
I I I I I I I I I
I I I I I I I I/ I
R I 14— __
I ] I I I I I A I
I _// I I I I [ I
I I I I I I [ I
_ N _ _ _ A _
fe——lm— =t == — =t —— ——— et ——— —— = — = — —
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
b1l _____ | I S IR (P B
®x x| I I, I I I I I
- = |1 I I I ) I I I
= 1 _//_x\_ 1 1 |
m m I I I 1, I I I I
M ﬂ|||7||ﬂ||wﬂ||4|||1||4|||7||r
I I I A I I I I
1 1 [ | | 1 1 |
I I S I I I I
|l | I I o B [ D B
T | I | I I ] I I
I I [ I ﬁ/ I I I
I I [ I N I I
I I I I I I [ I I
P-——l———t—-— -~ -—t-— - -t -—-F—-—t-—-—-r——4
I I 1 I I [ I I [
I I I I I I I I I
I (I I I I I I I I
A . Y
I A I I I I I I I
I A I I I I I I I
[ I I I I I [N
1/ I I I I I I I |
P-————t -~ —t-— -t —1-——k ——
A I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
- @ ® ~ @ 0 % @ o = O
o o o o o (=1 o o (=1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(1-x)°

0.1

Sekil 2.2. Birinci dereceden Bernstein polinomlariin grafigi

B, (x) = 2x(1—x)

B, (x)

Ikinci dereceden Bernstein polinomlari;
B,, (x)

seklinde olup 0<x <1 i¢in grafigi

seklindedir.



i
I
|
T T T T T T A
| ;
I
e
01

01k- -«

0.2

Sekil 2.3. Ikinci dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi

Uciincii dereceden Bernstein polinomlart;

seklindedir.

(1-x)’

B, (x)

3x(1 —x)2

B (x)

3x7 (1 — x)

B, (x)

B3,3 (x) =x

10

seklinde olup 0 < x <1 i¢in grafigi



| ] ] ] ] ] ] ] [
i 1 1 1 1 1 A
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=== T -—-T - -
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oo o o I
M ot M o I
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M F——
|
I
I
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T T T |
| | | |
I I I I
I I I I
M- T T T T
I I I I
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I I I I
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I ] I 1
I I I 1
I I e
1 1 1 1
i Btnls e Bl §
1 AT 1 1
| 1 1
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Sekil 2.4. Ugiincii dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi

seklinde ¢izilebilir.

2.2. Genellestirilmis Bernstein Polinomlari

a<x<b olmak iizere;

2.1

seklinde tanimlanan polinomlara n. dereceden genellestirilmis Bernstein polinomlari

denir [10].

0<x <R i¢in 2.2 ifadesi;

haline gelir. Burada

11



elde edilir.
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3. LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK
COZUMLERI

Lineer olmayan diferansiyel denklemler kimyasal reaksiyonlarda, kiitle
transfer problemlerinde, sinyal yayilimlar1 gibi bir¢ok fiziksel olayin matematiksel

modellemesinde ortaya ¢ikmaktadir [1, 3, 9, 11].

Bu tip problemler son yillarda ekonomi ve ekolojide de ¢ok etkin rol oynamis
olup bu denklemlerin ¢6ziim yontemleri birgok bilim dalinda ve miihendislikte
bliylik 6neme sahiptir. Bir taraftan problemin c¢ok degiskene bagli olmasi, diger
taraftan denklemin lineer olmayan bilesenin tipi ve denklemin katsayilarinin
singtilerligi (tekilligi) bu tiir denklemlerin analitik ¢oziimlerinin bulunmasini
zorlagtirir. Bununla birlikte bircok diferansiyel denklemlerin analitik veya yaklagik
¢Oziimii bulunabilmesine karsin ¢ok sayida denklemlerin ¢oziimii bulunmamaktadir

[4-6, 11-17]. O nedenle yaklasik ¢ozlimlerin bulunmasi ihtiyaci ortaya ¢cikmistir.

Lineer olmayan adi diferansiyel denklemler, 6zel olarak basit goriinmesine
karsin birinci ve ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemleri analitik
olarak ¢ozmek genellikle kolay degildir. Bunlarin genel ¢oziimii i¢in bilinen genel
bir yontem olmayip, bu tip denkleminin 6zel durumlarinin yaklasgik ve tam
¢Oziimlerinin bulunmasinda bir takim bilinen yontemler mevcuttur [23, 24, 26, 28,
30, 31]. Fakat birinci ve ikinci mertebeden bir kisim diferansiyel denklemlerin
bilinen yontemlerle ¢o6ziilemedigi durumlarda bu calismada sunulan Bernstein
siralama yontemi kullanilarak yeteri kadar dogrulukta yaklasik ¢ézlimleri ve varsa
polinom seklinde tam c¢oziimlerinin bulunabildigi gosterilmistir. Gelistirilen
Bernstein siralama yontemi, Once lineer olmayan diferansiyel denklemdeki
bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin sonlu Bernstein seri acilimlar1 ve bilinen
katsay1 fonksiyonlarmin siralama noktalarindaki degerlerine bagh matris formlarinin
elde edilmesi; sonra bunlarin yerine konulup sadelestirilerek denklemin Bernstein
katsayil1 bir matris denklemine doniistiiriilmesinden ibarettir. Boylece bilinmeyen
Bernstein katsayili lineer olmayan cebirsel bir sisteme karsilik gelen sonu¢ matris

denklemi ¢oziilebilir ve katsayilar yaklasik olarak bulunabilir [20, 21].
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3.1. Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

icin Bernstein Siralama (Collocation) Yontemi

Bu kisimda, birinci mertebeden lineer olmayan

P(2)y(x)+Q(x)y' () +R(x) 5" (x)+5 (x)y(x)y' ()T (x) (5’ (x)) +U (x)° (x) = 8 ().,
0<x<R (3.1)

tipindeki diferansiyel denkleminin,

ay(a)+By(b)+y(y(a)) +7(3(6) +wy(a)y(b)+&y* (a)+¢y (B)=4 . (.2)

karigik kosullarina gore
N
yxX)=> B, (x) 0<a<x<b<R (3.3)
n=0

biciminde N. dereceden bir Bernstein polinomu olarak yaklagik ¢6ziimii

arastirilmistir. Burada Y, (n =0,1,....N ) katsayilar1 belirlenecek Bernstein
katsayilart olup, P(x),0(x),R(x),S(x).,T(x),U(x) ve g(x) fonksiyonlari
0<x<R araliginda taniml bilinen fonksiyonlar; «,f,y,7,w,&,{ ve A sabitleri

uygun sabitlerdir.

(3.1) formundaki baz1 denklemlerin kuvvet seri yontemleri ve bazi niimerik
yontemler yardimi ile ¢oziilebildigi iyi bilinmektedir [2, 7]. Bu ¢alismada, yukarida
bahsedilen yontemlerle ¢oziilebilen (3.1) denkleminin bazi 6zel tiplerinin yani1 sira bu
yontemlerle ¢dziilemeyen birinci mertebe lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
belli bir sinifinin yaklasik ¢oziimleri incelenmistir. Bahsedilen birinci mertebe lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin Bernstein polinom ¢oziimleri, lineer diferansiyel
denklemler icin verilen Taylor siralama yonteminin yeni bir diizenlemesi ile elde

edilmistir [18, 19, 22, 27].

14



3.1.1. Temel Matris Bagintilar

Bu kisimda (3.1) ile verilen lineer olmayan diferansiyel denkleminin her
teriminin matris formlar1 elde edilir. Bunun ic¢in 6nce (3.3) ile verilen Bernstein

polinom yaklasimi matris formunda yazilacak olursa
y(x):B(x)Y (3.4)

B(x) = I:BO,N(X) B]’N(X) T BN,N (x)]lx(N+l)

T
Y=[y0 ¥, ...yN]
ifadeleri elde edilir. (3.4) ifadesinin x ‘e gore tiirevi alinirsa

Y'(x)=B'(x)Y (3.5)

=B (x) HY
elde edilir. Buradaki H matrisi
H=M")"'TIM"

seklinde olup M ve IT matrisleri

Myy My oo My (1)ji[NJ(N—l']

| My Ty ot My [ Jj—i ..
M= T R 0 1=
Myo My, Myy 0 s 1>]

01 0 0 ]

0 0 2 0

n=: @
0 0 O N
10 0 0 0 |

olarak tanimlanir.
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Diger yandan, y*(x) ifadesi

yz(x):[Bo’N(x) B (x) -

seklinde elde edilir. Bu ifade

B(x) 0

B(x) 0 B(Sx)
0 0
?:[yOY »y --

olmak iizere,

formunda elde edilir.

(3.4) ve (3.5) ifadelerini kullanarak,

y(x)y’(x):[Bo,N(x) B y(x) - BN,N(X):I

veya

ifadesi elde edilir.

(x) (N+Dx(N+1)?

T
yNY] (N+1)*x1

16

o - 0 v, Y
B(x) 0 »Y
0 B(x) Y
(3.6)
H 0 01 »Y
0 H

(3.7



(3.6) bagintisindaki benzer yol izlenerek ve (3.4) ifadesi kullanilarak

B(x)
0
(y'(x)) =[Boy () B, -~ By, ]H] |
0
seklinde elde edilir. Bu ifade
H O 0
— 0 H 0
H= :
0 0 H (N+1)*x(N+1)?
olmak iizere,
('(x)) =B(x)HB(x)HY
olarak elde edilir.
(3.4) ve (3.6) ifadelerini kullanarak,
B(x) 0
0 B
ys(x):[BO,N(x) B y(x) - BN,N(X)J (X)
0 0

seklinde elde edilir. Bu ifade

0 0 [H 0
(x) 0 ([0 H
0 B('x) 0 0
0 |[B(x) 0
0 || 0 Bx)
B(.x) 0 0

B(x) 0 - 0
- B
B(x)- 0 (:x) 0
0 0 E(X) (N+1)2x(N+1)?

ve

17
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Szfz[y()\_( le yN?]T(NH)M

olmak tizere,

¥ (x)=B(x)B(x)B(x) ¥ (3.9)
matris bagintisi elde edilir.
3.1.2. Siralama (Collocation) Noktalarina Dayalh Matris Bagintilar

Bu ¢alismada kullanilacak siralama noktalari

a=x,<x <--<xy,=b
i¢in

x,:a+b;,ai , i=0,1,.,N (3.10)

ile tanimlanir. Bu siralama noktalari (3.1) denkleminde yerine konulursa,

P(5)y(x)+Q(x )y () #R(x) 5 (5)+8 (x)y ()5 (6) T (x) (3 (3)) +U (x)5 (x) =2 (x)

i=0,1L....N ; 0=<x <R

1

elde edilir. Bu denklem

seklinde diizenlenebilir. Boylece
W(xl.)Y+V(xl.)§_(+Z(xi)§=(:g(xi) (3.12)

seklinde yeni denklem sistemi elde edilir. Yeni temel matris denklemi
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wol 0 W) 0 .y |
0 0 W( N) (N+D)x(N+1)2 Y (N+1)2><1
V(x) 0 0 Y
Vo 0 V(:xl) 0 . Y = ?
0 0 V(XN) (VA1) Y (N+1)’x1
Z(x,) O 0 |
7 - 0 Z(..xl) 0 : ?* _ ?
0 0 Z( N) (N+Dx(N+1)* _§_(N+1)4xl
1 0 0 8 (xo)
o1 o L g #)
00 -1 (N+Dx(N+1) 8 (XN) (N+1)x1

olmak tizere
WY +VY' +ZY =G
sekline doniigiir veya arttirilmis matris olarak
[W;V;Z:G] (3.13)

ifadesi elde edilir.

(3.2) kosullarina karsilik gelen matris denklemi (3.4) ve (3.6) bagintist kullanilarak
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B(a)=[B,,(@) B(a) - By(a]

B(b)=[Byx®) B y(B) - Byy®)]

B(a) 0 - 0
08
0 0 B(a) (N+Dx(N+1)?

B(b) 0 0

O I
0 0 B(b) (N+Dx(N+1)?
I_;(a) _() 0

ﬁ(a): O B(a) 0
0 0 E(a) (N+12x(N+1)?
B(b) 0O 0

I:;(b)= 0 E(:b) o
0 0 E(b) (N+12x(N+1)?

olmak iizere
{B(a)+ BB(5)) Y-+ {yB()B(a)+ 7B(6)B(5) +w B(a)B(b)| Y +{£B(a)B(a)B o)+ £ B(b)B(b)B(5)] Y = £
bi¢ciminde elde edilir ve

[K;L;N: 2] (3.14)

seklindedir. Burada K, L ve N matrisleri
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K=[k kK N]lx(NH):aB(a)_'_ﬂB(b)
Lol & o 1] =B(@)B(a) B()B() B a)BO)
N=[n, n - n],,. =B(a)B(a)B(a)+{B(b)B(b)B(b)

olarak tanimlanmustir.

(3.2) kosullarina gore Bernstein polinomu cinsinden ¢éziimii elde etmek i¢in
(3.13) arttirilmis matrisinin son satir1 silinerek, yerine kosulla ilgili (3.14) satir

matrisinin konulmasiyla elde edilen yeni arttirilmis matris

W) 0 03V(x) 0 - 03Z(x) 0 - 0:g(x)
R I R
0 0 K; 0 0 - L; 0 0 N: 1
veya karsilik gelen matris denklemi
WY +VY +ZY =G
seklinde elde edilir. Burada
W(x) O 0 V(x,) O 0
wo| O w(xl) 0 . | © V(.xl) 0
0 0 K 0 0 L
Z(xo) 0 0 g(xo)
7 _ 0 Z(.xl) O : G- g (.xl)
0 0 N A

bi¢giminde tanimlanir.
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(3.15) matris denklemine kars1 gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminden, bilinmeyen {yo,y,,...,yN} Bernstein katsayilar1 belirlenir. Sonug

olarak (3.15) matris denklemi yardimiyla (3.3) kesilmis seri formunda yaklagik

¢Oziim elde edilir.
3.1.3. Coziimiin Kontrolii

Cozliimi kontrol etmek i¢in asagidaki yol izlenebilir [19, 41, 42, 44]. (3.3)
Bernstein polinomu (3.1) denkleminin bir yaklagik ¢oziimii oldugu i¢in y(x) ve
tirevi (3.1)’de yerine konuldugunda sonu¢ denklem yaklasik olarak saglanmalidir;
yani

x=1x, €[0,R] icin

E(xl.) <107% (k,eZ").

Eger max (10_’"’ ) =10" (keZ") belirlenmis ise, N kesme siur1 E(x) farkli her

bir noktada belirlenen 10" degerden daha kiigiik kalincaya kadar arttirilir. Diger

yandan hata
Ey ()= P(x) y ()+Q ()3} (x)+ R(x) 3 ()48 (x) vy ()35 (x)+T (x) (54, () +U ()37 () - ()

fonksiyonu ile tanimlanabilir. Eger N yeterince biiyiik oldugundan E, (x)—0 ise o

zaman hata azalir.

3.2. ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Céziimii icin

Bernstein Siralama (Collocation) Yontemi

Bu kisimda ise, ikinci mertebeden lineer olmayan

a (x) ()4, (1) (), (x) " (), (x)* (x) o () y () () s ()0 ()
ag(x)y(x)y"(x)+a,(x)y'(x)y" (x)+q, (X)(y”(x))z vay () (¥)= (1) (3.16)
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tipindeki diferansiyel denkleminin,

1 1
Z|:aiky(k)(al.)+Zﬂiky(k)(ai)y(l)(ai)}:/1]. . i,j=0,1,0<x<R (3.17)
=0

k=0

karigik kosullarina gore
N
yx) =) y,B,  (x) 0<a<x<b<R (3.18)
n=0

biciminde N. dereceden bir Bernstein polinomu olarak yaklagik ¢6zlimii

arastirllmistir.  Burada y, (n=0, 1,...N ) katsayilar1 belirlenecek Bernstein

katsayilari olup, a,(x),a,(x),a,(x),a;,(x),a,(x),as(x),as(x),a,(x),aq(x),a,(x)
ve g(x) fonksiyonlari O0<x<R araliginda tanimh bilinen fonksiyonlar; o, ve

A sabitleri uygun sabitlerdir.
3.2.1. Temel Matris Bagintilar

Bu kisimda (3.16) ile verilen lineer olmayan diferansiyel denkleminin her
teriminin matris formlar1 elde edilir. Bunun i¢in once (3.18) ile verilen Bernstein

polinom yaklasimi matris formunda yazilacak olursa

y(x)zB(x)Y (3.19)

B (x) = I:BO,N () B y(x) -+ Byy (x):llx(NH)

T

Y=[y0 ¥, ...yN]
elde edilir. (3.19) ifadesinin x ‘e gore tiirevleri alinirsa

Y(x)=B'(x)Y

=B(x)HY (3.20)

=B(x)H’Y (3.21)
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ifadeleri elde edilir. Buradaki H matrisi

H=M")"'TIM"

seklinde olup M ve IT matrisleri

Mgy My, Moy (_1)j_i N\ N-i
M = my, my n . omy= i ‘ J—i i<
RI
Myo My, myy 0 s 1>
01 0 0 |
0 0 2 0
II= Do
0 0 O N
0 0 0 0 |
olarak tanimlanir.
Diger yandan, y*(x) ifadesi
B(x) 0 0 oY
B 0 Y
y’ (x) = [BO,N (x) B y(x) -+ By, (x):l (X) . n
0 0 B(x) Y
seklinde elde edilir. Bu ifade
B(x) 0 0
_ 0 B 0
B (x) = (x)
0 0 (x) (N+Dx(N+1)?
ve
? = [yOY le yNY]T(N+1)2><1

olmak tizere,
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V' (x)=B(x)B(x)Y
bi¢iminde elde edilir.

(3.19) ve (3.20) ifadelerini kullanarak,

B(x) 0 0 JTH o
B . 0 0 H

y(x)y’(x):[BO,N(x) BI,N(X) BN,N(X)J (x) . .
0 0 - B(x)[0 0

veya

ifadesi elde edilir.

(3.22) bagintisindaki benzer yol izlenerek ve (3.19) ifadesi kullanilarak

B(x) 0 0 |I[H 0

2 0 B(x) - 0 |lo H
(y’(X)) :[BO,N(X) BI,N(x) BN,N(X)][H] : (x) . | .

0 0 - B(x)J[o o

seklinde elde edilir. Bu ifade

H 0 0
_ |0 H 0
H= )

0 O H

(N+1)2x(N+1)%

olmak tizere,
(¥'(x)) =B(x)HB(x)HY

bi¢ciminde elde edilir.
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(3.20) ve (3.21) ifadelerinden

B(x) 0

0 B
y'(x)y”(x):[BO,N(x) Bl,N(x) BN,N('X):HH] (X) .

0 0

seklinde elde edilir. Bu ifade

H> 0 0
_ 2
- 0 H 0
0 0 Hz (N+1)>x(N+1)?

bagntisi elde edilir.

0 ||H?
0 0 H
B(x) 0

01 »Y
»Y

(3.25)

(3.19), (3.20) ifadelerini, (3.24) ve (3.25) bagintilarindaki benzer yollar izlenerek,

B(x) 0
0 B
y(x)y' () =[Bus (@) By(@) - By )] (:x) .
0 0
veya kisaca
¥(1)y"(x) = B(x)B(x) AY
elde edilir.
B(x) 0
2 2 0 B
(y"<)€)) :|:BO,N('X) Bl,N(x) BN,N(X):'[H] (X)
0 0
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0 0 H* .-
- B(x)J L0 0
0 (|[H* 0
0 o0 H
B(x) 0 0

(3.26)

0 )’OY
01 »Y

. H2 yNY



veya kisaca
(3" (%)) =B(x)H’B(x)HY (3.27)
elde edilir.

(3.19) ve (3.22) ifadelerini kullanarak,

B(x) 0 -« 0 |[B(x) 0 - 0 |[yY
B(x) -+ 0 0 B(x) -~ 0 Y
Y (¥)=[ By By -~ By, (] (x) 04 0 Bl 0y
0 0 B(x)|| 0 0 B(x)| y,Y
seklinde elde edilir. Bu ifade
B(x) 0 - 0
0 B 0

E(x) - (X)
E(x) (N+1)2x(N+1)?

veE
= - = =7
Yzl:yOY ny - yNY:I (N+1)°x1

olmak tizere,

==l
|

' (x)=B(x)B(x) (3.28)

(%)

matris bagintisini elde ederiz.

3.2.2. Siralama (Collocation) Noktalarina Dayalh Matris Bagintilar
Bu ¢alismada kullanilacak siralama noktalari

=b

a=x,<x <--<Xy
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icin

i , i=01,...,N (3.29)

ile tanimlanir. Bu siralama noktalari (3.16) denkleminde yerine konulursa,

ay (%) y(x% )+, () ' (3) +a, ()" () + a5 () v (3 )+, (%) y () ' () + 4 (x,)(y'(xl.))Q +
ag (%) y (%) (%) +a; (%) ' (x) " (x ) +ay (xl.)(y"(xi))z +a, (%)Y (x)=g(x)

i=01,....N ; O<x<R

denklemi elde edilir. Bu denklem

[ao (xi)B(xl.)I +q, (xi)B(xi)H +a, (xi)B(xi)H2]Y+
[a3(x[.)B(x[.)I_i(x[.) +a, (xi)B(x[.)l—}(xi)I:I + aS(xl.)B(xl.) H E(x[.)ltl
+a6(xl.)B xl.)]_i( I)I?I + a7(xi)B(xi)H}_3(xi)I?I + ag(xi)B(xi)Hzﬁ(xi)ﬁ}S_(+

[, (x) B(x) B(x) B(x)| Y=2g(x) (3.30)

=

seklinde diizenlenebilir. Boylece

|

W(xi)Y+V(x,.)§_(+Z(xi) =g(x,.) (3.31)

seklinde yeni denklem sistemi elde edilir. Yeni temel matris denklemi

W(x) O 0 Y

W 0 W(xl) 0 Y - Y
0 0 W)y Y Joapa

V(x) 0 0 Y

vo| O V(‘xl) 0 o S?
0 0 A Y v
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Z(x,) 0 0 Y
,_| 0 Z(x) 0 3 Y
0 0 Z( N) (N+Dx(N+1)* _§_(N+l)4><l
g ( 0) 1 0 0
G- g (xl) : = 01 0
g(xN) (N+1)x 00 -1 (N+D)x(N+1)
olmak tizere
WY +VY +ZY =G
sekline doniisiir veya arttirilmis matris olarak
[W;V;Z:G] (3.32)

formunda yazilabilir.

(3.17) kosullaria karsilik gelen matris denklemi (3.19), (3.20), (3.22), (3.23) ve
(3.24) bagintilarini kullanilarak

B(ai)ZI:BO,N(ai) Bl,N(ai) BN,N(ai):'
B(a)) O 0

(ai ) (N+1)x(N+1)?

olmak tzere

K, = i[aikB(ai)]HkY : i=0,1

k=0
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1
L =Y B.|B(a)B(q)+B(q)B(q,)H+B(a,)HB(q )H]Y , =0l
k=0
seklinde elde edilir ve
[K5L;0: 2] (3.33)

seklindedir. Burada K, L., 0 ve A matrisleri
K 0
0 Kl 2x2(N+1)

L, 0
L:[ ’ } =[] i=01, j=01..,N
0 L, 22(N+1)’

veya acik olarak

seklinde,

b o ot
00 2x2(N+1)’ A 2x1

formunda tanimlanmustir.

(3.17) kosullarma gore Bernstein polinomu cinsinden ¢oziimiinii elde etmek
icin (3.32) arttirtlmis matrisinin son iki satir1 silinerek, yerine kosulla ilgili (3.33)

satir matrisinin konulmasiyla elde edilen yeni arttirilmis matris
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veya karsilik gelen matris denklemi

WY +VY +ZY =G

seklinde olur; buradaki matrisler

W(x) 0 0

wol O W(xl) 0
0 0 K

Z(x,) O 0

seklindedir.

;0

;0
V(XO)

0

0

(3.34) matris denklemine karst gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminden, bilinmeyen {y,y,,...,yy} Bernstein katsayilar1 belirlenir. Sonug

olarak (3.34) matris denklemi yardimiyla (3.18) kesilmis seri formunda yaklasik

¢Oziim elde edilir.

3.2.3. Coziimiin Kontrolii

(3.18) Bernstein polinomu (3.16) denkleminin yaklasik ¢6zliimii oldugu i¢in

(3.16) daki bagmtilar yerine konuldugunda sonu¢ denklem yaklasik olarak saglanir;

yani

X=Xx € [O,R] i¢in
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E(s)= ay(x)y(x)+a (x)y (x)+a,(x)y"(x)+a (x)y* (x)+a,(x)y(x)y'(x)+a (x[)(

veya

E(x,)<10™ (k, eZ™).

Eger max (10"“' ) =10" (keZ™) belirlenmis ise, N kesme st E(x) farkli her

bir noktada belirlenen 10 degerden daha kiigiik kalincaya kadar arttirilir. Diger

yandan hata

()9 () + g (x) 9 (2) ' (x) +as (x) (5 () +
x)+a, (x) ' (x) " (x) + a (x) (5" (2)) +a, ()7 (x) - 2 ()

=
—_
=
~
Il
Q
S
—
=
~
~
—_
=
~
+
<
—_
=
~
'\<‘
—_
=
~—
+
Q
S
—_
=
~—
'\<‘
—
=
~—
+
,P
—
=
~
<

Q
x
—_

=
~—

<
—_

=
~—

~
<
—_

fonksiyonu ile tanimlanabilir. Eger N yeterince biiyiik oldugundan E, (x) —0 ise o

zaman hata azalir [41, 42, 44].
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4. LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ
YAKLASIK COZUMLERI

Uygulamali bilimlerin bir¢ok alaninda lineer olmayan diferansiyel denklem
sistemleri karsimiza ¢ikmaktadir. Lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin
varsa analitik ¢oziimlerini bulmak en iyi tercihtir [36]. Bunun miimkiin olmadig
durumlarda en iyi yaklagimi veren niimerik yontemi kullanip ¢oziimii elde etmek
gerekir [32-38]. Niimerik yontemler ¢ok Onceden beri matematik¢iler tarafindan
kullanilmakta olup 1950°den sonra gelismeye baslayan bilgisayar ile birlikte daha

yaygin olarak kullanilmaya baslanmustir.

Onceki béliimde birinci ve ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin yaklasik c¢oziimlerinin bulunmasi i¢in verilen yontem bu boliimde
birinci ve ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin

yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in gelistirilmistir.

Yaklagik ¢oziim i¢in gelistirilen yontem ilk Once, denklem i¢indeki katsay1
fonksiyonlarinin, lineer olmayan kisminin ve bilinmeyen fonksiyon ile tiirevlerinin
kesilmis (sonlu) Bernstein polinom ag¢ilimlarinin alinmasina sonra bunlarin matris
formlarinin  yerine konularak sadelestirilmesine ve bir matris denklemine
dontistiiriilmesine dayandirilir. Bu matris denklemi birinci ve ikinci mertebeden
lineer olmayan denklem sistemine karsilik gelir. Bu da bilinen sayisal yontemlerle

¢oziilebilir.

4.1. Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemlerinin

Sinir Deger Problemi icin Bernstein Siralama Yontemi

Calismanin bu boliimiinde 0 <7 < R olmak iizere

al(t)yI’ +a,(t)y, +a3(t))’2, +a, @)y, +N,(y,, )’2’)’1,’)’2') =g,(®)
bl(t)yl, +b,()y, +b3(t))’2, +b,()y, + N,(y,> )’2’y1,vy2') =g,()

“4.1)

ile taniml1 lineer olmayan birinci mertebe diferansiyel denklem sistemlerinin sinir

deger problemi
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2
k=1

2
Z{aﬂcyk(al.)+z,8jkyk(ai)y,(ai)}=ﬂ,j , ,j=12 , 0<q <t<a,<R (4.2)
=1

smir kosullart ile ele alinmistir. Burada O<7<R , N,(y.y,.¥,.y,) Ve

N,(y,,¥,.y,»y,) lineer olmayan fonksiyonlar,  a.(t) ve b(t), i=12,...,4

stirekli fonksiyonlar ve g,(7), g,(¢) bilinen fonksiyonlardir.

Amag, daha once kullanilmis olan Taylor siralama ve matris metotlarini

degistirip gelistirerek (4.1) ve (4.2) sisteminin
N
yi(1)=2 5, B (1) i=,2 ,  O0<t<R (4.3)
n=0

kesilmis Bernstein serisi cinsinden yaklasik ¢O0zliimiinii bulmaktir. Burada

(n =0,1,....N ) i¢in Vin ler belirlenmesi gereken Bernstein katsayilaridir.

4.1.1. Temel Matris Bagintilar:

Bu kisimda, (4.1) sistemindeki tiim terimlerin matris formu olusturulacaktir.
Bu amagla ilk olarak (4.3) ile ifade edilen Bernstein seri ¢éziimleri ve tlirevlerinin

matris gosterimi ele alinacak olursa,
B(1)=[Bon(® By -+ Byy®]

Yo=[v vurvin ]
seklinde olmak {lizere
y()=B()Y, . i=12 (4.4)
yi(1)=B(r)HY, , i=12 (4.5)
bagintilar1 elde edilir. Buradaki H matrisi

H=M")"'TIM"
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seklinde olup

Mgy My, Myn (1)]4 N\ N-i

M = myg, my, my . i J—i .
- ’ ml]_ Rj ’ lS]
My, My, myy 0 , 1>

[0 1 0 0 |

0 0 2 0

= :
0 0O N
10 0 0 0

olarak tanimlanir.

(4.1) sisteminin lineer olmayan kismi1 N,(y,,y,,y,,y,), i=1,2 niimerik drnekler
icinde y (1) ve y,(t)y;(t) , i#j, i=j=1,2 bigimlerinde yer almaktadir. Lineer

olmayan ifadelerin matris gosterimleri de i = j =1,2 igin

B(r) 0 0
_ B
B(r)- 0 {z) 0
0 0 (t) (N+Dx(N+1)?

?i,i = [y[,oﬁé yi,lYi o yi,NYi ]T

(N+1)?x1

?i,j = I:yj,OYi yj,lYi ... yj,NYl- :|T

(N+1)2x1

Y, zl:yi,OYj Vi X Yin Y, ]T

(N+1)?x1

olmak tizere,

5/(1)3, () =B()B()Y,, 6
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y; (1)y,(1)=B(1)B(1)Y,,
seklinde matris formuna indirgenir.

4.1.2. Sistemin Temel Matris Gosterimi

Bir onceki kisimda tanimlanmis olan (4.4) ve (4.5) matris baglantilar1 (4.1)

sisteminde yerine yazilarak

a,(t)B(t)HY, +a,(t)B(¢)Y, +a,(1)B(t)HY, +a,(1)B(1)Y, + N, (1) Y, = g, (1)} W
b (t)B(t)HY, +b,(¢)B(¢)Y, +b,(¢)B(t)HY, +b,(1)B(¢)Y, + N, (1)Y,, = g,(®) |

matris sistemi elde edilir. (4.7) sisteminin matris gosterimi

[a,(1)B(t)H+a,(1)B(t) Y, +[ a;(1)B(t)H+a,(1)B(1) ]Y,+ N, (1) Y., = g, (1)
(1) C2(1)
[0y (1B b, (0)B()]Y, + [, (1B () B -5, (B ()], N, (), = (1)

D (1) Dy(7)

C,(1) =4, (1)B(1)H+a, (1) B(1)
C, (1) = (1)B(1) M +a, (1)B()
D, (1) =5, (1)B(:) H 1, (1)B (1)
D, (1)= b, (1) B(1)H+b, (1) B(1)

olmak tlzere

C, ()Y, +C, ()Y, + N, ()Y, = ¢, <f>} @43)

D, (1)Y,+D,(1)Y,+N,(1)Y,, =g, (1)
formunda bulunur.

Sonug olarak (4.7) sisteminin temel matris denklemi

w5 581 ] ]
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olmak tizere
P(1)Y+N(1)Y=G(@) (4.9)
seklinde kapali formda ifade edilir.

4.1.3. Bernstein Siralama Metodu

Bu kisimda

t,=—s , s=0L12,...,.N ,

seklinde tanimli siralama noktalar1 (4.9) matris denkleminde yerine yazilarak,
P(1,)Y+N(:,)Y=G(@,) 5s=0,1,2,....N (4.10)

yeni denklem sistemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi

P(,) O 0 Y

w-| O P ) Coved
0 0 P (1) iy oo Y oy

N(t,) 0 0 | Y

vo| O N(zl) 0 oy 37
0 0 Nt ) Loy Y e




olmak tizere
WY +VY =G’ 4.11)
elde edilir.

(4.2) ile tanimlanan sinir kosullarinin matris gosterimini bulmak i¢in (4.4) ve (4.6)

bagintilar1 kullanarak

2 —_— —_—
> [eB(a)Y,+B,B(a)B(a)Y,; |=1; . i,j=1,2 (4.12)
k=1

elde edilir.

Boylece kosullarin temel matris denklemi

olmak tlzere

0 K, 2x2(N+1) 0 L, 2x2(N+1Y’ h, 2x1

matrisleri elde edilir. K ve L matrisleri kullanilarak (4.12) ifadesi
KY+LY =2 (4.13)

seklindeki matris denklemine doniisiir. (4.11) denklemindeki W matrisinin son iki

satir1 (4.13) matrisi ile degistirilerek, kosula bagli matris denklem

38



P(t,) 0 03N(t,) 0 (1,)]
Wiveg]=| O P i 0 N (1)
0 o K o 0 L: & |

ve karsilik gelen matris denklemi

WY +VY =G*

bi¢iminde elde edilir. Burada,

P(z,) 0 0 N() 0 0 G(1,)
W 0 P(:tl) 0 Vo O N(#) 0 G- G(tl)
0 0 K 0 0 L A

formunda tanimlanir. Boylece (4.1) sisteminin (4.2) sinir kosullar1 altinda temel

matris denklemi, n=0,1,...,N i¢in y, ve y, bilinmeyenli 2(N +1) denklemden

olusan lineer olmayan cebirsel denklem sistemine doniisiir. Bu denklem sisteminden

bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve denklem (4.3) de yerine yazilirsa,
N
yi(t):zyi,an,N([) s l:1,2 (414)
n=0

seklinde Bernstein polinom ¢6ziimii elde edilmis olur.
4.1.4. Coziimiin Kontrolii

Coziimiin dogrulugunu kontrol etmek i¢in (4.14) ile elde edilen yaklasik
¢oziimler (4.1) sisteminde yerine yazilir. (4.14) polinomunun ¢dziimleri, sistemin

¢oziimleri oldugundan denklem (4.1)’i saglamalidir. Yani

i=1,2 t:tqe[O,R] , g=0,1,... icin
E (1) =|a,(t,) vy +ay(t )Yy +a5(t) v,y +ayt)yy + Ny, 3,,), 9, €). v, t) - 8,,)| =0
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E, (1) =10 )0y +0, )2y +B50) o +0,) Y0 + N (), 3,1, 3, (), 3, (1)) = 8,(0,)[ 20

veya
E ,(t)<107 (kgeZ’)
olmalidir. Max 107%7 =107* (keZ*) onceden belirlenerek E, ,(z,) degeri her

noktada 107" *dan kiiciik oluncaya kadar N kesme sinir1 arttirilir [41, 42, 44].

4.2. Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemlerinin

Sinir Deger Problemi icin Bernstein Siralama Yontemi

Bu kisimda ise, 0 <t < R olmak tizere

a1y, +a,(t)y, +ay(0)y, +a,(0)y, +a5(0)y, +a0),+ N,V Yo Vs Vs ¥, 5 Vs ) =&, (0)
bi(6)y, +b,(0)y, +b,(0)y, +b,(1)y, +by(1)y, +b()Y,+ Ny (¥ Yy Vi 5 Vs 52y 5 ¥, ) = &, (1)

(4.15)

ile tanimli lineer olmayan ikinci mertebe diferansiyel denklem sistemlerinin sinir

deger problemi

lezzl[ajkyk(m)(ai)+lezzlﬂjkyk(m)(ai)yl(”)(ai)}2/1]. , L,j=12 (4.16)

m=0 k=1 n=0 [=1

sinir kosullar ile ele alimmugtir. Burada O<t<R, N,(y,,¥,, Y, »Ys ¥ >V, ) Ve

N,(¥,v5. %>, % »y,") lineer olmayan fonksiyonlar, a,(t) ve b.(t), i=1,2,...,6

stirekli fonksiyonlar ve g,(¢), g,(¢) bilinen fonksiyonlardir.

Amag, daha 6nce kullanilmis olan Taylor siralama ve matris metotlarini

degistirip gelistirerek (4.15) ve (4.16) sisteminin

yi(£)=> v, B.x (1) i=1,2 ,  0<r<R (4.17)

kesilmis Bernstein serisi cinsinden yaklasik ¢Oziimiinii bulmaktir. Burada

(n =0,L...,.N ) i¢in y,ler belirlenmesi gereken Bernstein katsayilaridir.
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4.2.1. Temel Matris Bagintilar

Bu kisimda, (4.15) sistemindeki tiim terimlerin matris formu olusturulacaktir.
Bu amagla ilk olarak (4.17) ile ifade edilen Bernstein seri ¢oziimleri ve tiirevlerinin

matris gosterimi ele alinacak olursa,

B(t) = I:BO,N ®) By@®) -+ Byy (t)]lx(NH)

Y = I:yi,O Yir " Vin :IT

Ix(N+1)

seklinde olmak {izere
yi(t):B(t)Yi , i=12 (4.18)
y " (t)=B()H"Y, , i=12 (4.19)
bagmtilari elde edilir. Buradaki H matrisi

H=M")"IM"

seklinde olup
Moy My oo Mgy (1)ji(Nj(N—ij
M = m.lo n’fu m‘uv ’ m, = l" J—i i<

- - . . Rj

Myo My, myy 0 sy 1>
01 0 0|
0 0 2 0

= f

0 0O N
10 0 0 0

olarak tanimlanir.
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(4.15) sisteminin lineer olmayan kismi N,(y,,y,,y,,y, ), i=1,2 niimerik drnekler
i¢inde y.’(¢) ve vy, @) , i#j, i=j=12 bicimlerinde yer almaktadir. Lineer

olmayan ifadelerin matris gosterimleri de i = j =1,2 i¢in

B(r) 0 0
B(r)- 0 Bgt) 0
0 0

(t) (N+D)x(N+1)?

?i,i = [y[,OYC yi,lYi T yi,NYi :IT

(N+1)%x1

T

?i,j :[yj,oYi Y. Y '“yj,NYi:I

(N+1)2x1

—_— T
Y Z[ynoYf yt‘JYj"'yf,NYf] (V411

olmak iizere,

(1Y, (4.20)

(4.21)

JHY, (4.22)
)

seklinde matris formuna indirgenir.
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4.2.2. Sistemin Temel Matris Gosterimi

Bir 6nceki kisimda tanimlanmis olan (4.18) ve (4.19) matris baglantilari

(4.15) sisteminde yerine yazilarak

a()BOWY, +a,()BOHY, +a,()B1) Y, +a,()BOH' Y, +a,() BOHY, +a,(1)B() Y, + N, (1) ?i, =8(0)
b(t)BOHY, +b,(t)BOHY, +b,()B() Y, +b,()B()H'Y, +b, () B()HY, +b, (1) B(1) Y, + N,(1) YJ =g,(1)

]

(4.23)

matris sistemi elde edilir. (4.23) sisteminin matris gésterimi

[ a,(BOH +a,()B(OH+a,()B(1) |Y, +| a,()BOH +ay(DBOH +a,()B(1) |Y, + N,()Y, | = g,()

Cy(1) C,(1)
[ 6,(BOH +b,()BOH+by(1)B(1) | Y, +[ b,()BH + by ()BOH + b, ()B(1) | Y, + N, ()Y, = 8, (1)

Dy(1) D,(1)

C,(t) = a,(OBOH? +a,()BE)H + a,()B(?)
C,(t) =a,(BOH? + a,(t)BE)H +a, () B(?)
D, () = b, ()B(OH +b,(t)B(t)H +b,(1)B(r)

D, () =b,(t)B()H’ +by(t)B(t)H +b, (1)B(t)

olmak tzere

Cl(t)Yl+C2(t)Y2+N1(t)§_(,.,j—gl(l)} (4.24)

D, (1)Y,+D,(1)Y,+N,(1)Y,, = g,(1)
formunda bulunur.

Sonug olarak (4.23) sisteminin temel matris denklemi
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olmak iizere
P(1)Y+N(1)Y =G() (4.25)

seklinde kapali formda ifade edilir.
4.2.3. Bernstein Siralama Metodu

Bu kisimda

t,=—s , s=0L12,....N ,

seklinde taniml1 siralama noktalar1 (4.24) matris denkleminde yerine yazilarak,
P(1,)Y+N(t,)Y=G(@,) s=0,1,2,...,N (4.26)

yeni denklem sistemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi

P(z,) O 0 Y

wo| 0 P 0 |y
0 0 P (1) Linpon o Y gy

N() 0 0 Y

vo| O N(zl) 0 g s?
0 0 N(6y) Loy Y iy

olmak tlizere
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WY +VY' =G" (4.27)
bi¢iminde elde edilir.

(4.16) ile tanimlanan smir kosullarinin matris gosterimini bulmak i¢in (4.18) ve

(4.19) bagintilar1 kullanarak

K, 0 K, 0

Ko=ly K e
02 2x2(N+1) 12 _12x2(N+1)

L 0 L 0

= P RS P
02 _12x2(N+1)? 12 _12x2(N+1)?

%{/ﬂ ’ M{A}
/102 2x1 212 2x1

olmak iizere sirasiyla
K,Y+L,Y=2, (4.28)
KY+LY=) (4.29)

seklindeki matris denklemine doniistir. (4.27) denklemindeki W matrisinin son dort

satir1 (4.28) ve (4.29) matrisleri ile degistirilerek, kosula bagli matris denklem

P(z,) O 0;N(,) 0 0:G(1)
0 P(t) 0 03 0 N(t) 0:G(t)
(WV:G']=| & 1 i r s:
. 05 . 02,
L 0 1 0 L1 : (I

ve karsilik gelen matris denklemi

WY +VY' =G*
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biciminde elde edilir. Burada,

P(z,) O 0 0 N(,) O 0 0
0 P(1) 0 0 0 N(1) 0 0
W= : . V=| : :
0 0 K, 0 0 0 L, 0
0 0 0 K, 0 0 0 L
G(r,)
) G(1)
G =|
)“0
_;"1 .

formunda tanimlanir. Boylece (4.15) sisteminin (4.16) sinir kosullart altinda temel

matris denklemi, n=0,1,...,N i¢in y, ve y, bilinmeyenli 2(N +1) denklemden

olusan lineer olmayan cebirsel denklem sistemine doniisiir. Bu denklem sisteminden

bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve denklem (4.17) de yerine yazilirsa, sistemin
N
()=, Bun(r) »  i=12 (4.30)
n=0

seklinde Bernstein polinom ¢6ziimii elde edilmis olur.
4.2.4. Coziimiin Kontrolii

Coziimiin dogrulugunu kontrol etmek i¢in (4.30) ile elde edilen yaklasik
¢oziimler (4.15) sisteminde yerine yazilir. (4.30) polinomunun ¢dziimleri, sistemin

¢oziimleri oldugundan denklem (4.15)’1 saglamalidir. Yani

i=1,2 t:tqe[O,R] , g=0,1,... icin

a (tq)yl,N" +a2(tq)y1,1v’ +a3(tq)yl,N +a4(tq)y2,N” +
EI’N(tq) - ' ' '
as(tq)yz,jv +a6(tq)y2,1v +N1(y1(tq), yz(tq)s y1 (tq), yz (tq))_g1(tq)

N
o
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b)Yy +by )y b)Yy +b, 1)y, +
EZ,N (tq) = ’ 12 ’
by(t,)y,n +bs(t)y, N + N, (3 (@), y,(2,), ¥, (), ¥, (t,)—8,(t,)

N
o

veya

E \()<10" (kqeZ")

olmahdir. Max 107/ =10" (keZ") 6nceden belirlenerek E,,(z,) degeri her

noktada 107 *dan kiigiik oluncaya kadar N kesme sinir1 arttirilir [41, 42, 44].
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5. LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEM VE DENKLEM
SISTEMLERI ILE iLGILI NUMERIK UYGULAMALAR

Bu boliimde, Bernstein siralama (collocation) yonteminin kullanilabilirliligini
gostermek icin birinci ve ikinci mertebeden sabit ve degisken katsayili lineer
olmayan diferansiyel denklem ve denklem sistemleri ile ilgili bazi oOrnekler
incelenmistir. Ayrica, verilen araliklarda elde edilen yaklasik ¢oziimlerin dogrulugu

tablo ve grafiklerle gosterilmistir.
ORNEK 5.1. Birinci mertebeden lineer olmayan
y'(x)+y(x)+y3(x)=1+x+x3, 0<x<1
diferansiyel denklemi
¥(0)-y*(0)=0

kosulu ile g6z oniine alinip bu denklemin y(x) ¢6ziimiine

y(x)=>y,B,,(x)

n=0

sonlu Bernstein serisiyle yaklasildiginda,
P(x)=1,0(x)=1, U(x)=1 . R(x)=S(x)=T(x)=0 . g(x)=1+x+x’

olup N =2 i¢in siralama noktalari

1
{xozo, X, =5 xzzl}

olarak bulunur. Kisim 3.1.2°deki yontem izlenerek verilen denklem ve kosul i¢in

temel matris denklemi

[P(5)B(x)1+Q(x)B(x ) H]Y + U (x)B(x)B(x)B(x) | Y =g (x)
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seklindedir. Kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun temel matris

denklemi,

||

W(x)Y+V(x)Y+Z(x)Y=g(x) (5.1)

olarak elde edilir. Siralama noktalar1 (5.1) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

matris denklemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,

WY +VY +2Y =G

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

W (0) 0 V() 0 0
W=l 0 WG) 0 , V= 0 V(%j 0
0 0 W(1) 0 0 V(1)
Z(0) 0 0 2(0)
w0 off) o f el
0 0 Z(1) g(1)
Y Y Y
Y=yl ., Y-=|¥|l , Y=Y
Y Y Y

YZ[)’O Y yz]T

T
Y=[y0y0 Yoi YoYo VYo NN N2 Y2Xo oW yzyz]

?:[yoyoyo YoYoYi  YoXoXo YoNiYo YoV YoNiYo YoXoXo Yoo i VoY2)s
YiYoYo  NiYoXi YViVoYa YiViYo Vi YiNYo NiaYo ViV YidaYs

T
yzyoyo yzy()yl yzyoyz yzylyo y2y1y1 yzylyz yzyzyo yzyzyl y2y2y2]
bigiminde bulunur. Kosul i¢in matris denklemi
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B(0)Y—{B(0)B(0)} Y =[0]

olarak elde edilir. Arttirilmis matris

seklinde elde edilir. Buradaki matrisler agik olarak

w(0)=[-1 2 0] , W(lj=[—§ % ﬂ

2 4

V(O)zV(%j:[O 00000O0O0O0 O
Z0)=l 0 0000000000000000000000O0O0 O]

e 8 18 180 E ik s NG NG En G a

Zl_l11111111111111111111111111
64 32 64 32 16 32 64 32 o4 32 16 32 16 8§ 16 32 16 32 64 32 64 32 16 32 64 32 64

K=[1 0 0] L=[1 0000 0 0 0 0]

Nz[OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO]

bi¢imindedir. Elde edilen sistemden bulunan

1

katsayilar

y(x) =Y BO,Z (x)+yl Bl,z (x)+y2 Bz,z (x)

ifadesinde yerine yazilirsa
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y(x):x

formundaki tam ¢6ziim bulunur.
ORNEK 5.2. Birinci mertebeden lineer olmayan

¥ () =y () (x)+ ¥ (x) = x° = 2x* + 2 . 0<x<I
diferansiyel denklemi

¥(0)=y*(0)+y*(0)=0

kosulu ile gbz oniine alinip bu denklemin y(x) ¢dzlimiine

y(x)=>y,B,,(x)

sonlu Bernstein serisiyle yaklasildiginda,
Q(x)zl , S(x)z—x , U(x)=1, P(x)zR(x)zT(x):O , g(x)=x"—2x"+2x

olup N =2 i¢in siralama noktalari

1
{xon,xlza,xzz}

olarak bulunur. Kisim 3.1.2°deki yontem izlenerek verilen denklem ve kosul icin

temel matris denklemi
[(x)B (x JH]Y +[S (x)B(x)B(x ) H]Y +| U (x)B(x ) B(x)B(x) | Y = (x)

seklinde elde edilir. Kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun temel

matris denklemi,

W(x)Y+V(x)Y+Z(x,) (5.2)

||

I
o)
—~
Ry
~
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olarak elde edilir. Siralama noktalar1 (5.2) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

matris denklemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,

WY +VY +ZY =G

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

Ww(0) 0 V() o0 0
W= 0 W[%) 0 , V=] 0 V(%j 0
0 0 w(1) 0 0 V(1)

Z(0) 0 0 2(0)

2o 2l o | e}

0 0 Z(1) g(1)

Y Y Y

Y =|Y : Y =|Y : Y =|Y

Y Y Y

YZ[)’O Y )’2]T

T
Y=[y0y0 Yoi YoYa VYo NN N2 Y2Xo Yo yzyz]

i(v:[yo)’oyo YoYoXi YoYoY2  YoXiYo YoXiVi YoiYa YoY2Yo Yoo i YoYo Yo
YoYo NiXoXi YiVoYa Yo VNV YiViY. NiYe Vi Vi,

T
yzyoyo yzy()yl yzyoyz yzylyo y2y1y1 yzylyz yzyzyo yzyzyl y2y2y2]

bigiminde bulunur. Kosul i¢in matris denklemi
B(0)Y~{B(0)B(0)} Y+{B(0)B(0)B(0)} Y =0

olarak elde edilir. Arttirilmis matris
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seklinde elde edilir. Buradaki matrisler agik olarak

1

w(0)=[-2 2 o] W(§]=[—1 0 1]
v(0)=[0 0 0 0 0 0 0 0 0],
Hlo_llo_llo_l}

8 8 4 4 8 8
Z0)=[L 00 0000000000000000000O0O0O0O0 0]
“le4 32 64 32 16 32 64 32 64 32 16 32 16 8 16 32 16 32 64 32 64 32 16 32 64 32 64
K=[1 0 0] ., L=[-1 0000000 0

NO)=1 0 00000000000000000000000 0 0]

1) 57

g(0)=0, g(ij:a’ g(=1, 2

I
S

bi¢imindedir. Elde edilen sistemden bulunan

{yO =0,y =0,y :1}
katsayilar

y(x) =X Bo,z (x)+ Y Bl,z (x)+ Y2 BZ,Z (x)
ifadesinde yerine yazilirsa

2

y(x):x

formundaki tam ¢6ziim bulunur.
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ORNEK 5.3. Birinci mertebeden lineer olmayan [43]
(v'(x) +30/(x)=y(x)=—2%" | 0<x<I
diferansiyel denklemi
2y(0)-y*(0)=1

kosulu ile goz ontine alinip bu denklemin y(x) ¢oziimiine

3
y(X)=2,B,,(x)
n=0
sonlu Bernstein serisiyle yaklasildiginda,
P(x)z—l , Q(x):3x , T(x)=1 , R(x):S(x)zU(x)zO , g(x):——x

olup N =3 ic¢in siralama noktalar1

olarak bulunur. Kisim 3.1.2°deki yontem izlenerek verilen denklem ve kosul i¢in

temel matris denklemi

[ P(x)B(x)1+0(x)B(x )H]Y+[T(x,)B(x,)HB(x, )H]Y =g(x,)

seklindedir. Kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun temel matris

denklemi,

||

W(x,.)Y+V(xi)§_(+Z(xi) =g(x,.) (5.3)

olarak elde edilir. Siralama noktalar1 (5.3) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

matris denklemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,

WY +VY +2Y =G
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seklinde olup bu denklemdeki matrisler

‘W) o 0 0 ] V(o) 0 0
\\ (% 0 0 \Y (1j 0
3 3
W= ) , V= )
0 0 W (—j 0 0 0 V (—j
3 3
|0 0 0 W(1)] 0 0 0
Z(0) 0 0 0 | [ 5(0) ]
1 1
yAR= 0 0 —
(3) g(3)
7= ) , G= )
0 0 Z/=| o0 =
(3j g(sj
0 0 0 z(1) L 2(1) |
bi¢iminde bulunur. Kosul i¢in matris denklemi
2B(0)Y—{B(0)B(0)} Y =1
olarak elde edilir. Arttirilmis matris
W) 0o 0 0 ,V(0) 0 0 ,Z(0) 0

[W,7,2:6]-

seklinde elde edilir. Buradaki matrisler agik olarak

2

V3)

4

.
27 9

NeNIEN
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vV(©0)=[9 9 00 9900000000 0 0]

V18 0 2% o000 For L Al ]
3)719 309 3 39 39

3) 19 3 3 309

K=[2 000 , L1 0000000000000 0 0
11 2)_ 2

O:O . —|=—— s — === , /1=1

20 g(Sj 6 g(3j 3

bi¢imindedir. Elde edilen sistemden bulunan

4 3 3
y0=1’yl =§’yz:§,y3=5

katsayilar

y(x) =Y, BO’3 (x) +y, 31,3 (x) +y, 32’3 (x) +y, B3’3 (x)

ifadesinde yerine yazilirsa
1,
y(x) =——x"+x+1
2
formundaki tam ¢6ziim bulunur.

ORNEK 5.4. Birinci mertebeden lineer olmayan

x5/ (1) =0 (1) (1) 57 () =

diferansiyel denklemi ve
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kosulu ele alindiginda, verilen denklemin farkli N degerleri (N =2,5,7) igin
bulunan yaklasik ¢oziimleri ile denklemin tam ¢6zliimii olan y(x)=e¢* in [0,1]

araligindaki karsilastirilmasi Tablo 5.1, Sekil 5.1° de verilmistir.
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Tablo 5.1. Ornek 5.4.” iin Niimerik Sonuclarinin Karsilastirilmasi

X N =5 N=17
Tam y(x,) Mutlak y(x,) Mutlak y(x,) Mutlak
Coziim Hatalar Hatalar Hatalar
0 1 1 0 1 0 1 0
0.1 1.105170918 1.105 1.70918E-4 1.105170917 1E-9 1.105170918 0
0.2 1.221402758 1.22 1.40275E-3 1.221402667 9.1E-8 1.221402758 0
0.3 1.349858807 1.345 4.85880E-3 1.34985775 1.058E-6 1.349858806 2E-9
0.4 1.491824697 1.48 1.11824E-2 1.491818667 6.031E-6 1.491824681 1.7E-8
0.5 1.648721271 1.625 2.37212E-2 1.648697917 2.335E-5 1.648721168 1.03E-7
0.6 1.822118801 1.78 4.21188E-2 1.822048 7.08E-5 1.822118354 4.46E-7
0.7 | 2.013752707 1.945 6.87527E-2 2.013571417 1.812E-4 2.013751158 1.549E-6
0.8 2.225540928 2.12 1.0554E-1 2.225130667 4.102E-4 2.225536366 4.562E-6
0.9 | 2.459603111 2.305 1.54603E-1 2.45875825 8.448E-4 2.459591263 1.184E-5
1 2.718281828 2.5 2.18281E-1 2.716666667 1.615E-3 2.718253968 2.786E-5
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2.8

Tam C6zim 3
26 O N=2igin Yaklasik Cozim A
[J N=5igin Yaklagik C6zUm /EJ
04 N=7 i¢in Yaklasik Cézim ek

. ;F o)
22 g O

1.8 @/@/g
1.6 B
@/@’

1.2 o
1@@”@@

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 5.1. Ornek 5.4.iin N =2,5,7 i¢in Yaklasik Coziim Grafigi

ORNEK 5.5. ikinci mertebeden lineer olmayan [25, 42]

(x—l)y"(x)+xy(x)—y2(x):—x4+x3+2x—2 , 0<x<l1
diferansiyel denklemi

¥(0)+3*(0)=0
Y (©0)+y(0)y'(0) =0

kosullar1 g6z oniine alinip bu denklemin y(x) ¢6ziimiine

3
y(x) = Z yn Bn,3 (x)
n=0
sonlu Bernstein serisiyle yaklasildiginda,

ao(x):x,az(x):x—l , a3(x):—1 , g(x):—x4+x3+2x—2
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a,(x)=a, (x)=a, (x) =a, (x) = @, (x) =a, (x) =, (x) =0

olup N =3 igin siralama noktalar1

olarak bulunur. Kisim 3.2.2°deki yontem izlenerek verilen denklem ve kosullar temel

matris denkleminde
[ao ()c,.)B(xl.)I+a2 (xi)B(xi)H2]Y+[a3 (xi)B(xi)l_S(xi)]Y =g (xl.)

seklindedir. Kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosullar1 temel matris

denkleminde,

||

W(x)Y+V(x)Y+Z(x)Y=g(x) (5.4)

olarak elde edilir. Siralama noktalar1 (5.4) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

matris denklemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,

WY +VY +2Y =G

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

W) 0 0 0 V(0) 0 0
. WGJ 0 0 . V(%) 0 0
0 0 W@j 0 0 0 V[Ej 0

|0 0 0 W(1)] 0 0 0 V(1)
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)

o) oo )
o0 o5 o 3)

o 0o 0 z( ¢(1)

W0O) 0 0 0 ,V(0) 0 0 0 :Z(0) 0 0 0 :g(0)
1 1 1 1
s = 0 W-| 0 0 0O V= 0 0 0 Z-| 00 :g -
[W,V,2:G]= [3) ’ (3) 3) g[3j
0 K, 0, 0 s 0 0 A,
i 0 0 K , 0 0 L, 0 Ao
seklinde elde edilir. Buradaki matrisler agik olarak
w(0)=[-6 12 —6 0] : w(l)oj28 122 107
3 81 27 27 81

V(©0)=[-1 0 0 0 00000000000 O

|6+ 32 16 8 » 16 8 4 16 8 4 2 8 4 2 1
3) L 729 243 243 729 243 81 81 243 243 81 81 243 729 243 243 729

K,=[1 0 0 0] , K =[-33 0 0]
L=100000000000000 0]
L=[330000000000000 0]
1)_ 106
g(0)=-2 . g(gj:_g’ =0,  4=0.



bi¢gimindedir. Elde edilen sistemden bulunan

1
{yo =0,y =0y, :§’y3 :1}
katsayilar1

y(x) =Y, BO’3 (x) +y, Bl,3 (x) +y, 32’3 (x) +y, B3’3 (x)

ifadesinde yerine yazilirsa

2

y(x):x

formundaki tam ¢6ziim bulunur.

ORNEK 5.6. ikinci mertebeden lineer olmayan [25,42]

y"(x)y(x)+xy2 (x)+y(x)y’(x)=x5 +2x7—x—-2 0<x<1
diferansiyel denklemi

y(0)=y*(0)=0
Y (0)+y(0)y'(0)=0

kosullart g6z oniine alinip bu denklemin y(x) ¢6ziimiine

y®)=>y,B,,(x)

n=0
sonlu Bernstein serisiyle yaklasildiginda,
a3(x):x,a4(x):1 , a6(x):1 , g(x):x5+2x2—x—2

a, (x) =aq, (x) =a, (x) =a; (x) =a, (x) =aj (x) =a, (x) =0

olup N =3 i¢in siralama noktalar1

1 2
{xozo, x1:§, x2:§, x3:1}
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olarak bulunur. Kisim 3.2.2°deki yontem izlenerek verilen denklem ve kosullar temel

matris denkleminde

[a3 (%)B(x)B(x;)+a, (x)B(x,)B(x ) H+a,(x,)B(x)

=
—~~
=
~
sl
+
| I—
|
Il
o9
—
=
~

seklindedir. Kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosullar1 temel matris

denkleminde,

]|

W(xl.)Y+V(xi)§_(+Z(xi) :g(xl.) (5.5)

olarak elde edilir. Siralama noktalar1 (5.4) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

matris denklemi elde edilir. Béylece yeni temel matris denklemi,

WY +VY +2Y =G

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

W) 0 0 0 V(0) 0 0 |
. WG] 0 0 . VG) 0 0
0 0 W(%) 0 0 0 V[gj 0
0 0 0 W()] 0 0 0 V()]
Z(0) 0 0 0 | (0) ]
ey e o]
o0 23] o 3]
0 0 0 Z(1) L g(1) ]
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olarak elde edilir. Arttirilmis matris

seklinde elde edilir. Buradaki matrisler agik olarak

w(0)=[0 0 0 0] , w(%}:[o 0 0 0]

V(0)=[3 9 6 00000000000 0 0

3
K,=[1 0 0 0] , K, =[-33 0 0]

L=[-100000000000000 0]

L=[330000000000000 0]

I
)

8(0)2—2 , g(%j=—2.106995885 , 4 =0 , A
bi¢gimindedir. Elde edilen sistemden bulunan
2
{yo =1 » Y =1 » Yo =§,y3 :0}

katsayilari
y(x) =y, By;(x)+y, By (x)+, B,y (x)+y; Byy (x)
ifadesinde yerine yazilirsa
y(x)=1-x°

formundaki tam ¢6ziim bulunur.
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ORNEK 5.7. ikinci mertebeden lineer olmayan [25, 42]
y"(x)y(x)—yz(x)+xy(x)=xex , 0<x<1
diferansiyel denklemi

y(0)+y(0)y'(0)=2
Y'(0)-2y*(0)=~1

kosullar1 g6z 6niine alinip bu denklemin y(x) ¢6ziimiine

Y =2y, B,;(x)

sonlu Bernstein serisiyle yaklasildiginda,

ay(x)=x,a,(x)=-1, a;(x)=1 , g(x)=xe*

4, (x)=a, (x)=a, (x) =a; (x) =, (x) =, (x) =, (x) =0

olup N =3 igin siralama noktalar1

olarak bulunur. Kisim 3.2.2°deki yontem izlenerek verilen denklem ve kosullar temel

matris denkleminde

I:ao (xi)B(xi)I]YJr[a3 (x,.)B(xl.)ﬁ(xi) ag (xi)B(xi)

o]
—_
=
N—"
sl
+
L
|
I
oQ
=

seklindedir. Kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosullar1 temel matris

denkleminde,

|

W(x)Y+V(x)Y+Z(x)Y=¢g(x) (5.6)

olarak elde edilir. Siralama noktalar1 (5.6) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

matris denklemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,
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WY +VY +ZY =G

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

w(0) 0 0
W) o
3
W= 5
0 0 W(—j 0
3
|0 0 0

Z(0) O
oAy
0 0 Z(

0 0

bi¢iminde bulunur. Kosullarin matris denklemi

B(0)Y+{B(0)B(0)H}Y =
B(0)HY -2{B(0)B(0)} Y =[-

olarak elde edilir. Arttirilmis matris

[W,¥,2:6]-

seklinde elde edilir. Buradaki matrisler agik olarak

w(0)=[0 0 0 0]

s

8 4 2 1
27 27 8l

V(©0)=[5 <126 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]




V[I)[80 64 16 @4 a0 2 8 22 0 16 4 106 100 B 2 5
3 729 243 243 729 243 81 81 243 243 81 81 243 729 243 243 729

K,=[t 0 0 0] ., K =[-33 0 0
L=[-330000000000000 0]
L=[200000000000000 0]

g(0)=0 . g(%)=0.4652()41417 L A =2, A=-l.

bi¢imindedir. Elde edilen sistemden bulunan

4 11 8
y0=1 > Vi :E s =—">Y3 =7

katsayilar
y(x) =Y, BO’3 (x) +y, Bl,3 (x) +y, 32’3 (x) +y, B3’3 (x)

ifadesinde yerine yazilirsa

2 3
X X

=1 _t
y(x)=1+x+ Tt

Bernstein polinom ¢oziimii elde edilir. Bu elde edilen ¢6ziim e*’in Taylor agiliminin
ilk dort terimidir. Benzer sekilde islemler yapilarak N =35 i¢in de yaklasik ¢oziim

elde edilir. Bu yaklasik ¢6ziimler ile denklemin tam ¢6ziimii olan y(x)=e"’in [0,1]

araligindaki karsilagtirilmasi Tablo 5.2. , Sekil 5.2.’de verilmistir.
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Tablo 5.2. Ornek 5.7.’nin Niimerik Sonuclarinin Karsilastiriimasi

X, Tam N=3 N =5 N=3 N =5
Cozim Niimerik Niimerik Hata Hata
Coziim Coziim
0 1 1 1 0 0
0.1 | 1.105170918 | 1.105166667 | 1.105170917 | 4.251E-6 1E-9
0.2 | 1.221402758 | 1.221333333 | 1.221402672 | 6.9425E-5 8.6E-8
0.3 | 1.349858808 1.3495 1.349857778 | 3.58808E-4 | 1.03E-6
0.4 | 1491824698 | 1.490666667 | 1.491818763 | 1.15803E-3 | 5.935E-6
0.5 | 1.648721271 | 1.645833333 | 1.648698171 | 2.88793E-3 | 2.31E-5
0.6 | 1.822118800 1.816 1.822048567 | 6.1188E-3 | 7.0233E-5
0.7 | 2.013752707 | 2.002166667 | 2.013572544 | 1.15861E-2 | 1.80163E-4
0.8 | 2.225540928 | 2.205333333 | 2.225132719 | 2.02075E-2 | 4.08209E-4
0.9 | 2.459603111 2.4265 2458761744 | 3.31031E-2 | 8.41367E-4
1 | 2718281828 | 2.666666667 | 2.716672308 | 5.16151E-2 | 1.60952E-3
=® Tam Goziim Zﬁj
sgl © N=3igin Yaklagik Gozim 7
"1 N=5igin Yaklasik Coziim
2.4 K
2.2 f/gg
— 2 h/@/@/%
> 1.8 Z/@/@z/@/é

1.6 =

1.4 ZP’EZH

1.2 T@,@ﬂ/@/@/

1% 0.-1 0.2 0.3 0.4 0.5 O.-6 O.-7 0.8 0.9 1

Sekil 5.2. Ornek 5.7.” nin N = 3,5 i¢in Yaklasik Céziim Grafigi
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ORNEK 5.8. ikinci mertebeden lineer olmayan

P ()= (1) () = —e

diferansiyel denklemi ve

y(0)+y*(0) =2

y'(0)=y(0)y'(0)=0

kosullar1 ile ele alindiginda, verilen denklemin farkli N degerleri (N =3,5) i¢in

bulunan yaklasik ¢oziimleri ile denklemin tam ¢6ziimii olan y(x)=e "’ in [0,1]

araligindaki karsilagtirilmasi Tablo 5.3. , Sekil 5.3.’de verilmistir.

Tablo 5.3. Ornek 5.8.” in Niimerik Sonuclarinin Karsilastirilmasi

Tam

Coziim

N=3

Mutlak

Hatalar

N =5

Mutlak

Hatalar

1

0

0

0.1

0.904837418

0.9048333333

4.0847E-6

0.9048374157

2.3E-9

0.2

0.8187307531

0.8186666667

6.40864E-5

0.81873066

9.31E-8

0.3

0.7408182207

0.7405

3.18221E-4

0.7408172317

9.89E-7

0.4

0.670320046

0.6693333333

9.86713E-4

0.6703146333

5.4127E-6

0.5

0.6065306597

0.6041666667

2.36399E-3

0.6065103704

2.02893E-5

0.6

0.5488116361

0.544

4.81164E-3

0.5487519518

5.96843E-5

0.7

0.4965853038

0.4878333333

8.75197E-3

0.4964368889

1.48415E-4

0.8

0.4493289641

0.4346666667

1.46622E-2

0.4490026956

3.26268E-4

0.9

0.4065696597

0.3835

2.30696E-2

0.4059168883

6.52771E-4

0.3678794412

0.3333333333

3.45461E-2

0.366666985

1.21245E-3
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% Tam C6zUm
\.S.\ % N=3icin Yaklagik Céziim
0.9 = N=5 i¢gin Yaklasik C6zUim
e
e
0.8 -
N
%_
*.
N\
%_

0.7 -
—_ =
< h\*\*

0.6 - a_&.-\%\

e
N
0.5 ST
T
ERN
%f-‘;t;_\\
0.4 + e
?t_- ?Lk_: =

Sekil 5.3. Ornek 5.8. in N = 3,5 icin Yaklasik Coziim Grafigi

ORNEK 5.9. Birinci mertebeden lineer olmayan

' ! 44 342 _
0+ Y —yy, =t =20 —* +3r -1 } 0<r<l

Y205+ yy, =t + 260 + 37 — 4t +1

diferansiyel denklem sistemi

% (0)=y (1)y,(1)=0
¥, (0)+y, (1) y (1)=0

sinir kosullart g6z oniine alindiginda, N =2 i¢in siralama noktalari

{to =0,t, = %,tz = 1} olarak bulunur. (4.8) ‘den

{[BOH]Y, +[BOH]Y, =Y, = -2 —1* +3t -1
[BOH]Y, +2:[BOH]Y, +Y,, =—1* + 26 +31° — 41 +1
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2 2 0
B)=|(1-1) 2(1-1) | ve H=|-1 0 1
0 -2 2

olmak lizere

C,()=t[BOH]=C (=] -2+2" 2t-4 2]
C,0)=BOH=C,()=[2+2t 2-4r 2]
D () =BOH=D,t)=[2+2t 2-4r 2]

D,(1)=2[BOH]|=D,(r)=| —4r+41 4t-8¢ 4" |

seklindedir. Sistemin kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun

temel matris denklemi,
P(OY+N@)Y =G(1) (5.7)

ve kosullar

olarak elde edilir. Buradaki matrisler

Dt 4+21% 2—4r* 2F 242t 2—4t 2;}

P(t) =
® {—2+2t 2-4r 2t —dr+4 -8 4

=2 -1 +3r—-1 N@# 0
Go=| , . _, . Noy=|
—t"+ 2t +3t" —4r+1 0 N, (@)

Nl(t)=[—(1—t)4 2=t A=) -1y Alr-1)} 200-1) (-1} 2511 —#],

Nz(t)=[(1—t)4 2(1-1) (1=t (-1 47A-1)* 2°(1-1) £A-1) 20(1-1) t4],

T
YZI:yl,o Yo Yz Yoo Yo yz,z]
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< ?1,2 T
Y= Y = [yZ,OYl Y oY Y, Y. y1,2Y2:|
2,1

veE

[1 0 o]y,=0 [1 0 0]Y,=0
[00O00O0O0O0OO0O -1Y,=0

[0 00 0O0O0O0 O01]Y,=0

seklindedir. Siralama noktalar1 (5.7) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

denklem sistemi elde edilir. Bdylece yeni temel matris denklemi,
WY +VY =G’

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

PO) 0 0 NO) 0 0 G(0)
W= 0 P(lj 0|,VvV=lo0 N(lj 0|, G= G(lj ,
2 2 2
0 0 PO 0 0 N®O G®)

1
0O 00 2 220 -— 01 -1 01
P(0) - P[] 72 ,
-2 2 0 0 00

-2 2 0 4 4

pay_|0 220 22
o ,

-1000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OOO0OOO0OO0OO0OOQO0
0O 0000O0OO0OO0OO0OTOOOOOOSO0OO

N@©) = {
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b bbbt 00000 0 0

o
Y9 0 0 0 0 0 0 o o LI DI T

N() =

(0 000OOO0OO0OO0O-1000O0OO0O0O0TO0O
0 0000O0O0OO0OTO0TUOOOOO0OOSO0OO0T1

T
¢-|-11 L Lo
16 16

ve kosulun temel matrisi

1 00000
0001O0O0

0000O0OO0O0OO0-100O0O0O0O0®O0O0DP©0
0000O0OO0OO0OO0OTO0OOO0OOO0OO0OTO0OTQO0OOQO0OT71

olarak elde edilir. Arttirllmig matris

P(0) 0 0 ;3N(O) 0 0 :G(0)
| e e ool
0 0 K ;0 0 L 0

veya buna karsilik gelen matris denklemi
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0
220 0 00
1 1
-—— 0 = -1 0 1
0 2
-1 01 -1 01
0 0

[-10000000000000000O0O
0O 000O0OO0OO0OO0OO0OTI1IO0OO0OO0OOOO0OOO0O

b
16

0

Yl
YZ
Yl
+
YZ
0| ¥
o)L Y-
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seklinde bulunur. Elde edilen sistemden {yl,O’ YiisVips Yoo Yoo Y2,2} katsayilari

1 1
{ym =0,y, :5’)’1,2 =0,5,0=0,y,, :_E’yz,z :O}

olarak elde edilir. Bu katsayilar,
V()= 0By (1) + 3By (1) + 312B,, (1)
V2(0)= 3,0By, (1) + 2,8, (1) + 32,8, (1)
ifadesinde yerine yazilirsa
yw)y=t—t>, y,(t)=t"—t

formundaki tam ¢6ziim bulunur.

ORNEK 5.10. Birinci mertebeden lineer olmayan

' 5 A, 3
Yoty y, =10 =2t +1 =2 +1 } 0<i<l

V20, =y, =t =26 =3¢ + 4t -1

diferansiyel denklem sistemi

sinir kosullart g6z ontine alindiginda, N =2 i¢in siralama noktalari

{to =0,1, = %,tz = 1} olarak bulunur. (4.8) ‘den

[BOH]Y, —1Y,, =1 2" +1° =21 +1
[BOH]Y, +2:[BOH]Y,-Y,, =" -2 =31* +4r -1
2 20
Bo=[(1-1) 2(1-1) #] ve H=|-1 0 1
0 -2 2
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olmak lizere

C,n=[0 0 0]
C,0)=BOH=C,()=[2+2t 2-4r 2]
D () =BOH=D,®)=[-2+2r 2-4r 2]

D, (1) =2=[BOH]| =D, (1) =| —4t+41" 4t-8 4|

seklindedir. Sistemin kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun

temel matris denklemi,
POY+N@OY =G() (5.8)

ve kosullar

olarak elde edilir. Buradaki matrisler

0 0 0 -2+2¢ 2—4r 2t
P@) = 2 2 2
2+2t 2—-4r 2t —“At+4t° 4t-8t° 4t

£ =21+ =2t +1 N@ 0
Go=|, -, _, , Noy=| '
tT =2t =3t +4t—1 0 N, (@)

N

[—t(l—t)4 (1=t LA=1)} 221-1) ~4EA-1} 2 (1-1) L=t 2A(1-1) —ﬂ,

N2(z‘)=[—(l—t)4 2=ty £(1-1) 21-1) AE(A-1) 200-1) (-t 20(1-1) —1‘4} ,

T
Yzl:yl,o Yii iz Yoo Vo yz,z]

S, Y1,2 T
Y= Y Z[y2,0Yl v Y ¥oY VY, Y, y1,2Y2:|

2,1

ve
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[1 0 0]y,=0 , [0 0 1]Y,=0
[0 000 O0O0O0O0 1]Y,=0

[ 000000 0 0]Y,=0

seklindedir. Siralama noktalar1 (5.8) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

denklem sistemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,
WY +VY =G’

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

P(0) 0 0 N(0) 0 0 G(0)

W= 0 P(lj 0 |,V= 0 N(lj 0 |,G = G(l) ,
2 2 2
0 0 P(1) 0 0 N(D) G

% T < = < < < < < T
Y :[Yl Y, ¥ Y Y, 2]18X1 Y :I:Y1,2 Y2,1 Y1,2 Y2,1 Y1,2 Y2,1] >

0 00 =220 1 0 00 -1 01
P(0) = . P~ |= :
-2 2 0 0 00 2 -1 01 -1 01

0 0 00 -2 2

P()= :

0 -2 20 4 4
N(O)_OOOOOOOOOOOOOOOOOO
1000000000 -10000O0TO0TO00

N

N1=32 6 2 16 8§ 16 32 16 R
It 1 1 1 1 1 1 1

00 0 0 0 0 0 0 0 -——-—— — — — — — —
6 8 16 8 4 8 16 8§ 16

OOOOOOOO—IOOOOOOOOO}

N@) =
0000O0OO0OO0OO0OTOOO0OO0OO0OO0OO0OGO0OTQ0 -1
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ve kosulun temel matrisi

1 00 00O
K=
0001O0O0

[o0o000000
100000 O0O0O0

olarak elde edilir. Arttirllmig matris

1 000O0O0OOO0ODO
01 00O0O0O0O0O®O0O

veya buna karsilik gelen matris denklemi
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[0 00 220 0 1Y, ]
2200 00 Y,
000 -10°1 Y,
0 0 +
-1 01 -1 01 Y,
1 0y,

0 0
0JY, |

[000000000000000000
000000000 -100000000
L L T

32 16 32 16 8 16 32 16 32
o o0 o0 o0 0 0 0 0 0
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seklinde bulunur. Elde edilen sistemden {yl,O’ YiisVips Yoo Yoo Y2,2} katsayilari

1 1
{ym =0,y, :_E’)’Lz =0,¥,0=0,y,, :E’yz,z :O}

olarak elde edilir. Bu katsayilar,
V()= 0By (1) + 3By (1) + 312B,, (1)
V2(0)= 3,0By, (1) + 2,8, (1) + 32,8, (1)
ifadesinde yerine yazilirsa
)=t —t, y,{t)=t-t

formundaki tam ¢6ziim bulunur.
ORNEK 5.11. Birinci mertebeden lineer olmayan

' ' 2 _t -t __ .2
yl y2 ty1y2_e te t , OSl‘Sl
vy, +E-Dyy, =€ —e +1-1

diferansiyel denklem sistemi

% (0)=y (1) (1)

=0
¥, (0)+y,(1)y (1)=0

sinir kosullart g6z oniine alindiginda, N =3 i¢in siralama noktalari

{to =0,¢, :%,tz = %,g = 1} olarak bulunur. (4.8) ‘den

[BOH]Y, -[BOH]Y,-1°Y, , =¢' +¢ -1’
[BOH]Y, +[BOH]Y, + (1 -DY,, =¢' —¢” +1-1

B(t)=[(1—t)3 3t(-1)> 32(1—1) t3] ,
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Be)) 0 0 0 -3
Bl — 0 B@®) 0 O ol !
1o 0 By O ’ 1o

0 0 0 B@®

(N+D)x(N+1)?

olmak lzere

C()=BOH=C,(t)= [—3+ 6t—3t> 3-12t+9t> 6t—9¢

|

(S

[\
w = O O

3t2]

C,()=-BOH]=C,(1)=[+3-6+3r —3+120-9F —61+9° 3" |

D,(1)=B()H=D,(t) = [—3+ 6t—3t> 3-12t+9* 6t—9¢

3t2]

D,()=BOH=D,()=[-3+6:-3" 3-12t+9" 61-9 3¢" |

seklindedir. Sistemin kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun

temel matris denklemi,
POY+N®OY =G()

ve kosullar

olarak elde edilir. Buradaki matrisler

P(r) = {

(5.9)

3+6t-3t> 3-12t+9¢* 6t-9* 3t* +3-6t+3> 3+126-97 —6r+9> -3¢
3+6t-3t> 3-12t+9* 6t-9* 3¢* -3+6:-3> 3-12t+9F 6t-9 3¢t

G(t):{e”re_t—t J ’ N(t):{Nl(t) 0 :|

e —e'+1— 0 N,®»

No=-*[BOB®] .  NO=0-D[BOBO],

T
Yzl:)’l,o Yii YNz Yz Yoo Yo Va2 y2,3:|
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Y

2,1

< ?1,2 T
Y=o :I:yZ,OYl vauYr oY Y v, Y. LY, y1,3Y2]

veE

[1 0 0 0]y,=0 , [1 0 0 0]Y,=0
[0 0000000000O0O0O0O0 -1]Y,=0

[0 00000000O0O0O0GO0OO0 1Y,=0

1 00 00O
K=
0001O0O0

0000O0OO0O0OO0-1000O0O0S00H0°O00D0
0000O0OO0OOO0OTOOO0OOO0OO0OO0OTQO0OOQO0O1

ile tamimlanir. Siralama noktalari (5.9) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

denklem sistemi
WY +VY =G’
olarak elde edilir. Arttirilmis matris

PO 0 0 0 ,N0O) 0o 0 0 :G(0)]

0 0 0 K, 0 0 0O L : 0

olarak bulunur. Buna karsilik gelen matris denkleminden elde edilen

{yl,()’ Vi Y120 Y130 Y200 Va0 Ya20 y2,3} Bernstein katsayilari

4 11 8 2 1 1
Yo =Ly, :g’yl,z :g’ym zg’yz,o =1Ly, zgvyz,z :E’ym 25

olarak bulunur. Bu katsayilar,
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MOE yl,oBo,3 (t) + yl,lBl,3 (t) + y1,232,3 (t)+ y1,3B3,3 (t)

» @)= yZ,oBo,3 (t) + yZ,IBl,3 (t) + yZ,ZBZ,S (t)+ y2,3B3,3 (t)

ifadesi yerine yazilirsa

2.3 2 3
1

ot
H=1+t+—+— , H=l—t+———
» (1) -6 ¥,(1) 76

Bernstein polinom ¢dziimleri elde edilir. Bu elde edilen ¢dziimler y, (1) =¢' ve
y,(¢) = e ’nin Taylor agiliminin ilk dort terimidir. Benzer sekilde islemler yapilarak

N =6 i¢in de yaklasik ¢oziimler elde edilir. Bu yaklasik ¢éziimler ile denklemin tam

¢Oziimlerinin [0,1] araligindaki karsilagtirilmasi Tablo 5.4. , Tablo 5.5. ve Sekil 5.4.,

Sekil 5.5.’de verilmistir.
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Tablo 5.4. Ornek 5.11.” in y,(t) i¢in Niimerik Sonuclarinin Karsilastirilmasi

N =3 Mutlak N=6 Mutlak
l; Tam C6ziim Y15() Hata Yie(t) Hata
0 1 1 0 1 0
0.1 1.105170918 1.105166667 4.251E-6 1.105170918 0
0.2 1.221402758 1.221333333 6.9425E-5 1.221402756 2E-9
0.3 1.349858808 1.3495 3.58808E-4 1.349858763 4.5E-8
0.4 1.491824698 1.490666667 1.158031E-3 | 1.491824356 3.42E-7
0.5 1.648721271 1.645833333 2.887938E-3 | 1.648719618 1.653E-6
0.6 1.8221188 1.816 6.118E-3 1.8221128 6E-6
0.7 2.013752707 2.002166667 1.158604E-2 | 2.013734818 1.7889E-5
0.8 2.225540928 2.205333333 2.020759E-2 | 2.225494756 4.6172E-5
0.9 | 2.459603111 2.4265 3.310311E-2 | 2.459496363 1.06748E-4
1 2.718281828 2.666666667 5.161516E-2 | 2.7180055556 2.26272E-4

Tablo 5.5. Ornek 5.11.” in ¥, () icin Niimerik Sonu¢larinin Karsilastirilmasi

N=3 Mutlak N=6 Mutlak
l; Tam Coziim Y25(8) Hata Vy6(t) Hata
0 1 1 0 1 0
0.1 0.904837418 0.9048333333 4.0847E-6 0.9048374181 1E-10
0.2 | 0.8187307531 0.8186666667 6.40864E-5 0.8187307556 2.5E-9
0.3 | 0.7408182207 0.7405 3.182207E-4 | 0.7408182625 4.18E-8
0.4 | 0.670320046 0.6693333333 9.867127E-4 | 0.6703203556 3.096E-7
0.5 | 0.6065306597 0.6041666667 2.363993E-3 0.6065321181 1.4584E-6
0.6 | 0.5488116361 0.544 4.811636E-3 | 0.5488168 5.1639E-6
0.7 | 0.4965853038 0.4878333333 8.751971E-3 | 0.4966003181 1.50143E-5
0.8 | 0.4493289641 0.4346666667 1.466229E-2 | 0.4493667556 3.77915E-5
0.9 | 0.4065696597 0.3835 2.306965E-2 | 0.4066548625 8.52028E-5
1 0.3678794412 0.3333333333 3.45461E-2 | 0.3680555556 1.761144E-4
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Sekil 5.5. Ornek 5.11. y, (t)’nin N



ORNEK 5.12. ikinci mertebeden lineer olmayan [29]

yl"+l}]l+t-y2:2 } , OStSl
Yy + 20y, +2ty, =2

diferansiyel denklem sistemi y, (0)=y,(1)=0 ve y,(0)=y,(1)=0 smir kosullar

g0z Oniine alindiginda,

N =2 i¢in siralama noktalar1 {to =0,1, =

l,t2 = 1} olarak bulunur. (4.23) ‘den
2

[BOH® +B(1) |Y, +B1)Y, =2

2B(1)Y, +[ BOH® +26B(1) | Y, =2

2 2 0
B)=|(1-1) 2(1-1) | ve H=|-1 0 1
0 -2 2

olmak tlzere

C,(t)=B®)H* +1B(t) = C,(t) = [t —2P 4+ +2 2028 -4 P+ 2]
C,(1)=B(t) = C,(1) = [r —22 48 20227 t3]
D,(t)=2B() =D, (1) =[ 2t -4 +26° 4 -4 27 ]

D,(1) =BOH +2B(1) =D, (1) =| 2 —4r° +26+2 4 -4 -4 21 +2]

seklindedir. Sistemin kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun
temel matris denklemi,

POY+NO®OY =G(®) (5.10)

ve kosullar
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olarak elde edilir. Buradaki matrisler

P(r) t=200 4+ +2 2 -2—-4 £ +2 =22 +1 2t* —28° £
2t —4t* +21° 417 —4¢° 20 2 -4 +28+2 AP -4 -4 28 +2

G@)= 2 N@) = N0 N.()=N, () =0
- -2 ’ - 0 Nz(t) > 1()— 2()—

T
Yzl:yl,o Yii iz Yoo Vo yz,z]
_ ‘_{1,2 T
Y= % :[yZ,OYl yauYi oY v, Y, y1,2Y2:|
21

veE

[1 0 0]Y,=0, [0 0 1]Y,=0

[1 0 0]Y,=0, [0 0 1]Y,=0

ile tanimlanir. Siralama noktalar1 (5.10) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

denklem sistemi
WY +VY =G’

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

PO) 0 0 NO) 0 0 G(0)
wW=| 0 P(l) 0 , V= 0 N(lJ 0 , G'= G(lj ,
2 2
0 0 PO 0 0 NQO G®)

|
*
Il
1
|
[\v]
i
I
N
i
:<|
[\8]
|
N
| I—
.
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2 420 0 O 1
P(0) = , Pl
0 0 02 4 2 2
2 4 30 0 1
P()= ;
0 0 22 4 4

T

2 2 2 2 2 2]

ve kosulun temel matrisi

1 00 0O0O
K, =
00 01O0O0 ’

olarak elde edilir. Arttirllmig matris

P(0) 0 0 ;N(0)
[W,V:G']=| 0 K, 0 ;0
0 0 K, ;

veya buna karsilik gelen matris denklemi

2 420 0 0O0O0O0O0O
0O 0 02 -4220020°00
0O 0 00 0 01O0O0O00O
0O 0 00 0 0O0O0OO0OT1FDO
0O 0 00 0 0O0O0OO0OO0ODO
0o 06 00 0 0O0O0O0O0O

seklinde bulunur.

{yLo’ Yo Vi2> Y205 Vs yz,z} katsayilari

88
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S O O O O O

s

Bu matris denklemi diizenlendiginde elde

17 15 17 1 1 1
8 4 8 8 4 8
1 1 1 9 7 9|’
4 2 4 4 2 4
001000
000001}

0 0 :G(0)

00:0

00:0

00000 O|Y] [2]
000O0O0O[Y,]| |2
0000O0O|Y]| |o
00000 O|Y,] |o
001 00O0[Y]| |o
00000 1JlY,| [0

edilen sistemden



1 1
{yl,o =0, Vi1 :_E’yl,Z :0’)’2,0 =0, Yo :E’yz,z :O}

olarak elde edilir. Bu katsayilar,
()= 0By (1) + 3By (1) + ¥12Baa (1)
Y, (0)=y,,B,, (1) +¥,.B., (t) +¥,,B,, (t)
ifadesinde yerine yazilirsa
nO=r'~t, y,O)=t-1
formundaki tam ¢6ziim elde edilir.
ORNEK 5.13. ikinci mertebeden lineer olmayan [29]

" ’ 43 "2
yi—ty,+y =t =2t +6t , 0<r<1
Yty +yy, =t =t ' +280 +17 —t+2

diferansiyel denklem sistemi Yy, (O) =Yy (1) =0 ve y, (0) =y, (1) =0 simir kosullart

2
,1, =§,t3 =1}

W | =

g0z Oniine alindiginda, N =3 i¢in siralama noktalari {to =0,t, =

olarak bulunur. (4.23) ‘den

[BOH® +B(1) |Y, —1[B(OH]Y, =1’ - 21" + 6t
([B(HH]Y, + [B(t)HZ}Y2 +Y,, =0t 420 4+ —1+2

B(t)=[(1—t)3 31— 32(1-1) r3] ,

-3 3 0 O 6 -12 6 0
-1 -1 2 0 , |4 -6 0o 2
H = , H =
o -2 1 1 2 0 -6 4
0O 0 -3 3 0O 6 =12 6
olmak tlizere
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C,()=BOW +B() = C,(1)=[ ' +37 =9r+7 37 =67 +20t-12 3 +37 -18+6 1 +6t

C,(1)=—BHH=C,(1) = [3# —6t°+3t -9 +122 =3t 9 -6t —3t3]

D,(t)=BOH=D,(t)=| 3 +61° =3t 9’ 127 +3t 9 +61> 3¢ ]

D,(1)=B()H’ =D,(1)=[-6t+6 18—-12 —18:+6 6t]

seklindedir. Sistemin kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun

temel matris denklemi,
POY+N©OY =G()

ve kosullar

olarak elde edilir. Buradaki matrisler

1309147 3 +61 -3t
3 -6 +211-12 9£ -1214+3¢
B3P +35-18t+6 =97 +6¢°

90

£ +6t 3r
PO s giia ores . GO :{
9r +121* -3¢ 18¢-12
9 - 61 -18t+6
-3¢ 61

(5.11)

£ —2t* + 6t
-t 428+ —1+2



Nz(z):[(t—l)6 3t-15¢ 243017301 *+15¢7-3¢ % 312126 7+18¢ - 1267431 +7-3¢ 43171
3t-15¢24300 =301 4156731 ° 9t7-361+54t*-361°+91° 9¢’-27¢'+27¢°-91° 3t*-617+3¢°
37120+ 181 -120°+3t 0 917271 %4274°-9¢° 9¢*-18£°+91° 3¢°-3¢°
P-3t4430510 3r'-6r+3t0 35-318 tq :

T
Y:[yho Yo Yz Yz Yoo Yau Va2 y2,3]

?1,2 r
Y= Y z[yz,oYl VauYi oY Y v Y, LY, )’1,3Y2:|

2,1

ve

ile tanimlanir. Siralama noktalart (5.11) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

denklem sistemi
WY +VY =G"

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

P(0) O 0 0 | IN(0) 0 0 0 |
. PG] 0 0 . 0 NG) 0 0 |
0 0 P(gj 0 0 0 N(gj 0
0 0 0 P(1)] 0 0 0 N(1)

Y=Y, Y, ) , Y, Y, Y, Y

T
2] 32x1 °
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6 50 2 55 4

P(lj:ﬂ 9 9 27 9

314 o L1y
9 3.9

55 2 50 16
p(2)_127 9 9 27
3 1.2 2 8
9 3 9

06 -12 7 0 0

3
-6 0
2 0
3
0 -6

2
9
2

3

P(1)= -
o0 3306 -12 6/ °

0 0

N(0)=
(){0100000000000

N(lj— 64 32 16 8 32 16 8
3) 10

243 729 243 243 729 ey

0 0

4

16 8

N(1)=
(){OOOOOOOOOOOOO

o 2 4 48 92 560
27 243 27 243

ve kosullarin temel matrisi

4}7

92

0

81

81

0

0 O 1:|2><32

2

b



1 000 0O
K, = ,
0001O0O0
olarak elde edilir. Arttirilmis matris

'PO) O 0

[W,V:(}*]:

veya buna karsilik gelen matris denklemi
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00 1
K, =
000

o O




(7 =12 6 0 0 0 0 O

0O 0 0 0O 6 —-12 6 O 0 0
0 116 50 2 55 4 o 1 _1 0
27 9 9 27 9 3 9
A0 L1y 6 0 2
9 3 9
0 0 10 0 0O 0 0 O
0O 0 0O 01 0 O
0 0 0

0 0000O0OOOOO0O 0 0
01 000O0O0OOOOOOOOOO0O
0 0 o 0o 0O O 0O 0 0O 0 0 O
o4 32 16 8 32 16 8 4 16 8
729 243 243 729 243 81 81 243 243 8l
0 0
0 0

448
=243

o O O

%94

SR SR




olarak bulunur. Elde edilen bu sistemden {yl,O’ Vi V125 Y130 Y200 Y210 Yo 25 y2,3}

Bernstein katsayilari

1 2 1 1
{ym :O’yu :_g’yl,z :_g’ym =0,y,, :0’y2,1 :_g’)’zz :_g’yZ,S :0}

olarak bulunur. Bu katsayilar,

»(@®) =y,Bys (t) + .85 (t) + Y2853 (t)+ Yi3Bs; (t)

¥, (&) =y,,B,3 (t) + 5,85 (t) + 2,855 (t)+ Y23B; 5 (t)
ifadesi yerine yazilirsa
wo=t-t , y,O=r-t

formundaki tam ¢6ziim elde edilir.

ORNEK 5.14. ikinci mertebeden lineer olmayan

" (12 (cin2 . _
Y —ty, +y,y, =—(t—=1)"(sin” t +sint) —2cost C 0<r<l
Vi 4ty =y, —ty, =—(t* +1t)sint — (t* —3) cost

diferansiyel denklem sistemi
% (0)=(1)y,(1)=0
%2 (0)+y,(1)x (1)=0

ve

% (1)=5(0)y,(0)=0
¥, (1)+,(0)(0)=0

sinir kosullart g6z oniine alindiginda, N =3 i¢in siralama noktalari

{to =0,1, =%,t2 = %,Q = 1} olarak bulunur. (4.23) ‘den

B(OH’Y, —-B(1)Y, +Y, ; =—(—1)*(sin’ t +sint) -2 cos
B(HHY, + [B(z)H2 ~B(HH —tB(t)]Y2 =—(¢> +1)sint — (1> —=3) cost
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B(t)=[(l—t)3 3t(—1)> 3t*(1—1) t3] ,

3 3 0 0 6 -12 6 0
-1 -1 2 0 , |4 -6 0 2
= s H =
0 =2 1 1 2 0 -6 4
0 0 -3 3 0 6 -12 6

olmak lizere

C()=B@OH’=C,(1)=[-61+6 18-12 —-18+6 0]
CZ(t)=—tB(t):>C2(t)=[—t+3t2—3t3+t4 3+ 660 =3¢ -3 +3¢ —t“]
D,(t)=tBOH=D,(1)=[ 3t +6° =3 3r-127+9¢ 6" =9 3¢ |
D,(t)=B(H)H*-B(H)H-tB(?)

Dz(t):[—13t+6t2—3t3+t4+9 301262 +665=3t* 15 —24t+97 -3 +3t* +6 6r—3t2—z4]

seklindedir. Sistemin kapali formdaki temel matris denklemi ve sinir kosulunun

temel matris denklemi,
POY+NQ©OY =G() (5.12)

ve kosullar

olarak elde edilir. Buradaki matrisler
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N@) =

-6t+6
18t-12
-18t+6
ot
—t43t°-3 41!
374613t
343t

—t4

N,®
0

0 }
NZ(t) 2x32 ’

3t+617-3¢°
3t-12t7+9¢°
61°-9¢t°
3’
~13t+6¢ -3t +1'+9
30t-121*+61 -3t *-15
24t491°-3t7+3t*+6

61-3¢"-1"

: G(t)={

—(t—1)*(sin” t +sint) —2cost
—(¢* +1)sint — (t* —3) cost

N](t):[(t—l)6 3t-15t24300 =30 +15¢°-3¢% 3t2-120+18¢ - 126743t 0 £7-3¢ " 43171 °

ve

315t 243017301 *+156°=3¢° 9r2=361°+54¢*-361°+9t° 9¢°=27¢*427¢°-9¢° 3t*-61°+31°
3120+ 181 =126 +31 0 9°=27444271°-9¢° 91 '-18¢°+9¢° 3¢°-3¢°

PR TATS TRRVL I VRN SRTE TR VRN VA té} ,

T
YZI:yLo Yii Yz Yz Yoo Yai V22 yz,s]

[1 0 0 0]y,=0 ,

|:?]‘2 :| )
Y2,1

I:)’2,0Y1 Vo, Y

Yoo

Y, )’2,3Y1

T
YoYo YuYs VoY, y1,3Y2]

[1 0 0 0]Y,=0

[0 0000000000O0O0O0O0 -1]Y,=0

[0 000000000O0O0O0O0 0 1Y,=0

[0 0 0 1]y,=0 |,

[0 0 0 1]Y,=0

[-1 0 000000O0O0O0O0GO0OO0 0]Y,=0

[l 00 000DO0O0O0O0OOOGOO0O0 0]Y,=0

97



ile tanimlanir. Siralama noktalar1 (5.12) matris denkleminde yerine yazilarak yeni

denklem sistemi

WY +VY =G’

seklinde olup bu denklemdeki matrisler

P(0) 0 0 N(O) 0 0 0
W PG] 0 0 . 0 NG) 0 0 |
0 0 P(Ej 0 0 0 N(Ej 0
0 0 0 P(1) 0 0 0 N(I1)]

. T
Y :[Y1 Y, ¥ Y Y Y Y Yz] 32

— — — — — — — — — T
Y I:Y12 Y2,1 Y1,2 Y2,1 Y1,2 Y2,1 Y1,2 Y2,1:| 128x<1

6 -12 6 0 0 0 0O
0 0 009 —-156 0| °

4 -6 0 2 —— -—— —— ——
p(1) 81 27 27 81
3) | 4 , L1 424 166 29 134"
L 9 3 9 &1 27 27 81
> 0 -6 4 -2 -+ 8 16
p(2) 81 27 27 81
3|2 2 ) 8 187 23 170 200|
L 9 3 9 &1 27 27 81

06 -12 6 0 0 0 -1
P(1)= ) b ,
00 -3 306 9 2
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10000000000000000}
2x32

N(O){ 0 0

p |42 168 268 46 8 4 2 8 42 1
N[gjz 79 U3 M3 9 243 81 81 243 243 81 81 243 M9 43 243 79 |
0 0
2x32

Gl 24 8 2 4816 4 81632 8 16320 6,
N(g} 729 243 243 729 243 81 81 243 243 81 81 243 729 243 243 729 ,
0 0

2x32

O 0 0O0OO0OO0OO0OOOOOOOOOTIO
]’J>( ],) = )
2x32

0 0

T

G*:[—Z 3 -2.082914367 2.584455757 —1.682969079 1321300996 -1.080604612 -0.6023373579]

ve kosullarin temel matrisi
1 00 00O 0
K, = , K =
000 1O0O0 0

_{00000000—1000000000}

o O
[
S O
oS O
- O
IS

1000000000 O0000O0O0O0O1

[-100000000
10 00 00O0O0O0O

- O
o O
S O
o O
o O
o O
o O
o O
o O

olarak elde edilir. Arttirilmis matris

PO) 0O 0 0 ,N(O) 0 0 0 :G(0)

1 1 1

- =7 | O P[=| 0O 0 ,0 N=| 0 0 :G|=
[W,V:G"|= 3j @ G@
0 K, 0, 0 L, 0 : 0

0 0 K , 0 0 L :0

olarak bulunur. Buna karsilik gelen matris denkleminden elde edilen

{yl,O’ Vi Y120 Y130 Y200 Va1 Ya20 y2,3} Bernstein katsayilari
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1 1 1 1 1 1}

{yl,o zo’yl,l :g’yl,Z =§,y1,3 :_g’yz,o :0’y2,l :_g’)’z,z :_g»yzs :g

olarak bulunur. Bu katsayilar,

» ()= yl,oBo,3 (t) + y1,131,3 (t) + y1,232,3 (t)+ y1,3B3,3 (t)

¥, @)= yZ,oBo,3 (t) + yz,lBl,3 (t) + y2,232,3 (t)+ y2,3B3,3 (t)

ifadesi yerine yazilirsa

£ r
2 2

Bernstein polinom ¢oziimleri elde edilir. Bu elde edilen ¢oziimler y,(¢) =(1—¢)sin¢
ve Yy,(t)=(@—1)sint’ nin Taylor agilimmin ilk dort terimidir. Benzer sekilde
islemler yapilarak N =5,7 i¢in de yaklasik ¢oziimler elde edilir. Bu yaklasik

¢oziimler ile denklemin tam ¢6ziimlerinin [0,1] araligindaki karsilastirilmasi

Tablo 5.6., Tablo 5.7. ve Sekil 5.6. , Sekil 5.7. *de verilmistir.

100



Tablo 5.6. Ornek 5.14.’ iin y,(?) i¢in Niimerik Sonuc¢larinin Karsilastirilmasi

N=3 Mutlak N=5 Mutlak N=17 Mutlak
| Tam@ozim oy ) Hata Y5 Hata Yo () Hata
0 0 0 0 0 0 0 0
0.2 | 0.1589354646 0.1589330587 2.4059E-6 0.158935382 8.26E-8 0.1589354166 4.8E-8
0.4 0.2336510054 0.2335993152 5.16902E-5 0.2336508855 1.199E-7 0.2336508109 1.945E-7
0.6 0.2258569894 0.225600216 2.567734E-4 | 0.2258585950 1.6056E-6 0.2258565469 4.425E-7
0.8 | 0.1434712182 0.1429383083 5.329099E-4 | 0.1434786344 7.4162E-6 0.1434703984 8.198E-7
1 0 0.00001724 1.724E-5 -0.000000895 8.95E-7 -0.000000113 1.137E-6

Tablo 5.7. Ornek 5.14.” iin ¥, (t) icin Niimerik Sonug¢larinin Karsilastirilmasi

N=3 Mutlak N=5 Mutlak N=17 Mutlak
L Tam Co6ziim Yas (t.) Hata Vas (t,) Hata Va7 ) Hata
0 0 0 0 0 0 0 0
0.2 -0.1589354646 -0.1589330587 2.4059E-6 -0.158935382 8.26E-8 -0.1589354166 4.8E-8
0.4 -0.2336510054 -0.2335993152 5.16902E-5 -0.2336508855 | 1.199E-7 -0.2336508109 1.945E-7
0.6 -0.2258569894 -0.225600216 2.567734E-4 | -0.2258585950 | 1.6056E-6 -0.2258565469 4.425E-7
0.8 | -0.1434712182 | -0.1429383083 5.329099E-4 | -0.1434786344 | 7.4162E-6 -0.1434703984 8.198E-7
1 0 -0.00001724 1.724E-5 0.000000895 8.95E-7 0.000000113 1.137E-6
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6. SONUC VE TARTISMA

Lineer olmayan diferansiyel denklemler kimyasal reaksiyonlar, kiitle transfer
problemleri ve sinyal yayilmalar1 gibi bir¢ok fiziksel olayin matematiksel
modellemesinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu denklemlerin ¢éziim yontemleri bir¢ok

bilim dalinda ve miihendislikte biiyiik 6neme sahiptir.

Bu caligmada, birinci ve ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemler i¢in bir Bernstein siralama (collocation) yontemi gelistirilmistir. Ayrica
biyoloji, ekoloji, tip alanlarinda sik¢a karsilasilan birinci ve ikinci mertebeden lineer
olmayan denklem sistemleri i¢in de Bernstein polinomuna dayali siralama yontemi

olusturularak Bernstein seri ¢ozliimleri bulunmustur.

Gelistirilen Bernstein siralama yontemi, once lineer olmayan diferansiyel
denklemdeki bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin sonlu Bernstein seri agilimlari ve
bilinen katsayr fonksiyonlarinin siralama (collocation) noktalarindaki degerlerine
bagli matris formlarinin elde edilmesi; sonra bunlarin yerine konulup sadelestirilerek
denklemin Bernstein katsayili bir matris denklemine donistiiriilmesinden ibarettir.
Boylece bilinmeyen Bernstein katsayili lineer olmayan cebirsel bir sisteme karsilik
gelen sonu¢ matris denklemi ¢oziilebilir ve katsayilar yaklasik olarak bulunabilir.
Daha sonra, Bernstein matris yontemi birinci ve ikinci mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklem sistemlerine uygulanmis ve denklem sistemlerinin yaklagik
coziimleri elde edilmistir. Elde edilen yaklasik ¢oziimler, tam c¢oziimler ile
karsilastirilmis ve bu ¢oziimlerin N kesme sinir1 yeterince artirildiginda tam ¢oziime

daha da yaklastig1 saptanmistir.

Bu yontemin 6nemli avantaji ¢6ziimdeki Bernstein katsayilarinin bilgisayar
programlar1 kullanilarak kolaylikla bulunmasidir. Bu ¢aligmada verilen yontemler,
analitik olarak ¢oziilemeyen, ¢oziim yontemleri zor anlasilan ya da anlatilmasinda

gicliik c¢ekilen problemler, baz1 degisikliklerle amaca uygun bir sekilde

kullanilabilir.

Verilen yontem daha yiiksek mertebeden lineer olmayan diferansiyel

denklemlere ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerine genisletilebilir.

103



KAYNAKLAR

[1] Adams, R.A. Calculus. Addison-Wesley Publihers Limited, 1990, 562 s.

[2] Ross, S.L., Differential Equations. Ed: John Wiley and Sons, Inc. Newyork,
1974.

[3] Corliss, G.F., Guarented error bounds for ordinary differential equations, in
theory and numeric of ordinary and partial equations. (Ed: M.Ainsworth, J.Levesley,
W.A Light, M.Marletta, Eds), Oxford Universty pres, Oxford, 1995, pp.342.

[4] Adomian, G. Solving Frontier Problems of Physics the decomposition Method.
Kluer Academic Publisher Boston.

[5] Horadam, A.F. Jacobsthal Representation Numbers. University of New England,
Australia, 1996.

[6] Zhou, J.K. Differential Transformation and Its Application for Electrical Circuits.
Huarjung University Press, Wuuhahn, China, 1986.

[7] Zwilling, D. Handbook of Differential Equations. Academic Press, Boston, 1997.
[8] Joy, K.I. Bernstein Polynomials. University of California, Davis, 2000, 13s.

[9] Bernstein, S. N., Demonstration du théoréme de Weierstrass fondée sur la calcul
des probabilites. Communications of the Mathematical Society of Charkow, 1912-
1913, 2(13), 1-2.

[10] Dohaa, E.H., Bhrawyb, A.H., Saker, M.A. Integrals of Bernstein Polynomials:
An Application for Solution of High Even-Order Differential Equations. Appl. Math.
Comput. 2011, 24(4), 559-565.

[11] Bulut, H., Evens, D.J. On the solution of Riccati equation by the Decomposition
method. 2002, 79(1), 103-109.

[12] Matsuno, Y. Two-dimensional dynamical system associated with Abel’s
nonlinear differential equation. J. Math. Phys. 1992, 33, 412-421.

[13] Mak, M.K. Solutions generating technique for Abel-type nonlinear ordinary
differential equations. Comput.Math. Appl. 2001, 41, 1395-1401.

[14] Harko, T., Mak, M.K. Relativistic dissipative cosmological models and
differential equation. Comput. Math. Appl. 2003, 46, 849—853.

[15] Garcia, A., Macias, A., Mielke, E.W. Stewart-Lyth second-order approach as
Abel equation for reconstructing inflationary dynamics. Phys. Lett. 1997, A229, 32—
36.

[16] Alvarez, M.J., Gasull, A., Giacomini, H. A new uniqueness criterion for the
number of periodic orbits Abel equations. J. Diff. Eq. 2007, 234, 161-176.

104



[17] Giiler, C. A new numerical algorithm for the Abel equation of the second kind.
Int. J. Comput. Math. 2007, 84, 109-119.

[18] Sezer, M. A method for the approximate solution of the second order linear
differential equations in terms of Taylor polynomials. International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology. 1996, 27(6), 821-834.

[19] Yalginbas, S. Taylor polynomial solutions of nonlinear Volterra-Fredholm
integral equations. Applied Mathematics and Computation. 2002, 127, 195-206.

[20] Giirler, H., Yalginbas, S. A new algorithm for the numerical solution of the first
order nonlinear differential equations with the mixed non-linear conditions by using
Bernstein polynomials. New Trends in Mathematical Sciences. 2015,

[21] Yalcinbas, S., Giirler, H. Bernstein collocation method for solving the first order
nonlinear differential equations with the mixed non-linear conditions. Mathematical
& Computational Applications. 2015,

[22] Yalc¢inbas, S., Erdem, K. Approximate solutions of nonlinear Volterra integral
equation systems. International Journal of Modern Physics B. 2010, 24 (32), 6235-
6258.

[23] Gliner, A., Yalcinbas, S. Legendre collocation method for solving nonlinear
differential equations. Mathematical & Computational Applications. 2013, 18 (3),
521-530.

[24] Tastekin, D., Yalcinbas, S., Sezer, M. Taylor collocation method for solving a
class of the first order nonlinear differential equations. Mathematical &
Computational Applications. 2013, 18(3), 383-391.

[25] Yalginbas, S., Tastekin, D. Fermat collocation method for solving a class of the
second order nonlinear differential equations. Applied Mathematics and Physics.
2014, 2 (2), 33-39.

[26] Tastekin, D., Yal¢inbas, S. Fermat collocation method for solving a class of the
first order nonlinear differential equations. Journal of Mathematical Sciences and
Applications. 2014, 2 (1), 4-9.

[27] Yalginbas, S., Erdem, K. A New Approximation Method for the Systems of
Nonlinear Fredholm Integral Equations. Applied Mathematics and Physics. 2014, 2
(2), 40-48.

[28] Giilsu, M., Sezer, M. On the solution of the Riccati equation by the Taylor
matrix method. Applied Mathematics and Computation. 2006, 176, 414-421.

[29] Gokmen, E., Sezer, M. Taylor collocation method for nonlinear system of

second-order boundary value problems. Diizce University Journal of Science &
Technology. 2013, 1, 11-23.

105



[30] Biilbiil, B., Sezer, M. A numerical approach for solving generalized Abel-type
nonlinear differential equations. Applied Mathematics and Computation. 2015, 262,
169-177.

[31] Giilsu, M., Oztiirk, Y., Sezer, M. On the solution of the Abel equation of the
second kind by the shifted Chebyshev polynomials. Applied Mathematics and
Computation. 2011, 217, 4827-4833.

[32] Dehghan, M., Lakestani, M. Numerical solution of nonlinear system of second-
order boundary value problems using cubic B-spline scaling funtions. Inter. Journal
of Comput.Math. 2008, 85(9), 1455-1461.

[33] Dehghan, M., Saadatmandi, A. The numerical solution of a nonlinear system of
second-order boundary value problems using the sinc-collocation method. Math.
Comput. Modelling. 2007, 46, 1434-1441.

[34] He, J.H. Variational iteration method a kind of nonlinear analytical technique
some examples. Int. J. Nonlinear Mech. 1999, 34, 699-708.

[35] Lu, J. Variational iteration method for solving a nonlinear system of second-
order boundary value problems. Comput. And Math. With Appl. 2007, 54, 1133-
1138.

[36] Ramos, J.I. Linearization techniques for singular initial-value problems of
ordinary differential equations. Appl. Math. Comput. 2005, 161, 525-542.

[37] Saadatmandi, A., Dehghan, M., Eftekhari, A. Application of He’s homotopy
perturbation method for non-linear system of second order boundary value problems.
Nonlinear Analy. Real World Appl. 2009, 10, 1912-1922.

[38] Saadatmandi, A., Farsangi, J.A. Chebyshev finite difference method for a
nonlinear system of second-order boundary value problems. Appl. Math. Comput.
2007, 192(2), 586-591.

[39] Elyildirim, O. Bernstein Polinomunun Genellesmesi ve Uygulamalari. Ankara
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitlisii, Matematik Anabilim Dali, Ankara, 1997,
(Yiksek Lisans Tezi).

[40] Bozkurt, G. Lineer integral ve Integro-Diferansiyel Denklemlerin Bernstein
Polinom Coziimleri. Mugla Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik
Anabilim Dali, Mugla, 2011, 116 s. (Yiiksek Lisans Tezi).

[41] Erdem, K. Lineer Olmayan Integral Denklem Sistemlerinin Yaklasik Coziimleri.
Celal Bayar Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Manisa,
2010, 119 s. (Yiiksek Lisans Tezi).

[42] Tastekin, D. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Belli Bir Sinifinin
Yaklagik Coziimleri I¢in Fermat Siralama Yontemi. Celal Bayar Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Manisa, 2014, 114 s. (Yiiksek Lisans
Tezi).

106



[43] Kiicliksahin, E. Birinci Mertebeden Bazi Lineer Olmayan Diferansiyel
Denklemlerin Taylor Polinom Céziimleri. Mugla Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Mugla, 2008, 46 s. (Yiiksek Lisans Tezi).

[44] Giiglii, I Yiiksek Mertebeden Lineer Volterra Integro-Diferansiyel
Denklemlerinin  Coziimleri Igin Legendre Polinom Yaklasimi. Celal Bayar
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Manisa, 2009, 84 s.
(Yiksek Lisans Tezi).

[45] O’Connor, J.J., Robertson, E.F. Sergei Natanovich Bernstein. School of
Mathematics and Statistics University of St Andrews, Scotland. 2010,
http://wwwhistory. mcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Bernstein_Sergi.

107


http://wwwhistory/

OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Huriye GURLER

Dogum Yeri ve Yili : Manisa, 1991

Medeni Hali : Bekar
Yabanci Dili : Ingilizce
E-posta : gurler-h@hotmail.com

Egitim Durumu

Lise : Saruhanli Anadolu Lisesi, 2009

Lisans : Celal Bayar Universitesi, Matematik Bolimii, 2013
Yiiksek Lisans : Celal Bayar Universitesi, Matematik Boliimii, 2016
Mesleki Deneyim

Manisa Bilim ve Sanat Merkezi 2015-2016
Yayinlan

Girler, H., Yalcinbas, S. A new algorithm for the numerical solution of the first
order nonlinear differential equations with the mixed non-linear conditions by using
Bernstein polynomials. New Trends in Mathematical Sciences. 2015, 3, 114-124.

Yalginbas, S., Glirler, H. Bernstein collocation method for solving the first order

nonlinear differential equations with the mixed non-linear conditions. Mathematical
& Computational Applications. 2015, 20(3), 160-173.

108



