T.C.
BANDIRMA ONYEDIi EYLUL UNIiVERSITESI

LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN LINEERLESTIiRME
DONUSUMLERI

KADIR ERYUREK

Matematik Anabilim Dah

Matematik Program

KASIM - 2024



T.C.
BANDIRMA ONYEDIi EYLUL UNIVERSITESI

LISANSUSTU EGITIMENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER IiCiN LINEERLESTIiRME
DONUSUMLERI

KADIR ERYUREK

DANISMAN

Dr. Ogr. Uyesi Ozlem ORHAN

Matematik Anabilim Dah

Matematik Program

KASIM - 2024



ONAY

Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans 6grencisi Kadir ERYUREK tarafindan
hazirlanan "Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler I¢cin Lineerlestirme Déniisiimleri"
adli tez c¢alismasi 13/11/2024 tarihinde yapilan smavla asagidaki danigman tarafindan
Bandirma Onyedi Eyliil Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Matematik Anabilim
Dalr’'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Dr. Ogr. UyesiOzlem ORHAN

(Danigman)

Prof. Dr. Hiiseyin ISIK

(Uye)

Dog. Dr. Zehra PINAR

(Uye)

Bu tezin kabulii, Lisansiistii Egitim Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun ..../..../....glin ve ...../.....
say1l1 karari ile onaylanmuistir.

Prof. Dr. Ahmet AYDIN

Enstiti Miudira



BANDIRMA ONYEDI EYLUL UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIiM ENSTITUSU
YUKSEK LiSANS TEZI

ETiK BEYANI

Bandirma Onyedi Eyliil Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii tez yazim kilavuzuna
gore hazirlamis oldugum ‘‘Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler icin Lineerlestirme
Doniisiimleri’’adl1 tezimin 6zgiin bir ¢alisma oldugunu, tez hazirlanirken tiim asamalarda
bilimsel etik ilkelerine uygun davrandigimi, tez kapsaminda sunulan tiim verileri bilimsel etik
ilkelerine uygun elde ettigimi, tezde yararlandigim tiim eserlere atif yaptigimi ve kaynaklar

kisminda bu eserleri gosterdigimi beyan ederim. 13/11/2024

Kadir ERYUREK



ONSOZ

Dogada meydana gelen fiziksel olaylarin hepsi matematiksel olarak bir sisteme karsilik
gelmektedir. Bu olaylar1 ag¢iklamak, yorumlamak ve bilgi sahibi olmak i¢in nasil gergeklestigini
ve nasil sonuglandi@ini anlamak kadar matematiksel olarak ¢oziimlemek de onemlidir. Doga
olaylarinin ¢6ziimiine ulagmak igin karsimiza g¢ikan sistemler diferansiyel denklemlerle ifade
edilebilmektedir. Gegmisten giiniimiize diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine ulagsmak igin {inlii
bilim insanlar1 pek ¢ok ¢alismalar yapmislar ve basarili sonuglar elde etmislerdir. Benzerlik ve
kurallar biitiinii iceren denklemler icin yontemler gelistirilerek formiilize edilmistir. Coziimii
klasik yontemlerle mevcut olmayan denklemler i¢in ¢aligmalar yapilmig ve matematik bilimine
151k tutacak yeni yontemler kesfedilmistir.

Coziimlerine ulasilmakta zorlanan veya bilinen yontemlerle ¢oziimii olmayan diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin elde edilmesinde kullanilan yontemlerden biri de
lineerlestirme yontemleridir. Bu tez ¢aligmasinda lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in

lineerlestirme yapilarak bu siirecte izlenecek bilimsel adimlar {izerinde ¢alismalar yiiriitilmistiir.
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Bu yiiksek lisans tezinde, ilk olarak Lie nokta simetrisi hakkinda temel tanim ve
teoremler ele alinmigtir. Lie simetrilerini elde etmek icin lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemlere Lie nokta simetri uzanimlar1 uygulanarak sonsuz kiiciik iiretegler elde edilmis ve bu
iiretecler kullanilarak Lie iireteci bulunmustur.

Ayrica, lineerlestirme yapilarak denklemlerin simetrilerinin elde edilmesi ve bu
simetrilerin yardimiyla matematiksel fizik denklemlerinin analitik ¢Ozlimlerinin bulunarak
denklemlerin fiziksel yorumlarinin yapilmasi amaglanmaigtir.

Sonug olarak matematiksel fizik denklemleri ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerine ulasabilmek i¢in Lie simetri donilisimi kullanilmis ve ele alinan Orneklerin

¢cozlimlerinin fiziksel 6zellikleri yorumlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Lie Gruplari, Sonsuz Kiiciik Uretegler,

Korunum Kanunlari.
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In this master's thesis, firstly the basic definitions and theorems about Lie point symmetry
are discussed. In order to obtain Lie symmetries, infinitesimal generators are obtained by
applying Lie point symmetry extensions to linear and nonlinear differential equations and using
these generators, Lie generators are found.

In addition, it is aimed to obtain the symmetries of the equations by linearization and to
find the analytical solutions of mathematical physics equations with the help of these symmetries
and to make physical interpretations of the equations.

As a result, Lie symmetry transformation is used to reach the solutions of mathematical
physics equations and nonlinear differential equations and the physical properties of the

solutions of the examples are interpreted.
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1. GIRIS

Miihendislik, doga bilimleri, fizik ve birgok bilim dalinda olusan problemleri ¢dzebilmek
icin diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi olduk¢a Onemlidir. Ortaya ¢ikan
problemlerin yorumlanmasi ve analizi; matematiksel olarak gosterilen diferansiyel denklemlerin
¢ozimii tizerinden yapilmaktadir. Dolayisiyla olusan problemin analizi igin ortaya konulan
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ¢ok énemlidir.

Doga olaylar1 ve ozellikle fiziksel olaylarin hemen hemen hepsi matematiksel olarak
diferansiyel denklemlerle ifade edilir. S6z konusu ifade edilen bu diferansiyel denklemlerin
¢coziimlerinin elde edilebilmesi i¢in farkli yontemler mevcuttur. Doga bilimleri, miihendislik
bilimleri ve fizige ait olan matematiksel problemler lineer olmayan diferansiyel denklemlerle
ifade edildiginden bu denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in kullanilan yontemler ve
kesfedilecek yontemler matematik bilimine 151k tutacaktir.

Diferansiyel denklemler tiplerine gore adi diferansiyel denklemler (ADD) ve kismi
diferansiyel denklemler (KDD) olmak tizere ikiye ayrilmaktadir. Bu denklemler lineerligine gore
ise lineer ve lineer olmayan denklemler olarak gruplandirilmaktadir. Lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri lineer diferansiyel denklemlere gore daha kompleks bir sekilde
bulunmaktadir. S6z konusu ifade edilen diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerini bulmak ig¢in
literatiirde niimerik ve analitik yontemler mevcuttur.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine ulasabilmek icin kullanilan niimerik yontemler
net ve kesin ¢ozlimleri vermezler, yani bu ¢oziimlerde hata payr mevcut olup denklemi tam
saglamamaktadirlar. Aksine, analitik yontemlerle elde edilen ¢oziimler kesin ¢oziimler olarak
adlandirilir ve denklemi tam olarak saglarlar. Bu nedenle, denklemlerin analitik ¢dziimlerini
bulmak niimerik ¢ézlimlerini bulmaya kiyasla daha 6nemlidir. Analitik ¢ézlimlerin bulunmasi
niimerik yontemlerle elde edilen ¢oziimlere gére daha zor olmasina karsin uygulamalarda yaygin
ve sik kullanilir. Bilhassa, lineer olmayan diferansiyel denklemin analitik ¢oziimlerinin elde
edilmesi daha zor oldugundan dolayr farkli yontemler tanimlanmistir. Bunlardan en
onemlilerinden biri de simetri yontemidir.

Isac Newton ile Alman bilimci Leibnitz, 17. yiizyilin son ¢eyreginde diferansiyel ve
integral hesabin  kesfedilmesinden sonra diferansiyel denklemler iizerine c¢alismaya
baslamislardir. 19. yiizyila kadar adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine iligkin birbirinden farkli
ve kolay yontemler kesfedilmistir. 19. yiizyildan sonra ise diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerine

iliskin; kuvvet serilerini kullanarak ¢6ziim bulmak ve varlik teklik ¢Ozlimleri onemli hale



gelmigtir. Cauchy 19. yiizyilda belirli kosullar altinda ¢oziimlerinin varligini1 ispatlamig ve
Sophus Lie, David Hilbert, Evariste Galois gibi matematik¢ilerin doniisim gruplar1 {izerine
yaptig1 caligmalara 151k tutmustur ve 20. yiizyilin baslarina kadar degismezlik (invaryant) teorisi
en popiiler arastirma konularindan biri olmustur (Ozceylan, 2007).

Fransiz matematik¢i Evariste Galois’den etkilenen Norvegli matematik¢i Sophus Lie
diferansiyel denklemlerin integrasyon yontemleri ve geometri ilizerine g¢aligmalar yapmustir.
Sophus Lie diferansiyel denklemi simetri analizi, Lie grubu ile tanimlanan doniisiimlerde
diferansiyel denklemin tanimlandigi manifoldun {istiinde degismez birakilan yerel doniistim
gruplarin1 kesfetmistir. Elde edilen doniisiim gruplan ile diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri
bulunmus ve bulunan bu ¢oziimlere algoritmik yontemler ile erisilmistir. Sophus Lie tarafindan
yiiriitiilen ¢alismalarin degeri baslarda anlasilmamis olup Lie teorisinin diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde uygulanmasi 1950 yilindan itibaren anlam kazanmaya ve uygulanmaya
baglayabilmistir (Bluman ve Anco, 2002; Ovsyannikov, 1982).

Lie grup teorisinin yenilenmesinde ve gelismesinde Cole, Ovsyannikov, Olver, ve
Bluman gibi bilim adamlar1 biiyiik katkilar yapmislardir. Fizikteki onemli adimlardan olan
istatiksel mekanik, tanecik fizigi, elektrodinamik, kuantum teorisi, sicim teorisi ve
hidrodinamikte olusan problemlerin ¢oziimiine ulasabilmek i¢in Lie grup teorisinden
yararlanilmistir.

Cagimizda diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesinde simetri yontemleri
onemli role sahiptir. Bunun nedeni ise bu yontemi diger ¢6ziim yontemlerinden ayiran 6nemli
farkliliginin  kisaltmalar ve integrallenebilme sartinin olmamasidir. Sophus Lie yaptigi
calismalarda doniisiim gruplart olarak bilinen cebirsel yapilari incelemis ve diferansiyel
denklemlerin doniigiimleri kullanilarak integrallenebildigini gostermistir. Bunlara ek olarak,
Sophus Lie adi diferansiyel denklemlerin siirekli, bir parametreli doniisim gruplar ile
degismezse bu denklemlerin mertebesinin bir derece indirgenebilecegini ispat etmistir. Ek
olarak, iki bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemlerin ¢oOziimleri siirekli ve bir
parametreli doniisiim gruplar altinda de§ismez kalirsa, bu kismi diferansiyel denklemleri adi
diferansiyel denklemlere indirgeyebilmekte ve indirgenmis olan adi diferansiyel denklemlerin
cozlimlerini elde edebilmektedir. Bu nedenle Sophus Lie tarafindan olusturulan Lie grup teorisi
cagimizda ¢ok popiilerdir.

Glinlimiizde Lie simetri Ureteglerinin katsayilar1 goz oniline alinip incelendiginde Lie
simetri doniisiimleri; nokta, kontakt (iliski) Bécklund ve non-local (yerel olmayan) simetriler
seklinde kiimelenmistir. Simetri iireteglerindeki katsayr fonksiyonlarinda bulunan bagiml ile

bagimsiz degiskenleri ihtiva eden ve tek bir tiirevli terim dahi olmayan doniisiimler Lie nokta
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simetrileri olarak tanmimlanir. Oteleme, olgekleme, donme ve kaydirma doniisiimleri nokta
simetrilerinin en taninmis Ornekleridir. Fakat simetri iireteglerinde katsayr fonksiyonlarini
olusturan bagimli ve bagimsiz degiskenlerin herhangi bir teriminin birinci mertebeden tiirevi
mevcutsa bu doniisiimlere ise Lie kontakt simetrileri adi verilir ve katsayr fonksiyonlarinda
bagimli ve bagimsiz degiskenler disinda yiliksek mertebeden tiirevler bulunan simetri iiretegleri
Lie Bdacklund simetrisi olarak adlandirilir. Doniisiimler de simetri iireticinin katsayilari, ¢oziimii
olmayan integraller ihtiva ediyorsa bunlarda non-local (yerel olmayan) simetriler olarak
tanimlanmaktadir.

Diferansiyel denklemlerin analizi, fiziksel 6zelliklerin bulunup yorumlanmasi,
gruplandirilmas1 ve ¢ozlimlerin incelenmesinde Ozetle hemen hemen her alanda korunum
kanunlar1 ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. Bunlara ek olarak korunum kanunlari; kararlilik teorisinin
arastirilmasinda yorumlanmasinda c¢oziimlerin analizinde, sayisal sekillerin kurulmasi ve
diferansiyel denklemlerin integrasyonu gibi alanlarda yaygin kullanilabilmektedir. Diferansiyel
denklemlerin baslangic degeri verildiginde korunum kanunlari denklem tizerinde calisirken
temel olusturur (Yasar, 2009).

Diferansiyel denklemlere Lie simetri teorisi uygulandiginda bazen denklemlerin
¢Oziimiine ulagilamamaktadir. Bunun nedeni ise Lie simetrilerine sahip olmayan diferansiyel
denklemler vardir. Bu tiir diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in farkll
simetriler bulunup, bu simetriler yardimiyla diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in
yeni yontemlere ihtiya¢ duyulmustur.

Korunum kanunlarina ulasabilmek icin kullanilan farkli yontemlerden bir tanesi de
Noether teoremidir. Noether teoremini diferansiyel denkleme uyguladigimizda, Noether
simetrileri elde edilmektedir. Noether simetrileri, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ilk
integrallerinin bulunmasi i¢in kullanilmaktadir. Matematiksel fizik {izerine caligmalar yapan
Alman matematik¢i Emily Noether; Noether simetrileri iizerine ilk c¢alisma yapan kisidir.
Noether teoremi dogadaki her simetrinin korunum yasasiyla baglantili oldugunu belirtir. Doga
olaylari, fiziksel olaylar, miihendislik dallarindaki olaylarin yorumlanmasi ve analizinin
yapilmas1 ic¢in ortaya atilan diferansiyel denkleme Noether teoreminin uygulanmasi oldukca
onemlidir. Noether teoreminin diferansiyel denklem iizerinden uygulanabilme kosulu standart
Lagrangian’a sahip olmasindan gecer. Eger diferansiyel denklem standart Lagrangian’a sahip
degilse Noether simetrilerini bulmak i¢in Euler-Lagrange denklemi yardimiyla diferansiyel
denklemlere kismi Lagrange yontemi uygulanir (Orhan, 2018).

Bu tez calismasinda lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in Lie grup analizi

yapilarak simetrilerinin bulunmasiyla korunum kanunlarmin elde edilmesi ve analitik
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¢oziimlemelerinin yapilmasi ¢alisilmistir. Korunum kanunlari ve simetri arasindaki iligki anahtar
kilit uyumu gibi baglantili oldugundan korunum kanunlarimin fizik ve doga olaylarinin

yorumlamasi ve analiz edilmesi i¢in ne kadar gerekli oldugu iizerinde durulmustur.



2. DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Tarih boyunca bilim insanlar1 tarafindan yapilan calismalar géz Oniine alindiginda;
evrende meydana gelen fiziksel olaylarin her birinin belli diizen, prensip, kural ¢ergevesinde
ortaya ¢iktigi goriilmektedir. Bulutlarin hareketi, diinyamizin-gezegenlerin-yildizlarin hareketi,
miknatislarin ¢ekimi, suyun buza doniismesi, mumun erimesi gibi olaylar analiz edilecek olursa
bir sistematik icerisinde gerceklestigi aciktir. Bu fiziksel olaylar lizerinde gerekli gdzlemler,
dikkatli incelemeler ve ¢alismalar yapildiginda belirli bir kanuna tabi oldugu bu kanunlarinda bir
matematiksel model ortaya ¢ikardigi kesindir. S6z konusu bu matematiksel modellerde tam
olarak diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir. Fiziksel problemlerin analizi i¢in cebirsel
metodlar genellikle yeterli olmadig: i¢in diferansiyel denklemlere ihtiya¢ duyulmustur. Doga
olaylarindaki problemlerin ¢oziilebilmesi icin matematiksel olarak modellenmesi formiilize
edildigi anlamina gelmektedir. Sonra baglangi¢ ve sir sartlar1 kullanilarak problemi ortadan
kaldiracak ¢oziime ulagilir.

Diferansiyel denklemler matematik bilim dalinda 6nemli bir branstir. En basit tabiriyle
ifade edilecek olursa igerisinde tiirevlenmis fonksiyon ihtiva eden ifadelere diferansiyel denklem
denir. Bagka bir anlatimla tanimlanmis fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevleri arasindaki iliskiyi
gosteren ifadeye diferansiyel denklem denir, bu agiklamay: tarihte ilk kez 1676 yilinda
Leibniz’in kullandig1 bilinmektedir. Diferansiyel denklemleri anlamak ¢6ziimlerine ulasmak
kadar zordur. 18. ylizyilin sonlarindan itibaren; matematik bilimcilerin artmasi, tiirev ve kismi
integrasyonun kesfedilmesi diferansiyelin daha fazla anlam kazanmasina yol agmistir. Euler ve
Bernoulli bu gelisime 151k tutan en 6nemli temsilcilerin basinda gelir. Diferansiyel denklemler
uygulamali matematik bransina atfedilse de matematik biliminin her alaninda kullanilmaktadir.

Diferansiyel denklemler, miithendis ve matematikgilerin ortak paydada bulustugu konu
olmasi sebebiyle stirekli olarak gelisim gostermektedir. Uzay biliminde, hava araglariin hareketi
diferansiyel denklemlerin olusturdugu ¢6ziimler sayesinde ger¢eklesmektedir.

Isvigreli bilim adami Leonhard Euler (1707-1783) mekanik, akiskan dinamigi, optik,
astronomi gibi alanlarda caligmalar yaparak diferansiyel denklemlere oldukca fazla agiklama
getirmistir. Lagrange, Charbit, Laplace, Clairaut, D’alambert, Mange, Jacobi, Chrystal, Darboux,
Cauchy, Frobeniiis, Picard, Ampere, Fusch diferansiyel denklemler iizerine ¢aligsmalar yapip
gelistiren ve ileri diizeye ulastiran linlii matematik bilimcilerdir.

Bu boliimde, diferansiyel denklemlere iliskin tanimlar ile 6rnekler verilecek ve daha

sonraki boliimlerde kullanilacak olan kismi diferansiyel denklemlerden bahsedilecektir.



21 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1.1 (Diferansiyel Denklem)

Diferansiyel denklemler, igerisinde tiirevi alinmig fonksiyon igeren denklemler olarak
tanmlanmaktadir. Yani icerisinde tiirev ve diferansiyel igeren matematiksel ifadelere diferansiyel
denklem denilmektedir.

y = f(x) seklindeki bir fonksiyonun x bagimsiz degiskenine gore tiirevi;

Y e
olarak ifade edilmektedir.
Ornegin;
%+53—z+2y = sinx

ifadesi diferansiyel denklemdir. Diferansiyel denklemler tiplerine gore iki gruba ayrilmaktadir.

Tamm 2.1.2 (Adi Diferansiyel Denklem)

Bir diferansiyel denklemde bir bagimsiz degiskenden olusan tiirevler mevcutsa bu
diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. Bagimli degiskenin y, bagimsiz

degiskenin x oldugu durumda en genel tabirle bir diferansiyel denklem,;

" d_y " dzy y(n) — dny

y_dx'y=W' N dx™

olarak tanimlanirsa

F(x,y;y',y”,y”', ,y(n)) =0,

bigiminde bir fonksiyon olarak tanimlanir. Bu fonksiyonda y™ ; y bagimli degiskenin, x

bagimsiz degiskenine gore n. tlirevi anlamina gelmektedir.



Ornegin;
yll + 3yl _ 4xy _ ex+1 — 0'

d
2 = x%— 5x -3,

dx
d’y dy
FrR P

denklemleri adi diferansiyel denklemlerdir.
Tamm 2.1.3 (Kismi Diferansiyel Denklem)

iki ya da daha fazla bagimsiz degisken ile minimum bir tane bagimli degiskeni ihtiva eden, farkli
mertebelerden bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlerce tiirevlerinin mevcut oldugu
denklemlere kismi diferansiyel denklemler denir. z bagimli, x ve y bagimsiz degiskenler olsun.

Bu durumda kismi diferansiyel denklemin en genel hali;

0z 0z 0%z 0%z 0%z

:a, Zy: @, Zxx: ﬁ' ny: axay' Zyy—a—yz,...

Zx

alinarak,

F(X;y:Z;Zx lZylZXX' ny’ Zyy’ ) = O'

formatinda gosterilmektedir (Koca, 2008).
Ornegin;
0%z 9%z 0%z

a2t oz T a2 0

0%z 0z B

ax2+ @—O,

denklemleri kismi diferansiyel denklemlerdir.



Tamm 2.1.4 (Diferansiyel Denklemin Mertebesi)

Bir diferansiyel denklemin igerisinde bulunan en yiiksek tiirevinin mertebesine

diferansiyel denklemin mertebesi adi verilir.

Tamm 2.1.5 (Diferansiyel Denklemin Derecesi)

Bir diferansiyel denklemin igerisinde bulunan en yiiksek tiirevinin mertebesinin
kuvvetine mevcut diferansiyel denklemin derecesi ad1 verilir.

Ormnegin;

y"+ 2(y)*+ y —cosx =0, 3. mertebe, 1. derece

)+ () + 5y—-5x—1=0, 2. mertebe, 3. derece

Dikkat edilmelidir ki her diferansiyel denklem bir mertebeye sahipken bir dereceye sahip
olmayabilir.

Ornegin;

eY'—y '+ x=0, 1. mertebe, derece tamml degil

Tanim 2.1.6 (Diferansiyel Denklemin Coziimleri)

y = f(x) seklindeki bir fonksiyon diferansiyel denklemde yerine konuldugunda
denklemi sagliyorsa; y = f(x) fonksiyonuna diferansiyel denklemin ¢6ziimii denir. Diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri; genel (ilkel), 6zel ve tekil (aykiri, singiiler) olacak sekilde ii¢ gruba
ayrilmaktadir. Bu ¢6ziimlerin her biri diferansiyel denklemi saglarlar.

n. mertebeden bir diferansiyel denklem g6z oniine alindiginda, bu denklemin genel ¢oziimii

n tane keyfi sabit icermektedir. Genel ¢oziimde diferansiyel denklemin mertebesi kadar
birbirlerinden bagimsiz keyfi sabit vardir. Ozel ¢oziimlerde genel ¢oziimde bulunan keyfi
sabitlere 6zel degerlerin verilmesiyle bulunur. Baz1 diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimlerinin
disinda ve genel ¢oziimlerinde bulunan keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek ulasilamayan farkl

¢Oziimleri olabilir. Bu ¢6ziimlere de tekil ¢6ziimler denir.



Ornegin;

(z)?+ z2-1=0,
diferansiyel denklemi ¢oziiliirse
genel ¢oziimii :  z = sin (x + ¢) ‘dir.
c= gahmrsa; Ozel ¢6ziim: z = cos x olacaktir.

Diger taraftan; z = T 1 de bu diferansiyel denklemi saglar. z = * 1 ¢6ziimiiniin
z = sin (x + ¢) genel ¢oziimiinden elde edilmedigi asikardir. Dogal olarak z = * 1 verilen
diferansiyel denklemin tekil ¢6ziimleridir. Sonug olarak bu ii¢ ¢6ziimde denklemi 6zdes olarak

saglamaktadirlar.
Tamm 2.1.7 (Lineer ve Lineer olmayan Diferansiyel Denklemler)

Bagimli degisken veya bagimli degiskenleri (birden fazla olma durumu) igeren, bu
bagimli degiskenlerin biitiin kismi tiirevlerinin birinci dereceden oldugu ve Kkatsayilar1 sadece
bagimsiz degisken cinsinden yazilan kismi diferansiyel denklemlere lineer kismi diferansiyel
denklemler denir.

Bir bagimli, iki bagimsiz degiskeni iceren birinci mertebeden lineer kismi diferansiyel

denklemin genel sekli;
K(x,y)zx + L(x,y)z, + M(x,y)z = N(x,y),
formatindadir. Ornegin; u bagiml, x, y ve t bagimsiz degisken, k sabit olarak alinirsa;
Up — k(uxx + uyy) =0,
ikinci mertebeden iki boyutlu 1s1 denklemi lineerdir. Ote yandan;

ZZyy — ZyxZy = 0,



denklemi lineer olmayan kismi bir diferansiyel denklemdir (Koca, 2008).

Eger;
K(x,y)zy + L(x,y)z, + M(x,y)z = N(x,y),
formatindaki lineer diferansiyel denkleminde; N(x,y) = 0 ise lineer diferansiyel denkleme
homojen denir.
Ornegin;
Up + Uyyy + uuy, =0,
y"+ ysinx =0,
ur — kuy,, =0,
denklemleri homojen denklemlerdir.
Aksi halde N(x,y) # 0 oldugu durumda ise homojen olmayan diferansiyel denklem
olarak adlandirilir.
Ornegin;
y '+ 8y + 9y = €*,
(sinx)y” — (cosx)y = 4,

uuy, + 2yxu ) = cos(xy),

d’y 2

dx? x2'

denklemleri ise homojen olmayan diferansiyel denklemlerdir.
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Tanim 2.1.8 (Yar Lineer Diferansiyel Denklem)

Bir kismi diferansiyel denklemin ihtiva ettigi mertebesi en yiiksek kismi tiirevler
cinsinden (diferansiyel denklemde kiigiik basamakli, bagimli degiskenin bagimsiz olarak
bulunmasiyla) lineerse bu tip diferansiyel denklemlere yari-lineer (quasi-lineer) kismi
diferansiyel denklem denir.

Bir bagimli, iki bagimsiz degiskeni igeren birinci mertebeden yari-lineer kismi

diferansiyel denklemin genel sekli;

K(x,y,2)zx + L(x,y,2)z, = M (x,y,2),

olarak ifade edilir (Koca, 2008).

Ornegin;

ZyZyxy + XZZ, = siny,

xyzz, + x*zy = x?z*cosx,

3

XYZZyy + Z°Zyy + X* COSY 2y, = 227X,

denklemleri yari lineer diferansiyel denklemlerdir.
Tamim 2.1.9 (Hemen Hemen Lineer Diferansiyel Denklem)

Yari-lineer bir kismi diferansiyel denkleme ait en yiiksek mertebeden kismi tiirevlerinin
carpanlar1 (katsayilar1) sadece bagimsiz degiskenlerden olusuyorsa bu kismi diferansiyel
denklemlere hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklemler denir (San, 2011).

Bir bagimli, iki bagimsiz degiskeni i¢eren birinci mertebeden hemen hemen lineer kismi

diferansiyel denkleme ait genel formiilasyon;

K, y)zy + L(x,¥)zy, = M (x,Y,2, 2y, Zy),

olarak ifade edilir.
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Ornegin;
Xz, + y*z, = 73,
xyzy + y*z, = 12°| + g(x,y),
denklemleri hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklemlerdir.
2.2  BAZI OZEL DIFERANSIYEL DENKLEMLER
Tamm 2.2.1 (Bernoulli Diferansiyel Denklemi)

y + A(x)y = B(x)y™ven # 1, n # 0 formundaki denklemlere Bernoulli diferansiyel

denklemleri denir. Denklemin ¢6ziimii igin

dz = (1 - n)y_nd}’;

dontistimii denkleme uygulandigi taktirde denklem lineer hale gelir. O halde lineerlestirilen

denklem
Z—j{ + (1-n)A()z = (1 —n)B(x),

olur.

Ornegin;
xy + y= y?Inx,
denkleminin ¢6ziimii; denklem

, 1 1
v+ Ly =y

X

12



seklinde yeniden yazilirsa Bernoulli denklemi oldugu goriilmektedir. Denkleme

dontistimleri uygulanirsa

seklinde z degiskeni cinsinden lineer denklem elde edilir.

u(x) = el AtOdx — ef—%dx — e lnx -1

X

integral carpaninin bulunup genel ¢éziimde yerine yazilmasiyla,

z=12z(x) = %U‘%(—lnTx)dx+C]=x<lnTx+%+C>

yada

1
Inx+1+Cx =-
y

elde edilir.

Tamm 2.2.2 (Lagrange Diferansiyel Denklemi)

y =xA (Z—z) + B(Z—z) seklinde verilen denkleme y' = z donlisiimiiniin uygulanmasiyla

elde edilen diferansiyel denkleme Lagrange diferansiyel denklemi denir. Ornegin;

y =x(y)+ )%

13



denkleminin ¢oziimii; denklemde y = z doniisiimii yerine yazilirsa

y = xz?% + z2,

elde edilir. Denklemin x’e gore tiirevi alinirsa

y' =122 + x2zz + 22z,

elde edilir ve son denklemde tekrardan y’'= z yazilirsa

z = 2%+ 2xzz + 227,

ifadesi ulasilmis olunur ve gerekli diizenlemeler yapildiginda

x’e gore lineer diferansiyel denklem elde edilir. Ek olarak,

— f%dz —_ ,2In(z-1) _ _ 1\2lne _ _1)\2
Uu=ez-1"=e =(z-1) =(z—-1)%,
integral carpaninin bulunup genel ¢éziimde yerine yazilmasiyla

—z%2+42z+C
= —] z? + z2,
12

¢Oziimii elde edilir.
Tamim 2.2.3 (Ricatti Diferansiyel Denklemi)

y' = A(x) + B(x)y + C(x)y? seklindeki diferansiyel denklemlere Ricatti diferansiyel
denklem denir.
Eger; C(x) =0 ise bu denkleme lineer diferansiyel denklem ve A(x) =0 ise bu

denkleme Bernoulli diferansiyel denklem denir.
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Ricatti diferansiyel denklemin ¢oziimiine ulasmak i¢in bilinen genel bir yontem yoktur.

__ 9
()

doniistimii yardimiyla denklem ikinci basamaktan degisken katsayili lineer homojen denkleme
dontstiiriliir.

Ricatti diferansiyel denklemin y,(x) 6zel ¢6ziimii varsa
() +—
= X _—
doniistimii ile denklem
de
Iz T B + 20y ()]e + C(x) = 0

lineer diferansiyel denklemine doniisiir. Burada bagimli degisken ¢ (x)’dir.

Ornegin;
y' =3+ 3x%y — xy?,

Ricatti diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y,(x) = 3x ise

=3x+
Y 9@

dontisiimii uygulanarak, ele alinan Ricatti denklemi

d
d—t—sz(p—x:O

seklinde lineer hale getirilir. Ek olarak, bu denklemin integral ¢arpant

x3

ux) =e”
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seklindedir. Dolayisiyla Ricatti diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii

1
e** ([ eX*xdx + C)

y(x) =3x+

seklinde olur.
Tamm 2.2.4 (Clairaut Diferansiyel Denklemi)

y = xy + A(y) seklindeki diferansiyel denklemlere Clairaut diferansiyel denklemleri
denir. Clairaut diferansiyel denklemlerin genel ¢ozliimiine ulasmak icin y' yerine keyfi C sabiti
konulur.

Dolayisiyla genel ¢6ziim;

y=xC+ A(C),

olur.

Omegin;
y=xy +y'-y”

diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinde y = C alinirsa ¢dziim y = xC + C — C? sekline

dontisiir. Bu denklemde C’ye gore tiirev alindig1 takdirde

x+1

x+1—2C =0 dolayisiyla C = -

bulunur ve genel ¢6ziimde yerine yazilirsa
X 1 1 1
y = E(x+ 1) +E(x+ 1) —Z(x+ 1)?veyay =Z(x+ 1)?

olur.
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3. LiE SIMETRI YONTEMI

Fiziksel bir olayin simetrisi, o olayr meydana getiren diizene korunum yada doniisiim
uygulandiginda diizenin ayn1 versiyonda kaldigi matematiksel ve fiziksel bir 6zelligidir.

Bir donilisim smifi siirekli (tekerleg§in doniisii gibi) veya ayrik (simetrik bir seklin
yansimasi gibi) olabilir. Simetrinin olusumu da tam olarak siirekli ve ayrik doniisiimlerin
hareketiyle olur. Lie gruplart siirekli simetriler, sonlu gruplar ise ayrik simetriler ile
tanimlanirlar.

Modern fizigin temelini Lie gruplart ve sonlu gruplar olusturur. Simetriler matematiksel
gosterimlerle ifade edilip mevcut problemi en basit hale getirmek i¢in kullanilir.

Fizikte simetrilerin en Onemli temsili, 151k hizinin 6zel bagmtili Poincar € simetri
grubunun matematiksel ifadelerle bilinen tiim referanslarda ayni sonugta olmasidir. Diger bir
onemli Ornekte, keyfi farklilasabilen koordinat doniisiimleri altinda fiziksel yasalarin
bi¢imlerinin degismemesidir.

Simetri, degismezlik anlaminda nitelenebilir. Degismezlik, 6zellikleri degistirmeden ayni
birakabilen doniisiimlerle matematiksel olarak formiile edilir. Mesela, oda igerisindeki sicaklig
g0z Oniine aldigimizda sicaklik odanin her noktasinda ayni olabilir. Sicakligin odanin her yerinde
homojen olmasini gézlemleyen kisinin oda igerisindeki yerine bakilmaksizin oda igerisindeki
sicakligin degismedigi agikardir.

Tanimlanan bir kismi diferansiyel denkleme Lie grup doniisiimii uygulandiginda
degismez kaliyorsa bu gruba kismi diferansiyel denklemlerin Lie simetrisi denir. Yani kisacasi,
Lie simetrisi veya Lie simetri grubu Lie grup doniisiimiiyle degismeden kalan kismi diferansiyel
denkleme denir. Bagimli, bagimsiz degiskenlerin tamaminin verilen doniisiimlerle diferansiyel
denklemi, degismez (invaryant) kilan sonsuz kiiciik tireteglerle tanimlanir. S6z konusu sonsuz
kiiciik iiretecler, kismi diferansiyel denklemlerin Lie grubuna tekabiil eden Lie cebrini meydana
getiren bir bazinin lineer gosterimidir (Kiraz, 2007).

Literatiirde adi diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimiine ulagmak i¢in kullanilan;
homojen hale getirme yontemi, diferansiyel denklemin mertebesinin indirgenmesi yontemi,
integral c¢arpant yoOntemi, belirsiz katsayilar yOntemi, ayrilabilir denklem yontemi gibi
yontemlerin yani sira Lie simetri yontemi de ¢ok 6nemli bir yontemdir. Lie gruplari, bagimli-
bagimsiz degiskenlerin oldugu ve tiirevlerini igeren, uzayda nokta doniisiimlerini ihtiva eden
diferansiyel denklemin ¢oziimiine ulasilmak i¢in kullanilan bir yontemdir. Donme, kaydirma,

Oteleme, yansima, Ol¢iim gruplart Lie gruplarimin en bilinen Ornekleridir. Lie gruplarina
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uygulanan nokta doniisiimlerinde, diferansiyel denklem degismeyip ayni kalir. Adi diferansiyel
denklemin ise mertebesi indirgenir. Kismi diferansiyel denklemde bagimsiz degisken adeti
minimum olan bir degiskene indirgenir (Ahmad, 2005).

Bu boliimde, Lie simetrilerinin genel 6zellikleri ele alinacaktir. Lie grup teorisine dair
tanimlar ve teoremler verilecektir. Lie grup doniisiimii iizerinden sonsuz kiiciik iireteclere ait
kavramlar incelenecektir. Lie grup donisiimii uygulanan diferansiyel denklemlere ait
degismezlik tanimlar1 ve Lie cebir yapisi kavramlari ele alinacaktir.

31 GRUP
Tamm 3.1.1 (Grup)
G # @ kiime olsun. V, G kiimesinde ikili bir islem olsun. Eger;
1) Kapalilik Ozelligi:
Vx,y € G igin xVy € G oluyorsa,
2) Birlesme Ozelligi:
Vx,y,z € G igin (xVy)Vz = xV(yVz) oluyorsa,

3) Birim Eleman Ozelligi:

Vx € G igin xVe = x = eVx olacak sekilde e € G varsa (e grubun birim elemani),

4) Ters Eleman Ozelligi:

Vx € G i¢in xVy = e = yVx olacak sekilde y € G varsa (y = x~olarak ifade edilir,

burada y’ ye x elemaninin tersi denir.)

ozelliklerini saglayan (G, V) ikilisine grup denir.
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Yukarida tanimlanan (G, V) ikilisi sadece 1 ve 2 numarali 6zellikleri sagliyorsa yar1 grup,
1, 2 ve 3 numaral 6zellikleri sagliyorsa monoid grup denir. Bunlara ek olarak (G, V) grubu i¢in;

5) Degisme Ozelligi:

(G,V) bir grup ve Vx,y € G igin xVy = yVx ifadesi saglaniyorsa (G, V) ikilisine
degismeli grup denir (Tasg1, 2007; San, 2011).

Ornegin;

Z: Tam sayilar kiimesi olacak sekilde, (Z, +) ikilisi;
1) Vx,y€EZig¢inx+y€Z,
2) Vx,y,z€Zigin(x+y)+z=x+ (y+2z),
3) VxeZicinx+0=x=0+x, (e =0),
4) Vxe€Zicinx+ (—x) =0=(—x) +x, —x =x71,
ozelliklerini sagladigi i¢in bir gruptur.
Tamim 3.1.2 (Sonlu Grup)
G, sonlu bir kiime oldugu takdirde (G, V) grubuna sonlu grup denir. Ornegin;
G = {1,—1, i, —i} kiimesi sonlu bir kiime oldugu i¢in, (G, +) grubu yukarida ifade edilen 1, 2, 3
ve 4 numaral1 6zellikleri sagladigi i¢in sonlu gruptur.

Tamim 3.1.3 (Alt Grup)

A kiimesi, B kiimesinin alt kiimesi olarak tamimlansin. Eger, (4,V) grubu, (B,V)

grubunun tiim 6zelliklerini sagliyorsa; A’ya B’nin alt grubu denir.

Ornegin; (R, +) reel sayilarm olusturdugu bir gruptur. Bu grubun birim elemani 0 dir.

Vx € Ri¢in —x € Rdir. Q € R oldugu igin; (Q, +) grubu, (R, +) grubunun alt grubudur.
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3.2 LIE GRUP ANALIiZi

Tanim 3.2.1 (Doniisiim Gruplar)

a = (a4, ay,as, ... ,n), A c R" bolgesinde bir nokta olsun. A bolgesinde tanimli olan her

a’nin doniigiim gruplari
a* = B(a,¢),

olacak sekilde tanimlansin. C € R bolgesinde, & parametresi tanimli olsun. € ve §
parametrelerinin  olusturdugu #(¢,6) doniisimii € bolgesinde tanimlansin. O halde, ¥
dontigiimiiniin A bolgesinde doniisiim grubu olmasi i¢in asagidaki oOzellikleri saglamasi
gerekmektedir:

1) C bolgesinde tanimli her € parametresi igin doniisiimler, A bolgesinde bire-birdir.

2) (C,¥ G grup yapisindadir.

3) Egere =eisea” = adir. Yani, B(a; &) = a dir.

4) Eger a* = B(a; &) ve a** = B(a*, ) olarak tanimlanirsa a** = B(a;¥(¢,6)) dir
(Bluman ve Kumei, 1989).

Tamm 3.2.2 (Bir Parametreli Lie Grup Doniisiimleri)

¥ donlisiimi yukarida tanimlanan 1-2-3 ve 4 numarali 6zelliklere ek olarak asagidaki

ozellikleri sagliyorsa ¥ doniisiimiine bir parametreli Lie grubu denir.

5) ¢; stirekli bir parametre, C bolgesi; R de tanimli bir aralik olmak {izere, € = 0, etkisiz

eleman e‘ye denk gelir.

6) B,a’ya gore A bolgesi icerisinde biitiin mertebelerden siirekli tiirevlere sahiptir.
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7) €eC ve 6eC igin ¥(&,6); § ve e’nun analitik fonksiyonudur.
Tanim 3.2.3 (Sonsuz Kiiciik Doniisiimler)
a* =B(a,¢), (3.1)

€ parametreli €, = 0 noktasinda ¥ islemi ile Lie grup doniisiimiinii ele alalim. (3.1) denkleminin

€ = 0 noktasinda seri a¢ilimi;

. 0B(a; €) 1 ,(0*B(ae),
a —a+e(T|s—O)+§£ <T|€—O + ..

0B (a;
de

le = 0) + 0(e?) (3.2)
olur. (3.2) denkleminde & parametresinin katsay1 fonksiyonu

0B(a; ¢)

f@) = —

le =0, (3.3)

ile tammlanirsa, x + €é(a) doniisiimiine (3.1) denklemi ile verilen Lie grup doniisiimiine ait
sonsuz kiiglik doniisiimii denir. &(x) fonksiyonuna da (3.2) denkleminin sonsuz kii¢ligii
(infinitesimal) denir (Bluman ve Anco, 2002).
Yardimci Teorem: a* = B(a, €) bir parametreli Lie Grubu;

B(a; s + As) = B(B(a;¢); ¥(e7 1, & + Ag),
esitligi saglanir.

Ispat: B(a; e + As) = B(B(a,&); ¥(e71, & + Ag))

= B(a; ¥(c7 1, e + Ag))
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= B(a; ¥(¥ (&, 1) e + Ae))
= B(a; ¥(0, ¢ + A¢))
= B(a; £ + A¢).

Teorem 3.2.1 (Lie’nin Birinci Temel Teoremi)

a* = B(a, ) bir parametreli olacak sekilde Lie grup doniisiimii olarak tanimlansin.

T=0vex* =xiken

dx*

ek §(x™),

formundaki birinci mertebeden diferansiyel denklemin ¢6ziimii; a* = B(a,&) Lie grup

doniistimlerine (&) parametrizasyonu ile elde edilir:
t(e) = [, r'(e)de,

0¥(a,b)
r(e) = (# | (a,b)=<e‘1,e>)’

rao)=1.
Ispat: a* = B(a, €) Lie grup doniisiimiiniin yukarida verilen yardimci teoremden verilerle;
B(a; & + A¢) = B(B(a,&); ¥(e™1, e + Ae)),
oldugu aciktir. B(a; € + A¢) ifadesi Ae = 0 civarinda seri agilirsa;

0B(a, € + Ae)

B(a; e + Ag) = B(a, ) + < (e 1+ 20) |A£=0> Ag + -

0B(a,e)Ae

=a*+ 5 T 0((Ae)?),
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olur. ¥(e71, & + A¢) ifadesi A = 0 civarinda seri agilirsa;

0¥(e7 e+ Ac
HehetAe) =¥ele)+ < { ) | A€=O> F o

(e + A¢)
=¥t e) + I'(e)As + 0((Ae)?),
= I'(e)Ae + 0((Ae)?),
olur. Ote yandan,
B(a; e + Ae) = B(B(a, e);¥(e™1, e + Ae)) = B(a*; ¥(e 71, Ae),
= B(a*; I'(e)Ae + 0((Ae)?),

d0B(a*; 6
= B(a*,0) + I'(¢)As <(6+) | 6=0> + 0((A8)?),

=a* + I'(e)Asé(a*) + 0((Ae)?),
bulunur. Bulunan bu ifadeden;

0B(a;¢)
de

=I'(e)¢(a”),

2 = r(e)é(a’); e =0ise

olmus olur (Bluman ve Anco, 2002).
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Ornek 3.1: —1 < & < o olacak sekilde

grup doniigiimleri i¢in

olsun. O halde;

ve

olur. a = (a, b) olsun.

ve

olur. Parametrizasyon da,

a* = (14 ¢&)a,

b* = (1 + €)2b,

_ -1_ __¢&
¥p,r)=p+r+pr , e = >
0¥(p, 1)
F 1+p
0¥(p, 1)
I = =1 -1 —
(8) ( 61" )(8—1 £) te 1 + &

B(a,&) = ((1 + &)a, (1 + £)?b),

0B(a,e) _
de

(a,2(1 + &)b),

9B(a,
f(a) = B;Z S) |g=0 = (a‘l Zb)a
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&€ &

7(e) = f]”(s')de' = f T _Il_ g,de' = log(1 + ¢)

0 0

elde edilir. Basta bahsedilen grup doniisiimleride, —oo < 7 < o0 igin

olacaktir ve
H11,T2) =11+ 72,
olur (Bluman ve Anco, 2002).

Tamm 3.2.4 (Sonsuz Kiiciik Uretecler)

a* = B(a,¢) Lie grup donlisimiini ele alahm. a = a4, a,,

nokta ve V operatorii;

V_(a 0 6)
~ \da, ' da,’ " da,

olacak sekilde
- 9
B =§(@).= ) ¢(a)5—(34)
im1 i

.. ,ay)€R™ bolgesinde bir

biciminde tanimlanan operatore Lie grup doniisiimiine ait sonsuz kiigiik iireteci (simetrisi) denir

(3.4) denkleminde katsay1 fonksiyonlari

. 0B(a;,
§'(a) = % | £=0

seklindedir.
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Teorem 3.2.2: a* = B(a, €) bir parametreli Lie grup doniisiimiinden

a* = B(a,¢)

ve
B*¥ = B¥(a) = BB*¥' |, k=123, ..
B¥F(a) = B(Bk—lF(a))  k=123,..
B°F(a) = F(a),
olur. Sonug olarak F(a) her mertebeden diferansiyellenebilir ise
F(a*) = F(e®8a) = e®®F(a),
olur (Bluman ve Anco, 2002).
Ornek 3.2:
a* =acose—bsine,

b* =asine+ bcoss,
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donme simetrisini simgeleyen dontisiimler verilsin.

da” )

5 = —asine —bcose
£

ob* _

3 = acose— bsing,
£

*

da
$(a,b) = |._, =)

db*
de | e=0 =~

n(a,b) =

olacagindan dolay1 simetri tireteci

olarak ifade edilir.
(a*,b*) = (e®Ba,e®Bh),

olmak tuzere

a(-b)  a(~b)
aa “Top T

B%?a = B(Ba) = —b

d(—a) N aa(—a) _

B3q = B2(Ba) = —
@ (Ba) = —b—5- ab

b,

ob db
B*a = B3(Ba) = —b— — =
a (Ba) b6a+a6b a,

oldugu icin
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B*aq =aqa, B la=b, B ?q=—a, B 3q=-p, n=123,..

olacagindan

=aqacoss+ bsine

seklinde bulunur. Benzer yolla B operatoriinii b’ye uygularsak;

Br=—p22 4 %0

T

da da
21, — — - = —
B?b = B(Bb) = ~b=—+a—-=—b,

0(-b) , 0(=b) __

3 — p2 - _
B°b = B“(Bb) = —b 7a b ,

d(—a) N aa(—a) _

4p _ p3 - _
B*b = B°(Bb) = —b 7a b

b,
oldugu i¢in

B*b =b, B b =—a, B ?bh=-b, B 3b=a n=123,..
olacagindan

2 3

.k
b* = b =Z£—Bkb —btea——b——at
Kl 217 73]
k=0
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=asine+ bcose,
olarak bulunur (Bluman ve Anco, 2002).

Ornek 3.3:
d

B = azi+ab—
da db

sonsuz kiigiik iireteci i¢in a*ve b* doniistimleri;

2 3 4 n

2! 3! 4!

2 ok
€ € € € €
a* =e®a= ZFBka = <1 +eB+—=B*+—B*+—B*+ - +EB" + -
k=0 '

82 3 4 n

© .k
b* = e%Bh =Z‘€—B’<b =(1+eB+
£ 7] 310 T3

Ba = a?
B%?a =2!a3
B3a =3!a*
B"a = n!g"*?
olur. Benzer sekilde,
Bb = ab
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B?b = 2! ba*

B3b = 3! ba’

B™b =n!ba™

olarak bulunur. Burada |ea| < 1 igin

a
1—¢

a* =eBa=(1+eB+e?B>+&3B3+&*B*+ -+ + e"BM)a =

b
b* = e®*®b = (14 eB + €?B* + &3B3 + &*B* + --- + e"B™")b = 1=%

doniistimleri elde edilir (Bluman ve Anco, 2002).
Tamim 3.2.5 (Bir Parametreli Lie Grup Nokta Doniisiimleri)
n tane bagimsiz degiskeni x ile, k tane bagimli degiskeni t ile gosterelim. O halde,
X = (X1,X9, X3, r) Xp),
t = (tL, % t3, ..., t9),
olacak sekilde n + k degiskenli uzayda,
x* = B(x,t;¢),
t* =T(x,t;¢),

formatindaki grup doniistimlerine bir parametreli Lie grup nokta doniisiimleri ad1 verilir (Bluman
ve Anco, 2002).
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Tamim 3.2.6 (Total Tiirev)

n tane bagimsiz degiskeni x ile, k tane bagimli degiskeni t ile gosterelim. O halde,

X = (x1) X2, X3, ---,xn);

t = (tL, % t3, ..., th),

olsun.

n
L 0x
olmak {izere total tiirev operatorii;
d 0 d 0
Y S H
Dl ax+ laty+tl]a ll+ t+t i1,i1,ip . ‘natu
L J Litiz in

bigiminde gosterilir (Bluman ve Kumei, 1989).

Tanmim 3.2.7 (Sonsuz Kiiciik Uretecin m. Uzanimi)
x* = B(x,t;¢),
t*=T(x,t; &),

Lie grup doniistimlerine ait

n
B2 Gt ot o
i=1
sonsuz kiiciik tiretecine ait birinci uzanim

0
B®W =B+ $imp

i
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olur. Burada,
50 =n,
& = Di(n) — X=1tmDi(&m),

dir. (3.5) numarali denklemin iiretecinin ikinci uzanimi

0 9
Yot Mot

l

olacaktir. Burada,

= D] - Z D€

dir. ikiden biiylik uzanimlarda;

0

amB™) ~qm(B" = Y,

ll lz lm 11,12, .lm

olacaktir. (3.5) numarali denklemin sonsuz kii¢iik iiretecinin m. uzanimi;

B™ = &;(x, t) g +q(x t) +§(xttk)+

d
+ &y (06 i i) 3

i1,i2,ulm

seklindedir. Burada sonsuz kiiciik fonksiyonlari,

$k = Di() — Z tiD (§Y)
k=1
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n

Eivigim =Di (&iiy i ) — Z tiyiyim_y SDi, (§°5)

s=1
olarak tanimlanir.

3.3 URETECLERIN DONUSUMLERI

Sonsuz kii¢iik tireteg

SN
B,-=;é(a)a—%

oparatorii; a = a(a;) ye bagli olup doniisiim sartlari ile d; degiskenine doniistiiriilebilir.

a;(a;) olsun.

94
Oai

zincir kuralindan,;

a9 aq

da; 04; da;

bulunur. B; sonsuz kiigiik iiretecini tekrar diizenlersek;

(3.7)

di:



olacaktir. Burada,
‘(@) = aa;
$i(a) = §i(a) da,

olmak iizere;

= (a)

aak
a;

Bia = ) §(a)3
i=1

ddy,

Bja, = Zéi(a) G, (@)
i-1

1 < k < nicin sonsuz kiigiik tiretegler

n n
9 0
B; = Z(Bjai) 0= Z(Bjai)a—di (3.8)
i=1 i=1

olur. Bu durumda a; koordinatlarina gore yazilan B; iireteci ¢; ile ifade edilen yeni koordinatlara

gore yazilmis olur (Ahmad, 2005).

Ornek 3.4;

B=alyp?
=~ %a T ap

seklinde verilen simetri {iretecini p Ve q yeni degiskenlerini,

bi¢iminde tanimlayalim. Sonsuz kiigiik simetri iireteci olan B ye p ve q degiskenlerini

uygularsak;
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dp , Op
Bp = a£+b%— 2ab = 2p,

bulunur. Boylece B iireteci yeni koordinatlarina gore

d
BZZP%

seklinde ifade edilir (Ahmad, 2005).
3.4 URETECIN NORMAL FORMU

(3.8) ile ifade edilen denklemin kismi diferansiyel sistemleri igin

n
, ay
B, = a)=—=1 =123, ...
Y Zf(a)aai i=123,..,n
l=

n
94
Bé, = Zf‘(a)—k —0 k=234..,n
= (')ai

{v(a;), ax(a;)} olacak sekilde daima agik olmayan ¢6ziimler vardir. Buradan sonsuz kiigiik

simetri tireteci

9
B=;€(a)a—ai

formundan;

formuna indirgenebilir. Bu forma B iiretecine ait normal formu denir (Stephani, 1989).
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Ornek 3.5: Donme doniistimleri,
a*=acose—bsing,
b* =acoss+ bsinsg,

ve simetri Ureteci

seklinde verilsin. Kutupsal koordinatlarda

b
r =./(a?+ b?)ved = tan_la

olacagindan yeni degiskenler B liretecine uygulanirsa;

Br=—-bL+all =0
4 oa " %op~
B = bA9+ 66—1
Ao Yop T
olur ve B nin normal formu
B_a
96

seklinde bulunur (Stephani, 1989).

36



3.5 LIiE GRUP DONUSUMLERINDE INVARYANTLIK

Lie grup doniisiimleri degismez islevlere, ylizey, egri ve noktalara sahip olabilir. Bu olay
Lie grup teorisinin en dogal ve temel 6zelligidir. Degismezlik 6zelligi nedeniyle simetri grubuna
ait sonsuz kiiclik tiretec altinda kompleks lineer olmayan kosullar daha basit lineer kosullara

doniistiiriilebilir.
Tanim 3.5.1 (Degismez Fonksiyonlar)

g(x) stirekli ve her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak tanimlansin. g(x)
fonksiyonu degismez bir fonksiyon olmasi i¢in ancak ve ancak, a* = B(a, €) doniisiimii i¢in

g(x) = g(x*) olmalidir (Bluman ve Anco, 2002).

Teorem 3.5.1: Siirekli bir g fonksiyonu i¢in g(x),a” = B(a, &) Lie grup doniisiimii altinda

degismez& Bg(x) = 0 (Bluman ve Kumei, 1989).

Ispat:
(=) gx)=eFg)

o0 En
= z —B "g(x)
n=0 '

=g(x) + eBg(x) + %Bzg(x) + -

g(x*) = g(x) olmasi i¢in esitligin sagindaki ikinci terimden itibaren sifir olmalidir. Yani;

Bg(x) = 0 dir.

(&) Bg(x) =0 =B"g(x) =0
82
g(x*) = g(x) + eBg(x) + Z132‘9(,5) 4o

olup,
Bg(x) = B?’g(x) = =B"g(x) =0
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olacagindan
g(x") = gkx)
olur.
Teorem 3.5.2: a* = B(a, €) Lie grup dontisiimii igin g(x) = g(x) + € & Bg(x) = 1 dir.
Ispat: (=) g(x)eBg(x) = g(x) + eBg(x) + Z—TBZg(x) ++gx)+e¢

2
= g(x) + eBg(x) +%Bzg(x) + oo

olup esitligin saglanmasi igin

Bg(x) =1
ve
B"g(x) =0 n=234,..
olmalidir.
() Bg(x)=1iseB"g(x) =0 n=2734,..
ve

2
g(x") = e g(x) = g(x) + eBg(x) + %Bzg(x) o

olur. Bu durumda

g(x") = glx) +e

olur (Bluman ve Anco, 2002).
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Tamim 3.5.2 (Degismez Noktalar)

a = (a4, a,,as, ...,a,) € R™ bir nokta olsun ve a* = B(a, €) bir parametreli Lie grup

doniistimii altinda degismez & a* = a (Ahmad, 2005).
Tanim 3.5.3 (Degismez Egriler)

g(x) = 0 fonksiyonu n boyutlu uzayda (R™) bir egriyi temsil etsin ve bir parametreli Lie

grup doniisiimii R™ i¢inde
a; =a; +&§(a)+0(?), i=123,..n

olarak verilsin. Bu dontisiimle ilgili iireteg

=~ 9
B=;€(a)a—ai

olsun. g(x) = 0 egrisi degismezdir (invaryanttir) & g(x*) = 0 dir (Ahmad, 2005).
Tanim 3.5.4 (Degismez Yiizeyler)

xeR™ n-boyutlu uzayda g(x) = 0 fonksiyonu diizgiin bir yiizeyi temsil etsin ve
a* = B(a, €) bir parametreli Lie grup dontisimiini temsil etsin. g(x) = Oolarak tanimlanan
ylizey simetri doniisiimii altinda degismezdir & g(x*) = 0 dir (Ahmad, 2005).

Tanim 3.5.5 (Kismi Diferansiyel Denklemlerin Degismezligi)

a = (aq,ay, ..., a,) noktasinda n tane bagimsiz degisken ve t bagimli degisken olsun. m.

mertebeden
G(a, t,tht%t3...,t"™) =0 (3.9

kismi diferansiyel denklemi i¢in
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a* = B(a,t;¢)

t*=T(a,t; &)

(3.10)

(3.11)

tek parametreli Lie grup doniisiimii olsun. Bu durumda kismi diferansiyel denklem Lie grup

doniistimii altinda degismez olmasi i¢in asagida verilen teorem bir dayanaktir.

Teorem 3.5.3 (Kismi Diferansiyel Denklemlerin Degismezligi icin Sonsuz Kiigiikler Olgiitii)

(3.10) ve (3.11) dontistimleri i¢in sonsuz kiigiik simetri tireteci

d d
B = Ei(a, t)£+ I’l(a, t)a
i

olacak sekilde verilsin. Bu durumda sonsuz kiigiik iiretecin m. uzanimi

d d
B™ = &(a, t) — + n(a, t) + nV(a, t, 0t) — + -+ 1™ (a, t, 0t, 8%t,
da; ot;

9

ler
L1,l2,... ,l]'

olacaktir. Burada somsuz kiigtikler 1151) ve n

nY = Dip— (DEPLi =1,2,...,1n

(m) _ (m-1)
n =Dty = (D) tisin i)

i1,izim
m = 2vej =1,2,..,migini; = 1,2,...,n

formiilleri ile hesap edilir.

E(a; t) = (El ((1, t), 62 (a' t)' e fn(al t))
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ve total tiirev operatorii D olarak tanimlanmistir. (3.10) ve (3.11) tek parametreli Lie grup
doniisiimii (3.9)denkleminin nokta simetrisi olur&G(a, ¢, t®,t@,¢®, .., t(™) = 0 oldugunda

B™G(a,t,tW,t®,t®, ., (™) = 0 olur (Olver, 1991).

Tamm 3.5.6 (Nokta Simetri)
n
B —Zgi(a 02 4 (a6 =
L o T

seklindeki treteglere nokta simetrisi denir. B liretecinin katsayilari yalniz bagimli ve bagimsiz

degiskenlere bagli fonksiyonlardan ibarettir.

Tamim 3.5.7 (Kontakt Simetri)
n
B—Zfi( tt)i+ t,t g
_'1 a"ll 61:1' ’Z(ar'l)at
i=

seklindeki tireteclere kontakt simetri denir. B iiretecinin katsayilar1 bagimli ve bagimsiz

degiskenlere ilaveten birinci mertebeden tiirevleri de ihtiva eden fonksiyonlardir.
Tamim 3.5.8 (Backlund Simetri)

B iiretecinin katsayilar1 bagimli ve bagimsiz degiskenlere ilaveten yiiksek mertebeden

tiirevleri de ihtiva eden fonksiyonlarin icermektedir. Baska bir deyisle, kontakt simetrilerin genis
bir halidir.

Tamim 3.5.9 (Non-Local (Yerel Olmayan) Simetri)

B iretecinin katsayilari, bagimli ve bagimsiz degiskenlere ilaveten ¢oziimii

olmayan integralleri ihtiva eden fonksiyonlarin oldugu simetridir.
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3.6 LIE CEBIR

Her tek parametreli Lie grup doniisiimii, bir B sonsuz kiigiik simetri iiretecine denk gelir.
n parametreli Lie grup doniistimlerine ait, n boyutlu sonsuz kiigiik iiretegleri bir Lie grup cebri
olusturur (Gilmore, 1974).

a = (a4, ay, ..., a;) noktasimnin

a; = a; + €§;(a)
formundaki aeR"™ noktasindaki geometrik olarak sonsuz kiigiik doniisiimleri
E(a) = (El (a), 52 (a)' ) En(a))

tanjant vektoriiyle belirtilir. Bu sebeple é(a)’ya belirtilen doniisimlerin tek parametreli Lie

grubunun tanjant vektér cismi denir ve birinci mertebeden lineer diferansiyel operatorle

gosterilir, £ (a) ile ifade edilir (Kiraz, 2007).

¢(a@) = (&)

ve
d
B = f(a)ﬁ

dir.
Tanim 3.6.1 (Komiitator)

B;, n parametreli Lie grup doniisiimii i¢in denk gelen sonsuz kiigiik simetri {ireteci ve € =

(€1, &2, ..., €y) parametresine bagli bigimde verilsin.
4] ad
B; = fi(a)a—aivij = fj(a)a—aj
iki simetri tireteci olacak sekilde [ , ] komiitatorii
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[B), B;] = B;B; — B;B;

n

b= e (Yt
A ¢ aak = JN laal

k=1
seklinde tanimlanir.
Tamm 3.6.2 (n -Boyutlu Lie Cebiri)
G bir cisim ve G cismi tizerindeki vektor uzayini L temsil etsin. Sayet G vektor uzayi [ , ]
komiitator iglemi altinda kapali ve asagida belirtilen 6zellikleri sagliyorsa G cismine n boyutlu

Lie cebri denir ve L, ile sembolize edilir.

Antisimetri Ozelligi:

Her B;, BjeL, i¢in [B;, Bj| = —[B;, Bi] ,

Bilineerlik Ozelligi:
Her ty, t,€G ve By, B, Bx€L, igin

[Bi, t1B; + t,Bx| = t;|B;, B;] + t2[B;, By,
[t:B; + t,B;, Bx| = t,[B;, Bl + t,[B;, Bi].

Jacobi Ozelligi:
Her Bi’ B], BkELn 1(;1n

|B:.[B;, Bi]| + | By, [Bi B]| + |Bic [B Bj] | = 0
antisimetri 6zelliginden her B;€L,, igin

[BiﬂBi] =0
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oldugu asikardir.

Eger her B;, Bj€L, igin

[B:, B;] =0

olursa Lie cebirine degismeli (abelyan) denir.

Ozel olarak, L,, vektor uzayl R cismi tlizerinde Lie cebiri olarak tanimlanirsa genel bir
ifadeyle asagidaki 6zellikler saglanir:

B;, Bj, ByeLy Ve ty, ty€R;

1) tlBi + tszELn

4) By, BjleL,

6) B [B; Bil| + By, [Bi Bil| + [Bic [Bi, Bj]] = 0

7) [t1B; + t2B;, Bi| = t,[By, Bx] + t2[Bj, By

(Bluman ve Kumei, 1989).

Ornek 3.6:

a* =e®(acoseg; —bsing;) + &,
b* = e®(asine; — bcoseg;) + €3,

Lie grup doniisiimii ve bu doniisiimiin sonsuz kiiciik tiretecleri
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B=alypl
+= 54T b

olsun. Lie parantez operatorii yardimiyla komiitator tablosunu bulalim:
[B1,B1] = ByB; — B1B; =0,
[B1, B1] = ByB; — B1B; =0,
[B3, B3] = B3B3 — B3B3 =0,

[34»34] = B4yB, — B4,B, = 0,

[31;32] = BB, — B;B;

_<b6+ 6)6 a(ba+ 6)
“\"3a " %0b)oa 3a a

92 N 92 o 2 9 92
a2 “oboa T "oaz b “Baob
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[B1'B3] = B1B3 — B3B;

_(ba+ 6)6 a(ba+ 6)
“\"3a"%b)ap b\ "oa T %ap

02 K d K 0°
+a a

= ~b5aan T %2 T2 T P 3a0p ~ “ap2

[31;34] = B1B, — B4B;

_(ba+ 6)( 6+b(’)> ( 6+b6>(b6+ 6)
R PR YY A PR T B e PP TA aa " “ob

—ba baz b262+262+a+b82+b62
% Yoaz aaob % 9aob T %ap T Yoz T Y 542

0 _ L 0t 0, 0 92
“op % 9aob T "9a " " Baob ab?

[Berl] = B,B; — B1B,

= _[BliBZ]

:B3
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[BZ; B3] = BzB3 - Bng

RGN
" 9adb  dboa
=0

[BZI B4] = BZB4 - B4BZ

[Bs, B;] = B3B; — B1B;

= _[BliB3]

= B,

[B3, B2] = B3B; — B3B3

= —[B,, B3]

=0
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[33'34] = B3B, — B4B3

_a(a+ba) (a+ba)a
“ap\%aa " ap) " \“3a " "o/ ap

2 9 92 92 a2
=a +_+b _

9adb " ab TP 3pz ~ “3an P ane

[34»31] = B4B, — B,B,
= —[31,34]

=0

[B4; Bz] = B,B, — B;B,
= _[32»34]

= —B,

[34; B3] = B,B3; — B3B,
= _[33»34]

= —B,
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Bulunan bu degerler i¢in komiitator tablosunu elde edelim:

[B:, B B, B, B; B,
B, 0 —B; B, 0
B, B3 0 0 B,
B, —B, 0 0 B;
B, 0 -B, —B; 0

(Bluman ve Anco, 2002).

Ornek 3.7: B, G cismi iizerinde vektor uzayi olsun. Her a, beB icin [a, b] = ab — ba olarak

tanimlayalim. Boylece B nin Lie cebir oldugu su sekilde gosterilebilir:
a) x,yeG ve a,b,ceB i¢in [c,xa + yb]| = x[c,a] + y[c, b] olur.
b) Her aeB i¢in [a,a] = aa — aa = 0 dir.
C) a,b,ceB igin
[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]]
= [a,bc — cb] + [b,ca — ac] + [c,ab — ba]
= abc — acb — yca + cba + bca — bac

—cab + acb + cab — cba — abc + bac

dir.
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(")I'Ilek 38:G=Rved= (al, a,, a3), B = (bl’ bz, b3), C = (Cl’ Cy, C3)€R3 1911’1
[A, B] = (azbs — aszb, asb, — a,bs, a;b; — a;b,)
olacagindan R? iin, R iizerinde Lie cebir oldugunu gosterelim:
1) x,yeR ve A, B, CeR? i¢in
[xA + yB,C] = [(xa; + yby,xa, + yby), (1, ¢z, ¢3)]
= ((xa; + yby)c3 — (xazybz)c,,
(xaz + ybs)c, — (xaq + yby)cs,
(xa; + yby)c; — (xa, + yby)cy)
= (xazc3 + ybyc3 — xaszc, — ybscy,
xazcq + xbscy — xa,c3 — ybics,
Xa1C; + Ybicy — X3¢ — Ybycy)
= x(azc3 — azcy,a301 — A1C3,a.C; — ApCy) +
y(bycs — bscy ,bscy — bycs, byc; — bycq)
= x[A,C] + y[B, C]
Benzer sekilde [C,xA + yB] = x[C,A] + y[C, B] olur.
2) Her A = (ay,a, a3)eR? icin
[4,A] = (aza3 — aza; ,aza; — a,a3,a,a; — azay) = (0,0,0)
3) A= (alr a,, a3)'B = (bli b2' b3)' C= (Clﬂ Co, C3)6R3
[A, [B, C]] == (a2b1C3 - a2b261 - a3b3C1 - a3b1C3 )

asb,c; — asbsc, — a;bic, + a1 bycq

aybsc; — a;bic; — azbycs + azbscy)
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[B, [C,A]] == (bzclaz - b2C2a1 - b3C3a1 + b3C1a3 y
bscias — bzcza; — byciaz + bicyay,
bycsa; — biciaz — byciaz + bycsay)
[C, [A, B]] = (C2a1b2 - C2a2b1 - C3a3b1 + C3a1b3 )
C3a2b3 - C3a3b2 - Clalbz + Clazbl )
c1a3by — cya1b3 — ca,b3 + cya3by)
dolayistyla
[A,[B,C]] + [B,[C,Al] +[C,[A,B]] =0
dir.
3.7 UZATIM (PROLONGASYON) FORMULLERI
Tam tiirevin yardimiyla sonsuz kiiglik simetri iiretecine dair uzatim (prolongasyon)
formiilleri ile uzatimi meydana getiren sonsuz kiiciiklere ait formiiller gdsterilmistir. Ozel

durumlardaki bagimsiz ve bagimli degisken sayilarina dair sonsuz kiigtiklere ait uzatimlar1 hesap

edilmistir.

3.7.1 Durum 1: Bir bagiml, bir bagimsiz degisken icin

d d d
D=— ' 1. (n+1)
+y=<-+y (’)y'+ +y +

ox 0 oym™
seklinde ifade edilen diferansiyele (D) tam tiirev operatorii denir.

G(x, y, y”, ,y(n)) = 0 seklinde tanimlanan fonksiyon diferansiyellenebilir olsun ve tam

tirevi;

oG ,0G ,0G G

DG = — — — .. (n+1)
ax Yoy T eyt g
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seklinde verilir.
a* = B(a, b;¢),
b* =C(a,b;e),

seklinde verilen tek parametreli Lie grup doniisiimiine ait m. uzatimin hesaplanabilmesi tam

tiirev yardimiyla olur;

_ DCi_l(a, b, bl' ey bi—l; E)

b/ = Ci(a,b,by, ..., b;; € = DB(a, b e) ,i=12,..m
ve
Co = C(a,b;¢),
olur (Bluman ve Kumei, 1989).
Tek parametreli Lie grup doniistimleri
a* = B(a,b;¢) = a+ €(a,b) + 0(?) (3.12)
b* = C(a,b;€) = b+ en(a,b) + 0(£?) (3.13)

seklinde verilsin. (a, b) uzayindaki sonsuz kiigtikleri
¢(a,b), n(a,b)
olur ve sonsuz kii¢ik iiretecleri ise
B = (a,b)i+ iz(a,b)i
da db
seklindedir. (3.12) ve (3.13) ile ifade edilen denklemlerin m. uzatimi

a* =B(a,b;e) = a+&&(a,b) + 0(?)

52



b* = C(a,b;€) = b + en(a, b) + 0(&?)

(b)Y =C'(a,b,b’5¢) =b +en'(a,b,b) + 0(?)

(b)Y =c™(a,b,b", ..., b™; ) = b™ + ™ (a,b,b'b",...,b™) + 0(e?)
seklinde verilir. m. uzatimin sonsuz kiiciikleri;
&(ab) , nlab), n(abb), ..7™(abb,b",..,bM)

olacaktir ve m. uzatiminin sonsuz kiigtikleri de

4]

BM =¢(a b)i+q(a b)i+q'(a b b')a—y+ ™ (a,b,b,’,b",...,b™)
) aa ) ab ) ) ax ) ) ) ) ) abm

olur. m = 1,2,3, ... igin ™ uzatim sonsuz kiigiikleri asagida tanimlanan teorem yardimiyla

bulunur.
Teorem 3.7.1: Uzatimin sonsuz kiiciikleri (™ ler asagida verilen esitligi saglarlar:
n™ = (ab,b,b", ... b™)Dy ™V (a,b,b,b", ..., b V) — pMWDem = 1,2, ..
n® =y
olur (Bluman ve Kumei, 2002).
3.7.2 Durum 2: Bir bagimh, r-bagimsiz degisken icin

Tammm 3.7.1: Tek parametreli degisken t ve r bagimsiz degisken a = (a4, ay, ..., a,) igin 7.

mertebeden diferansiyel denklemi
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G(att4 ¢ .., tM) =0
seklindeki denklemin tam tiirevi;

aG+taG+t c')G+ by G
da; " ae TGy, ivizmir G

lliiZl"'liT—l

DiG ==

seklinde tanimlanir (Cicogna ve Gaeta, 1999).
Bir parametreli Lie grup doniisiimleri;
a; = a; + €&;(a, t) + 0(e?)
t*=t+en(a,t) + 0(e?)

seklinde verilsin. i = 1,2, ..., 7 i¢in (a, t) uzayindaki sonsuz kii¢iik iireteci,

d d
B =¢(a, t)ﬁ"‘ n(a, t)a
L

seklindedir. Tek parametreli Lie grubun r. uzatimi agagida verildigi gibidir:
a; = Bi(a, t;€) = a; + €&;(a, t) + 0(e?)
t*=T(a,t;e) =t +en(a,t) + 0(e?)
t; =Ty(a,t,0t;€) = t; + en " (a t,0t) + 0(e?)
t

= Ti __,l-m(a, t,at, ...,atm; S)

i1,i2,0lm iz,

= til'iz'---,im + glfl?;.iz,...,i (a, t, at, ey atm) + 0(52)

m

i =1,2,...,r icin m. uzatimin sonsuz kiictikleri ise
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(at), n(at), n(atdt), ..n™(at,ot,..,ot")

olacaktir ve m. uzatimin ureteci

d d
—_— et (m) - -

T at, i i, Bt

(m) 0
B =S5t e
l

Lizseim

olacaktir. r. uzatim yardimiyla, r. mertebeden diferansiyel denkleme sonsuz kiigiik iireteci
uygulanabilir. Tam tiirev yardimiyla genel uzatim formiilii elde edilir. Uzatimin sonsuz kiigiikleri
igin ise asagida verilen teorem saglanir (Oliver, 1991).

Teorem 3.7.2: Uzatimin sonsuz kiiciikleri asagida verilen esitligi saglar:

n; = Din — t;D;§;

-1
™ = Dimfzﬁfiz,,_?im_l = (D, ¢t iy im—1,

i1,i2,e0im

seklinde verilir ve simetri tiretecinin 7. Uzatimi
0
B™ =B+ Z n.(a,t™)—
) t;
J

olarak verilir (Bluman ve Anco, 2008).
Teoremin 6zel halini t bagimli degiskeni ve iki bagimsiz degisken olarak a, ve a, olacak
sekilde alinirsa tek parametreli Lie grup doniisiimlert;
a; = B;(ay,a,,t;8) = a; + €&;(ay, a,,t) + 0(g?)
t* =T(ay,a; t;€) =t + en(ayg, ay,t) + 0(e?)

t; =Ti(ay,az t,ty,65,8) =t; + g’igl) (ay, ap, t, ty, tp) + 0(e?)

tij = Tij(aq, az,t,ty, totyg, tia, ta, €)
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— 2 ..
== tl] +£’Zl] (al, az, t, tl’ tztll’ t12' tZZFS) + 0(82) l,] = 1,2,...
ve sonsuz kiiciik tretegleri ise

’151) = Da1 - (Da1f1)ta1 - (Dalfz)taz

= — 4+ — —t e - S
da, Torta Tty T o) T (G, Tt tar)

o 08, , 0& 0&, 0¢,

n
—_ —— - ttae, 5 —tata, 5
da, a1\ 5t da, a1 ¢ a2 da, “17%2 g

1
iZg ) = Daz _ (Dazfl)tal - (DaZEZ)tflz

oy o &, 0& 0§, 04,

= 9a, Tt T ey, g tea) T e (Gt Gy ten)

o, O 0% 04,06 04
aaz 2ot aaz “ aaZ “ ot “ ot

1
’ng = Dall’[(l) - (Da1‘fl)ta1a1 - (Dal’fZ)taﬂlz

on o0&, 0&, 9&, ¢,
=D, |=— | -t = EV _)
1 (aa1 T tay (E)t (’)al) fa1 3¢ “20a, farta:

&, 0§ 05, 05,
_ta1a1 (a—al + Etal) - ta1ta2 (a_al + E tal)

6212 0211 on 0&
=9 oaor e e 5g,

0%y, 0% 9% 9%
da,0t 0tz 9a? da,0t @)

+tg,(
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_y (6252 0%¢, . )—&t
2%9a? = a0t 7 Qa; 12

0% 0% . 0%
daot T gt ) T2 e

—t5.(

0%¢, 0%, ¢,
—ta, az(m Fre a,) ~ ¢ taate

¢, i3
- W tal talaz - talal (6_611 tal)

052 0%,

—tg,ta, (6_al t5 ta,)

2 2
’Zgz) = ’Zgl) 4 Dazrl(l) 4 (Dazfl)talal d (Dazfz)talaz

i on dn 0§y 2 43 0¢> 0¢
= Da, (a—al”al (a‘a—%)‘%ﬁ*taza—%‘tal az?)
_(Dazfl)taﬂh - (Dazfz)taﬂlz
62’1 az’l 6252 6272 6251

)+t

= 9aa, T Gaat " amaa,) Vi Gaar T daaa,

9&, dn 0 0& 0&

— 22t b, taa, (o — = —
da, @ * “1“2(61: da, O0a,” da, “*

B 0%, 2 4y (524__ 5251__ 5252)
da,0t 42 M1%9t2  gq,0t 0da,0t

%6, 0% , 024

t t —
da,ot “* 9tz 2N g2

ts ta,
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9¢> 91
-2 Etaztalaz -2 Etfhtfhaz

01 0¢>

W a;*ajaq - Etaltazaz

02 02 02 02 9] 9]
. B - B A Y.
22 ga,? " 0da,0t 0a,? tda,? 25250t da,

13 2 0% 0%¢, 0%¢; 0%, 3
2 5q, tmee T e (5 25,50 T 25 G b T Gz ba
02¢, 5 0¢; 0¢; 0¢;

3 3

- atz a;tay, — E aztaza; — E aitaza; — Zﬁtaztfhaz

0zel olarak bu sekilde bulunmus olur.

3.7.3. Durum 3: p-bagimh, r-bagimsiz degisken icin
r. mertebeden diferansiyel denklem p tane bagimhi degiskenleri ihtiva eden
t = (t1,t%, ..., tP) ve r tane bagimsiz degiskenler a = (al,a,...,a?) olsun. Bu durumda tek
parametreli Lie grup doniistimleri ve k. uzatimi
a; = a; + €&;(a, t) + 0(e?)
t* =T(a,t;e) = t% + en®(a, t) + 0(e?)

olsun.

(tH) = TH(a,t,0t;€) = t& + en*(a, t,0t) + 0(¢?)

*_ k.
(tf i, ) =T8 (a0t .., 0t%¢)

=8, e (at,8t,..,0t%) + 0(e?)

i1,i2,...,ik 2""'ik
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olur. Bu durumda tam tiirev operatorii ise

0 d d d
Di:a_al+ laﬁ-l-tlojm-l- +tl]aa— k=12,..,r,a=12,..,p

ll 12,nly

olacak sekilde tanimlanir.

Teorem 3.7.3: Tam tiirev operatorii yardimiyla sonsuz kiigiikleri I’[g()l;x

i lar1 bulmak ig¢in
asagida verilen formiil kullanilir:

1 = Din® — (Di&;)tf (3.16)

K)a
i1,i2, ik

— (k- 1)a
- le’le iz, (lefj)tll In,enip J (3.17)

k. uzatimin sonsuz kiigiik tireteci

0 0 0 0
Bk = 3t +pF — W — 1<k
$i9q, T lige T ot iy .. e dtitd

olur (Bluman ve Anco, 2002).
Bu durumda t ve v iki bagimli degisken ve a, b iki bagimsiz degiskeni 6zel olarak ele

alalim. O halde a i¢in tam tiirevi,

]
Dp=—+4tq—+vi—+toar—Ftapz—FVaas— + Vap — +
“T9a Yot *ov . o, o, Yov, Yoy,

olur. Sonsuz kiigiik tireteci

o 8 .98 0
B=diomtSagptnootn o

seklinde bulunur. &; yerine &, &, yerine o, 5! yerine 5 ve 2 yerine ¢ yazalim. O halde iiretecin

birinci uzatimi

5 2 0 o 0
B —B gt gt 0l Gt el 5
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olur. (3.16) numarali denklem yardimiyla 11((11) ve <p§1) i bulalim:
’Z((ll) = Dy (1) — tq(Dg&) — tp(Dgo)

= (’/Za tign, + va”lv) — to(§aq + ta&e + V&) — tp(0g + taor + VL)

seklinde bulunur.

08" = Da(9) — v4(D,4§) — v (Dyo)

= (Qa + ta@e + Va9y) — Vo (§a + e + Vay) — vy (04 + ta0¢ + V40,)
olarak bulunmus olur. Son olarak (3.17) numarali denklem yardimiyla qflz)’yi hesaplayalim:
1@ = Dy(nM) — taa(De€) — tar(Dg0)
= Do (11, + tal, + Vall, = taa — ta§e = taValy — tp0a
—tpta0r — tpVaSy) — taa(Dad) — tap — Dol
Naa + tallae T Vallgy + talllyg + tallgq + Vally,) + Mitaa
+v4(n,, + tall,, + Vall,,) + 1, Vaa
—ta(§aa + tafar + Valav) — €ataa = ta(§ta + tadew + Vadew)
—t5(&ta + tadey + Vo) — $v(tataa) — & (Waata + Vataa)
—Vata(§va + tadve + Vabvw — tp(0aq + taOar + VaOav) — Oatap
—tyta(0tq + a0t + VaOrw) — 0t(tpata + Vataa)

—Vqlp (Uva + LaOpt + vao-vv) — Oy (vaatb + Valap
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_taa(fa + taS;t + Ua’fv) - tab (Ja + tao-t + Uao-v)
olarak bulunur.
3.8 LIiE-BACKLUND OPERATORU

g(a,t, ty, ..., tk)) fonksiyonlarma ait sonlu miktardaki argiimanlarina iligkin yerel olacak
sekilde analitik oldugunu diger bir deyisle tiim argiimanlarina iliskin yerel olacak sekilde
yakinsak Taylor serisine agilabilecegini varsayalim. Bu sekildeki fonksiyonlara genel tabirle
Ritt’in diferansiyel polinomlar1 adi verilir ve sonlu mertebeden diferansiyel fonksiyonlar olacak
sekilde adlandirilir. Burada g fonksiyonundaki en yiiksek tiirev denklemin mertebesidir. Sonlu
mertebeden diferansiyel fonksiyonlari A kiimesi ile gosterelim. A uzayi, fonksiyonlarin standart
toplama iglemi altinda vektor uzayi olusturur ve standart ¢garpma islemi fonksiyonlarin bildigimiz

carpma islemi olarak tanimlanirsa degismeli cebir olusturur.

.0 0 .
B = ¢t a0 +nt (&4, n%A) (3.18)
seklindeki operatdrleri diigiinelim.
& =Di(n* = &tf) + &eft (3.19)
&%, = Dy, Dy, (n* = &) + &tf (3.20)

olacak sekilde tiim tiirevlerin uzanimi

; d o d o d “ d
B=¢ a—ai+l’[ mﬁ'l’liwﬁ'l’[hizatg. + - (3.21)

L1l

olarak gosterilsin. £ ve % sonlu mertebeden diferansiyel fonksiyonlar olup &¢,n%eAdur.
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(3.21)denklemi ile tanimlanan operatorler Lie-Bédcklund operatoriidiir. (3.18) denklemi
ile verilen kisaltilmig operator de Lie-Bdcklund operatorii diye adlandirilir.

Katsayilar1 A kiimesine ait formal kuvvet serilerinin uzay1 [[A]] ile gosterilsin. Asagida
verilen operatorle Ibragimov, rastgele Lie-Bdcklund operatoriiniin [[A]] uzayina ait tanjant

doniistimlerinin formal bir parametreli grubu tirettigini agiklar.

Teorem 3.8.1: (3.18) denklemi gibi rastgele Lie-Bécklund operatorii verilsin. [[A]] uzay1 igin

Lie-Bdcklund denklemlerinin tek ¢oziimii

aa; _ - 7

=@, @l =
afd ar i Ta a
o=@ Gt , B, =t

o0
t* =t* +ZYr“aT
r=1

olarak verilir, burada katsayilar XL Y%A dir ve

Xt =& (a,t, ..., t),
YZ =%t . ty),

dir. Formal tek parametreli grup
dt® —t{'da; = 0,

dti" —tiida; = 0,
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sonlu mertebeden teget kosullarini degismez kilar.
Bu teoremden olusturulan formal gruplar formal Lie-Bdcklund doniisiim gruplari olarak
tanimlanir. Rastgele bir formal Lie-Bdcklund doniistim grubu formal kuvvet serileri ile verilir ve

Lie-Backlund operatorii ile olusturulur.
dt* —tida; = 0,dt{" — t{;da; =0

denklemi ile verilen seri yakinsaksa Lie-Bdcklund grubu tek parametreli gruptur ve tek

parametreli Lie-Bdcklund doniisiim grubu olarak tanimlanir.
Teorem 3.8.2: GeA, k. mertebeden diferansiyel denklem olsun.
G(at, tay - tay) =0, (3.22)

k. mertebeden diferansiyel denklemi ele alalim. [G] ve (3.22) denklemlerinin tiirev dizinlerini ve

kendisini gosterelim. O halde (3.22) denklemi
BG| (g =0 (3.23)

ise Lie-Bdcklund operatorii araciligiyla iiretilen formal Lie-Bdcklund doniisiim grubunu temsil
eder.
(3.23) ile verilen denklem Lie-Bdcklund simetri grubunun belirleyici (determining)

denklemi olarak tanimlanir. Belirleyici denklemin neticesinde
B*=¢&'D; , (§'ed , i=12,..,n) (3.24)

bi¢iminde biitiin Lie-Bdcklund operatorleri rastgele bir diferansiyel denklem tarafindan kabul
edilmis olur.

(3.24) formundaki Lie-B d cklund operatorleri igin Lie-B d cklund denklemlerinin
¢Ozlimiiniin oldugunu ifade edebiliriz.

(3.18) denklemi ile verilen Lie-Bécklund operatorii igin &€& = 0 olursa
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olacak sekilde bulunur ve kanonik Lie-B dcklund operatorii denir. Bilhassa, biitiin (3.18)

operatorleri asagida belirtildigi gibi kanonik forma cevrilebilir (Ibragimov, 1993):

n i acipa d :
B=B-¢D,=(y Eti)m+--- , (i=12,..,1n)

Ornek 3.9: u, a bagimsiz degiskenleri temsil etsin. Galilean doniisiim iireteci ve Lie-Bédcklund

formu

g g B=01+ t)a+
u = uaat

B:&_ da

olacak sekildedir (Yasar, 2009).

Ornek 3.10: Homojen olmayan (non-uniform) genlesme iireteci ve kanonik Lie-B dcklund

formu

B—2ta 3ta g E—(2t+3t+t)a+
Tt 9t Yoa = Uty T ata) 5y

olacak sekildedir (Yasar, 2009).

Ornek 3.11: u zaman ve a konumu temsil etmek tizere

ty = taa

bir boyutlu 1s1 denklemine ait Lie simetri lirete¢lerini bulalim:

a ve u bagimsiz degiskenleri ve t bagiml degiskeni temsil etsin o halde simetri tireteci

0 0 0
B =¢(a,u, t)£+r(a,u, t)£+q(a,u, t)a (3.25)

olur.
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Ikinci mertebeden diferansiyel denklemler igin (3.25) ile verilen simetri iiretecinin ikinci

uzanimi
B?=B+ a+ a+ 0 + 0 + 4 (3.26)

- Tage, " Muge, " Maage T Mauge T Muupy '

olur.
Bz(tu —teq) =0
olacak sekilde (3.26) denklemindeki ikinci uzanimi t,, = t,, denklemine uygularsak
Ny ~MNgg =0 (3.27)
olur.n,,, n,, ve t, yerine t,, degerleri (3.27) denkleminde yerine yazilirsa;
n,t (’Zt - Tu)taa — &uta — &etataq — Tetha — Naa — (letu - ’Saa)ta
+€aata - (’Zt - tha)t(% + 2Tattataa + Etttc?i + Ttttczltaa
_(’Zt - Z‘fa)taa + 274tgy + 3fttataa + Tttéa + 27¢tatqu =0 (3-28)

olarak bulunur. (3.28) denklemindeki t'nin tiirevlerinden;

tutar ¢+ T.=0
tau 7, =0
tha 1 T=Te
titaa Ty =0
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tataa : $t = 274 + 3¢,

taa * Tu— N, =Taa— N, + 284
ta + $u=0
te N, =280
ta ¢ Su=2%aa "Ny
sabitler : n,=n,,

belirleyici (tanimlayici) denklemleri bulunmus olur ve bu denklemleri ¢ozersek;

T=cu?+cu+cs

1
&= clua+§c2a+c4u+c5

1, 1 1
n= (—cha —§c4a—§clu+c6

olarak bulunur. Lie simetri tiretecleri:

d
B1=ta(ce=1) (ce=1)
d
Bz-%(cszl) (cs=1)
B. — 0 atad _ 1
3_uaa 26’2 (C4_)
d
B4=@ (c3=1)
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Bs=-—+u— (c;=1)

0
— 2~ _ N =
B6—auaa+u Ew 2 + ) 3¢ (c1=1)

olarak bulunmus olur ve bulunan bu degerlerin komiitator tablosunu asagidaki sekilde elde
ederiz:

[B:, B;] B, B, B, B, By B
B, 0 0 0 B, — B, 2B,
B, 0 0 0 2B, 2B, 4B, — 2B,
B, 0 0 0 0 0 0
B, B, — 2B, 0 0 Bs 2B,
Be B, 2B, 0 — B 0 0
B, —2B, 2B, — 4B, 0 —2B 0 0

(Ahmad, 2005).

Ikili isleme gore By, By, Bs, B,, Bs Ve By iiretecleri kapali oldugu igin

B6 =< BlﬂBZI B3, B4, B5,B6 >

Lie cebirini olusturur. Bu durumda her bir iiretece denk gelen doniisiim gruplart;

B; simetri {iretecinin doniisiim gruplari

*

da;

§i(a,b) = —

ifadesine
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baslangi¢ sartinin uygulanmasiyla bulunur.

0
B, = —iireteci icin
2 = 5 Uretect ig

1)
2 ot =1
—=¢&(a"u't") =
de
a"=etca’|,_,=c
a*=a+e¢
2)
ou*
=t(a",ust*) =0
de
u=cut|, _,=u
ut=u
3)
—_ a’,u’, =
ge
t'=ct*| _, =t
ut=u

G, = (a",u",t*) = (a+¢&u,t)

olarak bulunur. Benzer sekilde,
Gi(a*,u*,t") = (a,u+¢,t)
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- £a+szu
(

G;(a*,u", t*) = (a + eu,u, te” 2z )

G,(a*,u*, t*) = (a,u, te?)

£
Gs(a*,u*, t*) = (aei,ueg, t)
ll2£
u e4—(1—£u)
Ge(a™,u* t*) = (

)

—eu'l—¢cu’'1—¢u

olarak bulunur (Oliver, 1991).

Ornek 3.12: Fiziksel uygulamalarda sik¢a kullanilan denklemlerden biri de Burger denklemidir.
Yayilma terimi ve lineer olmayan terimi bir arada ihtiva eder. a ve u iki bagimsiz degisken ve t
bagimli degisken olmak iizere lineer olmayan bir boyutlu Burger denklemi

ty = tgq + t2

seklindedir. Burger denkleminin sonsuz kiiciik simetri iireteci
d d d
B = E(aut)—+r(aut) +zz(aut)—

olur.

Ikinci mertebeden diferansiyel denklem oldugu igin ikinci uzatimi

O oy O, 00
age, Ve, ey T laugr Ty

B2=B+1

olur. Degismezlik kriteri Burger denklemine uygulanirsa

Ny = Naa + 2talza
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olur. n,, terimleri teorem 3.7.3” e gore diizenlenip hesaplanirsa ve ifadede t,, yerine

a’ ’Zaa’

taq + t2 yazilip ifade diizenlenirse
My + $uta + Nytaa + 1,5 — Tutaa — Tats — §etataa — §cta — Tetda
—2T4taats — Trta — g — 2Mgta + Saata + Taataa + Taats
—Nyte + 28aets + 2Taetataq + 2Tartd + et + Tertitaq + Teety
—Ntaa + 28ataa + 2Tatau + 38itataq + Trtda + Trtaats + 2Tetatua
=2, tq — 2n,ts + 28ats + 2Tataqty + 2Tats + 28,85 +
+2T,tgqt2 + 274t =0

olur. t nin kismi tiirevleri vasitasiyla tanimlayici denklemler;

tatau 21, =0
tau 21, =0
tataa =&+ 2t + 36+ 21, =0
taa Ne = Tu+Taa =N, +2§,=0
ti ot My~ TutTaq — My + 280 — 2m, + 28, =0
ta ¢ —Su—2n, +8wa—2n,=0

olur. Bu denklemlerin ¢6ziimii yapilirsa

§=c+ca+ 2csu + 4cgau
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T =cy + 2c,u + 4cgu?
n=alau)e t +c3 —csa— 2cqu — cga’
olarak bulunur. Bulunan sonsuz kiigiikler B simetri iiretecinde yerine yazilmasiyla c;

katsayilarini igeren B; simetri tiretecleri bulunur (Hydon, 2000; Tang ve Lou, 2002). Dolayisiyla

B; tiretegleri

B_a
1™ da
B_a
27 du
7 d
37 ot

d
B4—a£+2u£
B ) d d

5= “U%5a " Yot

B, = dua >+ 422 2 _ 9 0
o = duago +duton — (a8 —2u) o7

olur. Bulunan bu degerler yardimiyla komiitator tablosu:

[B;, B;] B, B, B, B, B B
B, 0 0 0 B, — B, 2Bs
B, 0 0 0 2B, 2B, 4B, — 2B
B, 0 0 0 0 0 0
B, —B, — 2B, 0 0 Bs 2B,
Bs Bs —2B, 0 —Bs 0 0
By —2Bs  2B; — 4B, 0 —2B, 0 0
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B; simetri liretecinin doniisiim gruplari

. da
1 * * *\

*
i

formiliinde

baslangi¢ sartinin uygulanmasiyla bulunur.

Bg = 4uaaa—a + 4u? aa_u — (a%? = 2u) % lireteci igin grup doniigiimiiniin bilesenleri

1)
—=¢&(a",u"t") = 4ua
de ¢
Ina™ = 4ue +ca*|,_,=a
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
a* = e*¥eq

olarak bulunur.
2)

ou*

= 7(a*, u* t*) = 4u?
e

1
——=4e+ct*

*

e=0

baslangi¢ sart1 uygulanirsa
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olarak bulunur.

3)
at*

— =yp(a*,ut*) = —a® + 2u
Fp n( )

t* = (—a® + 2u)e + ct*

£=0 =t
baslangi¢ sart1 uygulanirsa

t* =(—a?+2u)e+t

olur. Dolayistyla G4 doniisiim grubu By tireteci tarafindan

1
Gg: (a*,u*, t*) = (e*¥eaq, —= — o, (—a% + 2u)e + t)
4e — =
u

sekilinde tiretilir. Benzer yontemle, diger doniisiim gruplarina ait ayni islemler uygulanirsa
Gy:(a*,ut*) =(a+&u,t)
G,: (a*,u*,t*) = (a,u+ ¢, t)
Gs: (a*,u*, t*) = (a,u,t + ¢)
G,: (a*,u*, t*) = (aef, ue?,t)

Gs: (a*,u*, t*) = (a + 2ue,u, t — ea — 2ue?
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1
Gg: (a*,u*, t*) = (e*™a, —= — -, (—a® + 2u)e + t)
4 — -
u

Lie grup donisiimleri bulunmus olur (Olver, 1991).
Ornek 3.13: Yiiksek dereceden Korteweg-de Vries denklemini ele alirsak

ty +toga +ttg =0 (3.29)
s1g sularin hareketinde ve dogrusal olmayan fiziksel sistemlerde uzun dalgalar teorisinden
meydana ¢ikar.

v = {da + tdu + @It vektor alani, tek parametreli simetri grubunu {iretir:

Q" + @ + td* +t, =0 (3.30)

) A ) .. 9
Burada @“ ve @%v vektdér alaninin birinci uzatim katsayilaridir. v vektor alam igin o
aaa

katsay1s1
o = Dg@ - taDg‘f - tuDgT - 3taaaD(§f - 3tauD(§T - 3taaaDaf - 3taauDaT

t, yerine —tg,, — tt, kullanilip ve @*** degeri (3.30) denkleminde yerine yazilirsa
simetri grubu i¢in belirleyici denklem elde edilir.
t’nin katsayisi, tgq,, Ve D, = 0 olup dolayisiyla yalmzca u'ya baghdir. t2, nin katsayis,

& = 0 oldugunu gosterir. t,,, nin katsayisindan, 7,, = 3§, y1 buluruz ve

_ 1
&= 3 Tud + o(u)

dir. @;; = 0 = @y olup dolayisiyla @; t de dogrusaldir. t’nin katsayisit yalnizca u’nun bir
fonksiyonudur.

(3.30) denkleminde geri kalan terimler t, y1 kapsayan terimlerdir:

Su—t(P— 1) + (D —§) + @ =0
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ve t’nin herhangi bir tiirevi olmayanlar
Dy + DPygq +tD, =0
olup bunlarin hepsinin genel ¢6ziimii
§=c +czu+tcua
T=1c¢,+3cu
D = c3 — 2¢4t

seklindedir. Burada ¢, ¢;, c¢3, ¢4 keyfi sabitlerdir. Dolayisiyla Korteweg-de Vries denkleminin

simetri cebiri dort vektor alanina yayilir. Bu vektor alanlar

vV, =0, Uzay cevirisi
V, =0, Zaman ¢evirisi
V3 =ud, + 0, Glileo artist

V, = ad, + 3ud, — 2to, Olceklendirme

olacak sekildedir. Eger t = g(a, u) Korteweg-de Vries denkleminin bir ¢6ziimii ise
tM = g(a—¢u)
t@ = g(a,u—c¢)
t® =gla—eu,u) +¢

t® = e 2¢g(e~a, e 3%u)
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olur. Bu veriler yardimiyla komiitator tablosu:

[V, V] 4 V, Vs v,
Vy 0 0 0 Vi
V, 0 0 Vy 3V,
Vs 0 -V 0 —2V,
Vs -V —3V, 2V 0

seklinde bulunur (Olver, 1991).
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4. KORUNUM KANUNLARI

Fizikte korunum; degismeyen, bir bagka tabirle ayni kalan olay1 veya ifadeyi temsil eder.
Niceligin korundugu, olayin 6ncesinde ve sonrasinda ayni degere karsilik geldigi anlamina
gelmektedir.

Korunum kanunlari, doga ve evreni anlamanin temeli ve piif noktasidir. Korunum

kanunlari ile korunumlu nicelikleri ve hareketleri tanimlayabiliriz.

4.1. KORUNUM KANUNLARI VE SIMETRI ARASINDAKI ILISKI

Fiziksel olaylarin bir pargasi olan enerji, momentum, elektrik yiikii gibi durumlarin
korunumu simetrilerle iliskilidir. Simetri daima basit kaliplar ¢ergevesinde acik anlasilir ve net
olup evrenin bir parcasidir.

Esasinda pek cok fizik yasasinin evrim gegirerek ilerlemesi simetriye dayanir. Ornegin,
yapilmis olan bir deneyin kosullar ayni olma sartiyla ileri bir tarihte tekrar yapilmasiyla ortaya
¢ikan sonuglarin ayni olmasidir.

Fiziksel olarak bu olay ancak ve ancak simetri ve korunumla iliskilendirilir. Zamanda
Oteleme simetrisini-enerjinin korunumu ile, dénme simetrisini-agisal momentumun korunmasi
ile, uzayda oOteleme simetrisini-gizgisel momentumun korunmast ile iligkilendirmek
matematiksel fizigin bir parcasidir.

Fizikte simetri ve korunum kanunlar1 diigiiniildiigiinde akillara gelen 6nemli isimlerden
bir tanesi Emmy Noether’dir. Emmy Noether tarafindan 20. yiizyilin baslarinda ortaya konan
teorem, simetri ve korunumlar arasindaki iliskiyi gosterir. Cebirsel anlamda calismalarin
yiiriiten Emmy Noether matematiksel fizik alanlarinda ¢alismalar yapmustir.

Bu boéliimde, korunum kanunlarini elde etmek i¢in gereken Euler-Lagrange operatori,
eslenik denklem sistemleri, eslenik denklem sistemleri yardimiyla formal Lagrangianlarin

bulunmasi ve temel korunum teoreminden bahsedip korunum kanunlarini irdeleyecegiz.

Tamim 4.1.1 (Euler-Lagrange operatorii)

A uzayi i¢in Euler-Lgrange operatorti,
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5 9
T —
o ata + Z( DDty i3+ (@=12,.,m) (4.1)

l1, lz l

olacak sekilde tanimlanir. Bu denklemde her r i¢in toplam 1 den m’ye kadar iy, i,, ..., i,- tekrari
olan indislerin iizerinde oldugu asikardir. Ornegin; tamimli olan bir g fonksiyonu i¢in 1 bagimli
degiskenin ve 3 bagimsiz degiskenin oldugu ve en yiiksek tiirev mertebesinin 2 oldugunu
diisiinelim. t bagimhi degisken ve a, b, ¢ bagimsiz degiskenler olmak {izere Euler-Lagrange

operatoru

0 1 (D, 2 D2+ a)
5t ot “9t,  Pat, ‘ot

d d d
1 2( D? D2 )
+(=1"(Da 0t ya +Up dty, + U Ot e,

+(—1)2(D Dbi+DD 0 + D,D 9 )
“ atab Ca ac Catbc

olacak sekilde bulunur. Burada D,, Dy, D., D2, D, D2, D,D,, D,D., D,D, total tiirevi temsil
eder (Eriksson, 2008).

2 4 1 tiirev d
5 P urevme Varyasyone urcv enlr

g 9
51,'“ ata + z( 1)rD11 | Y at“ ’ (a = 1,2, ,m)

r21 fdz,mir
olacak sekilde tanimlanir (Oliver, 1993).
Tamim 4.1.2 (Euler-Lagrange denklemi)
L=L(attyty .. t,)EA

Lagrangian olmak {izere,
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—=0, (a=12..,m) (4.2)

seklinde gosterilen denklemlere Euler-Lagrange denklemi denir (lbragimov, 1993).
Tamim 4.1.3 (N¢ operatérii)
N operatbrii igin
We =% —¢ jt]gx

olmak lizere

. 0 0
B =¢'D;+ W& —+ D; (W“) 7+ Dy, W)

4.3
ot tf atf; i, (4.3)
bigimindeki Lie-Bdcklund operatorii i¢in i = 1,2, ..., n olacak sekilde N i operatorii
Ni=¢l 4 W“ —+ Z D;, Dy, ...D; W*) ——— 5 (4.4)

iy, lz l

olarak tanimlanir (Eriksson, 2008).

Teorem 4.1.1: Euler-Lagrange, Lie-Bdcklund ve N* operatérleri arasinda

B +Di(¢') = W“(;ia+DN‘

olacak sekilde verilen esitlik saglanir ve bu 6zdeslige Noether 6zdesligi denir (Eriksson, 2008).
Burada,

We=n -t (@=12,..,m)

dir (Eriksson, 2008).
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Teorem4.1.2:i=1,2,..,nve a = 1,2, ..., m olacak sekilde
a; = gi(a' t, b)
t* = ¢p(a,t,b)

tek parametreli G nokta doniisiim grubu i¢in

. d 0
B = E‘(a,t)£+fz“(a, t)ﬁ (45)
i

sonsuz kii¢iik iireteci olsun. G grubu altinda rastgele bir t(a) fonksiyonu, t(@) fonksiyonuna ve
N c R™ alan1 2 < R™ alanina déniisiir (Yakut, 2012).

Tamim 4.1.4: Her  alani1 tiim t(a) fonksiyonlar1 i¢in

fL(L(a,t(a),tl(a), t,(a), .., tx(@))da = | L(a t(a),t,(a), (@), ..., t(@))da

0

bl"

seklinde integral tanimhiysa @;, t* doniisimlerinin G grubu altinda

dea , NcR"
)

integrali degismezdir (Yakut, 2012).

Teorem 4.1.3:

) d d
B = E‘(a,t)£+q“(a,t)ﬁ
i

sonsuz kiiciik lireteci i¢in tek parametreli nokta doniisiim grubu olan G altinda
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dea , NcR"
0

integrali degismezdir ancak ve ancak
B(L) + LD;(¢") =0
olmasidir.

Teorem 4.1.4:

dea , NcR"
n

integrali (4.5) numarali denklemde tanimlanan sonsuz kiigiik tireteci ile G grubu islemlerine gére

degismez ise
T' = N(L)
olarak tanimlanan T = (Tl, T?, ..., T™) vektori (4.2) numarali denklem ile ifade edilen Euler-
Lagrange denklemi i¢in korunmus vektordiir.
T = (T, T? .., T™) vektoriinii korunmus vektdr olarak tanimlayabilmek igin
Di(T) =0
olmas: gerekir.

Teorem 4.1.4 (Noether teoremi)

Emmy Noether’in bu teoremdeki amaci diferansiyel denklem sistemlerinin Euler-

Lagrange denklemleri ve simetrileri ile yerel korunum kanunlarini bulmaktir.
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.0 0 ,
B =51£+12“a7+"', (&', n%€eA)

ile verilen Lie-Bdcklund operatorii L diferansiyel n-formu bu gruba gére degismezdir ancak ve

ancak
B(L)+LDi(¢) =0
olmasidir (Ibragimov, 1993).

Teorem 4.1.5: L(a, t, t, t,, ..., t )€A herhangi mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

O halde Euler-Lagrange denklemleri (4.2) numarali denklemde tanimlanmustir.
B(L) + LD;(&") = Di(CY), (CleA)

oldugunda (4.2) ile tanimlanan Euler-Lagrange denklemi i¢in
T'=N{(L)-Cc* , (i=12..,n)

korunum kanunu bulunur.

Eger diferansiyel denklem;
B =¢'(a t)—a +n%(a 1:)—a
G T Y Ga

seklinde By, B,, ..., B; olmak iizere s tane simetriye sahipse

) aJ . 5]
B, =¢\(a, t)a—(liqL(a, t)ﬁ . =12 ..,5)
ise
. ) ) oL
T = LE + (’Za _ 511:].“)W , (=12 ..,n)
i

korunmus vektorii Ty, T,, ..., T olacak sekilde s tane
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i — i a i+ oL —
Ti = Lek + (n% — ghts )m . (=12, .,5)
l
bi¢iminde korunum vektorlerini tiretir (Eriksson, 2008).

Tanim 4.1.5 (Eslenik denklemler)

L herhangi mertebeden lineer diferansiyel operatoriinii temsil etsin. L nin L* eslenik

operatorii her t, u i¢in
wL[t] — tL*[w] = D;(PY)

seklindedir. P = (pt,p?, ...,p™) vektdr alamdir. L*[w] = 0 ifadesine L[t] = 0 ifadesinin eslenik
denklemi denir.

Genel bir tabirle ikinci mertebeden L operatorii,

L = xY(a)D;D; + y'(a)D; + z(a)
seklindedir. i,j = 1,2, ...,n i¢in xU = xJt olup katsayilar simetriktir (Yakut, 2012).
Teorem 4.1.6: L nin L* eslenik operatorii
L*[w] = D;D; (xijw) - Di(yiw) + zw

seklindedir (Eriksson, 2008).
Tanim 4.1.6 (Oz eslenik denklemler)

Rastgele bir t fonksiyonu i¢in

L[t] = L*[t]

esitligi saglaniyorsa L operatoriine 6z esleniktir denir (Eriksson, 2008).

83



Teorem 4.1.7:
L = xY(a)D;D; + y'(a)D; + z(a)
operatorli 0z esleniktir ancak ve ancak
y'(a) = D;(xY)
olmasidir.
Tanim 4.1.6 (Eslenik denklem sistemleri)

Go(a t,tay ty - tay) =0, (@=12,..,m) (4.6)
bigiminde k. mertebeden kismi diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu denklem
sisteminde a = (ay, ay, ..., a,) bagimsiz degiskenler ve t = (t1,t?,...,t") bagimh degiskenler
ve Gu(a t,tyy, teay, -ty )€A diferansiyel fonksiyonlar olsun. O halde k. mertebeden kismi

diferansiyel denklem sistemi i¢in eslenik denklem sistemi

ste

Ga(a,t,w, .., tao), Wi = a=12,..,m) (4.7)

seklinde tanimlanir ve burada w = (wl,w?,...,w™); w = w(a) olacak sekilde yeni bagimsiz
y g

degiskenler olup eslenik degiskeni adi verilir (Eriksson, 2008).

Ornek 4.1:
ty — C(a)taa =0,

1s1 denklemi i¢in c(a) keyfi fonksiyondur. Is1 denkleminin eslenik denklemi
G = G(a, u,t, te), t(z))

= C(a)taa —ty
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olacak sekilde a, u bagimsiz degiskenler ve t bagimli degisken olup eslenik denklem,

G* = G*(a, u,t,w, tm), t), Way, W)

o)
= _(W[C(a)taa - tu])

ot
_[a D g -D a+D2 g + D? + D,D [c(a)t
~loc "o, “ar, T eat,, T v at,, ugp | Wle(@)taa =

p,-2 4 p?
[ uge, T PG

] (w C(a)taa D
= —D,(—w) + DZ(c(a)w)

=wy + (W)qq

olarak bulunur (Eriksson, 2008).
Ornek 4.2:
ty = taga + ttag =0
Korteweg-de Vries denklemini ele alalim. Oz eslenik olup olmadigini inceleyelim.
G =G(aut tay te)te)
= t, — taqa — ttg

=0
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olacak sekilde a, u bagimsiz degiskenler ve t bagimli degisken olsun. Eslenik denklem:

G" = G (@, t,w,ta), L) ta)y Wy W) W)

0 9] 0 0

=|—-D,=——-D,——D? ] — taga —t
at uatu aata aataaa (W[tu aaa taD

= —wt, — Dyw + Dy(wt) + D3w
= —Wty — Wy, + Wat + Wty + Wuaqa
=—wy +w,t +Wwgaa
olarak bulunur ve eslenik denklem
Wy = Wt + Wagq
olur. Eslenik denklemde w yerine t yazilirsa
ty = tty + taaa
G* = —(ty — toaa — ttg)
=G
olur. Dolayisiyla Korteweg-de Vries denklemi 6z eslenik bir denklemdir (Eriksson, 2008).
Tanim 4.1.7 (Eslenik denklem sistemleriyle formal Lagrangianlarin iiretilmesi)

k. mertebeden (4.6) ile belirtilen diferansiyel denklemi (4.7) ile belirtilen eslenik

denklemi ile Lagrangiana sahip oldugunu varsayalim.
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m bagimsiz degiskenli t = (¢, t2,...,t™) ve w = (wl,w?, ..., w™) ile (4.6),(4.7) ve

(4.2) ile ifade edilen denklem sisteminin formal Lagrangiani
L =wfGy
olarak tanimlanir (Eriksson, 2008).

Ornek 4.3;
ty —c(a)ty,, =0

1s1 denkleminin formal Lagrangianini bulalim.
Is1 denklemi, eslenik denklemi ile birlikte formal Lagrangiana sahip olsun. O halde

formal Lagrangiam L = w” Gy ile verilen operatérle bulunursa
L =wt, —wc(a)ty,
olur. Burada,

oL
E =ty — C(a)taa =0

oL .
E=Wu+(cw)aa=6 =0

olacagindan dolay1r bulunan formal Lagrangian, Euler-Lagrange denklemini saglar (Eriksson,
2008).

Teorem 4.1.7: n bagimsiz a = (ay, a,, ..., a,) ve m bagimh t = (t1,t2, ..., t™) degiskenli (4.6)

ile belirtilen denklemin treteci
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olsun. (4.7) ile belirtilen eslenik sistem gercek sistemin simetrisini kabul eder. (4.6) ile belirtilen

kismi diferansiyel denklem B’yi onaylarsa (4.7) ile belirtilen eslenik denklem sistemi;

0 0 0

+ a_+ a
aai 1 Jat« L

c=¢&
d * dwe

seklinde 7% = n%(a,t, v, ...) katsayilariyla eslenik degiskenine (w®) biiyiiyen B ‘yi onaylar
(Eriksson, 2008).

Teorem 4.1.7: (4.6) numarali denklem ile m bagimli ve n bagimsiz degiskeni iceren k.

mertebeden diferansiyel denklem sistemi i¢in

ile tanimlanan tireteci ve (4.7) numarali denklem ile belirtilen eslenik denklem sistemi olsun.

Burada,
w=w(a) = (whw?, ...,wm)
eslenik degiskendir.
O halde (4.6) ile belirtilen denklem sistemi i¢in her Lie nokta simetrisi, lokal olmayan

simetrisi ve Lie Bdcklund simetrisi (4.6) ve (4.7) denklem sistemleri i¢in korunum kanunu

uiretir. Korunmus vektdrler icin bilesenler,
L= W“Ga(a, t, t(l)' L) t(k))

ve formal Lagrangianiyla,

- 5L d
T LW Z DDy D W, ((=12,.,m) (4.8)
i

=1 1,02, oly

seklindedir. Burada,
wWe =np%— fjtf‘ , (@=12,..,m)
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dir. (4.8) denkleminden bulunan korunmus vektorler (4.7) de belirtilen eslenik denklemin keyfi
w c¢oziimlerini ihtiva eder ve (4.7) denklem sistemi i¢in sonsuz miktardaki korunum
kanunlarinin bir tanesi w belirtilerek bulunur (Yasar, 2010a).

a = (ay,a,, ...,a,) bagimsiz degiskenler ve t = (t1,t?,..,t™) bagimh degiskenler
olmak tizere

L= (Cl, t, t(l))

birinci mertebeden Lagrangiani i¢in (4.2) ile tanimlanan Euler-Lagrange denklemi,

oL _ oL (oL)_, 1y
ot —ate \atx) @=12..,m)

olur. Eger L = (a,t, t(;)) Lagrangianli varyasyonel integrali,

: 0
B = fl(a, Lty L) o ) 3a. + n%(a, t, ta), te) )
i

ate
iretegli G grubu altinda degismez ise
T = (T, T?, ..., T™) korunum vektorleri (4.8) formiiliinden,
. . . d ,
T'=¢8L+(n" -8t )= , (=12..,n)

ot
olur.

L= (a, t, t(l), t(z))

seklindeki ikinci mertebeden Lagrangiani igin (4.2) ile tanimlanan Euler-Lagrange denklemi,

oL 0L D oL “ D oL _o 1
It ~ Jt« i ot i ate = , (a=12,..,m)

olur. T = (T, T?,...,T™) korunmus vektorleri (4.8) formiiliinden,

i — i a jta oL oL a jra oL -
T —EL+(IZ - tj) m_Dk ﬂ +Dk(lz —-¢ tj E , (i=12,..n)
i i i

olur.
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Teorem 4.1.7:(4.6) ile belirtilen k. mertebeden n bagimli ve m bagimsiz degiskeni igeren

diferansiyel denklemlerin Lie nokta simetrisi, Lie Bécklund simetrisi ve yerel olmayan simetrisi,

i 0
B =¢'((a,t,tay tz, ) 50 Trf@ttayte, )5
l

(4.6) diferansiyel denklemi ve denklemin eslenik sistemi igin korunum kanununu verir
(Eriksson, 2008).

Ornek 4.4;
ty = tgaq + tit,

Modifiye Korteveg-de Vries (MKdV) denkleminin korunum kanunlarini bulalim.

Modifiye Korteveg-de Vries denklemi i¢in

B_a
17 9a
B_a
27 du

B, = 9 3 a+ta
37 7%%a Yo ar

olacak sekilde Lie simetri iiretecleri vardir.
Modifiye Korteveg-de Vries denklemi klasik Lagrangiana sahip degildir. Dolayisiyla

eslenik denklemi;

G(a,u, t,W, ..., Wagq) = — [(ty — tgaq — t3t,)w] =0

St
denklemi ile bulunursa

* 2 —
G =wy, —t‘Wg — Wy =0
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olur ve

w =w(a,t)

eslenik degiskendir. Eslenik denklemde w yerine t yazildiginda Modifiye Korteveg-de Vries

denklemi elde edilir. Bu denklem sistemi i¢in formal Lagrangian,

L = (t, — tggq + t2t)w

olur. Eslenik denklem i¢in Lie simetri iiretecleri vardir. B3 i¢in bunu gdsterecek olursak:

§3(G*)

crmo = 3(=wy + W4 + Waaa) = 0

oldugu i¢in G* 1 B simetrisi vardir. Ayrica Modifiye Korteveg-de Vries denklemi By, B,, B3

simetri iirete¢lerinden her biri igin
B(L) + LD;(¢") =0

o : . . Al oF . - . .
degismezlik testini saglar. B; = 55 Simetrisi i¢in gosterelim.

E=1
T=0
n=20
oldugu i¢in
B(L)=0

dir. Dolayisiyla degismezlik kosulu saglanir.
Modifiye Korteveg-de Vries ve eslenik denklemleri i¢in (4.8) denkleminden;

W =n-—r1t, —¢t,
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olmak tizere,

5L+W[_D 2 (ataaa)] 2,2 (5 aaa>] + b (W)ataaa

korunum kanunlar1 bulunur.

J . .
Durum1: B; = 55 igin korunum kanunlar1

denklemine gore C;, B esit olur.

§=1
7=0
n=20

oldugundan &, 7, 7, W degerleri T* ve T?esitliklerinde yerine yazilirsa

T! = —wt,

T? = wty, + tgWaq — Wataa

korunum kanunlar1 bulunmus olur. Modifiye Korteveg-de Vries 6zeslenik oldugu i¢in korunum

kanunlarinda w yerine t yazilirsa;

Tl

—wt,

T? =tt,

olarak bulunur.
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J .. ..
Durum 2: B, = 5., Ureteci igin korunum kanunlar1

§=0
7=1
n=20

oldugundan &, 7, n, W degerleri T ve T? esitliklerinde yerine yazilirsa,
T = —ttgeq

T? = tutaa — tatau + tlaau

olarak bulunur.

Durum 3: B; = —aL —3ul

J . o ol
+ t — tlireteci i¢in korunum kanunlari
da du at

§=—a
T=-3u
n=t

oldugundan dolay1
W =t+ at, + 3ut,

olur. &, 7, n, W degerleri T* ve T? esitliklerinde yerine yazilirsa,
n g Yy Y
T! = 3utty,, + 3utdt, + t? + att,
T? = —4tt,, — att, — 3ut3t, — 3ut,ty,

+2t2 + 3ut,tyy, — 3uttyg, — t*

olarak bulunur (Yasar, 2010 b).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda diferansiyel denklemler hakkinda genel bilgiler verilerek bir
parametreli Lie grup doniistimleri incelenmistir. Siirekli olan parametrelerin stirekli Lie grup
dontigiimii olusturdugu goriilmiistiir. Lie grubuna ait doniisiim ile meydana gelen sonsuz kiiciik
simetri operatoriiniin  kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine ulasilmasindaki Gnemine
deginilmistir. Lie grup doniisiimlerinden faydalanilarak kismi diferansiyel denklemlerin (lineer
ve lineer olmayan) sonsuz kiigiik simetri iiretegleri i¢inde degismezligini koruyan uzanim
formiilleri bulunarak sonsuz kiigiikler ve simetri iiretecleri bulunmustur. Lie cebir yapisina
deginilerek elde edilen iireteclerin Lie cebir yapisina bakilip komiitator tablosu iizerinden
gosterilmistir. Sonsuz kiigiik simetri iiretegleri i¢cin grup doniigsiimleri bulunup, iki boyutlu alt
cebir veya sonsuz kiiciik simetri iiretecleri altinda adi diferansiyel denklemlere indirgenerek
¢oztimlerine ulasilmistir. Dolayisiyla ele alinan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine
ulasabilmek i¢in kompleks bir formdan daha basit bir hale getirilerek ¢oziimlerine ulasilmistir.
Lie simetri liretegleri yardimiyla hesaplamalar yapilip korunum kanunlar1 hesaplanmistir.

Kismi diferansiyel denklemlere Lie grup doniisiimii uygulandiginda ortaya c¢ikan simetri
ozelligi o kismi diferansiyel denklemi meydana getiren fiziksel olaym sistem ve bu fiziksel
sistemin ozellikleri ile ipuglar1 vermektedir. Dogada simetrinin oldugu heryerde grup yapisindan
s0z etmek miimkiindiir. Korunum kanunlari ile simetri arasinda direkt bir iligki vardir. Korunum,
degismeyen ayni kalan anlaminda oldugu i¢in korunan nicelik zamanla ayni kalir ve bu olay
sadece simetri ile iliskilendirerek agiklanabilir.

Bu tez c¢alisgmasinda Dbir parametreli Lie grup doniisiimleri iizerinden ¢alismalar
yaptlmistir. Lie nokta doniistimleri incelenmistir. Baska c¢alismalarda kismi diferansiyel
denklemlere ¢ok parametreli Lie grup doniisiimleri uygulanarak farkli ¢aligmalar ve uygulamalar
yapilabilir. Lie-kontakt, Lie-Bd cklund doniigiimleri incelenerek diferansiyel denklemlere

uygulanabilir.
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