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OZET

LINEER OLMAYAN KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TASIYICI
DALGA COZUMLERI ICIN BAZI ANALITIK METOTLAR

YUKSEK LISANS TEZI
Yilmaz ISIK
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FEN BILIMLERI ENSTITUSU
UYGULAMALI MATEMATIK ANABILIM DALI
2015

Bu c¢alisma dort boliim halinde olusturulmustur. Birinci boliimde temel tanimlar

verilmistir.

Ikinci boliimde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tasiyici dalga ¢coziimleri
icin kullanilan bazi metotlarin analizi yapilmistir. Bu metotlarin temelinde homojen balans
metodu 6nemli bir yere haizdir ve bu metot ile lineer olmayan kismi diferansiyel denklem adi
diferansiyel denkleme doniismektedir. Bu yiizden bu metotlar sadece lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlere uygulanabilir.

Ugiincii béliimde, ikinci boliimde analizleri yapilan metotlar ile CRWP denkleminin
coziimleri elde edilmistir KDV(Su Dalga Denklemi) ve CRWP denklemi {izerinde galisilip

Mathematica programi ile bilgisayarla desteklenmistir.

Dordiincii boliimde, bu ¢alismada elde edilen sonuglar literatiirde bulunan ¢alismalar ile

desteklenerek genel bir degerlendirme yapilmistir.

Anahtar Kelimeler:  Solitary dalgalar, Solitonlar, Jakobi eliptik fonksiyon, Dengeleme

terimi, Analitik ¢6ziim, Backlund Doéniisiimii, Rasyonel A¢ilim metot,

/

Jakobi eliptik fonksiyon metot, (%j agilim metot, Ustel fonksiyon

metot, CRWP denklemi.
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This study is constructed in four chapters. In chapter one, some fundamental definitions

are given.

In chapter two, it is made a historical analyze of some methods to obtain periodic wave
solutions of nonlinear partial differantial equations. All of these methods are based on finding
balance term with balancing of the highest order linear and nonlinear term. So, these methods
can be only applied to nonlinear partial differantial equation. Moreover, these methods convert a
nonlinear partial differantial equation to an ordinary differantial equation. Therefore, solution

can be obtained easily.

In chapter three, it is obtained periodic solutions of some nonlinear partial differantial
equations by using one of the methods whose analysis is made in chapter two. KDV (water wave
equation) and is supported by computed with the equation CRWP assayed Mathematica

program.

In chapter four, it is made a generalized assessment by supporting results which are

obtained in this study with some studies in literature.

Keywords: Solitary waves, Solitons, Jacobi elliptic function, Balance term, Analytical solution,

Periodic solution, Tanh method, Jacobi elliptic function method, [%}

expansion method, Exp-function method, CRWP equation.
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1. GIRIS

Tarih igerisinde insanlar Su kenarlarinda, su birikintisine attiklar1 cakil taslar
sayesinde olusturduklar1 dalga hareketini gozlemlemistir. Birbirlerine seslenirken, yada
tabiat kaynakli olusan dalga hareketini isitmislerdir. Giinesten gelen ve 7 rengin
birlesmesi ile olusan dalga hareketini gdzlemlemislerdir. ik atesin bulunmasi ile

beraber, atesin ¢ikardigi 151k ve kizilotesi dalga olan 1s1 hissedilmistir.

Dalga ifadesi fizigin olmazsa olmazlar1 haline gelmesi ise 19.y.y. dan itibaren
gerceklesmis olup, konu ile ilgili birgok bilginin ¢alismasi olmustur. Dalga ifadesinin
ilk tespiti ise ses dalgalar1 ile olmustur. Sesin bir engele ¢arpip geri donmesi, yani

yansima olay1 sesin dalga hareketi olduguna dair giizel bir 6rnegi olusturmustur.

Dalga ifadesi nedir? Ya da ne degildir? Bilindigi iizere Madde adi verdigimiz
toplulugun tamami atomlardan olusmustur. Dalga denilince, bir atom diizenegi
tizerinde hareket eden enerji diizenegi aklimiza gelmektedir. Nasil ki, su kenarinda
duran bir kisi bir tas attig1 zaman su haleleri olusmaktadir; iste olusan bu su haleleri
birbirine carparak hareket eden dalga hareketidir. Yani i¢ i¢e ge¢mis su halelerinin her
birisi diger su halesinin hareketinin etkisi sonucu olusmustur. Biz bu harekete ise dalga

hareketi adin1 veriyoruz.

Ses dedigimiz ve géremeyip kulaklarimiz ile duydugumuz dalga hareketi de, su
dalgalar1 gibi birbiri  igerisinde  haleler  olusturan su dalgalart ~ gibidir.  Yani
hareket i¢in bir merkez ve bu merkezden yayilacak dalgalarin hareket edecegi atom
kiitleleri, yani maddeye ihtiya¢ duyulmaktadir. Uzay denilen ve madde
parcaciklarinin ¢ok az oldugu bir ortamda sesiniz karsi tarafta sizi duymaya calisan
birileri oldugunda sizden ¢ikan dalga hareketinin ilerlemesi icin yeterli madde
bulunmadig i¢in kars1 tarafa gitmeyecektir. Ama maddenin oldugu bir ortamda ses
olusunca, parcaciklar arasinda sesin ilerledigini kulagimiz ile fark edilir. Bu dalga

hareketi fizikte basit olarak osiloskop yardimiyla da goriilebilir.

Tek dalga tiplemesi ses olmayip; genis bir spektrumda yer alan ve adina
elektromanyetik spektrum denilen kisimda da degisik dalga tiplemeleri bulunmaktadir.

Bunlardan bazilar1 ise Radyo dalgalari, kizilotesi 1sinlar grubunda yer almakta, arada
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goriinen dalgalar; Otesinde mor &tesi adi verilen ve rontgen i1sinlari, kozmik

1isinlar gibi 1ginlarin igerisinde yer aldigi iginlar da bulunmaktadir.

Goriinen 1smlarin dalga ya da tanecik oldugu konusu ¢ok tartisilmis ve sonunda
hem dalga ve hem de tanecik oldugu ifadesi kullanilmistir. Yapilan deneyler, goriinen

1sinlarin yerine gore dalga ve yerine gore tanecik yapisi gosterdigini ispatlamistir.

Gorilinen 1sinlardan daha biiyiik dalga boyuna sahip dalgalara ise kizilGtesi
dalgalar ad1 verilmis ve bu dalgalarin icerisinde radyo dalgalar
ile televizyon dalgalarinin =~ bulundugu  tespit  edilmistir.  Goriinen  1ginlardan
daha kiigiik dalga boyuna sahip olan dalgalara ise mor Otesi 1ginlar adi verilmis ve bu

1isinlarin igerisinde rontgen 1sinlari ile kozmik 1ginlarin bulundugu tespit edilmistir

Genel olarak gercek su dalgasi olayr karmagiktir ve dogrusal olmadiklarindan
dolayr matematiksel tarifi ii¢ boyutlu karakterli ve goriinen rastgele davranisindan
dolay1r zordur. Bununla birlikte iki klasik teori vardir. Bunlar; biri Airy (1845)
tarafindan, digeri Stokes (1880) tarafindan basit dalgalart tarif etmek igin
gelistirilmistir. Airy ve Stokes teorileri genel olarak su derinliginin dalga uzunluguna
bagli ve ¢ok kiiglik olmadig1 durumda dalga hareketini daha iyi aciklarlar. S1g su i¢in bir
Cnoidal dalga teorisi, basit dalgalar1 kabul edilebilir bir yaklagimla saglar. Kirilma
bolgesinin yakinindaki ¢ok sig su i¢in, Solitary dalga teorisi, dalga hareketinin belli
ozelliklerini tatmin edici olarak saglar. Bu teoriler dalga hareketini tarif eden
matematiksel denklemlerle beraber baglica karakteristiklerine gore tarif edilir. Baz1 6zel

durumlar i¢in literatiirde birgok dalga teorisi bulunmaktadir.

Ik dalga teorisi kii¢iik genlikli veya lineer dalga teorisi olarak isimlendirilip
Airy (1845) tarafindan gelistirilmistir. Sadece kolay uygulanabilir olmasindan degil,
biitiin dalga rejimlerinin genis bir boliimii iizerinde gilivenilir olmasindan dolay1 da, bu
dalga teorisinin esas olarak Onemi vardir. Matematiksel olarak Airy teorisi dalga
hareketinin komple teorik tarifinin ilk yaklasimi olarak diisiiniilebilir. Dalgalarin daha
komple teorik tarifi, serilerdeki her bir ilave terimin Onceki terimlere bir diizeltme
oldugu, sonsuz sayidaki basarili yaklasimlarin toplami olarak elde edilebilir. Bazi
durumlar i¢in dalgalar, sonlu genlikli teoriler olarak isimlendirilen, bu yiliksek mertebe

teorileri tarafindan daha iy1 tarif edilir.
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Trochoidal teori olarak bilinen ilk sonlu genlik teorisi Gerstner (1802) tarafindan
gelistirilmistir. Dalga profilinin bir trochoid olmasindan ya da serbest yiizeyinden dolay1
bu isim verilmistir. Sadece klasik ilgisinden dolayr bu teoriden bahsedilmistir.
Aciklanan su parcacigi hareketinin gercek dogada gozlenenden farkli oldugundan
uygulama icin tavsiye edilmez. Trochoidal teori dalga profilini olduk¢a hassas bir
sekilde aciklar. Stokes (1880) trochoidal teoriden ¢ok daha tatmin edici olan bir sonlu
genlikli teori gelistirmistir. S1g su bolgeleri i¢in Korteweg ve De Vries (1895)
tarafindan orijinal olarak gelistirilen cnoidal dalga teorisi baz1 sartlar i¢in dalga formunu
ve birlesik hareketlerin olduk¢a giivenilir bir agiklamasimi saglar. Bununla birlikte
cnoidal dalga teorisi, miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde, ger¢ek uygulamalar
dikkate almistir. Bu, hesaplardaki zorluklara bagli olabilir. Son zamanlarda cnoidal
dalga teorisinin kullanilmasini gerektiren isler, fonksiyonlarin tablo ve grafiksel tanimi
ile azalmistir (Wiegel, 1960; Masch ve Wiegel, 1961); fakat teorinin uygulamasi hala
karmagiktir. Cnoidal dalga teorisi sinirinda dalga hareketinin goriisii solitary dalga
teorisi tarafindan tatmin edici bir sekilde agiklanabilir. Cnoidal dalga teorisine
benzemeyen solitary dalga teorisini kullanmak, 6zel tablolara gerek kalmaksizin elde

edilebilen fonksiyonlara indirgenebildiginden dolay: kullanilmasi kolaydir.
Dalga Esaslar1 ve Dalgalarin Siniflandirilmast;

Su dalgasinin uygun fiziksel bir tarifi hem onun yiizey formunu hem de dalganin
altindaki akiskan hareketini igerir. Basit matematik terimlerle ifade edilebilen dalgaya
"basit dalga" denir. Birkag bilesenden olusan ve form yada hareket olarak tarifi zor olan
dalgalara "kompleks dalgalar" denir. "Siniizoidal" veya "basit harmonik dalgalar" yiizey
profilinin sadece bir siniis yada cosiniis fonksiyonu ile tariflenebildigi "basit dalgalara"
ornektir. Hareketi ve ylizey profili esit zaman araliklarn ile tekrarlaniyorsa dalga
"periyodiktir". Sabit bir noktaya bagli olarak hareket eden dalga formuna "ilerleyen

dalga” denir.
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Sekil 1. Hareket eden, enine ilerleyen dalga
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Hareket ettigi yon "dalga yayilma yonii" olarak ifade edilir.

i

i

Sekil 2. Bir boyutta dalga atmasinin saga dogru V hizi ile ilerlemesi (a) t =0 da
atmanin ifadesi (b) 1 siire sonra sekil degismez ve yer degistirme

f (x—vt) ile verilir.

Eger bir dalga formu sabit bir pozisyonda sadece yukar1 asagi hareket ediyorsa
buna "komple siirekli dalga" yada "clapotis" denir. Ilerleyen dalga serbest yiizey
konfigiirasyonunda herhangi bir degisiklige ugramadan yayiliyorsa "siirekli formun"
dalgas1 olarak bilinir. Seklini ve genligini muhafaza eden bu dalgalara Zabusky ve
Kruskal (bu solitary dalgalara) solitonlar demistir. Arastirmacilar, soliton kavramini
diinya c¢apinda bilimsel alanin degisik dallarina yaymiglardir. Soliton kavrami plazma
fizigi, astrofizik, akiskanlar dinamigi gibi bilimin degisik alanlarindaki roliinden dolay1
caligmalarin biiylik bir kismini etkilemistir. Bir soliton asagidaki ozellikleri tasiyan bir

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olarak tanimlanabilir.
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i) Coziim, siirekli bir dalga formunda olmalidir.

ii) Coziim sinirlandirilir, yani; ¢6ziim {istel olarak sifira dogru bozulur veya

sonsuzda bir sabite yakinsar.

iii) Soliton, karakterini koruyan diger solitonlar ile i¢ etkilesim i¢inde bulunur.

Sekil 3. iki soliton etkilesimi

Eger su partikiilleri hareketi her bir dalga periyodu i¢in kapali ve yakin olan
yoriingeler tarafindan tarif ediliyor ise su dalgalar1 "titresimli" veya "hemen hemen
titresimli" olarak diisliniiliir. Lineer veya Airy teorisi sadece titresimli dalgalari tarif
eder. Sonlu genlikli dalga teorileri basarili her dalga tarafindan dalga yoniinde kiigiik bir
miktar hareket eden akiskan oldugundan hemen hemen titresimli dalgalar tarif ederler.
Bu hareket, dalgalarin "kiitle transportu" olarak tarif edilir. Su partikiilleri dalga ile
beraber ilerliyor ve orijinal pozisyonlarina dénmiiyorsa bu dalgaya "¢evrinti dalgas1”

denir. Solitary dalga buna (¢evrinti dalgasina) bir 6rnektir.
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Sekil 4. Bir solitary dalga

Sekil 4’de bahsi gegen Lineer Dalga Teorisi(Airy Dalga Teorisi), iki boyutlu ideal
akiskan kavramlar1 kullanilarak ifade edilebilir. Bu teori; dalgalarin uzun mesafeler
boyunca 6nemli bir enerji kaybina ugramadan ilerlemesinden ve ne ylizeysel gerilme
etkisinin ne de viskozite etkisinin 6nemli olmamasindan dolay1 potansiyel (¢evrintisiz)

akim kabulii yapilarak gelistirilmistir.
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2. TEMEL TANIMLAR

Tamm 2.1. Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun muhtelif tiirevlerini
iceren matematiksel denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli
bir degiskene gore tiirev alimyorsa, o degiskene bagimsiz degisken, denklemde tiirevi

alinan degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken igeren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem

denir ve genel olarak n. mertebeden adi bir diferansiyel denklem;

Fiy. K y)=o, @)
seklinde gosterilir.

Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferansiyel denkleme kismi

diferansiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklem

2 2 2 2 n
F(x, | ou ou ou du du o du 6u]zo, 22

1u’_1_1_1 ) ) ) ’ )
Yy el ay oy o
olarak yazilir.

Tamm 2.2. Bir diferansiyel denklem lineer veya lineer olmayan olmak iizere iki
sekilde siniflandirilir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyor ise bu diferansiyel denkleme lineer
diferansiyel denklem denir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken kendisi
veya tlirevleri ile ¢arpim ya da bdlim durumunda ise veya bagimli degisken {istel,
trigonometrik ya da logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi
bir tlirevinin derecesi iki ve ikiden biiyiik ise bu tiir diferansiyel denklemlere lineer

olmayan diferansiyel denklem denir.

Tamm 2.3. Bir a< x<b araliginda tanimli bir ® fonksiyonu a < x <b araliginda

bulunan her X i¢in tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu
F (x, @(x), ®'(x),..., @) =0, (2.3)

ise ® fonksiyonuna (2.1) denkleminin ¢éziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel
denklemin genel ¢oziimii, diferansiyel denklemin mertebesi kadar sabit igerir. Coziim

fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢éziime de dzel ¢oziim
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denir. Bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir

kismi diferansiyel denklemin ¢dziimii yiizey ailesine karsilik gelir.

Ozel olarak, ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem gdz oniine
alindiginda bu tip denklemlerin ¢oziimleri iki sabit i¢cerdiginden bu sabitleri bulmak i¢in
iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar; bagimli degisken ve tiirevleri iizerinde bagimsiz
degiskenin ayni degeri i¢in verilen sartlar ise baslangi¢c sartlari, bagimsiz degiskenin
farkli degerleri i¢in verilen sartlar seklinde ise sinmr sartlar: ile tanimlanir. Bir
diferansiyel denklemin baslangi¢ sartlari ile incelenmesine baslangi¢ deger problemi,

sinir sartlart ile incelenmesine sinur deger problemi denir.

Y(Xo): Yo yl(xo)= Yy y(n_l)(xo): Yna (2.4)

(2.1) ve (2.4) ile birlikte verilen bir problem baslangi¢ deger veya Cauchy

Problemi olarak bilinir. Diger taraftan
Y(Xo)=Yo, ¥(X )=y, ’y(xn)zyn’ (2.5)

(2.1) ve (2.5) ile birlikte verilen denkleme sinir deger problemi denir.

diferansiyel denklem bir fiziksel olaymn modeli oldugundan kolaylik olmasi
agisindan genellikle ikinci mertebeden sabit katsayili bir kismi diferansiyel denklem
alinarak siniflandirmaya gidilmistir, ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin

genel hali;

au,, +bu, +cu, +du, +eu, + fu+g=0, (2.6)

seklinde yazlabilir. Burada a,b,c,d,e,f ve g sabitler ve . A =b*—4ac olmak

lizere;
A =0 ise denklem Parabolik (Difiizyon Denklemi),
A > 0 ise denklem Hiperbolik (Dalga Denklemi),
A< 0 ise denklem Eliptik (Laplace Denklemi),

olarak siniflandirilmaktadir. Parabolik tipteki bir kismi diferansiyel denkleme

10
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ornek olarak; difiizyon (1s1) denklemi, hiperbolik tipteki bir kismi diferansiyel denklem;
dalga denklemi, eliptik tipteki bir kismi diferansiyel denkleme ise Laplace denklemi

verilebilir.
u, +c’u, =0 Difiizyon Denklemi,
u, —c’u, =0 Dalga Denklemi,

u, +Uu, =0 Laplace Denklemi,

ornegin;
2 2
Au:%+gy—g:0, (2.7)
X

denklemini géz oniine alalim. (2.7) ile verilen Laplace denkleminin ¢dziimleri

harmonik fonksiyonlardir. Yukarida g6z oniine alinan (2.7) denklemi
u(x,0)=f(x) ve u,(x,0)=g(x), (2.8)

baslangi¢ sartlari ile verilmis ise probleme Cauchy problemi,
u(0,t)=p(t) ve u(l,t)=q(t), (2.9)

(2.7) denklemi (2.9) sartlar1 ile verildiginde, probleme Dirichlet Problemi, eger

¢Oziim bolgesinin disinda dis normali boyunca ¢oziim araniyorsa yani;

ou
e f(t), (2.10)

sart1 ile verilen (2.7) denklemine ise Neumann Problemi denir.

Tammm 2. 4. f : AcR— R olsun. k pozitif bir reel say1 olmak iizere Vx e A
1¢in;
f(x+k)=f(x),
esitligi saglaniyor ise f fonksiyonuna periyodiktir denir ve k ya da f
fonksiyonunun periyodudur denir.

Tamm 2.5. Kompleks diizlemde iki yonde periyodik olan fonksiyonlara eliptik

11
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fonksiyon denir. Eliptik fonksiyon, eliptik integrallerin ters fonksiyonlari olarak da

tanimlanabilir. w herhangi bir kompleks say1 olmak tizere kompleks diizlemdeki biitiin
z sayilari igin f (z+w)= f(z) olacak sekilde f fonksiyonuna periyodiktir denir ve w
ise f fonksiyonunun periyodu olarak adlandirilir. a ve b iki esas periyot olmak tizere
w=ma+nb olarak yazilabilir. Boylece her eliptik fonksiyon bir ¢ift esas periyoda
sahiptir.

Tanim 2. 6. Jakobi eliptik fonksiyonlar eliptik fonksiyonlarin standart formudur.
Bu fonksiyonlar, m eliptik modiil olmak tizere cn(u,m), dn(u,m), sn(u,m) olacak
sekilde {li¢ temel fonksiyon ile gosterilir. Bu ii¢ temel fonksiyon

4
,0<m®<1
! 1- msm2t (2.11)

seklinde verilen birinci tip eliptik integralin versiyonundan ortaya cikar. Burada

m=modu ve ¢@=am(um)=am(u) olmak iizere Jakobi genliktir ve ayrica

@=F"(u,m)=am(u,m) ile tanimlanir. Bu agtklamalardan sonra

sin(g) =sin(am(u,m))=sn(u,m), (2.12)

cos () =cos(am(u,m))=cn(u,m),

\fl—mzsinz (¢)= \/1—mzsin2 (am(u,m)) =dn(u,m), (2.13)

esitlikleri yazilabilir. Burada m — 0 ve m —1 iken sirasi ile bu fonksiyonlar

sn(u,0)=sin(u) sn(u,1) =tanh(u),
cn(u,0)=cos(u) cn(u,1)=sech(u), (2.14)
dn(u,0)=1 dn(u,1)=sech(u),

olarak tanimlanir. Ayrica Jakobi eliptik fonksiyonlar {izerinde tiirev

d

2 (sn(w)) =en(u)dn(u),

12



Yilmaz ISIK

9 (en(u)) = -sn(u)dn(u), (2.15)

du

d 2

— (dn(u)) =—-m<sn(u)cn(u)
du

esitlikleri ile agiklanir. Jakobi eliptik fonksiyonlarin bu 6zelliklerinin yani sira

bu fonksiyonlar arasinda

sn’(u)+cn®(u)=1, (2.16)

m?sn(u) +dn®(u) =1
bagmtilari vardir.

Tamim 2.7. Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek

q

. . d .. . .
mertebeden lineer olan terim 73 ve en yiksek mertebeden lineer olmayan terim
dg

S
up(j;g] ile verilsin. M dengeleme terimi olmak {izere M +q:Mp+S(M +r)
esitligi yazilabilir.

Tammm 2.8. X ve Y iki uzay ve I{t|0£t£1} araliginda tanimli olsun. Eger
¢: X x| —>Y siirekli bir doniisimii Vxe X i¢in #(x,0)=f(x) ve @(x1)=g(x)

oluyor ise f,g:X —Y doniisiimlerine homotopiktirler denir ve f ~g ile gosterilir.

¢:f —>gise ¢, f den g ’ye bir homotopi kurar seklinde ifade edilir.
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3. LINEER OLMAYAN KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
TASIYICI DALGA COZUMLERI ICIN BAZI ANALITIK

METOTLAR

Evulasyon ve dalga denklemleri zamana bagl tiirevler i¢eren kismi diferansiyel
denklemlerdir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimlerinin aranmasi son yillarda matematikgiler
tarafindan yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir. Bazi bilgisayar programlar 6zellikle Maple
veya Mathematica kullanilmasiyla Evulasyon ve dalga denklemlerini ¢éziimleri daha
kolay bir hal almistir. Bu denklemler fiziksel olaylarin matematiksel modelleri
oldugundan, ¢oziimleri fiziksel olaylarin daha iyi yorumlanmasi adina fizikg¢ilere ve
miihendislere yardimci olabildiginden bu tiir denklemlerin ¢6ziimii i¢in bircok metot

gelistirilmistir.

Bu béliimde kismi diferansiyel denklemlerin hareket eden dalga ¢oziimlerinin

elde edilmesinde kullanilan bazi analitik metotlarin analizleri verilecektir.

3.1. Analitik Metotlarin Analizi

Tabiat olaylarmin matematiksel modellemesi genellikle lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler ile agiklanabildiginden analitik ¢oziimleri biiyiikk bir 6neme
sahiptir. Bunun nedeni denklemin yorumlanabilmesi ancak bununla miimkiin olmasidir.
Bu c¢oziimleri elde etmek icin bircok metot gelistirilmistir. Birkacim1 sdyle
stiralayabiliriz: Hirota’nin bagimli degisken metodu [19], Bécklund doniistimii [20],
Cole-hopf doniisiimii [21], genellestirilmis Miura doniisiimii [22], ters sagilma metodu
[23], darboux doniistimii [24], painleve a¢ilim metodu [25], homojen balans metodu
[26], benzerlik indirgeme metodu [27], sine—cosine metodu [28], tanh metotlar1 [29-43],
Jakobi eliptik fonksiyon metot [44-48], ...

3.1.1.Homojen Balans metot
Wang [21] tarafindan literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak i¢in
w(u,u,,u,u,,u,,u,,..)=0 (3.1)

w=w(x,t) fonksiyonunu (3.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii kabul edilir.
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Ancak, (3.1) deki fonksiyonlarin uygun bir lineer kombinasyonu seklinde yazilan ve

sadece bir degiskene bagli olan f fonksiyonu (3.1) denkleminin gergek bir ¢oziimdiir

. f donitistimi kullanilarak (3.1) denklemini

w0 £ W), T, £ (W), W)y, F (W), F(W)yn) =0 (3.2)

seklinde yazilir. Burada f fonksiyonunun bulunusunu w ve (3.1) deki
fonksiyona uygun bir lineer kombinasyonlarinin yaklasik ¢éziimiiniin olusturulmasi igin

ti¢ durum so6z konusudur.

(i) (3.1) denklemindeki fonksiyonun uygun bir lineer kombinasyonu segilerek
katsayilar hesaplanir. Yani, verilen denkleminin en yiiksek mertebeden lineer terimi ve
en yiikksek mertebeden lineer olmayan terim i¢in uygun bir lineer kombinasyon

kullanilarak f fonksiyonun gerekli tirevleri ile beraber w fonksiyonunun kismi
tiirevlerindeki en yiiksek esitlikle beraber f ve W kullanilarak (3.1) denklemi polinom

sekline doniisiir. Burada olusturulan en yiiksek derecedeki esitlikler 6nemlidir.

Ornegin verilen bir lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin en yiiksek
lineer olmayan terimi uu, ve en yiiksek mertebeden lineer olan terimi U, olsun (3.2)

deki fonksiyonlarin bir birlesiminin;

u=T W )
ox"ot
esitliginin m+n mertebeden daha diisiik tiim terimleri,
u=f™Mw ™" +w(x,t) (3.3)

esitligindeki mevcut kismi tiirevlerin m+n.(m=>0,n>0) mertebesinden daha

diisiik tlim terimleri seklinde olsun. Bu durumda (3.3) kullanilirsa;
UUX — f (m+n) f (m+n+l)WX2m+l\Nth +W(X,t) (34)

esitligin mevcut kismi tiirevlerinin 2(m+n)+1 mertebesinden daha diisiik tiim

terimleri;

UXXX — f (m+n+3)WXm+3\Ntn -I—W(X,t) (35)
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esitliginin mevcut kismi tirevlerinin m+n+3 mertebesinden daha diisiik
terimleri (3.4) ve (3.5) teki w fonksiyonunun en yiiksek mertebeden kismi tiirevlerine
esitlenirse 2m+1=m+32 ve 2n=n olur. Buradan m=2 ve n=0 bulunur. (3.3) de bu

degerler yerine yazilirsa;

o' (ZW) +w(X,t) (3.6)
OX

elde edilir.

(i) Birinci basamakta secilen lineer kombinasyon (3.1) de yerine yazilarak W
nin en yiiksek mertebeden tiirevleri ile biitiin terimler bir araya getirilerek sifira

esitlenir. Daha sonra f ig¢in bir adi diferansiyel denklemi haline gelir ve bu denklem

¢oziiliir. Burada bir ¢cok fonksiyon logaritmik fonksiyondur.

(iii) f fonksiyonunun gesitli tiirevlerine ait lineer olmayan terimler f nin daha
yiiksek mertebeli tiirevlerine dontistiiriiliir. Bu islemden sonra f nin ayni mertebeli
tiirevleri biraraya getirilir f nin ayn1 mertebeli tlirevlerinin katsayilari sifira esitlenir ve
W i¢in denklem dizisi elde edilir. Bu denklem sol taraflart W fonksiyon muhtelif
tiirevlerinde k . mertebeden homojen fonksiyondur. Buradaki k, f® nin mertebesidir.

Burada W, homojen denlemin ¢oziimii olan bazi sabitlerinin bulunmas: gereken iistel
bir fonksiyon olarak kabul edilir. Buradan cebirsel denklemler elde edilir. Bu lineer
olmayan cebirsel denklemler igin ¢Oziim mevcutsa W ve (i) de secilen lineer

kombinasyonlarin katsayilar1 hesaplanmis olur.

3.1.2. Birlestirilmis Rasyonel Agithm Metot

2004 yilinda Chen ve Zhang [46] Genellestirilmis Jakobi Eliptik Fonksiyon Metot
da;

H (u,u,,u,,u,,K)=0 (3.7)
(3.7) kismi diferansiyel denklemini u(x,t)=u(&), & =kx+wt doniisimii ile

Q'(U,,U”,UW,K):O, (38)
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seklinde adi diferansiyel denklem haline getirmis ve (3.7) denkleminin

periyodik dalga ¢6zlimlerini bulmak i¢in,
(F')' = A+BF2+CF*, (3.9)

seklinde diferansiyel denklemi baz almistir. Burada F’:j—z ve AB,C

sabitlerdir. (3.7) diferansiyel denklemi igin;
u(xt)=a,+y [aF'(£)+bF ()], (3.10)
i=1

formunda bir ¢oziim aramistir. Burada m (3.8) denkleminde en yiiksek
mertebeden lineer olan terim ile lineer olmayan terimin dengelenmesi sonucu bulunan
sabit bir sayidir. Bu ¢6ziim tizerinden gerekli tiirevler alinarak (3.8) diferansiyel
denkleminde yerine yazilir. Daha sonra elde edilen denklemde F' ve F~' terimlerinin
katsayilar1 sifira esitlenerek cebirsel denklem sistemi yazilir. Elde edilen cebirsel

denklem sistemi ¢oziilerek a,,a,,b, sabitleri bulunur. Bulunan bu sabitler, (3.9) eliptik

diferansiyel denklemin ¢oziimleri olarak bilinen ve Chen ve Zhang [46] tarafindan

hesaplanan;

A=1
i) {B=—(1+m?) ,F(&)=sn&,cds (3.11)
C

m2

A=1-m?
i) sB=2m°-1, F(&)=cné (3.12)
C=-m

A=m?-1
iii){B=2-m? F(&)=dng (3.13)
C=-1

A=-m? (1— mz)
iv) {B=2m*-1 JF(&)=dss (3.14)
c=1

18
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Vi)

vii

viii

A=l
4
m? -2 sn
T (§)Z1+di
+dng
2
c=1
4
2
A=
4
m? -2
B= 5 F(&)=sné+icng, dng
2 iv1—m?sné +cné
c=1"
4
A=y dné £
F(&)= ,msniidn,sn,
B_1—2m2 ) mené +iy/1—m? >l 1+cné
2 cné
c.1 J1-m?sné £dng’
4
A_mz—l
4
m® +1 dné
8= 2 ’F(g):1+msn
tmsng
C_m2—1
4
A_1—m2
4
m? +1 cné
B: =
2 (5) 1+sn&
C_1—m2
4
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_ (=m)
T4
Xi) B=m22+1 ,F(&)=mené £dné (3.22)
c-_1
4
Al
4
.. _m2+1 . sné
xii {B= 5 F( )_—dnficnf (3.22)
(=)
4
Al
4
m? -2 cn
Xi) <B = , F = 3.23
T T e 2
m4
C=—
4

ifadeler fonksiyonlarda yerlerine yazilarak (3.7) diferansiyel denklemi i¢in dalga

¢oziimleri elde etmislerdir.

Y. Chen, Q. Wang, B. Li, Z. yukaridaki eliptik fonksiyon metotlart iizerine

calismalar yapilarak 2004 yilinda Jakobi eliptik rasyonel agilim metot [47-49] u

gelistirmistir. Ve 2006 yilinda literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak igin;

(3.7) ile verilen iki degiskenli lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini géz

Oniine alalim. (3.7) denklemi u (X,t) =Uu (5) ,& =kx—wt doniistimii ile,

Q'(UI,U",U,”,K):O, (38)

seklinde adi diferansiyel denklem haline doniisiir. Denkleminin aranan ¢éziimi;

m Z_ajr1rzFrl(é-’:)Gr2(§)
=al Sk . 3.24
O (ur @ woe ) o
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formunda aramir. Burada aj,a’ .,z andu,(i=12,..) ileride hesaplanacak

sabitlerdir ve F =F(&)veG=G(¢)

3—’;=K1(F,G),:—§=K2(F,G) tirevlerini saglayan FveG nin K, ve K,

polinomlarina sahip fonksiyonlardir. m pozitif tam sayisi (3.8) denklemindeki en

yiksek mertebeden lineer olmayan terim ile lineer terimin dengelenmesiyle

belirlenebilir. Daha sonra U ¢oziimii ve gerekli tiirevleri (3.8) denkleminde yerlerine

yazilarak F° (f)Gq (§) , ( p=12,..veq= O,l) ye bagl olan denklem elde edilir. Bu

denklemde F* (é )Gq (5 ) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilari sifira esitlenerek

cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu cebirsel denklemin ¢6ziilmesi ile

ao,ajrlrz,,uland M, sabitleri bulunur. Rasyonel agilim metodunda iki tip ¢Oziim

aranmaktadir.

3.1.2.1. Jacobi Rasyonel A¢ilim Metot

Rasyonel acilim metodun lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin rasyonel

Jacobi eliptik fonksiyon ¢6ziim formunda uygulanmasidir.

Burada Jacobi eliptik fonksiyonlar eliptik fonksiyonlarin standart formudur. Bu

fonksiyonlar, m eliptik modiil olmak tizere Cn(é, m) , dn(é, m), sn(f, m) olacak sekilde

tic temel fonksiyon ile gosterilir. Bu ii¢ temel fonksiyon,

g:H((p,k):]’iL, 0<m?<1 (2.11)

1-m?sin’t
seklinde verilen birinci tip eliptik integralin versiyonundan ortaya ¢ikar. Burada

k=modu ve ¢=am(§,m)=am(§) olmak tiizere Jakobi genliktir ve ayrica

p=F* (é, m) = am(§ , m) ile tanimlanir. Bu agiklamalardan sonra
sin(¢) =sin(am(&,m))=sn(&m),
cos(¢)=cos(am(&,k))=cn(&,k),
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\/1— m’sin® () = \/1— m?sin® (am(&,m)) =dn(&,m),

esitlikleri yazilabilir. Burada m — 0 ve m —1 iken sirasi ile bu fonksiyonlar;

sn(&,0)=sin(¢) sn(¢&,1)=tanh(¢),
cn(&,0)=cos(¢) cn(&,1)=sech(¢),
in(¢,0)-1 dn(£.2) = sech ).

olarak tanimlanir. Ayrica Jakobi eliptik fonksiyonlar {izerinde tiirev;

f?(sn(f))ﬂn(f)d”(f)
;_f(cn(é))?sn(f)d”(? )
;_(:(dn(ﬁ))?mzsn(?)c”(‘f)

esitlikleri ile agiklanir. Jakobi eliptik fonksiyonlarin bu o&zelliklerinin yani sira bu

fonksiyonlar arasinda ;
sn(&) +cn?(&)=1

m?sn (&)’ +dn?(£)=1

bagintilar1 vardir. Burada aranilan ¢6ziim formu;

asn’ (£)+bsn”* (en(&) | (3.25)

W) =2+ .
Ak (msn(&)+men($))

J:

3.1.2.2. Riccati Rasyonel Ac¢ilim Metot

Rasyonel acilim metodun lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin rasyonel
form soliton ¢oziim formunda uygulanmasidir ve F veG Riccati denkleminin

¢oziimleri i¢inde sinirlandirilirsa aranilan ¢6ziim
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u(f):a0+zm:aiFi(§)+blFi_l(§) R+F2(§) dur. (3.26)

T (wF &)+ R+F(€) +1)

Burada F'=(R+F?) Riccati denklemi olmak iizere, F = F(&) Riccati

denkleminin ¢éziimidiir. Dolayisiyla Riccati diferansiyel denkleminin ¢éziimleri olarak

elde edilen
F= —H tanh[ﬁég] b<0 ise (3.27)
F=—/-b coth[ﬂﬁ]’
__ 1 p-o | 328
E 2 ise (3.28)
F = b tan[vb&] S0 ise (3.28)
F =—/b cot[vb&]’

fonksiyonlar1 yardimiyla (3.7) denkleminin tasiyici dalga ¢oziimlerini elde

etmistir.

Bu metottan farkli olarak N.A. Kudryashov tarafindan 2004 yilinda kendi soyadini

verdigi metot gelistirilmistir.

3.1.3. Kudryashov Metot

N.A.Kudryashov tarafindan 2004[50] yilinda literatiire kazandirilan bu metodu

acgiklamak i¢in;
Q (u.,u, K, x,t)=0. (3.7)

ile verilen iki degiskenli lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini goz

dniine alalim. (3.7) denklemi u(x,t)=y(&) ,&=x—ct ddniisiimii ile,

Qu (-0 ¥ %Y. K ) =0 (3.30)

seklinde adi diferansiyel denklem haline doniisiir. (3.7) denkleminin ¢oziimii
y(§)=a0+> aQ'(¢)
i-1
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formunda aranir. Burada a,,a,,a,,.. ileride hesaplanacak sabitlerdir ve
1
Q—Q(f)—1+e§

Q; =Q’-Q denklemini saglayan fonksiyondur. M pozitif tam sayisii yani

dengeleme terimini hesaplarken (3.30) denkleminde y=1z" yazilarak tiim terimlerin
dereceleri karsilastirilarak en kiigiik dereceli iki veya daha fazla terim segilir. p nin
minimum degeri (3.30) denkleminin ¢6ziimiiniin kutbu olarak tanimlanir. Daha sonra y

¢oziimii ve gerekli tiirevleri
=3 aiQ-DQ v, -3 ai(+DQ - @i +1Q+)Q (331)

(3.7) denkleminde yerlerine yazilarak Q(g8 ) ye bagli olan denklem elde edilir.
Bu denklemde Q(.f ) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilari sifira esitlenerek

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemin ¢oziilmesi ile a,,a,,a,,...

sabitleri bulunur.

Kudryashov metotundan farkli olarak He [51] istel fonksiyonlar kullanilarak

2006 yilinda “iistel fonksiyon metot *“ u gelistirmistir.

3.1.4. Ustel Fonksiyon Metot

He [51] tarafindan 2006 yilinda literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak

i¢in;
Q (u,u, K, x,t)=0. 37)

ile verilen iki degiskenli lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini géz 6niine

alalim. (3.7) denklemi u(x,t) = u(é) ,& =X—Cct doniistimi ile,
Q'(u,—cu’,¢’u",K ) =0. (3.30)

seklinde adi diferansiyel denklem haline doniisiir. (3.30) denkleminin ¢6ziimii;
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ian exp(né)
u(g)=-25 :
> b, exp(m¢)

m=-p

(3.32)

formunda kabul edilir. Burada c, d, p ve q daha sonra belirlenebilen pozitif
tamsayilardir. a, ve b, bilinmeyen sabitlerdir. (3.30) denkleminin ¢6ziimii olarak

kabul edilen (3.32) esitligi daha agik olarak

_a.exp(cé)+K +a , exp(-dg) (3.33)

u6)= a, exp(pé)+K +a_, exp(-qé)’

seklinde yazilabilir. Burada p,c,d ve (q pozitif tam sayilart (3.30)
denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim ile lineer terimin
dengelenmesiyle belirlenebilir. Daha sonra (3.32) ¢oziimii ve gerekli tiirevleri (3.30)
denkleminde yerlerine yazilarak exp(f) ye bagli olan denklem elde edilir. Bu
denklemde exp(ﬁ) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlenerek
cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu cebirsel denklemin c¢oziilmesi ile a, ve b,

sabitleri bulunur. Bulunan bu sabitler (3.32) esitliginde yerlerine yazildig1 zaman (3.7)
denkleminin tasiyict dalga ¢oziimleri bulunmus olur. Bu metot yardimi ile periyodik
dalga ¢6ziimii elde edilen ¢calismalara [52—-54] referanslarindan ulasilabilir.

Ustel metottan farkli olarak 2008 yilinda Wang ve arkadaslar1 [55] tarafindan

!

G _ . . . .
sunulan o acilim metot Qgibi metotlar lineer olmayan diferansiyel denklemlerin

bilimsel ¢alismalarina biiyiik katkilar saglamistir. Bu metot iizerine ¢alismalar yapilarak

!

2010 yilinda Guo ve Zhou [56] tarafindan genisletilmis % a¢itlim metot ve arkasindan

Li ve arkadaslar1 [57] tarafindan genellestirilmis % acitlim metot literatiire

kazandirilmistir.
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3.1.5. % -Acilim Metot

2008 yilinda ilk olarak Wang ve arkadaslar1 tarafindan sunulan metodun [55]

yukarida bahsedilen tanh metotlarindan farkli olan tarafi Riccati diferansiyel

denkleminin yerine G =G(&) olmak iizere,
G"+AG'+ uG =0 (3.34)
seklinde ikinci mertebeden sabit katsayili lineer bir diferansiyel denklemin
secilebilmesidir. Ayrica (3.7) denklemi i¢in (3.30) seklinde aranan ¢6ziim yerine burada

G, m
[Ej (3.35)

u(x,t):ia

m=0

!

olacak sekilde ¢oziim aranir. (3.35) ¢oziimii yazilirken % fonksiyonunun degeri

(3.34) denkleminin ¢oziimiinde hesaplanan G ¢6ziim fonksiyonu yardimiyla elde edilir.
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4. LINEER OLMAYAN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
TASIYICI DALGA COZUMLERI ICIN BAZI UYGULAMALAR

Burada analizleri yapilan ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
tasiyici dalga ¢oziimlerini veren metotlar ile CRWP denklemi igin hareket eden dalga

¢Oziimler elde edilecektir.

4.1. CRPW Denklemine Genellestirilmis Rasyonel A¢ilim Metotlarinin

Uygulanmasi
4.1.1. Jakobi Eliptik Fonksiyon Rasyonel A¢ilim Metot

Bu metodu CRWP denklemine uygularsak;

u,—u,+2uu,—u, =0 (4.1)
u(x,t)=y(¢&) ,&=x—ct doniisiimii ile (4.1) denklemi

—Cu'-u'+2uu'-u"=0 4.2)

adi diferansiyel denklemine dontistir. uu’ ile u" terimleri arasinda dengeleme

yapilirsa, m=1. Boylece arayacagimiz ¢oziim formu (k - 0)

W) =a0+ a;sin(&)+bcos(&)

sin( &)+ p,cos (&) +1 43)

olur. (4.3 yi (4.2) denkleminde yerine yazar ve
sin' (£)cos' (£) (1=0,1,2,..) fonksiyonunun ~ kuvvetlerine gore katsayilari ~sifira

esitlenerek asagidaki cebirsel denklem sistemi elde ederiz.

b (1—2bypy — 214 + (128, +C)pu},)
—a,(1+C¢—2b,p, — 2|1, + )2 +cp,? — 2a, (1+ %)) =0

1
> (3,1, +3byj, —6a,by L, +3bcpy, —3ay 1, +6a,a 1, + 301, —3a,CH, ) +

S B(14 28, ~ 1)+ 2, (40 + y + (L 23, ~C)j)) =0
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2a, +2b, —4a,b, +2bc—4abyp, +2bp,° —4abp,’ +2bcp,’
+4a,” |, — 28, [y W, +4agau M, + 4Dy, — 2a,cpy W, —4a,p,” =0

28" — 20 — 3, + 23,314 — by, —aci, —ayl, + b, —2agb, +bey, =0 (4.4)
cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilen katsayilar

1.durum
1 1
a, =Z(2—\/§+2c) veya a, :Z(2+\/§+2c)&

b, = _%,/9—16@2 veya b, = %\/9—16# &

a_’L;tO&ul:—%(—al+2a0a1+bl—aic)&—2a1+4aoa1+bl—2a1c¢O

_ 428 —b’)(-1+2a,~¢)
3(—2a, +4a,a, +b —2a,)

2
2.durum

(a, =%(2—\5+2c) veya a, =%(2+\/7+20))&a1:0&

4bl

3 3 _ _4
(b1=—z Veyab1=Z)&|Jl__?&lJ2_§(b1_2a0b1+blc)

3.durum

a=0&( =%(—2+4a0—4a02—20+4a0c—c2) veya b, :%(2—4a0 +4a,” +2c-4a,c+c’)) &

#0& 1, =1& W, = (-1+2a, —c)p, &1—-8a0+8a0* +4c—8a0c+2¢” #0
by M H, 2 —C)Hy

4.durum

(a, =%(2—ﬁ+20) veya a, =%(2+\/§+2C))&(bl :—%&\/9—16@2 veya b, :%«/9—16a12)&

1 -3+16a°
£0& |, == (223, +,/9-163,2) & —2a, + 42,3, +b, —2a,c#0& |, =
8 #08&H, =2 (223, +9-16a") &-2a, + 4a,a, +b ~2a, P TR

ve katsayilara gore ¢coziimler asagidaki gibidir.
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1.¢6ziim

(alsin(x—ct)—%«/9—16afcos(x—ct))
4287 —(—%«/9—16312)2)(—“ 2%(2-& +20)-0)
32, +4%(2-JE +Zc)a1+—%./9—16af ~2ag)

u(x,t):%(Z—\/f+2c)+

(—%(—ai+2%(2—«/§+2c)a1 +—% 9-16a7 —ac)sin(x-ct)+

cos(x—ct)+1)

2.¢0ziim

1 3

—(2—\/§+ 2¢) + (——cos(x —ct))
u(xt) = s g

(sin(X—ct) + = (== + = (2—/2 + 2¢) — = ¢)cos(x —ct) +1)
3 4 8 4
3.¢0ziim
1 (—2+4a, —4a,” — 2¢c +4a,c —c*)cos(X —ct)
u(x,t)=a,+ 2 -
sin(x—ct) +(—1+2a, —c)cos(x —ct) +1

4.coziim

asin(x—ct) —4114/9—16afcos(x—ct)

2
;(2J§a1 +,/9-16a7)sin(x—ct) + (ﬂ)cos(x—ct) +1

8a, + /18- 323/

u(x,t):%(Z—\/f+2c)+
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Sekil 5. CRWP denkleminin 4. ¢dziimiiniin reel kism1 i¢in {i¢ boyutlu hareket eden

dalga goriinimii &, = I,c=2,x=[0,7],t =[0, 7]

Sekil 6. CRWP denkleminin 4. ¢dziimiiniin imajinel kism1 i¢in tighoyutlu

hareket eden dalga gorinimi @&, =1,C =2, X =[0, z],t =[O0, 7]
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4.1.2. Riccati Rasyonel A¢ilim Metot

Bu metodu CRWP denklemine uygularsak;
u, —u, +2uu, —u, =0 (4.1)
u(x,t)=y(¢&) ,&=x—ct donisiimii ile (4.1) denklemi
—Cu'-u'+2uu'-u"=0 (4.2)

adi diferansiyel denklemine doniigiir. uu’ ile u" terimleri arasinda dengeleme

yapilirsa, m=1. Boylece arayacagimiz ¢éziim formu

0(&) =+ aiF(§)+b1,/R+|:2(§) w3

F (E)+ 1 |R+F2 (&) +1

olur. (4.3) yi (4.2) denkleminde yerine yazar ve
. j
F'(& )( R+F?(¢& )) (i=0,12,...; j=0,1) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilari

sifira esitlenerek asagidaki cebirsel denklem sistemi elde ederiz.

R0y (=224 + (=1 g4 = 2804 +C 1) 1) R+ 8, (<14 28 — C+ (244 + 14, (20, +(-1+ 28, ~C)4,))R)) S 0

2a,° +a,(-2+ (=14 23, —C) 4 + 14,"R) +1, (20, + 1, (-1+ 28, —c — 14R)) =0

R(2a,1, (—1+2a, —C+ 4 R) +b (-1+2a + 14 (1-28, +c-24R))) =0
—2by +4a)b, —by s + 280 14 —bic —ayu, + 2808, 1, —ac s, by 1s’R+a,144,R =0
—a, + 28,8, —a,c+2a,/4R—20° 4R~y 11,R + 2ab, 11,R +1, 14, 41,R

~2agb,446,R+0,C4416R ~ 8, 44," R+ 28,8, 14,"R—a,c44,’R =0

—b, +2ayhy —bc+2b,14R—2ab 4R+ "R - 2a0b 4 R+ e R
—a,/6R +28" 1,R — a4 1,R + 2808, 44 1,R —ac 1 1,R =0
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—2a,R+2a°R+2b°R—auR+2a,auR—-acuR
~b,4,R+2a,0,44,R ~b,cs,R ~by 14 4,R* +a,44°R* =0

cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilen katsayilar,

1.durum

(aozl_'_TC&bl:O&ai:l&‘ui:O&,uz +0&R=0)

2.durum

1+c 1 1
8 =—"-&3 =C&b =0&R="75& 1 =0& 1, =1,
H

3.durum

_ 2
aozjic&aizé&,ul:O&,uziO&R:l 4,

&b +4b°#0
2 H,

4.durum

aozj%c&(bl:_% veyabl=%)&a1=%&,ul¢0&R=0

5.durum

aozlJrTC&(blz—% Veyabl=%)&a1:%&,ul:0&,u2:0&R:0

6.durum

aozl%c&b;o&al:l&R:o

7.durum

1

1
=0&a,=>& 1428, —C#0& s =— —
h=0&a=7 % M= 128, ¢

1 :O&R:%(—1+4a0—4a02 —2c+4a,c—c?)

8.durum
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a—a &b -b&u-— > &y -— %  gr-1(1i4a 43’ 2c+dac-c)
-1+2a,-c -1+2a,-cC 2

ve bu katsayilara gore ¢oziimler asagidaki gibidir.

1.¢oziim
-1
( )
u(x,t):1+c+ x—lct
—)+1

H \/( " Ct)
2.¢0ziim
R >0 igin

;Ftan(ﬁ(x—ct))
u(x,t):1;C+ H, H,
,uz\/ler( 12tan(\/T2(x—ct)))2 +1
Hy Hy Hy
R <0 i¢in
—Ftanh(r(x ct))
u(x, t)— e,
\/+(\/7tanh(\/7(x ct))® +1

3.¢oziim
R >0 icin
& Jl ab’ fan(\/1 4 (x—ct)) + bl(\/l 4’ (I1 4b1 *an(Jl 4b1 (x=ct))*))
e 2\ 3 2 &
u(x,t)—7+ ) 2
(/Jle_42b1 +<Jl % +an<J1‘4?l (c-e))* +1
Hy 'UZ #e

33



4. LINEER OLMAYAN K.D.D. TASIYICI DALGA COZUMLERI iCIN BAZI UYGULAMALAR

R <0 igin,
2 \/ 1+4b1 tnh(\/ 1+4b1 (x— ct))+b1(\/ 4b1 \/ 1+421b12 tanh(\/l_4?12 (x—ct)?)
u(x t)_1+c 2\ ' H' H £ -
szl_“?f P e ey
Hy Hy #z
4.¢coziim

1, -1 1 -1
—( )+ —)°
u(x,t)=1+c+ 2 'x—ct” 2\'x-

ct
\/( Ly
X —cCt

5.¢6ziim
u(x, t)—1+—c— !
2 Xx-ct
6.coziim
-1
( )
u(x,t):1+c+ X—ct
R e R A o R
A et T N et
7.¢0zZiim
R >0 i¢in
u(x,t)=a,
;J; (-1+4a,-4a,’ —20+4aoc—cz)tan(\/;(—l+ 4a,-4a," - 2c+4a,c— %) (x—ct))
1

1 _ _ 2 2 1 _ _ 2 a2 _
—1+2a0—c\/2( 1+4a,-4a,"-2c+4a,C c)tan(Jz( 1+4a,-4a," -2c+4a,c—c)(x—ct)) +1
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R <0 igin

u(x,t)=a,

—;\/_21 (-1+4a, -4a,> -2c+4aL —cz)tanh(\/_z1 (-1+4a,-4a, - 2c+4a,c—c?)(x—ct))

+
_1+;i0_CJ_21 (-1+4a,-4a; -2c+4ac —cz)tanh(\/_z1 (-1+4a,-4a, - 2c+4a,c—c’)(x—ct)) +1
8.¢6ziim
R >0 igin
u(xt)=a,+

b

1

\/ 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2
(E(—1+4a0—4a0 -2c+4a,c-c")+( E(—l+4a0—4a0 -2¢+4a,c~c”)tan[ E(—1+4a0—4a0 -2c+4a,c-c)(x—ct)]))

bl
1-2a0+c

1 1 1
\/ (-1+4a -4a’'-2c+4ac- cz)tan[\/ (-1+4a -4a’-2c+4ac—c’)(x-ct)]+
-1+2a -c\2 2

1 1 1
v (E (-1+4a,-4a’'-2c+4ac-c’)+ (\/2 (-1+4a,-4a -2c+4ac- cz)tan[\/2 (-1+4a,-4a -2c+4ac-c’)(x—ct)]) +1)
R <0 igin

uxt)=a +

l 2 2 2 2 2 2 2
le(f(—1+4aO—4aO ~2e+dac-c)+ (| —(-l+da -4a -2c+dac-c tanh[, | —(-1+4a -4a -2c+dac-c )(x-ct)])

2 2 2
-1 -1 Z 2 -1 2 : b
( —(-l+da -4a -2c+dac-c tannf, | —(-1+4a -da -2c+dac-c)(x-ct)]+
1423 -\ 2 2 1-230+¢
1 2 2 _1 2 2 _1 2 2 2
V(f(—l+4a0—4av ~2e+dac-c )+ (| —(-L+da -4a -2c+dac-c tanh[, | —(-L+da -4a -2c+dac-c)(x-ct])) +1)
2 2 2
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Sekil 7. CRWP denkleminin Riccati 2. ¢6ziimiiniin igin ii¢ boyutlu hareket
eden dalga goriiniimii 4z, =1,¢=2,x=[0,27],t =[0, 27]

4.2. CRPW Denklemine Genellestirilmis Kudryashov Metodunun
Uygulanmasi

Bu metodu CRWP denklemine uygularsak;
u,—u,+2uu, —u, =0 (4.1)
u(x,t)=y(&) ,&=x—ct doniisiimii ile
—Cy. — Y, +2yy, Y. =0 (4.2)
(4.1) denkleminin kutbu m =1 dir. Boylece arayacagimiz ¢dziim formu
y:a0+a1Q(§) dir. 4.3)

(4.3) i (4.2) denkleminde yerine yazar ve Q(é) fonksiyonunun kuvvetlerine

gore katsayilari sifira esitlersek asagidaki cebirsel denklem sistemini elde ederiz.

36



Yilmaz ISIK

—2a,a, +a,c=0
2a, +2a,a, —2a°-a,Cc=0 (4.4)
—2a,+2a° =0

(4.4) cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimiinden a, = % & a, =1 katsayilarini elde

ederiz. Boylece (4.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

1
1+e¥ ™

u(x,t):%+

L (4.5)

c
—+
2 1+Cosh[ct — x]—Sinh[ct — x]

Sekil 8. CRWP denkleminin (4.5) ¢6ziimii i¢in ii¢

boyutlu periyodik dalga goriiniimii, € = 2)
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4.3. CRPW Denklemine Genellestirilmis Ustel Fonksiyon Metodunun

Uygulanmasi

Bu metodu CRWP denklemine uygularsak;

u, —u, +2uu, —u, =0 (4.1)
u(x,t)=y(&) ,&=x—ct doniisiimii ile (4.1) denklemi

—CU'-u'+2uu'-u"=0 (4.2)

Adi diferansiyel denklemine doniisiir. uu’ ile u" terimleri arasinda dengelem

yapilirsa, p=qg=c=d olur. Burada p=q=c=d =1 alinirsa aranilan ¢dziim formu,

U(é) — a—l exp(_é) + a0 + al exp(§)

(4.3)
b, exp(=$) + b, +exp($)

olur. (4.3) U (4.2) denleminde vyerine yazar ve exp(¢) fonksiyonunun

kuvvetlerine gore katsayilar sifira esitlersek asagidaki cebirsel denklem sistemini elde

ederiz.
-6a ,a,+6a,0 , +6a,ah,-6ab b +3a b,c-3ab,bc=0
2a b, -2ah,’~2a b, +2a b b -ab,c+a b bc=0
~4a 2 +6a b, +2a’h +4a b, -6ab ' -2a ah +2a b c-2ab ‘c-ab bc+a eSO,
-2a,-2a," -4a_ja +2ab, +4a’h, +2ah, +2aab, - 2ah,’ +2a c-2ab c+aphc-abcS 0,
28,8 +2a’h, +a,c-apc=0 (2.8)

(2.8) cebirsel denklem sisteminin ¢dziimiinden;
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u(x,t) =

2a,
2+cC

l.durum:a , =0&a, :%&b =0&c(2+c)=0&b, =

2a_
2+(1: &a,(a,—-b,)#0&

2.durum: a; :%&2+C¢O&bl:

2a_,ab, —a,b * — \j—4a_12b_13 +4a_b_*+a,’b_*

b, = — veya

° Z(a_lz _a—lb—l) Y
b _ 2a_,a,b ,—a2b *+ \/—4a_12b_13 +4a_b *+a,’b_*

° Z(a—12 _a—lb—l)
ddurum:c=-3&a ,=0&a,=0&a =—2&b, =0
4durum:c=-2&a,=0&a,=0&a =—-1&b =0

— 2 —_—
5durum:c=-2&a ,=0&a =-1&a,#0&Db, :aTbl
6.durum:aﬁl;zso&a1=2+C&a1;zt0&bf1 ‘1&b Bob,
a a,

7durum:a, =0&a, :%&ao £0&b,=0&c(2+C)#0&

2 24,/ +2a,.c 2a +2«/ +2a,C
b, = %~ % veya b, =
2c+c? 2c+c?

(4.5) katsayilari elde edilir. Sirasiyla katsayilara bagh ¢oztimler

1.durum ig¢in,

2.durum

3.durum igin,

Y —Ct+Xx
a0+Ee
u(x,t)=—=2——
22a0 +e—ct+x
+C
ct—x C —Ct+X
ae” “+a,+_-e
u(x,t) = 5 2 >
a, a_,
22 28,8y, \/ 71( ’1) +4al( Layt 2202y
1 ect—x+ 2 C 2+C 2+C +e—ct+x
2+C 2 _
2(a,"— =
(@, 2+c
_2e3t+x
b_1e73t7x+e:3t+x
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4.durum igin,

X+2t

—€
ux,t)=——
( ) bo +ex+2t
5.durum icin,
X+2t
—€
u(x,t) = % >
b e—x—Zt _ ao + b71 + ex+2t
-1
8
6.durum icin,
a_le—x+ct + ao + 2+ C ex—ct
u(x,t) = b 2
;1e—x+ct _ “%oMa +ex—ct
& a,
7.durum icin,
ao + E eX—CT
2
u(x,t) =
2
28, - i\/ao H20
cC+C
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Sekil 9. CRWP denkleminin 1. ¢dziimii igin ii¢ boyutlu hareket eden dalga goriiniimd,

a,=Lc=2,x=[01],t=[1,3]

4.4, CRPW Denklemine Genellestirilmis % -A¢ilim Metodunun

Uygulanmasi

CRWP denklemini ele alirsak,

u,—u,+2uu,-u, =0

(10)
u(x,t)=y(¢&) ,&=x—ct doniisiimii ile (10) denklemi
—Cu'-u'+2uu'-u"=0 (11)

adi diferansiyel denklemine doniisiir. uu’ ile u" terimleri arasinda dengelem

yapilirsa m=1. Boylece arayacagimiz ¢oziim formu,

U(§)=al(%j+ao, (12)

!

olur. (12) yi  (11) denkleminde yerine yazar ve (%} fonksiyonunun

41



4. LINEER OLMAYAN K.D.D. TASIYICI DALGA COZUMLERI ICIN BAZI UYGULAMALAR

kuvvetlerine gore katsayilart sifira esitlersek asagidaki cebirsel denklem sistemini elde

ederiz.

aly—2a0aly +alcu—aldu =0,
all —2a0all+alcd—all® —2alu—2al’ u=0

(13)
al—2a0al+alc—3all—2al*A =0
2al+2al> =0
(13) cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden,
1
aO:§(1+c—/1)&a1:—1 (14)

katsayilarina gore (14) i (12) denkleminde yerine yazarsak (10) denkleminin
asagidaki ii¢ tip ¢ozlimiinii elde ederiz.
(i) A*—4u>0 oldugunda hiperbolik fonksiyon hareket eden dalga ¢oziimii

elde ederiz
2 _ 2 _
ACosh[\Mz‘“‘ (x—ct)]+ BSinh[ Y2 =4 (x_ct)]

1 2
U (§) =2 @+c-A)—( 2 2 . (1)
2 BCosh VA~ () AoV~ (x—co)

Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

(i) A* —44<0, oldugunda trigonometrik fonksiyon hareket eden dalga ¢oziimii

elde ederiz.
2 2
ACos[‘MZ“”‘(x—ct)] LS = (x ey

1 2
u,(&)==@+c-2)—( . . (16)
; Bcos 4 et ASinpV 2 e

Burada A ve B keyfi sabitlerdir.
(iii) A* —44=0 oldugunda rasyonel fonksiyon ¢dziimii elde ederiz.

u3(§)=%(1+c—/1)—(A+BBX). (17)
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Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

y=o&aoé%(1+c—,1)&a1=—1 (18)

katsayilarina gore de (18) i (12) denkleminde yerine yazarsak (10) denkleminin

asagidaki iki tip ¢oziimiinii elde ederiz.

(i) A*—4u>0 oldugunda hiperbolik fonksiyon hareket eden dalga ¢dziimii

elde ederiz ,
1 ACosh[\/;_z(x—ct)]+ BSinh[\/g_z(x—ct)]
u,(&)==@A+c-2A)—( - - . (19)
2 BCosh[Jz_ (x—ct)]+ ASinh[\/j_(x—ct)]

Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

(i) A%<0, oldugunda trigonometrik fonksiyon hareket eden dalga ¢oziimii elde

ederiz.

ACos[\/ﬁ“—2 (x—ct)]+ BSin[W

1 2 2
U (&)==(@1+c—-2)—( ; -
2 BCos[\/;“_ (x—=ct)]+ ASin[J;T

(x—ct)]
. (20)

(x—ct)]

Burada A ve B keyfi sabitlerdir.
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!

G
Sekil 10. CRWP denkleminin (E] ¢oziimii i¢in li¢ boyutlu hareket eden dalga

goriinimi A=2,B=1,c=2,x=[0,1],t =[L 3]
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Uygulamali  bilimlerde, {iizerinde ¢alisilan olayr matematiksel olarak
modelleyerek bu modelin analitik ¢éziimleri hakkinda bilgi sahibi olmak ¢ok énemlidir.
Ciinkii bu ¢éziimler modellenen olayin karakteri hakkinda bilgi verir. Bu yiizden lineer
veya lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimlerini
bulmak fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik alanlarinda olduk¢a &nemli bir yere
sahiptir. Son zamanlarda oOzellikle uygulamali matematik alaninda ¢alisan bilim
adamlar1 lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tasiyici dalga ¢oziimleri
tizerine odaklanmislardir. Elde edilen bu dalga ¢éztimleri, dalganin yapist ve dalgalarin
birbirleri ile olan etkilesimleri gibi bircok konuda uygulama sahasinda ¢aligan bilim
adamlarina ilham vermektedir. Boyle bir ihtiyactan dolayr lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerini veren bir¢ok etkili metot gelistirilmistir.
Bu metotlarin ¢ogu sadece lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir.
Ciinkii bu metotlarin isleyisi “dengeleme terimi” olarak adlandirilan ve en yiiksek
mertebeden lineer terim ile en yliksek mertebeden lineer olmayan terimin

karsilastirilmasina dayanir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin dalga ¢dziimlerini bulmak igin
kullanilan ve ikinci boliimde analizleri yapilan metotlara bakildiginda temelde hepsi, ele
alinan kismi diferansiyel denklemi bir degisken doniisiimii altinda adi bir diferansiyel
denkleme doniistiirerek ¢oziime ulasma esasina dayanir. Bu metotlarin birbirlerinden
farkli olan tek tarafi segilen Riccati diferansiyel denkleminin ve dolayisiyla kullanilan

¢oziim fonksiyonunun farkli olmasidir. Ancak bazi metotlarda Riccati diferansiyel

!

denklemin yerine farkli denklemler alinarak ¢oziime ulasiimistir. Ornegin, o acilim

metodunda Riccati diferansiyel denklemi yerine ikinci mertebeden sabit katsayili adi
bir diferansiyel denklem kullanilmigtir. Bu sekilde denklemin segilmesi konusunda
bilim adamlarmin 6zgiir olmasi, bu ¢alismada bahsedilmeyen fakat literatiirde direkt
cebirsel metot ve keyfi denklem metodu olarak gecen metotlarin ortaya ¢ikmasina yol
acmistir. Bahsedilen metotlarin hepsi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
tasiyici dalga ¢ozlimlerini verir. Bu ¢oziimler igerisinde periyodik olan dalga ¢oziimleri

ayr1 bir yer tutar. Bu metotlarin hepsi dengeleme terimini bulma esasina dayandigindan
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dengeleme teriminin negatif olmasi durumunda ortaya ¢ikabilecek bazi giicliikler bu
metotlarin bir ¢ikmazi olarak goriilebilir. Ancak bu durum ile ilgili yapilan ve

yapilmakta olan ¢aligsmalar da vardir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri lineer denklemlere
gore daha zordur. Bu yiizden ikinci boliimde bahsedilen metotlar ile yukarida genisce
tanimin1 verdigimiz bir popiilasyonun bir habitattan digerine rastlantisal hareketinin
modellendigi ve daha oOnce bu metotlar ile ele alimmamis lineer olmayan kismi

diferansiyel CRWP denkleminin farkli analitik ¢oziimlerini elde ettik.
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