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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Lineer Olmayan Kuadratik Volterra
integral Denklemlerin Monoton Coziimleri” baglikli bu caligmanin bilimsel ahlak
ve geleneklere aykir1 diigsecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynakcada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Nazli KADIOGLU
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Damsman: Prof. Dr. O. Faruk TEMIZER

Dort boliimden meydana gelen bu ¢aligmanin ilk boltimiinde, integral denklemlerin
tarihsel geligimi verildi.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerin daha kolay anlagilmasmi saglayacak bazi
tanim ve teoremlere yer verildi.

Uciineti bolimde, nonkompakthik 6lciisit olarak adlandirlan ve integral
denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilan 6lgii tanitildi. Ayrica nonkompaktlik ol¢i
cesitlerinden olan Kuratowski ve Hausdorff 6lctileri tamitildi. Bu o6lciiler arasindaki
farklar ve iligkiler incelendi.

Son boltimde ise lineer olmayan kuadratik Volterra integral denklemler incelendi.
Ayrica bu boliim iginde verilen sabit nokta teoremi ve ikinci boliimde bahsedilen
nonkompaktlik 6lgiisiiniin de kullanilmasiyla bu denklem tipinin, [0, M] araliginda
tanimli, reel degerli ve siirekli tiim fonksiyonlardan olugan C10, M] klasik Banach
uzayindaki ¢oziimlerinin varligi ve monotonlugu incelendi. Sonrasinda ise sonuglarin
daha iyi anlagilmasini saglayacak bazi uygulamalara yer verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Volterra integral denklemleri, Nonkompaktlik 6lciisii,
Sabit nokta teoremi.
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In the first chapter of this work which consists of four chapters, historical
development of integral equations were given.

In the second chapter, some definitions and theorems were given to understand
following chapters more easily.

In the third chapter, a measure of noncompactness which is used for solutions
of integral equations was identified. In addition, two measures of noncompactness,
Kuratowski and Hausdorff, were introduced. Differences and relations between these
measures were also investigated.

In the last chapter, nonlinear quadratic Volterra integral equations were studied.
Moreover, the existence and monotony of solutions of nonlinear quadratic Volterra
integral equations in the classical Banach space C[0, M] consisting of all real
functions defined and continuous on the interval [0, M| were investigated by using
of the fixed point theorem and measure of noncompactness. Furthermore, in this
chapter, some applications were given to understand results more clearly.

KEY WORDS: Volterra integral equations, Measures of noncompactness, Fixed
point theorem.
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SIMGELER

Reel sayilar ctimlesi,

[0, 00) araligy,

Dogal sayilar ciimlesi,

I araliginda tanmiml, reel degerli, siirekli fonksiyonlarin
uzayl,

Supremum,

Infimum,

Banach uzayi,

T doniigiimiiniin tamim ctimlesi,

T doniigimiiniin goriinti ctimlesi,

E Banach uzayimin bostan farkli ve sinirl alt kiimelerinin
ailesi,

E Banach uzaymin bogtan farkli ve onkompakt alt
kiimelerinin ailesi,

A kiimesinin kapanisi,

A kiimesinin ¢apz,

x merkezli, r yarigaph agik yuvar,

x merkezli, r yarigaph kapal yuvar,

x merkezli, r yarigcaph yuvar yiizeyi,

X kiime merkezli, r yaricaph yuvar,

X1 ihtiva eden konveks kiimelerin en kiictigii,

X1 ihtiva eden konveks ve kapali kiimelerin en kii¢iigii,

2’in, € > 0 sayisina karsilik gelen stireklilik modiilii.



1. GIRIS

Integral igareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak
tanimlanan integral denklemler, nonlineer analizin onemli bir parcasidir. Bunun
nedeni bu denklem tiplerinin, uygulamali matematik gibi matematigin diger dallarin-
da ve gercek diinyayla ilgili problemlerin kargilagildigi, matematiksel fizik, mithendis-
lik, biyoloji gibi diger bircok bilim dalinda da uygulanabilmesinden kaynaklanmakta-
dir. Bu denklemler, matematiksel analizin giintimiiz diinya problemleri tizerine
uygulanmasinda da onemli bir yere sahiptir.

Integral denklem tabiri, ilk olarak 1888 yilinda Bois Reymond tarafindan
kullanilmigtir. Ayrica 1823 yilinda, Abel’in ¢alismasinda da bir integral denkleme
rastlanmaktadir. Bununla birlikte bu tip denklemlerin ilk kez 1872 yilinda Laplace
tarafindan kullamildigr gortilmektedir.  Bu denklemlere Laplace’in lineer fark

denklemleri ve integral denklemlerin ¢oziimiinde kullandig,

f(a) = /0 " e ma(y)dy

integral dontisimiinde rastlanmaktadir.

Integral denklemler, integral smirlarma gore Fredholm ve Volterra integral
denklemler adini alir. Fredholm integral denkleminde integralin sinirlar: sabitlerdir.
Volterra integral denkleminde ise integral smirlarindan biri degiskendir. Volterra
tipi integral denklemlere ait ilk caligmalar, 1860-1940 yillar1 arasinda yasamis olan
Italyan matematikci Vito Volterra tarafindan yapilmistir.

Bu caligmada
z(t) = a(t) + (Tx)(t)/o v(t,m,z(r))dr, tel=][0,M]

formundaki lineer olmayan kuadratik Volterra tipi integral denklemlerin ¢oziilebilirligi
incelendi. Bu tip denklemlerin ¢oziimiintin varhgi, 2. Boliimde verilen

nonkompaktlik 6l¢ii tekniginin kullanilmasiyla gosterildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boltimlerde kullanacagimiz bazi temel tanimlar ile teoremler

verildi.

2.1 Temel Tanimlar

Tanim 2.1.1. (Lineer Uzay) Bos olmayan bir L ciimlesi ve bir F' cismi verilmis
olsun. Eger x,y € L, X\ € F i¢in +(z,y) = x +y ve -(\,x) = Az ile tanamlanan
+:LxL— L, -:FxL — L fonksiyonlar, her x,y,z € L ve \,f € F i¢in
asagrdaki aksiyomlar: saglhyorsa, L cumlesine F' cismi uzerinde bir lineer uzay

(vektor uzays) denir, [1].
(a) v+y=y+u,
(0) (@ +y)+z=2+(y+2),
(¢c) Vx € L igin x + 60 = 0 + x = = olacak sekilde bir 6 € L vardar,
(d) Vx € L igin x + (—x) = (—x) + = = 0 olacak sekilde bir (—x) € L vardur,
(e) (A\+pB)x =z + Pz,
(f) Mz +y) = Az + My,
(9) (AB)x = A(Bx),
(h) lx = z.

Lineer uzay taniminda gegen bu F' cismine lineer uzayin skaler cismi, F'’nin
elemanlarina ise skaler denir. Lineer uzay yerine vektor uzayi1 deyimi de kullanilir.
Bu durumda, L’nin elemanlarina genellikle vektor denir. 6 bazen 0 ile de gosterilir.
+ ve - iglemlerine kisaca lineer uzay iglemleri de denir. Burada, (e) sartindaki +
semboliintin iki anlamda kullanildigina dikkat edilmelidir. Birinci taraftaki + igareti,

F deki toplamay1; ikinci taraftaki ise, L deki toplamay1 belirtmektedir. F' = R



olmasi halinde L’ye reel, F' = C olmasi1 halinde ise L’ye kompleks lineer uzay denir.
Burada, 6 ve (—x) € L elemanlarina, sirasiyla, L'nin birim elemam ve z € L’nin
toplama iglemine gore tersi denir. (h)’deki “1” ise F' cisminin ¢arpma iglemine gore

birim elemamdir.

Tanim 2.1.2. (Metrik Uzay) X, bos olmayan herhangi bir ciimle olmak tizere,
d: X x X — R fonksiyonu, Vx,y,z € X icin;

(M) d(z,y) > 0,

(M) d(z,y) =0z =y,
(M) d(z,y) = d(y, =),

(My) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

sartlarma saghyorsa, d’ye X iizerinde metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay
denir.

d fonksiyonu, (My), (M3) ve (My) aksiyomlar: ile birlikte
(M;) © =y =d(z,y) =0

sartine saghyorsa d ye yart metrik, (X, d) ikilisine de yart metrik uzay denir,

[2].

Tamim 2.1.3. (Normlu Lineer Uzay) X, bir lineer uzay olsun. ||-|| : X — R
fonksiyonu, Vx,y € X veVa € R i¢in asaqidaki sartlar saglyorsa, ||-|| fonksiyonuna
X dizerinde bir norm ve (X, ||-||) tkilisine de normlu lineer uzay veya kisaca

normlu uzay denir, [1].
(a) [zl =0,
(b) [lz] =0 & = =0,
() llaz|| = laf ||zl

(d) flz +yll < =l + ]l



Tanim 2.1.4. (Yakinsak Dizi) (x,,), (X, ||]|) normlu uzayinda bir dizi ve xy € X
olsun. lim, oo [|zn — 20|l = 0 ise (z,) dizisi xy noktasina yakwnsiyor denir ve
T, — To veya lim, o x, = x¢ seklinde gosterilir. n — oo i¢in ||x, — x| — 0 olacak

sekilde bir x € X wvarsa, (z,,) dizisine X 'te yakwnsak dizi denir, [3].

Tanim 2.1.5. (Cauchy Dizisi) (x,), (X,||'||) de bir dizi olsun. m,n — oo
iken; ||z — xn]| — 0 ise (bir baska ifade ile her € > 0 igin m,n > ny oldugunda,
|Tm — zn|| < € olacak sekilde en az bir ng sayist varsa) (x,,) dizisine Cauchy dizisi

denir, [3].

Tanim 2.1.6. (Tam Uzay) X normlu lineer uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak
|Zm — x|l = 0 (m,n — o) oldugunda, ||z, — x| = 0 (n — o0) olacak sekilde bir

r € X elemanimn var olmasy anlamindadar, [3].

Tamim 2.1.7. (Banach Uzay:) (X, |-||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi X
icinde bir noktaya yakinswyorsa, bu (X, ||-||) normlu uzayina tam normlu uzay veya
Banach uzayr denir, [3].

[a,b] araliginda tanimb, reel degerli ve strekli fonksiyonlarin C'|a, b lineer uzays,
|z|| = max {|z(t)| : t € [a,b]} normuna gdre bir Banach uzayidor.

(xn) C C'la,b] ve lim, o x, = x olmasi halinde, her € > 0 saysi i¢in m > N
oldugunda,

m(t) —x(t)| < ¢
ggﬁ@() w(t)]

olacak sekilde ’a bagh bir N dogal sayisi bulunacagindan, her t € |a,b] i¢in
|zm(t) —z(t)] < e

olur. Bu ise, C'[a,b] uzayindaki yakinsak bir dizinin aynit zamanda dizgiin yakinsak

oldugunu gdsterir, [4, syf. 36-37].

Tamm 2.1.8. Bir (X, ||-||) normlu uzay:, xy € X noktas: ve pozitif r sayist verilsin.
O zaman

B(zg,r) ={z € X : ||z — x| <1}



kiimesine xo merkezli v yaricaph ag¢ik yuvar,

B(xg,r)={z € X : ||xr — x| <1}
kumesine xq merkezli v yaricapl kapaly yuvar ve

S(xo,r) ={x € X : ||x — o] =7}
kiimesine ise xoy merkezli r yaricapl yuvar ylizeyi denir, [3].

Tanmim 2.1.9. (Operatér) X ve Y bos olmayan kiimeler ve D C X olsun. D 'nin
her bir elemanina Y ‘nin bir ve yalniz bir elemaniny karsilik getiren bir kurala D 'den
Y 'ye bir operator veya domusim denir. D cimlesinden Y ciimlesine tanimla
T operatorinin x’e karsilik getirdigi eleman T(x) ile gdsterilir. T operatdrinin
x € Di, T(z) € Y 'ye donistirdigini belirtmek icin, T : D — Y gosterimi
kullanilir.  Bu durumda; D ’ye, T operatorinin tanim kumesit denir ve genellikle

D(T) ile gosterilir.

R=R(T)={yeY:y=T(x), x€ D(T)}
kiimesine T' operatorinin gorunti kimesi denir. T operatorinin yaptigr bu islem,
X>DT) L RT)CY
seklinde veya kisaca T : X — Y biciminde gosterilir. Bu gosterimde,
D(T) # X veya R(T) #Y
olabilir, [3].

Tanim 2.1.10. (Bir Operatorin Bir Noktadaki Stirekliligi) X ve Y normlu
uwzaylar ve T : X — Y operatori verilsin. Asaqidakilerden biri saglandiginda, T

operatori (doniisimi) xo € D(T) noktasinda streklidir denir, [3].

(a) Ve > 0 igin 30 = d(g,29) > 0 vardir 5 = € D(T) ve ||z — x| < ¢ iken;
1T () = T(wo)l <,

(b) zo noktasima yakinsayan V(z,,) C D(T) dizisi igin lim,, o T'(x,) = T(z) dir.



Limit tanimina gore, T : X — Y operatoriintin xy € D(T) noktasinda siirekli

olmasi i¢gin x — x iken T'(z) — T'(xo) olmaldir.

Tanim 2.1.11. (Sdrekli Operator) X wve Y normlu uzaylar olmak iizere
T : X — Y operatéri D(T) nin her noktasinda strekli ise T operatéri D(T')

tizerinde streklidir denir, [3].

Tanim 2.1.12. (Diizgin Strekli Operator) X ve Y normlu uzaylar ve
T : X — Y operatori verilsin. ¥Ye > 0 i¢gin 36 = 6(¢) > 0 vardir > ||z —y|| < ¢
olacak sekildeki her x,y € D(T) i¢in ||T(x) —T(y)|| < € oluyorsa T ’ye D(T)

tizerinde diizgin streklidir denir, [5].

Tamim 2.1.13. (Esstireklilik) X C C'[a,b] olsun. Bu durumda, Ve > 0 sayisina
karsibk |ty —ta| < 0 egitsizligini saglayan her ti,ty € [a,b] ve her x € X igin
|z(t1) — x(t2)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayst varsa X kiimesine esstreklidir

denir, [6].

Tanim 2.1.14. (Swnerle Operator) X ve Y iki normlu uzay ve T : X — Y
bir operator olsun. Yx € D(T) i¢in ||Tz| < c||z|| olacak sekilde sabit bir ¢ > 0
sayst varsa T operatéri D(T) tzerinde swnarlidur denir. Eger D(T) = X ise T

operatorine sadece sinerly operatér denir, [3].

Tanim 2.1.15. (Lineer Operator) X veY ayni bir K cismi dzerinde iki lineer
uzay ve A : X — Y operatori verilsin. Eger D(A), X '’in bir alt uzay ise ve
Va,y € D(A) ve Va, B € K igin Alar + By) = aA(x) + BA(y) ise A operatirine

lineer operator denir, [3].

Tanim 2.1.16. (Topolojik Yaptr) X, bir kime ve 7 da P(X)’in bir alt kimesi
olsun. Eger asaqidaki aksiyomlar saglanirsa, T ’'ya X dzerinde bir topologi (topolojik

yapr) denir, [7].
(Tl) X, 0 cT

(Ty) 7’dan alinan herhangi sayida elemanin birlesimi 7’ya aittir. Yani, V(A4;);e;r C T

(I, herhangi bir indis ciimlesi) igin U;c;A; € 7 dir.



(T3) 7’dan alinan sonlu sayida elemanin kesigimi 7’ya aittir. Yani, V(A4;)es C 7 (J,

herhangi bir sonlu indis ctimlesi) i¢in N A; € 7 dir.

Tanim 2.1.17. (Topolojik Uzay) T topolojisi ile donatilmis X kimesine veya
(X, 1) ikilisine topolojik uzay denir, [7].

Tamim 2.1.18. (A¢ik Kime) 7’nin her elemamina, X ftzerinde T tarafindan

tanmimlanan topolojiye gore bir agik kime denir, [7].

Tanmim 2.1.19. (Kapals Kiime) X uzayina gore timleyeni agik olan kimeye T
tarafindan tamimlanan topolojiye gore kapaly kvume denir. Yani; F C X kapalis

Feer dr, [7].

Tanim 2.1.20. (Kapanig) X topolojik uzay ve A C X olsun. A’nin tim kapal

iist kiimelerinin arakesitine A’'min kapamaga denir ve A ile gosterilir, [7].

Tamim 2.1.21. (X, [|-||) normiu uzayinda agik kiimelerin bir ailesi D = (Dy)xea
olsun. Eger bir & C X kumesti icin E2 C Uxepa D)y oluyorsa D ailesine E kiimesinin
bir agik ortist denir. Eger Ag C A sonlu ve E C Uyep,Dy ise Do = (D)) xen,
ailesine E kiumesinin sonlu alt ortiusi ady verilir. E kiumesine orten D ailesinin

her kumesinin capr € > 0’dan buyik degilse D ortusine E kimesinin e-ortusi

denir, [3].

Tanim 2.1.22. (Kidmeler Aras: Uzaklik) (X,d) bir metrik uzay, A ve B de

X in bos olmayan ikt altkimesi olsun.
d(A,B) =inf{d(z,y) :x € A, y € B}
saysina A ile B arasindaki uzaklik denir, [7].

Tanim 2.1.23. (Bir Kimenin Capt) (X,d) bir metrik uzay ve X ’in bog olmayan
bir altkimesi A olsun. §(A) = sup{d(z,y) : z,y € A} saysina A kiimesinin ¢cap
denir. Eger §(A) < oo ise A’ya swnarl, 6(A) = oo ise sinarsiz kiime denir. §(A)

yerine, bazen diam(A) gésterimi de kullamlur, [7].

Tanim 2.1.24. (Kompakt Kiime) (X, ||||) vzayiman bir altkimesi E olsun. Eger

E kumesinin her acik ortisunin sonlu bir alt ortiusi varsa E kimesine X 'te kompakt



kiime denir. X kompakt bir kime ise (X, ||-||) normlu uzayina kompakt normlu uzay:

ady verilir, [3].

Tanim 2.1.25. (Dizisel Kompakt Kime) (X, |-||) uzaywmn bir altkimesi E
olsun. FE i¢indekit her dizinin, limite E’de olan yakinsak bir alt dizisi varsa E
kiimesine X ‘te dizisel kompakt kiime denir. Eger E kiimesinin E kapanisy X ‘te

dizisel kompakt kiime ise E ye X 'te dizisel énkompakt kiime denir, [3].

Tamim 2.1.26. (Onkompakt Kiime) (X,|-||) normiu uzayp ve E C X wverilsin.
Eger Ye > 0 sayist i¢in E kiimesinin sonlu sayida a¢ik yuvarlardan olusan €-0rtisi
varsa E kimesine X ’‘te onkompakt kiime (veya tamamen sinarly kiime) adi
verilir. Bazen de E kiimesinin E kapanisi X ‘te kompakt bir kiime ise E 'ye X ‘te bir
onkompakt kime denir, [3].

Tamamen simrlh bir kimenin simrh oldugu aciktir.  Yani tamamen sinarhilik,

swmarlhihk sartindan daha kuvvetlidir.

Tamim 2.1.27. (Kompakt Lineer Operatér veya Tamamen Strekli Lineer
Operator) X ve Y Banach uzaylarr ve A : X — Y operatéri verilsin. Eger
A operatori X uzayimin sinirly her kimesini Y uzayinin bir onkompakt kimesine
donistiriyorsa A’ya kompakt lineer operator veya tamamen strekli lineer

operator denir, [3].

Tanmim 2.1.28. (Konveks Hull) A C X oldugunda A’y iceren tim konveks
kiimelerin arakesitine A’nin konveks hull’v denir ve co(A) ile gésterilir. Eger
X bir topolojik vektor uzayn ise, o zaman A’y iceren, X in tum kapalt konveks
kiimelerinin arakesitine A’nin kapali konveks hull’u adv verilir ve ¢o(A) ile gdsterilir,
[8].

co(A) yerine bazen conv(A) veya konv(A) ifadeleri de kullanalr.

Tanim 2.1.29. (r-Ayrdabilirlik) (X,d) bir tam metrik uzay olsun. B, X'in
sinarle bir alt kimesi olmak tzere, tim x,y € B, © # y i¢in d(z,y) > r ise B
kiimesine r-ayrilabilirdir denir. Bu durumda B kimesi, X in bir r-ayrilabilir

kimesi olarak adlandvrilur, [11].



2.2 Temel Teoremler

Teorem 2.2.1. X ve Y ki normlu uzay olsun. T : X — Y lineer operatorinin
D(T) dizerinde simarl olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul T operatorinin D(T)

tizerinde strekli olmasidr, [3].

Teorem 2.2.2. (X, ||-||) normlu uzayr ve E C X wverilsin. E kimesi X 'te kompakt

ise, bu kime X ’te dizisel kompakt bir kiimedir, [3].

Teorem 2.2.3. (X, |-||) normlu uzay ve A C X olsun. x € A olmasu i¢in gerek ve

yeter sart A iginde x’e yakinsayan bir (x,) dizisinin olmasidur, [4].

Teorem 2.2.4. (a) Bir A kiimesinin konveks olmast i¢in gerek ve yeter sart
T,y Ty € Awe Y ity =1 olacak sekildekity, ..t, € [0,1]ler i¢in 3, tjz; € A

olmasidar.

(b) Eger {A;: i€ I} konveks kiimelerin bir ailesi ise, o zaman N;A; de konvekstir,

/s].

Teorem 2.2.5. Konveks iki kiimenin lineer terkibi de konvekstir. Yani, S ve T

konveks iki kime ve o ve B da iki skaler olsun. Bu durumda oS + 8T de konvekstir,
[6].

Teorem 2.2.6. D, sonsuz boyutlu normlu bir uzayda birim yuvar olsun. O zaman

D, 0 <t <1 olmak tizere tD nin sonlu sayrdaki dtelemeleriyle ortilemez, [9].

Teorem 2.2.7. (Mazur Teoremsi) Eger X kimesi bir Banach uzay ve K da X 'in
kompakt bir altkimesi ise coK kompakttur, [8].

Teorem 2.2.8. (Bolzano-Weierstrass) S, R ’nin sinarl bir alt kimesi ve sonsuz

elemanly olsun. O zaman S, en az bir yqilma noktasina sahiptir, [10].

Teorem 2.2.9. (Cantor Arakesit Teoremi) (Ay), R’'nin bostan farkl, kapals
altkimelerinin bir dizisi, oyle ki Ay sinarly ve her k i¢in A1 C Ay olsun. O zaman

A =2 Ay kesisimi bostan farkhdr, [10].

Teorem 2.2.10. Bir metrik uzayda kompakt bir kiime kapali ve sinarlider, [10].



Teorem 2.2.11. Kompakt bir E kumesindeki her dizi, E nin bir elemanina yakinsayan

bir alt diziye sahiptir, [10].

Teorem 2.2.12. Kompakt bir kiime onkompakttir, énkompakt bir kume sinirlidar.

Ayrica énkompakt bir kiimenin altkimesi de énkompaktter, [10].
Teorem 2.2.13. Bir (X, d) metrik uzayinda asagidaki sartlar denktir.
a) (X, d) kompakttur.
(b) X'deki her dizi, X in bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahiptir.

(¢) (X,d) tam ve énkompaktter, [10].

Teorem 2.2.14. A, (X, d) tam metrik uzayimin énkompakt bir alt kiimesi olsun. O

zaman A da kompakttir, [10].

Teorem 2.2.15. (Arzela-Ascoli) (X, d) bir kompakt metrik uzay olsun. C(X)’in
bir E altkiimesinin onkompakt olmasi icin gerek ve yeter sart sinwrl ve essurekli
olmasidir. E kumesinin kompakt olmasinin gerek ve yeter sarty ise sinarl, kapalr ve

esstrekli olmasidur, [10].
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3. NONKOMPAKTLIK OLCULERI

Operatorlerin kompakthigi, Schauder sabit nokta teoreminin ispatinda 6nemli bir
rol oynar. Bununla beraber operatorlerin kompakt olmadigi baz1 6nemli problemler
de vardir.

Schauder teoremini nonkompakt operatorlere genigletmek icin ilk adim G. Darbo
tarafindan verildi, [12, 1955]. Temel fikir, herhangi sinirh kiimeyi daha fazla kompakt
bir kiime i¢ine doniigtiiren operatorlerin yeni bir sinifin1 tanimlamaktir. “Bir kiime
daha kompakt bir kiime i¢ine doniigtiiriiliir” oOzelligini ifade etmek igin, baz
nonkompaktlik oOlgiilerinin tanimlanmasi gerekir. Bu sekildeki ilk olgii, Genel
Topolojinin belli problemleri ile baglantili olarak Kuratowski tarafindan tanimlandi,
[13, 1930]. Eger B bir metrik uzayin smirl bir kiimesi ise B ctimlesinin nonkompaktlik

olciisii
a(B) = inf {¢ > 0 : B, e-gaph sonlu sayida kiimeler ile ortiilebilir}

seklinde tanimlanair.

Darbo bu élgiiyti bazi k£ € [0,1) i¢in a(T(A)) < ka(A) sartim saglayan
k-kiime-daraltici operatorler adi verilen operatorlerin genis bir sinifina Schauder
teoremini genellegtirmek icin kullandi.

O zamandan beri bagka nonkompaktlik dl¢tileri tanimlanmaktadir. En énemlileri,

Gohberg, Gol’denshtein ve Markus [17, 1957] tarafindan tanitilan
X(B) = inf {e > 0: B, e-yaricaph sonlu sayida yuvar ile ortiilebilir}

Hausdorff nonkompakthik olgiisii ve Istratescu [18, 1972], Sadovskii [19, 1968] ve

diger yazarlar tarafindan diigtintilen
B(B) =sup{r > 0: B, sonsuz bir r-ayirimina sahiptir}

nonkompaktlik ayirim olgiisiidiir.
Nonkompaktlik oOlgiileri Banach uzaylarindaki operator denklemlerin teorisinde

¢ok faydali araclardir. Adi diferansiyel denklemleri, kismi tiirevli denklemleri, integral
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ve integro-diferansiyel denklemleri, optimal kontrol teoriyi, vb. igeren fonksiyonel
denklemlerin teorisinde ok sik kullamhrlar. Ozellikle onlardan tiireyen sabit nokta
teoremlerinin bir¢ok uygulamasi vardir. Bu konuya iligkin dikkate deger bir literatiir
vardir.

Son yillarda, nonkompaktlik olgiileri, sabit nokta teoremi icin ilging olan Banach

uzaylarinin yeni geometrik ozelliklerini tanimlamak i¢in de kullanilir.

3.1 Bir Nonkompaktlik élgﬁsﬁnﬁn Genel Yapisi

Bu boliimde bir metrik uzaydaki nonkompaktlik ol¢iisii kavrami aksiyomatik
olarak verilmistir. Aksiyomatik yaklagimin, nonkompaktlik 6lglisiinti anlamada en
iyi yol oldugu goriiliir. Acgikga ayni olmasi gerekmeyen cesitli aksiyom sistemlerini
kullanmak mtumkiindiir. Aksiyomlarin kiimesi iki gerekliligi saglamalidir; birincisi,
dogal gercgeklige sahip olmasi ve ikincisi, uygulamalar i¢in faydali ara¢ olmasidir.

[20] ve [21] kitaplarinda, aksiyomatik olarak, Banach uzaylarindaki
nonkompaktlik olciilerini tamitan iki farkli yapi verilir. Ama buna ragmen, bir
nonkompaktlik ol¢ii kavrami temelde metrik uzaylarda tanitildi ve bu tezde uzaylarin

bu sinifi igin ise aksiyomatik tanim verildi.

Tanim 3.1.1. (X, d) bir tam metrik uzay ve f8, X ’in stnarl bitin alt kiimelerinin
ailesi olsun. Bir ¢ :fi— [0,+00) dénisimi, eger asaqidaki sartlart saglarsa X 'de

tanmimle bir nonkompaktlik olgiist (kompaktsizlik 6lgiisi) adina alir.
(a) Regiilerlik: ¢(B) =0 < B bir dnkompakt kimedir.
(b) Kapams altinda degismezlik: ¢(B) = ¢(B), VB €f
(¢) Yari-toplamsallik: ¢(By U Bs) = max {¢(By), p(B2)}, VB1 €f, VBy €8
Bu aksiyomlardan, agsagidaki ozellikler hemen c¢ikartilabilir.
(1) Monotonluk: By C By = ¢(B;) < ¢(B>)
(2) ¢(B1 N By) <min{¢(By),d(Bs)}, VB €8, VB, €8

(3) Non-singiilerlik: B sonlu bir kiime ise o zaman ¢(B) = 0 dur.
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(4) Genellestirilmig Cantor Arakesit Teoremi: {B,}, X’in bog olmayan, kapal ve
sirh alt kiimelerinin azalan bir dizisi ve lim,, ., ¢(B,) = 0 ise o0 zaman tiim

By ’lerin B, arakesiti bogtan farkli ve kompakt bir kiimedir, [11].

Ispat. Bu ozelliklerden sadece (4)'ii ispatlayahm. {z,}, her n € N icin z, € B,
olacak sekilde bir dizi olsun ve C,, = {x; : i > n} ile verilen kiimelerin azalan bir {C,, }
dizisini  diigiinelim. Agik olarak her n € N i¢in C, <C B, ve
o(C1) = ¢(Cp) < ¢(B,,) dir. Gergekten Ornegin Cs C Bj oldugunu gosterelim.
Bunun igin C5 = {5, xe, o7, ...} kilmesinden alman herhangi bir z;, (i = 5,6, ...)
elemaninin  By’te oldugunu gostermeliyiz. B, azalan bir dizi oldugundan
By D ...D By D Bg D By D ... ve ayrica x5 € Bs, v € Bg, v7 € By, ... oldugundan
x5, Tg, T7,... € By olur. Buradan C5 C Bj elde edilir. Her n € N i¢in C,, C B,
oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. Jimdi de yari-toplamsallik ve non-singiilerlik

ozelliklerini kullanarak ¢(C1) = ¢(C,,) oldugunu gosterelim.

o(C1) = o({x1, 22y oy T U, Tpaa, o))
= Inax {¢({$17 L2y yeeny xn—l})v ¢({£En, Tni1, })}

Sonlu kiimenin 6lgiisi 0 oldugundan ¢({zy,za,,...,x,-1}) = 0 dir. Ayrica
{Tn, Tny1, ...} = Cp, yani ¢({xp, Tpi1,...}) = ¢(C,) dir ve ¢(C,,) > 0 oldugundan

o(Cy) = ¢(C,,) olur.
lim,, 00 ¢(B,,) = 0 oldugundan ¢(Cy) = 0 dir. Gergekten;

0<¢(Ch) <¢(Bn) = 0< Jim ¢(Ch) < Jim ¢(Bn) = 0 < ¢(C1) <0=¢(C1) =0

dir ve boylece {z,,} 6nkompakt bir kiimedir. Z, {x, }’in bir alt dizisinin limiti olsun.
Agik olarak her n € N i¢in z € B, dir ve buradan B, # @ dir. Zira T, B, lerin
herbirine ait oldugundan z € N, B,, = By dur.

Ustelik, her n € N icin ¢(By) < ¢(B,) oldugundan ve lim,_, ¢(B,) = 0
oldugundan ¢(By) = 0 elde ederiz ve boylece B, kapali bir kiime oldugundan
kompakttir. O

Ayrica, X bir Banach uzay1 ise ¢ nonkompaktlik ol¢iisii baz ilave o6zellikleri de

saglayabilir. Simdi bunlarin bazilarini verelim:
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(5) Yari-homojenlik: Herhangi bir ¢ sayisi ve B €8 i¢in ¢(tB) = |t| ¢(B) dir.
(6) Cebirsel yari-toplamsallik: ¢(By + Bs) < ¢(B1) + ¢(Bs), VB €8, VB, €8

(7) Oteleme altinda degismezlik: Herhangi zo € X ve B €B icin ¢(zo+ B) = ¢(B)
dir.

8) Lipschitzyenlik ozelligi: |¢(B1) — ¢(B2)| < Lgp(Bi, Bg) dir. Burada p,
¢

Hausdorff yari-metrigini gosterir:

p(Bi,By) :inf {e >0: By C B +¢eB(0,1), By C By +¢B(0,1)}

(9) Siireklilik: Her B €8 ve her £ > 0 i¢in, bir § > 0 vardir, &yle ki p(B, By) < 0
esitsizligini saglayan tiim Bj’ler i¢in |¢(B) — ¢(By)| < € dur.

(10) Konveks hull’a gecis altinda degigmezlik: Her B €8 i¢in ¢(co(B)) = ¢(B) dir,
[11].

Ornek 3.1.1. Her X metrik uzaynda

0, B onkompakt ise
¢(B) =

1, diger durumlarda

dontustimi,  diskret monkompaktlik  olgtist  olarak  adlandirilan  bir
nonkompakthk ol¢usidur. X in Banach uzay: olmast halinde, bu ol¢iu cebirsel olarak
yari-toplamsaldir ve otelemeler ve konveks hull’a gegis altinda degismezdir ve ne
yari-homojen ne de sireklidir, [11].

Ornekteki ¢ nin nonkompakt 6l¢ii oldugunu gostermeye calisalim:

(a) ozelliginin ¢’nin tamwmindan dolayr saglandige kolayca gorilir. — Yani,
¢(B) =0 & B bir énkompakt kiimedir.

(b) B énkompakt ise ¢(B) = 0 dwr. B dénkompakt oldugundan B kompakt
dolaspswyla da B onkompaktter. Buradan ¢(B) = 0 olur. Yani ¢(B) = ¢(B)
dur. Diger taraftan, sayet B dnkompakt degilse kompakt da degildir ve B kompakt
degildir. Boylece (B) = ¢(B) =1 dir.

(c) ézelligi de saglanwr. Gergekten,
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(i)

(i)

(iii)

By ve By onkompakt ise: By U By de énkompakttir. Buradan ¢(By U By) = 0
olur. Ayrica ¢(B1) = ¢(Bz) = 0 dur. O halde ¢(B1UB2) = max {¢(B1), ¢(B2)}

olur.

By ve By dnkompakt degil ise: 3e’ i¢in By (veya Bsy) nmin sonlu bir értisi
yoktur. Bg, &' i¢in sonlu drtiye sahip olsun. By’in sonlu ortist olmadigindan
B1UB,y de sonlu bir ortuye sahip olamaz. Yani ByUBy C U™ D; olacak sekilde
{D;: i=1,2,..m} yoktur. Buradan ¢(B; U Bs) = 1 olur
d(By) = ¢(Bs) =1 oldugundan ¢(By U By) = max {¢(By), ¢(Bs2)} dir.

By dnkompakt degil, By onkompakt ise: By onkompakt olmadigindan 3e’ igin
sonlu bir ortisi yoktur. By énkompakt oldugundan Ve i¢in sonlu ortiye sahiptir.
Dolayisiyla By U By, 3e’ igin sonlu bir ortiye sahip olamaz. Bu nedenle
¢(B1 U By) = 1 olur. Ayrica ¢(B1) = 0 ve ¢(By) = 1 oldugundan
¢(B1 U By) = max{¢(B1),p(Ba)} elde edilir.

By in onkompakt, Bs’nin onkompakt olmadigr durum icin de benzer islemler

yaprlor.

Buraya kadar ornekteki ¢ nin bir nonkompakt 6lci oldugu goriulmis olur. Sitmdi

de ¢ 'nin (6) ozelligini sagladiginy gérelim.

Yam', B+ By = {bl + bQ : b1 < Bh bg € BQ} zgm ¢(Bl + Bg) < ¢(Bl) + QS(BQ)

oldugunu gorelim:

(i)

(i)

By ve By onkompakt ise: Ve > 0 icin By C Uf;lCi ve By C UfilDi oyleks
max {ky, ko} = ko diyelim. Vb; + b;- € By + By i¢in: b; € By we b; € By
olup, Vb; € By i¢in 3C; vardir > b; € C; wve Vb;- € By i¢in AD; vardwr
> V; € D; dir. Buradan bj +V; € C; + D; dir. b; +V; € U2, (C; + D;) 3
(1t =ki+1,.... ko) icin C; # @ ve C; + D; = E; denirse) By + By C UfilEi
buradan da By + By nin dnkompakt oldugunu, yani ¢(By + Bs) = 0 oldugunu
soyleriz. Ayrica ¢(By) = ¢(Ba) = 0 oldugundan sézkonusu egitsizlik saglanar.

By ve By dnkompakt degil ise: Durum agikardir. Ciinki ¢(B1) = ¢(Bs) = 1,
d(B1) + ¢(By) = 2 ve By + By dnkompakt olmadige icin ¢(By + By) = 1

olacagindan 1 < 2 olur. Boylece sozkonusu esitsizlik saglanmas oldu.
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(iii) By onkompakt degil, By dnkompakt ise: Aymi sekilde ¢(By) = 1, ¢(Bs) = 0
ve buradan ¢(By) + ¢(B2) = 1 olur. Ayrica By + By dnkompakt olmadigu i¢in

d(By + Bs) =1 olur ve sézkonusu egitsizlik saglanmas olur.

Buraya kadar ki kisimda herhangi bir nonkompaktlik olctisti aksiyomatik yoldan
tanitilip, saglayabilecegi bazi ozelliklerden bahsederek bir ornek verildi. Bundan

sonra ise daha ilging olan iki tane nonkompaktlik 6lgiisti tanimlanacaktir.

3.2 Kuratowski ve Hausdorff Nonkompakthk C)lgijleri

Bu boliimde Kuratowski ve Hausdorff nonkompaktlik 6lgiileri tanimlanip, temel
ozellikleri verilecektir. Bilindigi gibi B €8 bir onkompakt kiime degilse, en az bir
e > 0 vardiwr, 6yle ki B, e-gaph sonlu sayida kiime (veya e-yarigapl sonlu sayida

yuvar) ile ortiilemez. Boylece agagidaki tamm verilebilir.

Tanmim 3.2.1. (X,d) bir tam metrik uzay ve f, X ’in siarl biitin alt kiimelerinin
ailesi olsun. Her B €8 icin o (Kuratowski) ve x (Hausdorff ) nonkompakthk él¢iileri
asagqrdaki sekilde tanimlanar, [11]:

a(B) =inf {e > 0: B, ¢ap1 < € olan sonlu sayida kime ile ortilebilir}

X(B) =inf {e > 0: B, yaricapr < £ olan sonlu sayrda yuvar ile ortilebilir}

Uyar:1 3.2.1. (a) Bilindigi gibi bir B kiimesinin ¢apr diam(B) ile gdsterilen
sup{d(z,y) : * € B, y € B} sayisudir ve diam(2) = 0 dir. X ’in bos olmayan
simarle her B alt kimesi i¢in 0 < a(B) < diam(B) < 400 oldugu ve B’nin
bos bir kiime veya sadece bir noktadan olusan bir kiime olmasinin gerek ve
yeter sartinan diam(B) = 0 oldugu a¢iktir. Capwn diger bazi dnemli ézellikleri

sunlardr:

(i) By C By ise diam(By) < diam(By) dir.
(ii) diam(B) = diam(B)
(iti) Cantor Arakesit Teoremi: {B,}, X 'in bos olmayan, kapali ve sinirly alt

kiimelerinin azalan bir dizisi ve lim,_,o, diam(B,) = 0 ise o zaman tim

B, lerin By, arakesiti bostan farkly ve sadece bir tek noktadan olusur.
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Ayrica X, bir Banach uzay ise, o zaman:

(iv) Herhangi bir t reel sayisi i¢in diam(tB) = |t| diam(B) dir.
(v) Herhangi bir x € X i¢in diam(x + B) = diam(B) dir.
(vi) diam(By + Bs) < diam(B;) + diam(Bsz) dir.

(vii) diam(co(B)) = diam(B) dir.

Gergekten, (1)-(vi) arasy bilinendir. (vii) 'yt gormek i¢in x,y € co(B) diyelim.

O zaman x;,y; € B i¢in x = Ztixi ve y = Zsjyj dir. Zti =1 ve Zsj =1 dir.

i=1 j=1 i=1 j=1
Boylece,

e =yl = || > tiwi =Y sju;
i=1 j=1
= Zzsjtll'l — Zztisjyj

j=1i=1 i=1 j=1

< tisj |l — |

j=11i=1

< dmm(B)Zm:Zn:tisj

j=1i=1

= diam(B)

ve buradan diam(co(B)) < diam(B) dir. Fgitsizligin tersi de ac¢ik oldujundan

(vii) 'min dogrulugu saglanar.
(b) Bir X Banach uzayindaki,
BCS+eB(0,1)={s+¢cb: s€ S, be B(0,1)}

ise B’nin bir “e-neti” olarak adlandirilan bir S C X kimesini hatwrlayalim.

Boylece, Banach uzaylarindaki x-ol¢tisunin tanime asagqidakine ozdes olur:

X(B) =inf{e > 0: B, sonlu bir e-nete sahiptir} .

(¢ ) Agik olarak, her iki tanimda "<” egitsizlikleri ”<” olarak alinabilir, [11].
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Sonraki ozellikler, a ve x icin ortaktir ve bu yiizden ikisini de ifade etmek i¢in
¢ kullanilacaktir. Bu ozellikler, tanimlardan hemen ¢ikar ve her iki doniigimiin

Tanim 3.2.1°deki nonkompaktlik olc¢lisii oldugunu gosterir.

Onerme 3.2.1. ¢, a veya X yi gostersin. O zaman herhangi X tam metrik uzaiy

icin asaqrdaki ozellikler saglanr:
(a) Regiilerlik: ¢(B) =0 < B énkompakttur,
(b) Kapams altinda degismezlik: Tiim B €p’ler i¢in ¢(B) = ¢(B),
(c) Yari-toplamsallik: ¢(By U By) = max {¢(By), ¢(B2)}, VB, By €,
(d) Monotonluk: By C By = ¢(By) < ¢(Bs),
(¢) ¢(B1N By) < min{¢(B1), ¢(Bs)}, VB1 €8, VB, €,
(f) Non-singiilerlik: B sonlu bir kiime ise o zaman ¢(B) =0 dur,

(9) Genellestirilmis Cantor Arakesit Teoremi: {B,}, X ’in bos olmayan, kapalr ve
sinarle alt kiimelerinin azalan bir dizisi ve lim,,_,o ¢(B,) = 0 ise o zaman tim

B, lerin By, arakesiti bos olmayan ve kompakttar.
Eger X bir Banach uzay: ise, o zaman su tlave ozellikler de saglanabilir:
(h) Yari-homojenlik: Herhangi t reel sayist ve B €8 i¢in ¢p(tB) = |t| ¢(B) dir,
(i) Cebirsel yari-toplamsallik: ¢(By + Bs) < ¢(B1) + ¢(B2), VBy €8, VB, €,

() Oteleme altinda dedismezlik: Herhangi xo € X ve B €f8 igin o(zro+B) = ¢(B)

dir,

(k) Lipschitzyenlik ézelligi: |¢(B1) — ¢(Ba)| < Lyp(Bi, By) dir. Burada L, =1,
Lo, = 2’dir ve p, Hausdorff yari-metrigini gosterir (Bkz. syf. 14, (8) éz.),

(1) Sireklilik: Her B €8 ve her € > 0 i¢in, bir § > 0 vardwr, dyle ki p(B, By) < 0
esitsizligini saglayan tim By ler icin |¢p(B) — ¢(B1)| < € dur, [11].
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Bu nonkompaktlik olgiilerinin bazi daha az asikar 6zellikleri sonraki teoremlerde

elde edilmektedir.

Teorem 3.2.1. Kuratowski ve Hausdorff nonkompaktlik ol¢iileri konveks hull altinda

degismezdir. Yani ¢(co(B)) = ¢(B) dir.

Ispat. Biz sadece ¢’'nin o’ya esit alinmasi halindeki o(B) = a(co(B)) oldugunu
ispatlayacagiz (¢'nin x’ye egit alinmasi halinde ispat aynidir).

B C co(B) oldugundan «a(B) < afco(B)) elde ederiz. Karsit olarak
a(co(B)) < a(B) oldugunu gosterelim. Gergekten, her € > 0 igin B’nin sonlu bir
{B1, By, ..., B, } ortusii vardir, oyle ki ttim ¢ = 1,2, ..., n i¢in diam(B;) < a(B) + ¢
dur. diam(co(B)) = diam(B) oldugundan, her B; kiimesinin konveks bir kiime

oldugunu farzedelim.

o= {(AI,AQ,...,AH) ER™: D> Ni=1,A2>0,Vi= 1,2,...,n}

=1

olarak tanimlansin ve her A € o igin A(\) = Z)"'Bi olsun.
i=1

Onerme 3.2.1’den
al(A(N) < i)\ia(&)
< zn:)\idz'am(Bi)
< Zn:Ai(a(B) +¢)
= (a(B) + s)i)\i
= a(B)+¢ )

dur.
Simdi Uyes A(A) kilmesinin konveks oldugunu gosterelim.
z=te+(1—t)yven=tA+(1—t)polsun. 0 <t < 1,2 € A(\) vey € A(n) iken

z € A(n) oldugunu ispatlamak yeterlidir. Gergekten, x = Z/\Z-m,- ve y = ZM‘%’
i=1 i=1
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dir. Burada A = (A1, Ao, ..., \n) € 0, o = (p1, fha, -, b)) € 0 ve her i = 1,2, ..., n i¢in
xi,y; € B; dir. .
z mnoktasmin z = Zmzi formunda yazilabildigi goriilebilir. Burada
zi = piwi + (1 — pi)y ve -
tAi/ni,  mi >0 ise
0 , n; =0 ise

dir.

Boylece, n € o ve B; konveks bir kiime oldugundan z; € B; i¢gin z € A(n) dir.
Dolayisiyla Uye, A(A) konvekstir.

Simdi sonucu ispatlayabiliriz.

B C U B; C Uxer A(N) ve Uye, A(A) konveks oldugundan co(B) C Uyes A(N)
olur. Qiinkii hem co(B) hem de Uye,A(N), B’yi kapsayan konveks kiimelerdir.
Ancak co(B), B’yi kapsayan en kiicilk kapali konveks kiime oldugundan
co(B) C UxesA(N) dur.

o kiimesi kompakt oldugundan, verilen bir ¢ > 0 sayist icin o’da A1), ... A(™)

sonlu sayida nokta vardir ki VA € o i¢in min{”)\ — )\(i)Hl S 1,...,m} < e/M

dir. Burada M = sup{|jz||: z € B;,;i=1,2,...,n} < +oo dur ve ||z|; = Z | ;]

=1
olarak tammlanmigtir. Boylece, © € Uy, A(N), © = Z)\i:pi, A >0, Z)‘i =1
ise Z |>\z~ — )\ﬂ < ¢/M olacak gekilde j € {1,2,...,m} vardir. = = Z)\f%’z dersek,
i=1 i=1

n
lz =z <> |\ = M [las]| < & ve buradan
=1

co(B) C U™ (A\D) +£B(0,1))

olur.
Boylece
a(co(B)) < max {a(A\D)) + a(eB(0,1))} < a(B) + ¢ + 2¢
ve e'un keyfi olarak segildigi diisiiniiliirse, a(co(B)) < «(B) elde edilir, [11]. O
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Teorem 3.2.2. B(0,1), bir X Banach uzayinda birim yuvar olsun. Eger X sonlu
boyutlu ise «(B(0,1)) = x(B(0,1)) = 0, aksi takdirde «(B(0,1)) = 2, x(B(0,1)) =1
dir.

Ispat. X sonlu boyutlu bir Banach uzayi ise, sonug, o ve xy nonkompaktlik olciilerinin

regiilerliginden aciktir. Ciinkii sonlu boyutlu bir uzayin birim yuvar1 énkompakttir.
Sonsuz boyutlu durumu goz oniine alalim. Ik 6nce y icin sonucu ispatlayalim.

Agik olarak x(B(0,1)) < 1 dir. Farzedelim ki x(B(0,1)) =7 < 1 olsun. r +¢ < 1

olacak sekilde £ > 0 secelim. X'de z1, xo, ..., x,,, vardir, oyle ki
B(0,1) C UL B(z, (r+¢)) = Uit (. + (r +2)B(0,1))

dir.

x nonkompaktlik Ol¢tistiniin ¢,d,j ve h ozelliklerinden,

r=x(B(0,1))
< x (UL (zk + (r +)B(0,1)))
=max {x(zx + (r+¢)B(0,1)),k=1,...,m}
= x((r +¢)B(0,1))
= (r+e)x(B(0,1))

=r(r+e)

dur ve bu 7 = 0 demektir. Ciinkii r < r? ve 0 < r < 1 oldugundan r = 0 olmak
zorundadir. Buradan y(B(0,1)) = 0 dir ve boylece B(0, 1) énkompakttir. Bu X
uzaymin sonsuz boyutlu olmasiyla geligir. Bu yiizden x(B(0,1)) = 1 dir.

« i¢in sonucu ispatlamada, antipodesteki Borsuk-Lyusternik-Shnirelman teoremini
kullanacagz, (Bkz. [22, syf. 100, Teorem 2.6.]).

“Eger S,(0,1) n-boyutlu normlu bir uzayda birim kiire ve Ay (kK = 1,...,n)
bu uzaym kapali alt kiimeleriyle S,,(0,1)’in bir ortiisii ise o zaman Aj, kiimelerinin
en az bir tanesi uzaklik bakimindan iki karsit nokta igerir, oyle ki
diam(Ay) > diam(S,(0,1)) dir”.

diam(B(0,1)) = 2 oldugundan, «(B(0,1)) < 2 oldugu agiktir. Farzedelim ki

a(B(0,1)) < 2 olsun. O zaman, tim k& = 1,..,n i¢in diam(B) < 2 olacak
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sekilde X’in sonlu sayida {Bj, B, ..., B, } kapal alt kiimelerini bulabiliriz, 6yle ki
B(0,1) C Up_, By dir. Simdi keyfi n-boyutlu bir X,, alt uzay: ile B(0,1) parcasi
alarak ve Ay = By N X, alarak antipodesteki teoremle celigkiye diistiik, [11]. O

a ve x konveks hull altinda invaryant kaldigindan, asagidaki 6zellik elde edilir:

Sonug 3.2.1. S(0,1), bir X Banach uzayinda birim kiire olsun. Eger X sonlu
boyutlu ise «(S(0,1)) = x(S(0,1)) = 0, diger durumlarda o(S(0,1)) = 2,
x(S(0,1)) =1 dir, [11].

ispat. ¢, a ve x nonkompaktlik olciilerini gostersin. Konveksligin tanimi geregi,
co(S(0,1)), S(0,1)i kapsayan en kiigilk konveks kiime oldugundan
co(S(0,1)) = B(0,1) olur. Yani ¢(co(S(0,1))) = ¢(B(0,1)) dir. Aym zamanda

nonkompaktlik  Olgiilerinin ~ (b) Ozelliginden ¢(B(0,1)) =  ¢(B(0,1)) ve
Teorem 3.2.1’den ¢(co(S(0,1))) = ¢(S(0,1)) dir. Buradan ¢(S(0,1)) = ¢(B(0,1))
elde edilir. ]

Teorem 3.2.3. Kuratowski ve Hausdorff nonkompaktiik ol¢iilert arasinda

X(B) < a(B) <2x(B)

egitsizlikleri gegerlidir, [11].

Bu esitsizlikler, biitiin sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin sinifinda olabilecek en

iyi durumdur.

Ispat. Ilk esitsizlik o ve y'nin tammlarimdan aciktir. Ikinci esitsizligin kesinligi
Teorem 3.2.2’den goriiliir. Asagidaki 6rnek de ilk esitsizligin kesinligini gosterir.
B = {er: k> 1} ¢y’da standart baz vektorlerinin kiimesi olsun. Her i # j igin
le; —ej]] = 1 oldugundan «a(B) = 1 dir. Diger yandan, x(B) = 1 dir. Ciinki
B’nin herhangi sonsuz alt kiimesinin ¢y'in herhangi bir elemanina uzakligi 1'den

daha kiiciik olamaz. O]

Uyar1 3.2.2. Genellikle o« ve x 'nin farkls nonkompakthk ol¢ileri oldugu distnilse

de, bazi Banach uzaylarinda bu ki ol¢unun arasinda direkt bir baglant: bulabiliriz.
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Ornek 3.2.1. (>, supremum normu ile tium simarl reel dizilerin uzay ve A, (% da
swarly bir kiime olsun. O zaman «(A) = 2x(A) dur.

Gergekten, her metrik uzayda a(A) < 2x(A) oldugunu biliyoruz. e keyfi pozitif
bir sayr ve Ay, Ag, ..., A, {*°da kimeler olsun, oyle ki A, Ul_,A; dedir ve
diam(4;) < a(A) + e dur. Herbir k € N igin of = inf {z¥: z = (27);en € 4},
BF =sup {a*: = (27)jen € Aj}, F = akTJFB, ¢; = (c))jen ve Bi = B(c;, 247
olsun. A; C B; oldugunu gormek kolaydur. Béylece x(A) < % dir ve ¢ — 0 i¢in
2x(A) < a(A) elde edilir ve ispat tamamlanar, [11].

Hausdorff nonkompaktlik ol¢iisiiniin faydali bir 6zelligini elde etmek i¢in agagidaki

lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 3.2.1. X Banach uzayimin A, B ve C' alt kiimeleri verilsin. Farzedelim ki

B konveks ve kapali, C' sinirly ve A+ C C B+ C olsun. O zaman A C B dir.

ispat. a, A'nin bir elemani olsun. a’'min B’ye ait oldugunu gostermeliyiz. Verilen
herhangi ¢; € C eleman i¢in a 4+ ¢; € B + C' oldugu bilinmektedir. Yani b; € B
ve ¢g € C' vardir, 6yle ki a + ¢; = by + ¢5 dir. Aym sabepten ¢y, C’de oldugundan,
by € B ve c3 € C vardir, oyle ki a + ¢y = by + ¢3 diir.

Islem benzer sekilde tekrarlanarak, 6zetle ilk n esitsizlik elde edilir:

n+1

na + Zn:ci = zn:bi + ch-
i=1 i=1 i=2

1 — c c

+1 1

a:—gbi—k" - —

n4 n n
=1

n

B konveks oldugundan her n € N i¢in d,, = %Zbi, B’ye ait olur. Ayrica hem <
i=1

hem de C”% orjine gider, ¢iinkii C' sinirhdir. Boylece d,,’in a’ya yakinsadigi sonucunu

¢ikarabiliriz. B kapali oldugundan sonug olarak a € B'dir, [11]. ]

Teorem 3.2.4. x(B(A,r)) = x(A) +r dir. Burada B(A,7r) = UgeaB(x,r) dir.

Ispat. B(A,r) = A + rB(0,1) oldugundan, x fonksiyonunun ozelliklerinden
X(B(A,r) < x(A) + r dir. Gergekten (h) ve (i) Ozelliklerinden
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X(A +rB(0,1)) < x(A) + x(rB(0,1)) = x(A4) + rx(B(0,1)) = x(A) + r dir.
Esitsizligin tersini ispatlamak i¢in, x'nin tanimindan, herhangi r; > x(A+7rB(0, 1))
sayist icin sonlu bir H kiimesinin mevcut oldugunu anlariz, oyle ki

A+rB(0,1) C H+rB(0,1) dir. Boylece
A+rB(0,1) Cco(H) + (r, —r)B(0,1) + rB(0, 1)

olur.

Konveks iki  kiimenin  lineer  terkibi ~de  konveks oldugundan,
co(H) + (1, — r)B(0,1) konvekstir ve ayrica bu kiime kapall da oldugundan,
Lemma 3.2.1, A C c(H) + (11 — r)B(0,1) oldugunu gosterir ve dolayisiyla
X(A) < x(H)+ri —r = r; —r olur. Boylece, x(A) +r < ry dir ve 1,
xX(A + 7rB(0,1))’den daha biiyiikk olan keyfi bir say1 oldugundan
X(A)+r < x(A+rB(0,1)) = x(B(A,r)) elde edilir. Bu esitsizlik de ispat1 tamamlar,
[11]. O

Son olarak, Kuratowski nonkompaktlik olciistini kullanarak genellegtirilmis

Arzela-Ascoli teoremini ispatlayalim, [11].

Teorem 3.2.5. X bir Banach uzay, D C R™ kompakt ve B C C(D; X) sunarl ve

esstrekli bir kiime olsun. O zaman o(B) = sup,cp o ({z(t) : = € B}) dir.

ispat. u > a(B) olsun. O zaman sonlu sayida My, Ms, ..., M,, kiimeleri vardir, dyle
ki heri=1,2,...,p i¢in M; C C(D; X), diam(M;) < p ve B C UY_ M; dir.
Boylece her t € D i¢in {x(t) : =z € B} Cc U_ {z(t) : = € M;} dir ve
diam ({z(t) : z € M;}) = sup {||z(t) — 2/ ()|} < diam(M;) <
z,x’'€M;
diir. Dolayisiyla her t € D igin « ({x(t) : « € B}) < p diir ve buradan
sup{a ({z(t): z € B})} < a(B)
teD
dir.
Simdi egitsizligin tersini ispatlayalim. B egsiirekli ve D kompakt bir kiime
oldugundan, verilen ¢ > 0 i¢in D’de sonlu sayida ti, 19, ..., t, noktalar1 bulabiliriz,

oyle ki herhangi t € D igin {x(t): x € B} Cc U_, ({z(t;) : = € B} + B(0,¢)) olur.
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Ayrica, > sup,ep {a ({z(t) : = € B})}ise sonlu sayida My, My, ..., M}, kiimeleri
bulabiliriz, oyle ki diam(M;) < p ve Uj_{z(t;): z € B} c U'_ M, dir. B,
{z € B: x(t1) € Mj,, ...,x(t,) € M;, } sonlusayidaki kiimelerin birlesimi oldugundan
ve bu kiimeler p + 2¢ dan daha kiigiik bir ¢apa sahip oldugundan a(B) < p + 2¢

elde edilir ve boylece sonuca ulagihr, [11]. O
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4. VOLTERRA TIPI KUADRATIK
INTEGRAL DENKLEMLERIN BIR SINIFININ
MONOTON COZUMLERI

Integral denklemler ve integral operatorlerin teorisi nonlineer analizin énemli
bir parcasidir. Bunun nedeni bu teorinin, matematigin diger dallarinda ve gercek
diinyayla ilgili problemlerin karsilagildigi; matematiksel fizik, miihendislik, iktisat,
biyolojide de stirekli olarak uygulanabilmesi gergeginden kaynaklanmaktadir.

Bu bolimde, Volterra tipi kuadratik integral denklemlerin bir simifinin
¢oziilebilirligi ele alindi. Kapali ve sinirli bir aralikta tanimh ve siirekli olan reel
degerli fonksiyonlarin Banach uzayinda, bu tip denklemlerin ¢oziimleri arastirildi.
Aragtirmalarimizda kullandigimiz temel arag, nonlineer analizin bir¢ok dallarinda
siklikla kullanilan nonkompakthk ol¢li teknigidir, [20, 23, 24, 25]. Monoton
fonksiyonlarin smifinda dikkate alinan denklemlerin ¢oziilebilirligini ispatlamada
[26]’da tanimlanan nonkompaktlik dl¢iisii kullamlacaktir.

Bu boliimdeki sonuglar, [23]’de daha 6nce elde edilen sonuglar1 genellestirir ve

tamamlar.

4.1 Yardimc Bilgiler

Simdi, ileride gerekecek temel kavramlar: hatirlayalim.

Farzedelim ki E, [.|| normu ile bir reel Banach uzay1 ve sifir elemani 0 olsun.
z-merkezli ve r-yaricaph kapal yuvar1 B(z,r) ile ve B(0,7) yuvarmi da kisaca B,
ile gosterelim. E’nin bog olmayan bir X alt kiimesi i¢in, X ’in kapanigim ve konveks
kapanigini sirasiyla X ve coX ile gosteririz. AX ve X + Y ile kiimeler iizerindeki
cebirsel islemleri gosteririz. Son olarak, E’nin bogtan farkli ve sinirh altkiimelerinin

ailesi Mg ile ve biitiin onkompakt kiimelerinden olusan alt ailesi de Ny ile gosterilir.

Tanim 4.1.1. Bir p : Mg — [0,00) fonksiyonu asagqidaki sartlar saglarsa, bu
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fonksiyona E uzayinda bir nonkompakthik (veya kompaktsizlik) 6l¢iisi denir,
[20].

(1) Cekp={X € Mg : n(X) =0} ailesi bostan farkhdir ve Cekp C Ng dir,

(2) X CY = p(X) < pu(Y),

(3) u(X) = p(coX) = p(X),

(4) pAX + (1= NY) < Ap(X) + (1= MNuY),

(5) Eger {X,},,(n = 1,2,..), Mg’'deki kapale kimelerin, X,.1 C X, wve
limy, 0o (X)) = 0 sartlarine saglayan bir dizisi ise o zaman Xoo = N2, X,

kiimesi bos degildir.

Yukarida tanimlanan Cekp ailesine p nonkompaktlik olgistiinin ¢ekirdegi denir.
Nonkompakthik Olgiileri ve bunlarin 6zelikleri ile ilgili diger bilgiler [20]de
verilmektedir. Tleride verilecek olan “Temel Sonu¢’taki amacimiza ulasmak icin

yalnizca agagidaki sabit nokta teoremine ihtiya¢ duyulacaktir.

Teorem 4.1.1. N, E Banach uzayinin bostan farkl, simirh, kapali ve konveks bir
alt kuimest ve ' : N — N stirekli bir dontisim olsun, oyle ki N "nin bostan farkl her
X altkiimesi i¢in p(FX) < Ku(X) dir. Burada K € [0,1) bir sabittir. O zaman
F'nin, N kimesinde sabit biraktige bir nokta vardur, [27].

Uyar: 4.1.1. Teoremde verilen sartlar altinda gosterilebilir ki; N "ye ait olan F 'nin
sabit noktalarinin FizF kimesi Cekp nun bir elemamidir. Bu sonu¢ wverilen

denklemlerin ¢ézimlerini karakterize etmemize olanak saglar, [27].

Bundan sonra, [0, M] araliginda tamimli, reel degerli ve siirekli tiim
fonksiyonlardan olugan C[0, M| klasik Banach uzayinda galigilacaktir. Kolaylik igin
I =10,M] ve C(I) = C[0, M] diyecegiz. C(I) uzay,

l|z|| = max {|x(t)| : t € T}

standart normu ile verilir. Simdi “Temel Sonu¢”ta kullanilacak olan C(/) uzaymdaki
bir nonkompakthk Olglisiiniin tanimini hatirlatalm. Bu 6lcii [26]’da tamtilarak

calisilmigtir.
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Bunun igin, C'(I)’min bog olmayan ve simirli bir X altkiimesini alalim. ¢ > 0 ve

x € X igin xin streklilik modili'nii w(z, ) ile gosterip,
w(z,e) =sup{|z(t) —x(s)| : t,s € I,|t —s| < e}
seklinde tanimlayalim. Ayrica

w(X,e) =sup{w(z,e):z € X}

wo(X) = limw(X,¢)

e—0

olsun. Simdi de

i(x) = sup{|z(s) — z(t)| — [x(s) —x(t)] : t,s € I,t < s}

i(X) =sup{i(z) : z € X}

ile tanimlansin.

(199 )

i(X) =0« X ’e ait olan biitiin fonksiyonlar I 'da azalmayandir.” dnermesinin

dogrulugu gosterilebilir. Sonug olarak
u(X) = wo(X) +i(X)

olarak tamimlanirsa gosterilebilir ki, p fonksiyonu C'(I) uzayinda bir nonkompaktlik
olciisiidiir, [26]. Bundan da 6te Cekp gekirdegi, Me(p'ya ait olan biitin X
kiimelerinden olusur, 6yle ki X’ten alinan biitiin fonksiyonlar I araliginda egsiirekli

ve azalmayandir.

4.2 Temel Sonug

Bu boliimde, daha oOnce tanmimlanan p nonkompakthik Olcilisii  integral

denklemimizin monoton ¢oziimlerinin bulunmasinda kullanild.

t
x(t) = a(t) + (Tx)(t)/ v(t, T, x(r))dr , tel (4.2.1)
0
lineer olmayan kuadratik Volterra integral denklemini gbz éniine alalm. x = z(t)
bilinmeyen bir fonksiyon iken, denklemde verilen a(t) ve wv(t,7,z) fonksiyonlar
bilinen fonksiyonlardir.

Bu denklem asagidaki sartlar altinda incelenecektir.
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(i) @ € C(I) ve a fonksiyonu I arahiginda azalmayan ve negatif olmayan bir

fonksiyondur.

(ii) v: I x I xR — R stirekli bir fonksiyondur 6yle ki v : I x I x Ry — R, ve keyfi

sabit 7 € I ve x € R, igin t — v(t, 7, z) fonksiyonu I araliginda azalmayandir.

(iii) Azalmayan bir f: R, — R, fonksiyonu vardir, oyle ki tiim ¢t,7 € [ ve z € R
icin
o(t, 7, 2)] < f(|z])

esitsizligi saglanir.

(iv) T : C(I) — C(I) operatorii siireklidir ve @ sabitli p nonkompaktlhik 6lgiisii
icin Teorem 4.1.1’in sartlarim saglar. Ayrica T pozitif bir operatordiir, yani

x> 0icin Tx > 0 dir.
(v) Negatif olmayan ¢ ve d sabitleri vardir 6yle ki her x € C'(I) ve t € [ igin
[(Tz) ()] < ¢+ df|x]]
dir.

(vi) |la]| + (¢ + dr)M f(r) < r esitsizligi pozitif bir ry ¢oztimiine sahiptir dyle ki
M f(ro)@Q < 1 dir, [27].

Bu durumda, agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1. (i)-(vi) hipotezleri altinda (4.2.1) denkleminin C(I) uzayina ait olan

en az bir x = x(t) ¢ozimi vardwr ve bu ¢ézim I arahiginda azalmayandar.

Ispat. C(I) uzaymda tamml V operatériinii

(Va)(t) = at) + (Tz)(t) /0 (o7 2(r))dr

seklinde tammlayalim. (i), (i1) ve (i) sartlarindan Va fonksiyonu herhangi

x € C(I) fonksiyonu igin [ araliginda siireklidir, dolaysiyla V', C(I) uzaymdan
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C(I) uzayma tammhdir, yani V' : C(I) — C(I) dir. Bundan da 6te (4ii) ve (v)

sartlarini dikkate alirsak,
t
|(Va)(@)] < la(@)] + [(Tx)(2)] /0 o(t, T, 2(7))dr

< [lall + (C+dH»’CH)/O f(lz(m)Ddr

< ol + e+ dlel) | (lalir
< llall + (¢ + d|l[[) M f(]lz]])
elde ederiz. Boylece, bu son esitsizlik her ¢ € [0, M] i¢in gegerli oldugundan,
|(Va)(@)] < llall + (¢ + d =) M f({[z]])
esitsizliginin sol tarafinda ¢ € [0, M] igin maksimum alinirsa,
V| < llall + (¢ + d|l=[)M f(||=]])

olur. [|z]| < ry ise f azalmayan oldugundan f (||x|) < f(ro) oldugu ve (vi) sarta,

son egitsizlikte kullanilirsa,
V]| < lall + (e + d[z[)M f(lz]l) < llall + (¢ + dro) M f(ro) < o

olur. (vi) sartindan dolayi, son esitsizligin M f(ro)@Q < 1 olacak sekilde bir 7 > 0
¢Oztimi vardir. Boylece ||z|| < rg ise ||Vz|| < ro elde ederiz. Dolaysiyla z € B,,
icin Vo € B,, oldugundan, V' operatori B,, yuvarindan B,, yuvarina tammlidir
diyebiliriz. Yani V' : B,, — B,, dir.

Bundan sonra V' operatorint, B,, yuvarinin alt kiimesi olan ve
Bl ={z € B,,:x(t) >0,t € I}

seklinde tanimli B;g lizerinde diiglinecegiz.

Acik olarak, B kiimesi bostan farkhdw. Ornegin, z(t) = 2 € B,, alalm.
]| = maxep|z(t)] = %2 < 7o oldugundan z(t) € B dir. Aym zamanda:
B} smirh, kapali ve konvekstir. Bu 6zelliklerden ve (4), (i) ve (iv) sartlarmdan

] . + .o . + ) v} . . + + .
V 'nin B kiimesinden B, 'ya tamimlandigini, yani V' : B — B oldugunu kolayca

anlariz.
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Simdi V'nin B;} kiimesinde siirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin € > 0 sabiti
ve keyfi z,y € B} alahm, Oyle ki ||z — y|| < ¢ olsun. O halde asagidaki esitsizlikleri

yazabiliriz.

(V) (1) — (Vi)(t)] = '(T@(t) / o(t, 7 2(r))dr — (Ty)() / o(t, 7 y(r))dr
< ‘(Tx)(t) /0 o(t, 7, 2(7))dr — (Ty)(®) /0 o(t, 7, 2(7))dr

| [ ot - @i [ oo

<IT)O - O [ ot rar)in
120 [ ottt = olt ) dr
< 1o =Tyl [ )i+ e+ [l
< 1T = Tyl M (o) + (c + dro)Bra()M
Burada £3,,(¢),
re) = sup oty 7,2) — vt 7o) 17 € 1, 2y € D7), 2 —y] < e}

seklinde tammhdir. Buna gore yukaridaki son esitsizligin solunda ¢ € [0, M] i¢in

maksimum alinirsa,
Vo = Vyl < [Tz — Ty|| M f(ro) + (c + dro) M By, ()

esitsizligini elde ederiz.

v fonksiyonunun I x I x [0, 7] kiimesi tizerindeki diizgiin siirekliligi ve T"nin de
stirekliliginden, son esitsizlik V' operatoriiniin B, kiimesi iizerinde siirekli oldugunu
gosterir.

Bundan sonrasi icin, bogtan farkh X C B} kiimesini alacagiz. Ayrica keyfi

olarak bir € > 0 sayis1 ve z € X ve t,s € [0, M], secelim Oyle ki |t — s| < e dur.
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Genelligi kaybetmeksizin ¢t < s oldugunu farzedebiliriz. O halde, hipotezlerimizden;
[(V)(s) = (Va)(B)] < a(s) — a(t)]
+ [(Tz)(s) /SU(S,T,ZL‘(T))dT — (Tx)(t) /tl}(t,T,I(T))dT
0 0
< w(a,e)

+ [(Tz)(s) /OSU(S,T,ZL‘(T))dT — (Tx)(t) /OS v(s, 7, x(7))dr

+ [(Tx)(t) /OS v(s, T, z(7))dr — (Tx)(t) /Osv<t,7',$<7'))d7'

+ [(Tx)(t) /OS v(t, T, x(T))dT — (Tx)(t)/o v(t, T, x(7))dr
< w(a.e) + T0)(s) ~ (O] [ ol matrar
+ (T'z)(t) /OS lu(s, 7, 2(T)) —v(t, 7, 2(7))| dr
<w(a,e) +w(Tz,e) /OS f(ro)dr + (¢ + dro) /OS Vro (€)dT
+ (c+dro) f(ro)(s — t)
<w(a,e) +w(Tx,e)M f(ro) + (¢ + dro) My, (¢)
+ (c+dro) f(ro)e
elde edilir. Burada ,,(¢),
Yro(€) = sup{|v(s, 7, x) —v(t,7,2)| : t,s € I,|s —t| < e, x €[0,r0]}

seklinde tammhdir. v fonksiyonunun I x I X [0,7] kiimesi iizerinde diizgiin
strekliliginden, ¢ — 0 i¢in ~,,(¢) — 0 oldugunu goriiriiz. Yukarida elde edilenlerle
baglantili olarak bu gercek, agagidaki esitsizlikleri yazmamizi saglar. Once esitsizligin

sol tarafinda s,¢ € [ i¢in supremum alinirsa;
w(Vzx,e) <wl(a,e) +w(Tx,e)Mf(ro) + (c+ dro) M., (g) + (¢ + dro) f(ro)e
olur. Sonra son esitsizligin her iki tarafinda = tizerinden supremum alinirsa;
w(VX,e) <w(a,e)+w(TX,e)Mf(ro) + (¢ + dro) My, (€) + (¢ + dro) f(ro)e,

elde edilir ve son olarak da elde edilen bu esitsizligin her iki tarafinda ¢ — 0 iken

limit alinirsa,

wo(VX) < M f(ro)wo(TX) (4.2.2)
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yazilir.
Diger yandan keyfi x € X ve t < s olacak gekilde t,s € I secilsin. O halde
agagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

|(Vz)(s) = (V) (@) = [(V)(s) = (V)(t)]
a(s) + (Tx)(s) /SU(S,T,ZE(T))dT —a(t) — (Tx)(t)/o o(t, T, z(T))dT

0

— _a(s) + (Tz)(s) /OS v(s, T, z(7))dT — a(t) — (Tm)(t)/o v(t, T, LE(T))dT:|

< [la(s) — a(t)| — [a(s) — a(t)]]
(Tz)(s) /OSU(S,T,ZB(T))dT — (Tx)(t)/o v(t, T, x(7))dr

_ {(Tm)(s) /0 Co(s, 7 (r)dr — (Ta) (1) /0 tv(t,T,x(T))dT”
< ‘(Tx)(s) / (s, 7 (7)dr — (T) (1) / Co(s, 7 (r))dr

0 0

+

+

(T'x)(t) /OS'U(S,T,I(T))dT — (Tx)(t) /Otv(t,T,l‘(T))dT
— [(Tx)(s) /OSU(S,T,ZE(T))dT — (Tz)(t) /OS’U(S,T,QZ(T))dT]
— [(Tx)(t) /OS’U(S,T,.T(T))dT — (Tx)(t) /Otv(t,T,x(T))dT]

<1(Ta)(s) = o)) [ vlsiralmir = [(Ta)(s) = (To)e)] [ ols.matr)ir

|

/0 (v(s,m,2(1)) —v(t, 7, 2(7)))dT)
— (Tx)(t) [/OSU(S,T,I(T))dT —/0 U(t,T,l‘(T))dT:|
< [[(Tz)(s) — (T2)(t)| — [(Tz)(s) — (Tz)(1)]] /SU(Smx(T))dT

0

(T () [

_|_

/S o(s, 7, (r))dr

t

+ (Tz)(t) {/Ot (v(s,7,2(1)) —v(t, 7, 2(7)))dr) + /t‘SU(S,T,.’L'(T))dT}
— (Tz)(t) [/OSU(S,T,x(T))dT - /Otv(t,T,x(T))dT]

< [[(T)(s) = (Tx)(8)] = [(Tx)(s) — (Tx)(O)]] M f(ro) < M [(ro)i(T).

Boylece son egitsizligin sol tarafinda t < s olmak iizere t,s € [ flizerinden

supremum alinirsa,

i(Ve) < Mf(ro)i(Tx)
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elde ederiz ve son bagintida da = € X tizerinden supremum alinirsa,
(VX)) < Mf(rg)i(TX) (4.2.3)

olur. Son olarak (4.2.2) ve (4.2.3)"iin taraf tarafa toplanmasi ve p nonkompaktlik

olciistiniin tanimindan (4.1. Kesim) ve ayrica (7v) hipotezinden,

p(VX) < Mf(ro)u(TX) < Mf(ro)Qu(X)

elde ederiz. (vi) hipotezine gore M f(r¢)Q < 1 oldugundan Teorem 4.1.1 de
kullamlarak ispat tamamlanir. Yani, V', B;f’da sabit bir noktaya sahiptir. Bagka

bir ifadeyle (4.2.1) denkleminin B/ C C(I)’da en az bir ¢Oziimii vardir, [27]. O

Uyar1 4.2.1. Uyart 4.1.171 ve 4.1. Kesimde wverilen p  nonkompaktlik
olguisiisiin - ¢ekirdegi  tanvmana  dikkate alarak, B  kimesine ait olan integral
denklemimizin ¢ézimlerinin I = [0, M| aralhginda azalmayan ve stirekli oldugunu
Teorem 4.2.1°den kolayca gorebiliriz. Ustelik bu ¢ozimler t € I icin a(t) > 0

oldugundan pozitiftir.

4.3 Bazi Uyarilar

Oncelikle Teorem 4.2.1'in (v) hipotezi ile ilgili bir inceleme yapilacaktir.

Teorem 4.2.1'in (v) hipotezi agagidaki durumda degistirilebilir. 7" operatoriiniin,
(Tx)(t)| <c+d|z@)|, (xeCI)vetel) (4.3.1)

bagintisini saglayacak sekilde, negatif olmayan c ve d sabitlerinin varhigini dogruladig:
gosterilebilir. Bu durumda, bu sartla Teorem 4.2.1°in ispati, bu ¢alismada verilen
ispatla aym sekilde yapilabilir.

Ayrica, eger T operatorii yukaridaki sart1 saglarsa (v) hipotezini de saglar, yani
[(Tz)(#)] < c+dlz(t)], € 1) = |(Tz)(t)] < c+dlx], (t € I)

dir. Fakat, (v) hipotezini saglayip (4.3.1) esitsizligini saglamayan operatorler vardir,

ornegin (T'z)(t) = z(t*) seklinde tanimh T operatorii. Bu durumda
(Tx) ()] < ¢+ d ()]
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olacak sekilde higbir ¢ ve d sabitlerinin olmadigini goriiriiz. Farz edelim ki bu ¢ ve
d sabitleri var olsun ve t5 € (0,1) olsun. (to,0) ve (¢3, max(c,d) + 1) noktalarim

birlestiren dogruyu diigiinelim ve bu dogru

seklinde ifade edilsin. O zaman z’in C'(I)’ya ait oldugu ve Tx’in (4.3.1) esitsizligini

saglamadigr aciktir. Gergekten, ¢ =ty alinirsa,
(T2)(to)] = |2(82)] = max(e, d) + 1

olur ve ¢+ d |z(to)| = c dir. Dolayisiyla |Tz(to)| > ¢+ d |x(to)| dur.
Béylece, (v) hipotezinin (4.3.1) egitsizliginden daha az sinirlayici oldugu sonucuna
varilir.

Bundan sonra, Teorem 4.2.1’in hipotezleri ile ilgili baz1 6rnekler verilecektir.

Ornek 4.3.1. a(t) = 12 — 2t + 1 seklinde tanvmh azalmayan olmayan a € C|0,1]
fonksiyonunu alalim. Sonug olarak, bu fonksiyon (i) hipotezini saglamaz.

v(t,7,2) = 1 olsun, bu fonksiyon (ii) ve (iil) hipotezlerini saglar ki bu durumda
f(r) =1 olan f fonksiyonunu ve M =1 alabiliriz.

T operatori; (Tx)(t) = 1 olarak tanimlansin. Bu durumda ¢ = 1 ve d = 0 igin

(iv) wve (v) hipotezleri saglanyr. @ = 1/2 alabiliriz. ||a|| = 1 i¢in (vi) deki egitsizlik,
1+1-1-1<r
olur ve ro = 2 saysi bu egitsizligin pozitif bir ¢ozimaudir. Ayrica,
Mf(ro)@=1-1-(1/2) <1

dir. Integral denklemimiz,

t
x(t)=(t2—2t+1)+/ dr =1* —t+1

0

seklinde ifade edilebilir ve sonug¢ olarak ¢ozim azalmayan olmayan bir cozimdir,

[27].
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Ornek 4.3.2. Arahgumiz [0,1] olsun. Teorem 4.2.1in (i) hipotezini saglayan sifir
fonksiyonunu a € C0,1] olarak alalim. (ii) hipotezini saglamayp f = 1/4 i¢in (iii)
hipotezini saglayan v fonksiyonu, v(t,7,z) = t* — t + (1/4) olsun.

(Tx)(t) = 1 alalbm. Bu operatér ¢ = 1,d = 0 ve Q = 1/2 i¢in (iv) ve (v)

hipotezlerini saglar. (vi) deki egitsizlik,

1-1--<r

|

seklinde olur. Burada ro = 1/4 pozitif bir ¢ézim olarak alinabilir.  Ayrica,

Mf(ro)Q =1-(1/4)-(1/2) <1 dir ve integral denklemimiz,

x(t):/t(t2—t+1)dT:t3—t2—|—£
0 4 4

formundadur. Cézim azalmayan degildir, [27].

Ornek 4.3.3. a € C[0, 1] fonksiyonunu sifer fonksiyonu ve ¢ = 1,d = 0 igin (iv) ve
(v) i saglayan T' operatorini de (T'z)(t) = 1 olarak alalim.

Simdiv(t,7,x) = x—1 olsun. Ag¢ik olarak, v:1xI xR — R, (I =]0,1]) sirekls
bir fonksiyondur, fakat bu fonksiyon v : I x I x R, — R, hipotezini saglamaz.

f(r) =14r i¢in (iii) hipotezi saglanwr. (vi) deki esitsizlik,
1-1-(1+7r)<r
olur ve bu esitsizlidin ¢oziimi yoktur. Integral denklemimiz,
t
x(t) = / (x(7) — 1)dr
0

formundadur.  A¢ik olarak, x(t) = 0 bu integral denklemin bir ¢ozimi degildir.
Ayrica £(0) = 0 i¢in, bu denklem, x(t) nin strekliligi ve monotonlugunu kullanarak
ve bizim integral denklemimizin formundan azalmayan bir ¢ézime sahipse tg € [
bulabilirz, dyle ki x(ty) < 0 dur ve bu mimkiin degildir. O halde denklem azalmayan

bir ¢ézime sahip degildir, [27].

4.4 Ornekler
Simdi de (i) ve (iv) hipotezleri ile ilgili bazi 6rnekler verilecektir.
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Ornek 4.4.1. Farzedelim ki (iii) hipotezinde bulunan f fonksiyonu, f(r) = Mr®
seklinde olsun. Burada X\ pozitif bir sabittir. Bir a € C|0,1] fonksiyonu alalum,
ayle ki |la|]] < 1/2 ve A < 8 — 16 ||a|| olsun. Bu durumda M = 1 dir ve T i¢in

(Tx)(t) = z(t) operatérini disinelim. O zaman (vi) deki esitsizlik,
lal| + Mt <7
seklinde olur. [0,1/2] aralginda
o) = Nl + 0% =

fonksiyonuna Bolzano teoremini uygulayarak 0 < ro < 1/2 i¢in bahsedilen egitsizlige
pozitif bir ro ¢ozimu bulabiliriz. Ustelik,
3 A
M f(ro)Q = f(ro) = Ary < 3 <1-=2qa|l <1
dir, [27].

Ornek 4.4.2. Bira € C|0,1] fonksiyonu alalum, dyle ki ||a|| < 1/2 olsun. Farzedelim
ki (iii) hipotezindeki f fonksiyonu, f(r) = Aln(r + 1) formunda olsun. Burada X

pozitif bir sabittir, oyle ki
1/2 — |lall

In(1/3/2)
dir ve (Tx)(t) =1 olsun. O zaman (M =1 igin) (vi) deki esitsizlik,

lall + Arin(r+1) <r
seklinde olur. Sartlarvmizi dikkate alarak ve [0,1/2] araliginda
g(r) =lla|| + Arln(r+1) —r

fonksiyonuna Bolzano teoremini uygulayarak 0 < ro < 1/2 i¢in bahsedilen esitsizlige

pozitif bir ro ¢ozumi bulabiliriz. Ustelik,
3
M f(ro)Q = f(ro) = Arln(ro 4+ 1) < Aln (§> <1-2|a| <1

dir, [27].
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Bundan sonra Teorem 4.2.1’de bulunan varolan sonucumuzun sartlarinin

ispatlanmasi oldukca kolaydir. Bu iddiay1 birkag 6rnek yardimiyla agiklayalim.
Ornek 4.4.3.

w(t) =13+ Gx(t) + i) /Ot (t + cos (%)) dr

lineer olmayan kuadratik integral denklemini diginelim.  C|0,1] uzayinda bu

denklemin ¢ozilebilirligini arastiralim. Bu durumda a(t) = t3, ||al]| = 1 ve

(t )=1t+ v
v(t, T,x) = cos 1T 22

aluriz.  Ayrica tim t,7 € [0,1] ve x € R i¢in |v(t,7,2)| < 2 dir. Bdylece f(r)

fonksiyonu f(r) = 2 formunda olur. Ayni zamanda sabit T € [0,1] ve z € R
icin t  —  v(t,T,x) fonksiyonu [0,1] dzerinde azalmayandwr. T operatori
(Tz)(t) = (1/4)z(t) + 1/4 seklinde tanimbidur ve Q = 1/4, ¢ = d = 1/4 i¢in (iv) ve

(v) sartlarin saglar. Ayrica,
lall + (¢ +dr)Mf(r) <r
esitsizligi, pozitif ro = 3 ¢ozumiine sahip olan
1+ ! + ! 2 <
1 Ty)=T

veya buna denk olarak

formuna dontsiur ve

Mf(rO)Q:1-2&:%<1

dir. Bu, C0,1] uzaymnda denklemimizin [0,1] arabginda azalmayan bir x = x(t)

coziiminin oldugu sonucuna varmamaz saglar, [27].

Ornek 4.4.4.

1 t t
x(t) =1+ <_3 / |2(7)] dT) / et/ A+lz(D) g
€ Jo 0
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integral denklemini diginelim. Bu denklemin C[0,1] wzayinda ¢ézimiinin olup
olmadign incelenecektir. Bu durumda M =1, a(t) =t ve ||a|| = 1 alabiliriz. Ayrica
v(t, T, ) fonksiyonu,

o(t, 7, x) = T/ D)

seklinde tanimbidar.
l(t, 7, 2)| = v(t, 7, 2) = rett(el/Ariz) <+ (lel/AHeD) < o2

oldugunu gorebiliriz. Béoylece f fonksiyonunu f(r) = €* olarak alabiliriz. T operatori
(Tx)(t) = (1/e?) fot |z(7)| dT seklindedir ve @ = 0 ile Darbo sartimi, ¢ = 0 ve

d=1/e® ile (v) hipotezini saglar. (vi) sartimn esitsizligi,
1 2
llal| + (c+dr)Mf(r) =1+ Sre <r

veya buna denk olarak

1—|—C<T

e
seklinde olur. rq = e/(e — 1) alirsak, ro"in verilen egitsizligin poztif bir ¢ozimi

oldugunu goririz. Ustelik
Mf(ro)Q=1-¢*-0=0<1

dir. FElde edilen bu gercekler gosterir ki Teorem 4.2.17in sartlary saglanir. Boylece

integral denklemimizin C|0, 1] uzayinda azalmayan bir ¢oziminin oldugu sonucuna

variriz, [27].

Ornek 4.4.5.

z(t) = %t + ;lx(t)/o T(t 4+ In(1 + |z(7)|))dr

integral denklemini diginelim.  Bu denklemin C0,1] wzayindaki ¢oziimlerini
aragtiracagiz. Burada M = 1, a(t) = (1/e)t, |la|| = 1/e dir. Ayrica v(t,T,x)
fonksiyonu,

v(t,7,z) = T1(t+In(1 4+ |z|))

bicimindedir.
v(t, 7, @) =v(t,7,2) = 7(t + In(1 + |2])) < 1+ In(1 + |2])
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egitsizligini yazabiliriz. In(1 + |x|) < |x| oldugundan,
jo(t, 7,2)] = v(t, 7, 2) = 1 + |a]

dir. Boylece [ fonksiyonunu f(r) = 1+ r olarak alabiliriz. Ayrica T operatiori

(Tz)(t) = (1/4)x(t) dir ve Q = 1/4 ve ¢ =0, d = 1/4 ile Darbo sartini saglar.
llal| + (c+dr)M f(r) <r
esitsizlig,
! + ! (1+7) <
Ay r)y<r

veya buna denk olarak

1, 3 1
22 2.2 <
U

ifadesine donisiir.

_ 3/4—\/5/16—1/e

1/2

To

sayrsiman verilen egitsizligin pozitif bir coziumai oldugunu anlamak kolaydir. Bununla

3 [9e—16)) 1 1 3
M —1.(122(2 S
F(ro)@Q (+ (4 16¢ >)4<3 1-1°

dir. FElde edilen butun gercekler gosterir ki, Teorem 4.2.1%n sartlar: saglanir. Bu

birlikte

teorem géz oniine alindiginda, integral denklemimizin C|0,1] uzayina ait olan ve

0, 1] araliginda azalmayan bir ¢éziminin var oldugunu anlariz, [27].
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