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OZET

LINEER OLMAYAN q- FARK DENKLEMLERININ TERS g- FARK
OPERATORU iLE COZUMU

Kiibra ISIK
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans, Eyliil/2023
Danigsman: Dog¢. Dr. Nihat ALTINISIK

Bu ¢aligmada adi farktan yola ¢ikilarak, Q-analizin temelini olusturan g-fark
denklemi ve g-operatorii hakkinda bilgi verilmis, tanim ve uygulamalardan sonra
D, Ve D1 operatorleri tamitilmigtir. Calismanin ilerleyen boliimlerinde ¢oziim ailesi
keyfi bir sabite bagli olarak verilen g-fark denkleminin olusum siireci anlatilmustir.
Klasik diferansiyel denklemler ile g-fark denklemlerinin bazi noktalardaki
benzerlikleri ve farkliliklar1 gosterilerek ¢oziim ailelerinde tiirevin olmadigi tanim
araliklarinda g-tiirevin varligl, bazi durumlarda tiirev ve g-tiirevin cakistigi 6rnekler
ile gosterilmistir.

Fark denklemleri kapsaminda, lineer olmayan tip denklemlerin genel
¢ozlimlerine ulasmanin miimkiin olmadig1 veya uzun ugraslar gerektirdigi bilinsede
mithendislik ve doga bilimlerinin bir¢ok alaninda lineer olmayan fark denklemleri
kullanilmaktadir.

Bundan dolay1 ¢alisma da bir¢cok problemin modellenmesinde kullanilan lineer
olmayan gq-fark denklemlerinin ters g-fark operatorii ile ¢6ziim ailelerinin bulunma
yontemleri teoriler ve 6rneklerle agiklanmaktadir

Lineer olmayan g-fark denklemlerinin homojen olma homojen olmama
durumlarina gore uygunsa lineer hale getirerek ya da ¢alisma da verilen formlara
doniistiirerek ¢6ziim aileleri bulunmustur.

Anahtar Sozciikler: Quantum Kalkiiliis, g- Fark Operatorii, Ters g-Fark



ABSTRACT

SOLUTION OF NONLINEAR DIFFERENCE EQUATIONS WITH INVERS g-
DIFFERENCE OPERATOR

Kiibra ISIK
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, September/2023
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat ALTINISIK

In this study, information is given about the g-difference equation and the g-
operator, which form the basis of Q-analysis, based on ordinary difference, and after
the definitions and applications, D, and D,-: operators are introduced. In the
following sections of the study, the formation process of the g-difference equation,
whose solution family is given depending on an arbitrary constant, is explained. The
similarities and differences between classical differential equations and g-difference
equations at some points are shown, and the existence of g-derivative in definition
intervals where there is no derivative in the solution families, and in some cases the
situations where the derivative and g-derivative overlap are shown with examples.

Within the scope of difference equations, although it is known that it is not
possible to reach general solutions of non-linear type equations or requires long
efforts, non-linear difference equations are used in many fields of engineering and
natural sciences.

Therefore, in this study, methods of finding solution families of nonlinear q-
difference equations, which are used in modeling many problems, with the inverse g-
difference operator are explained with theories and examples.

Solution families of nonlinear g-difference equations were found by making
them linear, if appropriate, or by transforming them into the forms given in the study,
depending on whether they are homogeneous or non-homogeneous.

Keywords: Quantum Calculus,q-Difference Operator, Inverse g-Difference
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1. GIRIS
Diferansiyel denklemler Newton ve Leibniz’in ¢alismalar1 ile baglar.

Matematikte diferansiyel denklem bir ya da birden fazla fonksiyonu ve bunlarin

tiirevlerini igeren denklemdir (Zill, 2012).

Diferansiyel deklemler teorisi, kimya, ekonomi , astronomi , miihendislik
uygulamalari, evrim teorisindeki siireglerin hesabinda bile yer bulmustur. Newton
1671 yilinda yayinlanan “Methodus fluxionum et Serierum Infinitarum’’ isimli
kitabinda genel hatlar1 ile diferansiyel denklemleri tanimlamig ve sonsuz seriler
yontemini kullanarak ¢oziimiin varlig1 ve tekligini sorgulamistir. Bununla birlikte x
bagimsiz degiskenin siirekli oldugu durumlarda bagimli degiskenin degisimi tiirevler
yardimi ile agiklanabilir. Ancak x’in siirekli olmadigi kesikli degerler almasi

durumunda degisim tiirevler yadimu ile agiklanmaz (Elaydi, 1996).

Diferansiyel denklemlerde karsilasilan siireksizlik durumlarini, fark denklem-
leri ile kaldirmak miimkiindiir. 1755 yilinda Euler sonlu fark analizi {izerine ¢alismis
ve ilk defa fark operatoriinii kullanmistir. Sonlu fark islemleri Newton ile yayilmaya
baslamistir. 1825 yilindan once lineer fark denklemleri incelenmemistir. 1885 yilinda

Poincar¢ ile lineer fark denklem teorisine girilmistir (Catal, 2004).

Siireksiz noktalarda ¢6ziim olanagi sunmasi sebebiyle fark denklemlerine ilgi
artmustir. Fark denklemleri adi fark ve g-fark olarak iki baslikta incelenmistir
aslinda 1700’li yillardan beri limitsiz tiirev olarak agiklanan "Quantum Calculus” ve
tanimlardaki “q” nun gelistirilip fonksiyonel hale gelmesi 1900’14 yillar
bulmaktadir. g-fark hesabi ve temel kurallar1 Jackson ile 1910 yilinda agiklanmistir

(Jackson, 1908 ).

q-analizde g-gergel sayilarin analogunun tanimlanmasi ile gelismeler baslamis
yakin tarihli olarak da integral esitsizlikleri ile ilgili sonuglar 2004 yilinnda

Gauchman tarafindan ispatlanmistir (Gauchman, 2004 ).

Yakin tarihli olarak 2010 yilinda El-Shahed ve Hassan lineer sinir deger
problerinin pozitif ¢ézlimlerinin varlig: iizerine, 2011 yilinda dogrusal olmayan q-
fark siir deger problemi {izerine c¢alismalarini yaymlamistir (El-Shaed ve

Hassan,2010). Bu c¢alismalara ek olarak Ferreira g-fark denklemlerinin pozitif



¢oziimleri ve bilgisayar programlari ile ¢ozlimleri iizerine ¢alismalarint paylasmistir

(Ferreira, 2011).

q-Analiz anlaminda gilinimiizdeki ¢alismalarin ¢ogunun Sturm-Liouville
problemi oldugu goriiliir ve yine smir deger problemlerinin biiyiik ¢cogunlugu da bu
kapsamdadir. Simir deger problemlerinin anlamli olabilmesi i¢in 1yl tanimlanmis

olmas1 bu kosullar altinda tek ve siirekli bir ¢6ziime sahip olmasi beklenir.

q-fark denklemleri, miihendislik, kuantum mekanigi, kuantum fizigi gibi
uygulamali bilimleri temsilen ortaya ¢ikan problemlerin modellenmesinde karsimiza

cikmaktadir.

Modellenen denklemlerin ¢oziimlerin de kullanilmak iizere,klasik analizden
bilinen fonksiyonlarin karsilig1 olarak g-analoglarin tanimlanmast ve ¢oziimlerin,
¢Oziim ailelerinin bulunmasinda kullanilmas: ile analitik anlamda ¢6ziimii zor ve

uzun ugraglar gerektiren problemleri nihayetlendirmek amaglanmustir.

q-tlirev, g-integral kavramlar1 tanimlanma araliklar ile klasik analizde yer yer
benzerlik gosterse de, ayrildigi tamamen farklilastigi durumlar da mevcuttur. g-
analoglart ve g-fark denklemleri kolaylikla algoritmaya donustiiriilebildigi i¢in
bilgisayar programlari ile ¢oziim yapmak i¢in olduk¢a uygundur. Bu nedenle son
yillarda bilim insanlar1 tarafindan sik sik kullanilmaya baslamistir. Halen {izerinde
caligmalar devam etmekte ve giincelligini korumaktadir. Son yillar da g-kesirli fark
denklemleri, bu denklemlerin varlig1 ve tekligi, caputo g -kesir tiirevin tanimi, Hardy

tipi esitsizlikler giincel ¢alismalardan sadece bazilaridir.

Bu tez alt1 boliimden olusmustur. Quantum analiz kavraminin olusum siireci ve
literatlir arastirmalarinda ortaya cikisindan gilinlimiize gelismeleri ele alinarak
Jullanim amaglar1 ve vyerleri agiklanmistir. Ikinci baslikta konu biitiinliigii

olusturmasi icin fark operatorii 6zellikleri ve fark denklemleri agiklanmastir.

Ucgiincii boliim de g-analizin temel kavramlari, g-analog fonksiyolari ve
Ozelliklerine deginilmistir. Dordiincii bolimde g-difeansiyel ve g-tiirev kavramlari
aciklanmis ve 6rnekler verilmistir.Son boliim de g-fark denklemlerinin elde edilmesi
lineer olma durumuna gore ¢Oziim ailesi arastirilmasi ,¢oziimlere yardimei olacak
teoremlere yer verilmis konu Ornekler ile desteklenmistir yapilan islemlerde
kullanim1 oldugu ig¢in g-antitiirev ve g-integral arasindaki iliski agiklanmis ve

calisma sonlanmustir.



2. ONBILGILER

2.1. Fark Operatorii

Bir f:N - R fonksiyonu i¢in A fark operatorii
Af(m) =f(n+ 1 —f(n)

seklinde tamimlanir. Ornek olarak f(n) =n, f(n) = n?, f(n) = sin(n) olmak
uzere

(2.1)

An =n+1-n=1
An? = (n+1)? —n?
=(n+1-n)(n+1+n)
=2Z2n+1
Asin(n) = sin(n + 1) — sin(n)

o /m+1l-—n n+1l+n
= 2sin (T) cos —

G 1
= szn<§>cos<n+§>

f’ in ikinci basamaktan farki ;

A*f(n) = A(Af(0) = f(n+2) = 2f(n + 1) + f(n)

f fonksiyonunun k. basamaktan farki

k

A*f(n) = Z(—l)j (lj) fn+k—=]) (2.2)
j=0

seklinde hesaplanir (Bereketoglu ve Kutay , 2012).

Burada f'(n) fonksiyonunun n. mertebeden farkinin hesaplanmasinda binom
acilimindan yararlanilmistir.

Tamim 2.1.1. Herhangi bir f fonksiyonuna uygulandiginda, f’ye 6zdes olan

bir fonksiyon iireten operatore birim operatér denir ve f ’nin tamim kiimesindeki
herhangi bir n i¢in asagidaki gibi yazilir.

A f() = If(n) =f(n)



Yani
A=

seklinde gosterilir.
m € N olmak iizere
I"fm) =1If(n) = f(n)
olarak genellestirilebilir.
Teorem 2.1.2.

1) ¢, sabit bir say1 olmak {izere

Ac=c—c=0
2) Dagilma ozelligi
Burada f,, = f(n) olmak iizere
Alfn + gnl = A(f2) + A(gn)
3) Iki fonksiyonun ¢arpimimin farki
Alfagnl = fa+19n+1 = fadn = fas18gn + Gnbfy
4) Iki fonksiyonun béliimiiniin farki

A(f_n) — fn+1 _ f_n — gnAfn +angn
In In+1 In InIn+1

5) a. ve b. dereceden farklarin garpimi
AT(ALf,) = AP,

Tamm 2.1.3 ( Faktoriyel Polinom)
n = 1,2, ... olmak iizere n. dereceden bir faktoriyel kuvveti

[xX]" =x(x —1D)(x—2)..[x —(n—1)]

ile tanimlidir.

Asagida faktoriyel polinomun bazi 6zellikleri verilmistir.

x € R olmak lizere

)k €Z%igin [x]* =x(x—1)(x—-2)...(x—k+1)



i) k = 0 icin [x]° =1

iii)k € Z~ igin [x]*

T+ D +2) .. (x—k)
(Bereketoglu ve Kutay, 2012)

[x]' = x
[x?=x(x—1)=x?—x
[x]® = x(x — D(x - 2)
ornek olarak verilebilir. Bu 6rnegi kullarak faktoriyel fonksiyonun farkini
hesaplarsak ,
A[x]? = A(x? — x)
= Ax? — Ax
=2x+1-1
= 2x
= 2[x]
Alx]® = Ax. (x — 1) (x — 2))

= Ax3 — 3Ax? + 2Ax
=(x+2)>3—-x3—Q2x+1)+2
=3(x% —x)

= 3[x]?

olacaktir.

Ayni sekilde n. mertebeden faktoriyel fonksiyonun farkini

seklinde genellestirebiliriz. Diger taraftan
A'[x)*=k.(k—1)...(k —=n+ 1)[x]*k

A[x]"=n(n—-1)(n—-2)..3.2.1 =n!
dir.



2.2. A~1 Operatorii
Tammm: n > n, icin AF, = f, ve ¢ keyfi sabit olmak tizere
A™f, =E +c
seklinde tanimlanan A~ loperatdriine ters fark operatdrii denir. Burada ki F,
fonksiyonuna da f,, nin birinci mertebeden ters farki denir (Bereketoglu, 2012 ).
Lemma 2.2.1.

0 anfi = fu = Fao

i=n0

ii)Anz_:lfan

i=n0
Bu lemma dan yararlanarak f,, nin ters farki ayni zamanda
n=n, icin
n-1
AMy= Y fite
i=n0

elde edilir. Burada c keyfi sabittir. Buna ek olarak A~ in lineerligi ispatlanbilir
(Kutay, 2016 ).

Uyart: AA~!'=] olmasima ragmen A~*A# [ dir.
Gergekten ,
AATYf, = fve ATAf, = f,, + c dir.
burada c keyfi sabittir.
Tamim 2.2.2. A~ Operatériiniin Ozellikleri

1)A‘1fn=§fi+c

i=n0

n-1 m-1

2) A%, = z Zfi+cln+cz

m=ngi=ng

3) A_l(fngn) = fn—lA_lgn - A_l(Afn—lAgn)



4) A afy+bgnl = a7 f + DA™ gy

5)A™™0 = ;™ + n™ 2 4 4oy

nm
6) AT™1 = — ™ P+ epn™ i+t oy

[x]n+1

—1[, N —

7) A x| = 11 +c
Ornek 2.2.3.

f(x) =2x?>—-3x+3 23)

icin A71f(x) hesaplayalim.
Burada f(x) polinomunun faktoriyel gosterimi,

f(x) =2x?—-2x—x—3
=2x(x—1)—x—3
=2[x]*—[x] +3

olur.
Buradan
AT () = A7 (2[x]? = [x] + 3)

2[x]®  [x]?
= 3 —T+3X+C

=§(x(x—1)(x—2))—%(x(x—1))+3x+c

2 1,
=§(x3—3x2+2x)—§(x —x)+3x+c

N

5 29x
== 3—§X2+T+C

w

2.3. Fark Denklemleri

Bir S kiimesi tizerinde taniml1 y fonksiyonunun degeri ve bu y fonksiyonunun
her x degeri igin bir veya daha yiiksek mertebeden farklar1 Ay, A%y, ... olan terimleri
iceren bir bagintiya, S kiimesi iizerinde fark denklemi denir.
Fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biliyllk ve en kiiciik

argiimentlerinin farkina o denklemin mertebesi denir.

Tamm 2.3.1. x siirekli bir degisken olmak {izere genel olarak fark denklemi

G(x,f(x),f(x +h),.., f(x +mh)) =0



olarak tanimlanmakla birlikte A = 1 i¢in
G(x, f(x), flx+1),...f(x+m)) =0 (2.4)
seklinde tanimlanir ve buna fonksiyonel fark denklemi denir.
h =1 ven € N olmak iizere x,, ayrik noktalar tizerinde taniml1 fark denklemi
ise
F(n, fo, fas1s o fram) = 0
olarak tanimlanir ve bu denkleme skaler fark denklemi denir (Elaydi, 2000).

Tamm 2.3.2. (Lineer fark denklemi)

k. mertebeden lineer fark denklemi ;
ao(n),a;(n), ... ai(n) katsayr fonksiyonlari ile g(n) fonksiyonu n, < n i¢in taniml

reel degerli fonksiyonlar
ar(n) #0veayg(n) #0

olmak iizere :

aoMym+k) +a,(mMy(n+k -1+ +a®yn =gn) (25
veya

ao(MYn+k + a1 (MYns-1 + -+ ax(MWyn = g(n) (2.6)
bigiminde gosterilir (Elaydi , 2000).
Fark denklemleri klasik lineer diferansiyel denklemlerden de bilindigi gibi

g(n) = 0 olarak verildigin de homojen , g(n) # 0 olarak verildigin de ise homojen

olmayan fark denklemi olarak siniflandirilir.

i) ap(n),a,;(n), ..., ar(n) katsayr fonksiyonlar1 sabit fonksiyonlar ise denklem

sabit katsayili lineer fark denklemi

i) ag(n), a,(n), ..., a,(n) katsayr fonksiyonlarinda en az birisi degisken igeren bir

fonksiyon ise denklem degisken katsayili lineer fark denklemi olarak adlandirilir.
2.3.3. Lineer Olmayan Fark Denklemleri

Lineer fark denklemleri ile ifade edilen problemlerin ¢6ziilmesi lineer olmayan
fark denklemlerinin ¢6ziilmesine gore nispeten daha kolaydir ve cogunlukla analitik
bir genel ¢Oziime sahiptirler. Bu denklemlerin siirekli oldugu ongoériilen ¢oziim

bolgesinde tek bir ¢éziimii vardir. Bu durum lineer olmayan fark denklemlerinde
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biraz daha zor olmaktadir. Nedeni ise verilen ¢éziim bolgesinde bir ¢ézliimiin

varliginin bile kesin olmamasi durumundan kaynaklanmaktadir.

Bu tiir denklemleri ¢ozebilmek i¢in genel bir ¢6ziim metodu olmayip bunun
yerine analitik ¢oztimleri var olan belirli diferansiyel denklemlerden yararlanarak bu
denklemlere degisken degisimi yaparak lineer olmayan fark denklemi lineer hale

getirilip lineer fark denklemleri i¢in ¢6ziim arastirma yontemleri kullanilabilir.

Coziimii oldugu bilinen lineer olmayan fark denklemlerine, lineer olmayan

periyodik denklemleri ve ricatti fark denklemleri 6rnek verillebilir.

Lineer olmayan fark denklemleri, ¢6ziimleri ve ¢6ziimlerinin kararlilik analizi

kendi igerisinde dallanan genis bir konu oldugundan tezimizde yer verilmemistir.



3. - ANALiZDE TEMEL KAVRAMLAR

q-analize dair 6nemli bilgiler literatiire 1908 yilinda Frank Hilton Jackson
tarafindan q- fonksiyonlarmin tanimlanmasi ile kazandirilmigtir. Bu alanda
sistematik incelemeleri yapan ilk kisi de Jackson olmustur. Bu bdliimde g-analizin

baz1 kavramlarina deginilmistir .
3.1. g-Analog Fonksiyonlar:

Tamm 3.1.1. q>0, g#1ve a € Ricin [a], ile gosterilen g-reel sayilar

seklinde tanimlanir (Aral , 2013).

Tamm 3.1.2. a€ Nigin [a],! ile gdsterilen q-faktoriyel

falg! =

bigiminde tanimlanir (Aral , 2013).

Tamim 3.1.3. a,b € N igin [Z] ile gosterilen g-binom katsayilari
q

ap _ [aly! (3.1)
[b]q_[b]q![aq—b]q!' 0<a<bh

ile tantmlidir.
Tanim 3.1.4. Polinomlarin g-analoglar1 asagidaki gibi ifade edilir ;

n—1 _ 3.2
(1_|_x)g:{(1+x)(1+qx)"-(1+q x) , n=123... 3.2)

1 , n=0

. 1 , n=20
(x — a)q - {(x —a)(x— qa) o (x— qn—la) , n=123..

1-9;=0-90-¢»)1-¢>..(1—q")

dir.
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Ve

(x—a)l™m=(x—-a), (x—q™a),, nm=01.2,..

olarak tanimlanir (Ernst, 2012).

Tanim 3.1.5. Gauss binom formila ;

Sy JG-D
(x+a)g:Z[_] q 2 alx"/

ile tanimlidir.

Tamim 3.1.6. (a — b)* kuvvetinin g-analogu

k = 0igin (a — b)q =

k-1

(@-bk=||(a=a), vaber

i=0

ve
(1-b)7
(1-b)}=——"-—, VabeR
T (1—-q°b)g
seklinde tanimlanir.
Ayrica
(1-b)j=-————~—, Va,b€ER
17 A—qb);°

seklinde de ifade edilir (Ernst, 2012).
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4. q- DIFERANSIYEL VE q - TUREV

4.1. gq-Diferansiyel

f siirekli reel bir fonksiyonun g-diferansiyeli
def () = f(gx) — f(x) (4.1)

seklinde tanimlanir.

£ (x) ve g(x) keyfi fonksiyonlar olmak iizere ;
dq(f()g(x)) = f(gx)g(gx) — F(X)g(x)
= f(gx)g(qx) — f(gx)g(qx) + f(gx)g(qx) — f(x)g(x)
= f(qx)(9(gx) — g(x)) + g()(f (gx) — £ (x)).
Boylece
dg(F)g(®) = F(qx)dqg () + g(x)d,f (x) (4.2)

olur (Oney, 2007).

Iki fonksiyonun garpimimin diferansiyeli adi diferansiyelden farkli olarak elde
edilir. Bu baglamda ¢arpimin g-diferansiyelinde simetri olmadigi goriilmiis olur.
Carpimin g-diferansiyelinde oldugu gibi (4.2) den yararlanarak iki fonksiyonun

boliimiiniin diferansiyelini asagidaki gibi yazabiliriz.

J (f (X)) _ 9()dqf(x) — f(x)dqg (%) (4.3)
"\g(x) 9(gx)g(x)
4.2. h-Diferansiyel

f (x) stirekli reel bir fonksiyonun h-diferansiyeli

dpf(x) = f(x +h) — f(x) (4.4)

seklinde tanimlanir.

f(x) veg(x) keyfi fonksiyonlar olmak tiizere (4.4) ifadesi kullanarak iki

fonksiyonun ¢arpiminin h-diferansiyeli;
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dn(f)g(x)) = fx + Mg + 1) — () g (x)
=fx+mnglx+h)—flx+hngl)+flx+hglx)—fx)gx)

olur (Ernst, 2012).

Boylece
dy(f()g(x) = flx + h)dpg(x) + g()dpf(x) (4.5)
olur (Cieslinski, 2010).

4.3. g-Tiirev

f siirekli reel bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun g-tiirevi

(f(x) = f(gx)

o’ geR* —{1},x #0 (4.6)
d
Pf@=] T , q=1
d
. é(O), ) x=0

seklinde tanimlidir (Ernst, 2012).

f fonksiyonu x degiskenine gore diferansiyellenebilir olsun.

Buna gore
lim(Dyf)() = é"l’l‘f(g:—;)(z@ 4.7)
_Yy
dx
olur.

Boylece klasik tlirevle g-tiirev ¢gakigsmis olur ancak bunun tersi dogru degildir

yani f(x) fonksiyonun g-tiirevi varsa klasik tiirevinin olmasi gerekmez.

Ornegin, g € (0,1) icin

_ x%, x€Q
f(x)_{—xz xER—-Q
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Fonksiyonun sadece x = 0 da klasik tiirevi varken, g-tiirev tiim reel eksende
vardir bu da g-tiirevin klasik tiirevden daha genel oldugunu gosterir. g-tiirev ayni

zamanda Jackson tiirevi olarak da bilinir.
Eger f'(0) varsa

D.f(0) = f'(0)
dir.

4.4. q-Tiirevin Ozellikleri
Onerme:

1) D,(af (x) + bg(x)) = aD,f (x) + bDyg(x)  a,b keyfi sabit

O ik ¢ keyfi sabit
d
3) Dy(f(0)g(x)) = %

_ f@x)dag(x) + gCo)dyf (x)
(q—Dx

= f(qx)Dqg(x) + g(x )Dqf (x)

fG)\ _ g()Dgf (%) — £ (x) Dag(x)
g(x)> - g(0)g(qx) , 9g(x)g(qx) # 0

4) Dq<
5) Dgx™ = [n]x™ !, neZt

6) Dy(x —a)y = [n],(x — )7~ *

4.5. Ornekler

gx—x (q—Dx _
T (@-Dx (@-Dx

, (@) —x* ¢*x*—x* (¢°—-Dx* (q—D(q+ Dx?

O e =Dy ~G-Dx  @-Dx _ (@-Dx
=(q+ Dx
(c) Dynx = In(qx) —lnx Inq+Inx—Inx  Ing

(g-Dx  (q—-Dx  (¢g—Dx
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cos(gx) — cosx _ —2$in(qxz—+x)_sin(qxz__x)

(d) Dycosx = G- Dx = (= Dx

4.6. Ustel Fonksiyon ve In Fonksiyonlarinin Analoglar

Tamm 4.6.1. Klasik analizde e* in seri a¢ilim1

oo .
x’

e* = , xXER

m
=R
dir.

e”* iistel fonksiyonun g- analogu yani e* fonksiyonun g-analizdeki karsilig

ENEL (4.8)
eq —ZW

j=0
ile tanimlanir (Cieslinski, 2010).

Burada g pozitif bir say1 ve z de kompleks bir say1 olmak tizere ;

o)

el = 1_[ ((1 -(1- q)qu))_1

j=0
ile tantmlidir.
Bu analogun q-tiirevi
Dyej =ej
Dyegd” = aeg”
olup klasik tiirev ile ayni sekildedir.

Ustel fonksiyon i¢in (4.8) denklemi kullanilarak trigonometrik fonksiyonlarm

da g-analog esitleri gosterilebilir.
Ornegin ,

ix _ ,—-ix ix —ix
eq eq eq + eq

Singx = - ve CcoSpXxX = -
q 2i 1 2i

olarak tanimlanir. Klasik trigonometrik fonksiyonlardan farkli olarak

singx + cosgx # 1

dir (Kac ve Pokman, 2002).
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Tamim 4.6.2. [n fonksiyonun g- analizdeki karsilig

Ingx = xll‘q_——ql (4.9)
seklinde tanimlanir (Yamano, 2002).
Teorem 4.6.3. x ve y ‘nin ¢arpiminin In, fonksiyonu
Ing(x.y) = lngx + Ingy + (1 — q)(Ingx)(Ingy) (4.10)
esitligini saglar.
Ispat:

Esitligin sag tarafinin dogru oldugunu kabul edip sol tarafinin dogrulugunu

gosterelim.
Ingx + Ingy + (1 — @) (Ingx)(In,y)
xl_q — 1 yl_q —

+ 1_|_(1 )xl_q—l yl=a -1
1-q '« 1-¢ P\1=¢q J\1—¢

1
= (= D+ - D @ - DO - D)

1
= (1 -DA+YTI-D+yTi-1 )m

1
— 1-q _ 1-q 1-9 _ 1) ——
((x Dy +y D= 7

1
= (x1"0y1-0 — y1-a 4 y1-0 _ 1y
(x "y y ity )1_q

x1-dyl-a -1

= -

= Ing(x.y)
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5. ¢-FARK DENKLEMININ ELDE EDILMESI

Quantum diferansiyel denklemler kapsaminda lineer olmayan tipteki
denklemlerin genel ¢ozlimlerine ulasmanin miimkiin olmadig1 ya da uzun ugraglar
gerektirdigi bilinmektedir ancak lineer olmayan diferansiyel denklemler miihendislik
ve fen bilimlerinin birgok alaninda kullanilmaktadir. Bundan dolay1 lineer olmayan
q-fark denklemlerinin ¢6ziim ailelerinin bulunmasi, ¢6ziim ailesinden g-fark denkle-

minin elde edilmesi teorem ve ornekler ile agiklanmistir.

5.1. g-Fark Denklemi

n tane keyfi sabite bagli;

fxy),c,¢62,..,¢0) =0 (5.1)

fonksiyonu verilsin. Bunu ¢oziim ailesi kabul eden g-fark denklemi (5.1) ve (5.1)’in
n defa g-farkinin alinmasi ile elde edilen ifadeler arasinda c;, ¢y, -+- ¢, keyfi sabitle-

rinin yok edilmesi ile elde edilir.

Eger son ifade de keyfi sabitler yok ise aranan g-fark denklemi en son
ifadedir.

Ornek 5.1.1.
Yy =cC1Xx+ ¢y (5.2)
fonksiyon ailesi verilsin.
Keyfi sabit sayisi iki oldugundan iki kez g- farki alinirsa
Dgy(x) = Dg(c1x + c3)
= ¢1Dgx + Dy,
=c
Dy(Dqy(x)) = Dgcy =0
olacaktir.
En son ifadede keyfi sabit olmadigindan

y(x) = c1x+ ¢y
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fonksiyon ailesini ¢6ziim kabul eden g- fark denklemi
Diy(x) =0
olur.

Ornek 5.1.2.
x2+y?=c (5.3)

¢Oziim ailesi verilsin.

Keyfi sabit sayisi bir oldugundan bir kez g-farki alindiginda keyfi sabit yok

olacagindan (5.3) ifadesini ¢6ziim ailesi kabul eden g-fark denklemi

Dyx* + Dyy* =0 (5.4)

olur.
Burada

_ y(gx)? — y(x)?

Py = T
1

R (v(gx) — y(x))(y(gx) + y(x))

= (¥(gx) + y(x))Dgy(x)
olur.
Diger taraftan

y(gx) = (q — DxDgy + y(x)

oldugu kullanilirsa

D,y* = ((q — DxDyy + y(x))Dgy
veya

2
Dgy® = (¢ — Dx(Dgy)” + yDyy
olur.

Dyx* = (g + Dx
oldugu goz 6niine alinirsa (5.4) denklemi ile gosterilen g-fark denklemi;

2
(q — 1)x(qu) +yDgy+(@+Dx=0 (5.5)
seklinde de yazilir.
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Ornek 5.1.3.
y =cx + CZ (56)

fonksiyon ailesi verilsin.

Tek bir keyfi sabit oldugundan bir kez g-fark almak yeterlidir.

Buna gore
D,y = Dy(cx + ¢?)
= cDyx + Dyc?
=c
olur.

(5.6) fonksiyon ailesinde c yerine esiti yazilirsa
2
y=xDgy + (qu)
seklinde g-fark denklemi elde edilir.

Ornek 5.1.4.
y=lnx+c (5.7)

fonksiyon ailesi verilsin.
Keyfi sabit bir tane oldugu i¢in bir kez g-fark alinirsa
Dgy = Dg(Inx + ¢)

= Dy(Inx) + Dg(c)

olur.
Burada
Ing
D - D =
q(Inx) = Dx ve Dy(c) =0
oldugundan
Inq
Dy = ———
¥ =g - Dx
veya

(q — 1)xqu = Ingq

seklinde (5.7) ¢6ziim ailesini saglayan g-fark denklemi bulunur.
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Ornek 5.1.5.
y=clnx+c, (5.8)
fonksiyon ailesi verilsin.
Keyfi sabit iki tane oldugu i¢in iki kez g-farki alinmalidir.
Bir kez g-farki alinirsa

Dgy = Dg(cylnx + c3)

= ¢1Dylnx + Dy,

Inq
= 4 ——
Y(g - Dx
olur.
Buradan
Ing
xD,y =c
CARREYCTEY
yazilir.

Bir kez daha g-farki alinirsa

Dq(xDgy) = Dg(cy %)
xqD;y + DgyDgx = 0
xqDy + Dgy =0
bulunur.
5.2. D,;l Operatorii ve Toplam Analizi
D, (D7 f () = f(x) (5.9)
olacak sekilde Dy 1f ifadesini tammlayalim.
Burada
g(x) = Dgtf(x) (5.10)
oldugunu kabul edelim.
Buna gore
WERC.EC
= Dq(Dg ' f(x))
=f)
olur.
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Bu durumda

9(qx) — g(x) _

elde edilir.
Buna gore
(5.11)
9(gx) — g(x) = (@ — Dxf (%)
9(q*x) — g(gqx) = (q — 1)qxf (qx)
9(@*x) — g(g*x) = (g — 1)q*xf (q°x)
9(q™) — g(q"'x) = (q — D" xf(¢"x) (5.12)
olur.
Bu ifadeler taraf tarafa toplandiginda
n-1
9(q") = g() = (@ = Dx ) q'f(a"™) (5.13)
r=0

bulunur.
Burada her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinir ve 0 < q < 1 oldugu goz

oninde tutulursa

909 = A= @x ) q7f(@x) +g(0)
r=0

elde edilir.

Burada g(x)’ in x = 0 da tamiml1 oldugu kabul edilmistir. g(0) sabit bir reel
say1 oldugundan g(0) = c alinabilir. Boylece

D) = (1-@x ) q'f(g™0) + ¢ (514)
r=0

seklinde yazilir.
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5.3. Baz1 g-Fark Denklemlerinin Coziim Aileleri

Teorem 5.3.1.
P(x) = —=Dg(Q(x))

olmak lizere

Doy + %y ~0 (5.15)
denkleminin bir ¢6ziim ailesi
y(x) = cQ(x)
veya
y(x) = cDg ' (—=P(x))
tir.

Burada Dq_1 , Dgq nun ters operatoriidiir.

Ornek 5.3.2.

1

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Denklem de
P(x)=-1, Q(x) =x
alinirsa
—Dgx =-1
oldugundan

P(x) = —DgQ(x)

esitligi saglanir.

Buna gore ¢oziim ailesi
y =cQ(x)

den

olur.
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Bulunan ¢6ziim ailesi g-diferansiyel denklemde yerine yazilirsa denklemi

sagladig goriiliir.

Gergekten
Dyy — ly = Dy(cx) — 1cx
x X
=cDgx —c¢
=c—c
=0
olur.
Ornek 5.3.3.
qu—myz 0 (5.17)

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Denklemde
—Inq
x)=Ilnx , P(x) =———
Q) ® = =15
alinirsa
Ing
-D —
glnx @ = Dx
oldugundan

P(x) = —DgQ(x)
esitligi saglanir.

O halde ¢6ziim ailesi

y(x) = clnx
seklinde bulunur.
Ornek 5.3.4.
(g+1)

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Denklem



seklinde yazilir.

Q(x) =x*, P(x)=—-(q+ Dx

almirsa
—D4Q(x) = P(x)

esitligi saglanir.
Buna gore ¢oziim ailesi,
y(x) = cQ(x)
den

y(x) = cx?
olur.
Teorem 5.3.5.

P(x) = —D,(Q(x))

olmak lzere

P(x)

D,y + sz)y = (1 - Px(P(®) + Q) (5.19)

denkleminin bir ¢dziim ailesi

y(x) =(x+c)Qx)
dir.

Ispat:
D,y = Dy((x + ©)Q(x))
= (gx + 0)D4Q(x) + Q(x)Dg(x + ©)
= qxDgQ(x) + cDaQ (x) + Q(x)

= —qxP(x) — cP(x) + Q(x)

P(x)

Q(x)

= —qxP(x) — cQ(x) +Q(x)

= —qxP(x) — xP(x) + xP(x) — %cQ(x) + Q(x)

PO 00 =29 o0 + 00

= e+ 0P =x50y 0)

24



P(x)

= (1= DP() = 55 G+ Q) +Q()

olur.

Bu ifade diizenlenirse

P(x)
Dyy + @y =1 - q@)xP(x) +Q(x)
denklemi elde edilir.
Ornek 5.3.6.
D 1 =
qy — ;y =qx

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Denklem
qu—%y =(@—-Dx+x
seklinde yazilir.
Qx) =x Px)=-1
alinirsa
~D,Q(x) = P(x)
saglanir.

Diger taraftan denklemin sag tarafi
(@—Dx+x=1-@x(P()+Q(x)
seklinde oldugundan ¢6ziim ailesi
y(x) = (x+o)x
veya

y(x) = x% + cx
olur.
Teorem 5.3.7.

p(x) = —DyQ(x) ve Dgu = B(x)

denkleminin bir 6zel ¢6ziimii v(x) olmak {izere;
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Pay + QE i ((1 - x(P(x) + Q(x)) B(x) (5.21)

denkleminin bir ¢6ziim ailesi
y(x) = (w(x) + )@ ()
dir.
Eger B(x) = 1 alinirsa (5.19) denklemi elde edilir.
Ispat:
Dgy = Dg((v(x) + 0)Q(x))

= Q(qx)Dg(v(x) + ¢) + (v(x) + c)DgQ (x)

«q—nm>m@+ownuv<y+qf%%wm+ocw>

= (@ = Dx(P) + QW) B + 22 y(x)

olur.
Bu denklem diizenlenirse
P(x)

Day + 5557 = (1= DxP() +QC))BC) (5.22)

elde edilir
Ornek 5.3.8.

1 5.23
qu—;y=q(CI+1)x2 (5:23)

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.
Denklemi
1
Dyy — ;y = ((q - Dx+ x)(q + 1Dx
seklinde yazalim.

Burada

Q(x) =x, P(x)=-1, B(x) =(q+ Dx
olur.
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Boylece
—Da(Q(x)) = P(x)

esitligi saglanir.
Diger taraftan
B(x) = Dgv(x)
den
Dyv(x) = (g + Dx , v(x) = x?
olur.
O halde ¢6ztim ailesi
y(x) = (wx) +c)Q(x)
ifadesinden

y(x) = (x? + o)x
bulunur.

Teorem 5.3.9.
Dqu(x) = P(x)
denkleminin bir 6zel ¢oziimii v(x)

ve

9(x) = Dgf (x)

olmak tzere

((g = DxP)y + f(x))Dgy — g(x)y + P(x)y* =0

denkleminin ¢6ziim ailesi

X
y(x) = %
dir.
Eger,
P(x)=1
ise

((q = Dxy + f())Dgy — g(x)y +y2 =0

denkleminin ¢6ziim ailesi
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f)

X+c

y(x) =

olur.

Ispat:

((q = DxP(X)y + f(x))Dgy — g(x)y + P(x)y* = 0

denklemi diizenlenirse
(g — DxP(x)yDyy + f(x)Dgy — g(x)y + P(x)y* =0
((q — DxDgy + y) yP(x) + f(x)Dgy — g(x)y =0
gy — f(x)Dgy = ((q = DxDgy + y) yP(x)

gy — f()Dgy
((q — DxDgy + y) y

= P(x)

olur.

Denklemde

g(x) = Dgf (x)
Dyv(x) = P(x)

((q = DxDgy + y) = y(qx)

oldugu g6z oniine alinirsa

D, (%) = Dyv(x)

olur.

Her iki tarafi ters operator ile isleme tabi tutarsak

) = f(x)
Y v(x)+c
bulunur.
Ornek 5.3.10.
((¢* = Dx2y +x)Dgy =y + (¢ + Dxy* = 0 (5.26)

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.
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Denklem

((q — Dx(q + Dxy + x)qu —y+(@+Dxy?=0

seklinde yazildiginda
fG)=xve glx) =1
oldugundan
Dyf(x) = g(x)
saglanir.

Diger taraftan denklemde

p(x) =(q+ Dx

ve
Dyv(x) = (g + Dx
olacagindan
v(x) = x?
olur.
Buradan denklemin ¢oziim ailesi
y() = x%2+c
bulunur.
Ornek 5.3.11.

21 -q@xy+x*—-1DDyy — (g + Dxy —2y* =0
denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Verilen denklemde

f)=x*—-1 gx)=(q+Dx
oldugundan
Dyf (x) = g(x)

saglanir.

Diger taraftan

p(x) = -2
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oldugundan ve
Dyv(x) = =2

olacagindan

v(x) = —2x
olur.

O halde ¢6ziim ailesi teorem geregince

) = f(x)
yx) = v(x)+c
ifadesinden
1—x2
y() = 2x +c
olur.

Teorem 5.3.12.

g(x) = =Dy f (x) ve Dgu = P(x)

denklemin bir 6zel ¢6ziimii v(x) olmak lizere

g(x)

(g — Dx(Dgy)* + 2yDgy + ——=y* = ((1 — @)xg(x) + f (x))P(x)

f(x)

denkleminin ¢6ziim ailesi

y?= @) +of ()

dir.
Ispat:
Denklemde
w = y?
doniistimii uygulanirsa
D,w = D,y?

=(q— 1)x(qu)2 + 2yD,y

oldugundan denklem

X
D g(

f)
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seklinde lineer denkleme doniisiir. Bu denklem teorem 5.3.7” de ifade edilen

denklem oldugundan (5.29) denkleminin ¢6ziim ailesi
w = (w(x) +o)f (x)
dir.
w=y

oldugundan (5.28) denkleminin ¢6ziim ailesi

y? = w(x) +o)f (x)
olur.

Ornek 5.3.13.

1
(q —1)(Dyy)* + 2y Dyy — ;yz =q(q+ Dx

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Denklem de
fG)=x,9(x)=-1
oldugundan
g(x) = =Dqf (x)
saglanir.

Diger taraftan denklemin sag tarafi uygun sekilde diizenlenirse,
((q —Dx + x)(q + 1x = ((1 —qx(-1)+ x)(q + 1)x

=1 -q@xgx)+f(x))(q+ Dx

olur.
Burada
p(x) =(q+ Dx
ve
Dqv(x) = p(x)
esitliginden

v(x) = x?

oldugundan ¢6ziim ailesi
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y2(x) = (w(x) + o)f (x)
ifadesinden
y2(x) = (x* + o)x
seklinde elde edilir.
Simdi de
y(gx):= yq
olmak tizere y™ fonksiyonun g-tiirev operatorii altinda ki esitligini yazalim.

n = 2 olsun. (5.31)

Yg— Y

D,y = —7—
MRCESVE:

Esitliginde y, yalniz birakilirsa

(q—DxDyy =y, —y

Yq = (@ = DxDgy +y (5.32)
olur. Buna gore
2 _ 2
quZ = —yq y
(g —Dx
Yg— Y
=1 (y, +
(q - Dx G )
= Dgy((q — DxDgy + 2y
dir.
Boylece
D,y? = Dgy((q — )xDgy + 2y) (5.33)
seklinde yazilir.
n = 3 olsun.
3 _ .3
(g —Dx
Yg— Y

= (q_—l)x(yc% + Yy +y°)
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= Dqy (((q — DxDgy + y)z + ((q — DxDgy + y) y+ yz)

olur. Boylece

Dgy® = Dgy (((q — DxDgy + y)z +3((q - DxDey)y + 3y2) (5.34)
seklinde yazilir.
n = 4 olsun.
4 _ 4
Day" = (J:; = 1};96

_ 0 —yH07 +y?)
(g —1x

= (Zq_—_gx(yq +y)g +y?)

=Dyy(¥3 + y2y + y,y* +¥°)

= Dgy (((q — DxDgy + y)3 + ((q — DxDgy + y)2 y
+((a = DxDgy +y)y? + y3>
Olur. Boylece
Dgy* = Dqy (((q - 1)xqu)3 +4((q- 1)xqu)2 y +6((q = DxDgy)y?
+ 4y3) (5.35)

seklinde yazilir.

Buna gore asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.3.14.
n—1 i
n LY 5.36
Dgy™ = quz (L) ((q - 1)xqu) y' (5:30)
i=0
esitligi gecerlidir.
Teorem 5.3.15.

g(x) = = Dgf (x) ve Dgu = p(x)

denkleminin bir 6zel ¢oziimii v(x) olmak iizere
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(5.37)
((q - 1)x) (qu) +3 ((q — Dx(D,y) )y +3(Dgy)y? + == 9() y3
f(x )
= (A= @xg() + f(0)p(x)
denkleminin ¢6ziim ailesi

v =Wl +o)f (x)

dir.
Eger
p(x) =0
ise
((q - 1)x)2(qu)3 +3 ((q — 1)x(qu)2>y + 3(qu)y2 + ?§ ;y —o (539
olur.
Bu durumda denklemin genel ¢oziimii
y®=cf(x)
dir.
Eger
p(x) =a  (a, keyfibir sabit)

ise

gx) (5.39)

(G4 =12)"(0)" +3((a = Dx(0gy)" )y + 3(0g)y? Y

= (1 -xg() +f(0)a
denkleminin genel ¢6ziimii
y® = (ax+c)f (x)
dir.
Ispat :

Bu teoremin ispati teorem 5.3.12.°nin ispatina benzer sekilde yapilir.
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Teorem 5.3.16.

n-—1

Py Y ()@= xpy) ™y + S yn = ((1 - xg) + F )

&

i=0
denkleminin ¢oziim ailesi;

9(x) = =Dyf (x),

ve v(x)

Dyu = p(x)
denkleminin bir 6zel ¢oziimii olmak tizere
y"'=wk) +o)f(x)

dir.
Ornek 5.3.17.

(1-2x) (qu ((q - 1)xqu>2 +3y((q — DxDgy) + 3y2> +2y3=0

denkleminin ¢6ziim ailesini bulalim.

Bu denklem
2
D,y ((q - 1)xqu) + 3y ((q - 1)xqu) +3y% + T y3=0
seklinde yazilir.
Burada
f(x)=1-2x ve g(x)=2
dir.
Buna gore
Dy(1—2x) = =2
oldugundan

Dyf(x) = —g(x)

sart1 saglanir.
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Diger taraftan (5.40) denkleminde p(x) = 0 oldugundan denklemin ¢dziim ailesi

y? =cf(x)
den
y3 =c(1-2x)
olur.
5.4. Belirli g-Integral
Tamm 5.4.1.
0 < a < b olmak iizere belirli g-integrali
b o (5.41)
| reodax=ba-a ) foama
0 n=0
ve
b b a
| redex = [ Fooa- [ reod (5.42)

seklinde tanimlanir.
Teorem 5.4.2. ( g-Calculusun Temel Teoremi)

F(x) ,f (x) fonksiyonun bir ters tiirevi ve F(x) fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli

ve 0 < a < b < o olmak lizere

b
[ redgx = o) - F@ (5.43)

seklindedir (Kac ve Pokman, 2002).

Tamm 5.4.3. g- Kismi Integrasyon

b
’ b
j gD f ()dgx = f(g() |~ ff(qx) Dyg(x)d,x (5.44)

seklinde tanimlanmustir.

Burada g(x) ve f(x) fonksiyonlarinin ¢arpiminin g-tiirevini kullanilarak (5.44)

formiiliin olusumunu gésterebiliriz. Buna gore
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D, (9(x)f (%)) = g(x)Dyf (%) + f(qx)Dqg (x)

ifadesinin her tarafinin g-integrali alinirsa

b b b
| 20 (0@ @0) = [ 9GDef g+ [ F(aIDag ) dgx

b b
9B (b) — g(a)f(a) = f GOODLF(Ody x + f £ (@)Deg (x) dgx

olur.

Buradan

b b
f gxX)Daf (x)dgx = g(b)f(b) — g(a)f(a) — j f(gx)Dqg(x) dgx

elde edilir.
5.5. Belirsiz g-integral

Tanim 5.5.1.
DyF(x) = f(x) (5.45)

ise F fonksiyonuna f’in bir belirsiz g- integrali veya g-antitiirevi denir,
ve
F(x) = jf(x) dgx

seklinde ifade edilir (Oney ,2007 ).

Burada
d,F

DF(x) = ‘;qff) = £ ()

oldugundan
dg F(x) = f(x)dgx
quF(x) = ff(x) dgx
F(x) = J.f(x)dqx +c, ckeyfisabit

olur.
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Yani

(5.46)

bulunur.

¢ keyfi sabit olmak iizere,

D=2 _ g

¢ = dgx
%C—O' d.c=0.d
dqx = 1Se qC = U. qx

fO.dqx=c

Klasik analizde oldugu gibi bir fonksiyonun birden fazla g-antitiireve sahip olmasi

olur.

miimkiindiir.
Ornek 5.5.1.
j(q + Dxdg x (5.47)
integralinin sonucunu bulalim.
Dyx* =(q+1)
oldugundan
dqx” =(q+ Dx
dgx
olur.
Buradan

(q + Dxdgx = dgx?
denklemin integrali alinirsa

J.(q+1)xdqx=x2+c

bulunur.
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Ornek 5.5.2.

f(q2 +q+ 1) x?dx (5.48)

integralinin sonucunu da ayn1 sekilde hesaplayalim.

s _ (g0)° —x°
qx —x

qu

= (gx)* + qx* + x*
=(q* +q + Dx?
oldugundan
f(q2+61+1)x2dqx=qux3 =3 +¢

olarak bulunur.

Genelleme yapacak olursak,

Dyx™ = ) x1
oldugundan
f qq”_—ll x"dyx =x"+c
olur.
Teorem 5.5.3.
y =xDgy + f(qu) (5.49)
denkleminin ¢dziim ailesi D;y = ¢ olmak lizere
y =xc+£(0)
dir.
Ispat:
Gergekten de
Dyy = Dq(xc +£(0) = cDgx+0=c
dir.

Bunun disinda p , x’ e bagli bir fonksiyon olmak {izere
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Dyy=np
olsun.

Buna gore (5.49) denklemi
y=xp+f(p)
seklinde yazilmis olur.

Her iki tarafin g-farki alinirsa

qu = Dq(xp) + qu(p)

dqf(p) dqp
p=qxDgp +pDgx + dyp dyx
dqf ()
qxD,p +———.D,p =0
q dqp q
dqf ()
D,p <qx+ 1 =0
( q ) dqp
olur.
Buradan
dqf(p)
D.p= q =
qp =0 veya gqx + dp 0

olmalidir. Buna gore

Dgp=0=p=c

Yani
Dyy=c
bulunur. Diger taraftan
d
L daf®)
dqp

durumu ise bu ¢aligmada incelenmemistir. Burada D, f (p) "nin var oldugu kabul

edilmistir.
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Simdi de
Dqy = xDgy + f(Dgy)
verilsin.
Diy =c
olmak iizere denklemin ¢6ziim ailesini bulalim.

Dyy = xc + f(c)

olarak diizenlenirse ve g-integrali alinirsa

y = j(xc + f(c))dgx

=cjxdqx+f(c)qux
2

X
(g+1)

=c + fc)x+ ¢,
olur.
Boylece (5.50) denkleminin ¢6ziim ailesi bulunmus olur.
Benzer sekilde

D2y = xD3y + f(D3y)
denklemi verilsin.

Diy=c

olmak iizere

Dy = xc + f(c)

olur.
Buradan
J-Dgydqx = cfxdqx+f(c)qux
D,y = " 1x2 +fO)x+ ¢y
bulunur.
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Bir kez daha her iki tarafin g-integralini alirsak

c q—-1(¢>-1 g—1 (g*>—1
fqudqxz f 1deqx+f(c).qz_1f _1xdqx

q+1¢*-1) q- q
+fc1dqx
c c
y 3+&+ c1x + ¢

T @D g+ g+t

seklinde denklemin ¢6ziim ailesi elde edilmis olur.

Bu tip denklemleri genellersek

(5.53)
D'y = xD'y + f(DIy)
formunda yazilir.
Djy =c
olmak tizere bu ifade (5.53) ifadesinde yerine yazilirsa
Dy~ 'y = xc + f(c)
olur.
Her iki tarafin g-integrali n — 1 kez alinirsa
fD;“lydqx = fxcdqx+ff(c)dqx
- q-1
D2 = cq2 — 1x2 + f(O)x + ¢y
Dr2yg x = g—1 g—1 [(qg*>-1 2 qg—1 qz—ld
q Y qx_cqz—l'q3—1' q—lx qx+f(c).q2_1 q—lx qx
+01qux
- q—1q-1 q-1
DI 3y = cq2 17 _1x3 +f(c)q2_ 1x2 +cx + ¢y
- q—1qg-1 gq—1 q—1q-1 q—1
4y 4
D™ty = cq2 e S T +f(c)qz——1q3 — 1x3 +te1—5— lx2 + cyx

+ c3
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(q—1D"2 et

Py = D@ - D (-
(g—1D"3 -
AR @-D@-D- (@ 2-1D
re (@— D" qg—-1 ,

n-3
@-D@-D- (@ 3-D" Tz *

+ Cch3X + Cphp

(-t n
y=¢c— 3 - b
(@ -D@ -1 (@ -1
(g—1D"? _ q—1
+f(c) (qz - 1)(q3 —_ 1) (qn—l _ 1) le 1 + -+ Cn_3 2 _ 1x2 + Cn_4x + Cn—l
:CMXTL +f(c)ﬂxn_1 Cl(q_—l)n_an_Z_l_...
rea(q® = 1) roa(gk = 1) ko5(qk = 1)
-1
+Cpos q2 — 1x2 + CpooXx + Cpq
olur.
Diizenlenirse (5.53) denkleminin
(g =D (g - D" AN
= C‘I’?—k‘xn + f(c)nq—l—kxn_l c; nq_i_l - xn—i—l
k=2(q - 1) k=2(q - 1) im1 Hk=1 (q - 1)

+Cp2 X+ Chq

seklinde ¢6ziim ailesi bulunur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma da q- fark denklemlerinin kurulmasi, lineer g-fark denklemlerinin
¢Ozliim ailelerinin bulunmasi ve lineer olmayan gq-fark denklemlerinin ters g-fark
operatori ile ¢oziimlerinin bulunmasi ele alinmistir.Cesitli teoremlerden yararlanarak

sonuclara ulasilmis 6rnekler tizerinden ¢6ziim metotlart incelenmistir.

q-fark denklemlerinin ¢6ziimiinde, homojen olma, homojen olmama durum-
una gore ¢oziim yapilmis, lineer durumdaki denklemlerin Ornekleri ¢oziimlenip,
lineer olmama durumunda ise Oncelikle lineer olacak sekilde diizenleme iizerinde

durulmus, degisken doniisiimii ile ¢6ziim ailesi aranmistir.

q-fark operatorii ve ters g-fark operatorii ile lineer olmayan denklemlerin
¢oziilebilirligi gosterilmis, g-integral tanimi akabinde ornekleri agiklanarak galigma

tamamlanmistir. Calismanin kapsamini genisletmek istersek;

Miihendislik, fizik, ekonomi, biyolojik gelismeler ya da yakin gelecekte ihtiyag
duyulacak pil batarya denklemlerinin modellenmesinde g-fark denklemleri ve bu

denklemlerin ¢6ziimlenmesinde g-fark operatorii kullanimi aragtirilabilir.

Buna zemin olusturmak amaciyla 1s1, sicaklik, enerji denklemlerinin
kurulabilmesi gerekliliginden iki degiskenli, i¢ degiskenli fonksiyonlarin q -analiz
de programlanmasi, bilgisayar programlari iizerinde modellenmesi ve problemi
olusturulan denklemlerin verilen operatorler ile c¢oziimlenme siiregleri iizerinde

caligilabilir.
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