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ONSOZ

“Lineer Pseudo-Benzerlik Ddniisiimleri Altinda Diizlemsel Bézier Egrilerinin
Belirlenmesi” adli bu tez calismasi K.T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dalinda “Yiiksek Lisans Tezi” olarak hazirlanmistir.
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2- Boyutlu ve indeksi 1 olan pseudo-Oklid uzayr E/ olmak iizere, E]uzayinda tim lineer

pseudo-benzerlik doniisiimler grubu ve tim yonlendirmeyi koruyan lineer pseudo-

benzerlik doniisiimler grubu anlatildi ve bu gruplar sirasiyla LPSim(EZ) ve LPSim™ (E?)
ile gosterildi. G = LPSim (E?) veya G = LPSim*(E?) olmak iizere, E uzayinda m-
tane noktanin G-invaryantlar1 ve m-tane noktadan olusan iki sistemin G-benzerlik sartlar

verildi. L-pseudo-regiiler Bézier egrisi tanimlandi.m > 1 olmak iizere, m-tane noktanin G-

invaryantlar1 yardimiyla, m. dereceden iki tane Bézier egrisinin ve iki tane L-pseudo-
regiiler Bézier egrisinin G-benzerlik sartlari verildi. E’ uzaymda ortak G-invaryantlara
sahip iki Bézier egrisi i¢in, birini digerine donistiren tim lineer pseudo-benzerlik

doniisiimlerinin goriintiileri elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Pseudo-benzerlik, invaryant, hiperbolik say1
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Let E; be the 2-dimensional pseudo-Euclidean space of index 1. The group of all linear
pseudo-similarities of E? and the group of all orientation-preserving linear pseudo-
similarities of E are introduced and its denoted by LPSim(E?)and LPSim*(EY),
respectively. Let G = LPSim (Ef) or G = LPSim™*(EZ). G-invariants of m-tuple points

in E and the conditions of G-similarity of two systems of m-tuple points are given. L-

pseudo regular Bézier curve is defined. The solutions of problems of G-similarity for two

Bézier curves of degree m > 1 and two L-pseudo-regular Bézier curves of degree m > 1
are found in terms of G-invariants of m-tuple points in E’. For two Bézier curves in E’

with the common G-invariants, evident forms of all linear pseudo-similarity

tansformations, carrying one to other, are obtained.

Key Words: Pseudo-similarity, invariant, hyperbolic number
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Matematikte “benzerlik” fikri, Oklid’in “Elements” ad1 verilen 13 kitaptan olusan
eserinde anlatilmistir. Bu fikir temel diizlemsel sekillerden ticgenlerde kullanilmis ve
“benzer tiggen” tanimu verilmistir [1, 2].

Bu fikir zamanla gelistirilerek, matematiksel bir kavram olarak “benzerlik
doniisiimii” olarak tanimlanmustir. Giiniimiizde bu kavram genel olarak, “Oklid uzaymnda
benzerlik doniisiimii” veya “Benzerlik geometrisi” olarak adlandirilmakta ve genellikle
matematigin uygulama alanlarinda kisaca “benzerlik” kelimesi olarak J. G. Alcazar, C.
Hermoso ve G. Muntingh’m 2014 yilindaki ortak ¢alismasinda ve J. Kunes’in ¢alismasinda
kullanilmaktadir [3, 4].

Invaryantlar teorisi 1850 yillardan itibaren gelistirilmeye baslanmistir. Bu teorinin
etkisiyle, 1872’de Felix Klein adl1 matematik¢i “Erlangen programi” nda “Her geometri, o
geometriyi olusturan simetri grubunun invaryantlari teorisidir” diye ifade etmis ve bdylece
“geometri” kavramini yeniden tanimlayarak, geometriyi “doniistimler grubu” kavramiyla
birlestirmistir.

Geometrilere getirilen bu yaklasim, sonlu tane noktalarla belirlenen geometrik
yapilar i¢in ¢ok Onemli sonuglari ortaya ¢ikarmistir. Bu sekilde tanimlanan her grup
yardimiyla, ¢ok sayida geometrinin ortaya ¢ikmasi saglanmistir.

Bu baglamda, 6rnegin; ortogonal doniisiimler ve Gteleme doniisiimil yardimiyla ifade
edilen doniisiimlerin olusturdugu grup Oklid grubu olmak iizere, Oklid grubunun
elemanlar1 (dontisiimleri) yardimiyla degismeyen (invaryant kalan) geometrik o6zellikler,
Oklid geometrisi olarak adlandirilir.

Bu sekilde ortaya ¢ikan geometrilerde, invaryant teori yaklagimiyla, noktalar, egriler
ve ylizeyler gibi yapilar incelenmistir.

2018 yilinda D. Khadjiev, I. Oren ve O. Peksen’ in birlikte yaptiklar1 ¢alismada
Oklid uzaymnda tanimlanan benzerlik déniisiimii ise lineer benzerlik doniisiimii ve dteleme

doniistimiinden olusur [5]. 2009°da R.G. Encheva ve G.H. Georgiev ¢alismasinda bu tiim



[25] benzerlik doniisiimlerinin olusturdugu grubu altinda degismez kalan ozellikler
“benzerlik geometrisi” olarak adlandirilir [6].

2,3 ve n-boyutlu Benzerlik geometrisinde, noktalar, egriler, ylizeyler ve manifoldlar
teorisi gelistirilmistir [1, 6-8, 18, 21, 22].

Benzerlik kavrami, matematigin farkli alanlarinda, fizikte, mekanikte ve bilgisayar
bilimlerinde 6nemli bir yere sahiptir [4, 5, 8].

Invaryantlik ise nesne tanima ve bilgisayar destekli grafik ¢calismalarinda dnemlidir.
Bilgisayar destekli uygulamalardan ICP (Iterative Closest Point) algoritmasi, egri
karsilastirma ve nesne tanima igin etkili ve kesin bir algoritmadir. Nesne tanimanin amaci,
iki nokta kiimesi veya iki egri arasindaki iliskiyi bulmak ve birini digerine doniistliren
doniisiimii hesaplamaktir. Genellikle, Oklid geometrisindeki invaryant 6zellikler, nesne
tanima problemleri veya Bézier egrilerinin gosterimlerinde kullanilmaktadir. [25].

Benzerlik geometrisinde sadece lineer benzerlik doniisiimlerinin grubu altinda,
noktalar ve egriler incelenmistir [1, 5, 9].

Oklid uzayindaki benzerlik déniisiimlerinin benzerleri Lorentz uzayimnda diisiiniilmiis
ve pseudo-Oklid uzayinda (Lorentz uzayi) “Lorentzian benzerlik geometrisi” olarak
adlandirilmigtir. Lorentzian benzerlik geometrisinin temel grubu, lineer pseudo benzerlik
doniistimleri ve 6teleme doniisiimiiniin birlesiminden olusan pseudo-benzerlikler grubudur
[13]. 2,3 ve n-boyutlu Lorentz uzaymdaki benzerlik geometrisinde egriler ve manifoldlar
incelenmistir [7, 10-13, 24].

[5] nolu calismada, lineer benzerlik gruplari altinda egriler teorisi incelenirken,
karmagik sayilar ve onlarin cebirsel 6zellikleri kullanilmistir.

Karmasik sayilarla, 2-boyutlu Oklid geometrisi arasindaki baglanti [5, 8, 20, 26] nolu
caligmalarda verilmistir. Bunun benzeri, hiperbolik sayilarla iki-boyutlu Minkowski
uzayzaman geometrisi (Lorentzian diizlem geometri) arasinda verilmistir [13, 14].

Hiperbolik sayilar ve onlarin cebirsel 6zelliklerine ait birgok ¢aligma mevcuttur [11,
14, 15, 23]

H. Simsek ve M. Ozdemir 2017 yilinda yaptiklar1 calismada ve 1.Oren ile D.
Khadjiev’in birlikte yaptiklart c¢alismada [11, 13], 2-boyutlu Lorentzian benzerlik
geometrisinde ve 2-boyutlu lineer pseudo-benzerlik geometrisinde egriler teorisi

incelenirken, hiperbolik sayilar ve onlarin cebirsel 6zellikleri kullanilmustir [26].



[14] nolu c¢alismada, 2-boyutlu Minkowski uzayzamaninda, m tane noktanin
(hiperbolik saymin) invaryantlar1 ve denklik problemleri, hiperbolik sayilar kullanilarak
¢Ozilmiistiir.

[13] nolu ¢alismada, hiperbolik sayilarin kullanimiyla, iki-boyutlu pseudo-Oklid
uzayinda lineer pseudo-benzerlik gruplart i¢in egriler teorisinin benzerlik problemleri
¢Oziilmiistiir.

Bu tezde ise, iki-boyutlu pseudo-Oklid uzayinda lineer pseudo-benzerlik gruplari igin
m tane hiperbolik sayidan (noktadan) olusan sistemin invaryantlar1 ve bu invaryantlar
yardimiyla sistemlerin benzerlik problemi ¢oziilmiistiir. Dahasi, benzer olan iki sistem igin,
invaryantlar yardimiyla, birini digerine doniistiiren donligiimiin goriintiisii verilmistir. Bu
problemin c¢oziimii yardimiyla, Bézier ve polinom egrilerinin benzerlik problemleri,
diferansiyel invaryantlar kullanilmadan, kontrol noktalar1 yardimiyla ifade edilmistir. Son
olarak, L-pseudo regiiler Bézier egrisi tanimlanmis ve bazi 6zellikleri verilmistir. Bu tip

egrilerin de benzerlik problemleri ¢oziilmiistiir.

1.2. Hiperbolik Sayilar ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda Hiperbolik sayilar ile ilgili temel kavramlar verilecektir. Bu temel
kavramlar, [15] nolu ¢alismadan derlenmistir.

Tanmm 1.2.1. Va,b € R olmak iizere (a, b) ikilisine sirali ikili denir. Bu siral ikili
x = (a, b) ile gosterilir.

Bu sekildeki tiim siral1 ikililerin kiimesi {(a, b) | ab € ]R} alalim. Bu kiime
R?=RXR={(ab) la,b € R} ile gosterilir.

Bu takdirde, Vx,y € R%, x = (a,b),y = (c,d) ve a,b,c,d € R igin

a=cve b=d o x=y dir.

R?’de @ ve © islemleri asagidaki gibi tanimlanr.

Tamm 1.2.2. x = (a,b),y = (¢, d) € R? olmak iizere, @: R? X R? — R?,
x®y= (a,b) P (c,d) =(a+c,b+d) seklinde tanimlanan isleme R?’de toplama
islemi denir.

Tamm 1.2.3.x = (a,b),y = (¢, d) € R?olmak iizere, ©: R? Xx R? — R? islemi
x Oy =(ab)®(c,d) = (ac + bd,ad + bc) seklinde tanimlanan isleme R?’de carpma

islemi denir.



Tamm 1.2.4. x = (a,b),y = (¢c,d) € R? olmak iizere, R? de P: R? X R> — R?
ve O: R? x R? — R? islemleri verilsin. Bu takdirde (R?, @, () kiimesine Hiperbolik

sayilar kiimesi denir ve H ile gosterilir.

Teorem1.2.1. A = {(a, 0) | acE ]R} C H kiimesi R reel sayilar cismine izomorftur.

Not 1.2.1. Teorem 1.2.1 kullanimiyla, keyfi (a, 0) hiperbolik sayisi, kisaca a € R
seklinde alinacaktir. Bu durumda a = (a, 0) dir.

Buraya kadar yapilan c¢alismalar dogrultusunda, @ ve (© islemlerinin
gosterimlerinde kolaylik i¢in, x,y € H icin x@y=x+y ve xOy=xy gosterimleri
kullanilacaktir.

Tanmm 1.2.5. (0,1) € H sayisina hiperbolik birim denir ve kisaca “j” ile gosterilir.
Bu durumda, j = (0,1) dir.

Onerme 1.2.1. j2 = 1 dir.

Not 1.2.3. Keyfi x = (a,b) € H sayisi x = a + jb seklinde tek tiirlii yazilabilir.
Hiperbolik bir saymnin reel bir skaler ile carpmi A€ R, a € Hicin Rx H — H
ve A(a, b) = (Aa, Ab) bi¢iminde ifade edilecektir.

Teorem 1.2.2. H kiimesi birimli ve degismeli halkadir.

Teorem 1.2.3. H kiimesi bir cisim degildir.

Teorem 1.2.4. H kiimesi, hiperbolik birim elemanli, degismeli ve birlesmeli bir
cebirdir.

Tanmm 1.2.6. Hiperbolik birim elemani olan degismeli, birlesmeli olan bu H
cebirine Hiperbolik Sayilar Cebir’i denir.

Tamm 127, H= {a =a,+ja, € H | a,,a, ER,j2=1,j¢ ]R} kiimesine
Hiperbolik Sayilar Kiimesi denir.

X =a+jb € H hiperbolik sayisinin reel kismi Re(x) = a ve hiperbolik kismi
ise Hp(x) = b ile gosterilir. Tanim 1.2.2. ve Tamim 1.2.3. ve yukarida elde edilen
sonuclarin kullanimiyla, a = a; + ja,, b = by + jb, € H ve 1 € R olmak iizere,

()a+b=(a; +jaz) + (by +jbz) = (ay + by) + j(a; + by)

(i) ab= (a; +jay)(by + jb,) = (a1by + azby) + j(ab, + azb,)

(iii) Aa = A(ay +jay) = Aa; + jla,
esitlikleri yazilir.

Ornek 1.2.1.a =2+ 3j, b = 4+ 7j € H olmak iizere, a + b = 6 + 10j ve
ab = 29 + 26;j dir.



Tanmim 1.2.8. Va = a; + ja, € H olmak lizere, a; — ja, € H sayisina a € H nin
hiperbolik eslenigi (kisaca, eslenigi) denir ve @ = a; — ja, ile gosterilir.
Ornek 1.2.2.a=2+3j€H isea=2—3j € H dir.

Simdi bir hiperbolik sayinin matris gésterimini agiklayalim.

x = a+ jb € H olmak {izere, (Z

sekildeki tiim matrislerin kiimesini M = {M,.|x = a + jb € H} ile gosterelim. M kiimesi

Z) seklindeki bir matrisi M, ile gosterelim. Bu

tizerinde, bilinen matris igslemleri olan matrislerde toplama, iki matrisi ¢arpma ve bir
skalerle bir matrisi ¢arpma islemlerini alalim.

Onerme 1.2.2. M birim elemanli, birlesmeli ve degismeli cebirdir ve M ile H
cebirleri izomorftur.

Ispat: Onermenin ispat1, [15, Teorem 5] ve [14, Onerme 2.1] den elde edilir..

a
b

deki bir tek x = a + jb € H sayisina karsilik gelmektedir. Bu iliski asagidaki diyagramla

Not 1.2.4. Bu onermeye gore, M deki her M, = ( Z) matrisinin goriintiisii, H

x=a+jbet oM, = (] 2) (1)

gosterilebilir.
1.3. 2-Boyutlu Minkowski Uzay-Zamani

Bu kisimdaki bilgiler, [17] nolu ¢calismadan derlenmistir.

Tamm 1.3.1. R reel sayilar cismi, V, R iizerinde n > 1 boyutlu keyfi reel vektor
uzay1 olmak iizere, g:V XV — R doniisiimii asagidaki 6zellikleri saglasin:

(i)a,b € R Vx,y € Vigin glax, + bx,,y) = ag(xy,y) + bg(x,,y) ve
g(x,ay; + by,) = ag(x,y1) + bg(x,y,)

(i) vx,y € Vigin g(x, y) = g(y, %)

(iii) Vy € V i¢in g(x,y) = 0 oldugunda x = 0.

Bu durumda, g: V x V — R doniistimiine genellestirilmis i¢ (skaler) ¢arpim denir. Bu
i¢c carpim Vx,y € V igin g(x, y) veya (x, y) ile gosterilir.

Dahast, g: V X V — R déniisiimiine (i) durumunda bilineer dontisiim; (ii) durumunda

simetrik doniisiim ve (iii) durumunda ise bozulmamis (nondegenerate) doniisiim denir.



Ornek 1.3.1. V=R? = {x = (x1,x,) | x; € R, i = 1,2} i¢in f: R? x R? > R,

x = (x1,%,),y = (y1,y,) € R?  olmak iizere f(x,y) = 3x;y; + 2x,y, bilineer
doniistimdiir.

Ornek 1.3.2. V=R? = {x = (x;,x,) | x; € R,i = 1,2} igin f: R? x R? - R,

x = (x1,%2),y = (y1,¥2) € R? olmak iizere f(x,y) = 4x,y, simetrik doniisiimdiir.

Ornek 1.3.3. V=R? = {x = (x1,x;,):x; € R,i = 1,2} icin f: R? x R? > R ve
x = (x1,%,),y = (y1,y2) € R? olmak iizere f(x,y) = x1y, + %) dontigimii
bozulmamuistir.

Ornek 1.34.V = R? = {x = (x;,x,) | x; € R,i = 1,2} igin f: R% x R? - R,
x=(x,%),y = (y,y,) €ER? olmak iizere, f(x,y)=xy; —x,y, doniisiimii
tanimlansin. f doniistimii bir genellestirilmis i¢ ¢arpimdir.

Ornek 135 V=R, g:RXR->R, x,y €R olmak iizere, g(x,y) = xy?
dontisiimii genellestirilmis bir i¢ carpim degildir.

Tanmm 1.3.2. R reel sayilar cismi, V, R iizerinde n = 1 boyutlu keyfi reel vektor
uzayt ve g:V XV — R bir doniisiim olmak {izere,

(i) 0 # x € Vicin g(x,x) < 0ise g'ye negatif tanimli(belirli) denir.

(if) 0 # x € Vicin g(x, x) > 0 ise g'ye pozitif tanimli(belirli) denir.

(iif) g donilisiimii, ne negatif tanimli ne de pozitif tanimli ise g'ye belirsiz denir.

Ornek 1.36. g:RxR > R, g(x,y) = —xy doniisiimii negatif belirlidir.

Ornek 1.3.7. g:Rx R = R, g(x,y) = xy déniisiimii pozitif belirlidir.

Ornek 1.3.8. g:R* X R" > R, g(x,y) = x;y; + -+ Xy, doniisimii pozitif
belirlidir. Bu doniisiim n-boyutlu reel vektdr uzayida Oklid i¢ carpimi olarak tanimlanur.

Ornek 1.3.9. g:R? X R? > R, g(x,y) = x;y; — X,¥, doniisiimii ise belirsizdir.

Tamim 1.3.3. R reel sayilar cismi, V, R iizerinde n > 1 boyutlu keyfi reel vektor
uzayi ve g:V X V — R bir genellestirilmis i¢ ¢arpim olsun. Bu takdirde, x,y € V igin
g(x,y) = 0 ise x ve y vektorlerine ortogonal vektorler denir.

Tamm 1.3.4. R reel sayilar cismi, V, R iizerinde n > 1 boyutlu keyfi reel vektor
uzayive g:V XV — R bir genellestirilmis i¢ ¢arpim olsun. ¢:V — R,

p(x) = g(x,x) = (x,x) ile tanimlanan dontisiime g-genellestirilmis i¢ ¢arpimu ile verilen

kuadratik form denir.



Tamm 1.3.5. R reel sayilar cismi, V, R lizerinde n = 1 boyutlu keyfi reel vektor
uzay1 ve g:V XV — R bir genellestirilmis i¢ ¢arpim olsun. Eger g(x,x) = (x,x) = £1
ise x € V’ye birim vektor denir.

Tamm 1.3.6. {x, x5, ..., x;} € V k tane vektorlerden olusan bir sistem olmak tizere,
x;, i=12,...,k vektérleri i¢in g(x;x)=0, i #j,ij=12,..kise bu sisteme
ortogonal sistem denir.

Tanmmm 1.3.7. {x;, x,, ..., x; } € V, k tane vektorlerden olusan bir ortogonal sistem
olmak iizere Vi = 1,2, ...., k i¢in g(x;, x;) = +1 ise bu sisteme ortonormal sistem denir.

Teorem 1.3.1. g:V XV — R bir genellestirilmis i¢ carpim olsun. V’nin keyfi iki
ortogonal tabanindaki i¢ ¢arpimi —1 olan vektorlerinin sayisi esittir.

Tanmm 1.3.8. g:V X V = R bir genellestirilmis i¢ ¢carpim olsun.

g(ei,e;) = —1 olan g, genellestirilmis i¢ ¢arpimin her ortonormal tabanindaki
e ; vektorlerinin sayisina g’nin indeksi denir.” indg” ile gosterilir.

Ornek 1.3.10.V = R? g:VxV >R, glxy)=xy, +x,¥, doniisiimiinii
alalim. Burada indg = 0 dir. indg = 0 durumunda bu déniisiime Oklid i¢ ¢arpimi denir.

Ornek 1.3.11.V = R?, g:V xV = R, g(x,y) = x,y; — x,y, doniisiimiinii alalim.
Burada indg = 1 dir.

Ornek 1.3.12. V=R3 g:VxV->R, g,y =xy; — XV, — X3V3
donilisiimiinii alalim. Bu takdirde indg = 2 dir.

Tanmm 1.3.9. g:V XV - R bir genellestirilmis i¢ ¢carpim olsun. g(e;, e;) = 1,
i=12,..,n—1, g(e, e,) =—1 olan {ey, ey, ..., e,} ortonormal taban olmak {izere, bu
tabanla gosterimi X =x1e1+ -+ xpe, ¥y =yie, + -+ ye,olan vektorler
ise g(x,y) =x1y1 + x5 + -+ Xp_1VYn—1 — XnYn ile tanmimlanan genellestirilmis i
carpima Lorentz i¢ ¢arpimi denir.

Teorem 1.3.2. V 2-boyutlu reel vektor uzayi, g : V XV — R bir genellestirilmis i¢
carpim  olsun. Bu taktirde V’de i¢ carpimig(e; e;) = (e;, ;) =11 ve
g(el-, ej) = (e, e )y =0,i#j olan {e;, i = 1,2} seklinde bir taban vardr.

Onerme 1.3.1. V 2-boyutlu reel vektdr uzayi, g : V X V - R bir genellestirilmis ic
carpim  olsun. Bu takdirde V’de i¢ carpmmi g(e; e;) = (e;e;) =11 ve
g(eie) =(e,e) =0,i#j olan {e,i =12} keyfi ortonormal taban lineer

bagimsizdir.



Tamm 1.3.10. 2-boyutlu R? reel vektér uzayinda tanimli indeksi 1, bilineer,
simetrik ve bozulmamis 6zelliklerine sahip olan ¢g:R?% X R% —» R Lorentz i¢ ¢arpimi
g(x,y) = x1y1 — x,y, ile tammli uzaya 2-boyutlu Minkowski Uzay-zamani denir. Bu
uzay, EZ ile gosterilecektir. Bu uzay, iki boyutlu indeksi 1 olan pseudo-Oklid uzay1 olarak
da adlandirilir.

Tamm 1.3.11.

(i) 0 # x € EZ icin (x,x) = 0 ise x e 1s1ksal (null veya lightlike)vektdr denir.

(i) x € EZ icin {(x,x) < 0 ise x’e zamansal (timelike) vektor denir.

(iii) x € E? icin {(x,x) > 0 ise x’euzaysal (spacelike) vektor denir.

Ornek 1.3.13.

(i) x = (4,4) € EZ olmak iizere, (x,x) =16 —16 =0 oldugundan x 1siksal
vektordiir.

(i) x = (3,5) € E? olmak iizere, (x,x) =9 —25=—16 < 0oldugundan x
zamansal vektordiir.

(iii) x = (5,1) € E? olmak iizere, (x,x) = 25— 1 = 24 > 0 oldugundan x uzaysal

vektordir.

1.4. 2-Boyutlu Minkowski Uzay-Zamanindaki Gruplar

Bu kisimdaki temel bilgiler [16] nolu ¢alismadan alinmistir.

Tamm 1.4.1. EZ, 2-boyutlu Minkowski Uzay-zamam olmak iizere, F: E} — E?
doniisiimii V x,y € EZ icin (Fx, Fy) = (x,y)ise bu F doniisiimiine EZ de pseudo-
ortoganal doniisiim denir.

0(1,1) ile E?’de tiim pseudo-ortoganal déniisiimlerin kiimesini gosterelim. Bu
kiime, 0(1,1) = {F: E - E?| (Fx,Fy) = {x,y),Vx,y € E} dir.

Onerme 1.4.1. 0(1,1) kiimesi fonksiyonlardaki bileske islemine gére bir gruptur.

Tamm 1.4.2. 0(1,1) gubuna E% de pseudo-ortogonal grup denir.

Onerme 1.4.2. F:E? — E? ortogonal déniisiim ise F lineerdir.

Lemma 1.4.1. F:E? - E? bir lineer doniisiim olsun. Bu takdirde asagidakiler
denktir.

(i) F, pseudo-ortogonal doniisiimdiir.

(i) F, kuadratik formu korur.



(iii) F, EZ °nin her pseudo-ortonormal tabanini EZ ’nin baska bir pseudo-ortonormal

tabanina tasir.
Onerme 1.4.3. 0(1,1) = {F:E? - E| (Fx,Fy) = (x,y),Vx,y € E?}
_f(a_(a b Ton (1 0
= {A = (c d) |la,b,c,d € R,A'nA =n,n = (0 _1)}

kiimesi matrislerde ¢arpma islemine gore bir gruptur.

Sonu¢ 1.4.1. Her A € 0(1,1) i¢in detA = +1 dir.

Onerme 1.4.4.
a=(* Deoanea=(0 ) deea=1 veya a=(; °).(¢ D)
det A = —1dir.

a b
b a

Simdi 0*(1,1) ile E{’ de determinanti 1 olan tiim pseudo-ortoganal doniisiimlerin

Sonu¢ 1.4.2. A = ( ) € 0(1,1)ise a % 0 di.

kiimesini gosterelim. Bu kiime SO(1,1) olarak da gosterilmektedir. Bu kiime,
0*(1,1) = {A € 0(1,1)| detA = 1} dir.

> _f(a b a b 2 12 413
Onerme 1.4.5. A = (c d b a),detA =a bs = 1'dir.

Onerme 1.4.6. 0*(1,1) kiimesi matrislerde carpma islemine gore bir gruptur.

)e50(1,1) oA =(

Tamm 1.4.3. 07 (1,1) gubuna E?’ de 6zel pseudo-ortogonal grup denir.
Onerme 1.4.6. A€ SO(1,1) ise |a| > 1 dir.

1.5. 2-Boyutlu Minkowski Uzay1 ile Hiperbolik Sayilar Cebiri Arasindaki
Baglantilar

Bu kisimdaki bilgiler [14] nolu ¢caligmadan alinmistir. Asagidaki 6zellikleri saglayan
W:H — H fonksiyonu diistinelim.

() VxeHicinW(W(k))=x

(ii) Vx,y € Higin W (xy) = W(x)W (y)

Bu fonksiyonu W (x) = x olarak tanimlayalim.

x=x+jx,y =y +jy, €H i¢in xW(y) =xy = x1y, — X2y, dir.  Acikea,
Tanim 1.3.11°den (x,y) = xW(y) = xy dir. Bu takdirde, (x,y) Lorentz i¢ ¢arpimi H
cebiri iizerinde bilineer formdur. Onerme 1.2.2” den (x, x) = detM, tir.

1 0

o ) olarak ifade edebiliriz.

W doniistimiinii matris formunda W = (
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X1

x) seklinde matris formunda

Bir x=x;+jx,€eH elemanim x = (

N

dir.

x|

diisiindiigiimiizde, Wx = ((1) °) (2) = (_2 )=

(i) Vx € Higin (x,x) = (W(x), W(x)) = (X, x) = xW(x) = W(x)x
(i) V x,y € Higin (x,y) = (W (x), W(y)) = (x,y)
Onerme 1.5.1. x € H olmak iizere, x~* € H mevcuttur < (x,x) = 0 dir. Bu

1 _ W(x) _ i —
o (x,x) o (x,x) Ve (x

x
X =X+ X3,y =y +jy, € H olmak iizere, (x; ;};) matrisinin determinantini

1

takdirde, (x,x) # 0 olmasi durumunda, x~ ,x 1y = (x—1x> dur.

X
[x y] = det (x; ;;) ile gosterelim.

Onerme 1.5.2. x,y € H ve (x,x) # 0 olsun. Bu takdirde, yx~! € H mevcut ve

Ly b
yx o= {x,x) i {x,x) (2)
seklinde yazilabilir.

Bu durumda, yx~?! elemaninin matris formundaki goriintiisii

xy)  [xy]

| ex) (xx)
[xy] (xy) 3)

(x,x)  (x,x)

seklindedir. Ayrica, detM,,,-1 # 0 & (y,y) # 0 dur.
Onerme 1.5.3. Vx, y € EZ olmak iizere, [x y]? = (x, y)?> — (x, x)(y, y) dir.
Ispat: [13, Lemma 1]
Simdi H* = {x € H]| (x, x) # 0} ve S(H*) = {x € H| (x, x) = 1} kiimelerini alalim.
Onerme 1.5.4. H*, H cebirinde carpma islemine karsilik gelen bir gruptur. S(H*) ise
bu H* grubunun bir alt grubudur.
[14, Teorem 3.7) de asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 1.5.1.

a b

()H* ={x =a+jb € H|(x,x) =a*-b%? 0} ={M, = (b a) |detM,, # 0}

(i) SCH") = {x = a+ jb € W] (x, ) = 1} = (M, = (¢ Z) \detM,, = 1}
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X=x1+jx3,y =y, +jy, € H,{(x,y) = x;y1 — XY, olmak {izere hiperbolik
sayilar {izerinde Lorentz i¢ carpimi diisiiniiliirse (H,{x,y)) = EZ dir. Burada e; = 1,
e, =jEH ve (e, e1) =1,(ej,e;) =0,(ey,e,) = —1dir. {e;,e,} lineer bagimsiz olup
H’de bir tabandir.

1 0

0*(L, W = {AW|A € 0*(1,1),W = (0 °

)} kiimesini tanimlayalim.

Onerme 1.5.4.

Mo, )=0t*1,H)Vor(L, W ve 0*(1,1) N O*(1,1)W = @ kiimedir.
(i) 0*(1,1) = S(H")

(i) 0(1,1) = S(H") U S(H")W

Bu baglamda, z = a + jb € H" ve x = x; + jx, € H olmak lizere,

Teorem 1.5.1 ve Tanim 1.2.3 {in kullanimiyla,

= (T o) = (& DY () = ma @

elde edilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplari

Bu kisimda, hiperbolik sayilarin kullanimiyla, lineer pseudo-benzerlik gruplarini
tanimlayacagiz. Bu gruplar [13]’de verilmistir.

Genel bilgiler kismindan bazi kavramlari hatirlayalim.

Hiperbolik ~ sayilar  kiimesiHl = {z = a + jb|a,b € R,j2 =1,j ¢ R} ve
H* = {x € H|{(x,x) # 0} olarak alalim. Onerme 1.5.2 den H*, H deki carpma islemine
gore bir gruptur.

H% = {x € H| (x,x) > 0} ve S(H?%) = {x € H]| (x,x) = 1} kiimelerini
tanimlayalim.

Not 2.1.1. [14]" de tanimlanan S(H* ) grubu bu calismada S(H}) olarak
gosterilecektir.

Onerme 2.1.1. H’, ve S(H}), H*’m alt gruplardir.

Ispat: H; in H* nin altgrubu oldugunu gosterelim. x,y € H} keyfi olsun. Bu
takdirde tanim geregi (x, x) > 0 ve (y,y) > 0 dur.

(i) (x,x) > 0 oldugundan dolay (x, x) # 0 olur. Boylece x € H*dir.

(i) e=1+.0 € H} oldugu aciktir. Gergekten (e,e) =1 > 0ve (e,e) # 0 elde
edilir. Buradan e € H* birim elemanidir.

(iii) xa = e,e € H* ve (x, x) # 0 oldugu i¢in x € H* elamaninin tersi vardir ki
a = x~ ! ile gosterilebilir.

(i), (ii) ve (iii) den H} < H*alt grup oldugu gosterilmis olur.

Benzer sekilde S(H}) in H* nin alt grubu oldugunu gosterelim. x,y € S(H?}) keyfi
olsun. Bu takdirde (x,x) =1+ 0ve(y,y) =1 # 0 dur.

(@) (x,x) =1 # 0 oldugundan dolay1 (x, x) #0 olur. Boylece xeH*dir.

(b) e =1 € S(HZ%) oldugu aciktir. Gergekten (e,e) = 1ve (e,e) = 0 elde edilir.
Buradan e € H* birim elemanidir.

() xy =e,e € H" ve (x,x) =1 # 0 oldugu i¢in x € H* elamaninin tersi vardir ki
y =x"1, x71 € H" ile gosterilebilir.

(@), (b) ve (c) den S(H?) < H*alt gruptur.
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Not 2.1.2. H} = {Ax|1 € R, x € S(H?)} seklinde de ifade edilebilir.
b

Onerme 2.1.2. Vz € HY i¢in M, = \/(z, z)M;ve M} € 0*(1,1) dir.
Ispat: [13, Proposition 2]

z = a + jb € H7 olmak iizere M; = olarak tanimlayalim.

{m, = (¢ Z) |z=a+jbeH};} kimesini disinelim. Bu kimeyi LPSim*(E?)

ile gosterelim.

W = ((1) _01) olmak ftizere, (2) denkleminden x = a + jb € H" olmak iizere, x ile

W matrislerinin ¢arpma islemi xW olsun. Bu durumda,

a b

{MZW|MZ = (b a) ,Z=a+jb € ]]-]]1} kiimesini alalim ve bu kiimeyi LPSim™(E%) ile

gosterelim.

LPSim*(E?) U LPSim™ (E?) kiimesini LPSim(E?) ile gdsterelim.

Onerme 2.1.3.

(i) LPSim(E?) kiimesi, matrislerde ¢arpma islemine gore bir gruptur.

(i) LPSim*(E?) kiimesi, matrislerde ¢arpma islemine goére LPSim(EZ) nin bir
altgrubudur.

(iii) LPSim™* (E%) N LPSim™(E2) = @ kiimedir.

Ispat: Onerme 2.1.1° den kolayca goriiliir.

Tanim 2.1.1.

LPSim*(E?) grubuna EZ° nin ydnlendirmeyi koruyan tiim lineer pseudo-
benzerlikler grubu denir.

Tanim 2.1.2.

LPSim(E?) grubuna EZ nin tiim lineer pseudo-benzerlikler grubu denir.

Bu takdirde, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.1.

(i) LPSim™* (E?) = {M,: E? - E?|z € H}} = H}

(ii) LPSim~(E?) = {M,W:E% - E?|z € H}} = H}W

(iii) LPSim(E?)=LPSim* (E#) U LPSim~(E?) = H} U H W
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2.2. Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplan I¢in Benzerlik Problemleri

x;,yi € E3 i =1,2,..,m olmak iizere , X = {x1, %3, ..., X} V€Y = {y1,¥2, e, Vim}
kiimeleri m tane hiperbolik sayidan (noktadan) olusan iki sistem olsun.

G = LPSim*(E?) veya G = LPSim(E%) olsun.

Tamm 2.2.1. X = {x;, X5, ..., X;n} Ve Y ={y1,¥2, ..., Vm} E? de iki sistem olmak
tizere, Vi=1,2,..,m i¢in y; = gx; esitligini saglayan g € G mevcut ise X ve Y
sistemlerine G- benzer denir ve X < Y ile gosterilir.

Tanim 2.2.2. G bir grup ve x4, X5, ..., X, € Ef olmak tlizere, Vg € G icin

F(gx1,9%x3, o, gxm) = F(xq, x5, ..., Xpp) ise F'ye G-invaryant fonksiyon denir.

Teorem 2.2.1. x,y € EZ, F:E? X EZ > R olmak iizere,

i)F(x,y) = o fonksiyonu LPSim(E?) — invaryanttir.
(2,2) 1 Y

i) F(x,y) = 22 fonksiyonu LPSim™* (E2) — invaryanttr.
(1) 1 Y

2
(iil) F(x,y) = (%) ve F(x,y) = sgn{(x, y) fonksiyonlar1 LPSim(E}) —

invaryanttir.
Ispat:
(1) g € LPSim* (E?) olsun. Bu takdirde, Tanim 2.1.2 ve Teorem 2.1.1’ den,
vz € H} ve M} € 0*(1,1) igin g = M, = \/HM; seklindedir. Bu takdirde,
x € H i¢in gx = M,x = \/HM;x dir. Bu esitlik ve M} € 0*(1,1) kullanilarak,
Flgx, gy) = (929Y) _ M May) (@M x G )M y)
(gx,gx) (M,x, M,x) (\/(TZ)M; X, \/(TZ)M; x)

_{zzXMF xMFy)  (xy)
T (zz)Mf xMF x) T (xx)

= F(x,y) dir.

Buradan F(x,y) = % fonksiyonu LPSim™ (E?) invaryanttir.

Simdi F(x,y) = % fonksiyonunun LPSim™~(E%) invaryant oldugunu gosterelim.

Onceki boliimde, W déniisiimiiniin 6zelliginden, Vx € H i¢cin Wx = X ve
(Wx,Wy) = (x,y) = (x,y) oldugunu hatirlayalim.
g € LPSim~(E?) olsun. Bu takdirde, Tamm 2.1.2 ve Teorem 2.1.1° den,
vz € H} ve M} € 0*(1,1) igin g = M,W = \/HMZ*'W seklindedir. Bu takdirde,

x € H i¢in
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gx = M,Wx = /{z,z)M;}Wx dir. Bu esitlik ve M W € 07 (1,1) kullanilarak,
Fgx. gy) = (g%, 9y) _ (M Wx,M,Wy) (J{z,2)M; %,\(2,2)M7 ) _
' (gx,9x) M Wx, M, Wx) ([(z, )M} %,/(z, 2)M} %)

_ (z2MF wEMEy) _ (&y) _ y) _ _
T (z2MPEMIE)  (BE) (ox) F(x,y) dir.

Buradan F(x,y) = % fonksiyonu LPSim™ (E?) invaryanttir.

Boylece F(x,y) = % fonksiyonu LPSim*(EZ) invaryant ve LPSim™(E?)

invaryant oldugundan LPSim(E?) invaryanttir.
(i) g € LPSim* (E?) olsun. Bu takdirde, Tanim 2.1.2 ve Teorem 2.1.1° den,
vz € H} ve Mf € 0*(1,1) igin g = M, = \/HMZJ“ seklindedir. Bu takdirde,
x € H igin gx = Myx = /{2, zZ)M; x dir. Bu esitlik ve M} € 0*(1,1) kullanilarak,

Mx Myl V@i x [z y]

[gx gy] B

F(gx,gy) = (gx, gx) - (M,x, M,x) B (V{z,2)M] x,+/(z, z)M] x)

_ (zz)detMF[xy]l _ [xy] _ )
ettt G ALE

Buradan F(x,y) = % fonksiyonu LPSim* (E?) invaryanttir.

L [x y] _ _ ' ] N
(iii) (ii)’den (z—z) fonksiyonu LPSim*(E?) invaryant oldugundan (%) de

LPSim* (E?) invaryanttir.
g € LPSim™(E?) olsun. (i) ve (ii) deki benzer durum kullanilarak,

v _ (lgx gy1\" _ ((z z)detM} Wx y]\*
(9. 97) = <<gx. gx)) - <<z, M3 x, M7 x>>
2 2
=(detM;W)2(%) =(%) = F(x,y) dir.

2
Buradan F(x,y) = (%) fonksiyonu LPSim~(E?) — invaryanttir.

2
Boylece F(x,y) = (%) fonksiyonu LPSim™*(E?) — invaryant ve LPSim™(E?)

invaryant oldugundan LPSim(E?)-invaryanttir.
Benzer sekilde F(x,y) = sgn({x,y)) fonksiyonunun LPSim™*(E%)-invaryant
oldugunu gosterelim.

Fgx, gy) = sgn((gx, gy)) = sgn((Myx, M) = sgn ((J(z.2MF x,\[(z,2)M5 y))
= sgn((z, 2XM; x, M} y)) = sgn({z,2)(x, y)) = sgn((x,y)) = F(x,y) dir.
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oldugundan F(x,y) = sgn({x,y)) fonksiyonu LPSim* (E?)-invaryanttir.

Benzer  sekilde, F(x,y) = sgn({x,y)) fonksiyonu  LPSim~(E?)-invaryant
oldugundan F (x,y) = sgn({x,y)) fonksiyonu LPSim(E?)-invaryanttir.

Not 2.2.1. X = {x1, x5, ..., xm} ve Y = {y1, ¥, ..., ¥} iki sistem ve x; #0,y;, =0
olsun. Bu durumda X ve Y sistemleri G-benzer degildir. x; = 0,y; = 0 durumunda, bu
sistemlerin G-benzerlik problemleri (m-1) tane noktadan olusan
{x5, %3 o, X}, V2, V3, o, Vi) Sistemlerinin G-benzerlik problemlerine indirgenir. Bundan
dolay1 X ve Y sistemlerinin G-benzerlik problemlerini x; # 0,y, # 0 durumunda
incelemek gerekir.

Teorem 2.2.2. x,y € EZ ve (x,x) # 0,(y,y) # 0 olsun. Bu takdirde,

LPSim*(E2)

x ~ Ty = sgn({x,x)) = sgn{y,y)) (5)

dir.
Tersine, sgn({x,x)) = sgn({y,y)) durumunda, y = zx olacak sekilde bir tek

z € LPSim*(EZ ) mevcuttur ve z € LPSim*(E?) elemaninin goriintiisii

(xy) [xy]

| xx) (xx)
MZ - [x y] M (6)

(x,x)  (x,x)

seklindedir.
Ispat:

LPSim*(E2) . )
X ~ 'y olsun. Bu takdirde y =zx olacak sekilde z € LPSim*(E?)

mevcuttur. Teorem 2.2.1° den sgn({x,x)) fonksiyonu LPSim*(EZ) —invaryant
oldugundan sgn({x, x)) = sgn({y, y)) esitligi elde edilir.

Tersine, varsayalim ki sgn({x,x)) = sgn({y,y)) olsun. (x,x) # 0 oldugundan,
Onerme 1.5.1. gére, x~1 € H mevcut olup yx~ € H dir.

Simdi z = yx~! € H elemanini alalim.

y = y(x"1x) = (yx~1)x oldugundan y = zx tir. (2) esitliginden, y = zx = M,x tir.
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@)=y H ) yy)

Onerme 1.5.1 ve Teorem 2.1.1 den, detM, = )2 elde edilir.
Onerme 1.5.4° ten, det M, =% elde edilir. sgn({x,x)) = sgn({y,y)) esitliginden
LPsim*(E?)

det M, > 0 ve Teorem 2.1.1 ile M, € LPSim* (E?) dir. Bdylece, x ~ " Ty dir.
Simdi, y =zx = M,x esitligini saglayan M, € LPSim*(E?) in tekligini
ispatlayalim. Varsayalim y = M,x esitligini saglayan M, € LPSim*(E?) mevcut olsun.
Bu takdirde, (2) esitligi ve Teorem 2.1.1° den M, = M,, olan bir tek w € H7} mevcuttur.
Buradan, y = M, x elde edilir. (2) esitliginden y = wx elde edilir. (x,x) # 0 oldugundan,
y = wx esitliginden w = yx~1 = z € H,. dir. Boylece teklik ispatlandi.
Simdi M, € LPSim™* (E?)’ nin goriintiisiinii elde edelim. Onerme 1.5.2” den

1 &y Ve 6) denklemindeki gibi z = M, seklindedir.

zZ=YR . (x,x) (x,x)

4 1

Ornek 2.2.1. x = (2,3) ,y = (11,14) € EZ ve M, = (1 4

) € LPSim*(E2) olsun.

Acikca, (x,x) = =50 ve (y,y) = —75 % 0 dir. Buradan (Lll) = (41L D (g)

LpSim*(E2)
oldugundan x ~  ydir.

Ornek 2.2.2. x,y € E? ve (x,x) # 0,{y,y) # 0 olan

LPSim™*(EZ)

x=(1,-2),y =(-2,-5) € E} elemanlarmi  alalim. x y oldugunu

gosterelim.
sgn({x,x)) = sgn(—-3) =—-1 ve sgn((y,y)) = sgn(—21) = —1 oldugundan
sgn({x, x)) = sgn({y,y)) dir. Budurumda, Teorem 2.2.2 deki (5) esitligi saglandigindan

LPSim*(E2) . )
X ~ 'y dir. Dahast y=M,x olan M, € LPSim*(E?) nin goriintiisi

_ ) ) _ (4 3 .
M, = [yl () —(3 4)olarakeldeedlllr.
(x,x)  (xx)

Not 2.2.2. X = {xy, x5, ..., X, } sistemi m tane noktadan (hiperbolik sayidan) olusan
bozulmamis bir sistem olsun. X sistemi bozulmamis oldugundan (x;, x;) =0,
i=12,....,k—1ve(xy,x,) #0,k=12,..,molan k€N vardirr Bu durumda
p(X) = k olarak gosterilecektir. Ornegin, {(x,x;) # 0 durumunda, p(X) = 1 dir. Dahasi,
X ={x, %3, i, X}, Y = {¥1, V2, ., Y} iki sistem olmak tizere, X Ly ise p(X) =p(Y)
dir. Agik¢a p(X) fonksiyonu X in bir G —invaryantidir.
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Teorem 2.2.3. m > 1ligin X = {xy, x5, ..., X}, Y = {y1, V2, .., Y} kKlimeleri E{” de
iki sistem Ve (xp(x), Xp(x)) # 0,{¥p(v), Yp(v)) # 0 Olsun.
Bu takdirde, Vi = 1,2,...,p(X) — 1,p(X) + 1, ...,mi¢in

( p(X) =p(Y)
Sgn((xp(x)'xp(x))) = 59”((3’P(Y)»3’P(Y)))
LPsim™*(E?) (Xp( i) ( )
~ < P(X)*i — Yp)Yi (7)
xpaoyXpx))  Yp)Ye))
[xpx) xi] _ (e vil
\ (xXxpyxpx)y)  (Ypw)Yer))

dir.
Tersine, varsayalim (7) esitlikleri saglansin. Bu durumda, y; = M,x;,i = 1,2,...,m

olacak sekilde bir tek M, € LPSim*(EZ ) mevcuttur ve M, € LPSim*(EZ) elemaninin

goruntusu
(xpooYrx)  [*poo Yeol
M, = (xpx)Xpx))  (Xpx)Xp(x)) @)
[xpx) YPool  (peoy Yen)
xpyXpx))  (Xpox)Xp(x))
seklindedir.

. LPSim*(E%) ) )
Ispat: X ~ Y olsun. Bu takdirde y; = zx;,i = 1,2,...,m olacak sekilde

z € LPSim* (EZ) mevcuttur. Teorem 2.2.1° den, Vi =1,2,..,p(X) — 1,p(X) + 1,..,m

(xXp(x)Xi) [xpex) xi]
(xXpo)yXp(x)) (xpx)Xp(x))

igin sgn((xp(x), xp(X))), ve p(X) fonksiyonlari

LPSim™*(E?) —invaryant oldugundan (7) deki esitlikler saglanir.
Tersine, varsayalim ki (7) deki esitlikler saglansin. (xp(x), Xp(x)) # 0 oldugundan,
Onerme 1.5.1 gére, xp(xy~* € H meveutolup Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin

1 Cepooyxi) . [xpexy xil dir
xpaoxpen) T xpaoxpo)

XiXp(x)

Bu esitlik ve (7) deki esitliklerden Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m i¢in

XiXpx) L = YiVpa) 9)

elde edilir.
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Simdi z = yp(y)xp(x)_l € H elemanini alalim.

Yew) = Yer) Ko " Xp00) = (Ve Xeao T )Xpco Ve p(X) = p(Y) oldugundan
Yp(x) = ZXp(x) tir.

(9) esitligi ve p(X) = p(Y) esitliginden Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin
yroo (ixpao D) = Yeoo iy~ ) elde edilir.

Bu esitlikten Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin

Vi = OpeoYr) DY = YP(X)(YP(X)_lyL') = ¥poo (Xpo 1 x0) = (Vecoxeao ™H)Xi = 2
elde edilir.

Boylece, Vi=1,2,..,p(X) —1,p(X)+1,..,m Ve z=ypx)Xpx) - € H i¢in
y; = zx; elde edilir. (2) esitliginden, Vi = 1,2, ..., m ig¢iny; = M,x; tir.

Onerme 1.5.1, Teorem 2.1.1, Onerme 1.54 ve p(X)=p(Y) esitliginden,

det M :(YP(X)J/P(X))
2 A(xpoyxpx)

elde edilir. sgn((xp(x),xp(x))) F sgn((yP(X),yp(X))) esitliginden

. . Lpsim*(Ef)
det M, > 0 ve Teorem 2.1.1 ile M, € LPSim* (E?) dir. Béylece, X ~ Y dir.

Simdi, Vi=1,2,..,m icin y; = M,x; esitligini saglayan M, € LPSim*(E?)’in
tekligini ispatlayalim. Varsayalim Vi = 1,2,..,m igin y; = zx; esitligini saglayan
M, € LPSim*(EZ) mevcut olsun. Bu takdirde, (2) esitligi ve Teorem 2.1.1° den M, = M,,
olan bir tek w € H’} mevcuttur. Buradan, Vi = 1,2, ...,m igin y; = M, x; elde edilir. (2)
esitliginden Vi =1,2,...,m icin y; = wx; elde edilir. (xp), xp(x)) # 0 oldugundan,
Yp(x) = WXp(x) esitliginden w = ny(X)‘l = z € Hj dir. Boylece teklik ispatlandi.

Simdi M, € LPSim™ (E?) nin gériintiisiinii elde edelim. Onerme 1.5.2° den

2= YpooXepy L = oROOYECO) y xpeo Yeco) oldugunda M, matrisi (8)’deki gibidir.
(xpC0)XPx)) (XpC0)XpPx))

Ornek 2.2.3. X = {x; = (1,1),x, = (1,2),x3 = (1,—1)} ve
Y ={y; = (1,1), y, = (=2,5),y5 = (7,—7)} sistemlerini ve

M, = (_43 —43) € LPSim™*(E?) alalim. Gercekten M, = (

4 =3

5 ) € LPSim* (E?) ve

o LPSim*(E2) .
Vi =1,2,3 i¢in y; = M,x; oldugundan X ~ 'Y dir.

Ornek 2.2.4. X = {x; = (1,1),x, = (1,2),x3 = (1,—1)} ve

. - Lpsim*(Ef)
Y={y: = (1,1),y, =(-2,5),y; = (7,—7)} sistemlerini alahm ve X ~

oldugunu gosterelim.
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Gergekten, bu sistemlerde p(X) = p(Y)=2 oldugundan, (x,,x,) # 0 ve (y,,y,) #
0 dur. (7) esitlikleri asagidaki gibi saglanmaktadir.

p(X) =p(¥) =2
sgn({xz, x3)) = sgn({y2, y2)) = —1
(x2,%1) _ (Y201) _ l

(x2,%2)  (y2,52) 3
(x2,x3)  (¥2,¥3) _
(x2,%2)  (¥2,¥2)

[xz2 1] [y294] _

-1

(x2, x72) a (¥2,¥2) -3

[x; x3]  [y2ys] 1

(x2,x2) B (¥2,¥2) B

Lpsim*(Ef) 1 A
Bu durumda X ~ Y dir. Dahasi (7) esitliklerinin saglandigi durumda,

M, € LPSim*(E}) elemanmin goriintiisii (8) esitliginde Ki gibidir. Yani,

(x2,¥2)  [x2¥2]

Mz_ (x2,x2)  (x2,22) _(4- -3

[x2 ¥2]  (x2,¥2)
(x2,x2)  (x2,%2)

Teorem 2.2.4. x,y € EZ ve (x,x) # 0,(y,y) # 0 olsun. Bu takdirde,

LPSim(E?)
x  ~ y =sgn({x,x)) =sgn({y,y)) (10)

dir.
Tersine, sgn({x,x)) = sgn({y,y)) durumunda, y = M,x olacak sekilde
M, € LPSim(E?) mevcuttur ve M, € LPSim(E?) elemanimin goriintiisii (6) de ki gibidir.
ispat:

LpSim(E?) ] ]
x ~ 'y olsun. Bu takdirde y = M,x olacak sekildle M, € LPSim(E%)

mevcuttur. Teorem 2.2.1° den sgn({x, x)) fonksiyonu LPSim(E%)-invaryant oldugundan
sgn({x, x)) = sgn({y,y)) esitligi elde edilir.

Tersine, varsayalim ki sgn({x, x)) = sgn({y, y)) olsun. Bu takdirde Teorem 2.2.2’
den y = M,x olacak sekilde M, € LPSim*(E?) mevcuttur. Ancak,
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LPSim(E%) o
M, € LPSim*(EZ) c LPSim(EZ)  oldugundanx  ~ "y elde edilir. (x,x) # 0

oldugundan, Onerme 1.5.1’¢ gore, x~* € H mevcut olup yx~*€ H dir. Simdi
z = yx~1 € H elemanin alalim. (2) esitliginden, zx = M,x tir. Teorem 2.2.2° den, M, nin
goriintiisti (6) ifadesinde verilmistir.

Not 2.2.3.

EZ’ de 1 = (1,0) elemanimi diisiinelim. Bu eleman matris biciminde I = ((1) (1))

yazilabilir. Bu takdirde, I € LPSim*(E?) ve W € LPSim(E%) olmak iizere,

1=11= ((1) (1)) ((1)) vel=Ww1= (é _01) (é) dir. Bundan dolay1 y = M, x esitligini

saglayan z € LPSim(E?)’ nin teklik 6zelligi LPSim(EZ) grubu igin dogru degildir.
Ef’de X = {xq, x5, ..., X;u} m tane noktadan olusan bir sistem olsun. Bu sistemin
rank1 7(X) ile gosterilecektir. Agik¢a r(X), X in bir LPSim(E?)-invaryantidir.
Teorem 2.2.5.
m>1 icin X ={x,%p, ... X}, Y = {¥1,V2, ..., ¥} kiimeleri EZ ‘de iki sistem
ve (Xp(x), Xpx)) % 0,{Ypv), Ypar)) # 0,7(X) =r(Y) =1 olsun. Bu takdirde,
vVi=12,...,pX) —1,p(X) + 1, ..., m igin

( p(X) =p(Y)
LPSim(E?) Sgn(<xP(X)'xP(X)>) = 59"(()’1)(1/)’3’1)(}')))
X ~ Y= xpeoX)  _ _vpyyi) (11)
Ik XpoyXpx))  (Ypw)Yp))

dir.
Tersine, varsayalim (11) esitlikleri saglansin. Bu durumda, y; = M,x;,i = 1,2,...,m
olacak sekilde M, € LPSim(EZ) mevcuttur ve M, € LPSim(E?) elemanmin goriintiisii

(8) ifadesinde verilmistir.

) LPSim(E?) . ]
Ispat: X ~ 'Y olsun. Bu takdirde y; = M,x;,i = 1,2,...,m olacak sekilde

M, € LPSim(E?) mevcuttur. Teorem 2.2.1° den, Vi = 1,2,...,.p(X) — L,p(X) + 1,...,m

igin sgn((xp(x),xp(x))), _pon ) ve p(X) fonksiyonlar1 LPSim(E?) —invaryant

(xpex)Xp(x))

oldugundan (11) deki esitlikler saglanir.
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Tersine, varsayalim ki (11) deki esitlikler saglansin. r(X) = r(Y) = 1 oldugundan

Vi=12,..,p(X) —1,p(X) +1,...,m igin [eeooxo] _ Dyxecovnl _ 0 dir. Bu durumda
xpyXpx))  (Yex)Yex))

Teorem 2.2.3° de ki (7) esitlikleri saglanir. Bu takdirde Teorem 2.2.3’ten, y; = M, x;,
i=12,...m olacak  sekilde M, € LPSim*(E?) mevcuttur.  Ancak,

LPSim(E?)
M, € LPSim*(EZ) c LPSim(E?) oldugundan X ~ Y

elde edilir.
(xp(x) Xp(x)) # 0 oldugundan, Onerme 1.5.1 gore, xpx)"t € H mevcut olup
vi=12,..p(X) - 1L,pX)+1,..,m icin Xixpx) ' € H dir. Simdi
zZ= yP(X)xP(X)_l € H elemanini alalim. (2) esitliginden, y = zx = M,x tir. Teorem 2.2.3’
den, M, nin goriintiisii (8) deki gibidir.

m > 1 durumunda E? de m tane noktadan olusan bir sistem X = {x;, X, ..., X}

olsun. Varsayalim r(X) = 2 olsun. Bu durumda xpxy ile iiretilen EZ nin lineer alt uzayini

{Axpay | A € R} ile gosterelim. 1 <s<m olmak iizere x; & {Axp(yx)|A € R} olan s
sayismin en kiiciik degerini q(X) ile gosterelim. Acikca q(X) sayisi, X in bir LPSim(E?)-
invaryantidir.

Teorem 2.2.6.

m>1 icin X ={x1,%3, e, X}, Y = {y1, V2, ..., Vm} kiimeleri EZ’ de iki sistem
ve (xXp(x), Xpx)) # 0,{Ypv), Ypr)) # 0,7(X) = r(Y) = 2 olsun.

Bu takdirde, Vi,k =1,2,...,m; k # p(X), k # q(X) i¢in

( p(X) = p(Y)
q(X) = q(¥)
sgn((xpeo, Xpao)) = sgn(Vewy Yew)))
¥ LPSim(Ef)Y ([xp(x) xq(x)])2 _ ([yP(y) yq(Y)]>2 12
~ = ) (XpC0)Xp(x)) Ypw)Yp)) (12)
CepooXi)  __Ypnyid
(xpx)Xpx))  Ypw)Ye))
[xpoo il _ _[ypen il
\ [xpcoxqun] e Yaml

dir.
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Tersine, varsayalim (12) esitlikleri saglansin. Bu durumda, y; = M, x;,i = 1,2,...,m
olacak sekilde bir tek M, € LPSim(E?) mevcuttur ve M, € LPSim(E?) elemaninin

goriintlisii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

(i) [xpx) Xq] _ [Py Ve

= durumunda, M, € LPSim*(E?) ve M, elemanmin
(xpxyXpx))  (Ypw)Vey))

goriintiisii (6) ifadesinde verilmistir.

L |x X y y .
(ii lepon *qcol _ _ e Yool durumunda, M, € LPSim~(E?) ve M, elemaninin
(xP(X)rxP(X)> (yP(Y).yP(y))
goruntisi
(Xpx)yYp(x)) . [xP(X) yP(X)]
M, = {Xp(x)XP(x)! XpC0)XP(x)) (13)
[Xpx) vp0)) _ {Zpooyex)
Xp(x)Xp(x)! Xp(x)Xp(x)!
seklindedir.
LPSim(E%)

Ispat: X  ~ 'Y olsun. Bu takdirde y; = M,x;,i = 1,2,..,m olacak sekilde
M, € LPSim(E?) mevcuttur. Teorem 2.2.1° den, Vi, k = 1,2, ...,m; k # p(X),

2
k + Q(X)l(}ln p(X), Q(X),Sgn((xp(x); xP(X)))’ ([XP(X) xq(X)]) (xp(x)Xi) ve [xP(X) xk]

(xpyXpx)) e Xpx) [Py xqx]

fonksiyonlar1 LPSim(E?) —invaryant oldugundan (12)’ deki esitlikler saglanir.
Tersine, varsayalim ki (12)> deki esitlikler saglansm. r(X) =r(Y) =2 ve
p(X),q(X) sayilarmin tanimi kullanilarak, [xp(X) xq(X)] #0 ve [yp(y) yq(y)] # 0 dir.

lroo o0l ) e BP0 Ve
(xp(x),xp(x)) (J"p(y);}"p(y))

2 2
X X y y e X X, y hY%
0 dir. Buradan (M) = (M> esitliginden po0 qvo] _ e Yol veya
(XP(X).xp(x)) (yp(y).yp(y)) (xp(x),xp(x)) (J"p(y),yP(y))

Dahast (xp(x), Xp(x)) # 0,{¥p(v), Yp(v)) # 0 oldugundan

x x y y ags
[epoo Xqe0l _ _ [Yp) Yaw)] elde edilir.

(xpxyXp(x)) - (Ypw)Yp))

(i) lepoo *qcol _ Dron Yol durumunu alalim. Bu takdirde p(X) = p(Y) ve

XpxyXpx))  (Ypw)Ypr))

q(X) = q(Y) esitliklerinden Vi = 1,2, ..., m igin e o %q0] = Ve Yo ,
(xXpoyxpx))  (Ypw)Yp))

(xpyxi) _ (Ypw)yi)
(xpx)Xpx))  Ypw)Ye))

ve Vk=1,2,...m;k # p(X),k # q(X) i¢in
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[xp(x) xie] _ [ypr) Yl
[xp(x)xq(x)] [yP(Y) yq(Y)]

esitlikleri saglanir. Vk = 1,2, ..., m; k # p(X), k # q(X) i¢in

lpoo Xqeol _ rw vl o lrpoo i . yeen id
xpayXpx))  OpyYew))  [XpaoXqol [Py Ve

esitliklerinden

reoo 2d . _Drooyd gy 1,2,..,m k # p(X) elde edilir. Boylece teorem 2.2.3’teki

(xp(x),xp(x)) B ()/p(x),)’p(x)),

(7) esitlikleri saglanir. Dolayisiyla Teorem 2.2.3’e gore y; = M, x;,i = 1,2, ..., m olan bir
tek M, € LPSim™ (EZ) mevcuttur ve M, nin goriintiisii (8) seklindedir.

(i) bepon qvol _ _ Dpon Y] durumunu alalim. Bu esitlikten

(xp(x),xp(x)) o (YP(Y);J/'P(Y))

Ve Yol _ _ [rpeo quo seklinde yazilabilir. p(X) =p(¥) ve qX)=q)
(Yp)Yp)) (xpx)XpP(x))

esitliklerinden Vi = 1,2, .., m icin L2 %0l - ewyeml oy g5 .
(xXpx)Xp(x)) Yp)YP())
k # p(X), k # q(X) igin  Leeomd _ Dewvd o giogeningen  roord
[xpoxquol e Yam)l (X)X
v - w w
_ Loyl elde edilir. Bu son esitlik Ve Vel = — epon el = Weepgo Wad
Yp)Yp()) Yp)Yp()) (xpx)Xpx))  (Wxp(x),Wxp(x))

[xp(x) *k] — [Woxp(x) W]
(xpayxpx))  (WXp(x)WXp(x))

seklinde yazilabilir. Ancak Wxpx) = Xp(x) oldugundan

yazilabilir. Bu durumda teoremin ispatt (i) durumunun kosullar1 saglayan WX =
{(Wx,Wxy, ... Wx,, }ileY = {y1,y,, ..., ¥} sistemlerinin benzerlik problemine donisiir.
(i) durumunda, y; =U,(Wx;)=U,W)x;,i=12,..,m olacak sekilde U, €
LPSim™*(E?) matrisi vardir ve M, = U,W matrisinin goriintiisii (11) seklindeki gibi elde
edilir.

Ornek 2.2.5. X = {x; = (2,1),x, = (1,2),x3 = (1,—1)} ve

2 -1

Y = {y; = (3,0),y, = (0,—3),y; = (3,3)} sistemlerini ve M, = ( T

)eLPSim(Ef)
2 -1
1 -2

Lpsim(EZ)
oldugundan X ~ " Ydir.

Ornek 2.2.6. X = {x; = (2,1),x, = (1,2),x3 = (1,—1)} ve

alalm. Gergekten M, = ( ) € LPSim~(E?) igin Vi=1,23 i¢in y; = M,x;

_ N Lpsim(E2)
Y ={y; = (3,0),y, = (0,-3),y3 = (3,3)} sistemlerini alalim ve X ~ Y oldugunu

gosterelim.
Gergekten, bu sistemlerde p(X) = p(Y)=1 oldugundan, {(x;,x;) # 0 ve (y;,y;1) #
0 dir. Dahas1 r(X) = r(Y) = 2 dir. (12) esitlikleri asagidaki gibi saglanir.
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p(X) =p) =1
q(X) =q(¥) =2
sgn({xy, %)) = sgn((y, y1) =1
<[XP(X) xq(x)]>2 _ ([J’P(Y) yq(y)]>2 _q
(xP(X)JxP(X)) B <yP(Y)ryP(Y)) B
(xP(X)»xz) _ <yP(Y)'y2) —0
(xpey Xp))  (Yp) V()
[xP(X) x3] _ [yP(Y) J’3] -1
[xpcxaen]  [Vpon Ve
(xP(X)»x3) _ <YP(Y)'3’3) 1
(xpey Xp))  Yp) Yer(r))

Lpsim(Ef) o
Buradan X ~ " Ydir ve (10) esitliklerinin saglandigi durumda ve
poo Xqool _ _ e Ye] esitliginden M, € LPSim(E?) elemanmin goriintiisii (13)
(xXpx)Xp(x)) (Yp)Ye))

esitligindeki gibidir. Yani,

/(T(X)r Ye(x)) _ [ﬁ(x) J’P(x)]

v, = | G0 o] o) | (2 -1y
k[T(X)yP(X)] _ Xpey Yeo) 1 -2
Zrooy Xra)  (Fpooy Xp(x)

dir.
2.3. Bézier Egrilerinin Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplann i¢in Benzerlik
Problemleri
I = (a,b) araligi R nin bir acik alt arahig1 ve x:1 — E? déniisiimii € (V-simifindan
olsun.

Tanim 2.3.1.

C®-smifindan x: I - E? doniisiimiine E2’de bir parametrik egri denir.
G = LPSim*(E?) veya G = LPSim (EZ%) olsun.
Not 2.3.1. x(t), Ef’ de bir parametrik egri ise VF € G i¢in Fx(t) de E{’ de bir

parametrik egridir.
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Tamm 2.3.2. EZ’de x(t) ve y(t) ayni1 I araliginda tanimli iki parametrik egri olmak
lizere, Vt € [ igin y(t) = Fx(t) olacak sekilde F € G mevcutsa x(t) ve y(t) egrilerine
G-benzer denir ve xf»y ile gosterilir.

Tanmm 2.3.3. E;’ de x(t) bir parametrik egri olmak {izere,Vt €1 ig¢in
(x(t),x(t)) # 0 ise bu egriye L-pseudo regiiler parametrik egri denir.

Ornek 2.3.1. E?’ de I = (0,1) igin x(t) = (t, t?) parametrik egrisini alalim. Agikea,
vt € (0,1) igin (x(t),x(t)) =t?—t*+# 0 oldugundan bu egri L-pseudo regiiler
parametrik egridir.

Ornek 2.3.2. E?’ de I = (0,2) igin x(t) = (t, t?) parametrik egrisini alalim. Agikca,
I = (0,2) araligindaki t = 1 i¢in (x(1),x(1)) = 0 oldugundan bu egri L-pseudo regiiler
parametrik egri degildir.

Tamm 2.3.4. E?’ de I = [0,1] olmak iizere, CV-sinifindan x: I - EZ,

x(t) = X% b; By (t) seklinde tamimli parametrik egriye m. dereceden Bézier egrisi
denir.

Burada by, by, ..., by, € Ef noktalarina Bézier egrisinin kontrol noktalari ve B, (t)
fonksiyonlarina da Bernstein taban polinomlar1 denir.

Tamm 2.3.5. EZ’ de I = [0,1] olmak iizere, CV-siifindan x:1 — EZ,

x(t) = X% b; B; 1 (t) seklinde m. dereceden Bézier egrisi olmak tizere, Vt € [ i¢in
(x(t),x(t)) # 0 ise bu egriye L-pseudo regiiler Bézier egrisi denir.

Ornek 2.3.3. Kontrol noktalar1 b, = (1,2),b; = (1,1),b, = (2,1) € E? olan 2.
dereceden x(t) = X2, b; B; ;(t) Bézier egrisini alalim. Bu egri
x(t) = bo(1 —t)% + by 2t(1 — t) + byt? = (t? + 1,t% — 2t + 2) seklindedir.

(x(£),x(t)) = 2t —1)(2t* —2t+3) tir. Ancak Vtel=][0,1] igin
(x(t),x(t)) # 0 degildir. Acikga t = % icin (x G) , X G)) =0 oldugundan bu egri
L-pseudo regiiler Bézier egrisi degildir.

Ornek 2.3.4. Kontrol noktalar1 by = (1,0),b; = (;, 0) ,b, = (2,1) € E? olan

2. dereceden x(t) = X2, b; B; ;(t) Bézier egrisini alalim. Bu egri
x(t) = by(1 — )2 + by 2t(1 — t) + byt? = (t + 1, t?) seklindedir.
(x(t),x(t)) = 2t + 1) veVvt € =[0,1] igin (x(t), x(t)) # 0 dir. Agikca bu egri

L-pseudo regiiler Bézier egrisidir.
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Teorem 2.3.1. E7 de m. dereceden Bézier egrisi x(t) = X1ty b; B;m(t) olsun. Bu
taktirde,

(i) x(0) = by ve x(1) = b,y dir.

(i) x'(0) = m(by — by) ve x' (1) = m(b,, — by) dir.

(iii) F € G igin Fx(t) = F(X2o b; Bim(t) )= X% F (b)) By 1, (t)dir.

Ispat: [18].

Onerme 2.3.1. EZ> de m. dereceden Bézier egrisi x(t) = Y/%ob; B;m(t) L-pseudo
regiiler Bézier egrisi ise (by, by) # 0 Ve (b, b,,) # 0 dur.

Ispat:

x(t) = X% b; By (t) L-pseudo regiiler Bézier egrisi olsun. Bu taktirde, Tanim
2.3.4°ten Vt € [ igin (x(t), x(t)) # 0 dir. Teorem 2.3.1°den x(0) = b, ve x(1) = b,, dir.
Bu durumda, (x(0),x(0)) = (by, by) # 0ve (x(1),x(1)) = (b, by) # 0 dir.

Tamim 2.3.6. EZ°de I = [0,1] olmak iizere, C(V-simfindan x: 1 — EZ,

x(t) = X", a;t' seklinde tanimli parametrik egriye m. dereceden polinom egrisi denir.
Burada ag, a4, ..., a;y, € E12 noktalarina polinom egrisinin kontrol noktalar1 denir.

Tamim 2.3.7. E?’ de I = [0,1] olmak iizere, CV-sinifindan x: I - EZ,

x(t) = X", a;t' seklinde m. dereceden polinom egrisi olmak {izere, Vt €I icin
(x(t),x(t)) # 0 ise bu egriye L-pseudo regiiler polinom egrisi denir.

Ornek 2.3.4. Kontrol noktalart a, = (2,2),a; = (1,4),a, = (2,1) € E? olan 2.
dereceden x(t) = Y2, a;t' polinom egrisini alalim. Bu egri
x(t) = ag + ast + ayt? = (2t? + t + 2,t% + 4t + 2) seklindedir.

(x(t),x(t)) = (t* — 3t)(3t? + 5t + 4) tiir. Ancak Vt € [ = [0,1] igin {(x(t),x(t)) # 0
degildir. Agik¢a t = 0 i¢in (x(0),x(0)) = 0 oldugundan bu egri L-pseudo regiiler
polinom egrisi degildir.

Onerme 2.3.2. E?’ de m. dereceden polinom egrisi x(t) = Y%, a;t* L-pseudo
regiiler polinom egrisi ise (ay, ay) # 0 dir.

Ispat:

x(t) = Y™, a;t" L-pseudo regiiler polinom egrisi olsun. Bu taktirde, Tamim 2.3.6’
dan Vvt € I igin (x(t),x(t)) # 0 dir. t = 0icin x(0) = a, dir. Bu durumda Tanim 2.3.6
kullanilarak, (x(0),x(0)) = (aq, ay) # 0 dir.

Bézier ve polinom egrilerin kontrol noktalar1 arasindaki iligki asagidaki lemma

[19]°da verilmistir.
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Lemma?231l Vi=12, .., mvei = jicin

i!

:Z(_l)i_j. m ~ ; bj
= fm—0j@—

dir.

Not 2.3.2. Bu lemmaya gore, tiim polinom egriler Bézier egri formunda ifade
edilebilir.

Onerme 2.3.3. x(t), m.dereceden bir Bézier egrisi ve y(t), k.dereceden bir Bézier
egrisi olmak iizere x(t)Ey(t) ise m = k dir.

Ispat: x(t)gy(t) olsun. Bu takdirde y(t) = Fx(t) olacak sekilde F € G vardr.
Varsayalim m # k olsun. Bunun icin iki durum s6z konusudur.m <k veya m >k
durumlar1 s6z konusu olur.

(i) m < k olsun. x(t) = X%, b; Bi_m(t) ve y(t) = XK oc; By (t) ve Fx(t) = y(t)
oldugu i¢in Fx(t) = F( M obi Bi,m(t)) = Yico F biBi(t) = Yk o c B i (t) esitliginden
vem < k oldugu i¢in F(b;) =¢;,i =1,...,m,F(0) = ¢, j=m+1,.. .k dir. y(t),

k. dereceden ve m < k oldugu igin ¢; # 0 olan bir k = j > m sayis1 vardir. Ancak
F(0) =¢j,j =m+1,..,kigin ¢; = 0 durumu ile gelisir.

(i) m > k olsun. x(t) = X%y b; By (t) ve y(t) = Yk ¢ Bk (t) ve Fx(t) = y(t)
oldugu icin Fx(t) = ¥¥ , ¢; B;  (t) esitliginden F(b;) = ¢;,i = 1, ...,k,F(bj) =0,
j=k+1,..,mdir. x(t), m. derecen ve m > k oldugu i¢in b; # 0 olan bir k <j <m
sayist vardir. Ancak bu durum F(bj) = 0 oldugundan Vj = k + 1, ..., m i¢in b; = 0 olmasi
haliyle ¢elismektedir. (i) ve (i1) den varsayim yanlis olup m = k dir.

Teorem 2.3.2. E?>de dereceleri m > 1 olan iki Bézier egrisi
x(t) = X0 b Bj () = Xtoa; t' ve y(t) = X%y d; By (t) = X% c; t* olsun. Bu
takdirde asagidakiler denktir:

(M) x(O~y(©

(i) {bg, by, ., by} oAdg, dy, -, dy}

G
(iii) {ag, aq, ..., am}~{co, €1, «r» Cm }
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ispat:
(i) = (ii): x(&)<y(t) olsun. Bu takdirde y(t) = Fx(t),vt € [0,1] olan F € G
mevcuttur. Teorem 2.3.1” den
Fx(t) = F(XiZo bi Bim())= LiZo F (b)) Bijn (8) = XiZo di Bim(t) = y(0)
dir. Buesitlikten, F(b;) =d;,i = 0,1, ..., melde edilir. Dolayisiyla
{bo, by, o) by Yo{do, dy, .., dpp} dir.
(ii) = (iii): {bg, by, ., by} >{do, dy, ..., d,,} olsun. Bu takdirde, d; = Fb;,
i =0,1,..,m olan F € G mevcuttur. Bu durumda b; = F(d-) dir. Lemma 2.3.1” den,

d; dir. Bu takdirde,

|
— i—j . — i—j
o= Dy b Ve 6= Zj=o(=1) o Dl o T
il

-1 _ 1 i! —1 — —
F7H () = Xi=o(— D ]l'(m D! jIGi- 1)' (@) = 0(_ ) Jl'(m D! jiG- 1)'bJ i

Vi=12 .., mvei > jdir.

Dahasi, Teorem 2.3.1° den by, = ay Ve dy = ¢, olup dy = F(by) = F(ay) = ¢, dir.
Buradan F(a;) = c; olup {ay,ay, ..., am}g{co, C1 -, Cm } €lde edilir.

(i) = (0): {ag, @y, -, G} >{Co, 1y oo, ¢y} Olsun. Bu takdirde, ¢; = Fa;,
i=0,1,..,m olan F € G mevcuttur. Teorem 2.3.1 den,
Fx(t) = F(Eoait! )= Sy F(a) ti = S ¢ ¢! = y(t) oldugundan x(0)<y(r) elde
edilir.

Not 2.3.3. E7 de derecelerim > 1 olan iki Bézier egrisi x(t) = Y% b; B, (t) ve
y(t) = X%y d; B; () nin kontrol noktalar1 kiimelerini sirastyla
X ={by, by, ..., bp} ve Y = {d,, d4, ..., d,,} ile gosterelim.

Teorem 2.3.3. EZ’ de dereceleri m > 1 olan iki Bézier egrisi ve
x(t) = X% bi Bjm(t) y(t) = XiLod; Bim,(t) nin kontrol noktalar1 kiimelerini sirastyla
X ={bg, by, ..., bp}veY = {dy,dy, ..., dp,} olsun. Bu takdirde, (bpx), bp(x)) # 0,
(dpvy, dpyy) # 0 olmak iizere, Vi = 0,1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., migin

( p(X) =p(¥)
o sgn({bpxy brxy)) = sgn({dpey, dpr)))
LPSim (El) (bp(x)bi) {dp(y),di)
x(t) ~ y(t) = $ = (14)
(bpx)bpx))  {dpy)dp(y))
[bpx) bil _ l[dpy) di
\ (bpx)bpx))  {(dpy)dp(y))

dir.
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Tersine, varsayalim (14) esitlikleri saglansin. Bu durumda, d; = M,b;,
i =0,1,2,...,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim*(E? ) mevcuttur ve

M, € LPSim*(EZ) elemaninin goriintiisii

(bpx)drx))  [bpex) dp(x))

M. = (bpx)bpx))  (bPx)DPX)) (15)
z [Ppa) dpo]  (Ppx)dpx)
{bpeybpx))  (bpex)bpx))

seklindedir.

Ispat: Teorem 2.2.3’ iin ispatina benzer sekildedir.

Teorem 2.3.4. E?’ de dereceleri m > 1 olan iki Bézier egrisi
x(t) = XiZobi Bjm(t) ve y(t) = X% d; Bim(t) nin kontrol noktalar kiimelerini
sirastyla X = {bg, by, ..., by} ve Y = {d,, d4, ..., d,,} olsun. Bu takdirde,
(bpx), bpxy) # 0,{dpy), dpy)) # 0 olmak iizere, Vi,k = 0,1,2,...,m; k # p(X),
k +q(X) igin

( p(X) =p(Y)
q(X) =q(Y)
sgn({bp(xy, bran)) = sgn({dpey), dpy)))

LPsim(E?) [bpen bacol\* _ (1dpw) daen ]\
x(¢) - y(t) = ) ((bPEX;bZEX§>> - ((dpzyirdiiyi)) (16)
(bpxybi) _ {dp(y).di)
(bpex)bpeo)  (dpardper)
[bpoo bl _ _ldpey) did
\ [bpx) baeo]  [dpey) dgn)]

dir.

Tersine, varsayalim (16)esitlikleri saglansin. Bu durumda, d; = M, b;,
i =0,1,2,..,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim(EZ) mevcuttur ve M, € LPSim(E?)
elemaninin goriintiisii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

[bpx) baeo] _ [dp) dqw)]

= durumunda, M, € LPSim*(EZ) ve M, elemaninin
(bpxybpx))  {dpwy)dpr))

gorlintiisii (6) ifadesinde verilmistir.

(ii [bpix) bqooy] _ [dpy) dgv)l d

= urumunda, M, € LPSim~(E?) ve M, elemaninin
(bpx)Pp(x)) (dpy).dp(y))

goruntist,
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(brondren) _ [Preo dpeol

M, = (bpex)bp(x)) {bpa0bp(x) (17)
z [broo dreol  (Praydren)
(bp(x)bpx)) {bpex)bpex)

seklindedir.

Ispat: Teorem 2.2.6° nin ispatia benzer sekildedir.

Not 2.3.3. E7’ de derecelerim > 1 olan L — pseudo regiiler Bézier egrisi
x(t) = X% bi Bjm(t) ve kontrol noktalar1 kiimesi X = {by, by, ..., by} olmak fiizere,
Onerme 2.3.1 ile P(X) = 0 almacaktir. Dahasi, bir Bézier egrisinin kontrol noktalar:
kiimesi X = {bg, by, ..., by} in ranki r(X) =1 ise tim kontrol noktalar1 ayni dogru
tizerinde olacagindan bu durum go6zoniine alinmamigtir. Bundan dolayr r(X) = 2 kabul
edilecektir.

Teorem 2.3.5. E? de dereceleri m > 1 olan iki L — pseudo regiiler Bézier egrisi
x(t) = Xt bi Bjm(t) ve y(t) = ¥il,d; B;m(t) nin kontrol noktalart kiimelerini

sirastyla X = {bg, by, ..., by} ve Y = {d,, d4, ..., d,,} olsun. Bu takdirde,

(
. sgn({bo, bo)) = sgn((do, do))
() LPSm:r(Elz) ©) = O(bo(,)bi) _ {do.dy) N\ (18)
y (bo,bo) ~ {do,do)
[bo bl] — [dO dl]
(bo,bo)  (do,do)
vVi=12,..,m

—_—

dir.

Tersine, varsayalim (18) esitlikleri saglansin. Bu durumda,
d; = M,b;,i =0,1,2,..,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim*(E? ) mevcuttur ve

M, € LPSim*(EZ) elemaninin goriintiisii,

(bo,do) [bg do]

_ | (bo,bo)  {bg,bp)
Mz =\ by do]  (boo) (19)

(bo,bg)  {bo,bg)
seklindedir.
Ispat: Teorem 2.2.3 ve Onerme 2.3.1 in ispatindan elde edilir.

Teorem 2.3.6.

E? de derecelerim > 1 olan iki L — pseudo regiiler Bézier egrisi
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x(t) = X% b; Bj () ve y(t) = K o d; B; i (t) nin kontrol noktalar1 kiimelerini sirastyla
X = {bo, bl' ey bm} ve Y = {do, dl’ ey dm} O|Sun BLI takdirde,
Vi=0,12,...mVk=12,..,mk+# q(X) i¢in

( q(X) =q(Y)
sgn({bg, b)) = sgn({dy, do))
([bo bq(X)]>2 _ ([do dq(Y)]>2
LPSim(E?
0 Ty 5 ] N e (20)
(bobo) — (do,do)
[bo br] _ ldo dg]
\ [bo bae] — [do dgqy)]

dir.

Tersine, varsayalim (20) esitlikleri saglansin. Bu durumda,
d; = M,b;,i = 0,1,2,...,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim(E?) mevcuttur ve
M, € LPSim(E?) elemaninin goriintiisii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

bo b d
0 [bo bgao] _ [do dqew)] durumunda, M, € LPSim*(E?)  ve M, elemanmin
(bo,bo) (do,do)

goriintiisii (6) ifadesinde verilmistir.

by b do d
i) [& 01(0)?] — [:1 qud(oy))] durumunda, M, € LPSim~(E?) ve M, elemaninin
goruntust,
(bodpex)) [Bo dpx)]
(bo,bo) (bo,bo)
M= & By 21
z [Bo dp(x)] _ {bo,dp(x)) (21)
(bo,bo) (bo,bo)
seklindedir.

Ispat: Teorem 2.2.6 ve Onerme 2.3.1 in ispatindan elde edilir.



3. BULGULAR

1. x,y € E?, F:E? X E > R olmak iizere,

() F(x,y) = % fonksiyonu LPSim(E?) — invaryanttir.

x,X

(i) F(x,y) = % fonksiyonu LPSim* (E#) — invaryanttir.
_ (Ixy]\? _ : . 2
(iii) F(x,y) = (W) ve F(x,y) = sgn(x, y) fonksiyonlar1 LPSim(E;) —
invaryanttir. Teorem 2.1.1° de gosterilmistir
2. x,y € E? ve(x,x) # 0,(y,y) # 0 olsun. Bu takdirde,

LPSim*(E2)

x ~ Ty = sgn({x,x)) = sgn((y,y)) dir.
Tersine, sgn({x,x)) = sgn({y,y)) durumunda, y = zx olacak sekilde bir tek

z € LPSim*(EZ ) mevcuttur  ve z € LPSim™* (E%) elemaninin  goriintiisii
| xx) (xx) . 3 , . o O
M, = kvl oy seklindedir. Teorem 2.2.2° de gdsterilmistir

(xx) (xx)
3. m>1i¢in X = {x1,%5, e, Xm}, Y = {y1,¥2, .., ¥} kiimeleri E{’ de iki sistem
Ve (xpx), Xp(x)) # 0, (¥pr), Yp(r)) # 0 Olsun.
Bu takdirde, Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin

( p(X) =p(¥)
e sgn({xpco), Xpe0))) = sgn((yeery, Vo))
LPS”'L (E7) ) (xp(x)Xi) _ (Yp) i) dir.
XpxyXpx))  (Ypw)Ypr))
[xP(X) xi] — [YP(Y) Yi]
\ (xpxyxpx))  (Ypw)Ypr))
Tersine, Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin
( p(X) =p(Y)
Sgn((xp(x)’xp(x))) = 59”(<3’P(Y):J’P(Y)))
3 ZrooXid ey esitlikleri saglansm. Bu durumda,
XpxyXpx))  (Ypw)Ypr))
[xP(X) xi] — [YP(Y) J’i]
\ (xpx)Xpx))  (Ypa)Ye(r))

y; = Myx;,i = 1,2,...,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim*(E? ) mevcuttur ve
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(xXpeyYpx))  [Xpx) Y]
xXpoyXpx))  (Xpx)Xp(x)) . .
PEOTPOO PEO-TPOO seklindedir.
[xP(X) YP(X)] (Xpx)YP(x))
xXpx)Xpx))  (Xpxo)Xp(x))

M, € LPSim*(E}) elemanmn goriintiisic M, =

Teorem 2.2.3” de gdsterilmistir
4.x,y € E? ve(x,x) # 0,(y,y) # 0 olsun. Bu takdirde,

LPSim(E?) .
x  ~ "y =sgn({x,x)) = sgn({y,y)) dir.

Tersine, sgn({x, x)) = sgn({y, y)) durumunda, y = M,x olacak sekilde

M, € LPSim(E?) mevcuttur ve M, € LPSim(E?) elemanimin goriintiisii

_ [ wo |y e
M, = [yl () dir. Teorem 2.2.4 de gosterilmistir

(xx) (xx)
5.m>1 icin X = {x,%3, e, X}, Y = {¥1, V2, oo, ¥} kiimeleri EZ’de iki sistem
ve (xpx), Xpx)) = 0,{¥pv), Ypar)) # 0,7(X) =r(Y) =1 olsun.
Bu takdirde, Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin

( p(X) =p()
LPSim(E?) 59"(<XP(X):XP(X))) = 59"((3’P(Y):YP(Y)>) )
~ Y= @paoxd ey dir.
Ik xpxyXpx))  (Ypw)Ypr))

Tersine, Vi = 1,2, ...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m igin

( p(X) =p(¥)
Sgn((xp(x)»xp(x))) = Sgn(()’P(Y)'yP(Y))) o

CpooX) ey esitlikleri  saglansin. Bu  durumda,
Ik (xpxyXp(x)) N (Ypw)Yp))

y; = Myx;,i =1.2,..,m olacak sekilde M, € LPSim(E?) mevcuttur  ve

(xpyYrx) [P0 Yeo
xpeyxpx))  (XpoXp(x))

M, € LPSim(E?) elemanmin gériintiisii M, = dir. Teorem

[xpcy YPoo))  (Xpeo) YR
(xpx)yXpx))  (Xpx)Xp(x))

2.2.5’ de gosterilmistir.

6. m>1 icin X = {x1,%3, ..., X}, Y = {¥1, V2, ..., ¥} kiimeleri E{’ de iki sistem
ve (Xp(x), Xpx)) # 0,{Ypv), Ypr)) # 0,7(X) = r(Y) = 2 olsun.

Bu takdirde, Vi,k = 1,2,...,m; k # p(X), k # q(X) igin
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( p(X) =p(Y)
q(X) =q(¥)
Sgn(<xp(x),xp(x)>) = Sgn(()’P(Y)!YP(Y)))
<[xp(x) xq(xﬂ)z _ ([yp(y) qu]>2

LPSim(E?)
~ Y >

< xpaoXpc))  \Opwyvem) dir.
(xp(x)xi) _ (Yp) i)
xXpxyXpx))  (Ypw)Yp))
[xp(x) xk] — [yP(Y) J’k]
\ [xpooxem] ey Yew))
Tersine, Vi, k = 1,2,...,m; k # p(X), k # q(X) i¢in
( p(X) =p(Y)
q(X) =q()

Sgn«xp(x);xp(x))) = 59”(()’})(}/)'}’13(}/)))
<[XP(X) xq(X)]>2 _ <[YP(Y) Yq(y)]>2
(Xpx), Xp(x)) Ye) Yp))
(xP(X)'xi> r <}’P(Y):}’i>
(xP(X);xP(X)> B <YP(Y)ryP(Y)>
[xp(x) xk] il [yP(Y) }’k]

| [xecoxq0]  [yee) Yaw)]

A

esitlikleri saglansin. Bu durumda, y; = M,x;,i = 1,2, ..., m olacak sekilde bir tek
M, € LPSim(E?) mevcuttur ve M, € LPSim(E%) elemanmn goriintiisii i¢in asagidaki
durumlar mevcuttur:

(i) [xp(x) xq(X)] _ [yP(y) yq(Y)]

= durumunda, M, € LPSim*(E?) ve M, elemanmnin
(xpx)Xpx))  Ypw)Yp))

goriintiisii M, = ( = 7 ) dir.

(x,x)  (x,x)

.e X X y y . —
(ii) lpon oool _ _ Dpon Y] durumunda, M, € LPSim~(EZ) ve M, elemaninin
{(xpx)Xp(x)) (Yp)Yp))
Fraoyex) oo e
v e e e Xpx)Xp(x)! Xp(x)Xp(x)! . . " e
gorlntiisi M, = PEOTPRO PEOTPOO seklindedir. Teorem 2.2.6° de gosterilmistir
%Pz Yol _ XpxyYex)

Xpx)Xp(x)) Xpx)Xp(x))

7. L-pseudo regiiler Bézier egrisi, Tanim 2.3.4’te verilmistir.
8. L-pseudo regiiler Bézier egrisinin baz1 6zellikleri Onerme 2.3.1°de verilmistir.
9. L-pseudo regiiler polinom egrisi, Tanim 2.3.7’°de verilmistir.

10. L-pseudo regiiler polinom egrisinin baz1 6zellikleri Onerme 2.3.2°de verilmistir.
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11. EZ de dereceleri m > 1 olan iki Bézier egrisi
x(t) = Xitobi Bim(t) = Xitoa; t' ve y(6) =Xod; Bim(t) = X%oc; tt olsun. Bu
takdirde asagidakiler denktir:

(M) 2O~y ()

(i) {bo, by, ., by Y oAdg, dy, .., )

G
(iii) {ag, aq, ..., am}~{co, €1, ) Cm}

Teorem 2.3.2° de gosterilmistir.

12. EZ’ de dereceleri m > 1 olan iki Bézier egrisi ve x(t) = Yo bi Bjm(t),
y(t) = X% d; B; 1 (t) nin kontrol noktalari kiimelerini sirastyla
X = {bo, le esy bm} ve Y = {do, dll ey dm} O|Sun BU takdlrde, <bP(X)' bP(X)) * O,

(dp(vy, dpyy) # 0 olmak iizere, Vi = 0,1,2,...,p(X) — 1,p(X) + 1, ..., m i¢in

( p(X) =p(Y)
. Sgn((bp(x)'bp(x))) = 59"(<dp(y);dp(y)>)
LPSim™*(EZ) (bpeybo) (dpeyy dy) )
x(t) ~ Ty = $ = dir.
(bpx)bpx))  {(dpy)dp(y))
[bpx) il _ l[dpy) di
\ (bpx)ybpx))  (dp(y)dp(y))
Tersine,
p(X) =p()
Sgn(<bp(x); bP(X))) = Sgn«dp(y), dP(Y)))
(breobd) __{dperydi) Vi=012..,0(X)—1,pX)+1,..,m
(bpx)bpx))  {dpy)dpy)) A2, p(X) p(X) T
[brxy bi] _ [dpr) di

(bpxybpx))  (dpey)dpey))

esitlikleri saglansin. Bu durumda, d; = M,b;,i = 0,1,2,...,m olacak sekilde bir tek

M, € LPSim*(E? ) mevcuttur ve M, € LPSim*(EZ) elemaninin goriintiisii

(bpx)dpx))  [bpix) dpx]

(bpxybpx))  {(bpix)bpx)) . . et
M, = POOTPEO OO0 seklindedir. Teorem 2.3.3° de gosterilmistir

[bpx) dpoo]  (Ppex)dp)

(bpix)Pp(x))  (Pp(x)bp(x))

13. E’ de dereceleri m > 1 olan iki Bézier egrisi x(t) = X2 b; B}, (t) ve

y(t) = X% d; B; 1 (t)’nin kontrol noktalar1 kiimelerini sirastyla
X ={bg, by, ..., by} ve Y = {dy,dy, ..., d,} olsun. Bu takdirde, {bp(x), bp(x)) # 0,
(dp(y), dpy)) # 0 olmak tizere,Vi,k = 0,1,2,...,m; k # p(X), k # q(X) i¢in
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( p(X) =p(Y)
q(X) =q(¥)
sgn((broo, beoo)) = sgnl{de), dp)))
Lpsim(Ef) ([bp(x) bq(x)]>2 _ ([dp(y) dqm]>2 .
X(t) ~ Y(t) = )\ (bP(X)'bP(X)> - (dp(y),dp(y)) dir.
(bp(x)bi) _ (dp(y).di)
(bpxybpx))  {dpy)dpy))
[bp(x) bi] _ [dp(yy di]
\ [bpxy gl [dpy) dgw)]
Tersine, Vi,k = 0,1,2, ..., m; k # p(X), k # q(X) igin
( p(X) =p(¥)
q(X) =q(¥)

Sgn((bp(x)' bP(X))) = 59”((dp(y): dP(Y)))
([bP(x> bq(X)])Z _ ([dP(Y) dq(Y)])Z

(bpybpeo))  \(dpayydpy)

A

saglansin. Bu durumda,

(bpxybi) _ (dp(y).di)
(bpxybpx))  {(dper)dpey))

[breo bl _[dper di
\ [brco baao]  [dpay dqun]

d; = Myb;,i =0,1,2,...,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim(E?) mevcuttur ve
M, € LPSim(E?) elemaninin goriintiisii icin asagidaki durumlar mevcuttur:

[breo baeo] _ [dp) dqm)]
(bpx)bpx))  {(dpy)dpey))

durumunda, M, € LPSim*(EZ) ve M, elemaninin

gorlintiisii (6) ifadesinde verilmistir.

N 1 b d d -
(ii) [beco bawol _ _ [dec) dgm)] durumunda, M, € LPSim~(EZ) ve M, elemanmnin
(bpx)bpx)) {dpy).dpy))
(bpaydpx))  [Bro dpix))
v e e (bpx)bpx)) (bp(x)bp(x)) . . ,

gorunttsu, M, = _PEOTPOO _PeOTPOO seklindedir. Teorem 2.3.4> de
[brx) dpx)]  (Ppenydpix))
(bp(x)bp(x)) (bp(x)bp(x))

gosterilmistir

14. E7’ dedereceleri m > 1 olan iki L — pseudo regiiler Bézier egrisi
x(t) = Xi%o bi Bjm(t) ve y(t) = i d; B; n (t) nin kontrol noktalar kiimelerini
sirastyla X = {bg, by, ..., by} ve Y = {d,, d, ..., d;,,} olsun. Bu takdirde, Vi = 1,2, ..., m

i¢in
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(
| sgn({bo, b)) = sgn({do, do))
(O Lpsmf(Ef) ) = O(DO(,)bi) _ {do,di) v dir
y <b0,b0) - <d0'd0) .
[bo byl _ [do dil

(bo,bo)  (do,do)

(
Sgn((bo, bO)) = Sgn((dOJ dO))
Tersine, Vi =1,2,...,m icin {bo,bi) _ (do.di)
(bo,bg)  (do,do)
[bo bi] [do d;]

esitlikleri saglansin.

(bo,bo)  {(do,do)
Bu durumda, d; = M,b;,i =0,1,2,...,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim*(EZ )

{(bo,do) [bo do]

. + 2 o oo o e _— (b[)rb0> (bOrbO)
mevcuttur ve M, € LPSim™ (Ej elemanmin goriintiisii, M, = [bo do]  (bo.do)

(bo,bo)  {bo,bo)
seklindedir. Teorem 2.3.5” de gdsterilmistir.

15. Ef’ de derecelerim > 1 olan iki L — pseudo regiiler Bézier egrisi
x(t) = XiZob; Bjm(t) ve y(t) = Y& . d; B; m(t) nin kontrol noktalar1 kiimelerini sirastyla
X ={by, by, ..., b} ve Y = {d,,d4, ..., d,,} olsun. Bu takdirde,
Vi=0,12,...m Vk=12,..,mk # q(X) i¢gin

( q(X) = q(¥)
sgn({bo, b)) = sgn({dy, do))

C%%mszzc%%msz
{bo,bo) {(do,do)

LpSim(E?) .
x(@)  ~ Uy = . (bob)) _ {dody) dir.
(bo,bo)  (do,do)
[bo br] _  [do dgl

[bo bg(x)) " ao dge)]

\
Tersine, Vi = 0,1,2, ..., m; Vk = 1,2, ..., m, k # q(X) igin

( q(X) =q()
sgn({bo, bo)) = sgn({do, do))

([bo bq(X)])Z _ ([do dq(y)])z
{(bo,bo) (do,do)

(bo,by)  (do,dy) esitlikleri saglansin. Bu durumda,
(bo,bo)  (do.do)
[bo br]l  [dodgl

[bobgy]l  [do dgw)]
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d; = M,b;,i = 0,1,2,...,m olacak sekilde bir tek M, € LPSim(E?) mevcuttur ve

M, € LPSim(E?) elemaninin goriintiisii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

. [bo bq(x)] _ [do dq(Y)] ] N 5
(i) b = (dodo durumunda, M, € LPSim*(E?)

gorlntiisii (6) ifadesinde verilmistir.

bg b dod
(i) [& ‘;j’;)] = _[:1 qd”))] durumunda, M, € LPSim~(EZ)
0.Y0 0,40
(bo,dp(x)) _ [Bo dp(x))
(Bo.bo) (Bo.bo)

goruntisu, M, = [Bo dp(x)] _ (bo,dp(x))

(bo,bo) (bo,bo)

ve M, elemaninin

ve M, elemaninin

seklindedir. Teorem 2.3.6° da gosterilmistir.



4. iIRDELEME

Tezin amaci, asagidaki iki temel problemi incelemektir:

1. LPSim(E}) ve LPSim*(Ef) gruplarina gore, m tane noktadan olusan bir
sistemin invaryantlarint bulunmasi ve bu invaryantlar yardimiyla m tane
noktadan olusan iki tane nokta sisteminin benzerlik probleminin ¢oziilmesi

2. 1. Problemdeki ¢oziimler yardimiyla verilen iki tane Bézier egrisinin benzerlik
probleminin ¢dziilmesi

Oklid uzayindaki benzerlik geometrisindeki bu tipteki problemler, baska
calismalarda karmasik sayilar kullanilarak ¢oziilmiistii. Benzer problemler hiperbolik
sayilar kullanarak ¢oziildii.

Bézier egrilerine uygulamasi yapildi. Ancak, Oklid uzaymndaki tiim Bézier egrileri
regiilerdir. Bu uzayda ise regiiler olmayabilir. Buna ait ornekler, tezde verilmistir. Bu
baglamda, Bézier egrilerine herhangi bir 6zellik eklemeden benzerlik probleminin ¢ézimii
elde edildi. Ardindan Bézier egrilerinin regiilerlik sartlari incelendi. Bézier egrilerine
regiilerlik sart1 eklendiginde, baz1 benzerlik sartlarinin degisime ugradigi bulundu. Bu
sartlar altinda benzerlik problemi ¢oziildii. Gelecekteki caligsmalar i¢in yeni problemlerin
mevcut oldugu goriildii. Ornegin; Bézier egrilerin regiilerlik sartlarmin daha agik bir
sekilde incelenmesinin 6nemli oldugu ortaya ¢ikti. Dahasi, bu uzayda non-degenerate
(bozulmamis) egriler de mevcuttur. Oklid uzayinda, her bozulmamis egri regiilerdir.
Ancak bu uzayda bu sart gegerli degildir. Bu baglamda, bozulmamis Bézier egrilerinin de
benzerlik sartlarinm incelenebilse giizel olurdu. Son olarak, Oklid uzayimnda elde edilen bu
sonuglarin bilgisayar destekli calismalarda genis uygulama alanlar1 mevcuttur. Bu tezde
elde edilen sonuglarin uygulama alanlarinda (6zellikle o©zel gorelilik teorisinde)

kullaniminin arastirilmasi 6nemlidir.



5. SONUCLAR

10.

11.

12.

13.

14.

LPSim(E}) ve LPSim™(E?) gruplant igin invaryant fonksiyonlar Teorem
2.2.1°de verilmistir.

Bir tane nokta icin LPSim*(E?) benzerlik sarti ve bir noktayr diger noktaya
doniistiiren doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.2.2°de verilmistir.

m tane nokta i¢cin LPSim*(E?) benzerlik sartlar1 ve m tane noktay: diger m-tane
noktaya doniigtiiren doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.2.3’de verilmistir.

Bir tane nokta i¢in LPSim(E?) -benzerlik sarti ve bir noktayr diger noktaya
doniigtiiren doniistimiin goriintiisii Teorem 2.2.4’de verilmistir.

m>1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 1 olmasi durumunda, m tane nokta
icin LPSim(E?) benzerlik sartlar1 ve m tane noktayr diger m-tane noktaya
dontistiiren doniistimiin goriintlisii Teorem 2.2.5°de verilmistir.

m>1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 2 olmasi durumunda, m tane nokta
icin LPSim(E?) benzerlik sartlari ve m tane noktayr diger m-tane noktaya
dontistiiren donilistimiin goriintlisii Teorem 2.2.6’de verilmistir.

L-pseudo regiiler Bézier egrisi, Tanim 2.3.5’te verilmistir.

L-pseudo regiiler Bézier egrisinin baz1 6zellikleri Onerme 2.3.1°de verilmistir.
L-pseudo regiiler polinom egrisi, Tanim 2.3.7°de verilmistir.

L-pseudo regiiler polinom egrisinin bazi dzellikleri Onerme 2.3.2°de verilmistir.
Iki Bézier egrisinin G-benzerligi, kontrol noktalarnin G-benzerligine indirgeme
teoremi, Teorem 2.3.2°de verilmistir.

LPSim*(E#)grubuna gore, iki Bézier egrisinin G-benzerlik sartlar1 ve bir
Bézier egrisini diger Bézier egrisine doniistiiren doniisiimiin gorlintlisii Teorem
2.3.3’te verilmistir.

LPSim(E?) grubuna gore, iki Bézier egrisinin G-benzerlik sartlar1 ve bir Bézier
egrisini diger Bézier egrisine doniistiiren doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.3.4°te
verilmistir.

LPSim*(E?) grubuna gore, iki L-pseudo regiiler Bézier egrisinin G-benzerlik
sartlar1 ve bir L-pseudo regiiler Bézier egrisini diger L-pseudo regiiler Bézier

egrisine doniistiiren doniistimiin goriintlisii Teorem 2.3.5’te verilmistir.
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15. LPSim(E?) grubuna gore, iki L-pseudo regiiler Bézier egrisinin G-benzerlik
sartlar1 ve bir L-pseudo regiiler Bézier egrisini diger L-pseudo regiiler Bézier

egrisine doniistiiren donilisiimiin goriintiisii Teorem 2.3.6’da verilmistir.



6. ONERILER

Bu ¢alismada, 2-boyutlu Lorentz uzayindaki lineer pseudo-benzerlik gruplarindan
LPSim(E?) ve LPSim*(E?) guplar i¢in m tane noktanin invaryantlari; bu invaryantlar
yardimiyla noktalar dan olusan iki sistemin benzerlik sartlar1 ve bu sartlarin Bézier
egrilerine uygulamalar1 verilmistir. Bu problemlerin ¢6ziimiinde hiperbolik sayilar cebiri
kullanilmistir.

1. [13]’te bu benzerlik gruplarindan farkli benzerlik gruplar1 da anlatilmistir. Bu
calisma bu gruplar i¢in de yapilabilir. Dahasi bu problemler, [10, 11]’deki
caligmalarda bahsedilen gruplar i¢in de yapilabilir.

2. Burada kullanilan yontemler gelistirilerek, n boyutlu Lorentz uzayinda bu
problemler incelenebilir.

3. n boyutlu Lorentz uzayinda egriler, regiiler, nondegenerate ve nondegenerate-
regliler olarak smiflandirilmaktadir. Bu ¢alismada, L-pseudo-regiiler Bézier
egrileri tanimlanmig ve kismi sonuglar verilmistir. Bu simiflardaki Bézier

egrilerinin 6zellikleri ve benzerlik problemleri daha genel olarak incelenebilir.
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