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Coklu i¢ iliski problemini gidermek i¢in en kiiclik kareler (OLS) tahmin
edicisine alternatif olarak bir¢ok yanli tahmin edici Onerilmistir. Bunlardan bir
tanesi Hotelling (1933) tarafindan Onerilen temel bilesenler tahmin edicidir. Bu
calismada temel bilesenler tahmin edici ve temel bilesenler tahmin edici ile iligkili
olan birgok tahmin edici incelenmistir. Buna ek olarak, iki parametreli temel
bilesenler tahmin edici; temel bilesenler tahmin edici, » —k smufi tahmin edici,
r—d smifi tahmin edici ve iki parametreli tahmin ediciler ile matris hata kareler
ortalamas1 kriterine gore karsilastirilmistir.  Belirtilen tahmin edicilerin
performanslarmi degerlendirmek i¢in gergek bir veri seti analiz edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Coklu i¢ Iliski, Temel Bilesenler Tahmin Edici, Lineer Yanlt
Tahmin Ediciler, Uyarlanmus iki Parametreli Tahmin Edici.
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To cope with the multicollinearity problem several biased estimators are
proposed as an alternative to the ordinary least squares (OLS) estimator. One of the
biased estimators is principal component estimator of Hotelling (1933). In this
study, principal component estimator and many kinds of estimator related with
principal component estimator are examined. In addition this, two parameter
principal component estimator is compared with principal component estimator,
r—k class estimator, r—d class estimator and two parameters estimator under
the matrix mean square error. A real data set is analyzed to evaluate the
performance of mentioned estimators.

Key Words: Multicollinearity, Principal Component Estimator, Linear Biased
Estimators, Modified Two Parameter Estimator.
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GENISLETILMIS OZET

Temel bilesenler tahmin edici istatistigin neredeyse tiim alanlarinda ve
ekonometrinin bir¢ok alaninda kullanilan bir tahmin edicidir. Temel bilesenler
tahmin edici, ¢oklu i¢ iliski problemini ortadan kaldirmak veya siddetini azaltmak
icin One siiriilen bir tahmin edicidir. Bu teknigin en eski tanimlarinin ilk olarak
Hotelling (1933) tarafindan verildigi kabul edilmektedir. Temel bilesenler
yonteminin asil amaci boyut indirgemesi ve tahmin yapilmasidir. Bazi yanl tahmin
edicilerin elde edilmesi sonucunda varyansin 6nemli 6l¢iide azaldigr goriiliir.

Bolim 1°de lineer regresyon modeli i¢in ¢alismanin diger kisimlarinda
kullanilacak bazi 6n bilgilere ve tahmin edicilerin iyiligini belirlemek igin
kullanilan bazi kriterlere yer verilmistir.

Boliim 2’de ¢oklu ig iliski problemi, ¢oklu i¢ iliskinin nedenleri, ¢oklu i¢
iligkinin belirlenmesi, ¢oklu i¢ iliskinin sonuglart ve problemin ¢6ziim
yontemlerine yer verilmistir.

Boliim 3’de lineer regresyon modelinde kisith en kiigiik kareler tahmin
edici, temel bilesenler tahmin edici, ridge tahmin edici, genellestirilmis ridge
tahmin edici, kisith ridge tahmin edici, uyarlanmis ridge tahmin edici ve liu tahmin
edici gibi baz1 yanli tahmin ediciler verilmistir.

Boliim 4’de temel bilesenler ve iligkili tahmin yontemleri incelenmistir.
Tahmin edicilerin yontemlerinin birlestirilmesiyle yeni tahmin ediciler tanimlanmis
ve bilinen tahmin ediciler ile performanslar1 karsilastirilarak incelenmistir.

Ik olarak, temel bilesenler regresyon ile ridge regresyon yontemlerinin
birlestirilmesi ile yeni bir tahmin edici tanimlanmig ve bilinen tahmin edicilerle
ornek tizerinde karsilastirilmalart incelenmistir. Temel bilesenler regresyon ile
ridge regresyon tekniklerini birlestiren bu tahmin edici r —k smifi tahmin edici

olarak adlandinlmistir. Verilen regresyon yontemlerini gostermek igin bir para
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talebi 6rnegi verilmistir. Tahmin edicilerin iistiinlilk durumlar1 matris degerli hata
kareler ortalamasi (MMSE) kriterine gore incelenmistir.

Temel bilesenler regresyon ile yansiz ridge regresyon yontemlerinin
birlestirilmesi ile uyarlanmig r —k sinifi ridge regresyon (MCRR) tahmin edici
tanmimlanmustir. MCRR tahmin edicisinin OLS, PCR, URR ve r—k smnifi tahmin
edicilerine gore listiinliigiit MMSE kriterine gore incelenmistir.

Liu ve temel bilesenler tahmin edicilerinin birlestirilmesi ile r—d smifi
tahmin edici tanimlanmistir. MMSE kriterine gére r —d sinifi tahmin edici, OLS,
PCR, Liu ve r—k simifi tahmin edicileriyle karsilastirilmis ve » —d sinifi tahmin
edicinin OLS, PCR ve Liu tahmin edicilerinin karsilastirilmasinda elde edilen
kosullar test edilmistir.

Coklu ig iligki problemini gidermek i¢in iki parametreli ve temel bilesenler
tahmin edicilerin birlesimi sonucu, yeni bir tahmin edici sinifi, yani iki parametreli
temel bilesenler tahmin edicisi tanimlannmustir. iki Parametreli temel bilesenler
tahmin edicisinin diger tahmin edicilere gore performanst MMSE kriterine gore
karsilastirilip teorik sonuglara yer verilmistir.

Kisith r—k simfi tahmin edicisi, » —k smnifi tahmin edicisinin ve kisitli
ridge regresyon tahmin edicisinin genellestirilmesi olarak kabul edilirken, kisith
r—d smifi tahmin edicisi de kisith Liu tahmin edicisi ve r—d simifi tahmin
edicisinin genel bir durumudur. MSE kriterine gore, kisith » —k sinifi tahmin edici
ve kisith » —d smifi tahmin edici sirasiyla, kisith ridge regresyon tahmin edici ve
kisith Liu tahmin edici ile karsilagtirnilmistir. Kisitlarin saglandigi ve saglanmadig
durumlarda tahmin edicilerin {stiinliigi MMSE kriterine gore incelenip teorik
sonuglara yer verilmistir.

Lineer regresyon modelinde r —k sinifi tahmin edici OLS tahmin edici,
PCR tahmin edicisi ve ORR tahmin edicisi ile ortalama kayip kriterine gore
Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda karsilagtirilmis ve ortalama kayip kriteri
teorik olarak tanimlanmistir.
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Lineer regresyon modelinde hatalardaki otokorelasyon ve degiskenler
arasindaki ¢oklu i¢ iliski problemleri incelenmis ve r—k simifi tahmin edicisi,
genellestirilmis OLS (GLS), PCR ve Ridge regresyon tahmin edicileriyle skaler
degerli hata kareler ortalamasi (SMSE) ve MMSE kriterlerine gore karsilastirilmas,
gerek ve yeter kosullar teorik sonuglar ile verilmistir. Bunun yaninda
karsilastirmalar i¢in hipotez testleri yapilmstir.

Coklu i¢ iliski probleminin giderilmesi i¢in uyarlanmig iki parametreli
tahmin edici verilmistir. Temel bilesenler regresyon ile ridge, Liu ve iki
parametreli tahmin edici gibi baz1 yanli regresyon tahmin edicilerin
kombinasyonlarinin performansi ve gercek-yasam uygulamasi ve simiilasyon ile
Onerilen tahmin edicilerin parametrelere bagli olarak performanslar1 SMSE ve
Ongorii  hatasinin c¢apraz gecerliligi (CVEP) kriterlerine gore karsilagtirilip

incelenmistir.
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1. GIRIS Ecem OZKAN

1. GIRIS

1.1. Temel Bilesenler Analizinin Tarihsel Gelisimi

Istatistiksel yontemlerin kdokenini aragtirmak zordur. Presendorfer ve
Mobley (1988), Beltrami (1873) ve Jordan’in (1874) birbirlerinden bagimsiz olarak
tiirettikleri temel bilesenler analizinin kokenini olusturan tekil deger ayrisimi
analizinin (SDV) iizerinde durmuslardir. Fisher ve Mackenzie (1923) tekil deger
ayrisimi  analizini, tarimsal bir denemenin iki yonlii bir analizi baglaminda
kullanmiglardir. Buna ek olarak, su anda bu teknigin en eski tanimlarinin Pearson
(1901) ve Hotelling (1933) tarafindan verildigi kabul edilmektedir. Hotelling’in
aragtirmasi iki boliimden meydana gelmektedir. En 6nemli boliim, Bryant ve
Atchley (1975) ‘in diizenledigi ¢aligmalarin icerisinde yer almaktadir.

Diger c¢alismalar, Hotelling (1933) tarafindan yapilan ¢alismadan farkli
yaklasimlar kullanarak uyarlanmistir. Diger taraftan, Pearson (1901) , p-boyutlu
uzayda bir dizi noktaya en uygun dogrular1 ve diizlemleri kesfetmekle
ilgilenmektedir.

Rao (1964) ve Frisch (1929) , Pearson’a benzer bir yaklasim sergiler.
Fakat, bunlarla alakali ¢ok az sayida yayin mevcuttur. Ayrica, Thurstone (1931)
Hotelling’e yakin ¢aligma alani benimsemistir. Fakat, Bryant ve Atchey (1975),
calismalarinda temel bilesenler analizi yerine faktor analizi yer almustir.
Hotelling’in yaklasimlar1 faktér analizinden yola ¢iksa da, tanimladigi temel
bilesenler analizi ile faktor analizi birbirinden ¢ok bagimsizdir.

Hotelling, ilk olarak orijinal p-degiskenlerini tanimlayan, bagimsiz ve daha
kiiciik temel degiskenler kiimesi olabilecegini oOngoriir. Hotelling, bu tiir
degiskenlerin psikolojide “faktdr” olarak belirtildigi, matematikteki “faktor”
kelimesinin farkli kullanimiyla karistirilmamasi igin “bilesenler” kelimesini ortaya
cikarir. Hotelling, toplam varyansa en biiyiilk katkiyr saglayacak sekilde
bilesenlerini seger ve bu sekilde ortaya g¢ikan analiz “temel bilesenler analizi”

olarak adlandirilir.
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Hotelling’in Lagrange carpanlarindan yararlanan ve o6zdeger/6zvektor
problemi ile biten temel bilesenlerin tiiretilmesi 3 agidan farklilhik gosterir. Ilk
olarak kovaryanstan ziyade bir korelasyon matrisi ile fayda saglar. ikincisi, orijinal
degiskenlerle ifade edilen bilesenlerden ziyade, bilesenlerin dogrusal islevleri
olarak ifade edilen orijinal degiskenlere bakar. Ugiincii olarak, matris notasyonlar1
kullanilmaz.

Sonrasinda Hotelling, giic yontemini kullanmistir. Bu sayede, bilesenlerin
bulunmasi yoniinde c¢alismalar yiiriitmiigtiir. Ayrica, c¢ok degiskenli normal
dagilimlar i¢in sabit olasilikli elipsoidler agisindan degisik bir geometrik yorum
One siirer. Bununla birlikte, ¢alismasinin ikinci kisminda 6nemli Slgiide faktor
analizine yer vermistir.

Hotelling (1936) ‘in ilerleyen zamanlarda yaptigi arastirma, temel
bilesenlerin bulunmasi i¢in gii¢ yonteminin hizlandirilmis halini vermistir. Girshick
(1936) baz1 farkli temel bilesen olusturma yontemlerini gelistirmistir. Ayrica, temel
bilesenlerin varyans ve katsayilarimin asimptotik Orneklem dagilimlarmi
incelemistir. Fakat, 25 yil siiresince temel bilesenler analizinin ilerleyisinde fazla
bir katkinin saglandig1 goriilmemektedir. Buna istinaden yine de uygulama ve
teorik kisimlar1 ile ilgili gelismeler olmustur. Pearson’un bazi girisimlerine
ragmen, p’nin 4 ya da daha az olmasi gerekir. Aksi takdirde, temel bilesenler
analizini elle yapmak imkansizdir.

Temel bilesenler analizi ile alakali dort calismadan bahsedilecektir.
Anderson (1963) bu caligmalardan ilki, iglerinde en teorik olan g¢aligmadir.
Girshick (1939)’in daha 6nceki caligmalarina dayanan Ornek temel bilesenlerin
katsayilar1 ve varyanslariin asimptotik 6rnekleme dagilimlarini sorgulamus ve ileri
bir zamandaki teorik gelismelere siklikla deginilmistir.

Rao (1964)’nun caligmasi, temel bilesenler analizinin tanitilmasi ve
yorumlanmasi ile ilgili ¢okga yeni diisiincelere yer vermektedir.

Gower (1966), temel bilesenler analizi ve diger c¢esitli istatistiksel

yontemlerin birbirleriyle olan baglantilarini aragtirmistir.
2
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Jeffers (1967), temel bilesenler analizinin basit bir boyut kiigiiltme
tekniginin  Otesine  gegtigi  caligmalarimin  uygulanmilabilir  yOniine ivme
kazandirmigtir.

Bu degerli ¢aligmalarin iistiine, Preisendorfer ve Mobley (1988) tarafindan
yazilan kitaplar da eklenebilir. Bu kitap, meteoroloji ve okyanus bilimleri haricinde
nispeten bilinmemekle birlikte okunmasi kolay degildir. Kitabin ¢ogunlugu birkag
sene boyunca Preisendorfer tarafindan yazilmistir. Ancak, onun 6liimiinden sonra
el yazis1t Mobley tarafindan diizenlenmistir.

Yontemin belirgin sadeligine ragmen, temel bilesenler analizinde hala
¢okca aragtirma yapilmaktadir. Tarim, biyoloji, kimya, klimatoloji, demografi,
ekoloji, ekonomi, gida arastirmalari, genetik, jeoloji, meteoroloji, okyanus bilimi,
psikoloji ve kalite kontrol uygulamalarmi igeren kitaplar veya makalelerden

bahsedilmektedir. Bu liste daha fazla genisletilebilir (Jolliffe, 2002).

1.2. Lineer Regresyon Modeli

y=XpB+¢ gD(O,azl) (1.1.)

seklinde ¢oklu lineer regresyon modeli verilmistir. Burada, y (n X 1) boyutlu yanit
degiskenlerin vektori, X (nX p) boyutlu stokhastik olmayan, tam siitun rankli
agiklayici degiskenlerin bir matrisi, S ( le)boyutlu bilinmeyen parametrelerin

vektoril ve ¢ (n X 1) boyutlu rastgele hatalarin bir vektoridir.

Coklu lineer regresyonda amag, iki veya daha fazla agiklayici degisken ile

yanit degisken arasinda dogrusal baglantinin varligini aragtirmaktir.
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X matrisi tam siitun rankli bir matris degilse ve Rank(X ‘X ) =p ise
X 'X matrisi tekil degildir. Rank(X )< P durumunda, (X 'X ) matrisi tekil

olur. (X ‘X ) matrisinin tersi alinabilir olsa da ¢oklu i¢ iliskiden s6z edilebilir. Bu

durumda, tahmin edilen parametreler tutarsiz ¢ikacak ve tahminlerin varyansi

oldukgea biiylik olacaktir.
E(8)=0 esitligi saglanamadiginda, tahmin edilen parametreler kendi

degerlerinden oldukga farkli ¢ikacaktir.

Hatalar sabit varyanslhidir. Var(g) = ( af] ) ve hatalar birbirleri ile iligkili

degillerdir:
Cov(e.€,)=0 ,i#j,ij=1...n. (1.2)

En kiiciik kareler (OLS) yontemi lineer regresyon modelinde bilinmeyen
parametrelerin tahmin edilmesi i¢in kullanilan bir yontemdir. Eger X matrisi tam

stitun rankli bir matris ise model (1.1.)’de S parametre vektoriiniin OLS tahmin
edicisi,

f=(XX)" XY (13.)
seklinde ifade edilir. Boylece, £'€ = ( y—XJ3 ) ( y—Xp ) ifadesini minimum

yapan ﬂA (1.3.) ile verilen, OLS tahmin edicisi olur. ﬁA ‘nin ger¢ek parametre

vektorii olan £ ‘ya uzaklhiginin karesi,
L =(B-p)(B-p) (14)
ve bu uzunlugun karesinin beklenen degeri olan E (Lf ) ,

4
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E(Lf)zaztr(XX)‘1 (1.5.)

‘dir. Bu matrisin izi ayn1 zamanda 6zdegerlerinin toplamina esit oldugundan,

esitligi verilirve 4., j=L...,p , X X ‘in dzdegerleridir.
Coklu ig iligski problemi varsa , /1]. ‘nin en az biri kiiciik ve ﬁ vektorii

cogunlukla S vektoriinden daha uzun olacaktir.

OLS tahmin edicisi yansiz bir tahmin edicidir, yani;

E(/?):/g (1.6

ve varyans-kovaryans matrisi su sekildedir:
Var(B)=o’(XX) (1.7)

Gauss-Markov teoremi, ﬁ tahmin edicisinin en iyi lineer yansiz tahmin
edici oldugunu belirtmistir. Yani ﬂA , tim yansiz tahmin ediciler smiflar1 arasinda
en kiiglik varyansa sahiptir (BLUE). Eger, &; hatalarinin normal dagilima sahip

oldugu kabul edilirse ﬁ , [ ‘mmn maximum likelihood tahmin edicisi olur ve

boylece maximum likelihood tahmin edicisi £ ‘nin minimum varyansli tahmin

edicisi MVUE)’dir.
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Coklu i¢ iligkiyi tamamen gidermek veya siddetini azaltmak igin OLS
yontemi yetersiz olur. Dolayisiyla farkli tahmin yontemleri, yani yanli tahmin

ediciler buna alternatif olarak ele alinmistr.

1.3. Lineer Tahmin Ediciler
Tamm 1.1. S, ( px 1) boyutlu bir parametre vektorii olsun. Bu vektor i¢in lineer

tahmin ediciler su sekildedir:

B=Ay+a (1.8)

Bu esitlikte, A ( an)boyutlu stokhastik olmayan bir matristir. a |,

(p X 1) boyutlu ve stokhastik olmayan bir vektorii gosterir.

Eger, a # 0 olursa ﬁ~ homojen olmayan, a =0 olursa ﬁ~ homojen lineer

tahmin edici adimi alir. Bdylece, [ parametresinin OLS tahmin edicisi

A= (X "X )71 X' ve a =0 olmak iizere homojen lineer bir tahmin edicidir.

1.4. Tahmin Edicilerin Iyiligini Belirlemek i¢in Kullanilan Kriterler (Kayip
Fonksiyonlar1 ve Risk)

Tamm 1.2. () parametre uzayinda bulunan @ parametresi ve bu parametrenin
tahmin edicisini @ olarak tanimlayalim. L(é,@) fonksiyonu agagida verilen
maddeleri saglamasi durumunda kayip fonksiyonu adin alir.

i) VOEQ o VO icin L(é,9)>0

ii)0 = 0 icin L(é,@) =0
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[, B ‘nm bir tahmin edicisi ve /3 'nin kayip fonksiyonu L( ﬁN ) olsun.

Tanmm 1.3. ﬂ~ tahmin edicisinin L( ,B ) kayip fonksiyonu altindaki beklenen
kaybi,

R(B):E(L(B)) (1.9.)
ﬁ~ nin L( B ) kayip fonksiyonu altindaki riskidir.

Tamm 14. A (mxm) boyutlu simetrik matris ve x , (mxl)boyutlu bir

vektorse, Vx #0 p.d. (positive definite) durumunda x'Ax>0 ise A matrisi

pozitif tanimlidir.
Tamm 1.5. A (mxm) boyutlu simetrik matris ve x, (le) boyutlu bir

vektorse, Vx #Odurumunda x'Ax>0 ise A matrisi n.n.d.’dir (non-negative

definite).

Tamm 1.6. ,Bl ve ,32 , [ ‘nm tahmin edicileridir. R(,@)—R(ﬂl)zo

durumunda L( B) kayip fonksiyonu ig¢in ,51 tahmincisi, ,Bz tahmincisinden
istiinddir.

Tamm 1.7. G : (nxn) ve H: (nxn) boyutlu iki matris olsun. |G—ﬂH|=O
ifadesini saglayan 4, =i,.H (G) (i=1,...,n) denkleminin kokleri G ’nin H

metrigindeki 6zdegerleri olarak ifade edilir.

1.4.1. Matris Degerli Karesel Kayip Fonksiyonu ve Hata Kareler Ortalamasi
(MSE)

ﬁ tahmin edicisi i¢in matris degerli karesel kayip fonksiyonu,
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L(B)=(B-B)(B-B) (1.10.)

olarak ifade edilir. Bu fonksiyon icin MMSE,
MMSE(ﬁ’)zE{(ﬁ—ﬂ)(ﬁ—ﬂ)} (1.11.)
seklinde ifade edilir. Bias ( ,5 ) , B ‘nin yanlilik parametresi olarak kabul edilirse,

MMSE () =Var(B)+Bias(,3)Bias(B)' (1.12.)

seklinde yazilir.

1.4.2. Skaler Degerli Karesel Kayip Fonksiyonu ve Hata Kareler Ortalamasi

B tahmin edicisi i¢in skaler degerli karesel kayip fonksiyonu,

!

L(B)=(B-B) (B-P) (1.13)
olarak ifade edilir. Bu esitlige gore risk
SMSE(,E):E[(/?—ﬂ)'(/}—ﬁ)} (1.14.)

skaler degerli hata kareler ortalamasi olarak adlandirilir. SMSE, matris degerli hata

kareler ortalamasinin izi olarak su sekilde ifade edilmektedir,
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S—

SMSE([B’)ztrE[(,B—ﬂ (,B—ﬂ)iztrMMSE(/?) (1.15)

Boylece matris degerli MMSE, skaler degerli SMSE’ye gore cok daha iyi

bir dl¢iite sahiptir.

1.4.3. Agirhiklandirilmis Karesel Kayip Fonksiyonu ve Risk

( p X p)boyutlu, simetrik ve pozitif tanimli bir W matrisi verilsin. S

tahmin edicisinin agirliklandirilmis karesel kayip fonksiyonu su sekildedir

!

L, (B)=(B-B) W(B-B). (116,

Eger, skaler degerli bir kayip fonksiyonu elde edilmigse W =1 olarak

almmustir. W # I, olarak alinmasi daha yararh olabilir.
WMSE(/?)=trE{(/§‘—,B)W(ﬂN—ﬂ) }ztrWMMSE(ﬁ) (1.17.)

ifadesi, MSE cinsinden L, ( ,5 ) ‘ya gore riski ifade eder.

1.4.4. Kestirimci Karesel Kayip Fonksiyonu ve Risk
S, B ‘nn bir tahmin edicisi ve [ igin kestirimei karesel kayip

fonksiyonu
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!

L,(B)=(y-XB) (y-X5) (1.18.)

seklinde ifade edilir. y’nin tahmini ¢ogunlukla, gelecekteki X ’ler i¢in X ,8

kestiricisi ile yapilmaktadir. Bu kayip fonksiyonuna istinaden risk
pmse(ﬂ)zE[(y—Xﬂ) (y—Xﬂ)} (1.19.)

skaler degerli kestirimci hata kareler ortalamasi (scalar prediction mean square
error, pmse) olarak ifade edilir. Matris degerli kestirimci hata kareler ortalamasi

(Matrix Prediction Mean Square Error, pmmse) ise su sekilde ifade edilir
pmmse(ﬁ)zE[(y—Xﬁ)(y—Xﬁ)} (1.20.)

1.4.5. Dengeli Kayip Fonksiyonu
ﬁ , f ‘nin bir tahmin edicisi olmak iizere Zellner (1994) bir tahmin

edicinin uyum iyiligini ve tahmin hassashgini biitiinlestirecek dengeli kayip

fonksiyonunu su sekilde tanimlamigtir

!

Burada, bir olgiit olarak ( y-Xp ) ( y-Xp ) uyum iyiligini = ve

( p- ﬂ~ ) ( p- ﬁN ) tahminin hassashigini verir. Ayrica w, modelin 1iyiliginin

10
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Olciitiine verilen agirlik ve (1—W) , tahminin yakinligma verilen agirlik olarak

belirtilmektedir.

1.4.6. Mahalanobis Kayip Fonksiyonu

£, B ‘nin bir tahmin edicisi ve Var( p ) , J ‘nin varyans kovaryans

matrisidir. Boylelikle Mahalanobis kayip fonksiyonu,

L, (B)=(B-8) var(B) (8- p) (122)

seklinde ifade edilmektedir. Tamimlanan bu fonksiyon, normal kitlelerin
siiflandirilmasinda minimum mesafe kurali olarak da bilinmektedir. Bu kayip
fonksiyonu, tahmin edicilerden birinin yanli olmast durumunda bu tahmin
edicilerin karsilastirilmasi i¢in uygun bir fonksiyondur. Eger tahmin edicilerin ikisi
de yansiz ise, bu tahmin edicileri birbirinden ayirt edemez (Ozkale, 2007;

Ustiindag, 2011;.Toker, 2011,2015; Ozbay, 2017).

11
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2. COKLU iC ILISKi

Coklu dogrusallik terimi, agiklayict degiskenlerin (X j) iki veya daha

fazlasi arasinda tam dogrusal bir iliskinin oldugu duruma karsilik gelir.

Bu durum, parametre tahminlerinin oldukga kararsiz olmasina sebep olur.
Coklu i¢ iligki probleminin varligt durumunda regresyon katsayilarmin OLS
tahmin edicileri yansiz olmaya devam eder. Bununla birlikte, bu tahmin edicilerin
varyans ve kovaryanslari biiyilk deger c¢ikma yatkinligina sahiptir. Bunun
sonucunda, giiven araliklar1 olmasi gerekenden daha genis olabilecektir ve hipotez
testlerinde giiven eksikligi ortaya cikacaktir. Ayrica, parametre tahminlerinin
olagan isaretlere sahip olmama durumu ve bunun sonucunda parametre
tahminlerinde biiyiik sapmalar meydana gelmesi s6z konusu olacaktir.

OLS tahmin edicileri, c¢oklu i¢ iliski durumundan olumsuz
etkileneceginden dolayi, eger modelde ¢oklu i¢ iliski problemi mevcut ise yanl
fakat, kararli tahmin edicilere bagvurulur. Model (1.1.)’deki ¢oklu lineer regresyon

modelini diigiinelim ve,
14
Yax; =0 2.1.)
j=1

seklinde tamami sifir olmayan a,,d,,....a, sabit kiimesi var ise Xy Xysees X,

vektorleri lineer bagimhidir ve dogrusal baglantili oldugu goriilmektedir. Herhangi
bir X siitunlarinin kiimesi i¢in, bu ifade saglaniyorsa, tam ¢oklu i¢ iliski oldugu
sOylenir (Silvey, 1969).

Boylece Rank(X)< p olur ve X'X matrisi tekildir. Eger, X ’in
siitunlarinin bir takim alt kiimeleri igin yaklasik olarak dogrusal bir iligki varsa,

yaklasik ¢oklu ig iligki vardir.

13
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X 'X matrisi tekile yakin fakat, tekil olmayan bir matristir (|X ‘X # O|)

Bu durumda, X'X matrisinin tersi alinabilmektedir. Fakat, OLS yonteminde

parametrelerin standart hatalar1 kendisinden ¢ok daha biiyiik elde edilecektir.

2.1. Coklu I¢ Iligkinin Nedenleri

1.

Ornekleme Yontemleri: Aciklayici degiskenlerin aldig1 degerlerin kisith
bir uzayidan 6rneklem alinmasi ¢oklu ig iliskiye sebep olur.

Model veya Kitledeki Kisitlamalar: Model veya kitledeki kisitlamalar
genellikle coklu i iliskiye sebep olur. Ornek olarak, Bir evdeki dogalgaz
kullanimina bakarsak, ev halkinin gelirinin ve ev genisliginin dogalgaz
kullanimindaki etkisi incelendiginde, ev halki geliri ve ev genisligi
aciklayict degiskenleri arasinda c¢oklu i¢ iligki s6z konusu oldugu
goriilmektedir. Burada ¢oklu i¢ iliski olmasinin sebebi, geliri yiiksek olan
ailelerin daha genis evlerde oturuyor olmasidir.

Modelin Kurulmasi: X aciklayici degiskenlerin araligir kiiciik iken,
herhangi bir regresyon modeline polinomal ifadelerin dahil edilmesi coklu
i¢ iliskiye sebep olabilir.

Modelin Asir1 Tanimlanmasi Durumu (Overdefined): Aciklayici
degisken sayisinin goézlemlerden fazla oldugu modeller asir1 tanimlanmis
model olarak tamimlanir. Daha ¢ok tibbi bilimlerde karsilagilan agiri
tamimlanmis modeller, aciklayici degiskenler ile alakali verilerin elde
edilemedigi zamanlarda ortaya c¢ikmaktadir. Bu gibi durumlarda, bazi
aciklayict degiskenleri modelden c¢ikararak, modeli daha az sayida

aciklayici degigkenler ile yeniden olusturmak gerekmektedir.

2.2. Coklu i¢ Tliskinin Belirlenmesi

Coklu i¢ iligkinin belirlenmesi i¢in bir ¢ok yontem gelistirilmistir. Bu

yontemlerin bazilar1 sunlardir:

14
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1. Aciklayicr Degiskenler Arasindaki Korelasyonlarin Analiz Edilmesi:
Aciklayic1 degiskenler arasindaki korelasyon katsayilarimin yiliksek derecede
olmasi ¢oklu ig iliskinin varligini ifade eder. Korelasyon matrisi olan X 'X in
kosegenleri disindaki elemanlari, agiklayict degiskenler arasindaki korelasyon

katsayilarim gosterir. X, ve X, agiklayici degiskenlerinde dogrusal bagimlihik

varsa |rij| ~1 olur.

2. Varyans Sisirme Faktorii (VIF): Parametre tahminlerinin ve varyanslarinin
coklu ig iliski sebebi ile asil degerlerinden ne kadar uzaklastigini ifade eder. X 'X

matrisinin asal kdsegen elemanlari, yani j-inci kdsegen elemanlari, j-inci

varyans sisirme faktorii degerlerini (VIFj) gosterir.

1
1-R?

J

VIF, = , 0<RI<I (2.2.)

Her bir tahmin edicinin ¢oklu belirleyicilik katsayis1 olan R? , X, ‘nin

geriye kalan (p—l) aciklayict degiskenle aralarinda lineer bir iliski s6z
konusuysa 1’ yaklasir ve VIF, biyir. VIF, >10 ise, ¢oklu i¢ iligkiden soz
edilebilir.

Coklu i¢ iliski olmast halinde, j-inci regresyon katsayisi i¢in meydana

getirilen gliven araliginin biiylimesi bir 6l¢iit olarak ele alinabilir.
j-inci  regresyon katsayis1 i¢in gliven araligmin  uzunlugu
B oy \1/2
L, =2(VIF,6%) 1,

—,n—p-1
B p

olarak ifade edilir. Agiklayic1 degiskenler arasinda

15
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korelasyon eger sifir olursa, giiven araligi: L] =26‘th 1 seklinde olur.
2"

—*’ coklu i¢ iliski sebebiyle j-inci regresyon katsayisi igin olusturulan

J

Boylece,

giiven araliginin ne kadar biiyiik oldugunu ortaya ¢ikarir.
3. X'X Matrisinin Ozdegerlerinin Analizi: Coklu i¢ iliski durumunda X 'X

korelasyon matrisinin 6zdegerlerinden en az biri kiiglik olacaktir. X ’in

stitunlarindaki yaklasik lineer bagimlilik, 6zdegerlerin kiigiik olmasindan kaynakli

oldugunu gosterir. 4 ve A X 'X matrisinin maksimum ve minimum

min  °

Ozdegerlerini ifade eder ve,

K = Zm (2.3)

min

NP

seklinde tanimlanir.

K degerinin 100°den biiyiik olmasi kuvvetli ¢oklu i¢ iliski oldugunu
gosterir. Bunun haricinde ¢oklu i¢ iliskinin belirlenmesinde bir diger 6lgiit kosul

indeksidir.
A
VK = [ 2.4.)

seklinde hesaplanir.
Kosul indeksi, 10 ile 30 arasinda bir deger elde edilmesi durumunda, orta
dereceden biraz daha yiiksek derecede, 30’dan biiyiikk bir deger elde edilmesi

durumunda ise kuvvetli derecede ¢oklu i¢ iliskinin oldugu kabul edilir.
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4. Coklu i¢ 1iliskiyi Agiga Cikaran Diger Yontemler (X 'X Matrisinin

Determinanti): Korelasyon matrisinin = determinantinin = deger  aralif

0< |X 'X | <1 “dir. |X 'X | =1 ise aciklayic1 degiskenler ortogonaldir ve ¢oklu i¢

iliskiden s6z edilemez. Diger tiirlii, |X ‘X | =0 durumunda agiklayic1 degiskenler

arasinda tam coklu i¢ iliski s6z konusudur. Eger, |X'X | degeri sifira yaklasirsa

tama yakin ¢oklu i¢ iliskiden soz edilebilir (Farrar ve Glayber, 1967).

Coklu i¢ iligkinin belirlenmesinde yararlanilan bu farkli yontemler,
problemin kesin olarak agiga cikarilmasi i¢in , tamaminin bir biitiin olarak
degerlendirilmesi gerekmektedir. Yani bu sorunun agiga ¢ikarilmasi igin tek tip

yaklasim yeterli olmayacaktir.

2.3. Coklu i iliskinin Sonuclar

Coklu i¢ iliski probleminde, agiklayici degiskenler arasindaki iligki
sebebiyle bazi problemler ortaya ¢ikar. Bu problemin OLS tahmin edicilerinde bazi
etkileri mevcuttur. Bunlar su sekilde aciklanabilir:

1. Coklu i¢ iliski OLS tahmin edicilerin oldugundan daha yiiksek degere
sahip olmasina sebep olur. Bu da, X 'X matrisinin d6zdegerlerinin kiigiik olma

egilimi gosterdigini aciklar. OLS tahmincisinin parametre vektorii ile tahmin

vektorii arasindaki uzakligin ( B ile f ) karesi I} ve ﬂq,ﬂz,...,lp , X'X

2]
matrisinin dzdegerleri olsun. Esitlik (1.4.), (1.5.) ve E(L2)=0227 H,
=t

sonucuna istinaden, dzdegerlerin kiigiik olmasi, ﬁ ile f arasindaki uzakligin

bliylik olmasini agiklamaktadir.

17



2. COKLU iC ILiSKI Ecem OZKAN

2. Coklu i¢ iliskinin varliginda, ﬂA nin 3 ’dan biiyiik oldugu goriiliir.

E(L) E(ﬁ—ﬂ)(ﬁ’—ﬂ) ve E(L)=c’tr(X'X)"

=E(p'f-25'+'B)
E(B'B)=B p+o’tr(X'X)
=B B+E(L)

elde edilir. Bu denklemden yola c¢ikarak OLS yontemi, ¢oklu i¢ iliski arttikca
katsayilarin mutlak degerce biiyiik tahmin edicilerini elde etmis olur.
3. Parametre tahmin edicilerinin standart hatalar1 biiyilk oldugunda, ¢

degerinin sifirdan 6nemli Olclide farkli olmadigi goriliir. Yani ¢ degeri kiigiik
bulunur. Bunun sonucunda f-testi anlamsiz bulunur ve H|, hipotezi kabul edilir.
Bu gibi durumlar, tam ¢oklu i¢ iligski varliginda ortaya ¢ikar. Ayrica, tam ¢oklu i¢

iliski durumunda parametreler tahmin edilemez, R> degeri yiiksek ¢ikar ve F -

testi anlamli olur.

2.4. Coklu I¢ Iligki Probleminin Céziim Yéntemleri
1. Ek Bilginin Toplanmasi:
Coklu i¢ iliski probleminde ek verilerin toplanmast ve bunlarin analize
dahil edilmesi bu problemi biiyiikk oranda ortadan kaldirir. Ek bilgilerin
olmasi daha anlasilir bilgiler elde edilmesini saglar. Ne yazik ki, baz
kisitlamalar sebebiyle veri toplamak her zaman miimkiin olmayabilir.
Boylelikle, ne kadar ek veri toplanirsa ¢oklu i¢ iliski problemi o kadar
yiiksek oranda ortadan kaldirilmis olur.

2. Modelin Yeniden Belirlenmesi (Degisken Se¢imi):

18
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Coklu i¢ iliski probleminin kaynagi, model ve buna bagl olarak aciklayici
degisken se¢imidir. Agiklayic1 degiskenlerin tekrardan tanimlanmasi veya
modelden ¢ikarilmasi ¢oklu i¢ iligki problemini ortadan kaldirmada iyi bir
metot olacaktir. Fakat, modelden agiklayici degisken c¢ikarilmasi
sonucunda katsay1 tahminleri ger¢ek degerinin disinda tahmin edilebilir.
Bu da modelin etkinligini indirgeyebilir. Ayrica, ¢oklu i¢ iligki varliginda
OLS tahmin edicilerinin yansiz fakat, varyanslarinin biiyiik olmasi, yanit
degisken iizerindeki etkisi en az olan agiklayici degisken veya
degiskenlerin modelden ¢ikarilmasi ve bunun sonucunda varyansin
azaltilmasi ile ¢oklu i¢ iliski probleminin ortadan kaldirilmasi veya
siddetinin azaltilmas1 miimkiin olacaktir.

Degisken Doniistiirme Y ontemi:

Coklu i¢ iliski problemini ortadan kaldiran ya da siddetini azaltan bu

yontem daha ¢ok zaman serilerinde kullanilir.

Y, =B+ Bx, + Byx,, té (2.5.)

seklinde bir zaman serisi modeli olsun. Aciklayic1 degiskenler arasindaki

bagimliligi 1 gecikme durumunda su sekilde bir model olusturulur,

(2.6.)

Yo =Byt Bx, 6%, +E

Birinci ve ikinci esitliklerin farklar alinirsa, hata terimi (‘9; _‘9;—1) olur. Buradaki

hata teriminin 6nceki donemle iligkili olmasi otokorelasyona sebep olacaktir.

4.

Birbirleriyle baglantili olan iki ag¢iklayici degiskenin toplanarak tek bir

aciklayict degisken olarak alinmasiyla ¢oklu i¢ iliski problemi ¢6ziilebilir.
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S. Son olarak ridge regresyon yontemi veya birbirleriyle ilgisi olmayan
bilesenleri iireten yontem olan temel bilesenler yontemi, coklu i¢ iligki

probleminin ¢ozliimiinii saglayacaktir. (Biiytikuysal, 2010).
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3. LINEER REGRESYON MODELINDE BAZI YANLI TAHMIN
EDICILER

3.1. Kisith En Kiiciik Kareler Tahmin Edici
Coklu ig iligki probleminin oldugu (1.1.)’de verilen regresyon modeli igin

bilinmeyen parametre vektorii olan [ ‘min tahmin problemini gbéz Oniine
aldigimizda, rank(X)=p kabul edelim. [ fizerinde m lineer kisitlamasi

durumunda,
Hpf=h (3.1)

seklinde tammlanir. Burada H (mx p) boyutlu ranki m olan bir matris ve h
(mx1) boyutlu bir vektordiir. Boylece, (3.1.) kisit1 altinda, hata kareler toplami

olan S(f) ‘min minimum yapilmasi gerekir. Boylece, Lagrange fonksiyonu olan,

SBA=(-XP)(y-Xp)-2A'(HS-h) (32)

esitliginin minimum olmasint isteriz. Burada A (mx1) boyutlu bir Lagrange

carpamidir. S(f, 1) ifadesinin A ve [ ‘ya gore tiirevleri alinip sifira esitlenirse,

X'XB-X'y—H'A=0 (3.3
HB-h=0

normal denklemleri elde edilmis olur. Bu normal denklemlerin ¢dziimii sonucunda

ﬁr ‘nin kisitli OLS (ROLS) tahmin edicisi,
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,3,=,3—(X'X)"H‘[H(X'X)*‘H']_1 (HB—h) (3.4)

seklinde yazilir. Boylece, kisitli OLS tahmin edicisi (3.1.) kisitiyla OLS tahmin

edicisini saglayacak bir diizeltme teriminin toplanmasiyla,
HB =Hf-H(X'X)"'H '[H(X "X)'H ']“ (HB-h)=h  (35)

esitligi elde edilir. Elde edilen esitligin bu sekilde yazilmasi sebebiyle (3.1.)

kisitinin dogrulandig1 goriilmektedir. Boylece, ﬂAr tahmin edicisi yansiz olur. Eger,

(3.1.) kisit1 dogru degilse ﬂAr tahmin edicisi yanl olur:
A -1
EB)=p—-(X'X)"H'[HX'X)'H'| (HB-h). (3.6.)
ﬁr tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisi,
P 2 ' -1 2 ' -1 ' ' -1 [ -1
Var(f)=c*(X'X)"' —c*(X'X)'H [H(X X) H] (3.7)

xH(X'X)™"

dir. Burada ,@r tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisinin H ‘ye bagli oldugu

asikardir. Bunun sonucunda, £ ‘nin varyanst £ ‘dan her zaman daha biiyiik

olacaktir:

Var(B)~Var(B)=o*(X' X 'H'[H(X'X)"H']" (3.8.)

xH(X'X)'>0
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Bu esitligin sag tarafinda bulunan ifade n.n.d. bir matristir. Bu sebeple,

(3.1.) kisitinin uygulanmasi varyansin azalmasina sebep olmustur.

3.2. Temel Bilesenler Tahmin Edici

Temel bilesenler tahmin edicisi, c¢oklu i¢ iliski problemini ortadan
kaldirmak veya siddetini azaltmak i¢in 6ne siiriilen tahmin edicilerden birisidir. Bu
teknigin en eski tanimlarinin ilk olarak Hotelling (1933) tarafindan verildigi kabul
edilmektedir. Temel bilesenler yonteminin asil amaci veri indirgemesi ve tahmin
yapilmasidir. Bazi yanli tahmin edicilerin elde edilmesi sonucunda varyansin

onemli ol¢lide azaldig1 goriiliir.
yv=Za+¢ (3.9,

modelini ele alirsak burada Z = XT , a=T'S ve TXXT =Z'7Z = A seklinde
olur. A =diag (21,/12,...,/1p) ‘nmn, XX ‘in 6zdegerlerinin (p X p) boyutlu
kosegen matrisi; 7 ’nin siitunlarina karsilik gelen ozvektorler olan ( p X p)

boyutlu bir dik matristir. Burada Z , yeni dik agiklayic1 degiskenleri tanimlar ve

temel bilesenler olarak ifade edilir. Z ’nin sﬁtunlanZ=[Z1,Zz,...,ZP]

seklindedir.

Bu modele gore X , X ’in j-inci kolonu ve ti T ’nin i-inci kolonunun

elemanlaridir. Boylece Z=XT oldugu i¢in Z ’nin i-inci kolonu su sekildedir:

14
Z,=>1,X, (3.10.)
j=1
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Z'Z =t'(X'X)t, =4, oldugu i¢in, A, Ozdegeri Z, ‘deki degisimi

olgmektedir. A, 0 oldugunda Z, temel bileseni modele ¢ok az bir etki saglar.

Tamamimin bire esit olmasinin sonucunda ise agiklayici degiskenler ortogonal
olacaktir. X matrisinin kétii kosullu oldugu durumda bazi 6zdegerler gok kiiglik

olur. Genelligi kaybetmeden, 4, ,~0,...,4, =0 ise, Z  ,Z Z ler

r+1> = r429°°~p
yaklasik olarak sabit ve modelden atilabilirdir. (3.9.) modeline gore asagidaki

pargalanislar yapilir:

Al O A “ 1 3

= . Airxr, as= . a,: 11,
Ol Ap,r r rxr o ap_r ar X ( )
z=(2,.2,.), Z :nxr, T=(T.T,_), T :pxr. (3.12.)

Bu durumda, 7, =[t,1,,....5,] ve Tp,,=[tr+1»tr+z’-~-atp:| oldugundan

T'XXT =A, =diag(A,2,,... ) ve

T, XXT, =A,, =diag(A.,.A.,.... ,) olarak belirtilir. (3.9.) modeli

r+1?

asagidaki gibi tanimlanabilir:

y=Zo, +7Z o,  +¢& (3.13))

p—r" p-r

Coklu i¢ iliski probleminin varligt séz konusunda, Z « modelden

p—r " p-r
¢ikarilmahdir. Ik r katsayist OLS ile, &, :AZIZ'r vy seklinde tahmin edilir.

P =Ta ifadesinden dolayi1 £ ‘nin temel bilesenler tahmin edicisi
A a N
Bock = (Tr,Tp_,)( 0’} =Té& =TA'Z' y  seklinde ifade edilir. Z=TX
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esitliginden dolay1 Z' =T' X' olur. X'X =TAT'=T AT +T, A, T',

esitligi ve £ ‘nin temel bilesenler tahmin edicisi su sekilde elde edilir:
Brew =TAT X 'y=TT", B (3.14)

Bu esitlikte ,é , ﬁ’ = (X "X )_1 X 'y esitligi ile ifade edilen OLS tahmin edicisidir.
T =(T,,T,) matrisi ortogonal oldugu igin, T'T =1, T,T, = I, ve T'T,=0,
bununla birlikte T[T} +T,7, =1,°dir. (XX) =TA T +T,A,'T,  ve

1
[Tz' (XX )_1 Tz} = A, olmak iizere:

(xx) [ (xx) '] 7 (0x) =1, (315)

ve

-1

(XX)"=(XX) "7 7 (XX )T | T (XX) T =TAT a6y

esitlikleri saglanir. Boylece, A, :TIIX XT, ifadesi yerine yazildiginda, £ ‘nin

temel bilesenler tahmin edicisi,
R -1
Bocr = [(XX)_] ~(xX)'T, [Tz (xx)" TzJ T, (XX)_]}X'y
-1
=TT XXT,) T/ X5

seklinde elde edilmis olur.
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Temel bilesenler yonteminin uygulanmasi, regresyon katsayilarin

varyansinin kiiclilmesine sebep olacaktir. BoOylece Temel bilesenler tahmin

edicisinin varyans-kovaryans matrisi,
Var(Boeg) = TA'T". (3.17.)
seklinde tanimlanir ve OLS’nin varyans-kovaryans matrisi,

Var(f)=o* (X' X)" =’ T AT +0°T, AT,

r

olarak ifade edilmektedir. Bu esitlikler neticesinde Temel bilesenler ve OLS’nin

varyans-kovaryans matrisleri arasindaki fark TP_VA;]_rT ', seklinde olur. Bu

matrisin kdsegen elemanlari, c¢ikarilan Temel bilesenlere karsilik gelen
Ozdegerlerin terslerinin agirliklar1 toplamimi ifade etmektedir. Boylece, varyansta
azalma meydana gelmesinin sebebi, kiicliik 6zdegerlere karsilik gelen temel
bilesenlerin ¢ikarilmasidir.
Ornek 3.1.

Lineer regresyon modeli (1.1.) ile asagida verilen matris degerlerini ele

alalim:

6.0521 11.9

7.0280 12.1
y=7.1230|, x=|12 |, ﬂ:(ﬂlj.

4.4441 12 P

5.0813 11.8

Burada £ OLS tahmin edicisi
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b xx) x|+
5.2013

seklinde hesaplanmigtir. £ icin Temel bilesenler tahmincisi ise ilk olarak,

N = —0.4537 —0.8912( 24.2493 0 —0.4537 -0.8912
~-0.8912 —0.4537 0 0.0107 )\ -0.8912  0.4537

T A

ayrigimi diigiiniiliirse, burada ortogonal 7' matrisi simetriktir. 7 matrisinin ilk

siitunu olan f, = (—0.4537,—0.8912)’ matrisi, A, =24.2493 6zdegerine karsilik

gelir. T matrisinin ikinci siitunu ise A, =0.0107 6zdegerine karsilik gelir.

y =(6.0521,7.0280,7.1230,4.4441,5.0813)" i¢in ﬂA;)CR Temel bilesenler tahmin

edicisi,

A , - 1.2284
ﬂPCR =1 (tl Xth) nXy=

24128

seklinde elde edilir. Bu tahmin, gergek S =(2,2)" parametresine, OLS tahmincisi

B =(—4.2489,5.2013) ‘den ok daha yakindir.
Sekil 3.1. OLS tahmin edicisinden elde edilen 30 degeri gosterir. Burada 2

ok, 2 vektori temsil eder; daha iyi bir gorsellestirme i¢in oklar orijinal vektorlerden
10 kat daha wuzun gosterilmistir. Her iki eksen de farkli sekilde
Ol¢eklendirildiginden dolayr iki vektoriin birbirine dik oldugu ilk bakista

goriilmeyebilir. Tahminlerin ¢ogu gercek parametrelerden olduk¢a uzaktir,
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varyansin esas yonii f, vektoriine paraleldir ve kiigiik 6zdeger olan A, =0.0107

‘ye karsilik gelen 6zvektordiir.

Sekil 3.1. Gergek parametre (¢arp1) ve 30 OLS tahmini (kutular)

Daha kiigiik alanlar i¢in 0< 8, <3 ve 0< 8, <3 olmak tizere, Sekil 3.2. ,

30 temel bilesenler tahminini (¢cemberler) ve bu alanda gerceklesen OLS

tahminlerini (kutular) gosterir. Burada yine, iki ok, iki vektorii temsil etmektedir.
Fakat bu vektorler orjinden yani (0,0), ‘dan (1,1), ‘e kaymistir. Goriilebilecegi

gibi, tiim Temel bilesenler tahminleri t2' ﬁA ' =0 kosulu ile belirlenen diiz bir ¢izgi

dogrultusundadir.
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Burada Temel bilesenler tahmininin etkisini agik¢a gorebiliyoruz.

Tahminler OLS tahmin edicilerinin aksine, ¢, yoniinde degil sadece #, yOniinde

hareket eder.

3-
&
..
254 /
f [ =]
241' £ +
o
1 o
2151 (=]
_ |~
H'-H...,_\_\_
L2
Ly |
1
1
t 1
0.54
o 08 1 |15 2 25 3
1

Sekil 3.2. Gergek parametre (¢arp1), bazi OLS tahminleri (kutular) ve 30 Temel
bilesen tahminleri (¢cemberler)

,5 = ,31 icin ortalama kayip 0.8136 iken, /? = ,l? icin ortalama gozlenen kayip

91.9358 olarak hesaplanmis olur.

3.2.1.Temel Bilesenler ve En Kiiciikk Kareler Tahmin Edicinin Risk

Karsilastirmasi

Temel bilesenler tahmin edicisi, kisitli en kiigiik kareler tahmin edicisinin

ozel bir durumudur. Boylece, kisitli en kiigiik karelerin sonuglari, [S,-, ‘nin
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MSE(S, [3) ‘ye gore OLS tahmin edicisi olan ﬂA ‘dan daha iyi veya daha kotii

olup olmadig1 sonucunu elde etmek i¢in kullanilir.

Lineer regresyonun standart varsayimlari altinda,

A= MSE(,@) - MSE(ﬁPCR) farkinin n.n.d. olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

BT,AT, B< o’ (3.18.)

olmasidir. Bu esitsizlik kesin ise A # 0 ‘dir. Buradan gériilebilecegi gibi, A, ‘nin

temel kosegen elemanlar1 oldukea kiigiik oldugunda, f 'TZAZTZ' f degeri de kiigiik

olacaktir.

Teorem 3.1. (1.1.)’de verilen lineer regresyon modeli altinda,

5'(RS7R) s
A= 5,2 (3.19.)

olarak verilsin. Daha sonra A= MSE( ,3 )—MSE( ﬁPCR) farki igin asagidaki

ifadeler dogrudur:

1
1. A , ancak ve ancak A < 5 oldugunda n.n.d. matristir.
.. 1 5 . .
2. A matrisi, ancak ve ancak m =1 ve A = E oldugunda sifir matrisine esittir.

3.4 <% ise, A n.n.d. ve A =0 ‘dir.

3.2.2.Temel Bilesenler Tahmin Edicinin Daralma Ozelligi

OLS tahmin edicisinin uzunlugunun karesinin beklenen degeri,
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£(JB[ )= (xx)" T 1ok 520,

seklinde verilmistir. ﬂA ‘nin uzunlugunun Karesinin beklenen degerinin, £ ‘nin
uzunlugunun karesinin beklenen degerinden daha biiyiik oldugu goériilmektedir.

Coklu ig iliski varken XX ‘in bazi 6zdegerleri nispeten kiigiiktiir ve bu nedenle

(X X)fl ‘in baz1 6zdegerleri nispeten biiyiiktiir. Boylece, tr[(X X )_]} ayni
zamanda nispeten biiyiiktiir ve gercek bir tahmin edici olan ﬁ 'nin, [ gergek

parametre vektdriinden ¢ok daha uzun olmasi muhtemeldir. [,-, Temel bilesenler

tahmin edicisine bakildiginda ve uzunlugunun karesinin beklenen degeri gdz oniine
almdiginda, Temel bilesenler tahmin edicisinin boyunun karesinin beklenen degeri
daha biiylik olamayacagi, ancak yalnizca azalan r degeri ile daha kii¢iik

olabilecegi sonucuna varilir.

N 2 N A
(3.14.)°de verilen tahmin edicinin, ‘ﬂm =(Brcx ) Brex ile ifade edilen
karesinin uzunlugu igin,
(Brce) Bocw = BXXTA T/ XX B = BT, B (3.21)

esitligi gegerlidir. Eger ¢, T = (Tl,Tz) matrisinin i-inci kolonu ise,

(Brce) Brew =(1/B) +-+(1/8) (3.22)

seklinde esitlik saglanir.
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3.2.3.Temel Bilesenlerin Sayisi

,éPCR Temel bilesenler tahmin edicisini uygularken, uygun bir r degeri

secimi ile ilgili bir problemle karsilagilir. Eger belirli bir r sayisi sabit ise, ek

model varsayimi altinda karsilik gelen T2'ﬂ =0 kisitlamasi, 6n tahmin

prosediiriine benzer seklide test edilebilir. Burada test istatistigi,

F= (ﬂ_ﬁPCR)’XX(ﬂ_ﬂPCR)Xn_p

/ ) (3.23)
y My p-r
M=I-XXX)'X'
olarak verilmistir. Belirli bir o diizeyi igin,
F>F (3.24)

= " p-rin-pil-a

esitsizligi dogru ise, H, :T2' L =0 hipotezi red edilir ve segilen r degeri ¢ok

kii¢iik olabilir.

Aslinda, tahminin miimkiin oldugu kadar az kisitlanmasi ve bu nedenle
miimkiin oldugu kadar biiylik bir deger secilmesi uygun goriilmektedir. Ancak,
tahmin edicinin istenen etkisinin elde edilmesi igin gerektigi kadar kiiglik se¢ilmesi

makul goriiliir.

3.2.4.Temel Bilesenler Tahmin Edicinin Dezavantajlari

Temel bilesenler tahmin edicisi, Tz'ﬂ =0 ksitlar1 bakimindan , kisitlt

OLS tahmin edicisinin 6zel bir durumudur. Bu kisitlar, tahminlerin belirli kritik

yonlere gegmesini Onlemek amaciyla secilmistir. Bu prosediir, higbir sekilde
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bilinmeyen [ parametre vektoriiniin uygulanan kisitlamalart yerine getirmesi

gerektigini varsaymaz.

Boylece, Temel bilesenler tahmin edicisi, istenilmeyen kisitlardan kaynakli
varyans problemi altinda, varyansi azaltma amagli yanli bir tahmin edici olarak
kabul edilir. Kisitlar ne kadar ¢ok ihlal edilirse, tahmin edicisi o kadar az kesinlige
sahip olacaktir.

Temel bilesenler tahminini uygularken, gercek parametre vektoriine

getirilen kisitlarn  dogru veya gercek olup olmadigim bilemeyiz. Ornegin,

bilinmeyen [ parametresi 7, kolon uzayma ait ise; £ , (p—r)x1 boyutlu bir b

vektorii icin f =T,b olarak yazlabilir. Bu durumda kisitlar 5 =0 olur. Agikea,

eger b vektori sifir vektoriinden oldukga uzaktaysa , kisitlarin tam olarak yerine

getirildiginden soz edilemez.

3.2.5. Marquardt Tahmin Edici

L ‘min Temel bilesenler tahmin edicisi (3.14.)’de verilmisti. ﬁPCR, OLS
tahmin edicisi olan,

p-—r-p-r

B=(xx)"x¥ :(TrArlTr' ) ')X’y (3.25)

ifadesinin bir degisimi olarak da kabul edilebilir. OLS tahmin edicisi,

Tp_rA;l_er_r' matrisi silinerek elde edilir. Fakat, Tp_rA;l_er_r' matrisinin
silinmesi yerine, bu etkinin sadece zayiflatilmas: diisiiniilebilir. Marquardt (1975),
coklu i¢ iliski probleminin ¢oziimii i¢in Marquardt tahmin edicisini (ME)

gelistirerek, ¢ ‘nin 0 < ¢ <1 araliginda bazi degerleri i¢in,
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ﬁPCRc = (TrA;lTr, + CT,HA;LTPJ ) Xy (3.26.)

seklinde bir yontem onermistir. ¢ =1 6zel durumunda r seg¢imine bakilmaksizin,

,éPCRC Marquardt tahmin edicisi /3 ile ortiisiir. Fakat, ¢ =0 alindiginda ,3PCR

Temel bilesenler tahmin edicisi elde edilir. Ayrica, Bpe, tahmin edicisi

Marquardt tahmin edicisi olarak da adlandirilir. Temel bilesenler regresyonunda

(X X )_] = TrA;lTr' —kTp_rAfl T'  denklemini kullanarak, ikinci terim tamamen

p—rLpr
ihmal edilir. Fakat burada amag, daha az agirlik verilerek ilk terimi vurgulamaktir.
Yani, ikinci terimi yok saymak yerine bu terime daha az onem verilir. Ayrica,
Bayesyen yaklasim kullanilarak da bu terimler arasindaki iligki gosterilebilir (Al-
Gereari, 2012).

3.3. Ridge Tahmin Edici

Dik olmayan verilere OLS yontemi uygulandiginda regresyon
katsayilarinin tahminlerinin varyansi biiylik olacaktir. Boylece, OLS vektor
uzunlugu ger¢ek degerinden uzaklasacaktir. Bu durum, OLS tahmin edicilerinin
mutlak degerce blylik oldugunu, biiyiikliikklerinin ve isaretlerinin yiiksek oranda
farklilik gosterecegini izah etmektedir.

Ridge regresyonun amaci, X X matrisinin kosegen elemanlarma pozitif k
degerleri ekleyerek kosul sayisin1  kiigliltmektir. Hoerl ve Kennard’in (1970)
onerdigi Ridge tahmin edici (ORR)

Blk)=(X"X+kI) X'y, k=0 (327

olarak tanimlanir ve Ridge tahmin edici k yanlilik parametresine baglidir.
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Varyans biiyiimesine engel olmak icin Hoerl ve Kennard (1970) Ridge

tahmin ediciyi

SPB=(y-XB)(y-Xp)
—(y-XBO-XP+(B-B)' X' X(B-P) (3.28.)
= S(B)+D(f)

seklinde ifade etmislerdir. Bu ifadede, ( ,3 -B)'X"X( ,5’ -5, ﬁ ‘nin yerine f3
kullanimindan kaynakli yanliligin karesini belirtmektedir. X 'X koti kosullu
oldugunda ,3 ile S arasindaki uzaklik artar. Bundan dolayi, 'S tahmin

edicisinin uzakliginin karesinin minimum olmast amaglanmaktadir. Ayni hata

kareler ortalamasini igeren birden ¢ok tahmin edici olabilir. Boylece iclerinden,
uzaklig1 en kiigiik olan segilir. @, >0 ifadesini hata kareler toplamu i¢in verilen

bir sabit olarak alalim
S(B=S(P+,

ifadesini saglayan tahmin edicilerin bir { ﬁ} kiimesi mevcuttur. Burada asil

istenen, kiime igerisindeki en kiigiik uzunluga sahip ,B tahmincisini ortaya

¢ikarmaktir. Boylece, 1/ k Lagrange ¢arpani olmak iizere

((B-Brx'x (ﬁ’—ﬁ’)—ﬂbo]} (329

x| =

A/Iﬁin{ﬁ'ﬁ+

ifadesi arastirilir. (3.29.)’un ,E ve 1/k ‘ya gore tiirevleri alindiginda

35



3. LINEER REGRESYON MODELINDE BAZI YANLI TAHMIN EDIiCILER

Ecem OZKAN
B+%(X'X)(,3—ﬁ)=0 (3.30)

ve
O, =(B-P)'X'X(B-P) (331)

elde edilir. Boylece (3.29.)’un ¢oziimii bize, Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan

tanimlanan Ridge tahmin edicisini verecektir.
(3.27.) deki k yanlilik parametresinin se¢imi Ridge tahmin edicinin
verimini etkilemektedir. Ridge tahmin edici k =0 i¢in OLS tahmin edicisini verir.

OLS tahmin edicinin lineer doniisiimii olan Ridge tahmin edici

B =(X'X+kI)' X' X (3.32)

seklinde gosterilir. S, = X 'X + kI ifadesi verilsin. Bu durumda

E(Bk)=S.'X"'XJ (3.33)
Bias(f(k), B) =—kS;'B (3.34)
Var(B(k)) = c*S;' X ' XS} (3.35)

olur. Bu durumda, Ridge tahmin edicinin MMSE’si,
MMSE(B(k)) = S;' (6> X' X +k*BB)S;" (3.36.)

seklinde olur. A4,,..., /117 XX “in 6zdegerleri ve skaler hata kareler ortalamast,
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SMSE(S(k)) = n(MMSE(B(k)))
‘Z(ﬂ pyae k2B (X X +K)B
ya da
SMSE(JB(k)) = tr(MMSE(B(k))) = i (j i lz)ﬂ (3.37.)
seklinde elde edilir.

RIDGE REGRESSION

MEAN SQUARE ERROR FUNCTIONS

o - ‘ | I
EC) ' ._._._i_ ._—!_.__._.

UNIT = (L/SIGMA S0}

————i

if Variance
80 90 100

Sekil 3.3. ,3 (k) ve ,3 ‘nin SMSE’sinin k ‘ya bagl grafigi (Hoerl ve Kennard,
1970)

Yukaridaki sekildeki OLS varyansi hata kareler ortalamasina esittir ve k’

dan etkilenmedigi igin yatay dogru ile gosterilmistir. Burada k’ nin artmasiyla
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birlikte, Ridge tahmincisinin yanliligimin kare degeri artmakta, toplam varyans

degeri ise azalmaktadir. Sekil {izerinde kesikli cizgi ile gosterilen Ridge tahmin
yOnteminin hata kareler ortalamasi , optimal bir k © da minimum degeri almakta ve
sonra en kiiciik hata kareler ortalamasini gegmektedir. Boylece, az bir yanliliga
karsilik , toplam varyansta énemli bir diisiis oluyorsa, Ridge tahmin edicisi tercih

edilebilir.

3.3.1. Yanhhk Parametresi k’nin Sec¢imi

Ridge regresyon konusundaki tartismalarin ¢ogu k yanlilik parametresinin
secimi ile ilgilidir. k’min Ridge iziyle belirlenen degeri 6znellik igermektedir.
Boylece, bazi1 yazarlar k ‘nin segimi i¢in farkli analitik yontemler gelistirmislerdir.

Bunlardan bazilar1 su sekildedir:

1. Hoerl ve Kennard (1970) Ridge tahmin edicinin OLS’den daha kiiciik MSE’li

~2
yanlilik parametresinin tahminini &, = e olarak vermistir. Bu ifadede &,

maks

kanonik formdaki regresyon katsayisiin tahminlerinin karelerinin en biiytigiidiir.

2. Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975) Ridge tahmin edicinin MSE’sini minimum

A2
yapan k., =—— degerini 6nermislerdir.
1

3. Lawless ve Wang (1976) yanlilik parametresi k’nin bulunmasi i¢in, Ridge

regresyon tahmincinin kanonik seklinin kullanilmasimi 6nermis ve Bayesyen

A2
~ o
yaklagim ile k,,, =— P ~ tahminini vermislerdir.

pX'Xp
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4. McDonald ve Galarneau (1975) Ridge tahmincisinde k yanlilik parametresinin

secimi icin  B'(k)Bk)=B'f—-62tr(X'X)"" ifadesini Snermislerdir. & 'nmn
se¢imi i¢in, Q >0 durumunda ﬂA,; ﬁk = Q ifadesini saglayacak olan bir k degeri
se¢imini onermislerdir. Eger Q <0 durumu mevcut ise k yanlilik parametresinin

degeri sifir olarak alinmustir.

3.4. Genellestirilmis Ridge Tahmin Edici
K =diag(k;) ve k, =20 olmak iizere, Hoerl ve Kennard (1970)

genellestirilmis Ridge tahmin ediciyi su sekilde tanimlanmigtir:

BK)=(XX+K)"'X'y
(3.38.)

Tum k; ‘ler birbirlerine esitken ,BA (k) = (X "X +kI )_1 X "y ile ifade edilen Ridge

regresyon tahmin edicisi elde edilir. k, >0 oldugu i¢in optimum k, degerleri

k==, i=12,..,p (3.39.)

olur. Bulunan optimum k; ‘lere gére bulunacak olan genellestirilmis Ridge tahmin
ediciler minimum hata kareler ortalamalarina sahip olacak, k, degerlerinin
bilinmedigi o ve a,’nin fonksiyonu oldugu i¢in faydali olmazlar. Bu sebeple
Hoerl ve Kennard (1970), k; degerlerinin iteratif yontemlerle bulunabilecegini

ifade etmislerdir. k; degerinin ilk genellestirilmis Ridge tahmini i¢in OLS ile
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k)=— i=12,.,p (3.40.)

seklinde bulunur. K = diag(klo,...,kg) olmak iizere, k kullanilarak baslangig

genellestirilmis Ridge tahmin edici (o?l.o) bulunur, bu sayede sonraki k, degeri

bulunur ve duragan parametre tahminleri elde edilinceye kadar iterasyon

A2

| o

k, —(&9)2 , i=12,...,p

, 6’ .

k; :(0?1)2 , 1=12,...,p (3.41)

seklinde devam eder. (i —1) adimindan i adimina gegiste parametre tahminlerinin

boylarimin karesinde bir farklilik meydana gelmiyorsa iterasyona son verilir. Eger

bir farklilik meydana gelmeye devam ediyorsa iterasyona devam edilir.

Genellestirilmis Ridge tahmin edicide bulunan k, degerleri birbirinden

farklihk gosterdiginden dolayi, k; degerlerinin segilmesinde ridge trace

kullanilmaz.

3.5. Kasith Ridge Tahmin Edici
Sarkar (1992) kisithh OLS tahmin edicileri ile Ridge tahmin edicileri
birlestirerek Kisitli Ridge (RRR) tahmin ediciyi

B U=Wp , W=, +k(X'X)")", k=0

B =, +k(X' X)) B, (3.42.)
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seklinde ifade etmistir. Burada verilen ﬁr ,
B = ﬁ—(X'X)’lH’[H(X'X)’lH'T (HB—h) ifadesi ile gbsterilen kisith
OLS tahmin edicisidir. Yukaridaki ifadede yer alan ﬁr , B (k) “y1 sifira dogru
daraltir. Boylece f (k) nim ozellikleri, £°(0)= ,ér ve %LT S (k)=0 seklinde

verilebilir.

Gross (2003a), B (k)’nm tim y degerleri i¢in HfB (k)=h kisitim
saglamadigimi ve bu sebeple H [ =h kisitina istinaden bir kisith ridge tahmin
edici olmadigimi ifade etmistir. Dolayisiyla B (k), H 3 = h esitligi ile iiretilen alt
uzaydan farkli degerler alabilir. Bu sebeplerden &tiirii Gross (2003a), £ igin yeni

bir ridge tipi tahmin edici 6ne siirmiistir. B, = H'(HH ") 'h, S, = X 'X +kI , Ve

,[;’(k, B,)=S."(X"y+kH'(HH ') h) olmak iizere bu tahmin ediciyi,
B.(k)= k. B)—S,'"H'[ HS,'H ']’1 (Hﬁ(k, B,)- h) . k>0 (3.43)

seklinde tanimlamigtir. %im ,Br (k)= p, ve %u’gl ﬁr (k)= ﬂAr oldugundan dolay1 k

degeri arttikca ,@r (k), ﬁr’den B, ‘abir egri ¢izer. Gross (2003a), Kisith Ridge

tahmin edicinin Kisitlh OLS tahmin ediciden MMSE’ye gore iistiinliik saglamasi

i¢in gerek ve yeter kosullar1 vermistir.
3.6. Uyarlanmis Ridge Tahmin Edici

Swindel (1976), Ridge tahmin edici ile 6n bilgiyi birlestirerek Uyarlanmig
Ridge tahmin edici (MRR)’yi,
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B, b)=(X'X +kI)(X'y+kb), k=0 (3.44.)

seklinde Oonermistir. Burada b, ( p><1) boyutlu stokhastik olmayan bir vektordiir
ve bu vektoriin £ hakkindaki 6n bilgiyi igerecek sekilde se¢imi yapilmalidir.

Burada amag, MRR tahmin edicisindeki XX matrisinin kdsegen elemanlarma k

sabiti eklenerek ¢oklu i¢ iliskinin siddetinin azaltilmasidir. MRR tahmin edicisi,

Blk,b) = (X' X +kD) XX (XX)" (X 'y+kb)
— -1 A al
=(1+k(XX)") (B=b+b+k(XX)"b)
R
=(1+k(xX)") (B=b)+b
seklinde ifade edilir. ,B (k,b) 'nin birtakim 6zellikleri agagida verilmistir:
1. ,@ (k,b), ayn1 hata karaler toplamina sahip £ ‘nin esdeger tahmin ediciler sinifi
icerisinde b ‘ye en yakin olandir. Boylelikle, (B—-b)'(f—-b) ‘wn

(y—X ﬁ) '(y—X ﬂ~) =c esitligi olacak sekilde minimum yapilmasi istenir.

Lagrange ¢arpant 1/k olmak tizere amaglanan fonksiyon,
- s 1 - .
v =(B-b)(B-b)+— = XB)(y=XP)~c]

seklinde olur.

2. ﬁ(k,b), b ‘ye esdeger uzakliktaki £ ‘nin esdeger tahmin ediciler sinifi

icerisinde en kiiclik hata kareler toplamina sahiptir. Bdylelikle ﬁ(k,b),
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(B—b)'(B—b)=c olacak sekilde (y— X /)'(y—X )yt minimum yapan /3

tahmin edicisidir ve amag fonksiyonu,
v =(-XP)(y=XP)+k[ (B—b)(B—b)—c]|

seklinde olur.
3. 3(0,b) = f3 olur. Lim B(k,b)=b oldugu i¢in k degeri arttikca B(k,b) , 3
‘dan b ‘ye bir egri gizer.

Swindel (1976), OLS tahmin edici ile MRR tahmin ediciyi MMSE’ye gore
karsilastirmistir ve bunun sonucunda MRR tahmin edicinin OLS tahmin ediciden
istiin oldugunu gostermistir. Pliskin (1987) ise ayn1 k degerini kullanarak Ridge
tahmin edici ile MRR tahmin ediciyi MMSE’ye gore karsilastirmistir ve boylelikle,

MRR tahmin edicinin Ridge tahmin ediciden daha iistiin olabilmesi icin gerek ve

yeter kosulu vermistir.

3.7. Liu Tahmin Edici
Coklu i¢ iliski problemini tamamen ortadan kaldirmak veya minimuma

indirgemek amaciyla bircok tahmin edici Onerilmistir. Bunlardan ikisi Ridge ve
Stein (1956) ( ,35 = c,é ,0<ce< 1) tarafindan Onerilen tahmin edicilerdir. Bu
tahmin edicilerin avantajlar1 oldugu kadar dezavantajlar1 da mevcuttur.

,@ (k) , k ‘nin karmasik bir fonksiyonudur. k yanlilik parametresi i¢in pek

¢ok yontem vardir. Bu sebeple, k ‘nin se¢iminin 6znel olmasindan dolay1 yeni

yontemler arastirilmistir.  Onerilen Stein tahmin edici, c’nin lineer bir

fonkiyonudur. Stein tahmin edici ,é ’y1 daraltarak ¢ok daha iyi tahminler elde

edilmesini saglamistir. Fakat, ,[;’S’nin her bir elemaninin ayni daralmasi iyi bir
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sonu¢ ortaya koymamaktadir. Boylece Liu (1993), coklu i¢ iliski problemini

ortadan kaldirmak amaciyla, iki tahmin edici kombinasyonunun, bu iki tahmin
edicinin avantajlarini birlestirecegi yoniindeki diisiincesi ile Ridge tahmin edici ile

Stein tahmin ediciyi birlestirmistir ve
Bi=(X'X+1)'(X'y+dB), 0<d<I (345.)

tahmin edicisini elde etmistir. Bu tahmin edici Akdeniz ve Kagiranlar (1995) ve
Gruber (1998) tarafindan Liu tahmin edici olarak tanimlanmistir. ﬂA ', ‘nin ,é (k)

’dan daha avantajli olmasmin sebebi, d ‘nin bir lineer fonksiyonu olmasindandir.

Boylelikle, d ‘nin se¢imi k yanlilik parametresinin se¢iminden daha kolay

olacaktir. d =1 iken B = ﬂA ‘dir. Bununla birlikte ﬁ ., OLS tahmin edicinin bir
lineer doniislimii olarak ﬁA = (XX +1 YNX'X +dI) ﬂA seklinde ifade
edilmektedir. E(f,)=(XX +1)" (XX +dI)f oldugu icin, f, yanl bir

tahmin edicidir. A, = (X X +1 )_l (X X +dI ) olmak iizere, Liu tahmin edicinin

yanlilig1 ve varyans-kovaryans matrisi su sekildedir

Bias(f,)=(4,~1)B

Var(,@d) =0’A, (XfX)_1 A

olur. ,5' ', 'nin MMSE’si ,@ ‘dan daha iyi olacak sekilde 0<d <1 araligi

mevcuttur. (3.9.) modeli i¢in,
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SMSE(,) = z 7 (/1 +(d —1)2;(/15’#)2 (3.46.)

olur. Liu (1993) tarafindan verilen, SMSE(,&,) ‘yi minimum yapan d yanllik

parametresinin tahmini

d, =1-6 [;/1(/1 1 Z(l 1 ] (3.47)

olarak gosterilir.
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4. TEMEL BiLESENLER VE ILISKIiLi TAHMIN YONTEMLERI

4.1. Ridge ve Temel Bilesenler Regresyonun Birlesimi (-4 smfi tahmin
edici)

Bu calismada OLS ,ORR ve PCR’yi igeren bir tahmin edici sinifi
incelenmektedir. Burada, PCR ve ORR tekniklerinin birlestirilmesiyle yeni bir
tahmin edici tanimlanmis ve Dbilinen tahmin edicilerle O6rnek {izerinde
karsilastirilmalart incelenmistir. ORR ve PCR tekniklerini birlestiren bu tahmin
edici r-k sinif tahmin edici olarak adlandirilmistir. Bu tahmin edici, ¢oklu ig iligki
problemini gidermek icin alternatif bir yontem sunmaktadir.

Cooley ve LeRoy (1981), faiz oranlarinin tutarsizligi problemini iyi bir
sekilde Ozetlemektedir: “Para talebinin tim deneysel calismalar ile ortaya ¢ikan
problemlerden biri de faiz oranlar1 arasindaki esdogrusalligin varligidir. Bazi
caligmalarda, faiz oranlar arasindaki esdogrusalligin , regresyona yalnizca bir faiz
orani girildiginde az miktarda agiklayici giiciin kaybolmasi konusunda yeterince
biiylik oldugu sonucuna varilmistir.” Bu faiz oranlarini diistirme yontemi teorik
arastirmacilar icin bir ikilem olusturmaktadir. Ornegin, James Tobin’in (1958) para
talebine olan portfoy yaklasimi tiim diger varliklardan elde edilen getirilerin para
talebine dahil edilmesini gerektirir. Benzer sekilde, Milton Friedman’in para-
miktar teorisini yeniden ifade etmesi, para talebinin para ve bonolarin getirisine
bagli oldugunu ileri siirer.

Bu ¢alismada, teorik olarak ilgili faiz oranlarini silerek yanlis tanimlanan
modeli kullanmak yerine, alternatif bir yontem sunulmaktadir. Bu calismada
Onerilen yaklasim, temel bilesenler tahmin edicilerinin MSE’sini azaltmak igin
Ridge yonteminin kullanilmasidir.

Lin ve Kmenta (1982) ile aym fikirde olarak: “Ekonomik arastirmacilar
(Ekonomistler), ridge regresyona eskisinden daha ¢cok dnem veriyorlar.” Bu makale

ORR, PCR ve OLS arasindaki iliskiyi gostererek buna katkida bulunmaktadir.
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(1.1.) ile verilen modeli tekrar ele alalim:

T'XXT =A A, 0 ’ '
=A=| oy | TT=TI=,

p-r
ve
T=(T.T,,), T,:pxr.
Burada T, = [tl,tz,...,t,], T ‘nin (p—r) kolonunun silinmesiyle elde edilen bir
matristir. Boylece, T,_'X XT.=A, ,burada A, yukarda gosterilen A ’ya benzer

olarak tanimlanir. Ayrica, @ =T'f olarak ifade edilir.

Tanmim 4.1. £ igin r-k sinif tahmin edici, < p ve k > 0 oldugunda,

Brk)=T(T'XXT +kI )"'T'XY (4.1)

seklinde tanimlanir.

Yani r—k sinifi tahmin edicisi, Ridge ve Temel bilesenler yontemlerini
tek bir tahmin edici iginde birlestirir. Bilindigi iizere, ¢oklu ig¢ iliski probleminin
siddetini azaltmaya caligan arastirmacilar, bir¢ok ¢0ziim arayarak bunu yaptilar:
Yani, PCR veya ORR’yi kullandilar. $imdi r-k smifi tahmin edicilerin baz1

ozelliklerini inceleyelim.

Teorem 4.1. ﬁA’ (r,k) tahmin edicisi asagidaki dzelliklere sahiptir:
1. E[for.b)- 5] :[T,(A, FKLY AT —Ip}ﬂ .

2 Var| Br) |= T (A, +kL,) A, (A, +k1,) T, .

3. .(0)= B,y . PCR tahmin edicidir.

4. B, (k)= (k) , ORR tahmin edicidir.
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5. 3,(0)= 3 , OLS tahmin edicidir.
6. MSE[ﬁA’(r,k)} = 2[(@ ~1) & +0°5} /zl}+ Zp: a?, 6,=X1(4+k)
i=1 i=r+l1

7. Plim B(r,k) = Plim B3, .

Dolayisiyla, » ve k nin degerlerine bagli olarak , ,B(r,k) , ORR, PCR ve

OLS tahmin edicilerini verir.

Teorem 4.2. &> >0 olsun. 3k>0 icin MSE[ﬁ(r,k)]<MSE(ﬁPCR)v :

0<r < p olacak sekilde bir r vardur.

Teorem 4.2, r<p oldugunda  orjinal Ridge sonuglarin
genellestirmektedir. Diger bir sekilde ifade edildiginde, sifirdan biiyiik bir k vardir,
Oyle ki, bir Temel bilesenler tahmin edicisi, hata kareler ortalamasi minimum olan
bir tahmin edici elde etmek icin “daralmg” olabilir. Bununla birlikte, ORR’ye
benzer sekilde optimal k ‘nin bilinmeyen & ve o~ parametrelerine bagh oldugu

goriilmektedir.

Ornek 4.1.
Yukarida verilen regresyon tekniklerini gostermek i¢in , asagidaki para

talebi modelini ele alalim:

M =a,+aGNP+a,7 +a,A+a,B+a,CP+a,PR+a,TB+¢ .

M para talebi, 7 enflasyon oran1 ve geriye kalan degiskenler, A ve B
bonolarin, CP dort aylik ticari kagitlarin, PR vadeli kazan¢ oranini ve TB 90
giinliik Hazine Bonosu’nun getirilerini temsil etmektedir. Tim degiskenler log
formundadir ve 1947-1981 yillarindaki Bagskanhik Ekonomik Raporu’ndan

almmustir. Bu model aslinda Cooley ve LeRoy’a aittir.
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r-k sinifi parametre tahminleri, 1 ile 7 arasindaki » ve k degerleri i¢in 0O
ile 0.25 arasinda 0.005’lik artislarla elde edilmistir. Parametre tahminlerinin
incelenmesi ile asagidaki sonuglar ortaya ¢ikar:

1. k=0 i¢in, r(dahil olan Temel bilesenler sayisi)’deki degisiklikler, parametre
tahmininde fakli degisikliklere neden olmustur.
2. 1 den 3’e kadar Temel bilesen ¢ikarildiktan sonra bile, PCR parametre

tahminleri verideki bozulmalara karsi hala hassaslik gosterir. Burada kiigiik k

A

degerleri i¢in, f(r,k) ‘nin kararsiz oldugu goriilmektedir.

3. Genel olarak, ¢ikarilan Temel bilesenlerin sayis1 3’ten biiyiik oldugunda, r-k
siifi tahmin edici, £ ‘nin kararli bir fonksiyonudur. Bu durumda Ridge yontemi
ile PCR tahmin edicinin birlestirilmesinin daha iyi sonug verdigini gostermektedir.
Baye ve Parker (1984) sadece r-k sinifi tahmin edicisini ve PCR tahmin edicisini
ornek iizerinde karsilastirmis, r-k sinifi tahmin edicisini ORR ve OLS tahmincisi
ile karsilastirmamistir. Nomura ve Ohkuba (1985), MSE kriteri agisindan bu

karsilastirmalar1 asagidaki gibi vermistir.

N = {1,...,}’} ve Nr = {r+1,...,p} olsun. MSE, W =1 veya W = XX
oldugunda MSE(B(r,k)) = E(B(r,k)— B)W(B(r,k)— B)‘dr. W=1I iken
MSE ( ﬁA’ (r,k)) , regresyon Kkatsayilarinin tahmin edicisinin hata kareler

ortalamasidir. W = XX iken MSE( ﬁA’(r,k)), E [ y|X ] ‘in tahmincisinin hata

kareler ortalamasim ifade eder. W  ‘nin tammmindan, W =1[ igin

(,ul,...,,ur)z(l,...,l) ve W=XX igin (ﬂl,...,ﬂr)=(ﬂ1,...,/1r) *de

T'WT, =diag (t,....st,) 5 4, >0(Tim i € N, igin)
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seklinde olur. Boylece, 0, = A, / (il + k) ‘da MSE ( A(r, k)) su sekilde verilir:

MSE(B(r,k)) = ZN: w|(5-1) & +0°8; /ﬂ,,}i; ol
Teorem 4.3. r € N, olsun. Boylece,
1. @4, < o? olmast igin gerek ve yeter kosul
MSE(ﬁ(r,k)) > MSE(ﬁ’(r—l,k)) . 0<k<(o*~alA)/2a;
ve
MSE(B(r,)) < MSE(B(r=1.0)) . (o” -a}4,)/2a} <k icin.
2. a2/, > o olmast igin gerek ve yeter kosul
MSE(ﬁ(r,k)) < MSE(/?(;»—Lk)) , 0<k<w

olmasidir.

Sonu¢4.1: re N, i¢in,
1.Her ie N, i¢in a1 <o ise,
MSE(ﬁ(r,k)) >MSE(,3(p—1,k)) >...>MSE(ﬁ(r,k)) , 0<k<K,

olacak sekilde p.d. bir K, vardir.

2.Baz1 ie N, icin, a4, <o ise,
MSE(/?(r,k)) < MSE(ﬁ(p —1,k)) <..< MSE(/?(r,k)) . K, <k
olacak sekilde n.n.d bir K, vardr.

Teorem44. re N , olsun.

LHerieN, icin, Y (a7 —0>/ 1) <0ve 07 1 4, —a? >0 ise,

ieN,
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MSE(,@(r,k))<MSE(,3), 0<k<oo
dir.
2.Baz1 i € N, igin, Z,u,.(al.z—ﬁz/ﬂi)ﬁ() ve 0‘2//11.—05,.2 <0 ise,

ieN,

MSE(B(r,k)) < MSE(B) , 0<k <20’ /max(a; ~0/ 4,)

ieN,
dir.

Baye ve Parker (1984), Nomura ve Ohkuba (1985), Sarkar (1989), MSE
kriterine gore r-k sinifi tahmin edicinin performansim1 ORR, PCR ve OLS tahmin
edicisiyle karsilastirmistir. MSE genellikle bir tahmincinin performansini 6lgmek
icin kullanilirken, MMSE de yaygin olarak kabul edilmekte ve daha giiclii bir kriter
olarak goriilmektedir. Sarkar (1996), r-k sinifi tahmin edicisinin, MMSE kriterine
gore ORR, PCR ve OLS tahmin edicilerinden iistiin oldugu kosullar1 elde etmistir.

Oncelikle r-k smifi tahmin edici ile OLS nin karsilastirilmasini ele alalim:

MMSE (B)~ MMSE (B(r.i0) =T(S" (k)| 0*A" (k)" =T'BBT (5" (K)) T

1 2
—(A, +kI) 0 Lo | =L+A 0
S (k)= g ) ve A(k) =k T

0 I 0 AL

p-r

verilsin. Eger o”A” (k)" =T'BB'T ise MMSE( /?)—MMSE( /?(r,k)) n.n.d. bir
matristir. Boylece, eger STA" (k)T'ﬂ <o’ olursa, o°A" (k)_1 —T'BA'T n.nd.

olur. A” (k ) ifadesi kullanilarak, asagidaki teorem verilir:

Teorem 4.5. MMSE kriterine gore, r-k sinifi tahmin edicinin OLS tahmin

edicisinden daha {istiin olmasi igin gerek ve yeter kosul
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(2 N ,
[ﬁTr(;Ir-i_Arlj Trﬁ-i_ﬁTP"AP—VTp—HB SO_Z

olmasidir.

Ikinci olarak, r-k sinifi tahmin edici ile PCR tahmin edicisini karsilastirmak

icin tahmin edicilerin MMSE'si arasindaki fark asagidaki gibi verilebilir:

!

MMSE By ) - MMSE (p(r.k)) = o°T, (A;‘ —S, (k)" AS, (k)" )T,
+(r1-1,)88 (17, -1,)

(75, (k) AT -1, ) 88/ (TAS, (k) AT -1,

burada S, (k)= A, +kI, “dir. Bu karsilastirmanin yapilabilmesi icin,

T ((A“ -5, (k)')A,S, (k)")T/ — kTS, (k)" (%1 +A:‘er k)'T’

r r

ifadesinin her k >0 i¢in n.n.d. oldugunu gostermeliyiz. Baksalary ve Trenkler

(1991)’ in takip edilmesiyle bu kosul
1

BT, (%I,m:l) T'f=0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Tr' £ =0 olmasidir seklinde yazilabilir.
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Teorem 4.6. » — k smifi tahmin edicinin PCR tahmin ediciden daha iyi olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul Tr' £ =0 olmasidir.

Simdi r-k sinif tahmin edici ve ORR tahmin edicisini karsilastiralim:

A

/i'(r,k)):a2Tp S (kY'A,S, (k)T

—r~ p-r p-r~ p-r p-r

MMSE (3, ) - MMSE

—

HTS (k) AT =1,) BB (TAS (k)" T -1,

(T8, (k) AT =1, ) BB (T)A,S, (k)T -1,

seklinde olur. Burada S, (k)_1 , S o (k) =A _+kl ,_, Matrisinin tersidir.

p-r
Onceki durumda oldugu gibi, Baksalary ve Trenkler (1991) den
yararlanirsak agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.7. £ ‘nin r-k simifi tahmin edicisinin MMSE kriterine gére ORR tahmin

edicisinden daha iyi olmasi i¢in igin gerek ve yeter kosul Tp'_r L =0 olmasidir.

4.2. Yansiz Ridge ve Temel Bilesenler Regresyon Tahmin Edicilerinin
Birlesimi

Coklu i¢ iligki probleminin varliginda, OLS kestirimi yetersizdir. Bu
problemi asmak i¢in genellikle 6nerilen iki iyi bilinen tahmin prosediirii, Crouse ve
arkadaglar (1995)’ nin verdigi yansiz ridge regresyon (URR) tahmin edicisidir ve
r-k smifi tahmin edici ise Baye ve Parker (1984) tarafindan verilmistir. Burada,
OLS, URR, r-k sinifi ve PCR tahmin edicileri igeren Uyarlanmis r-k sinifi ridge
regresyonu (MCRR) olarak adlandirilan ve Batah ve arkadaslar1 (2009) tarafindan
verilen yeni bir tahmin edici sinifi incelenecektir ve bu regresyon yontemi URR ve
PCR tahmincilerinin altinda yatan fikirleri birlestiren bir kritere dayanmaktadir.
MCRR tahmin edicisinin, diger iki tahmin ediciden daha iyi oldugu durumlar

arastirilmugtir.
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Gauss Markov teoremine gore, genel dogrusal regresyon modeli (1.1.)" de

verilmisgtir. £ ‘nin OLS tahmin edicisi (1.3.)’de verilmis ve burada £ normal
dagilima sahiptir N (ﬁ, 0'2(X X)_]). Klasik regresyon modeli, X ’teki siitun

vektorlerinin lineer bagimli olmadigimi varsaymaktadir. Bununla birlikte, birgok
pratik uygulamada, 6zellikle miihendislik alaninda, bu siitun vektorlerinin yaklasik

lineer bagimli olduklart tespit edilmektedir. Daha sonra ¢oklu i¢ iliski probleminin

varlig1 ortaya c¢ikmaktadir. Bu problem, (X X )71 ‘in kosegen elemanlarinin

silinmesi ve boylelikle ﬁ ‘nin varyans tahmininin biiyiik olmasina neden olur. X
design matrisindeki birtakim kiigiik degisiklikler, tahmin edilen katsayilarin isaret
degisikligine neden olursa, ¢oklu i¢ iliski problemi olabilir. OLS tahmin edicisi,
coklu i¢ iliskinin varliginda kararli degildir. Dolayisiyla, alternatif tahmin
yontemleri, yanli tahmin edicilere sebep olan tahminlerdeki kararsizligi ortadan
kaldirmak ve regresyon katsayilarmin varyansim azaltmak icin tasarlanmistir.
Sonug olarak, £ ‘mn birgok yanl tahmin edicilerine 6nemli 6lgiide ilgi olmustur.
Bunlarin en bilinenleri Hoerl ve Kennard’in (1970) ORR tahmin edicisidir. Hoerl
ve Kennard tarafindan énerilen ORR tahmin edicisinin, XX matrisinin ksegen
elemanlarina genellikle 0<k <1 araliginda yer alan pozitif bir k degeri

ekleyerek, ¢oklu ig iligki probleminin ortadan kaldirilmasi1 amaglanmaktadir. £

‘nin ORR tahmin edicisi, (3.27.) ‘de verilmistir. Burada k =0 iken OLS tahmin
edicisini kapsar. k ‘min arttirilmasi icin ORR tahmin edicisi, £ nin kararli fakat,
yanli tahmin edicisi olarak 0’a yaklasir. Swindel (1976), 6n bilgileri Ridge
regresyon ile birlestirerek bir yontem gelistirmistir, yani, MRR tahmin edicisi ile
Hoerl ve Kennard’in (1970) bu modeli (3.44.)’de gosterildigi gibi genisletilmistir.
Burada b, £ ’nin 6n tahmininin sabit bir vektoridir. k ‘y1 arttirmak icin MRR
tahmin edicisi b ‘ye yaklasir. Swindel (1976), OLS tahmin edicisinin

MMSSE’sine, n.n.d. bir matris tarafindan Onerilen tahmin edicinin (MRR)
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MMSE’sini agmasi icin gerek ve yeter kosullar1 saglamistir. Ancak, Swindel
(1976), tahmin edicisinin MSE o6zelliklerini, ORR tahmin edicisi ile
karsilastirmamustir. Ayrica, Pliskin (1987), aynm1 k degerlerini kullanarak, MRR ve
ORR tahmin edicilerinin OLS tahmin edicisinden daha kiigciik MSE’ye sahip
olmalan i¢in gerek ve yeter kosullart vermistir.. Crouse ve arkadaslari (1995),

ORR’deki 6n bilgileri birlestirmek tizere tanimlamistir, yani, URR tahmin edicisi,
B(k.J)=(XX +KI,) (Xy+kI). k20 4.2)

2

seklinde bulunmustur. J , k>0 i¢in J U N ( p ,%I ] ile rastgele bir vektordiir.

k Ridge parametresi i¢in,

> _sad (B-T) (B-7)-6%r(xX)" >0
N e
e : dd

(y—Xﬁ)'(y—X/?)
(n-p) ’

bir tahmin edicisidir. Ayrica, bu k  ‘nmn Hoerl ve arkadaslarimin tahmin edicisi

seklinde bir tahmin dnermislerdir. 6> = o ‘nin yansiz

A2
A o
olan k., =pAﬁ ‘nin  bir genellemesi oldugu belirtilmistir. Tahmindeki
belirsizligin artmasindan kaynakli bilgilerin ¢ikarilmasi i¢in bir bagka olasilik,
Temel bilesenler regresyon tahmincisi tarafindan 6nerilmektedir.
OLS, ORR ve PCR tahmin edicilerin ayn1 tahmin edici sinifinin iyeleri

olarak goriilebilecegini ve r-k sinifi tahmin edicisinin SMSE agisindan PCR’den

daha iyi oldugunu gostermislerdir. Sarkar (1996), r-k sinifi tahmin edicisinin,
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MMSE kriterine gore OLS, PCR ve ORR tahmin edicilerinden daha tistiin oldugu
durumlar1 vermistir. Ozkale (2007), URR tahmin edicisini, MMSE ve rezidiiler
agisindan OLS, ORR ve r-k smifi tahmin edicilerle karsilagtirmstir.

Burada 6nerilen yaklasim, PCR tahmin edicisinin MSE’sini azaltmak i¢in Yansiz
Ridge yontemini kullanmaktir. Genel olarak, ¢oklu i¢ iliskinin siddetini azaltmaya
calisan arastirmacilar, PCR veya URR tahmin edicilerini kullanmiglardir. Boylece
URR, PCR ve OLS tahmin edicileri arasindaki iliski gosterilerek buna katkida

bulunmuslardir.

4.2.1. Onerilen Tahmin Edici (MCRR)

Burada yeni bir £ simf tahmin edicisi 6nerilmistir. Yeni tahmin edici,
5 ! -l ’
ﬁ,(k,J):T,(T, XXT +k1,_) T (Xy+kl) . k=0 43.)

seklinde ifade edilen Uyarlanmis r-k Simifi Ridge regresyon (MCRR) tahmin

edicisi olarak belirlenmistir. Burada J, k>0 icin rastgele bir vektordiir
)
JUN [ ,5,71 j . Onerilen tahmin edicinin, r-k sinifi tahmin edicisi olarak

elde edildigi, ancak daha 6nce yapilmamis olan ORR tahmin edicisinin yerine URR
tahmin edicisi ile elde edildigi belirtilebilir. Bir baska deyisle, MCRR tahmin
edicisi, URR ve PCR yontemlerini tek bir tahmin edicide birlestirir. MCRR tahmin

edicisi 3, (k,J) , asagidaki su dzelliklere sahiptir:
1.3,(0,J)=/=(XX)" XY, OLS tahmin edicisidir.

2.8, (k,J)=pB(k,J)=(XX +kI,)" (X’ +kJ) URR tahmin edicisidir.
3.8.(0,0)=Byer =T, (TX XT. )l T'X'y PCR tahmin edicisidir.
a.1im 3, (k,J ) = Bocy -
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J .

5.1im 3, (k.
R R -1
6.5 (k,0)=p(r.k)=T, (Tr'XXTr + k[r) T'X% r-k smifi tahmin edicisidir.

Boylece birlestirilen temel bilesenler, r , ridge parametresi, k ve onceki
bilgiler, J ‘nin uygun sec¢imleri icin, MCRR tahmin edicisi, URR, PCR, r-k sinifi
ve OLS tahmin edicilerini 6zel durumlar olarak iceren genel bir tahmin edicidir.
Belirli bir » i¢in, MCRR tahmin edicisinin ayni bilesenlere dayanan bir PCR

tahmin edicisi olarak 6rnek biiyiik 6zelliklere sahip oldugu unutulmamalidir.

4.2.2. MMSE Kriteri Altinda MCRR Tahmin Edicinin Performansi

Bu boéliimde, MCRR tahmin edicisinin yanli oldugunu ve bu nedenle bu
tahmin edicinin performansini 6lgmek i¢in uygun kriterin MMSE kriteri oldugu
goriilmiigtiir. Daha sonra, MCRR tahmincisinin URR, PCR, r-k smifi ve OLS

tahmin  edicilerine  gore performanst bu kriterle karsilastinlmstir.

A, (k) =A,+kl ve T'XXT. = A, oldugunda MCRR tahmin edicisi,

Bias(, (k.J)) = [TT - IJ B=-T, T S 4.4)
A ! -l ! ’
Var(B, (k1)) =0T, [T, XXT + /d,} T = TA ()T (45)
‘dir. Daha sonra model (1.1.)’de £ ‘nin herhangi bir ﬂ~ tahmincisi icin, (1.12.) ve
SMSE(J)=1tr [MMSE( /?)}

tarafindan verilen, MMSE ve SMSE kullanilirsa, Teorem 4.8. ve 4.9. kullanilarak
MCRR tahmin edicisinin MMSE’sine y =T’/ oldugunda,

MMSE (f, (k. 1)) =07, [T,’XXTr s T T +T, T BT, T,

ve
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A TSI SRR
SMSE(IBI*(k’J))_G P ﬂ,i+k+i;17/i

seklinde sahip oluruz.

Teorem 4.8. k>0 icin, A=MMSE(f)-MMSE(p, (k,J)) farki ancak ve

ancak,

ﬂ’Tp—l‘Ap—rT[;—rﬂ S 0-2
esitsizligi saglandiginda n.n.d.’dir.
Teorem 4.9. k>0 icin, MCRR tahmin edicisinin MMSE’si, PCR tahmin
edicisinden daha kiigiiktiir.
Teorem 410. k>0 igin, A=MMSE(f(k,J))~ MMSE(B, (k,J)) fark
ancak ve ancak,

i ' 2,

BT, (A, +K, )T B<o

esitsizligi saglandiginda n.n.d.’dir.

Teorem 4.11. k >0 igin, A= MMSE(f3, (k,J ) )~ MMSE ( j3(r,k)) farki ancak

ve ancak,
0_2
PIT<=

esitsizligi saglandiginda n.n.d.’dir.

Boylelikle, Uyarlanmis r—k sinifi ridge regresyon (MCRR) tahmincisi
olarak adlandirilan yeni bir tahmin edici sinifi 6nerilmis ve bu tahmin edici, OLS,
URR, r—k smifi ve PCR tahmincilerinin basit bir genellemesi olarak
nitelendirilmistir. SMSE kriterinden daha gii¢lii bir kriter olan MMSE kriterini
kullanarak MCRR tahmin edicisinin OLS, PCR, URR ve r—k smfi tahmin
edicilerine gore iistiinliigl icin gerek ve yeter kosullar verilmistir. MCRR tahmin

edicisinin OLS, PCR, URR ve r—k smifi tahmin edicilerle karsilastirilmasinda
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elde edilen kosullar bilinmeyen parametrelere baghdir. Ayrica, karsilastirmalar
bilinmeyen parametrelere bagliysa, yansiz tahminler veya bu parametrelerle ilgili

on bir bilginin kullanilmas1, uygulanabilir sonuglara yol agar.

4.3. Liu Tahmin Edici ve Temel Bilesenler Tahmin Edicinin Birlesimi

Burada, OLS, PCR ve Liu tahmin edicilerini igeren bir tahmin edici sinifi
tanimlanmstir. Ozellikle, yeni tahmin edicinin SMSE’sinin Liu tahmin edicisi ,
OLS tahmin edicisi ve PCR tahmin edicisinden {istiin oldugu gosterilmistir.

Coklu 1i¢ iligki problemiyle miicadele etmek icin farkli iyilestirici
yontemler Onerilmistir. Yaklasik ¢oklu i¢ iliski problemiyle basa ¢ikmak igin
kullanilan popiiler bir sayisal yontem, Ridge regresyon yontemidir.

Farkli tahmin edicileri birlestirmek, her iki tahmin edicinin avantajlarini
birlestirir diisiincesiyle Liu (1993)’de yeni bir yanli tahmin ediciyi tanimlamustir.
Liu, yaklasik ¢oklu i¢ iligki problemini ortadan kaldirmak i¢in Stein tahmin edici
ile ORR tahmin edicisini birlestirmistir. Onerilen tahmin edici Liu tahmin edicisi
olarak adlandirilmigtir. Liu, OLS tahmin edicisi ve Liu tahmin edicisinin SMSE
degerini karsilastirmistir. Akdeniz ve Kagciranlar (1995) hemen hemen yansiz
genellestirilmis Liu tahmin edicisini tanimlamislardir. Kagiranlar ve arkadaslari,
(1999)°da kisithi Liu tahmin edicisini vermistir ve 6zelliklerini ayrintili olarak ele
almislardir. Sakallioglu ve arkadaglar1 (2001)’de Liu tahmin edicisini ORR tahmin
edicisiyle ve Trenkler (1978) tarafindan verilen iterasyon tahmin edici ile SMSE
kriterine gore karsilagtirmislardir.

Baye ve Parker, (1984)’da 6zel durumlarda OLS, ORR ve PCR tahmin
edicileri veren r —k sinifi tahmin ediciyi 6nermistir. Nomura ve Ohkubo (1985)’te

r—k smifi tahmin edici ile ORR tahmin edicisi MSE degerine gore

karsilagtirilmistir. (1.1.)’de verilen regresyon modelini goz 6niine alirsak, £ ‘nin

r —k sinifi tahmin edicisinden yararlanarak, OLS, PCR ve Liu tahmin edicilerinin

0zel durum oldugu bir tahmin edici sinifi tanimlanmustir.
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Tamim 4.2. (1.1.) modelindeki f ‘nin r —d sinifi tahmin edicisi,

P ' - r s
ﬂ(r,d)zT,(T, XXT,+1,) (T, X’y+a’TrﬂPCR) 4.6
~1 -1
=T (T,'XXTr +1,) [1, +a’(T,,'XXTr) jT,’X'y
seklinde verilir. Burada, ¥ < p , 0<d <1 bir parametredir ve ﬂAPCR, (3.14.)’de

verilen PCR tahmin edicisidir.

SMSE, £ ‘nin herhangi bir ,3 tahmin edicisi igin,

seklinde verilir. Burada V ( ﬂN ) ve B ( ,8 ) sirasiyla toplam varyansi ve yanliligin

karesini verir. ,B (r, d ) , ,éPCR ve ,@ icin SMSE’leri sirastyla asagida verilmistir:

r 232
SMSE(J(r.d))= z{(@ ~1) a2+ “jf } S o 4.7.)
i=1 i i=r+l
ro 2
SMSE( By ) = 07+ Zp: o 4.8.)
i=1 i i=r+l
SMSE(/?’):azzp:i 4.9.)
i=1 /1,‘ o

Burada 0, = (ﬂi +d)/(li +l) ‘dir.
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Teorem 4.12. SMSE (ﬁ(r, d)) < SMSE(,@PCR) olacak sekilde 0 < d <1 vardr.

Lemma 4.1. 6° < A a’ +2a’ olmasi igin gerek ve yeter kosul,

SMSE(B(r.d))> SMSE(B(r-1,d)) . 0<d,<d<I
ve

SMSE(B(r.d)) < SMSE(f(r-1,d)) . 0<d <d,<I

olmasidir. Burada,
d,=(4, (20} + 4,07 =0))/ (A + o) =1=((0* = 4,07 )(1+ 4,))/
(4,0} +07) “dir.

Bdylece, asagidaki teorem Lemma 4.1 kullanilarak verilebilir,
Teorem 4.13. a. Bazi ie N, icin, o’ <Aa]+2a} ise, 0<d <d<1 igin
SMSE(B,)> SMSE(B(p-1,d))>...> SMSE(B(r,d))  olacak  sekilde
negatif olmayan bir d, vardir. Burada N, = {r+1r+2,..., p} “dir.

b. Her ieN, icin, o’<Aa’+2a} ise, 0<d<d,<l igin
SMSE (B, ) < SMSE(B(p~1,d)) <...< SMSE(B(r,d)) olacak sekilde pozitif

bir d, vardir. Ornegin,

_ li( ai2+ﬂ,iai2—0'2)
d, = min 41, max

N N 2 2
ieN, ieN, iiai +0o

ve

d, = min
ieN,

{/11. (Zai2 %rﬂu,.ai2 0'2)}

2 2
Aa +o
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,@ (r,d ) ve OLS tahmin edicisinin SMSE’lerinin karsilagtirilmas: asagidaki

teoremle de verilebilir:

P 0.2
Teorem 4.14. a. Her ieNr={1,2,...,r} icin, Z(a.z——jSO ve

i=r+l

2
0-7—05,.2 >0 ise, 0<d <1 igin SMSE((r.d)) < SMSE(B) *du.

i

P 5 0_2 0_2 5
b. Bazi i€ N, igin, z a, - <0 ve ——a <0 ise,

i=r+l i

0 <max,_,

((xliaf —0?)/(Aa} + 02)) <d <ligin
SMSE (B (r,d)) < SMSE(B) “dir.

Teoremler bilinmeyen parametrelere baglidir. Pratikte teoremleri
uygulayabilmek i¢in bilinmeyen parametreler uygun tahminlerini kullanmak
gerekmektedir.

Teorem 4.14.’teki bulgulari Portland ¢imentosu iizerinde inceleyelim:

Bu veriler igin asagidaki sonuglar bulunur:

i. XX ‘in 6zdegerleri: 2.2357, 1.57607, 0.18661, 0.00162.
ii.a ‘nin OLS tahmini: (&) =(0.65696,-0.00831,0.3028,0.388).

iii.” ‘nin OLS tahmini: 6* =0.00196 .
r=2 segilir, ¢iinkii standartlagtirilmis verilerle ugrasirken en iyi r

degerinin birden biiyiik 6zdegerlerin sayisi olduguna inanilmaktadir.

Boylece, @ ve ¢ yerine @ ve & OLS tahminleri kullamlarak Teorem

4.14’te yer alan (a) ve (b)’deki hangi durumun saglandigi kontrol edilir.

(6‘2 / /12)—0?22 =0.00118 pozitif oldugundan, Teorem 4.14.’{in (a) kism
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4
kullanilamaz. Fakat, Teorem 4.14.’in (b) kismu, Z(a?f —(6‘2 /4, )) =-0.95715

i=3

ve (62 /4 ) —al =-0.43072 oldugundan dolay1 kullanilabilir.
(4@l -6%)1 (A& +67)=0.97526 ve
(2,20?22 —62)/(/120?22 +(§2) =-0.912195 dir. Bu nedenle

0 < max. (lidiz—é'z)/(/lidi2+6'2)<d<l ‘e gore ,B(r,d) tahmin

ieN,
edicisinde d, d =098 olarak alimir. Sonra d =0.98 icin SMSE

(B(r,d))=0.24431 elde edilir. SWE(B(r,d))=0.24431 ve SMSE

( ,é ) =1.22249 karsilastirildiginda, ,B (r, d ) ‘nin ﬁ "dan daha kiigiik SMSE ‘ye

sahip oldugu goriiliir. Boylece, bulunan degerler Teorem 4.14.’teki teorik bulgular

desteklemektedir.

4.4. MMSE Kriterine Gore r—d Smfi Tahmin Edicinin Bazi Tahmin
Ediciler Uzerindeki Ustiinliigii

Kagiranlar ve Sakallioglu OLS, PCR ve Liu tahmin edicisinin genel bir
tahmincisi olan r—d smifi tahmin edicisini 6nermistir. Burada ama¢, MMSE
kriterine gore r—d sinifi tahmin edicisinin, bu tahmin edicilere ve r—k smifi
tahmin edicisine olan {istlinliigiiniin verilmesidir. Ayrica, bu kosullarin tam
anlamiyla saglanip saglanmadigini dogrulamak igin bazi testler Onerilmistir
(Ozkale ve Kagiranlar, 2007b).

Coklu i¢ iliski problemi ve lineer regresyon modeli i¢in, bunlarin
istatistiksel sonuglari iyi bilinmektedir. Bu problemi ortadan kaldirmak igin, farkli
iyilestirici ¢aligmalar Onerilmistir. Bu tahmin edicilerin bazilart ORR tahmin
edicisi, PCR tahmin edicisi ve Liu (1993) tarafindan onerilen ve Akdeniz ile

Kagiranlar (1995) tarafindan Liu tahmin edicisi olarak tanimlanan Liu tahmin
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edicisidir. Baye ve Parker (1984), Ridge ve Temel bilesenler yontemlerini tek bir
tahmincide birlestiren ve coklu i¢ iliskiyi ortadan kaldirmak i¢in alternatif bir
yontem sunan r —k sinifi tahmin ediciyi onermistir. » —k smifi tahmin edicileri,
ORR tahmin edicisi ile ve Nomura ve Ohkubo (1985)’daki SMSE ‘ye gore OLS
tahmin edicisi karsilastirildi. MMSE, SMSE’den daha gii¢lii bir kriter oldugundan
dolay1, » —k smifi tahmin edicisinin MMSE o6zellikleri Sarkar (1996) tarafindan
verildi. Alternatif olarak, Kaciranlar ve Sakallioglu (2001), Liu ve PCR tahmin
edicilerinin birlesimi olan r —d sinifi tahmin ediciyi onermistir. OLS, PCR ve Liu
tahmin edicilerinin r—d siifi tahmin edicilerin 6zel durumlart oldugunu
gosterdiler. Ayrica, bu yeni tahmin ediciyi, SMSE kriterine gore OLS, PCR ve Liu
tahmin edicileri ile karsilastirmiglardir. Bununla birlikte, bu tahmin ediciyi MMSE
kriterine gore digerleriyle karsilastirmamustir.

Bir tahmin edicinin SMSE kriterine gore tstiinliigii kolaylikla incelenebilir.
Bununla birlikte MMSE, SMSE’den daha giiglii bir kriter oldugundan ve MMSE,
bir tahmin edicinin 6zelligi ile ilgili tiim bilgileri icerdiginden, farkli tahmin
ediciler arasindaki karsilagtirmalar MMSE degerine gore yapilabilir. Burada amac,
MMSE’ye gore r—d sinifi tahmin ediciyi OLS, PCR, Liu ve r—k sinifi tahmin
edicileriyle karsilastirmak ve r —d sinifi tahmin edicinin OLS, PCR ve Liu tahmin
edicilerinin karsilastirilmasinda elde edilen kosullari test etmektir.

Liu ve PCR tahmin edicileri, ¢oklu i¢ iliski problemi ile basa ¢ikma
yontemleridir. r—d smifi tahmin edicilerini oneren Kagiranlar ve Sakallioglu
(2001), Liu ve PCR’yi birlikte kullanarak MSE’de kazanimlar saglandigim
gostermistir. Baska bir deyisle, r —d smifi tahmin edicisi, PCR tahmin edicisinin

MSE’sini azaltmak i¢in Liu tahmin edicisini kullanir.

4.4.1. MSE Karsilastirmalari
Istatistikgiler, OLS ve yanli bir tahmin edici arasinda bir se¢im yapma

problemiyle karsi karsiya kalir. Ayrica iki yanli tahmin edici arasinda da se¢im
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yapma problemi ile kars1 karsiya kalabilirler. £ tahmin edicisinin yanlilifi ile

varyansi ﬁ’nm MMSE degeri ile olgiiliir. ﬁ’nm MMSE’si, (1.11.)’de ve

(1.12.)’de verilmistir.

B ve B, , L ‘nn iki tahmin edicisi olarak verilsin.

MMSE ( Bl)—MMSE ( ,52) farki n.n.d. matris ise, ,52 tahmin edicisinin

MMSE’sinin ,Bl tahmin edicisinden daha iyi oldugu séylenir.
Bir tahmin edicinin iyiliginin bir baska Ol¢iitii de genellestirilmis MSE
(GMSE)’dir. 3 ‘nin GMSE’si,

GMSE(ﬁ):E[(ﬁ— 5) B~ ,B)} @10)

olarak tanimlanmugtir. Burada B , n.n.d. bir matristir.

SMSE ( Y ) , GMSE ( Y ) ‘nin 6zel bir halidir. Burada B = [ ’dir. Trace’i
uygulayarak

SMSE () =1r [MMSE( ﬁ)} - tr(V ( ﬁ)) + [Bias ( ﬂ)] [Bias ( ﬁ)]
esitligi elde edilir.

Eger, MMSE (,51 ) - MMSE (,52 ) bir  n.nd.  matris  ise,
SMSE ( ,Bl) > SMSE ( ﬁz) ‘dir. Sonucun tersinin dogrulugu her zaman miimkiin

degildir. Ayrica Theobald (1974), MMSE( ﬁl)—MMSE( ﬁz)bir n.n.d. matris

oldugunda, tim n.n.d. matrisler B i¢in, GMSE ( ﬁl)>GMSE ( ﬂ;) oldugunu

kanitlar. Bu nedenle MMSE kriteri, SMSE ve GMSE kriterinden daha giigliidiir.
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SMSE’nin ana kriter olarak segilmesi, MMSE i¢in kosegen disi elemanlarin
gormezden gelindigi anlamina gelir. Dolayisiyla, iki tahmin ediciyi MMSE
kriterine gore karsilastirmak daha uygun olabilir. (1.1.) ve (4.6.)’dan,

V(B(r.d))=0T,8(r 1) A,'S (r,d)A,S(r.d)A'S (r,1) ' T,

seklinde  bulunur. E (ﬁ’(r, d)) =T.S(r, 1)_1 A'S(r,d)AT'B ve

p=r-p-r

TrS(r,l)_lArTr'—Ip:TrTr'—TrS(r,l)_lTr'—Ip=—(T T +TrS(r,1)_1Tr')

‘yi kullanarak,
Bias(f(r.d))= [(d 0TS (r1)' T —Tp_er'_,} B
elde edilir ve burada S (r, d) = (Ar + dlr) ‘dir. Boylece, ﬂA(r, d) ‘nin MMSE’si,

MMSE(J(r.d))= 0TS (r.1) ' A,'S(r.d) A, S (r.d)A'S (r.1) T/
J@-vrsey't-rn]s an

p-—r- p-r

xﬂ’[(d “DTS(r1)' T —TP_VT;_,}

seklinde verilir.
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44.1.1. r—d Smfi Tahmin Edicisinin PCR Tahmin Edicisiyle

Karsilastirilmasi

Burada MMSE ( BPCR)—MMSE ( Vi (r,d )) farkim arastirmak  igin
Trenkler ve Toutenburg (1990), Rao ve Toutenburg (1995) v.b. bir ¢ok farkli
yontem kullanilabilir. Sarkar (1996), Baksalary ve Trenkler (1991) tarafindan

verilen teoremin, bu ¢alismalarin bir genellemesi oldugunu 6nermistir. Bu nedenle,

Baksalary ve Trenkler (1991) tarafindan 6nerilen teorem kullanilmustir.

Lemma 4.2. (Baksalary ve Trenkler (1991) ¢

nxp

, X p boyutlu kompleks
matrislerin kiimesi ve H, Hermityen matrislerden olusan ¢, in alt kiimesi
olsun. Ayrica, verilen Le ¢, ,, L sembolleri, ER(L) ve g(L) konjuge (eslenik)
tranpoz anlamina gelir ve genellestirilmis tiim inverslerin kiimesini ve sirasini

gosterir. A€ H, verilsin, a, ve a, € lineer bagimsiz, a, & iR(A) kosulu ile,

nx1

A" eg(A) igin, f;=a;Aa, : i,j=12 ve
5= [af (1,-447) (1, —AA)aJ/[af (1,-447) (1, —AA)al} “dir.

Boylece, A+ alaf —aza: yalnizca asagidaki kosul kiimelerinden herhangi birinin

saglanmasi durumunda n.n.d. olur:

(a) A n.nd., q eiR(A) , a, GSR(A) ve
(f“+1)(f22—1)3|fl2|2
(b) A nnd., g, €R(A), a,eR(A:q,) ve

>

%

(az—sal) A_(czz—sal)él—|s|2 ,

() A=UAU -dvv , q, eiR(A), a, eiR(A), v'a, #0 ve
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(£ +1)<0, (fo-1)<0, (£, +D)(foo =1 2| f] -

Burada (U :l)) bir alt matris, A pozitif tammli kdsegen matris ve & pozitif bir

skalerdir. Ayrica, (a)-(c) kosullarimin timi A~ eg(A) ‘nin  se¢iminden
bagimsizdir.

Teorem 4.15. MMSE (,BPCR ) - MMSE(B(r, d)) nin n.n.d. olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul peN (W1) olmasidur. Burada N (W]) ,

W, = [(1—d)/0':|[2(1 -d)I, +(1 - dz)A;1 ]_1/2 T’ ‘in sifir uzayidir.

44.1.2. r—d Smifi Tahmin Edicisinin Liu Tahmin Edicisiyle

Karsilastirilmasi

Teorem 4.16. r—d smifi tahmin edicisinin Liu tahmin edicisinden daha iyi

olmasi igin gerek ve yeter kosul feN (Wz) olmasidir. Burada N (Wz),

_ -1 A1/2 ’ .t
W,=0 A, T, ‘ninsifir uzayidir.

441.3. r—d Smfi Tahmin Edicinin hem PCR hem de Liu Tahmin
Edicilerine Olan Ustiinliik Kriteri

Teorem 4.17. r—d smfi tahmin edicisinin hem PCR hem de Liu tahmin
edicisinden daha iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul e N (W3) olmasidir.
Burada, N(V[Q) W, = (1 / O')A*(d)”zT, “lin sifir uzayidir.

Boylece, r—d sinifi tahmin edicinin OLS, PCR ve Liu tahmin

edicilerinden {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Ne yazik ki

bu kosullar, bilinmeyen £ , o’ parametrelerine ve ayrica Liu tahmin edicisindeki
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d segimine baghdir. [ , o’ ve d ’nin bilinmedigi dikkate almirsa, teoremlerde

elde edilen kosullarin saglanacagi goz ardi edilemez. Bu bilinmeyen parametreler

nedeniyle, sonuglarin ¢ok¢a Ol¢iilii olabilecegi kastedilmistir. ¥ —d simfi tahmin
edici f , o’ ve d’nin belirli degerleri i¢in diger tahmin edicilerden daha iyi
performans gosterirler. Ancak bu durum, digerleri i¢in daha kotii olabilir. Bu
nedenle, [ ve o”’yi yansiz tahmin edicileri ve uygun bir d tahmini ile

degistirmek veya bu parametreler hakkinda 6n bilgi kullanilmasi pratik sonuglara

yol acar.

4.4.2. Kosullar icin Hipotez Testleri
Bu teoremlerde elde edilen gerek ve yeter kosullar, bilinmeyen £ ve o’

parametrelerine baglidir. Bir arastirmacinin bu kosullara giivenmesi i¢in bir takim
sebepleri olmas1 gerekir. Hipotez testleri bu anlamda ¢ok onemlidir. Belirli bir
durumda kosullarin saglanip saglanmadigini degerlendirmek icin bir test

prosediiriiniin iyi bir yontem olabilecegi kastedilir.

& ‘nin normal dagihm N (O, azln) varsayimi altinda, (1.1)’de verilen

genel lineer model i¢in test tiiretilebilir:
H,:Wp=0, i=12.3. (4.12.)

Genellestirilmis olabilirlik orani,

max(ﬁ,az) inw |:L(ﬁ’ 02 : y):|
v(y)= -
max(ﬁ',az) in Q |:L(ﬂ’ o - y):|
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seklinde verilir. Burada L ( 5, o’ y) olabilirlik fonksiyonu,
Q:{(ﬂ,dz)IﬂEEp,O'2>0} ve

©={(B.0%): B E, W,p=0,0">0,i=1,2,3} dir. Burada, W, , i=1,2,3

‘nin sifir uzaymin @ oldugu goriiliir.
Ranki g ve boyutu gX p olan W, verilsin. Sonrasinda (4.12.)’de verilen

test icin genellestirilmis olabilirlik orani test istatistigi,

Wz(np](wﬁ)[wxmlw}l(“’ﬁ) (4.13.)

q V[ 1L=XX"]y
seklinde verilir. W , ¢ ve n— p serbestlik derecelerine sahip, merkezi olmayan

bir F' olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Merkezi olmayan parametre,

-1

(W) | W (xx)"' W, | (Wp)

1
207

ﬂ:

ifadesi ile verilir. H,, alunda W, F (q,n— p) dagilimia sahiptir.

(4.12)’de verilen hipotez, W, =0, i=1,2,3 bagmntilarinin saglanip

saglanmadigini test etmek i¢in kullanilir. Baska bir deyisle, (4.12.)’de verilen
hipotez testleri r-d sinifi tahmin edicisinin, PCR ve Liu tahmin edicilerinden ve her

ikisinden MMSE’ye gore daha iyi oldugu i¢gin ifade edilebilir. Teorem 4.15.’de

verilen gerek ve yeter kosul € N (W1 ) olarak elde edilir ve bu,

(ﬂj[z(l—d)lr +(1-a*)a ] p=0 (4.14)

o
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12
anlamma gelir. [(l—d)/a][Z(l—d)Ir+(1—d2)A;1] , 0<d <1 matrisi
p.d. oldugundan dolayi, (4.14.) ile verilen kosul Tr',B =0 ‘a esit olur. Tr',B =0,

,3 (r,d ) veya /?PCR ‘nin kullanilip kullanilmayacagina karar vermek icin bir

temel saglar. Yani, r —d smifi tahmin edicisinin mi yoksa PCR tahmin edicisinin

mi kullanilacagina karar verilmesi i¢in bir temel saglar. Benzer sekilde, Teorem

4.16.’daki gerek ve yeter kosul e N (W2) ‘dir ve bu,
—1A 12 ' 4
o'A” T B=0 (4.15.)

anlamina gelir. o’lA;f matrisi p.d. oldugundan dolay1, kosul (4.15.), 7, .5 =0

’a esit olur. TI;“B =0, ,é (r,d) veya ﬁ , ‘nin kullanilip kullanilmayacagina

karar vermek i¢in bir temel saglar. Yani, r —d sinifi tahmin edicisinin mi yoksa
Liu tahmin edicisinin mi kullanilacagina karar verilmesi igin bir temel saglar.

Boylece, Teorem 4.15. ve 4.16.’dan elde edilen gerek ve yeter kosullar sirasiyla
T'f=0 ve T, . =0 olarak verilebilir. Oyleyse hipotez testleri,

H,:T'f=0 (4.16.)
ve

H,:T'_ =0 (4.17.)

p—r

(4.12.)’nin  6zel durumlaridir. Normallik varsayimi altinda, T,',B (r,d ) ,

o’S (r,l)_1 A'S (r,d)ArS (r,d)A;'S (r,l)_1 kovaryans matrisi ve
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S (r,l)fl A'S (r,d )A,T,' [ beklenen degeri ile normal dagilima sahiptir. Ayrica,
Tp’frﬁ(p -7, d) , S (p — r,l)_1 A;{rS (p -, d)A[HTp’frﬂ beklenen degeri ve
oS (

p—r, 1)_1 A;lrS (p- r,d)AIHS (p-r. d)A;rS (p—r. 1)_1 kovaryans
matrisi ile normal dagilima sahiptir. Bu nedenle, (4.16.) ve (4.17.) i¢in (4.13.)’iin

0zel durumlari olan test istatistikleri sirasiyla asagida verilmistir:

1
r ee 207

n :(n—pjﬁ'(r,d)T,A,T!/?(nd) : F(r P ﬂ’T,A,T,'ﬁ]

ve

F. = n—p ’é'(p_r’d)TP*rAp—er—r’ﬁ(p_r’d)
o p-r e'e
ﬂ’TP*rAp—er—r'ﬂ

UOF| p—r,n—np,
5 P 207

Burada e'e = y'[ln - XX_] y ‘dir.

r—d simnifi tahmin edici ,3 (r,d ) ‘nin, OLS tahmin edicisi ﬁ ‘dan daha
iyi olmast i¢in gerek ve yeter kosul o B'TA (d)T'B <1 seklinde yazilabilir. Bu
nedenle, MMSE’ye gore ,BA (r,d ) ‘nin ﬁ ‘dan daha iyi olup olmadig: test
edilmek isteniyorsa, H,:0 'BTA (d)T'S<1 hipotezi test edilebilir.

J’IA*(d)UZT'ﬁAD N(o"lA*(d)”zT'ﬂ, A*(d)A") normallik varsayimi altinda,

test istatistigi,
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F :[n—pJﬁA"TAT'ﬂA . F(p’n_p,ﬂ'T/\T’ﬂj

207

seklinde verilir.
Boylece, eger H, kabul edilirse, teoremlerdeki kosullarin gegerli olacagi

soylenebilir. Yani, r—d smifi tahmin edicisinin MMSE’si diger tahmincilerden

daha iyi olacaktir.

4.4.3. r—d ve r—k Smfi Tahmin Edicilerinin MMSE Karsilastirmalari
Burada amag¢, iki tahmin edicinin {stlinligiini MMSE’ye gore
incelemektir. Baye ve Parker tarafindan onerilen r—k sinifi tahmin edicisini ve
(4.11.) 'de verilen MMSE ile r —d simifi tahmin edicisi diigtiniilsiin.
Bir kez daha, Baksalary ve Trenkler (1991) tarafindan verilen teorem goz
Oniine alindiginda, n.n.d. MMSE ( [;’ (r, k)) — MMSE ( ,BA(r, d )) farki igin gerekli
ve yeterli kosullar bulunacaktir.

Teorem 4.18. MMSE(,@(;’, k)) - MMSE (ﬂA(r, d)) farkinin n.n.d. olmasi igin

gerek ve yeter kosul (l—k—d)/ll.—deO ve (1+k+a’)2—8kd£0

esitizliklerinin birlikte saglanmasidir.

4.5. Iki Paremetreli (TP) ve PCR Tahmin Edicilerinin Birlesimi

Coklu i¢ iligki problemini gidermek i¢in yeni bir tahmin edici sinifi, yani
iki parametreli temel bilesenler (PCTP) tahmin edicisi Onerilmistir. Yeni tahmin
edicinin PCR tahmin edicisi, r—k smfi tahmin edicisi, r—d smifi tahmin
edicisi ve ve Chang ve Yang (2012) tarafindan Onerilen iki parametreli tahmin

edicisi lizerindeki tistiinligii MMSE Kkriterine gore ele alinmuistir.
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(1.1.) ile verilen dogrusal regresyon modelini diisiinelim. Gauss-Markov
teoremine gore (1.1.)’in OLS tahmini (1.3.)’te verilmisti. Bununla birlikte, birgok
sonu¢ c¢oklu i¢ iliski varliginda OLS tahmin edicisinin artik iyi bir tahmin edici
olmadigini kanitlamistir. Bu problemi ortadan kaldirmak veya siddetini azaltmak
icin Stein tahmin edicisi (Stein, 1956), PCR tahmin edicisi (Massy, 1965), Ridge
regresyon tahmin edicisi (Hoerl ve Kennard 1970), daralma tahmin edicisi (Mayer
ve Willke, 1973) ve MRR tahmin edicisi (Swindel, 1976) gibi birgok yeni yanl
tahmin ediciler nerilmigtir.

Yang ve Chang (2010), Ridge regresyon tahmin edicisini ve Liu tahmin
edicisini birlestirerek , OLS, Ridge regresyon ve Liu tahmin edicilerini iceren iki
parametreli tahmin ediciyi dnermistir .

Burada amag¢, TP tahmin edicisini PCR tahmin edicisi dogrultusunda
modifiye ederek regresyon parametresini tahmin etmek i¢in yeni bir tahmin edici
onermek ve lineer regresyonda coklu i¢ iligski probleminin iistesinden gelmek icin

alternatif bir yontem sunmaktir.

4.5.1. Onerilen Tahmin Edici
Yang ve Chang (2010) tarafindan onerilen TP tahmin edici,

Bk, d)=F,p(k)=(XX +1)" (XX +dI)(XX +kI)" XYy (4.18)

olarak verilmistir. Burada, £k >0 ve 0<d <1 ‘dir. TP tahmin edicisinin, OLS,
Ridge regresyon ve Liu tahmin edicilerinin k ve d parametresinin uygun
secimleri i¢in 6zel durumu olan genel bir tahmin edici oldugu goriilebilir.

Ozkale (2009)’un énerdigi benzer ydntem izlenerek, (1.1.) modelinin (3.9.)
ile verilen doniislimii goz Oniine alindiginda, bu doniisiime ait tanimlamalar

(3.13.)’te verilmistir.

TP tahmin edicisinin tanimini uygulayarak, ¢, nin TP tahmin edicisi,
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1

1 _
&, (k.d)= (zr’zr N 1,) (Zr'Zr vl )(zr’z,, + klr) Z'y  @19)

r

seklinde tanimlanir.

Daha sonra £ ‘nin karsilik gelen tahmin edicisi,
A , -1 , , -,
B.(k.d)=T, (T, XXT, +1,) (T, XXT, +d1,)(7; XXT, +k1r) T'XYy (4.20.)

olur. Elde edilen yeni tahmin edici, asagidaki prosediirle de elde edilebilir. Xu ve
Yang (2009), r —k sinifi tahmin edicisinin ve » —d smifi tahmin edicisinin (4.1.)
ve (4.6.)’da verildigi gibi yeniden yazilabilecegini ortaya koymustur.

Boylece, buradaki prosediir ve TP tahmin edicisinin tanimindan yola

c¢ikarak, yeni tahmin edici,

B, (k,d)=TT B(k,d)=TT (XX +1)" (XX +dI)(XX +kI)" XY

1 -1
=T (T,’XXT, + 1,) (T,’XXT, +d1,)(T,’XXT, +k1,) T'XYy 4.21.)
seklinde verilir.

Asagida ,ér (k ,d ) ’nin 6zel durumu olarak PCR, r—k smifl, r —d smifi

ve TP tahmin edicilerini igeren genel bir tahmin edici oldugu verilmistir:

A

~ ' -1,
B,(0.1)= oy =T, (T, XXTr) T XY ,PCR tahmin edici,

ﬁAr(k,l):ﬁA(r,k)zTr(Tr'XXTr+klr)_1Tr’X'y , r—k smifi tahmin
edici,
£,(0.4)= B(r.d)=T, (1 XXT, +1,) (1/XXT, +a1,)T/X5

r—d smifi tahmin edici,
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B, (k.d)=p(k,d)=(XX+1)" (XX +dl)(XX +kI)" Xy , TP

tahmin edicidir.

4.5.2. Yeni Tahmin Edicinin Ozellikleri

PCTP tahmin edicisinin yanlilik vektorii ve varyans-kovaryans matrisi,

Bias B, (k.d))= (1.5 (1) 'S (rd) S (k) 'AT =1,)8 @22
ve
Cov(B,(k.d))=o"T.S(r,1) " S(r.d)S(r.k)" AS(rk)" @23
xS (r,d)S(r,1)" T
seklinde verilir. Burada S (r,d)=(A, +dI,) ve S(r,k) =(A,+kl,)" “dir.

(4.22) ve (4.23.) “iin birlesiminden, /3, (k,d)tahmin edicisinin MMSE

degeri asagidaki gibi verilir:

MMSE(/?, (k,d)) =’ T.S(r,1) " S(r.d)S(r.k) AS(r,k)" S(r,d)S(r )" T/
HTS (1) S (rd)S (rk) AT -1, )8

!

<B(T.5(r1) " s (rd)S (rk) ' AT - 1,) (4.24)
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4.5.2.1. PCTP Tahmin Edicisinin PCR Tahmin Edicisiyle Karsilastirilmasi

,BPCR , k=0 ve d =1 oldugunda ,Br (k,d ) nin 6zel bir hali oldugundan,

Pocx nin MMSE’si

!

MMSE (B, )= °T AT, + (TrTr' _ I)ﬂﬂ’(TrTr' - 1) (4.25)
seklinde verilir. Bu nedenle,
MMSE (oo )~ MMSE (B, (k,d)) = A +aa, - a,a,

‘dir. Burada,

r )

A =0T, (A =S (r1)" S (r.d)S(r k)" A,S(r.k) " S(rd)S(r1)" )T,
a=(T7~1,) ve ay=(T,5(r1) ' S (r.d)S (k) AT =1,) B an

T'T =1 , T, T, =1, ve T,H'Tr =0 oldugu goz 6niine alinirsa,

r p-r = p-r p-r

bazi cebirsel sadelestirmelerden sonra,
A =c"TS(r1)" S(r.k) BS(r,k)" S(r1)" T,

seklinde ifade edilir. Burada her k>0 ve 0O<d<1 igin
B=2(k+1-d)A} +(k* +4k +1-d*)A, +2k (k+1)+Kk*A,™ >0 dr.

A, ‘in Moore-Penrose tersi olan A",
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A =0T S(r,1)S(r,k)B'S(r,k)S(r.1)T’

seklinde verilir.

AA" =TT ve AAla, #a, ‘ielde etmek kolaydir, boylece a, € R(A)
‘dir. Bu nedenle Lemma 4.2. ‘nin (a) bolimini uygulayamayiz.
a,—a,=-T,S(r1)" S(r.k) [(k+1-d)A, +k]TB igin,  burada
m=-0"TS(r1)S(r.k)B"'[(k+1-d)A, +k]|T'B “dr. a,eR(Alq)

oldugundan Lemma 4.2.’nin (b) boliimii uygulanabilir. s ‘nin tanimindan s =1
elde edilir. Lemma 4.2.’den PCTP tahmin edicisinin PCR tahmin edicisinden daha

iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
(az _al) Al (az _a1) =1, A A A =1, Ay <0
‘dir. Buradan yola ¢ikarak,

n'An =0 BT [(k+1-d)A, +k |B'[(k+1-d)A, +k]T'B
= BWW,520
seklinde verilir. Burada W, = 'B™"" [(k +1-d)A, + k:ITr' ve W,8=0 kosulu

olmak iizere, f € N (W1) anlamina gelir ve W, ‘in sifir uzay1r N (Wl) ‘dir.

Yukarida yapilan analizlere istinaden, agagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.19. MMSE kriterine gore, PCTP tahmin edicisinin PCR tahmin

edicisinden daha {istiin olmasi igin gerek ve yeter kosul € N (Wl) ‘dir. Burada

N (W] ) W =0c"'B" [(k +1-d)A, + k]Tr' ‘nin sifir uzayidir.
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4.5.2.2. PCTP Tahmin Edicinin 7 — % Sinifi Tahmin Ediciyle Karsilastirilmasi
Burada, PCTP tahmin edicisiyle r—k smfi tahmin edicisi arasindaki

karsilastirma ele alinacaktir. (4.24.)’deki denklemde d =1 yazilirsa,

MMSE(B(r.k)) =TS (k) A,S(rk)'T, +(T,S (rk) ' AT ~1)B

!

xﬁ’(T, S(rk) AT ~1 ) (4.26.)
seklinde olur. Boylece, (4.24.) ve (4.26)’dan asagidaki ifade bulunur:
MMSE (B (r,k)) - MMSE( B, (k.d)) = 4, +aa —aa, .

Burada

A, =0 (1-d)T,S(r.1)" S(r.k) ' [2A] +(1+d)A, |S(rk) ' S(r.1)' T
a = (7;3 (rk) AT -1, ) Vi ve
ay = (TS (r1) " $(rd) S (r k) AT =1, ) “a

A2 ‘nin Moore-Penrose tersi,

A Zﬁd2T,S(r,1)S(r,k)[2A§+(1+d)A,]‘S(r,k)s(r,l)Tr'

seklinde verilir. A,A] =TT." ve A,Aja, #a, ‘dir. Boylece, a, ¢ R(A,) ‘dir. Bu

nedenle Lemma 4.2. ‘nin (a) boliimiinii uygulayamayiz.
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a,~a,=—(1-d)T,S(r,1)" S(r.k) AT B=An, icin burada,

=0 TS (r1)S(rk)[282 +(1+d)A, | AT/ “dr. a,eR(4,iq)
oldugundan Lemma 4.2.’nin (b) boliimii uygulanabilir. s ‘nin tanimindan s =1

elde edilir. Lemma 4.2.°den PCTP tahmin edicisinin r—k smifi tahmin

edicisinden daha {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

!

(aZ _al) A, (az ! ) = 772'A2,A2_A2772 = 772’A2772 <0

olmasidir. Bununla birlikte asagida verilen ifadenin elde edilmesi kolaydir.

o (=d) ) T
s Ay = BT, 2(1-a)1,+(1-d*)A,' | T/

=W, W,>0, 0<d<l.

Burada W, :(ﬂjp(l—d)lr H(1=d?)AM ] T i
(o2

Bu nedenle, PCTP tahmin edicisinin PCR tahmin edicisinden daha iyi

olmast igin gerek ve yeter kosul W, =0 ‘dir ve feN (Wz) anlamia gelir.

Burada N(W,) W2=(ﬂj[2(l—d)1r+(1—d2)Ar1T/2Tr' ‘nin  sifir
o

uzayidir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.20. MMSE kriterine gore PCTP tahmin edicisinin, » —k sinifi tahmin

edicisinden daha iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul € N (Wz)’dir. Burada

1-d

N e -
- j[Z(l—d)Ir+(l—d )ArJ T. ‘nin sifir uzayidr.

N(W,), sz(
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4.5.2.3. PCTP Tahmin edici ile 7 —d Sinifi Tahmin Edicinin Karsilastirilmasi
(4.24.)yde k=0 verilsin. r—d smfi tahmin edicisi ﬁ(r,d) ‘nin

MMSE’si,

MMSE(B(r,d)) =TS (r,1)" A,'S (r,d)A,S (r,d)A'S (r,1) T,
TS (R NS (nd)AT -1) 8
x ,B’(Tr S(r1) AS'S(r,d)AT, ~1 ) (4.27)
seklinde verilir. Sonra (4.24.) ve (4.27.)’den asagidaki ifade elde edilir:

MMSE (B (r.d))-MMSE (B, (k.d))= A, +a,a —a,a; .

Burada

r

A =Ko T.S(r1)" S (rd)S (k)" (%1 +A;‘jS(r,k)l S(r.d)S(r1)' T’
a = (T,,S (r1) AS(r.d)AT' —Ip) B ve

a = (TS (r1) " (rd) S (r k) AT =1, ) -a

A = (s () S(r,k)(%]r +A;1jS(r,k)S(r,d)l ST

ve

a,—a,=-kT,S(r,1)" S(r,d)S(r.k) T, B = An,
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-1
dir. Burada 7, :—kl TrS(r,l)S(r,ai)_1 S(r,k)(%lr+Arl] T'pB “du.

0_2
Lemma 4.2.’nin (b) boliimii uygulanarak, PCTP tahmin edicinin r—d

sinifi tahmin ediciden daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

(az —a ), Ay (az - al) = 773’A3,A;A3773 = 773’A3773 <0

seklinde verilir. Buradan,

1

DA, =0 BT, [ 21, +Arlj T/ = BW,W,5>0

-1/2
2 '
olarak yazilir. Burada W, =o' (; I + A;lj T “dir.

Bu nedenle, MMSE(,B(r, d)) - MMSE (ﬁ: (k, d)) >0 olmasi igin gerek

ve yeter kosul W, =0dir ve SN (WS) anlamina gelir. Burada N (V[Q) A

“in sifir uzayidir. Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.21. MMSE kriterine gore PCTP tahmin edicisinin, r—d tahmin

edicisinden daha iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul € N (W3) "diir. Burada

—-1/2
N (W3 ), W,=c" [% I + ArlJ Tr' ‘nin sifir uzayidir.

4.5.2.4. PCTP Tahmin Edici ile TP Tahmin Edicinin Karsilastirilmasi

(4.24.y’de r = p alinarak, TP tahmin edicisi olan ,HA (k,d ) ‘nin MMSE’si,
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MMSE(B(k.d))=o"TS (1) S (d)S (k) AS (k)" S(d)s(1) T’

(T (1) S(d)S (k) AT'-1,) 8
xﬂ'(TS (1) 8(d)S (k)" AT -1, ) (4.28))
seklinde verilir. Burada S (d) = (A + dlp) ve S (k)_I = (A + kIp )_] ‘dir.

(4.24.) ve (4.28.) denklemlerinden,
MMSE(ﬁ(k, d)) —MMSE(,ér (k, d)) =A, +aa —a,a,

elde edilir. Burada,

A, :aszer(p—r,l)fl S(p—r,d)S(p—r,k)f1 AIH_S(p—r,k)f1 S(p—r,d)S(p—r,l)f1 T]H'
a,=(TS (1) S(d)S (k) AT =1, )8 ve

a=(TS(r1)" S (rd)S(rk) AT ~1,) -an

A :szTp_rS(p—r,l)S(p—r,d)_lS(p—r,k)A:_rS(p—r,k)S(p—r,d)_lS(p—r,l)Tp_r'

seklinde yazilir. A,A; =Tp_er_r' ve A,A,a, #a, bulunur. Bundan dolayz,

a, & 93(144) ‘tiir. Baz1 cebirsel sadelestirmeler sonucunda,

a,~a,==T,S(p-r1) S(p-r.d)S(p-r.k) AT, B=An <0

p-r= p-r

ifadesi elde edilir. Boylece,

mAn, = o T _AN T 'ﬂ = ﬂ'W4'W4ﬁ >0

p-r p—r— p-r
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!

ifadesi elde edilir. Burada W,=oc 'A"’T dir. Boylece kosul,

p—r-p-r
n,Amn, =BW,W,f=0"a doniisiir . Bu nedenle, PCTP tahmin edicinin TP

tahmin edicisinden daha tstiin olmas: i¢in gerek ve yeter kosul W, =0 ‘dir ve

ﬂeN(W4) anlamina gelir. Burada N(W4) , W4=(771Allfer " ‘nin sifir

uzayidir. Benzer sekilde asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.22. MMSE kriterine gore, PCTP tahmin edicisinin TP tahmin

edicisinden daha iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul € N (W4)’tiir. Burada

N(W4) W, = GilA]zfer— :

. ‘nin sifir uzayidir.
4.6. Lineer Regresyonda Kisith r—k Smmfi Tahmin Edici ve Kisith »—d
Sinifi Tahmin Edici

Coklu i¢ iligki problemi istatistik biliminde ¢ok iyi bilinmektedir. Simdiye
kadar, bu problemin ¢dziimii i¢in bir¢ok iyilestirici galigmalar dnerilmistir. Popiiler
olan bir yontem, Massy (1965)’in PCR tahmin edicisi, Hoerl ve Kennard (1970)‘in
ORR tahmin edicisi ve Liu (1993) *nun Liu tahmin edicisi gibi uygun yanli tahmin
edicileri degerlendirmistir. iki farkli tahmin edicinin birlesiminin, her iki tahmin
edicilerin avantajlarini saglayabilecegini gdz Oniine alarak, Baye ve Parker (1984)
ile Kaciranlar ve Sakallioglu (2001), sirasiyla ORR tahmin edicisi ve Liu tahmin
edicisini PCR tahmin edicisi ile birlestirerek, r—k sinifi tahmin edicisini ve
r—d smifi tahmin edicisini 6nermistir. Ozkale ve Kagiranlar (2008), r —k smifi
tahmin ediciyi, Pitman’in kriterine gore OLS tahmin edicisiyle karsilastirmistir.
Ozkale ve Kagiranlar ayrica, MSE matris kriterine gore r —d sinifi tahmin ediciyi;
PCR tahmin edici, r—k sinifi tahmin edici ve Liu tahmin edici ile

karsilastirmislardir. Liu (2003,2004), ORR tahmin edicisini ve Liu tahmin ediciyi
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birlestirerek Liu-tipi tahmin ediciyi (LTE) tamimlamistir. Yang ve Xu (2008) , LTE
icin parametre se¢imini incelemislerdir.

Coklu i¢ iligki problemini ¢ozebilmek i¢in alternatif bir yOntem,
bilinmeyen parametreler {izerindeki bazi kisitlar ile parametre tahminlerinin
dikkate alinmasidir. Sarkar (1992), Kaciranlar ve arkadaslar1 (1999), ORR tahmin
edicisini ve Liu tahmin edicisini kisithh OLS regresyon tahmin edicisi ile
birlestirerek sirasiyla, kisitli ridge regresyon tahmin edicisini ve kisith Liu (RL)
tahmin edicisini tanimlamiglardir.

Kisith »—k smifi tahmin edicisi, » —k smifi tahmin edicisinin ve kisith
ridge regresyon tahmin edicisinin genellestirilmesi olarak kabul edilirken, kisith
r—d smfi tahmin edicisi de kisith Liu tahmin edicisi ve r—d sinifi tahmin
edicisinin genel bir durumudur. MSE kriterine gore, kisith r—k  smifi tahmin
edici ve kisith r—d smifi tahmin edici sirasiyla, kisith ridge regresyon tahmin
edici ve kisith Liu tahmin edici ile karsilastiriimstir.

(1.1.)’de verilen ¢oklu lineer regresyon modelini ele alalim ve £ ‘nin
(3.1.)’de verilen kisit1 sagladigini varsayalim. Eger, F,= (S +1 )_1 (S +dI ) ,
W, =(S+kI)'S ve TA;'T) =TT/ TA'T' esitliklerini goz oniine alirsak,
PCR, ORR ve Liu tahmin edicileri asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

Bocw =TT TA'TXYy=TT'S, (4.29.)

plk)=(S+KI)" Xy=W,p.

B,=(S+1)"(1+dS™)Xy=F,B .

(1.1.) ve (3.1.) ile belirtilen kisitli lineer model i¢in Sarkar, Kaciranlar ve
arkadaglan tarafindan Onerilen RRR tahmin edici ve RL tahmin edici sirasiyla

asagida verilmistir:
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ﬂAr (k) :Wkﬁr )

B,=F.pB . (4.30.)

r—k sinifi tahmin edici ve r—d sinifi tahmin edici Baye ve Parker ile
Kagiranlar ve Sakallioglu tarafindan (4.1.) ve (4.6.)’da verilmistir.

(4.29.), (4.1.) ve (4.6.)’da verilen esitliklerden, kK =0 ve d =1 oldugunda,
hem r—k smifi tahmin edici hem de r—d smift tahmin edicinin PCR tahmin

ediciye doniismesi asikardir.
T'T = (I , EO)T'T esitligi verildiginde, kisith » —k sinifi tahmin edicisini

ve kisith » —d sinifi tahmin edicisi verilirse,

T.(A, k) T =T (A, +k,) " (1,:0)T’
=T, ((A, +K,) " i0)T"
=T,(1,:0)(A+kl)" T’
=TT'T(A+K)'T",

T.(A,+1) (I +dAT =T (A, +1,)" (I, +dA,")(1,:0)T’
=T,((A, +1,)" (1, +dA;):0)T"
=TT/T(A+I) (I+dA™)T’

seklinde ifade edilir.

Bu nedenle, r—k smifi tahmin edicisi ve r—d simifi tahmin edicisi su

sekilde yeniden yazilabilir:
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B(r.k)=TTT(A+kI) TXY
=TT,/ (k)
=TTW/
B(r,d)=TT'T(A+1)" (I+dA)TXYy
=17,
=T.T'F,f .

Sarkar, Kagiranlar ve arkadaglarinin ardindan, asagidaki kisith » —k sinifi

tahmin edicisi ve kisith ¥ —d sinifi tahmin edicisi nerilmistir:

B.(r.k)=TT'W,j, 431)
B.(r.d)=TT'F,p, . (4.32)

Kisithh r—k  sinifi tahmin edicisinin tanimindan asagidaki ifadeler elde

edilir:

r=pise, B.(r,k)=W, 5. = f.(k) , RRR tahmin edici,
k=0 ve r=p ise, ﬁA'r(r,k): ', ROLS tahmin edici,

R =0 ise, ,@r (r, k) = TrTr’Wk,BA’ = ﬁA’(r,k) , r—k tahmin edicisidir.
Kisith » —d tahmin edicisi de benzer sekilde elde edilir:

r=pise, B.(r,d)=F,f, =f, ,RL tahmin edici,
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d=1ve r=p ise, ,BAr (r,d) = ﬁA'r , ROLS tahmin edici,

R =0 ise, ,Br(r,d)zTrTr'Fd,BAz,BA(r,d) , ¥ —d tahmin edicisidir.

4.6.1. Onerilen Tahmin Edicilerin Ustiinliigii
Burada ama¢, MMSE kriterine gore, kisith 7 —k simfi tahmin edici ve

kisitli ¥ —d smifi tahmin edicisinin {istiinliik durumunu incelemektir.
M  matrisi i¢in, M', M", rank(M), R(M) ve N(M) sirasiyla,
transpoz, Moore-Penrose ters, rank, kolon uzay1 ve sifir uzayinin kisaltmalaridir.

M >0 ifadesi;, M ‘in nnd ve simetrik oldugu anlamma gelir.

A (M ) 2.2 (M ) , M ‘in siral1 6zdegerlerini ifade eder. Bdoylece, Onerilen

tahmin  edicilerin ~ MMSE’leri tiiretilmelidir. o=h—-Hp ve
A “lpgr “tpgr\7! A 2 i

E(ﬂr):ﬂ+S H (HS H ) o , Cov(ﬂr):a A verilsin. Kisith r—k

siift tahmin edicisinin yanlilik vektorii ve kovaryans matrisi agsagidaki gibi elde

edilir:
Bias(ﬂA (r k)) ( ) p
(TTW I),B+TTWS '‘H(HSH') S
Cov(B, (r.k))=T,1,W, -Cov(B,)- W, T,1,
=TT W AW, TT, .
Bu nedenle,
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MMSE (B, (r.k))= " T,TW, AW, TT + [(TrT/Wk ~1)B+TT WS H (1S H') ' 6 }
X[(TrTr'Wk -1 )/3 +T,T'W,S"H'(HS'H ’)_] 5] (4.33)

dir.
Benzer sekilde, kisith »—d smifi tahmin edicisinin MMSE’si asagidaki
sekilde ifade edilebilir:

MMSE(B, (r.d)) =" 1 FARTT +| (L7 F, ~1) g+ 15, 1 (1715 |

x[(TrTr'Fd—I),B+TrTr'FdSIH'(HSIH’)15} . (434)

(4.33.) ve (4.34.) ile verilen denklemlerde r = p alinirsa, RRR tahmin
edicisinin MMSE’si Sarkar ve RL tahmin edicisinin MMSE’si Kagciranlar ve
arkadaslari tarafindan asagidaki gibi verilmistir:

MMSE (B, (k)) = o*W, AW, +[(Wk ~1)p+W,S"H'(HS'H') 5}

!

x[(Wk —I)ﬁ+W,(S*‘H’(HS*IH')’l 5} . (435)

A

MMSE( y ) =’F,AF, +[(Fd -1+ FdS’lH’(HS’lH’)fl 5}

!

x[(Fd ~1)p+F,S"H'(HS'H') 5} . (436)
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4.6.1.1. Kisitlar Saglandiginda Tahmin Edicilerin Ustiinliigii
Burada kisitlar saglandiginda tahmin edicilerin stiinliigli, yani,

O0=h—HpF=0 ifadesi aragtirnlmaktadir. Bu durumda, (4.33.)-(4.36.)

denklemlerinden kisith r—k smifi tahmin edicisi, kisith r—d smifi tahmin

edicisi, RRR tahmin edicisi ve RL tahmin edicisinin MMSE’lerini,
MMSE (B, (r.k)) = *T.T WAW,TT + (T,T,’Wk - 1)

<pp (TTW, —1)' : (4.37)

MMSE(B,(r,d))= oI, F,AF, T, + (TrTr'Fd = 1)

xﬁﬂ’(TrTr'Fd —1) : (4.38.)
MMSE (B, (k))= "W, AW, +(W, ~1) BB' (W, ~1) , (4.39.)
MMSE (B, )= 0" F,AF, +(F,~1) BB'(F,~1I) (4.40.)

seklinde verebiliriz.

Teorem 4.23. Eger Tr’ATIH =0 ve T, AT, , tersinir ise, kisith r—k sinifi

p-r

tahmin edicinin RRR tahmin ediciden daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
peN (W) olmasidir.

Teorem 4.24. Eger T/AT, =0 ve T, AT, , tersinir ise, kisith r—d smufi

tahmin edicinin RL tahmin ediciden daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

peN (W) olmasidir.
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4.6.1.2. Kisitlar Saglanmadiginda Tahmin Edicilerin Ustiinliigii

Burada kisitlar saglanmadiginda tahmin edicilerin {stiinliigli, yani,
0 =h—Hp #0 ifadesi aragtirllmaktadir. Bu durumda, kisitlar saglanmadiginda,
Kagiranlar ve arkadaslart MSE kriterini kullanarak, RL tahmin edici ile Liu tahmin
edici arasinda bazi karsilastirmalar yapmustir.

(4.33.)-(4.36.) ile verilen denklemlerden, MMSE farklarin1 agagidaki gibi

yazabiliriz:

MMSE(B, (k))-MMSE (B, (r.k)) =0T, (A, , +KI) A, T, AT,

= i ' '
(A, +kI) A, T +bb/-bb,

p—r p-r

MMSE(B,,)-MMSE(B, (r.d))=cT, (A, +1,.) (A, +dl, )T, AT,,

(A, +1,) (A, +dl, )T, .

p—

Teorem 4.25. (3.1.) ile verilen kisitlarin gegerli olmadigimi varsayalim. Eger

T/AT, =0 ve T, AT, , tersinir ise, kisith r—k smifi tahmin edicinin RRR

r p—r
tahmin  ediciden daha iyi olmast i¢in gerek ve yeter kosul

w (Tp'fré‘* + AIHTI;ﬁﬂ) = 0 olmasidir.

4.7. Kisith Olmayan Tahmin Edicilerin Tek Bir Tahmin Edicide
Birlestirilmesi

Burada amag, bir kac regresyon tahmin edicisini (OLS, Ridge, Daralma,
PCR, Liu, r—k ve r—d smfi tahmin edicileri) tek bir tahmin edicide
birlestirmek ve c¢oklu lineer regresyonda kullanilan tahmin ediciler arasindaki

iligkileri aragtirmaktir. Bu yeni tahmin edicinin PCR, r—k smifi, r—d simifi,
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,BA (k,d ), OLS, Ridge, Liu ve Daralma tahmin edicilerine gore daha {iistiin olmasi

icin kosullar SMSE kriterine gdre saglanir ve bu yeni tahmin edici ig¢in yanh

parametrelerinin tahmin edicileri elde edilir.

4.7.1. Yeni Bir Stmf Tahmin Edici
PCR tahmin edici, tahmin probleminin boyutunu azaltan bir yontemdir.

Bunun nedeni, regresyon modelinin boyutunun azaltilmasinin ¢oklu i¢ iligki

3

probleminin  ortadan  kaldirilmasim  saglamasidur. T=(Tr,Tp_r) nin

par¢alanmasindan sonra (3.9.) ile verilen denklem,

y=XIT f+XT, T, f+e

=Za +7Z o, +¢&. (441.)

p—r " p-r

seklinde verilir. Coklu i¢ iligki probleminin PCR yontemiyle kullanilmasi, (4.41.)

ile verilen modelden,

y=Za +s, el (0, o2l ) (4.42.)
seklinde verilen indirgenmis modele gecilmesine karsilik gelir. PCR’ye dayanan

diisiince, o, ‘ye gore

Z'Za =Z'y (4.43.)
seklinde verilen normal denklemdeki sonucun
\Plz(y_zrar) (y_Zrar)
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seklinde verilen ifadeyi minimize etmesidir ve boylece normal denklemin ¢6ziimii

-1
a, :(Z Zr) Z'y (4.44.)

seklindedir. Burada Z, = XT, ve o, =T, 8 “dir. Boylece, (3.14.) ile verilen PCR

tahmin edicisi, @, "yi gergek parametre uzayina doniistiirerek elde edilir.

Eger ¢oklu i¢ iliski, indirgenmis modelde hala bir sorun olmaya devam
ediyorsa, ¢oklu i¢ iliski problemi i¢in yenilik¢i yontemlerin kullanilmasi gerekir.
r—k ve r—d smifi tahmin ediciler bu yontemlerin bir sonucudur.

Coklu i¢ iliski problemi indirgenmis modelde ortaya ¢iktiginda kI ‘yi
Zr'Zr’ye, (4.43.) ile verilen denklemde ekleyerek denklemi ¢ézmek ve gercek
parametre uzayimna geri doniistiirmek [?(r,k ) ‘y1 verdigini gormiistiik. Benzer
sekilde, Liu'nun (1993) de  ifade ettigi benzer diisiinceyi kullanarak f3(r,d)elde
edilmisti. da, =«a, +&" denklemini kullanarak, (4.42.) ile verilen modelle
birlestirerek OLS yontemini uygularsak ﬁ(r, d ) "yi elde ederiz.

Coklu i¢ iliski varhgmda [ 3] <[B| oldugunu biliyoruz . Ridge,

Uyarlanmig Ridge veya /? (k ,d) 'nin elde edilme diisiincelerinin kullanilmasiyla,

(4.42.) ile verilen indirgenmis model kullanilarak, yeni bir tahmin edici bulunabilir.

Indirgenmis modelde ¢oklu i¢ iliski problemi varliginda, @, vektoriinin «,
vektoriinden daha biiyiik olmas1 beklenir, yani ”ar ” < ”&r” olur. &, ’nin daraltici
tahmin edicisinin kolayca goriilebildigi ve da, ’nin &, ’den daha kii¢iik bir

uzunluga sahip oldugu goriilmektedir, yani ”da?, || < ||0?r|| olur. Burada 0<d <1
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‘dir. Bu, dogrusallik nedeniyle ”0?, ” cok biiyilk oldugunda bir care olarak

incelenebilir. Bu nedenle, Swindel (1976) ve Ozkale ve Kagiranlar (2007a)
diisiincelerinin birlestirilmesiyle yeni bir tahmin edici bulabiliriz.

Bir ¢ sabiti ve k Lagrange ¢arpani verilsin. Yeni tahmin ediciyi,
¥, =(y-Za,) (y—Z,ar*)+k[(cxf —dé,) (e _d&,)_c}

seklinde verilen fonkiyonu minimize ederek elde ederiz. ¥, ‘nin «, ve k ya gore

tiirevlerini alir ve ¢oziimii & (k, d ) ile gostererek,
1 i ’
&(k,d):(zr z +k1) (z, y+kd0?r)

ifadesini elde ederiz. Burada &, , (4.44.) ile verilmistir. Orijinal parametre uzayia

geri donersek, kK >0ve 0<d <1 igin,
~ ' -l ' " A
B.(k.d)=T, (T, XXT, +kI,_) (T, XY+ kdT, ﬂPCR) (4.45)

ifadesi elde edilir. (4.45.) ile verilen denklemde, BPCR , (3.14.) denklemi ile verilen
PCR tahmin edicisini temsil eder.

¢ bir sabit ve k Lagrange ¢arpani olmak {iizere, ,3, (k, d ),

‘P3:(af—d&,)’(af—ddr)+%{(y—zraf)’(y—Z,af)—c}

seklinde verilen ifadeyi minimize ederek de elde edilebilir.
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,3, (k, d ) ile ilgili birgok 6zel durum vardr:

1. k, 0’a yaklastiginda veya d 1’e yaklastiginda, ﬁr(k,d ) PCR tahmin
edicisine yaklasir;
Lim,_of3. (k,d) = Bye veya Lim,_,f, (k.d) = Boce

2. d, 0’a yaklastiginda, ,BAr (k,d ) Baye ve Parker’in (1984) onerdigi r—k

sinifi tahmin edicisine doniisiir;

Lim, B, (k,d)= f(r.k) ‘

3. k, I’e yaklastiginda, ﬁl,(k,d ) Kagiranlar ve Sakallioglu’nun (2001)

onerdigi r —d sinifi tahmin edicisi formunu alir;

Lim,_ B, (k.d)= j(r.d)

4. r=p oldugunda, ﬁr(k,d )= ,3 (k,d ) ifadesi Ozkale ve Kaciranlar
(2007) tarafindan onerilmistir.

d —> 0 iken, ﬁr (k,d), ﬂA(r,k) ’ya yaklasir ve d — 1 iken, ﬁr(k,d)
ﬁPCR ‘ye yaklasir. Daha sonra, ,3, (k.d), sabit bir k igin ﬁA'(r,k) "dan ﬁPCR ‘ye
bir yol izler. k — 0 iken, ﬂA (r,k) ve ,3,, (k,d ) "nin her ikisi de ﬂAPCR ’ye yaklagir
ve k — oo iken, ,B(r,k) 0’ave ,3, (k,d) d,éPCR ‘ye yaklagir. Boylece, ﬂA(r,k)
, ,BPCR ’den 0 yoniine dogru bir hareket olarak kabul edildiginde, bir d sabiti i¢in
ﬁAr (k,d), ﬂAPCR "den dﬁPCR "ye dogru bir yol izler. ,Br (k,d), r-k ve r-d sinifi
tahmin edicilerin 6zel bir durumu oldugundan; ayrica, ,@r(k,d ), ,B (r,k) ve

,B(r,d ) arasindaki yapisal benzerlik nedeniyle, bu yeni tahmin ediciyi r-(k,d)

siifi tahmin edicisi olarak adlandiriyoruz. Bu nedenle, k ve d igin uygun yer
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degisikligi yapildiginda veya r = p iken, ﬁr(k,d ) farkli tahmin edicilerin

formunu alacaktir.

4.7.2. Yanhhk Parametreleri k ve d Secimi
Bilindigi gibi, bir tahmin edicinin MMSE’si tahmin edicinin varyansi ile
yanliligin karesinin toplamudir.

(1.1.) ve (4.45.) ile verilen denklemlerden,

Var (B, (k.d))= T, S (r.k)"' S (r.kd ) A;'S (r.kd ) S (r.k) ' T

ve

Bias (B, (k.d))= [k(d )T, (r.k)" T, —Tper’rJﬂ

seklinde bulunur. Burada, S (r, kd ) =A +kdl ve S (r, k) =A, +kl “du.

Boylece, ,BA, (k,d) ’nin MMSE’si,

MMSE (B, (k,d)) = 0°T,S (r,k) " S (r.kd ) A,'S (r,kd ) S (r,k) ' T,

p-—r- p-r

Hk(d-NTS(rk)'T) -7, T, |8

<B | k(d=DTS(r k)" T/ =T, 17, | @6

seklinde verilir.
k ve d’nin dogru se¢imi farkli tahmin edicilere yol agar. Bu nedenle, bu

tahmin edicilerin MMSE’sini (4.46.) ’dan k ve d’nin uygun degerlerini
degistirerek veya r=p ‘yi koyarak elde edebiliriz. Ornegin ,éPCR, /3’ (r,k) ,
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,B(r, d ) ve ﬂA (k, d ) ‘nin MMSE’si sirasiyla, Sarkar (1996), Ozkale ve Kagiranlar

(2007a) ve Ozkale ve Kagiranlar (2007b) tarafindan verilen teoremlerde k =0
veya d=1;d=0, k=1 ve r=p, (4.46.)’da yerine koyularak kolayca elde
edilebilir.

Bir tahmin edicinin SMSE’si, trace’in bu tahmin edicinin MMSE’sine

uygulanmasiyla elde edilir. Boylece, (4.46.)’dan [A?r (k,d ) "nin SMSE’si,

r 5% (4 +kd) +k* (d-1) a2,
= 4 (A +k)

SMSE( B, (k.d)) =

> a? (4.47)

seklinde verilir. d =0 , k=1 ve r=p iken, SMSE ( ,bA’r (k,d )) sirasiyla Baye

ve Parker (1984), Kagiranlar ve Sakallioglu (2001) ve Ozkale ve Kagiranlar (2007)
tarafindan verildi.

Parametrelerin optimal degerlerinin bulunmasi 6nemli bir problemdir.
Ridge ve Liu tahmin yontemlerinde k ve d ‘yi tahmin etmek igin pek ¢ok farkl
yontem Onerilmistir. Genel olarak, optimal degerli yanlilik parametreleri tahmin

edicilerin SMSE’ini en aza indirgeyerek elde edilir. Burada, r—(k,d) smnifi

tahmin edicideki minimum SMSE’yi veren yanlilik parametrelerinin tahmin

edicileri incelenecektir. ,Br (k ,d ) , iki yanlilik parametresi olan k ve d ‘ye bagh

oldugundan , optimal (k, d ) ¢iftini bulmak i¢in ikinci tiirev testi uygulanabilir.
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Iki boyutlu SMSE( ,62_ (k.d ))’nin (ko,do) noktasinda yerel extremum
varsa ve bu noktada siirekli bir kismi tiirev varsa , OSMSE ( ﬁr (ko,do))/ ok =0
ve OSMSE ( ,bA’r (ko.d, )) /6d =0 olur. Oyleyse bu noktay1 bulalim.

k sabit iken, verilen r degeri i¢cin SMSE ( ﬁr (k,d )) 'nin d ye gore
tiirevinin alinmastyla,

OSMSE (B, (k.d)) & 2kA, (0> ~ka? ) +2dk* (o2 + &?4,)

= (4.48.)
od zl A (A +k)

elde edilir ve sifira esitlenmesiyle d degeri,

dy=—" (4.49.)

seklinde verilir. Ayrica,

OSMSE (B, (k.d)) &, 26° (4 +kd)(d ~1)
ok = (A+k)

. 2k (d-1) e} 4,

(4.50.)
(4 +k)’
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2

O
seklinde verilir. d,, 1 (4.50.) de yerlestirilmesi ve sifira esitlenmesiyle k, =—,
(94

i=1,2,...,r seklinde bulunur.

Simdi tahmin edicilerin karsilastirilmalarimi ele alalim:

4.7.3. r—(k,d ) Smifi Tahmin Edicinin SMSE Kriterine gore Bazi Tahmin
Ediciler Uzerindeki Ustiinliigii

r—(k,d ) sinifi tahmin edici, kK =0 oldugunda veya d =1 oldugunda
PCR tahmin edicisi olur. Boylece, (4.47.)’den ﬁPCR’nin SMSE’si,

SMSE (3, (kd)) deki k=0 veya d =1 ‘nin,

)4
Yo 4.51)

seklinde degistirilmesiyle elde edilir. ,3, (k,d )’nin BPCR ’ye olan tistiinliigii igin
SMSE ( ,5’ pCR ) - SMSE ( ﬁAr (k, d )) farki g6z oniine aliabilir.

Teorem 4.26a. N = {1, s r} verilsin. SMSE (ﬁPCR ) - SMSE (/;’r (k, d)) farki,

asagida verilen ifadeler icin pozitiftir.

@A) Her ieN, icin, aizﬂi —o’>0 ise,
k <min,_ {2(72/1i /((af/Ii -0’ ) —d (afﬁi +o’ ))} ve

0<d<min_, {(a/4-0")/a}%+0’} dir.
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(ii) Bazi i €N, icin, aizil. —o*>0ise, k>0 ve
max {0, max,_, {(afﬂi ~o?)/ (af/y +o’ )}} <d <1 “dir.

(iii) Her i € N, i¢in, a4, —o” <0 ise, k >0ve 0<d <1 ‘dir.

Teorem 4.26b. d < min,_, {aiz /((0'2 /4 ) +a) )} iken, SMSE(,@r (k, d)) ’nin
SMSE ( [3 PCR) ’den daha istiin  olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
0<k <min,_ {0'2 /(0{1.2 —-d ((0'2 //Ii)+ 0{?))} olmasidur.

Teorem 4.27. Her i=1,..,r igin kaf —o0?>>0 verilsin. Boylece,
0<d <Y (k& =) (4 +k) 1Y k(o> +a’4)1 24 (4 +k) <1 igin,
i=1 i=1

SMSE’ye gore ,3, (k,d) "nin ,BA (r,k) ’dan daha iistiin olmasi igin gerek ve yeter
kosul d ‘nin pozitif olmasidir.

Teorem 4.28. Her i=L..,r icin, all,—o’>0 ve
k, > max {(02 +20% 4, — o} 4 )/ (@} 4, + 20 — 02),0} ise, SMSE’ye gore
,ér (k,d ) ’nin ﬂA (r,d ) "den daha {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, k <1 ve

M@ A[(14k) 4 +26]-2074 0> (14K ) A} (4 +1)’ (4, + )
d <=

r

YL((1+k) 4 +2k) (0 + a7 4 )1 (A +1) (A +k, )

i=l1

olmasidir.
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Teorem 4.29. () O0<k<(Aa —0'2)/(d(af +(o? //1,))—2043) icin,
SMSE (B, (k.d)) > SMSE(B, , (k.d)) esitsizliginin saglanmast igin gerek ve
yeter kosul o” > 2,07 ve 0<d <2a /(e +(0”/2,)) olmasidr.

(ii) Oé(lraf—a2)/(d(af+(02//’tr))—2ar2)<k icin,
SMSE( /?,(k,d))< SMSE( /?H(k,d)) esitsizliginin saglanmast icin gerek ve
yeter kosul o > 4,07 ve 0<d <2a] /(] +(0”/ 2, )) olmasidur.

(iii) 0 <k icin, SMSE (3, (k,d))> SMSE(B,_, (k.d)) esitsizliginin saglanmast
icin gerek ve yeter kosul o > 4,7 ve 20} /(] +(0” /1 4,))<d <1 olmasidir.
Sonug4.2. N, ={r+1,...,p} verilsin.

() Her ieN,  i¢in o’>Aa’ ve her ieN,,  igcin

0<d<2a’ /(Otl.2 + (0'2 !/ A, )) ise, boylece 0<k<k, icin

SMSE (3 (k,d))> SMSE(B, , (k.d))>...> SMSE(B,,, (k.d)) > SMSE(, (k)
olacak sekilde pozitif bir k degeri vardir. Burada,
k,=min,_, {(iiaf - 0'2)/(41(05142 +(02 /2, )) —2a] )} “dir.

(i) Baz ieN,, icin oc’>Aa’ ve her e N,, icin

0<d<2a’ /(ati2 + (0'2 !/ A, )) ise, boylece, 0<k,<k icin

SMSE(J (k,d)) < SMSE(, , (k,d)) <..< SMSE(A,., (k.d)) < SMSE( B, (k.d))
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olacak  sekilde negatif olmayan bir k, degeri vardir. Burada,

La’ o’ ,
k, = max {0, max ! ‘dir.
ieN,, ) o’ )
dla +— | -2,
1 /1 l
i
. . . 2 2 . . .
(iii) Her ieN,, icin o >Aaq; ve her ieN,, icin

20} /((Jzi2 + (0'2 /2 )) <d<l1 ise, boylece, her k>0 icin
SMSE (3 (k,d)) > SMSE(B, , (k.d)) >...> SMSE(B,,, (k.d)) > SMSE(, (k)
“dir.

Teorem 4.30. (i) Her i =1,...,r,r+1,..., p icin a’4 —c <0 ise, boylece k >0

ve 0<d <1 igin SMSE(, (k.d)) < SMSE( ) dr.

(i) Baz1 i=1,...,r,r+1,...,p icin aiz/ii —o0’ <0 ise, boylece k>0 icin
SMSE (B, (k.d)) < SMSE(B) v Ep: (a72,-0%)/A,<0  iken,

i=r+l
Zr:(kz (24, —0'2)—2k0'2/1i)/(/1i (4 +k)2)/zr:k2 (a72,+0)12, (A4 +k) <d <1
i=1 i=1
dir.

Teorem 4.31. (i) Her ieN,  icin o’—Aa’>0 ve her ieN, icin

k,>c’/a’ ise, boylece 0<k< min,_ {((02 /a? ) -4 ) / 2} ve

1

0<d <min {1, min,., {24, (ka7 ~0%)/ k(0 +22,)}) icin SMSE laiterine

gore ﬁr (k, d ) tahmin edici, ,@ (k) tahmin ediciden daha iistiindiir.
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(i) Bazi ie N, igin 6° —Aa >0 veher i€ N, igin k, >0’ / &/ ise, bdylece

p—r

Zp: A I:O'2 - (ll + Zk) al.z} / (ﬁi +k )2 pozitif olacak sekildeki ve

i=r+l

0<d <min {1, min,_, {24 (ke} -0*) 1k (0® + e}, )}} icin SMSE kriterine

gore ,ér (k ,d ) tahmin edici, ﬂA (k ) tahmin ediciden daha tistiindiir.

4.8. Lineer Modelde r—k Sinifi Tahmin Edicinin Bazi Tahmin Edicilerden
Ustiinliigii

r—k sinifi tahmin edici, ORR, PCR ve OLS tahmin edicilerini igeren
genel bir tahmin edici olarak, Baye ve Parker (1984) tarafindan OLS’ye alternatif
olarak onerilmisti. Burada, Ustiindag Siray ve Sakallioglu (2012) tarafindan
verilen, Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda bu tahmin edicilerin
karsilastirilmalart ele alinacaktir. Yanlh tahminciler {izerinde yapilan ¢alismalarda
genellikle MSE kriteri veya esdeger olarak kuadratik kayip fonksiyonu tahmin
edicilerin performanslarinin karsilastirilmasinda kullanilmigtir. Burada, » —k sinifi
tahmin edici, OLS tahmin edici, PCR tahmin edici v¢ ORR tahmin edicinin
birbiriyle karsilastirilmas1  igin  Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda
incelenecektir. Bu fonksiyon, Mahalanobis (1936) tarafindan normal érneklemlerin
siiflandirilmast durumunda minimum uzaklik kurali olarak adlandirilan bir
uzaklik kurali olarak tanimlanir. Mahalanobis kayip fonksiyonu, daha Once
Peddada ve arkadaslar1 (1989) tarafindan genellestirilmis ridge regresyonu (GRR)
tahmin edicisi ile OLS tahmin edicisini karsilagtirmak i¢in kullanilmustir.

Burada amag, r—k smifi tahmin edicisini OLS tahmin edicisi, PCR

tahmin edicisi ve ORR tahmin edicisi ile ortalama kayip kriterine gore

karsilastirmaktir. Ortalama kayip kriteri asagidaki gibi tanimlanabilir. ,é] ve ,Bz,
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[ parametresi i¢in iki tahmin edici olarak verilsin. /3, tahmin edicisinin /3,’den

daha iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
E(L(,él))<E(L(ﬁz)) (4.52)

‘dir. Burada L, kayip fonksiyonudur. Yani, kayip fonksiyonu olarak kareler
ortalamasi kullanildiginda, bu MSE kriterine indirgenir. £ ’nin /3’1 tahmin edicisi

i¢in, Mahalanobis kay1p fonksiyonu,
M (ﬁl):(ﬁl _ﬁ)I(COV(:&))_l (:él _ﬂ) (4.53.)

seklinde verilir. Burada Cov ( ﬁAl) 3 ﬁl ’in kovaryans matrisidir.

Peddada ve arkadaslar1 (1989), GRR tahmin edicisinin Mahalanobis kayip
fonksiyonu altinda uygun goriilmeme durumu i¢in gerekli ve uygun kosullar
ortalama kayip kriteri ile ele almistir. (1.1.) modeli dikkate alindiginda, GRR

tahmin edicisi Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan (3.38.)’de verilmistir. Burada

K , p.d. bir matristir. K = kI, alindiginda, ORR tahmin edicisine indirgenir ve

burada £ >0 ‘dir. ORR tahmin edicisinin OLS tahmin edicisi ile ortalama kayip
kriterine gore karsilastirilmasi, GRR tahmin edicisinin OLS tahmin edicisi ile
kargilastinlmasinda K =kl yerine Peddada ve arkadaslart (1989) tarafindan
verilen ortalama kayip kriteri alinabilir.

Burada, r—k smifi tahmin edicisini OLS tahmin edicisi, PCR tahmin

edicisi ve ORR tahmin edicisi ile karsilastirdik. Ozel durumda, ORR tahmin

edicisinin OLS tahmin edicisi ile ortalama kayip kriterine gore karsilagtirilmasi
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elde edilir, boylece sonuglart K = kI, oldugunda Peddada ve arkadaslar (1989)

tarafindan verilen sonuglarla karsilastirabiliriz. Ayrica, ortalama tahmin kriteriyle
Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda, PCR tahmin edicisinin OLS tahmin edicisi
ile ve PCR tahmin edicisinin ORR tahmin edicisi ile karsilastirilmasin1 da
inceleyebiliriz. Sonrasinda, bu kosullarin Boliim 4.8.2.°de yerine getirilip

getirilmedigi test edilir.

4.8.1. Ortalama Kayip Karsilastirmalan

r—k smifi tahmin edicinin kovaryans matrisi, Cov( ,B (r, k)) seklinde

gosterilsin. r —k smifi tahmin edicinin kovaryans matrisi,

Cov(B(r.k)) =0 T, (A, +kt,) " A, (A, +KI,)"'T] (4.54.)

‘dir. Burada S(r,k)=A, +kl ile XX=TAT + T, A, T,  verilsin.

Verilen bu ifade kullanilarak r—k simifi tahmin edicinin kovaryans matrisi

asagidaki gibi yazilir:
Cov(B(r.k))=0"T,S (r.k) " A,S(r.k) "1, .
Ayrica, r—k smifi tahmin edicinin Mahalanobis kayip fonksiyonu,
Ly (B(rk))=(A(r)= ') Cov( B (k)| (B(rk) - p)

=0 YXTA'T' Xy -0 yXT A,'S(r.k)T' B

~o BT.S(r.k)A'T' Xy +0 BT.S(r.k)A,'S(r.k)T' B (455)
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seklinde verilir.

4.8.1.1. r —k Sinifi Tahmin Edici ile OLS Tahmin Edicinin Karsilastirilmasi
r—k smifi tahmin edicide, k =0 ve r=p yazilarak OLS tahmin

edicisinin elde edildigi bilinmektedir. Boylece, OLS tahmin edicisinin Mahalanobis

kayip fonksiyonu, r—k smifi tahmin edicinin Mahalanobis kayip fonksiyonunda

k=0 ve r=p vyazilarak elde edilebilir. Boylece, OLS tahmin edicisinin

Mahalanobis kay1p fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

L, ( ﬁ) =0 YXTA'T'Xy—c2B'XYy

—o 2 YX B+ BTAT'S . (4.56.)

Boylece, r—k smifi tahmin edicisinin Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda
OLS tahmin edicisiyle karsilagtirilmasi agsagidaki teoremle verilir.
Teorem 4.32. OLS tahmin edicisinin Mahalanobis kayip fonksiyonu altindaki

r—k simnifi tahmin edicisinden istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

A0
p—r<k’c”B'TCT'B “dir. Burada C = 0 (U) " dir.
0 0

Teorem 4.33. S'TCT'3 >0 olsun. OLS tahmin edicisinin Mahalanobis kayip
fonksiyonu altindaki »—k siifi tahmin edicisinden tistiin olmasi igin gerek ve

o"(p-r)

BTCT'B

yeter kosul, k > olmasidir.

4.8.1.2. ORR Tahmin Edicisi ile OLS Tahmin Edicisinin Karsilastirilmasi

r—k simfi tahmin edicide ¥ = p yazilarak ORR tahmin edicinin elde

edildigini biliyoruz. Bu nedenle, ORR tahmin edicisinin OLS tahmin edicisi ile
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karsilastirilmasi, r—k  smfi  tahmin edicinin  OLS tahmincisi ile
karsilastirllmasinda 7 = p yazilmasiyla elde edilebilir. 7= p i¢in, r—k smifi

tahmin edicinin Mahalanobis kayip fonksiyonu, ORR tahmin edicisi’nin

Mahalanobis kay1ip fonksiyonu olup,

L, ( /?(k)) =0 YXTA'TXY -0 yXTA 'S (K)T'

_G—zﬂrTS (k)A—lTXIy n O_—Zﬂ!TS (k)A’IS (k)T'ﬂ 4.57.)

seklinde verilir. Burada S (k ) =A+kI ‘dir.

Teorem 4.34. ORR tahmin edicisi, ortalama kayip kriterine gére, Mahalanobis
kay1p fonksiyonu altindaki OLS tahmin edicisinden higbir zaman {istiin degildir.
Peddada ve arkadaslar1 (1989), ortalama kayip kriteri ile Mahalanobis
kayip fonksiyonu altinda GRR tahmin edicisinin kabul edilmemesi i¢in gerek ve
yeter kosulu vermistir. Ozellikle, GRR tahmin edicisinin Peddada ve arkadaslar

(1989) tarafindan verilen OLS tahmin edicisiyle karsilastirilmasinda K =kl,

kullandigimizda, ORR tahmin edicisi ile OLS tahmin edicisinin karsilagtirmasini

elde ederiz. Bu sekilde, K = kI ) aldigimizda, ORR tahmin edicisinin OLS tahmin

edicisiyle karsilastirilmasi icin sonucun Peddada ve arkadaslari (1989) tarafindan

verilen sonug ile ayn1 oldugu goriilmektedir.

4.8.1.3. PCR Tahmin Edicisi ile OLS Tahmin Edicisinin Karsilastirilmasi

PCR tahmin edicisinin OLS tahmin edicisi ile karsilastirilmasi, r —k smfi
tahmin edicinin OLS tahmin edici ile karsilastirilmasinda k = 0 yazilarak elde
edilebilir. Ciinkii, » —k sinifi tahmin edicide k =0 yazilarak PCR tahmin edicisi
elde edilir. k=0 icin, r—k smifi tahmin edicisinin Mahalanobis kayip

fonksiyonu, PCR tahmin edicisi’nin Mahalanobis kay1p fonksiyonuna doniisir:
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L, ( Bk ) =0 yXT.A,'T' Xy—cyXTT ' f-c " BT.T XY . (4.58)

Teorem 4.35. PCR tahmin edicisi, ortalama kayip kriterine gore, Mahalanobis

kay1p fonksiyonu altindaki OLS tahmin edicisinden daima iistiindiir.

4.8.1.4. r —k Simifi Tahmin Edicinin PCR Tahmin Edicisiyle Karsilastirilmasi
Burada, r—k smifi tahmin edicisinin Mahalanobis kayip fonksiyonu

altindaki PCR tahmin edicisiyle karsilagtirildig1 teorem verilmistir.

Teorem 4.36. r—k smifi tahmin edicisi, ortalama kayip kriterine gore,

Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda PCR tahmin edicisinden hi¢bir zaman {istiin

degildir.

4.8.1.5. r — k Sinifi Tahmin Edicinin ORR Tahmin Edicisiyle Karsilastirilmasi
Burada, r —k smifi tahmin edicisi Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda

ORR tahmincisiyle karsilagtirilmustir.

Teorem 4.37. ORR tahmin edicisi, ortalama kayip kriterine gére, Mahalanobis

kay1p fonksiyonu altindaki r —k smifi tahmin ediciden iistiin olamaz.

4.8.1.6. PCR Tahmin Edicisinin ORR Tahmin Edicisi ile Karsilastirilmasi
Burada, Mahalanobis kayip fonksiyonu altinda PCR tahmin edicisi ORR

tahmin edicisiyle karsilastirilmistir.

Teorem 4.38. ORR tahmin edicisi, ortalama kayip kriterine gore, Mahalanobis

kay1p fonksiyonu altinda PCR tahmin edicisinden tistiin olamaz.
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4.8.2. Kosullar icin Hipotez Testleri

Teorem 4.32. ve 4.33.'de elde edilen gerek ve yeter kosullar, bilinmeyen
L ve o’ parametrelerine baghidir. Bir arastirmacinin bu kosullara inanmasi igin

bazi sebepleri olmasi gerekir. Burada amag, belirli bir durumda ilgili kosullarin

yerine getirilip getirilmedigine karar vermek i¢in bir test dnermektir.
g<p rankli gxp boyutlu bir H verilsin. y ‘nin N(Xﬂ, 0'21)

varsayimi altinda, (1.1.) ile verilen genel lineer model igin,
H,:Hp=t (4.59.)

seklinde bir test tiiretilmistir. (4.59.) ile verilen test icin F' test istatistigi,

(Hﬁ—t)’ [H(XX)" H’T (Hp-1)/q

' 4 y'[l—X(XX)le'}y/n—p

(4.60.)

seklinde verilmistir. H,: H f =t yanls ise boylece F' , F (q,n - p,/l) dagilimi

gosterir. Burada, merkezi olmama parametresi
! -1 ' - 2 . .
A=(HB-1) | H(XX)'H'| (HB-1)/20" dir. Hy:HB=t dognu ise

boylece, A=0 ve ,F F (q,n - p) dagilimi gosterir, (Rencher, 2000, p. 190).
Teorem 4.32 iizerinde bir hipotez testi kurulabilir. OLS tahmin edicisinin
r—k smfi tahmin ediciden {stiin olmast igin gerek ve yeter kosul
2 __-2 ot ’
ko B'TCT'p 51
p—r

olmasidir. Bu nedenle, Mahalanobis kayip fonksiyonuna
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gore ﬁ ‘nin ,B (r,k) ‘dan istiin olup olmadigr test edilmek istenirse

k*’o” B'TCT
H,: o P p <1 hipotezine kars1,
p—r
2 __-2 pr ’
ko ﬂTCTﬂ21

H,:
p—r

(4.61.)

seklinde verilen hipotez testi yapilir.

kO:lCI/ZT’ﬁ D kdflcl/zT',B kz
Jp-r Jp=r p-r

o BTAT BT 4 ( p,%j seklindedir ve burada A=
o

CA_IJ normallik varsayimmi altinda
'TAT'

PTATE g
20

Rezidii kareler toplami y'[l -X (XX )_] X '} y=¢'e seklinde ifade edilebilir.

Burada e , OLS rezidiiniin nx1 boyutlu bir vektoriudiir. Boylece test istatistigi

asagidaki gibi gosterilir:

F :(n—pJﬂA'TAT’,@D F(p,n—p,wj .

207

Agikeas1, merkezi olmama parametresi, |, ‘in altindaki degerden daha kiiciik
degil ve H, altindaki degerden daha kiiciiktiir.

Bu hipotez testine ek olarak, S'TCT'f >0 kosulu i¢in Teorem 4.33.

iizerinde bir hipotez testi de yapilabilir. Ciinkii C bir n.n.d. matristir,

LTCT'f>0. Bu nedenle STCT'S=0 olup olmadig: test edilmelidir. Eger,
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BTCT'B=PBTA'T 'S esitligi kullanilrsa, BTCT'B>0 ile verilen ifade

T #0 ‘aecsit olur. Boylece, H, : T, 8+ 0 akarsi,
H,:T'B=0 (4.62.)

seklinde verilen hipotez testi yapilir. Normallik varsayimi altinda Tr',bA’ (r,k),

S(r,k)f1 T'XXB beklenen deger ve GZS(I’,k)_l ArS(r,k)_1 kovaryans

matrisi ile normal dagilima sahiptir. Boylece, (4.62.) icin test istatistikleri,

F =

2

(222) PR TS A S TP 1)
4 g'e

esitligi tarafindan verilir. H altinda F, [J F (r,n - p) oldugu agiktir.

4.9. Uyarlanms ve Kisith » —k Sinifi Tahmin Edici

Bu boliimde, Ustiindag (2011) tarafindan verilen yeni tahmin ediciler ve
bunlarin MMSE kriterine gore r—k smifi tahmin edici ile karsilagtiriimalart
incelenecektir. Kisitli » —k smifi tahmin edicinin 6zel durumu olarak kisitli PCR

(RPCR) tahmin edicisi elde edilir.

4.9.1. Yeni Tahmin Ediciler
Bu kisimda 6n bilgiye dayanarak uyarlanmis r —k sinifi tahmin edici ve
kisith r—k smifi tahmin edici ele almacaktir. £ ile ilgili 6n bilgilerin,

Swindell’deki (1976) gibi stokhastik olmayan b vektori formunda verildigini

varsayalim. Asagida verilen indirgenmis modeli gbz 6niine alalim:
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y=XTT f+e=Za +¢. (4.63.)

Model (3.13.)’de Temel bilesenlere karsihik gelen Z  ihmal edilir. Boylece,

minimizasyon problemi,

!

S(ak)=(y-Za,) ( y—Zrar)+l{(ar -T,'b) (a, —T,_'b)—c}(4.64.)

seklinde verilir. Burada, k Lagrange ¢arpan1 ve ¢ bir sabittir. (4.64.)’tin o, ‘ye

gore tiirevinin alinmasi ve ¢oziilmesiyle
! -1 ! !
d,(k,b):(z, z +k1,) (z, y+T, kb) k>0 4.65.)

elde edilir.
Gergek parametre uzayina geri doniisiim yaptiktan sonra, uyarlanmis » —k

sinifi tahmincisi,
P ' -,
ﬂ,(k,b):T,(T, XXT +k1,) T/ (Xy+kb) . k>0 (4.66.)

seklinde verilir.

(3.1.) ile verilen kisit HTT'f3 = h olarak kabul edelim. PCR diisiincesi

altinda Tplr S =0 oldugundan, indirgenmis model i¢in (3.1.),

HTT'B=h (4.67.)
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seklinde olur. Lineer kisitlarin dogru oldugu varsayilirsa, (4.67.) 'de verilen 6n
-1
bilgileri kullanabiliriz. Kisitlari yerine getiren f, , B, =T.T H '(HTrTr'H ') h

seklinde verilir. Boylece yeni tahmin edici asagidaki gibi verilir:

A - ' ' ' -1
B.(k,)=T.S(r,k)"'T, (X'y+kTrTr H’(HTrTr H) h}
,k=0. (4.68.)
Burada, S(r,k) =Tr'XXTr + kI dir . Bu tahmin edicinin HTrTr',B =h’a gore

kisitli bir tahmin edici olmadigi unutulmamalidir. Eger (4.64.) ile verilen lineer

kisita A (H Ta — h) eklenirse, asagidaki minimizasyon problemi elde edilir:
s<a,u)=<y—z,a,>'<y—zrar>+k[(“r‘T/ﬂo) (ar—ﬂ'ﬂo)‘c}
+A'(HT,a, —h). (4.69.)

Burada k Lagrange garpami, A Lagrange ¢arpani’nin vektorii ve ¢ bir sabittir.

(4.69.)un «, , k ve A ‘ya gore tiirevleri alindiginda, sirastyla asagidaki normal

denklemler elde edilir:
~Z/(y-Z.a,)+k (a, —T,'ﬂo)+ T'H'2=0, (4.70.)
(ar—Tr',BO) (a,—T,’ﬂo)—c:O, (4.71.)
HT o, —h=0. 4.72.)
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(4.70.)’den,
-1 -1
a = (zr’zr T /d,) (zr' VKT, ﬁo)—(zr'z,, n klr) T'H'A  (4.73)

elde edilir.

(4.72.) kullanilarak ve HT, ile (4.73.)’ii soldan garparak,

-1 -1
[HT, (Z,’Z,. + kI, ) TH} A=-h+HT (zr’zr + kl,) (zr’ y+kT' ﬂo) (4.74.)

-1

elde edilir. Burada HT, (Zr'Zr + kI )_) Tr'H " mxm boyutlu bir matristir. Simdi,
' r .

HT, (Zr Z +kI r) T H' ‘niin ranki arastirilmalidir.

-1
rank (HTr (Zr'Zr + klr) T;H’j =min(r,m) oldugu asikardir. Eger r <m ise
1

A ' 1, B ' - '
l:(HTr(ZrZerr) TrH'j [—h+HTr(ZrZ,+kIr) Zryj

-1 - -1
+(HT, (Z,.'Zr+klr) Tr'H’j HTr(Z,’Z,+k1,) KT'B, (475

-1
seklinde verilir. Burada (H T (ZF'ZV +kl r) T'H ’j
! -l !
HT, (Zr Z +kI r) T H' igin herhangi bir genellestirilmis inversidir. Eger
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-1
m<r ise HT (Zr'Zr + kI r) T'H' , tekil olmayan bir matristir. Bundan sonra,
H matrisinin rankinin m < r kosulu eklenir. Boylece,
-~ ! -1 ’ - ' -l '
/1=(HT,_(ZrZr+kIr) TrH'j (—h+HTr(ZrZr+kIr) Z, yj

—1 - -1
+(HT, (z,_’zr+k1,) Tr'H’j HT. (Zr'Zr+kIr) KT'B, (476

seklinde verilir.

(4.73.)’ deki /i yerine konularak, ¢oziim

-1
dr(k’ﬂo)rext =(Zr,Zr +k]r) (Zr’y+k]—'r'ﬂ0)
' B ' L, ~
—(Z, Z,+1<1,) TrH’(HTr(Z, z,+k1r) T,H'j
' -! ' '
x(HTr (z, z +k1,) (z, V4T, ﬂo)—hJ 4.77.)

seklinde verilir. Gergek parametre uzayina geri doniisiim yapildiktan sonra,

B.(k.B,) . =B (k) ~TS(r. k)" T,'H'(HT,s(r,k)" Tr'H’)_l

(HB, (k. B,)~h) k=0 (4.78.)

seklinde alinir. Burada ﬁ,(k, ﬂo), (4.68.)‘de verilmistir. Bu tahmin edicinin
HTrTr'ﬂ =h ye gore kisith oldugu kolayca goriilebilir. Bu tahmin edici r—k
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siifi tahmin edici olarak adlandirilmistir. k=0 ve r = p i¢in ROLS tahmin
edicisi alinir. Ayrica, ¥ = p i¢in Gross (2003b) tarafindan verilen RRR tahmin

edicisi elde edilir.

1

r,

M, =TS(rk) ' T/ =T (rk) " H'(HTS (rk) ' T'H')

<HTS (r,k) "' T, (4.79.)
yazilsin. Boylece kisith 7 —k sinifi tahmin edici,

B (k.B,). =M Xy+kM, B, +TS(r.k) T'H'

x(HT, S(rk)'T, ’H')1 h (4.80.)

seklinde verilir.
Simdi tahmin edicilerin karsgilastirilmalarini ele alalim.

Teorem 4.39. Uyarlanmis r — k sinifi tahmin edicinin 7 —k sinifi tahmin ediciden

listiin olmast i¢in gerek ve yeter kosul Sb'+bfS" —bb' >0 olmasidir.

Teorem 4.40. Kisit dogru oldugunda, kisith » —k simifi tahmin edicisinin MMSE

kriterine gore r—k siifi tahmin ediciden istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
B-M_ TS (r,k)Tr'BTrS (r,k)Tr'Mr’k ‘nin n.nd.  olmasidir.  Burada
B=0"TS(r,k) AS(r.k) T/ +K°T,S(r,k) T, BBT.S (r.k) ' T, dir.

Teorem 4.41. Kisit dogru oldugunda, RPCR tahmin edicisi, MMSE kriterine gore

PCR tahmin edicisinden uistiindiir.
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4.10. Lineer Regresyon Modelinde Hatalarn iliskili Olmasi Durumunda r —k
Sinifi Tahmin Edici

Asagidaki bilgiler Ustiindag Siray ve ark. (2014) makalesinden derlenerek
verilmistir.

Hatalardaki otokorelasyon ve degiskenler arasindaki ¢oklu i¢ iliski
regresyon analizinde ciddi bir problemdir. Burada amag, c¢oklu i¢ iliski ve
otokorelasyon problemlerini es zamanli olarak incelemek ve r—k smifi tahmin
edicisini, genellestirilmis OLS (GLS), PCR ve Ridge regresyon tahmin edicileriyle,
lineer regresyon modelindeki SMSE ve MMSE kriterlerine gore karsilagtirmaktir.

E(5)=0 ve Cov(8)=62V olan, (1.1.) ile verilen genel lineer

regresyon modelini ele alalim. Burada V' nxn boyutlu bir p.d. matristir. Boylece
P'P =V~ olacak sekilde nxn boyutlu tekil olmayan bir P matrisi vardir. (1.1.)

ile verilen genel lineer model, soldan P ile ¢arpilirsa,

Py=PXp+Pe (4.81)
seklinde yazilir. y, = Py , X. = PX ve &. = P¢ yazilsin. Boylece (4.81.),
yv.=X.f+e (4.82.)

seklinde verilebilir ve buna doniistliriilmils model denir (Trenkler (1984)).
&UN (0, 0'21") olur. X,’X,=X'V'X matrisi hala ¢oklu i¢ iliski problemine

sahip olabileceginden bu durumda alternatif tahmin yontemleri diisiiniilebilir.

Model (4.82.)’de GLS tahmin edici,
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i =(X*'X* )1 Xy =(XV'X) xVy (4.83))

seklinde verilir. Coklu i¢ iliski problemini ortadan kaldirmak igin, (4.82.)’deki
donistiiriilmiis modelde yanli bir tahmin edici tanimlanir. Doniistiiriilmis modelde

r —k smifi tahmin edici asagidakisekilde tanimlanir:

~r’ = ' >§<, * + - ' >§<, *9 2
K)=T.(T'X.X.T,+kI,)'T'X. y.. k20

=T.(T'X'V'XT. +kI)'T'X'V'y, k>0 . (4.84.)

4.10.1. MSE Karsilastirmalari

4.10.1.1. r —k Sinifi Tahmin Edicinin GLS Tahmin Edici ile Karsilastirilmasi
Burada, r—k smifi tahmin edici ile GLS tahmin edici model (4.82.)

altinda karsilastirilmistir. Sirastyla Teorem 4.42 ve Teorem 4.44, MMSE ve SMSE

kriterine gore, r —k simifi tahmin edicinin GLS tahmin ediciden daha iistiin olmas1

icin gerek ve yeter kosulu verir. Yanlilik parametresinin se¢imi ise Teorem 4.43’de

verilmistir,

Teorem 4.42. Model (4.82.) altinda MMSE kriterine gore, r—k sinifi tahmin

edicinin GLS tahmin edicisinden daha {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
’ 2 -1 B ! ' 2
ﬂ T'r ;Ir +Ar ]1;’ +Tp—rAp—erfr ﬂ <o

olmasidir.

119



4. TEMEL BILESENLER VE ILISKILI TAHMIN YONTEMLER Ecem OZKAN

2

2
Teorem 4.43. Eger k < g
N

ise, model (4.82.) alinda MMSE kriterine gore

r —k smifi tahmin edici, GLS tahmin edicisinden iistiindiir. Burada y, , S ‘niin

sifir olmayan bir 6zdegeridir.

L (o? o’
Teorem 4.44. a. Eger i =1,2,...,r igin Z (——aizj >0 ve 7—0{? <0 ise,

i=r+l i i

boylece 0 < k <oo igin model (4.82.) altinda SMSE kriterine gore, r—k simifi
tahmin edici GLS tahmin edicisinden iistiindiir. Burada ¢, , 7'/ ‘nin (i,l) ‘inci

elemanlaridir.

i=r+1

\ P 0_2 O_Z
b.Bazi i e {1, 2,..., r} icin eger, Z (——af] >0 ve 7—0!,.2 <0 ise, boylece

i i

2 2
O<k< > icin model (4.82.) altinda SMSE kriterine gore, r—k

2 o’
max| o ———
A,

sinifi tahmin edici GLS tahmin edicisinden istiindiir. Burada o, , T'S ve

i€ {1, 2,y r} ‘nin (i,l) ‘inci elemanlaridir.

4.10.1.2. ORR Tahmin Edicinin GLS Tahmin Edici ile Karsilagtirilmasi

r=p ‘yi r—k smfi tahmin edicisinde yerine koyarak, ORR tahmin
edicisinin elde edildigi bilinmektedir. Bu nedenle, r = p’yi Teorem 4.42.°de

yerine koyarak, daha 6nce Trenkler (1984) tarafindan yapilan, ORR tahmin edicisi
ile GLS tahmin edicisi karsilastirilmasi elde edilir. ORR tahmin edicisinin GLS

tahmin edicisinden istiin olmasi igin gerek ve yeter kosul,
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-1
ﬁ’(%lp +(xv'x )'] B <o’ (4.85.)

seklinde verilir. ORR tahmin edicisini kullanmaya karar veren bir arastirmaci igin
uygun k degerinin se¢imi olduk¢a onemlidir. Uygun k degerini bulmak igin

asagidaki teorem verilebilir.

2

_ 20
Teorem 4.45. Eger k <
N

ise, model (4.82.) altinda MMSE kriterine gére ORR

tahmin edicisi, GLS tahmin edicisinden iistiindiir. Burada y, , Sf' ‘niin sifir

olmayan bir 6zdegeridir.

4.10.1.3. r —k Simifi Tahmin Edicinin PCR Tahmin Edici ile Karsilastiriimasi
Burada model (4.82.) alinda MMSE ve SMSE kriterlerine gore r—k

sinifi tahmin edicinin PCR tahmin edicisine olan iistiinl{igli i¢in sirasiyla Teorem

4.46 ve 4.47 asagida verilmistir.

Teorem 4.46. Model (4.82.) altinda MMSE kriterine gore r—k sinifi tahmin

edicinin PCR tahmin edicisinden daha iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

T' =0 olmasidir.

2
o
Teorem 4.47. a. Eger i =1,2,...,r icin ——a; >0 ise, boylece 0 < k < oo icin

model (4.82.) altinda SMSE kriterine gore, r —k sinifi tahmin edici PCR tahmin

edicisinden iistiindiir. Burada ¢, , T'ﬁ ‘nin (i,l) ‘inci elemanlaridir.
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2
. .. o .
b. Baz i€ {1, 2,0, r} icin  eger, N Otiz <0 ise,  boylece

i

2 2
0<k< o icin model (4.82.) alinda SMSE kriterine gore, r—k

2 o’
max L
( l j'i j

sinifi tahmin edici PCR tahmin edicisinden istiindiir. Burada o, , T'S ve

ie {1, 2,..., r} ‘nin (i,l) ‘inci elemanlaridir.

4.10.1.4. r —k Simifi Tahmin Edicinin ORR Tahmin Edici ile Karsilastiritlmasi
Teorem 4.48. Model (4.82.) alinda MMSE kriterine gére r—k sinifi tahmin

edicinin ORR tahmin edicisinden daha iistiin olmasi igin gerek ve yeter kosul
!
T, , B =0 olmasidir.

Teorem 4.49. Her i=r+1r+2,.,p icin eger, aiz/ll. <o’ ise

2) 2

Lot —a’ A | . o
0 <k <min {T”} icin model (4.82.) altinda SMSE kriterine gore, r—k
.

1

sinifi tahmin edici ORR tahmin edicisinden daha iistiindiir. Burada ¢, , T'f ve

I R= {r +1Lr+2,..., p} ‘nin (i,l) ‘inci elemanlaridir.

4.10.2. Karsilagtirmalar icin Hipotez Testleri
Teorem 4.42, 4.46 ve 4.48°den elde edilen gerek ve yeter kosullar, £ ve

o’ bilinmeyen parametrelere baghdir. Burada, uygun kosullarm belirli bir

durumda yerine getirilip getirilmedigine karar vermek icin bir test 6nerilmektedir.
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Déniistiirilmis modelde, yani (4.82.)0de & [ N(0,0°I,) oldugu

bilinmektedir. Bu nedenle, &, ‘m N (O, (72]") dagilim varsayim altinda, asagida

verilen genel lineer model i¢in test tiiretilebilir:

H,:HpB=0,i=123. (4.86.)

g X p boyutlu ve ranki ¢ olan bir H, verilsin. Daha sonra, (4.86.)’da verilen test

icin genellestirilmis olasilik orani test istatistigi,

(4.87.)

seklinde verilir. ¢ ve n— p serbestlik derecelerine sahip, merkezi olmayan bir F

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip oluruz. Merkezi olmama parametresi

ﬂ:

21 > (Hﬁ)’ [Cov(HﬂA)]l tarafindan verilir. H, altinda W , F(q,n— p)
o

dagilimina sahiptir (Graybill 1976, p. 190).

Teorem 4.46 lizerine hipotez testi kurulabilir ve
H,:T'B=0 (4.88.)

seklinde verilen hipotez testi, (4.86.)’nin 6zel bir halidir. Normallik varsayimi
altinda Tr’,@(r,k) , (Ar +kI, )71 T'XV'XS beklenen degeri ve

o’ (A, +k, )71 A, (A, +K, )71 kovaryans matrisi ile normal dagilima sahiptir.

Boylece (4.88.) icin test istatistikleri,
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p {n_pj/?(r,k)'T,(A, kL, )A (A, K )T, B(r k)

r ee

seklinde verilmektedir. Burada e'e= y’(In - XX~ ) y=(n-p)é* olur. H,

altinda F, [l F (r,n— p) oldugu agiktir.

Teorem 4.48 iizerine hipotez testi kurulabilir ve
H,:T,, p£=0 (4.89.)

seklinde verilen hipotez testi, (4.86.)’nin 6zel bir halidir. Bu durumda £ yani,
N -1 3 B .
,B(p—r,k):Tp_r(Ap_r +k]p_r) T .'XV'y, k20 ‘m {p-r}—k smfi

tahmin edicisi dikkate alinir. Tpfr'ﬁ(p—r,k) , (A +kI,, )71 T .'XV'XpB

p—r p—r

-1 -1
beklenen degeri ve o (AIH + kI IH) A (A,H + kI pfr) kovaryans matrisi ile

p

normal dagilima sahiptir. Boylece (4.89.) icin test istatistikleri,

F =

2

n—p\B(p-rk) T, (A, +k, )N (A, +Kk, T, B(p-r.k)
p-r ee

seklinde verilir. Burada e'e = y'(In - XX~ ) y= (n - p) 6> olur. H, altinda
FOF (p —r,n— p) oldugu agiktir.

Ayrica Teorem 4.42. iizerinde de bir hipotez testi yapilabilir. Teorem

4.42°nin  kosulu, B'TA (k)T'ﬂ /6> <1 seklinde yazlabilir. Burada
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-1
. (—I,+A‘,j 0 ,
A (k)=|\k 0 ‘dir. Eger ['TAT'f/o° <1 ise kosullar
o A

saglanir. Bu nedenle eger, B (r,k) ‘nin ,3 ‘dan iistlin olup olmadig test edilirse,

H,: B'TAT'B/ o’ >1 alternatif hipotezine karst,
H,:BTAT'B/o* <1 (4.90.)

seklinde verilen hipotez testi yapilabilir. Normallik varsaymm altinda,

A”zTﬁ 0 N(AI/ZT',B’ GZIP) . Boylece test istatistigi,

- :(n—pJﬁ'TAT'ﬁ

p e'e

seklinde verilir. Burada e'e = y'(] L= XX ) y=(n-p)é* olur. H; altinda
F,UF ( p,n— p) oldugu aciktir. Fakat merkezi olmama parametresi, H, altinda

birden biiyiik degildir ve H, altinda birden biiyiiktiir.

4.11. Coklu i¢ Tliski Probleminin Giderilmesi icin Uyarlanmis iki Parametreli
Tahmin Edici

Bu boliimiin ilk amaci, degisken sayisinin gézlem sayisindan fazla olmasi
durumunda, bazi yazarlar tarafindan tanmimlanan yeni tahmin ydntemlerini
incelemektir. Ikinci amag, Temel Bilesenler Regresyon ile Ridge, Liu ve Iki
Parametreli tahmin edici gibi bazi yanli regresyon tahmin edicilerin

kombinasyonlarinin performansini incelemektir. Ger¢ek-yasam uygulamast ve
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simiilasyon ile Onerilen tahmin edicilerin parametrelere bagli olarak
performanslarini incelemektir.
(1.1.)’de verilen standart ¢oklu lineer regresyon modeli goz Oniine alinsin.

Daha onceki boliimlerde OLS tahmin edici (1.3.), Ridge Regresyon tahmin edici
(3.27.), Liu tahmin edici (3.45.) ve TP tahmin edici , /?(k,d), (4.18.)’de
verilmistir.

/3’ (k ,d ) OLS, Ridge, Liu ve Daraltma tahmin edicisini kapsayan genel bir

tahmin edicidir. Bu tahmin edici bazi kosullar altinda OLS’den daha iyidir ( Ozkale
ve Kaciranlar (2007)).
Kimya ve Ekonometri gibi uygulamali alanlarda karsilagilan 6nemli bir

sorun, degisken sayisinin gézlem sayisindan daha biiylik olmasidir (7 < p). Bu

problemin ¢oziilmesi i¢in Kismi En Kiiciik Kareler Regresyon (PLSR) ve Temel
Bilegenler Regresyon yontemleri kullanilir. PCR yoOnteminin temel amaci,
agiklayict degiskenlerin sayisini azaltmaktir. PLSR ve PCR ayrica c¢oklu i¢ iliski
problemini gidermek i¢in de kullanilir.

PCR ve PLSR kesikli daraltma yontemleridir. Ridge, Liu ve TP tahmin
edicileri siirekli daraltma yontemleridir. Ciinkii, kK ve d parametreleri siirekli
degerler alir.

Degisken sayisinin gozlem sayisindan fazla olmasi ve coklu i¢ iliski
problemi ile karsilasilmasi sonucunda, bu problemlerin etkilerini azaltmak igin,
Vigneau ve arkadaglar1 (1997), PCR ve Ridge Regresyon Daraltma yontemlerini
birlestiren yeni bir alternatif yontem onerdiler.

Lukman ve arkadaslari (2019), Ridge Regresyon tahmin edicisini
degistirerek Uyarlanmig Ridge-Tipi tahmin ediciyi Onerdiler. Ayrica bu tahmin
edicinin diger tahmin edicilerle performansini arastirmak icin bir Monte Carlo

simiilasyon ¢alismasi1 ve ger¢ek-yasam uygulamasi da verdiler.
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4.11.1. Model ve Bilinen Tahmin Ediciler

Model (1.1.)’in kanonik formu (3.13.)’de verilmistir. Ayrica bu model i¢in
kullandigimiz degiskenlerin tanimlar1 Temel Bilesenler’in anlatildigi boliimde
verilmistir.

S ’nin PCR tahmin edicisi, z; = Xt,,i=12,..., p degiskeninin bir veya
daha fazlasinin atilmasi ile ortaya ¢ikan modele OLS ydnteminin uygulanmasi ve
orjinal parametre uzayna doniisim yapilmasiyla elde edilir. Z,_ =(z,,,,....2,)
‘nin sifira yakin 6zdegerlere karsilik gelen PCs icerdigini varsayalim, bunun
sonucunda tersleri ¢ok biiyiik olabilir, bu da istenmeyen bazi1 sonuglara yol agar.

Z, . indirgendikten sonra, asagidaki indirgenmis modele sahip oluruz:

y=Zo +¢. (4.91.)
OLS yontemini model (4.91.)’e uygulayarak, « ’nin PCR tahmin edicisini su
sekilde elde ederiz:

a(r)=(Z,2)"'Z,y=T,X'XT)'T,)X'y=A"Z,y (4.92.)

Baye ve Parker (1984) , Ridge Regresyon tahmin edicisini ve PCR tahmin edicisini
tek bir tahmin edicide birlestirerek 7 —k sinifi tahmin ediciyi 6nerdi ve yeni
tahmin edicinin MSE kriterine gore, PCR tahmin edicisinden daha iyi oldugunu

gosterdiler. » —k smifi tahmin edici,

a(r)=Z.Z2,+k1)"'Z y=(T. X'XT.+kI)"'T. X'y

=(A, +kL)'T. X'y (4.93.)

seklinde verilir. Benzer sekilde, Kacgiranlar ve Sakallioglu (2001) LE ve PCR
tahmin edicilerini tek bir tahmin edicide birlestirerek » —d smifi tahmin ediciyi

onerdiler. r —d sinifi tahmin edici,
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a,(N=Z,Z,+1)"Z y+da(r) =T X'XT,+1,) " (T. X'y +dT Brez)

=(A, +1)(A, +d]1)a(r) (4.94.)

seklinde verilir. Ozkale (2012), ﬁA (k,d ) ve PCR tahmin edicilerinin elde

edilmesinde izlenen yaklagimlar1 birlestirerek yeni bir tahmin edici Onerdi. Bu

tahmin edici asagidaki gibi verilir:

& (r)=(Z,Z,+X1)(Z, y+kda(r))

=(A, +kL)' (A, +kd 1 )a(r). (4.95))

4.11.2. Onerilen Baz1 Tahmin Ediciler Hakkinda Notlar

Lukman ve arkadaslar1 Ridge Regresyon tahmin edicisini degistirerek

Uyarlanmis Ridge-Tipi tahmin edicisini @,,,, (k,d) Onerdiler. Ridge Regresyon,
0= k% L +¢' ile Model (1.1.)’in genisletilmesi ve ardindan OLS kullanilmasiyla

elde edilmistir. Benzer sekilde, Lukman ve arkadaglar O:k%(l+d )% L+e'
denklemi ile Model (1.1.)’1i genisleterek ve OLS’yi kullanarak yeni bir tahmin
edici olarak uyarlanmis Ridge tahmin edicisini bulduklarini iddia etmislerdir. Bu

noktada asagidakiler not edilebilir: Oncelikle, k >0 ve 0<d <1 oldugundan ,
k" =k(l+d)’dir. Bu durumda k" >0 olur. Diger bir deyisle, yazarlarin
Uyarlanmig Ridge tahmin edicisi olarak adlandirdiklarnt tahmin edici
Aoy (k,d) =(ZZ+k(1+d))'Z'y, Ridge tahmin edici ile aym olur. ikinci
olarak, matematiksel ve istatistiksel olarak ¢ ‘nin, tahmin edicinin elde edilmesi,
gelistirilmesi ve uygulanmasina higbir katkisi olmadig diigiiniilmektedir.

Daha once verilen Model (3.13.) ele alinsin,
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y=XTT'f+e=Za+e=XTT B+ XT, T, B+¢

—r— p—r

=Za, + ZlHoz[H +¢.

Vigneau ve arkadaglarmin varsaydigi gibi, eger n<p ve
g =rank(X)=min(n-1,p)ise, X'X ’in A, 6zdegerleri j=n’den p ’ye sifira
esit olur. Bdylece, q tane 6zdeger sifirdan farkh olacaktir ve 4 24, >...24, >0

‘in X'X ’in kalan 6zdegerleri oldugunu varsayalim. Bu 6zel durumda, Model

(3.13.) asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

y=XTT'f+e=Za+e=XTT B+ XT, T, 'B+0B+e

=Zo +7Z, a  +¢. (4.96.)

q-r q-r

Burada T =(t,t,,....t,,t 11,50,...,0) = (T, T,

sbpygoees

0), T.=(,ty,-t,),

—r r

T, ,=(.,-t,) ve 0=1(0,...,0) dr.

Z:XT=(zl,zz,...,zr,ZM,...,Zq,O,...,O):(Zr,qur,O) nxp Dboyutlu bir

matris, Z, =(z,,2,,--,2,) nXr boyutlu bir matris, Z _ =(z,,,....2,)
nx(q— r) boyutlu bir matris, 0=(0,...,0) g—r boyutlu sifir vektorii ve
z;=Xt,,i=1,2,..,p."dir. Boylece, T X'XT =A, =diag(,A,...4) ve

T, X'XT, =A,, =diag(4,,,A

r+2,...,/1q) dir.

PCR’de boyut indirgenerek tahmin yapilir. Vigneau ve arkadaslari, boyut
indirgemeden tahmin etme problemine odaklandi ve agagidaki gibi bazi tahmin
edicileri tanimladilar:

Model (4.96.)’daki « parametresinin OLS tahmin edicisi asagidaki

sekilde verilmistir:
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) ) S ,
a(q,O)qu}O Z'y :dlag(f,...,l—,0,0,...,O)Z y. (4.97)

1 q

1 1
Burada, A;}O = diag(z,...,/i—,0,0,...,O) >dir.

q
Son 6zdegerler sifira ¢cok yakin olabilir. Sonug olarak tersleri ¢ok biiyiik
olabilir ve bu da bazi istenmeyen sonuglara yol acar. PCR’de ¢« 'nin tahmini

yalnizca ilk r temel bilesen korunarak verilmistir:
a(r,00=A,Zy . (4.98.)

Burada Ar_(l) = diag(i,...,i,0,0,...,O) >dur.
B ﬂ'l ﬂl

Bu noktada (4.92.) 'de bilinen PCR'nin ilk r bileseni ile , yeni oldugu iddia
edilen (4.98.) tarafindan verilen tahmin yontemiyle elde edilenler ile ayn1 olacaktir.
Diger bilesenler agikga sifir olacaktir.

Vigneau ve arkadaglari, PCR ve Ridge Regresyonunun dezavantajlarindan
bahsederek ve PCR ve Ridge Regresyon tahmin yontemlerini birlestirerek
asagidaki yeni tahmin yontemini dnermislerdir.

Ridge Regresyon’da tim o6zdegerlere bir k sabiti eklenir ve asagidaki

tahmin elde edilir:

1 1
a,(q,0)=A" (K)Z'y=dia yeens ,0,0,....,00Z'y . (4.99.
(q,00=A, ,(K)Z'y g(ﬂﬁk 7 +k )Zy.  (499)
Burada A} (k) = diag( ! ! 0,0....,0) *dir
20 g ﬂ1+k’m’/1q+k’ ,0,..., .
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Hem PCR hem de Ridge Regresyon prensibini birlestirerek, o«
parametresinin Ridge-Temel Bilesenler Regresyon tahmin edicisi (RPCRE)

Vigneau ve arkadaslan tarafindan,

1 1
4, (r,0)=A"(K)Z'y = dia ,0,0,...,0)Z' 4.100.
(r0)=AKZ'y g(/“k Tk )Z'y | )
. o _1 ) 1 1
seklinde verilmistir. Burada A~ (k) = diag( yeves ,0,0,...,0) *dir.
’ A+k A +k

Bu, Model (3.13.) altinda Baye ve Parker tarafindan tanimlanan r—k
smifi tahmin edicisinin bir uyarlamasidir. Bu noktada (4.93.)'deki bilinen r—k
siifi tahmin edicisinin ilk r bileseni, yeni oldugu iddia edilen (4.100.) ile verilen
tahmin yontemiyle ayni olacaktir. Agikca diger bilesenler sifir olacaktir.

Bu noktada, alternatif olarak Kaciranlar ve Sakallioglu tarafindan
tanimlanan r —d  siifi tahmin edicisini ve Ozkale nin tammladig1 r—kd sinifi
tahmin edicisini onerebiliriz. Vigneau ve arkadaslarindan yararlanarak r —d sinifi

tahmin edicisi

Gy (r,0)=A(d)Z'y

A +d A +d
A4 +D T A4, 4D

=diag( 0,0,....,00Z'y. (4.101)

seklinde de verilebilir. Burada,

A (d) = diag-2td_  _Ltd
’ A4L+D A4 +D

Bilesenler Regresyon tahmin edicisi (LPCRE) olarak adlandirilacaktir.

,0,0,...,0)*dir.  @,(r,0), Liu-Temel
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Benzer sekilde, r —kd simfi tahmin edicisi

a, ,(r,0)= A;g k,d)Z'y

ag(- Atkd o007y,
2K A4 1K)

(4.102.)

seklinde de verilebilir. Burada,

+kd A +kd .
Ay (k,d)=diag( 4 s ,0,0,...,0)*dir. @, ,(r,0) iki
AL+ 4,4, +K) ;
Parametreli-Temel Bilesenler Regresyon tahmin edicisi (TPPCRE) olarak
adlandirilacaktir.

4.11.3. Kriterler, Yanhhk Parametrelerinin Secimi ve Karsilastirmalar

Karsilagtirma yapmak amaciyla, SMSE ve CVEP istatistiksel olciitler

olarak tercih edilmistir. OLS tahmin edicisi, PCR tahmin edicisi, RPCRE, LPCRE
ve PCTP i¢in SMSE formiilleri agagidaki gibi verilir

SMSE (é(q.0)) Z—

(4.103.)
SMSE (é&(r,0)) Z—+ Z a (4.104.)
i=1 g i=r+l
4 ﬂ. +k* a; l <A
SMSE (&, (r,0))=>» ——— L2040 N o (4.105.)
(4,00 21 2 (4 k) 2
N - 2, 00 L,
SMSE(8,(r,0))=>| (5 -1) &} +— |+ D_ o], (4.106.)
i=1 i i=r+l
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. r | 6> (A +kd) +k>(d-1) oA,
SMSE (@, ,(r.0))= Y| L /1)(/1+]€()2 S o
i=1 i \ b

q
+> al. (4.107.)

i=r+l

Burada, £k >0, 0<d <1lve é‘i:/lier
A +1

i

for i=1,2,...,r dir.

OLS ve PCR tahmin edicisinin ve RPCRE, LPCRE ve PCTP' nin CVEP

formiillerini sirasiyla asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

CVEP(4(q,0)) :%Z[l—eflg{o} (4.108.)
CVEP(&(r,0)) =%§(1jﬁo j (4.109.)
CVEP(4,(r,0)) :%Z‘(#O(k)] (4.110.)
CVEP(4,(r,0)) :%Z‘(I—JWJ @.111.)
CVEP(d, ,(r,0)) :%Z“Ll—him] 4.112.)

Burada e, =y, — J, i-inci gozlemin bir rezidiisii, h:o ZA:OZ " matrisinin i-inci
kosegen elemant, h;’;o ZA;E)Z' matrisinin i-inci kdsegen elemani, |, h;";o(d)
ZA;é(d)Z' matrisinin i-inci kosegen elemani ve hifo(k,d) ZA;é(k,d)Z’

matrisinin i-inci kdsegen elemanidir.

133



4. TEMEL BILESENLER VE ILISKILI TAHMIN YONTEMLER Ecem OZKAN

RPCRE, LPCRE ve PCTP tahmin edicileri bilinmeyen yanlilik
parametrelerini icerir. Bu nedenle so6z konusu tahmin edicilerin parametrelerinin
secilmesi gerekir. Bu caligmada, yanlilik parametrelerinin secilmesi icin esas
olarak iki yonteme odaklanilmistir. ik olarak, PCTP i¢in asagidaki gibi tanimlanan

PRESS' ten yararlanilir:

i=1

n e
PRESS =Y | —— |, 4.113.
z(l—h;{o(k,d)J 113

(4.113.)’te verilen PRESS istatistigini en aza indirgeyerek k ve d parametrelerinin

A

optimal degerleri bulunur ve daha sonra bu optimal parametreleri k ve d

press press
olarak adlandirilacaktir. Ikinci olarak, Ozkale’nin ¢alismasinda verilen parametre
secim yontemi kullanilir.

Her i =1,...,r igin

k _ a’—o0*>0 ise,

press i

r

S (bt -*) (44,

O<d<—= <1

r

> ke (07 47 2) ) 2 (24K )

A

esitsizliginden yararlanarak bir d secilir ve bu d degeri d,, olarak
adlandirilir.

Sayisal analizde, tahmin edicilerin SMSE kriterine gore karsilastirilmasi

igin, (lgprm,cismE) optimal parametreleri kullanilir. Tahmin ediciler CVEP

A

kriterine  gore karsilastirildiginda, (/2

prm,d press)  Optimal  parametreleri

kullanilacaktir.
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4.11.4. Uygulama

Bu boliimde, yeni tahmin ediciler LPCRE ve PCTP'nin hem tahmin hem de
Ongorii performansini arastirmak icin gergek bir kimyasal veri seti ele alinmisgtir.
Martinez ve arkadaslart  (2018)’min  ¢alismasindaki  zeytinyagi  verileri
kullanilacaktir. Zeytinyag1 verileri, zeytinyagi iretiminin kalite problemini
belirlemek amaciyla toplanmistir. Zeytinyagi iireticileri zeytinyagini genellikle
ham veya sizma olarak smiflandirir ve bu smiflandirma, iiriin kalitesini kontrol
etmeyi saglar. Zeytinyagi tretimi énemli bir ekonomik etkiye sahip oldugundan,
gesitli firmalarin  yoneticileri bu smiflandirmaya ¢ok dikkat etmektedir.
Zeytinyaginin kalitesini belirlerken bazi fiziksel ve kimyasal 6zellikler géz 6niinde
bulundurulur. Zeytinyaginin fiziksel 6zelligi ¢ogunlukla zeytinyaginin rengine
bagli goriiniimii ile ilgilidir. Zeytinyaginin renginin belirlenmesi igin asitlik
seviyesi, peroksit seviyesi ve ultraviyole (UV) absorbans1 gibi baz1 fizyokimyasal
degiskenler kullanilabilir.

Zeytinyag1 verileri, duyusal alti 6zellik ve fizikokimyasal bes kalite
ozelligi ol¢iimiinden elde edilen puanlarin bulundugu 16 adet zeytin 6rneginden
olusur. Bu veri setinde ilk bes yag Yunan, sonraki besi Italyan ve son altis1
Ispanyol’dur. Fiziksel 6zelliklerin bir gostergesi olarak, bu sayisal érnekte yalmzca

ti¢c renklendirme tiirli i¢in puanlar analiz edilmistir. Bunlar Y, : Sar1, Y, : Yesil ve
Y, : Kahverengi seklindedir. Bu bagimli degiskenler, bes degiskenin yardimiyla
agiklamir: X, : Asitlik, X,: Peroksit, X,: 232 nm’de 6l¢iilen UV absorbansi
(K232), X,: 270 nm’de olgiilen UV absorbansi (K270) ve X, : 266 ile 274 nm

araliginda 6lgiilen absorbans taramasi (DK).

Degiskenlerin korelasyon matrisi,
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1.0000 0.0467 0.1070 0.4796 0.5289]
0.0467 1.0000 0.8740 0.5535 0.4865
0.1070 0.8740 1.0000 0.7104 0.5356
0.4796 0.5535 0.7104 1.0000 0.3112

10.5289 0.4865 0.5356 0.3112 1.0000

seklinde bulunur.
Bazi degiskenler arasinda gozlemlenen yiiksek korelasyon c¢oklu
baglantinin varligin1 gosterir. Herbirinin Varyans Sisirme Faktorleri (VIF)

VIF, =3.7981, VIF, =4.4079, VIF, =10.1331, VIF, =53451 ve

VIF, =3.5623"tiir. Bu degerler sonucunda X, degiskeni ile modeldeki diger

degiskenlerden en az biri arasinda yiiksek korelasyon oldugu goézlemlenir. Temel
bilesenlerin sayisin1 belirlerken, 6zdegerlerin 1'den az olup olmadigm kontrol
ederiz. Bunun bir sonucu olarak, Martinez ve arkadaglari’nin ¢aligmasinda oldugu
gibi r =2 temel bilesenleri elde edilir. kK ve d yanhlik parametrelerinin se¢imi,
onceki boliimdeki prosediirlerle uyumlu olarak yiiriitiiliir.

Farkli tahmin yontemleri kullanilarak hesaplanan katsayilar tahminini

incelemek igin, zeytinyagi verilerinin Y, =Sar1 yamit degiskeni gz Oniinde

A A

bulundurulur. Tablo 1°deki k ve dg, yanllik parametrelerinin degerleri,

press
katsayilar tahmini i¢in kullanilir. PCR tahmin edicisi, r—k sinifi tahmin edici,

r—d smifi tahmin edici ve r—kd smifi tahmin edicinin katsayilar tahmini
sirastyla, a(r)= (0.3734, —0.1485)' ,a,(r)= (5.9554E—05,—9.5358E —()6)'
. 6,(r)=(0.3503,-0.1319) ve &, ,(r)=(0.2827,~0.1124) *tiir. Buna ek
olarak Vigneau ve arkadaglar1 tarafindan 6nerilen PCR tahmin edicisinin katsayilar

tahmini o?(q,O):(0.3734,—0.1485,0,0,0)’ seklinde bulunmustur. Burada,
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a(r) ve a(q,0) m katsayilar tahminlerinin arasindaki tek fark boyutlaridir. Daha

once de belirtildigi gibi, tahmin edicilerin ilk r bilesenleri aynidir, diger bilesenler
ise sifirdir. RPCRE nin katsayilar tahmini

&, (r,0) = (5.9554E - 05,-9.5358E - 06,0,0,0)

olarak bulunur ve bu vektoriin sifir olmayan degerleri, r—k smmfi tahmin

edicisinin ilk r bilesenleriyle aymidir. Benzer diigiinceyi koruyarak, LPCRE ve

PCTP’nin katsayilar tahmini sirasiyla, &,(r, 0)=(0.3503,—O.1319, 0, 0,0)' ve

0?,(’ ,(1,0)= (0.2827,—0.1 124,0, 0,0), *dir. Ug yanit degisken igin parametrelerin

optimal degerlerinin SMSE ve CVEP sonuglar1 Tablo 4.1. ve Tablo 4.2.°de
verilmistir. Tablo 4.1.de verilen sonuclar SMSE kriteri icin, Tablo 4.2.’de verilen
sonuglar ise CVEP kriteri igin verilmistir.

Tablo 4.1.’de verilen sonuglar, PCTP’nin SMSE kriterine gore, OLS
tahmin edicisi, PCR tahmin edicisi, RPCRE ve LPCRE’den {istiin oldugunu
gosterir. Bu sonug, zeytinyag verilerinin ii¢ yanit degiskeni icin gegerlidir. Yani
PCTP, tahmin performans1 agisindan diger tahmin edicilerden daha iyidir. Verilen
diger tahmin edici LPCRE ise, SMSE kriterine gore diger tahmin edicilerden daha
iyi performans gosteren ikinci tahmin edicidir.

CVEP kriterine bakildiginda, PCTP’nin performansiin diger tahmin
ediciler arasinda en kiiciik CVEP sonuglar verdigi goriiliir. Bu calismada tercih
edilen yanlilik parametrelerinin se¢cim ydntemleri, iyi bir sonuca ulagilmasim
saglamistir.

Tablo 4.1. ve Tablo 4.2.’den ¢ikarilacak bir bagska sonug ise, s6z konusu
tahmin edicilerin CVEP sonuglarinin, bu tahmin edicilerin SMSE sonugclarindan
daha kiigiik degerler almasidir. Buna ek olarak tahmin edicilerin CVEP degerleri
elde edilirken, ikinci yanlilik parametresinin se¢imi i¢in farkli bir yontem

kullanilmigtir. Bu, tahmin edicilerin CVEP degerlerinin SMSE degerlerine kiyasla
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daha kiiciik degerler almasinin nedeni olabilir. Her durumda, zeytinyag: verileri

icin PCTP’nin SMSE ve CVEP degerleri ile farkedilir sonuglara ulasildig: goriiliir.
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Tablo 4.1. Zeytinyag1 verileri i¢in SMSE sonuglari

Yanit Agiklayici OLS PCR RPCRE LPCRE PCTP
Degiskenler Degigkenler Tahmin Tahmin
edici edici
X, = Asitlik (Bprs i) | (=12 (=) (1.8337E+04,-) | (=.0.7572) | (1.8337E+04,0.7572)
X, = Peroksit
Y, = San X,=K232
X, =K270 SMSE 1.1211 0.5464 0.6588 0.5382 0.5350
X, =DK
X, = Asitlik (zép,m,aw) (=—) (=,—) (1.6887E+04,—) | (—,0.7413) | (1.6887E+04,0.7413)
X, = Peroksit
Y, = Yesil X,=K232
X, =K270 SMSE 1.2717 0.3099 0.4223 0.3003 0.2961
X, =DK
X, = Asitlik (B ) | (=) (=) (6.4981E+03,—-) | (—.,0.9394) | (6.4981E+03,0.9394)
X, = Peroksit
Y, = Kahverengi X,=K232
X, = K270 SMSE 0.5329 0.1794 0.5933 0.1786 0.1783
X,=DK
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Tablo 4.1. Zeytinyag verileri i¢in CVEP sonuglari

Yanit Agciklayict OLS PCR RPCRE LPCRE PCTP
Degiskenler Degiskenler Tahmin Tahmin
edici edici

X, = Asitlik (lgprm,jpm) (-,=) (—,—) (1.8337E+04,—) | (—.,3.7971E-06) | (1.8337E+04,3.7971E-06)
X, = Peroksit

Y, = San X,=K232
X, =K270 CVEP 0.0658 0.0365 0.0283 0.0326 0.0283
X,=DK
X, = Asitlik (lgpw,jpm) (—=,—) (=,—) (1.6887E+04,—) | (—,4.0752E-06) | (1.6887E+04,4.0752E-06)
X, = Peroksit

Y, =Yesil X,=K232
X, = K270 CVEP 0.0766 0.0418 0.0321 0.0371 0.0321
X,=DK
X, = Asitlik (lgprem’d\pres.v) (=) (—,—) (6.4981E+03,—) | (—,4.9564E-06) | (6.4981E+03,4.9564E-06)
X, = Peroksit

Y, = Kahverengi | X,=K232
X, =K270 CVEP 0.0395 0.0208 0.0134 0.0170 0.0134
X, =DK
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5. SONUCLAR

Bu c¢alismada, temel bilesenler tahmin edici ve temel bilesenler tahmin
edici ile iligkili olan bircok tahmin edici incelenmistir. Tahmin edicilerin
yontemlerinin birlestirilmesiyle yeni tahmin ediciler tanimlanmig ve bilinen tahmin
ediciler ile performanslar1 karsilastirilmigtir.

Temel bilesenler tahmin edici, istatistigin neredeyse tiim alanlarinda ve
ekonometrinin birgok alaninda kullanilan bir tahmin edicidir. Temel bilesenler
tahmin edici, ¢oklu i¢ iliski problemini ortadan kaldirmak veya siddetini azaltmak
i¢in One siiriilen bir tahmin edicidir. Temel bilesenler yonteminin asil amaci boyut
indirgemesi ve tahmin yapilmasidir.

Degisken sayisinin gozlem sayisindan fazla olmasi durumunda, bazi
yazarlar tarafindan tanimlanan yeni tahmin yontemleri incelenmis ve temel
bilesenler regresyon ile ridge, Liu ve iki parametreli tahmin edici gibi bazi yanh
regresyon tahmin edicilerin kombinasyonlarinin performanst karsilagtirilmstir.
Gercek-yasam uygulamasi ve simiilasyon ile oOnerilen tahmin edicilerin
parametrelere bagli olarak performanslari incelenmistir.

Verilen uygulamanin asil amaci, tipik bir kimyasal veri icin LPCRE ve
PCTP'nin 6nerilmesidir. LPCRE, PCR tahmin edicisi ve LE 'min avantajlarini
birlestirir. PCTP, PCR tahmin edicisi ve TP 'nin bir bilesimidir. Bu tahmin ediciler,
istenirse modelin  boyutunu indirgemeden ¢oklu baglanti probleminin
coziilebilmesi icin bize bir firsat sunmaktadir. PCTP 'nin performans: iki yanlilik
parametresine baglidir ve bu ylizden bu yanlilik parametrelerinin optimal se¢imi
icin iki yontem onerildi. Teorik oneriler zeytinyagi verileri olarak adlandirilan tipik
kimyasal verilere uygulandi. Bu uygulamada, tahmin edicilerin CVEP ve SMSE
kriterlerine gore performansi arastirildi. Her iki durumda da, onerilen yontemlerin

daha iyi sonuglar verdigi gozlenmistir.
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