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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar agiklamalart ile birlikte
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1.GIRIS

Lineer sistemler ve lineer olmayan sistemlerle ilgili ¢alismalar 19. yiizyi1lda A.V.
Balakrishanan, L.M. Sirverman, J.J. Distefano, R.C. Erdmann, N. Levan, Kalman
R.E., Y.C. Ho, K.S. Narenda, Zadeh Lotfi, S. Butman, R. Sivan, John Robert Ward,
Robert D. Strum gibi ve daha bir ¢cok matematikgi tarafindan incelenerek ayrintili bir
bicimde ele alimmistir. Bu ¢alismalarda dinamik sistemlerin dizayni ve analizi i¢in
lineer uzay yaklasiminin pratik ve teorik kullanimlari ve bunun sonucunda bazi
kararlilik kriterleri ve tekniklerinin kullanilmasi ile mithendislik, tip, ekonomi, ticaret
bilimlerinin daha iyi algilanmasi saglanmistir. Kararlihik kriterleri tekniklerinin
kullanilmas: ile degisen zaman parametreli lineer sistemle, sabit zamanhi lineer
sistemler gibi 6zde ayni yontemle analiz edilebilir oldugu goriilmistiir. Fiziksel
sistemlerin zaman davramslari matematiksel olarak ifade edilmesinde ve bunun
sonucunda modern kontrol tekniklerinin olusturulmasi gererliligi ortaya ciktigi
gorlilmektedir. Burada matris analiz bilgisinin lineer sistemleri ve diferensiyel

denklem sistemlerinin kapsam olarak ¢ok iyi bilinmesi 6nemlidir.

Bu ¢alismanin ikinci bolimiinde sistemler hakkinda genel bilgiler. lineer sistemler,
homogen ve homogen olmayan sistemler ve bu sistemlerin ¢6ziim yontemleri igin

gerekli konularda temel tanim, kavram ve teoremler verilmistir.

Calismanin lglinci bolumiinde kararlilifa giris ve bu konu ile ilgili kritik nokta
tirleri, lineer sistemler i¢in kritik noktalar ve kararhlik durumlari tanim ve teoremler
olarak ele alinmistir. Ayrica daha sonra 6nemli bir yontem olan Liapunov’un

dogrudan yontemi ile kararlilik incelenecektir.

Calismanin doérdiincti boltimiin de kararhlikla ilgili bazi 6zel tanimlar ve kavramlar

verilerek diizgiin kararhilik, asimtotik kararlilik gibi kavramlar ifade edilmistir.

Calismanin besinci bdlimiinde zamandan baZimsiz lineer sistemlerin kararlilig
incelenmis Routh ve Hurwitz kararlilik kriterleri tizerinde durularak bu kriterler

arastirma ve incelemeye alinmis ve 6rnekler sunulmustur.



Calismanin altinci boliimiinde 6nemli bir kararlibk kriteri olarak yer alan ve
arastirilmaya deger Liapunov kararliligimin birinci ve ikinci yontemleri ele alinarak

detayli bir sekilde incelenerek iizerinde durulmustur.

Calismanin yedinci boliimiinde bu inceleme ve arastirma sonucunda karsilagilan

sonu¢ ve bulgulara varilarak bu konularda 6neriler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1. Sistemler Hakkinda Genel Bilgiler

Analizin temel kavramlarindan biri, birinci mertebeden n diferensiye!l denklem

sistemidir.  y,(x),y,(x),...,y,(x) bir bagimsiz x dediskeninin bilinmeyen
fonksiyonlari ise, bu durumda ilgi duyulan en genel sistem, y'l, y'z, Y '" tirevlerini

X V€ ¥,,Y,,...,y, nin fonksiyonlar: seklinde acik olarak veren

¥ = L0000,

Yy = L (90, Y005 Y,) [2.1]

y; = fn('x’ y} > .)72""7.)’11)
sistemidir (1),

Diferensiyel denklem sistemleri bircok bilimsel problemde tamamen dogal olarak

ortaya cikarlar.

Sistemleri incelemede 6nemli bir matematiksel neden n yinci mertebeden

y = flny YLyt [2.2]

seklinde tek denklemin, daima “Es.2.1”in bir 6zel durumu olarak dikkate alina bilmis

olmasidir. “Es.2.2” denklemi normal formdan n yinci mertebeden denklemdir.

wERY, =Yy, =y [2.3]

konursa, “Es.2.2” denklemi,



=Y,

Yy =Ys 2.4]

y:p :.f(x:ylayZJ"'ryn)

seklinde “Es.2.1”in bir 6zel durumu olan esdeger sisteme indirgenir. “Es.2.2” ve

“Es.2.471in esdeger olma ifadesi asagidaki anlamda eger y(x), “Es.2.2” denkleminin
bir ¢ozlimii ise, bu durumda “Es.2.3” ile tanimlt y, (x), y,(x),...,»,(x) tonksiyonlari
“Es.2.4” sistemini saglar ve tersine olarak y,(x),y,(x).....»,(x) fonksiyonlar

“Es.2.47sistemini saglar ise, bu durum da y(x) = y,(x), “Es.2.27in bir ¢6ztimudiir.

n yinci mertebeden bir denklemi, » tane birinci mertebeden  bir sisteme

indirgemenin ¢esitli avantajlart vardir. Bu durumu, “Es.2.17 sistemi ve “Es.2.2”
denklemi i¢in varlik ve teklik teoremleri arasindaki bagintiy1 géz oniine almakla

aciklayalim.

Belli bir x = x, noktasi se¢ilir ve bilinmeyen fonksiyonlarin

W) =a,y,(x)=d5.....y,(x,)=a, [2.5]

degerleri, f,f,,..., f, fonksiyonlar1 tamimli olacak sekilde keyti olarak ayurt edilir
ise, bu durumda “Es.2.17 sistemi y,(x ), ¥5(x ),...,»y (x ) tirevlerinin degerlerini

verir. Bu durum ile diferensiyel denklemlerde varlik ve teklik teoremine iliskin

irdeleme arasindaki benzerlik, bizleri Picard teoreminin asagidaki benzerine gétiiriir.

L . . a
Teorem2.1. f,f,,..., f, fonksiyonlar1 ve —, ..., —,=—~,.... =
ayl a} n ay C:}’” ayl ayn

kismi tirevleri  (x,y,,¥,,...,»,) uzaymmn bir R bolgesinde siirekli ve
(x,,a,.a,,...a,) R’nin bir i¢ noktas: ise, bu durumda “Es.2.1” sistemi, “Es.2.5”

baslangi¢ kosullarini saglayan bir tek y,(x),y,(x),....»,(x) ¢6zlimiine sahiptir.



Bu teoremin ispati genel anlamda her kaynakta bulunmak {izere, yukaridaki
indirgeme nedeniyle Teorem 2.1, “Es.2.2” denklemine karsihk gelen asagidaki

teoremi bir 6zel durum olarak kapsar.

g o of

Teorem 2.2. [ ve —,~—,..., l
—_— ay ay a})(;z~b

kismi tiirevleri (x,y,y,...,y" ") uzaymn bir

R bolgesinde stirekli ve (x ,a,.a¢ ....a,), R’nin bir i¢ noktas: ise, bu durumda

“FE$.2.2” denklemi y(x,)=a,,y'(x,)=a,,...,y" " (x,) = a, baslangic kosullarim

saglayan bir tek y(x) ¢6ziimiine sahiptir.

Yiiksek basamaktan denklemleri. birinci mertebeden denklemlere indirgemenin
yararinin bir diger agiklamasi olarak. klasik mekanigin meshur »n cisim problemini

g0z Online alalim.

Kiitleleri m, olan n parcagik (x,.1,,z,) noktalarinda yerlesmis olsun ve onlarin
birbirlerini Newton cekim yasasma gore cektiklerini varsayalm. g, , m, ile m,

arasinda uzakhk ve # da pozitif v ekseninden onlart birlestiren dogru parcasi

arasindaki agi ise (Sekil 2.1). bu durumda m, tlizerinde m, tarafindan kullanilan

kuvvetin x bilesen G ¢ekim sabiti olmak lizere

Gm,m, Gmm (x, -x,)
——cost = -
Q)/j @{!

dir.
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Sekil 2.1. ¢, , m, ile m arasindaki uzakhk

2

Her j =i icin bu bilesenlerin toplamt - ve esit oldugundan,

2

at

dx, _ GZ m,(x; —x,)
2 3
d[ J=i gﬂ/j

seklinde » tane ikinci mertebeden diferensiyel denklem ve benzer olarak ,

2y m Ay, —y
d ,1/, Gz j(,}j} -}l)
dt- I ?,
d’z, m(z, -z,

21 GZ j( j,‘ )
dt P @,

diferensiyel denklemleri elde edilir.



dx, d dz C
vV, =—=, vV, = e v, =—— konur ve yukaridaki indirgeme kullanilirsa, bu
toodt 7 dr Coodr
durumda x,, Vs s Xs Ve s Y1 Vs ot ¥, V20V s Z,, Y, bilinmeyen

fonksiyonlarina gore “Es.2.1” seklinde 6n denklem sistemi elde edilir.

3 2 2172
o) =l -x) + =) (2 -2}

esitligi kullanilirsa, bu durumda Teorem 2.1, asagidaki sonucu verir: Pargaciklarin

hareketlerinin baglangic durumlart ve baslangig hizlart yani belli bir ¢ =¢, aninda
bilinmeyen deerleri verilir ve ¢, ler sifira gitmemesi anlaminda parcaciklar

carpismaz ise, bu durumda onlarin daha sonraki durum ve hizlarn tek olarak
saplanabilir. Bu sonu¢ bizce benimsenen mekanik determinizim (gerekircilik)
felsefesinin temelini olusturur, zira evren, gelecedi herhangi bir anda onun durumu
ile karst konulmaz sekilde belli olan dev bir makineden baska bir sey degildir. Keza
Sir James Jeans, N. Eddington sayisi olmak iizere “GN diferensiyel denklem

sistemini kendi kendine ¢6zme ° olarak kainati tanimlamada onderlik etti. Sir Arthur

-

Eddington evrende madde parcaciklarinin tiim sayisi NZ% x136x2 7 oldugunu
(gercekten, bu iddianin gergekgiligi ne kadar dogrudur?) iddia etti.
2.2. Lineer Sistemler
Bu kesimde
d
_(/_;— = F(l,x,y)
! [2.6]
dy
- = G([: X, y)
dt



seklinde iki bilinmeyen fonksiyon kapsayan birinci mertebeden iki denklem sistemi

tizerinde durulacaktir.

Parantez gosterimi, denklemlerin birbirlerine bagh oldugunu vurgulamak igin

kullanilmaktadir ve bagimsiz degisken i¢in ¢ ve bagimh degiskenler icin x ve y

harfleri kullamlacaktir.

Bu ve daha sonraki kesimde ayrica

o (yx+ by (O + (1)
dt

ii—);:(lz(l)x+bz(t),V+.f§([)

[2.7]

seklindeki lineer sistemler ele alinacaktir.

Simdiki irdeleme ve asagida ifade edilen teoremlerde, ¢ ekseninin belli bir [a.b]
kapah araligi tizerinde a,(¢).b,(t) ve f, (1) i=12. fonksiyonlarinin stirekli olduklar

varsayilacaktir.

S, ve f,(t) 6zdes olarak sifir ise, bu durumda “Es.2.7" sistemi homogen. aksi

halde homogen olmayan sistem adini alir.

[a,b] Uzerinde “Es.2.7”nin bir ¢dziimi, kuskusuz tamamen bu aralik lizerinde
“Es.2.6"nin her iki denklemi saglayan x(¢) ve yp(¢r) fonksiyonlar ciftidir. Boyle bir

¢Ozimi,

{x = x(t)
y =y



seklinde yazalim. Simdi “Es.2.7” genel lineer sistem teorisi lizerinde kisaca duralim.
Bu teorinin, ikinci mertebeden lineer denklem teorisine son derece benzer oldugu

goriilecektir. Once varlik ve teklik teoremini ifade edelim.

Teorem?2.3 t,, [a,b] araliginin herhangi bir noktasi vex,, y, herhangi iki sayi ise, bu

durumda “Es.2.7” sistemi, x(/,) = x,,y(t,) = ¥, olacak sekilde [a,b] iizerinde gecerli

{x =x(1)
y=x0
seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.

Bir sonraki adim, “Es.2.7” den f (1) ve f,(f) terimlerini kaldirmakla elde edilen

elx

— =a (H)x+b(H)y

& =a (Hx+b (H)y
dt

seklindeki homogen sistemin ¢oz{imlerinin yapisini incelemek olacaktir.
“Es.2.87 sisteminin x(¢) ve y(¢) nin her ikisinin 6zdes olarak sifir oldugu asikar
¢oziim tarafindan saglandigr agiktir. Daha yararli ¢oziimleri olusturmada temel arag

asagidaki teoremdir.

Teorem2.4. “Es.2.8” homogen sistemi {a, b] izerinde

{: O { o 2.9]
y=y() y=y,()

seklinde iki ¢6ztime sahip ise, bu durumda ¢, ve ¢, sabitleri i¢in



10

x=c,x,(1)+c,x,(t) 2.10]
y=cy)+cy,(0)

de [a,b] tizerinde bir ¢dziimdiir.

Ispat: Bu teoremin ispati dogrudan bir saglama isidir. Gergekten “Es.2.9” ¢éziimleri

“Es.2.87 sistemini sagliyor ise
o ]

dx dx,

~L=qgx +b L-ax,+b
9 1% 1Y v Jr 1% 1V2
dy, dy,

——=da,x, +b,y, =0a,X, +b,y,
dt dt

dir. Diger yandan “Es.2.107, “*Es2.8” de yerlerine konulursa

dx dx, dx,

—=¢ —+4c¢c,—==c¢,(ax, +by)+c,(ax, +by,
i '\ 2 (apx ) 2(ax, Va)
dy dy, dy,

— =G +o,—==c(a,x, +b,y))+c,(a,x, +b,y,)
dt dt dr

ve buradan

dx ‘
—=a,(c,x, +¢,x,) + b (e v +e,yy)
dt : e
dy

—i;:czz(c,xl +c,%,)+ by (e y, +cay,)
¢

nedeniyle “Es.2.107, “Es.2.8” sisteminin bir ¢6zimiidir.

“Es.2.10” ¢oziimi, “Es.2.9” ¢oziim ciftinden ilkini ¢ , ikincisim ¢, ile carpip
toplamakla elde edilir. Bu ylizden “Es.2.10” ¢oziimii, “Es.2.9” ¢odzlimlerinin bir

lineer kombinasyonudur. Bu teknik terim ile Teorem 2.4 yeniden asagidaki sekilde



ifade edilebilir. “Es.2.8” homogen sisteminin iki ¢dziimiinin herhangi bir lineer

kombinasyonu da bir ¢6ztimdiir.

Acikliga kavusturmak zorunda oldugumuz bir sonraki soru, acaba “Es.2.107, [a,b]
tizerinde “Es.2.8”in biitlin ¢dzlimlerini kapsiyor mu sorusudur, yani, acaba “Es.2.107,

[a,b] tizerinde “Es.2.87in genel ¢oziimiimiidir. Teorem 2.3 nedeniyle ¢ ve ¢,
sabitleri, [a,b] de keyfi bir 7, noktasinda keyfi x(7,)=x, ve y(t,)=y, kosullan
saglanacak sekilde secilebilirse, yada esdeger olarak her x, ve y, sayilar ¢ifti ve

[a,b] de her bir ¢ icin

X, (1y) + ey, (1) = X,

ayi(ly)+ 0, (1) =y,

lineer cebirsel denklem sistemi ¢ ve ¢, bilinmeyenlerine gore ¢oziilebilirse,

“Fs.2.107 genel ¢oziim olacaktir. Determinant teorisi nedeniyle,

X (1) x, (1)

V) =
R TR

katsayilar determinanti, [a. b] lizerinde sifir olmadig: taktirde sistem ¢ ve c,

bilinmeyenlerine gore c¢ozilebilir. Bu determinant, “Es.2.9” c¢oziimler ¢iftinin
Wronskiyen’i adini ahir ve yukaridaki uyarilar nedeniyle asagidaki teoremin ispati

yapilmis olur.

Teorem?2.5. “Es.2.8” homogen sisteminin “Es.2.9” ¢coziimler ¢ifti, [a,b] lizerinde sifir
olmayan bir W(t) Wronskiyenine sahip ise, bu durumdu “Es.2.10”, bu aralik

tizerinde “Es.2.8”in genel ¢oziimidiir.

W(t) Wronskiyeninin sifir olmas: yada olmamasinin, ¢’nin se¢imine bagh

olmadigina iliskin teorem asagidadir.



Teorem2.6. “Es.2.8” homogen sisteminin “Es.2.9” ¢6ztimler ¢iftinin Wronskiyeni

W(t) ise, bu durumda W (t), [a,b] lizerinde ya 6zdes olarak sifir yada 6zdes olarak

stfirdan farkhidir.

Ispat: “E$.2.9” ¢oziim ciftinin ' W(t) Wronskiyeninin tiirevi alimir ve “Es.2.9"un

“FEs.2.8” sistemini sagladigi diistintilerek W(t) ye iliskin birinci mertebeden
w
—C%[—- =[a,()+b,(OWV [2.11]

denklemine varilir. Buradan bir ¢ sabiti i¢in

[y (D+by ()]t
W) = ce)

[2.12]
elde edilir. Buradan teoremin sonucu, “Es.2.12” deki iistel ¢arpanin [a.b] tizerinde

kesinlikle sifir olmamasi nedeniyle asikardir.

Teorem 2.5, “Es.2.10"un “Es.2.8” homogen sisteminin genel ¢6ziimii oldugunu
gergeklemenin uygun ara¢larint temin eder. Yani, bu durumda “Es.2.9” ¢6ziim
ciftinin V(1) Wronskiyeni sifir degildir. Simdi dogrudan ve daha uygun olan bir test

gelistirelim. “Es.2.9” ¢6ztimler ¢iftinden biri, [a,b] de her ¢ ve herhangi bir & i¢in

¥, () = kx, (1) X, (1) = kx, ()
yada
(1) =ky, (1) o (1) =ky (1)

anlaminda digerinin bir skaler kati ise, “Es.2.9” ¢oztimler cifti [a.b] tizerinde lineer

bagunli ve biri, digerinin bir skaler kati degilse lineer bagumsizdir denir. Lineer

bagimhligin, [a,b] de her 7 i¢in

O X (’)+czx2(f) =0
ey () +eyy,(0)=0



olacak sekilde en az biri sifir olmayan ¢ ve c, sabitlerinin var olmast kosuluna es

deger oldugu aciktir. Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem2.7. “Es.2.8” homogen sisteminin “Es.2.9” ¢oziimler ¢ifti [a,b] tizerinde
lineer bagimsiz ise, bu durumda “Es.2.107, bu aralik tizerinde “Es.2.8”in genel

¢Oziimidir.

Ispat:  Teorem 2.5 ve “Es.2.97a gore, “Es.2.9” ¢oziimlerinin lineer bagiml
olmasmin, onlarin W (r) Wronskiyeninin 6zdes olarak sifir olmasi ile es deger

oldugunu gostermek yetecektir. Onlarin, diyelim

X, (1) = kxy (1)

[2.14]
¥ () =ky, (1)

olacak sekilde lineer bagimli oldugunu varsaymakla ise baslayalim. Bu durumda

[a,b] de her 7 i¢in

x (1) x,()
»{)y ¥, ()

W) = O 0= ke (0, (1) = 0
k(D) (1)

dir. & sabiti, “Es.2.14” esitliklerinin diger yaninda ise, iddia ayni sekilde gecerlidir.
Simdi W (1) 'nin 6zdes olarak sifir oldugunu varsayarak, “Es$.2.9” c¢oziimlerinin
“Es.2.13” esitlikler1 anlaminda lineer bagimli olduklarint gosterelim. ¢,. [a,b] de

belli bir nokta olsun. ¥ (f,) = 0 oldugundan,

e x (fy)+c,x,(t,) =0
enllo)+e,p,(1,)=0

lineer cebirsel denklem sistemi. her ikisi sifir olmayan bir ¢|,c¢, ¢6ziimiine sahiptir.

Boylece



x=cx,(t)+c,x,(¢)

[2.15]
y=oy0)+ce,y,@)

ile verilen “Es.2.8” sisteminin ¢6ziimi, ¢ da asikar ¢6ztimdir. Buradan

Teorem?2.3ln teklik kismi nedeniyle “Es.2.15”, [a.b] lizerinde asikar ¢6zlime esit

olmak zorundadir. Boylece “Es.2.13” gecerlidir ve ispat tamamlanmis olur.

Bu testin degeri, 6zel problemlerde “Es.2.8”in iki ¢oziimiinlin lineer bagimli yada

bagimsiz olup olmadigina karar vermede kolaylikla kullanilabilir olmasindandir.

Simdi homogen olmayan “Es.2.7” sistemine donerek bu sisteme iliskin bir teorem

verelim.

Teorem2.8. “Es.2.8” homogen sisteminin “Es.2.9” ¢oztimler c¢ifti [a,b] lizerinde

lineer bagimsiz ve
x=1x,()
y=y,()
bu aralik iizerinde “Es.2.7 " nin herhangi bir 6zel ¢éziimii ise, bu durumda

{x =X, (1) + ¢, %, (1) +x,(1)
[2.16]

y=coy )+, () +y, 1)
[a,b] tizerinde “Es.2.7'nin genel ¢6ziimidiir.

x =x(t)

[spat:
{y = y(1)

“Es.2.7"nin keyfi bir ¢6ziimii ise, bu durumda
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x=x(t)—x,(1)
y=y® =y,

de “Es.2.8”in bir ¢oziimii oldugunu gostermek yetecektir. [a,b] de her bir #, ve

her x,, y, sayilar ¢ifti igin

x(ty) =c,x,(ty) +c,x,(t,) +xp(t0) = X,

y(ty) :C|y1(to)+czyz(to)+}’,,(to): Yo

sistemi, ikinci yan elemanlar ne olursa olsun, daima bir ¢;,c, ¢dzlimler ciimlesine
sahiptir. Gergekten katsayilar determinanti, f=1, noktasinda lineer bagimsiz
(x,,y,) ve (x,,y,) ¢ozlimler ¢iftinin Wronskiyenidir ve Teorem 2.7 nedeniyle bu

Wronskiyen sifirdan farklidir. Buradan sistem, ikinci yan elemanlar1 ne olursa olsun

¢,,c, ¢ozlimiine sahiptir. [a,b] de her bir 7, i¢in

¢, (1) + cyx, (8y) = x(2,) "x,,(fo)

0,3y (1) + €57, (6) = ¥(1) = ¥, (8,)

olmasi nedeniyle x=x(t)—x, (1), y=yU)—-y, () cifti de “Es.2.8” sisteminin

cozumiidiir (2).
2.3. Sabit Katsayili Homogen Olmayan Lineer Sistemler

Homogen olmayan lineer sistemlerin genel ¢oziimiiniin verilen sisteme iliskin
homogen sistemin genel ¢dziimii ile verilen sistemin bir 6zel ¢oziimiintin toplanmudir.
Simdi homogen olmayan lineer sistemlerin bir 0zel ¢Oziimiiniin nasil

bulunabilecegine iliskin iki yontem iizerinde duralim.



2.3.1. Parametrelerin degisimi yontemi

Bu yontem, homogen olmayan lineer sisteme iliskin homogen sistemin genel ¢éziimii
bilinmek kaydiyla sadece sabit katsayili homogen olmayan sistemlere degil aym
zamanda degisken katsayili homogen olmayan lineer sistemlerin 6zel ¢6ziimiiniin

bulunmasinda kullanilan bir yontemdir.

dx
4 Dx+b Ny + 11D
J [2.17]
= = a4, (Ox+b,(Dy + £,0)
1t
homogen olmayan lineer sistemi ile bu sisteme iliskin
dx
= a (Ox b0y
7’ [2.18]
LA a,(t)x+b,(t)y
dt ) i
homogen sistemini goz 6niine alalim.
xX=x x=x
{ /() ve { « [2.19]
y=x310 y=y(®

ciftleri, “Es.2.18” homogen sisteminin bagimsiz ¢oztimleri ise, bu durumda homogen

sistemin genel ¢6zimi

{x =x,(1) =c,x,(1) +cyx, (1)
y=y,(O)=cy () +c,p,(0)

seklindedir. Buna gére ¢, (1) ve ¢, (¢) fonksiyonlar
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{c,’ (Dx, +c5(D)x, = f, [2.21]

Oy, +e3()y, = £,

sistemini saglamak lizere, “Es.2.17” homogen olmayan sisteminin bir 6zel ¢oziimii

{x =x,(1) = ¢, (Nx, (1) + ¢, (X, () [2.22]

y=y,(0)=c Oy, ) +cy(H)y, (1)

seklindedir. Gergekten “Es.2.22”, “Es.2.17” homogen olmayan sisteminde yerlerine

konulursa

C1X) + X, +e Xy +6,X) = a (e X, +¢,5,) +bi(ey, He,p,) +

iy ey, oy e,y =a, (e X, Ho,x,) + by (e y, + ey, )+
ve diizenlenirse,

N4 »! o W i d . N . _
orxy Foyx, Ho(x] —ax, = b v )+ ey (x5 - ax, ~ b yy) =

cryyFesy, to (Y —ayx, = by y)) oy (3 = ayx, = by, = f

elde edilir. Parantez icindeki toplamlar, “Es.2.19” ciftinin homogen sistemin

¢ozumleri olmast nedeniyle sifirdir. Boylece ¢| ve ¢} ye iliskin

€x, +6,%, = /)

oy, tey, =1,

sistemine vartlir. “Es$.2.19” ¢oziimler cifti lineer bagimsiz oldugundan “Es.2.23”

sisteminin katsayilar determinanti sifirdan farkhdir. Buna gére ¢’ ve ¢, ye gore

lineer olan “Es.2.23” sisteminden ¢’ ve ¢} tek olarak bulunabilir. ¢’ ve ¢} den ¢ ve
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¢, bulunarak “E$.2.22” de yerlerine konulmas: ile (¥) homogen olmayan lineer

sistemin bir 6zel ¢coziimii elde edilir (3).
2.3.2. Deneme ve yamlma yontemi

Bu yontemin uygulanabilmesi i¢in lineer sistemin hem sabit katsayili hem de ikinci
yanda bulunan f,(¢) fonksiyonlarinin 6zel formda olmast gerekir. Buna gore f;(t)
fonksiyonlar1 f’nin polinomlari, e™ seklinde iistel fonksiyonlar, sin ¢ ve cos St

seklinde trigonometrik fonksiyonlar yada bunlarin ¢arpimlar seklinde olabilir. Bagka

bir anlatim ile, verilen sisteme iliskin homogen sistemin genel ¢dzlimii kisaca

{x =50 [2.24]
y =y,

ile gosterilirse, bu yontem ikinci yanda bulunan f,(¢) fonksiyonlarinin sadece x, (1)
ve y,(r) de bulunabilecek fonksiyon tiirlerinin bir lineer kombinasyonu olmasi
durumunda uygulanabilir. Bu tiirdeki fonksiyonlarin tiimii, onlarin tekrarlanan
tiirevlerinden sadece aym tiirden terimleri elde etme 6zelligine sahiptir. sect, /nt,
Vi, vb gibi fonksiyonlar bu 6zellige sahip degildir. Dolayisiyla f,(f) fonksiyonlar
(kuvvet fonksiyonlar1), bu tiirdeki fonksiyonlari kapsamas: halinde bu yoOntem

uygulanamaz.

Denme ve yanilma yontemini uygulamada basarili olmanin yolu, x (1) ve y, (f)

icin uygun bir varsayim yapilabilmektedir.

Asagidaki bir diizen icerisinde 6zetlenen yontem dikkatle izlenirse bir zorluk s6z
konusu olmayacaktir.

i.) Verilen homogen olmayan sisteme iliskin homogen sistemin genel ¢Oziimii
bulunur.

ii.) f;(¢) nin her bir terimi i¢in
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(a.) kendisi ile onun tiirevi alinarak elde edilen biitiin olurlu fonksiyonlarin listesi
yapilir.

(b.) basamak (ii.a) da ki herhangi bir terim, x, ve y, da var ise, bu durumda o terim

sistemin ¢oziimiinden farkli olacak sekilde #’nin en kiiciik dereceli polinomu ile

carpilir.

lii.) x, ve y,, basamak (ii.) deki biitiin terimlerin bir lineer kombinasyonu olarak

alinir.

iv) x,ve y, igin varsayilan formlar, homogen olmayan sistemde yerlerine

konularak, katsayilarin karsilagtirilmasi ile ortaya c¢ikan lineer cebirsel sistemden

katsayilar bulunur (4).

2.4. Bir Diferensiyel Denklem Sisteminin, Daha Yiiksek Basamaktan Bir Tek

Denkleme Indirgenmesi

Bir diferensiyel denklem sistemini integre etmede temel yontemlerden biri sudur: Bir
tanesi disinda bilinmeyen fonksiyonlarin tiimi, sisteme iliskin denklemler ile bu
denklemlerin tiirevini almakla elde edilen denklemler arasindan yok edilerek bir tek
bilinmeyen fonksiyonun bulunmasima iliskin daha yiiksek basamaktan bir tek
diferensiyel denklem bulunur. Bu yiiksek mertebeden denklemi integre etmekle,
bilinmeyen fonksiyonlardan bir tanesi bulunur. Diger bilinmeyen fonksiyonlar
orijinal denklemlerle ile onlarin tiirevlerinin alinmasi ile elde edilen denklemlerden

(miimkinse integral islemi yapmaksizin) elde edilir.

Simdi verilen denklem sisteminden bir tanesi disinda bilinmeyen fonksiyonlarin

tiimiinii yok etmenin daha tam bir yontemini verelim. Oncelikle
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dx

-;z’t—l_ Fi{1,%)5 X550 .05X,)

dx,

== [ (6LX, X5,

d[ ‘](;( xl x._ YH) [2.25]
a

%z.ﬁ,(t,x,,xz,...,x”)

denklem sisteminin x,(t),x,(¢),...,x,(t) ¢Oziimiintin bir bileseni olan bilinmeyen
fonksiyonlardan birinin, diyelim x,(f) nin » yinci mertebeden belli bir denklemi
sagladigi gosterilecektir. Burada f, fonksiyonlarinin tiimiiniin her arglimente gore

(n—1) inci basamaga kadar stirekli kismi tiirevlere sahip olduklari varsayilmaktadir.

Herhangi bir x,(1),x,(7),....x (f) ¢0Oziimi, “Es.2.257 de verlerine konulursa,

denklemlerin tiimii 6zdesliklere indirgenir. Ozellikle sistemin ilk denklemi

bir 6zdeslige indirgenmis olacaktir. Bu 6zdesligin 7 ‘ye gore tiirevi alinarak

of, dx,

d’x,
=L 2.26
dr’ az Zax di [2.20]
yada
d*x,  0f, of,
= -l 4 2.27
di’> ot ;a\ / [227]
elde edilir. “Es.2.27"in ikinci yani F, (f,x,,x,.....x, ) lle gosterilirse
2
T P, %) [2.28]
dar- ) i}



elde edilir. “Es.2.28”in tekrar tiirevi alinarak

d? F, & OF, dx,
‘fl — a 2 +Z 2 \'I
dr dt o' ox, dt

yada

a’ o “ox /

!

d’x,  oF, +§":an

ve ikincl yani Fy(f,x,,X,,...,x,) ile gdsterilerek

d’x,
dr’

=1, x,,xy,....X,)

elde edilir. “Es.2.317in tekrar tiirevi alinarak ve islem »n—2 kez siirdiiriilerek

dn—lxl

-1 = j:vn—l ([~x| ’vx:’ » oS .\'” )
dt

ve bir kez daha tlirev alinarak “Es.2.25™ yardimiyla

dx

7[': fi(t,x,.%,,....X,)
d’x

d[2) =F5(0,X),%,.....x,)

21

[2.29]
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ozdeslikleri ile birlikte

d"x,
dt"

=F,(1,x,,X5,...,%,) [2.34]

0zdesligi elde edilir.Degiskenlerin verilen degisim bélgesinde

DUfFy P B
D(x,,x3,%,,....%,

ile verilen determinantin saglandigim varsayalim. Bu durumda “Es.2.33” sisteminden
o o Y

. ) dx d"x, Ny A .
X,,X;,...,%, bilinmeyenleri #,x,, {' e L cinsinden ¢oziilebilir. “Es.2.33” den
o at il

bulunun x ,x ,...,x, bilinmeyenleri “Es.2.34” de yerlerine konulursa, “Es.2.25”

n

sisteminin x,(7), x, (¢),....x, () ¢6ziimiintin bir bileseni olan x (r) bilesen fonksiyonu

tarafindan saglanan

dx, d"'x,

IR 2

d H xl
dr"

o
(OS]
n
—

= ¢(/,.\'],

seklinde » yinci mertebeden bir denklem elde edilir.

Simdi ispatlayacag: ki » yinci mertebeden “Es.2.35” denkleminin herhangi bir x, (1)
¢Oziimii alinarak “Es.2.33” sistemine konur ve bu sistemden x,(f),x;(¢).....x, ()

bulunursa, bu durumda
X, (1), %, (1), x, (1) [2.30]

fonksiyonlar sistemi, “Es.2.25” sistemini ¢dzimii olacaktir. “Es.2.36” fonksiyonlar
sistemi “Es.2.33” sisteminde yerlerine konulursa, sistemin tiim denklemleri bir

ozdeslige indirgenir. Ozel olarak
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dx
——C}tlzf,(t,x],xz,....xn) [2.37]

Ozdesligi elde edilir. Bu 6zdesligin 7 ‘ye gore tiirevi alinarak

T _Oh 3O [2. 38]

dr* o Sox dt
elde edilir.

“Es.2.34” denklemi ile “Es.2.33" sisteminden yukarida belirtilen yontem ile elde

edilen X,,X,,....x, fonksiyonlarimin “Es.2.25” sistemini sagladiklari heniiz

H

) - . X dx, . ’ . . o il .
gosterilmediginden, bu 6zdeslikte T’ y1 f, fonksiyonlarn ile degistirmek miimkiin
at

degildir. Dahast, bu iddia ispatin amacini olusturmaktadir.

o S Of, [ dx, ,
“Es.2.27" 6zdesligi “Es.2.387 den ¢ikarilirsa Z{—f‘(c ;’ ~f ] =0 vada “Es.2.37"
= dx; A\ dif
. L Of [ dx, . - e
nedeniyle Z_z’_ — -/, 1=0 elde edilir. Benzer bigimde “Es.2.27%in tiirevi alinir
=2 X, !

ve “Es.2.30” ¢ikarilirsa ve daha sonra “Es.2.29”1n tiirevi alinir ve benzer sekilde

devam edilirse,

i@Fz dx, 0
Sox a7

i aF

dx
n-1 [ :O
; ox, ( dt f'j
o ) dx, . L
elde edilir. Buna gére n—1 tane —i—’ — /. | bilinmeyenlerine gére n—1 denklemden
at

olusan
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n afi _C—Ji‘.l__ f 3
Sox \d 7
el U
= Ox, \dt ' [2.39]
1 OF, | [ dx
iU B el =0
; ox, ( dt f')
homogen lineer denklem sisteminin determinanti,
D(f,.F,..... F_
(.fl, 2 2 n I) ¢() [2'40]
D(x,.x5.....x,)

seklinde sifirdan farkh fonksiyonel determinant kabul eder. “Es.2.39™ sistemi goz

ontiine alinan bolgenin her noktasinda sadece

Ix .
E_f=0 . (=230
dt

asikar ¢oziiminii kabul eder. “Es.2.37" de dikkate alinarak » tane x,.x,....x

"

fonksiyonlari

A
Al X, x,,...x,) . (i=L2,...n)
dt

denklem sisteminin ¢oziimleri olduklart anlasilir.

Not i.) Bir tanesi disinda bilinmeven fonksiyonlarin tiimiinli yok etme y&ntemi.
“Es.2.40"nin saglandiini varsaymaya dayanir. Eger bu kosul saglanmiyor ise, bu

durumda x, yerine “Es.2.25” sisteminin ¢Oziimiinii tamamlayan x,,x;....x

AN H

fonksiyonlarindan bir digeri alinarak ayni yontem kullanilabilir.



Not ii.) Yukarida belirtilen birisi disinda bilinmeyenlerin tiimiinii yok etme islemi,

dx, &
= a.(Ox, , (=12,...,n
dt ,Zzl“ l/() J ( )

homogen lineer sisteme uygulanirsa, bu durumda kolaylikla gerceklesecegi tizere,

n yinci mertebeden

dr" dt dr

d’x, dx, d"'x,
=P LN

denklemi de homogen lineer olacaktir ve «, katsayillannm timii sabit olmas

durumunda, elde edilen denklemde # yinci mertebeden sabit katsayili lineer

homogen denklem olacaktir. Benzer diistince, lineer homogen olmayan

a:

___\.‘L:Za”([)x,-}—fl([) . (i:],2,...,n)
de T ‘

sistemi i¢in gecerlidir. Bu sistemde 77 vinci mertebeden lineer homogen olmayan bir

denkleme indirgenmis olacaktir.

Not 1ii.) Bir denklem sisteminde denklemlerin sayist n ve bilinmeyen fonksiyonlarin
sayist N ise,

(a) N >n igin, sistem belirsizdir. Bu durumda N —n tane bilinmeyen fonksiyonu
(onlar gerekli sayida tiirevlenebilir olmak kosulu ile) keyfi se¢mek suretiyle geri
kalan » bilinmeyen fonksiyon bulunabilir.

(b.) N <n igin, sistem uyusmazdir. Yani bu durumda sistemin ¢oziimii yoktur.
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2.5. Integre Edilebilir Kombinasyonlarin Bulunmasi

d
—C—;szf,(t,xl,xz,...,xn) . (i=12,....n) [2.41]

diferensiyel denklem sisteminin integrasyonu, c¢ok defa integre edilebilir
kombinasyonlar1 se¢mekle yapilabilir. Integre edilebilir bir kombinasyon, “Es.2.41”

denkleminin bir sonucu olarak, kolaylikla integre edilebilen bir diferansiyel

denklemdir. Ornegin boyle bir denklem

dp(1,x,,%ys...0%,) = 0 [2.42]

seklinde bir denklemdir yada de@isken degisimi ile bir bilinmeyen fonksiyona gore

integre edilebilen bir denklem tiirine indirgenen bir denklemdir.

Integre edilebilir bir kombinasyon.

¢l(/’xl’x2""’xn>:cl [243]

seklinde bir bagint1 elde etmeye imkan verir. Bu baginti, bilinmeyen fonksiyonlarla
bagimsiz deZiskeni birbirine baglar ve “Es.2.41” sisteminin ilk integrali adin ahr.

Boylece “Es.2.41” denklem sisteminin

P, x,.%,,...,X,)=¢C [2.44]

seklinde ilk integrali, ¢ de bulunan x (r) (i=12,...,n) yerine “Es.2.41” sisteminin

X, (1), x,(1),....x, (1) ¢dziimii konuldugunda bir 6zdeslige donen bir sonlu bagintidir.

“Es.2.44” bagintisinin ¢(¢,x,,x,,...,x,) ile belirtilen birinci yani da ¢oguntukla ilk

integral (bazen bir integral). 6zdes olarak bir sabite esit olmayvan, ancak “Es.2.417

sisteminin integral egrilert boyunca bir sabit defer alan bir fonksiyon olarak
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tanimhidir. Burada ¢(f,x,,x,,...,x,) seklinde verilen bir bagintinin “Es.2.417
sisteminin bir ilk integrali olmasi igin, sistemin x,(t), x, (¢),...x, (¢) ¢6ziimii yerlerine

konuldugunda bir sabit deger olmast gerekir. Diger yandan verilen bir

¢(t,x,,X,,...,x,) fonksiyonunun bir integrali olmasi i¢in (ki bu durumda ilk integral

#(t,x,,%,,...,x,) = c seklinde yazilir) gerek ve yeter kosul, bir D bdlgesinde

a¢ n a¢
—+ (X, X5,...,%,)— =0 2.45
Py ;f,( ¥ XX ) = [2.45]

olmasidir. Bu kosul, “Es.2.42”ye es deger olan bir kosuldur. Ger¢ekten

o 5
de(t.x,.x5,....x,) =0 :%ﬁa’wﬁdx, +%dx7 +---+%dx” =0
. ct ox, y ox

H

ve buradan

or oy, di  ox, di ox, di

n
ve dolayistyla

o, 0, 0
o ox, ox,

fz_|.....+

IR

2
P

seklinde “Es.2.45” bagmntisi elde edilir.

Geometrik olarak belli bir ¢ icin ¢(f,x,,x,,...,x,) =c integrali, koordinatlar1

£,X,,%5,...x, olan (n+1) boyutlu uzayda »n boyutlu bir ylizey olarak

P
yorumlanabilir. Bu ylizey, yiizeyle ortak bir noktaya sahip her bir integral egrisinin
tamamen viizey igerisinde kalma 6zelligine sahiptir. Degisken ¢ igin, aym &zellige
sahip birbirini kesmeyen yiizey ailesi elde edilir. Yani, “Es.2.417 sisteminin (1 —1)
parametreli bir integral egrileri ailesinin noktalarindan olusan ve birbirini kesmeyen

yiizey ailesi elde edilir.
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Eger k tane integre edilebilir kombinasyon bulunmus ise, bu durumda

¢](’>xl,x2,...,,\‘”)zcl

¢z(l,xl,x2,...,xn) =C,

[2.46]

P (1.x,.X5,....X,)=¢,

seklinde & tane ilk integral elde edilir. Biitin bu integraller bagimsiz ise, vyani

XX geeen X piX.X,,.. X, yi tamamlayan belli & fonksiyon olmak lizere, en az bir

determinant

D¢y 0)
D, S, )

#0

ise. bu durumda “Es.2.46™ sistemin & bilinmeyen fonksiyonu. digeri cinsinden ifade
etmek miimkiindiir. Burada “Es.2.417 de yerlerine konulursa problem, daha az sayida
bilinmevenli bir denklem sisteminin integrasyonuna indirgenir. k=n ve tim
integraller bagimsiz ise, bu durumda bilinmeyen fonksiyonlarin timi “Es.2.46”
sisteminden saptanabilir.Integre edilebilir kombinasyonlar bulunurken. cogunlukla

“Es.2.417 sistemini.

Sy x,y0x,) = (i=12,....n)
Q)O(T"\‘lfl?? 7Y,;)
olmak tizere
dx, 3 d, o dx, B dt
O, X LX) o, (XX, LX) @, (1.X Xy X)) @ (lx . x,. X,)
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seklinde simetrik formda yazmak uygun diiser. Simetrik formda verilen bir sistemde
degiskenler esdeger olan kapsanir ve bu form bazen integre edilebilir

kombinasyonlarin bulunmasinda kolaylik saglar.

“Es.2.47” sistemini ¢ézmek icin ya degiskenlerin ayrilmasina imkan veren badinti

ciftleri alimr yada 4,,4,,.... 4, katsayilart keyti olmak tizere
I Aa, +a, ++ A4 a, [2.48]
b, b, b Aby+ by ++ 4D,

seklinde tiiretilen oranlar kullanmihr. Burada A katsayilari. va pay paydanin

diferensiyeli olmak {izere yada payda sifir ve total diferansiyel olacak sekilde segilir.

2.6 Otonom Sistemler, Faz Diizlemi ve Iliskin Durumlar

Diferensiyel denklemlerin tarihsel gelisiminde iki temel yol izlenmistir. Bunlardan
ilki ve en eskisi. ya ¢ok nadiren kapali formda yada kuvvet serileri cinsinden agik
coziimleri bulmak igin gosterilen ¢abalardir. Ikincisi de denklemlerin tiimiinii ¢6zme
timidi terk edilerek, bunun yerine ¢oztimlerin genel davramsina iliskin kalitatit
yaklasim (topolojik yaklasim yada geometrik yaklasim) hakkinda inceleme ve
arastirmay1 yogunlagtirmak olmustur. Bu goriis agisi bakimindan lineer denklemler
incelenebilir. Lineer olmayan denklemlerin kalitatif teorisi ise tamamen farkhdir. Bu
inceleme yontemi, gok mekanigi alanindaki c¢aligsmalari ile ilgili olarak 1880 yillar
civarinda ilk defa Poincare tarafindan kullanilmistir ve o zamandan beri hem soyut

hem de uygulamali matematikg¢iler bakimimdan artan bir ilgi konusu olmustur.

Lineer diferensiyel denklemler teorisi. gecen 200 yildan beri genis ve vogun bir
sekilde incelenmis bulundugundan olduk¢a tam ve kapsamli olarak bilinen bir teori
niteligindedir. Bununla beraber, lineer olmayan denklemler hakkinda genel yapimin

¢ok az1 bilinmektedir. Bu boliimde. bu konunun temel kavram ve yontemlerinin bir
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kismini incelemek ve lineer teoride bulunmayan bir ilgi alani olusturdugunu ve farkh

yeni durumlar ortaya koydugunu géstermek olacaktir. .

Ni¢in lineer olmayan diferensiyel denklemler lizerinde durulmasi gerekiyor? Temel
neden, fiziksel sistem ve onlar tanimlayan denklemler ¢ogu lineer olmayan tiirden
karsimiza ¢ikmaktadir. Dogal olarak yapilan lineerlestirmeler, yaklasik ifade eden
tiiretmelerdir ve bu tlretmeler kismen orijinal lineer olmayan problemlerdeki
zorlugun bir ifadesi ve kismen de bir somunun yarisinin hi¢ olmamasindan daha iyi
olmasinin gerei olarak pratik bakisin ifadeleridir. Hemen eklenmese gerekiyor ki
¢ok sayida fiziksel durum igin lineer bir yaklasiklik bazi amaglar bakimindan uygun
ve yararhidir. Ancak boyle olmasina ragmen yine de diger ¢ok sayida durum igin

lineerlestirmenin uygun diismedigi gergedi sakli kalir.

Hatta Einstein, fizigin temel denklemlerinin lineer olmamasindan dolayi. matematik
fizigin timiiniin yeniden ele alinmast gerektigini vurgulamistir. Bu bakimdan

gelecegin matematigi, gecmis ve simdikinden cok tarkh olacaktr.

Lineer olmayan problem 6rnekleri kolaylhikla verilebilir. Omegin, ucundaki kiitlesi
m olan « uzunlugundaki s6ntimsiiz bir sarkacin sapma ac¢ist x ise. onun hareket

denklemi

2

X & Gnx=0 [2.49]

di”

seklindedir ve sarka¢ topunun hizina orantilt bir séntim kuvveti var ise, bu durumda

hareket denklemi

)
d'x c¢de ¢ . o
—+———+=sinx =0 [2.50]
dt mdt o«

seklinde olur.
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Dogal olarak yapilan lineerlestirmede sinx, x ile degistirilir. Bu durum kiigiik
salimmlar i¢in uygundur, ancak x biiyiik oldugunda biiytik hata yapilmis olur. Farkli

tiirden bir 6rnek, radyo lamba teorisinde ortaya ¢ikar ve

9

d ic+;1(x2—l)f—?~+x:0 [2.51]
dt

seklinde 6nemli Van Der Pol denklemi elde edilir.

Bu lineer olmayan denklemlerin her biri, digerleri paylasilmayan ilging ozelliklere
sahiptir. Bu boliimde “Es.2.49”, “Es.2.50” ve “Es.2.51" denklemlerini 6zel durum

olarak kapsayan

seklinde ikinci mertebeden lineer olmayan denklemler g6z Ontine alinacaktir.

x ekseni {izerinde hareket eden birim kiitleli bir pargacikta olusan basit bir dinamik

dx

sistem disiintiltirse ve f(x, ;
dar

j de ona etki yapan kuvvet ise. bu durumda “Es.2.52"

par¢acigin hareket denklemidir. Her bir anda sistemin durumunu karakterize eden

dx . . dy . . . .
x (yer) ve T(hlz) in degerleri onun fazlari ve x, = degiskenler diizlemi de faz
art dar

) dx o A s )
dizlemi adint alir. y = T konursa, bu durumda “Es.2.52" denklemi.
dt

dt
dy

E = f(X})

)
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seklinde esdeger sistem ile degistirilebilir.
“Es.2.52” denklemleri hakkinda ¢ok seyin, “Es.2.53” sisteminin ¢0dziimlerinin
incelenmesi ile 6grenilebilecegi goriilecektir. ¢ bir parametre olarak dikkate alinirsa,

bu durumda genel olarak “Es$.2.53"in bir c¢oézimi, xy faz diizleminde bir egri

tanimlayan x(¢) ve y(¢t) fonksiyonlar ¢iftidir. .

Daha genel olarak, F ve G dizlemin bir D bolgesinde siirekli ve birinci

mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip olmak iizere

dx

T =I(x.p)

‘]’ [2.54]
dy .

_— G x~ )

o (x.»)

seklinde sistemler ele alinacaktir.

Ikinci vanda F ve G fonksivonlarinda ¢ bagimsiz degiskenin acik olarak
gdzitkmedigi bu tiirdeki bir sistem otonom sistem adimt ahr. Boyle bir sistemin

cOzlimlerinin daha yakin bir incelemesine donelim.

Yukaridaki varsayimlar ve Teorem.2.17in bir sonucu olarak, 7, herhangi bir say1 ve
(x,,,) faz dizleminde herhangi bir nokta ise, bu durumda “Es.2.547iin x(1y) = x,,.

¥(t,) =y, olacak sekilde bir tek

{x =) [2.55]
y = ()

¢Ozimil vardir.



x(t) ve y(tr) nin her ikisi sabit fonksiyon degilse, bu durumda “Es.2.55”, faz

diizleminde sistemin bir yolu (yoriingesi yada karakteristigi) denen bir egri tanimlar.

Lemma2. 1. x=x(1), y=y(t), y, <t <y,, “Es.2.54n bir ¢dzlimii ise, bu durumda

herhangi bir reel ¢ sabiti igin
X, =x(t+¢) .y =y(+c) [2.56]

tonksiyonlar cifti de “Es.2.54{in bir ¢6ztimidiir.

[spat: xi = x(1 +¢). Y=y +co) ve x=Fx(1),y()), y=0(x().p(1))oldugundan,

t. t+c ile degistirilirse,

.;‘| = F[.\‘(( +) (it + c)] = ['(x..y)
3, = Glx(t+ ), 3+ 0)] = Gx,.3)

elde edilir ki bu durumda x, ve », "in de ¢oziim oldugu anlamina gelir. x(r). ().
7, <! <y, lzerinde tanimh oldugundan x(r). y, (1) ¢dziimi de p, <r+c <y,

nedeniyle y, —c¢ <1 <y, —c lizerinde tammlidir.

Lemma2.1"e gtre her bir yol, biri digerinden sadece parametrenin bir kaymasi kadar
fark eden ¢ok sayida ¢oziim ile gosterilebilir. Ayrica (x,,),) noktasindan gecgen
herhangi bir yolun. “Es.2.56" bi¢imindeki bir ¢oziime karsihik gelmesi gerektigi
kolaylikla gosterilebilir. Baska bir anlatim ile, “Es.2.54”nin y6riingeleri ile ¢dztimleri
arasindaki ayricahiga dikkat etmek gerekir. Gergekten yoriinge. birden fazla ¢6ziim
ile parametrik olarak gosterilebilen faz diizleminin bir D bdlgesinde egridir. Yani
x(t), y(t) ve x(t+c¢). y(t+c). ¢ =0 giftleri farkhi ¢6ziimler gdsterdigi halde. bu

ciftler parametrik olarak aym egriyi gdsterirler.



Lemma2.2. D nin herhangi bir noktasindan en fazla bir yoriinge geger.

Ispat:  x,(1),y, (1) ve x,(1), y, () ortak bir (x,,y,) noktasina sahip farkli C, ve C,

yoriingelerini gosteren “Es.2.547tin ¢dzlimleri olsun. Bu durumda

() =x,00)=x, yi()=y,,) =y,

olacak sekilde 7 nin farkl 1, ve 1, degerleri vardir. Simdi

x (t+1,—1,). y,(t+1,—1,) [2.57]

fonksiyonlar ¢iftini géz éntine alalim. F ve G . 1°y1 agik olarak kapsamadigindan

Lemma 2.1 nedeniyle “Es.2.577 ¢ifti de “Es.2.54™"lin bir ¢6ziimidiir. / =7, i¢in

X (At =)=, 3 (L =1) =y, (1) [2.59]

olacagindan, teklik nedeniyle “Es$.2.59" her r icin gecerlidir. “Es.2.577 cifti
yoriingesini gosterdiginden €, ve (C, yoriingeleri aynidir ve boylece lemmanimn
ispati tamamlannus olur. Kuskusuz bu lemma, “Es.2.54" sistemi otonom olmadikca

genel olarak dogru degildir.

Verilen bir vol vyada yoriinge boyunca ¢’nin artis yonii, volu gdsteren biitiin
o P o
¢oziimler i¢in aymdir. Bu yiizden bir yol, bir yonli egridir ve gratikte ¢ artarken

yolun ¢izdigi yonii gostermek icin oklar kullanilacaktir.

Yukaridaki uyarilar genel olarak gosteriyor ki “Es.2.54{in yollan tim faz diizlemini
kaplar ve birbirlerini kesmezler. Tek ayricabk, /7 ve G nin her ikisinin
F(x,.y,)=0 ve G(.\‘O.yo)zo oldugu (x,,y,) noktalarinda ortaya cikar. Bu

noktalar kritik noktalar adim1 alir ve boylece bir noktada Teorem?2.1 nedeniyle garanti
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edilen tek ¢6ziim x=x, ve y =y, sabit ¢coziimidiir. Tamm nedeniyle “Es.2.52”lin

kritik noktalar1 ve yollari, esdeger “Es.2.53” sisteminin kritik nokta ve yollaridir.

Bir sabit ¢dziim bir yol tamimlamaz ve bu yiizden higbir yol bir kritik noktadan

gecmez. Islemlerimizden baska bir kritik noktanin kapsamadigi (xo, yo) merkezli
bir ¢emberin varligi anlaminda her bir (xu, y”) kritik noktasinin ayrk oldugu
varsayilacaktir. Yani (x,,y,) merkezli bir gember var ve bu ¢ember baska bir kritik
nokta kapsamiyor ise, bu durumda (x,.,y,) kritik noktas: , ayrik kritik nokta adini

ahr.

Kritik noktalarin fiziksel bir yorumunu elde etmek i¢in. “Es.2.52" dinamik
sisteminden ortaya cikan 6zel “Es.2.537 otonom sistemini g6z Oniine alalim. Bu

durumda bir kritik nokta, y =0 ve f(x,.0)=0 olan bir (x,.0) noktasidir. yani bu

i

. o g dx dy d°x . .. .
nokta par¢acigin hareketinin hem — hizi ve hem de — = ivmesinin sifir

3

dt dr dt-

oldugu bir duruma karsilik gelir. Bu demektir ki, parcacik ona etki vapan kuvvetin
bulunmadigi hareketsiz durumlardir ve bu yiizden pargacik denge durumundadir
denir. Bu yiizden kritik nokta verine denge noktas: yada denge degeri terimleri de
kullamlir. Kuskusuz bir fiziksel sistemin denge durumlari, onun en 6nemli 6zellikleri

arasindadir ve bu durum kritik noktalarta ilgilenmemizi kismen aciklamaktadir.

“Es.2.54” genel otonom sistemi, “Es.2.52” bi¢imindeki herhangi bir dinamik
denklemden zorunlu olarak ortaya ¢ikmasi gerekmez. Dogrudan karsimiza ¢ikabilir.
Bu durumda yollara ve kritik noktalara hangi tiirden fiziksel anlam verilebilir?
Burada Sekil 2.27yi ve tipik bir P = (x, y)noktasinin I =(x.y) ve disey G =(x.))
bilesenine sahip oldugu V(x,y) = F(x.y)i+G(x,y)/ ile tamml: iki boyutlu vektor

alnim géz 6niine almak uygun olacaktir.



36

Sekil 2.2. Iki boyutlu bir akiskan hareketi

v dy . y . .
7:F ve z’ = (G oldugundan, bu vektér P noktasinda volu tegettir ve ¢ nin
daf aft

artma yoniinii gosterir. ¢ zaman olarak disiiniiltirse, bu durumda 7, yol boyunca
hareket eden bir par¢acigin hiz vektorii olarak yorumlanabilir. Aynca tim faz
dizleminin parcaciklarla dolu oldugunu ve her bir volun. ayni vol tlizerinde ¢ok

sayida digerleri tarafindan izlendigini ve o6nce gelen hareketli bir par¢acigin iz
oldugu dustintilebilir. Bu durum. i1ki boyutlu bir akiskan hareketi olarak
tanimlanabilir ve “Es.2.547 sistemi otonom oldugundan, yani }F'(x,y) vektori belli
bir (x.y) noktasinda zamanla degismediginden, akiskan hareketi, kullanilamaz yada

durgun vaziyettedir denir. Yollar, hareketli parcaciklarn yortingeleridir ve O, R ve

S noktalar1 (akiskan hareketin durgun noktalari), parcaciklarin dengede oldugu sifir

hizli noktalardir.

Sekil2.2 de agiklanan akiskan hareketin en belirgin 6zellikleri su sekilde siralanabilir
i.) Kiritik noktalar

1.) Kuitik noktalara yakin yollanin diizeni

iii.) Kritik noktalarin kararhlik ve kararsizligi, yani , boyle bir noktaya vakin bir
parcacigin diizlemin bir diger parcasina kalmasi yada kalmamasi

iv.) Periyodik ¢oziimlere karsilik gelen kapah yollar (Sekil2.2 deki C gibi)
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Bu ozellikler, “Es.2.54” sisteminin tiim yollarinin sekli olan faz diyagrami yada faz
portresi nin esas kismini olusturur. Lineer olmayan denklemler ve sistemler genel
olarak ac¢ik bir sekilde ¢oziilmediginden, bu bélimde irdelenen kalitatif teorinin
amaci, faz diyagrami hakkinda dogrudan F ve G fonksiyonlarindan miimkiin
oldugu kadar ¢ok bilgi ortaya ¢ikmaktadir. Elde edilecegi timit edilen daha ¢ok

bilgiye sahip olmak bakimindan, x(r) “Es.2.52” dinamik denkleminin bir periyodik

e s ax . .. . .
¢Ozimii ise, bu durumda onun y(f):T tiirevinin de periyodik ve bu ylizden
dart

“Es.2.53” sisteminin buna karsihik gelen yolunun kapalt olduguna dikkat edilmelidir.
Tersine olarak, “Es.2.53”in herhangi bir yolu kapali ise, bu durumda “Es.2.52” bir
periyodik ¢6ziime sahiptir. bu diisiincenin uygulamasinin somut bir ¢rnegi olarak,
Van Der Pol denkleminin ¢oziilmemesine ragmen, onun esdeger otonom sisteminin
bir tek kapali vola sahip oldugunu gostermekle onun periyodik c¢ozlime

(£¢ > Oise) sahip oldugu gosterilebilir.
2.7. Faz Diizleminde Bazi Ikinci Mertebe Diferensiyel Denklemler

Keyti diferansiyel denklemlerin analitik ¢oztimlerini elde etmek genellikle miimkiin
degildir. Bu islem pratikte Kkarsilagilan diferensiyel denklemlerle standart
fonksiyonlar cinsinden ifade edilen ¢coziimleri bagdastirmak c¢ok smirh oldugundan
kolay bir islem degildir. Analitik ¢6ziim buluna bilse bile, bu formiil ¢oziimiin temel

Ozeliklerini agik¢a gostermek icin ¢ok karmasiktir.

Diferensivel denklemlerin kalitatif arastirmasi, onlarit tam olarak ¢6zmeksizin,
diferensivel denklem ¢oztimlerinin 6nemli karakteristiklerinin nasil elde edilebilecegi
ile ilgilidir. Bu esaslar lineer denklemlere ve ¢ok fazla lineer olmayan denklem
tiirlerine esit olarak uygulamir. Bu bolimde geometrik yontemi, faz dizlemini
tanimhyoruz. Faz dizlemi denge periyodiklik, limitsiz biliylime. kararlilik
dzelliklerinin diferensivel denklemlerden dogrudan elde edilmesi icin kullanilir.
Klasik sarka¢ problemi 6zel bir diferensiyel denklemin ¢6ziimlerinin ana 6zelliklerini

ortaya ¢ikarmak i¢in taz diizleminin nasil kullanilabilecegini gosterir .
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2.7.1. Sarkac denklemi i¢in faz diyagram

Basit sarkac hafif iple veya « uzunluklu bir kolla sabit bir noktadan asilmis m
kiitleli bir cisimden olusur. Sarkacin dikey bir diizlemde salinmasina izin verilir.

Siirtiinme yoksa hareket denklemi
ma*6 + mgasin 0 =0 [2.60]

Burada @ sarkacin denge konumundan agisal yer degistirmesidir. (Sekil 2.3),

0= O(qu ifadesi “Es.2.607 denkleminde yerlerine yazilirsa

do

maz(/"ﬁ +mgasing =0
do

mg

Sekil 2.3. Basit sarkag

Bu denklem € ve ¢'nin yerlerine 6 ve 0’yi birbirine baglar. 6’ ya gore integre

edilmesiyle

ma’ J.é’(i 0+ mga jSiﬂ ado =C



burada C bir sabit. O nedenle
1 2 b}
—2—ma 0" —mgacos@=C [2.61]

“Es.2.61” denklemi enerjinin korunumunu ifade eder. Esitli§in solundaki terimler,
sirayla, sarkacin kinetik enerjisi ve potansiyel enerjisidir. Ozel bir hareket i¢in C ’nin
degeri baslangig sartlart (1 =0 da € ve @ nin degerleri) kullanilarak belirlenebilir. O
zaman “Es.2.61” denklemi bu baglangi¢ sartlarina karsilik olan hareket igin 6 ve 0
arasindaki iliskiyi verir. C ig¢in farkli degerlerin secilmesiyle olasi herhangi bir

hareket icin bu bagintiy: elde ederiz.

“Es.2.61” denklemi bir de &’yi t’ye baglayan bir diferensiyel denklemdir. Ancak
elementer fonksiyonlar cinsinden ¢oziilemez. O nedenle, ¢ nin bir fonksiyonu olarak
@’nin yararli bir temsilini elde etmek kolay degildir. Cozlimiin ana karakteristiklerini
agiga cikarmak igin, “E$.2.617 denklemiyle dogrudan calismakla, bunun nasil

miimkiin olacagini gosterece8iz.

“Es.2.61” bagintist bir diyagramla gosterilebilir. € ve 0 cksenlerine sahip bir
kartezyen faz dizlemi kurulur ve farkli C degerleri icin “Es.2.61” denklemiyle

tiretilmis bir parametreli egri ailesinin grafigi ¢izilir. (Sekil2.4)

Verilen bir (68,6) degerleri ciftine sistemin durumu denir ve diyagram zaman
ilerledikce herhangi bir durumun yavas yavas nasil gelistigini g0sterir. Verilen bir
durum, sonra gelen biitiin durumlari belirler veya sonra gelen hareket i¢in baslangig

sartlar1 vaziyetini gortr (5).
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Sekil 2.4. Basit sarkag icin faz diyagrami

Sekil 2.4 de resimlendirilmis egriler, faz yollari, yoriingeleri veva “Es.2.607
denklemine karsilik gelen integral egrileri olarak bilinir ve seklin tamamina sistemin
faz diyagramu veya faz resmi denir. Her bir faz yolu sistemin miimkiin olan 6zel bir
hareketine karsilik gelir. Her bir yola ait dogrultu (sekilde bir okla gosterilmistir)
sistemin durumunun nasil degisecegini gosterir. Oklarin dogrultusu € nin pozitif (&

zamanla artmahdir) veya @ 'nin negatif (6 zamanla azalmahidir) oldugunun

gozlenmesivie belirlenir.

Gosterilen faz diizleminde zaman degiskenin agik¢a goriilmemesine karsin, Sekil 2.4
den olast sarka¢ hareketinin birkag fiziksel 6zelligini elde edebiliriz. Ilkin sarkacin
olasi fiziksel denge durumlarini g6z 6niine alalim. Salinim olmaksizin asilan sarkag
icin =0. @ =0 oldugu asikardir. Bu durum Sekil 2.4 de orijine karsihk gelir.
Karsihk gelen 6(1)=0 fonksiyonu “Es.2.60"in sabit ¢oziimleriyle miikemmel
uyusur. Faz yolu bir tekil noktaya yozlasir. Aski hafif bir koldan olusuyorsa ikinci bir
denge konumu vardir ve burada en sonunda sarkag dikey olarak ortalanir. Bu @ = x|
@ =0 durumudur, diger sabit ¢oziim faz diyagrami {izerindeki A noktasiyla temsil
edilir. Ayni fiziksel sart @ = —7, =0 ile de tammlanur, faz divagraminda B noktast
ile temsil edilir. Gercekten @=nz, @ =0 (n bir tamsay!) durumu bu iki denge
sartindan birine karsiik gelir. Ashnda Sekil 24 de faz diyagraminin sadece bir
kismint gosterdik. Bu desen perivodik olarak tekrarlanir, bu durumda faz divagranmu

tizerindeki noktalar ve sarkacin fiziksel durumu arasinda birebir iliski yoktur,
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0, A, B noktalan fiziksel denge durumlarim temsil eder. Bunlara faz diyagraminda

denge noktalar1 veya kritik noktalar denir.

Simdi Sekil 2.4 de orijini dogrudan dogruya ¢evreleyen kapali egri ailesini gdz Oniine
alahm. Bunlar periyodik hareketleri gosterir. Bu tiir hareketlerde sarkag¢ dikey
etrafinda ileri geri salimr. Salintmin genligi, egri lizerinde Kkarsilasilan, 6 ’nin
maksimum degeridir. Yeteri kadar kiiciik genlikler icin, egriler sarkag denkleminin
kiiciik genlikli ¢6ziimlerini temsil eder ve sarkag denklemi sinf =~ @& yazilmasiyla

basitlesir. Faz yollar kii¢iik genlik bélgesinde yaklasik olarak elipslerdir.

Sekil 2.4 nin tstiindeki ve altindaki dalgali ¢izgiler (bu ¢izgiler lizerinde O sabit
isarctlidir ve @ sitirekli olarak artar veya azalir) sarkacin donme (firildama)
hareketine karsilik gelir. ¢ da ki dalgalanmalar ¢ekim etkisinden dolayidir. 0 cok
biiyiik oldugundan taz vollarindaki bu dalgalanmalar belli belirsizdir. Faz yollar

yaklasik olarak & eksenine paralel dogrular olur.

Bir de O ve 4 denge noktalarinda kararhiligr tartisabiliriz. Baslangic durumu O
noktasindan az yer degistirmisse. vakin kapali egrilerden birbirine girir ve sarkag O
etrafinda kii¢iik genliklerle titresir. Boylece O denge noktasimi, kararli olarak
tammlariz.Baslangic durumu A4 dan az yer degistirmisse. sarkag 4 denge
durumundan daha uzak bir duruma tasiyan faz yolu lizerine diisecektir. Bu denge

noktasi bu nedenle kararsiz olarak tammlanir.
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Sekil 2.5 Sarkag icin kararsiz denge noktas:
2.7.2. Faz dizleminde 6zerk denklemler
Y= f(x.x.1) [2.62]

genel formundaki ikinel mertebe diferensiyel denklem mekaniksel bir sistemin
hareket denklemi olarak tanumlanabilir. x . birim kiitleli pargacigin yer degistirmesini
temsil eder. ¥ hizi, ¥ ivimesi ve / uygulanan kuvvettir. Oyle ki “Es.2.62". parcacik
icin Newton hareket konumu ifade eder.

[vime = Birim basina kuvvet
Durumu zamanla degismeyen mekaniksel bir sistem dengededir. Bu, denge
durumunun, “Es.2.62” denkleminin sabit bir ¢ozimiine karsihk geldigini soyler
(terside dogrudur). Sabit bir ¢oziim dzel olarak x ve ¥ nin sifir olmasi gerektirir.
Dikkat edilirse x=0 denge i¢in tek basma yeterli degildir. Salinan sarkag
maksimum genlige geldiginde bir an icin hareketsizdir. Ancak bu bir denge durumu

degildir. Oyle ki sabit ¢oziimler
J(x.0,6)=0 [2.63]
denklemin sabit ¢éztimleridir.

Iki denklem tipinden bahsedebiliriz:
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i) %]: = ( seklinde 6zerk tip, yani, / t’ye acik¢a bagh degildir.
dt

ii.) Ozerk olmayan veya kuvvet iciren tip, burada ¢, f fonksiyonunda agikca

goriiliir.

Tipik bir 6zerk olmayan denklem, f(x,.\",l):~k~’c—w03.\'+Fcos(wr) seklinde

harmonik kuvvet terimine sahip lineer salimicidir.
$+ki+w, x = Feos(it)

denge durumlan mevcut degildir. Denge durumlari, 6rnegin
X+ (a+ fcost)x =0

gibi bir denklemde meydana gelebilseler de, 6zerk olmayan denklemler genelde

iliskili degillerdir. (Yukaridaki denklem x =0 da denge durumuna sahiptir.)

Bu boltiimde 6zerk denklemleri g6z Oniine alacagiz, bu durumda ¢ voktur ve

“E$.2.627 verine

¥=f(xx) [2.64]
yaziyoruz. Denge durumlarint veren sabit ¢dztiimler

f(x0)=0 [2.65]
(eger varsa) m coziimleridir. Omegin, ¥ =(1—x")+xt denklemi x=1 ve x=-1
sabit ¢oziimlerine sahiptir. Simdi “Es.2.64” denklemini faz diizleminde temsil

edelim. 7 =1, da sistemin durumu (x(2,).%(¢,)) say1 ¢iftlerinden ibarettir. Bu durum

baslangi¢ sartlant ¢ifti gibi dikkate alinabilir ve bdylece sonra gelen durumlar
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belirlenir. Birbiri ardina gelen durumlar faz diizleminde resmedilebilir. Bunu

yaparken eksenlerimiz x ve X olacaktir. Ancak x eksenini y olarak etiketleyelim

=y [2.66]

ozaman ¥ =y ve “Es.2.64” denklemi

y=/(xy) [2.67]

olur. “Es.2.66” ve “Es.2.67" denklemlerine x(¢), y(t) fonksiyonlar i¢in es zamanh
birinci mertebe denklemler olarak bakilabilir. Faz yollarint verecek olan x ve y
arasindaki iliskiyi elde etmek i¢in “Es.2.677in “Eg.2.66™ ile boliinmesi ile 7 yok
edilir.

y_dv )

X dx y

[2.68]

bu denklemin ¢oziimleri faz yollaridir.

Ornek2.1. ¥+ asiny=0 denklemi icin faz diizlemini bulun. Bu temel olarak

“Es.2.60” denklemidir.

X=y

tanimint yaptyoruz ve denklem

V= -—asinx

halini alir. Faz yollari veren denklem

dy asinx

dx ¥
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dir. Degiskenlerine ayilip taraf tarafa integre edilirse

Jydy =—u jsin xdx+C
veya

1,
— vy —acosx=C
2}

burada C faz yollart parametresidir. Faz diizleminde diyagram Sekil 2.4 deki gibidir.

“Es.2.64” denkleminin sabit ¢oziimlerinin elde edilmesi islemi, “Es.2.66” ve
“Es.2.67" de x =0, ¥=0 yerlestirilmesi veya x =0, =0 verlestirilmesidir. Faz

diyagrami tizerindeki bir (x,.y,) denge noktas,
y=0.f(x.3) =0 [2.69]
ciftinin herhangi bir ¢oziimudtir.

Dikkat edilirse

i.) Denge noktalan daima x ekseni {izerine yerlestirilmistir.

it.) Denge noktalart harig, faz yollari x eksenini dik agilarla keser. (“Es.2.667,
“Es.2.67” ve “Es.2.69” denklemlerinden)

iii.) Kapalt egriler perivodik ¢6ziimleri temsil eder. Bir dolamim tamamlandiginda,

orijinal durum geri déner ve hareket basitge sonsuza kadar kendini tekrarlar.

Simdi faz yollari tizerine iki nokta arasinda gecen zamam goz 6niine alalim. Sekil 2.6
da goriilen ¢ daire kesmesi. taz yolu {izerindeki 4 ve B noktalarm birlestirir. P

herhangi bir ara durumu temsil eder. bu noktaya temsil noktast denir. P noktast &

boyunca (%, ) veya (¥, ¥) hiziyla hareket eder. Gegen zaman , T,
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tle verilir ve £ verildiginde hesaplanabilir. Faz diyagrami zaman degiskenini sadece

gizler, izinl tamamen yok etmez. “Es.2.70” sadece faz yolunun geometrisine baghdir.

y
B

///-
AKC/li/

Sekil 2.6. Bir faz yolu

Ornek 2.2, Basit harmonik titresken denklemi

.. 2
X+wx=0

i¢in faz diizlemi olusturalim. Bu kiictik genlikli salimmlar i¢in sarkag denklemine

yaklasir. “Es.2.66” ve “Es.2.677e karsilik

. . 2
X=y,y=—wx

dir. x =0 ve y =0 dabir denge noktasi vardir. Faz yollari
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denkleminin ¢6ztimleridir. Bu denklem degiskenlerine ayrilirsa
y rwxt =C

denklemini elde ederiz. Faz resmi orijin ile es merkezli elips ailesidir. Bu nedenle

biitin ¢oztimler periyodiktir. Denge noktasi kararhdir.

Birbirine yakimm komsu olan kapali vollarla cevrilmis denge noktasina merkez nokta

denir. Merkez nokta, kararli denge noktasidir.

Ny

A

a4

S

e

Sekil 2.7. Basit harmonik titresken i¢in merkez nokta
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2.7.3. Bazi korunumlu sistemler

Bir serbestlik dereceli bir sistem g6z Oniine alalim. x genellestirilmis koordinat
(konum, ag1, v.b) olsun. 7 ve V' kinetik enerji ve potansiyel enerji fonksiyonlari

olsun ve bunlarin

T:%munz,V:V@) [2.71]

formunda sagladigini varsayalim. Burada m, m(x) >0 esitligini saglayan baska bir .
fonksiyondur. Sistem korunumluysa, o zaman toplam enerji, £, hareket boyunca

sabittir.

| ) ’
;m(x)i“ +V(x)=¢&, sabit [2.72]

ve faz yollarini verir. Hareket denkleminin tipi “Es.2.727in zaman tiirevine bakilarak

elde edilebilir

m(x)X + —fl;m'(,\").\"2 + ' (x)=0 [2.73]

“Es.2.737 denklemi x’in yerine yeni bir u degiskeninin tanimlanmasiyla

basitlestirilebilir.

u= J.J%m(x) ?c/x

“}5.2.73” denklemi

lity'(u)=0 [2.74]



49

olur. Burada }/I(ZI)ZV,(X)H?_% (x) dir. Faz yollan i¢in karsilik gelen enerji tipi

denklem
1., .
511‘ +y(u)=C [2.75]

“Es.2.74” ve “Es.2.757 genel gosterime dontstiirtilirse, korunumlu bir sistem icin

standart denklem
X= f(x) [2.76]

olur. Burada f birim kiitle basina kuvvettir ve X dan bagimsizdir. f 'nin siirekli

oldugunu varsayalim ve }© fonksiyonu yeni problem i¢in
(x)= ~J_/‘(.\')d.\" veya ' (x) == f(x) [2.77]

olarak tanimlayalim. O zaman “Es.2.76” icin potansiyel enerji fonksiyonundan séz

edebiliriz. “Es.2.76 nin denge noktalan
—f()=V'{x)=0 [2.78]

ile verilir. "Es.2.76" deki gibi X = y yazilirsa, faz yollart C ’nin tarkh degerleri i¢in

asagidaki enerji denklemi ile verilir

%— YAV =C [2.79]

y =220 -21(x)) 2.80]
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Alternatif olarak konuyu f(x) (lineer olmayan yaya bagli bir par¢acik igin geri
cagrict kuvvet) goriintimiinde ele alabiliriz. Par¢acik denge noktasindan gectiginde
f(x)’in isareti pozitiften negatife degisirse, sistem basit lineer yay gibi davranir ve
titresir (denge noktas1 merkez noktadir). f(x)’in isareti negatiften pozitife degisirse,

parcacik denge noktasindan uzaga siiriiliir (denge noktasi eyer noktasidir).
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3. KARARLILIGA GIRIS

3.1. Kritik Nokta Tiirleri Ve Kararlilik

dx

Pt

{ [3.1]
ay

— = (G(x,

n (x.y)

otonom sistemini g6z 6niine alalim. F ve G fonksiyonlarinm tiimii xy diizleminde
stirekli ve birinci mertebeden siirekli kismi tlirevlere sahip oldugunu varsayalim.
“Es.3.17 in kritik noktalart kural olarak F(x,y)=0. G(x,y)=0 denklem sistemini
¢ozmekle bulunabilir. Sik sik ortaya ¢ikan dort basit kritik nokta tiirti vardir. Bu

boliimde amacimuz onlart  agiklamak olacaktir. Bununla beraber iki tanima

ihtivacimiz vardir.

(x,.)0). "Es.3.17in ayrik kritik noktas1 olsun. C:[x(l),y(t)} “Es.3.171n bir yolu

olmak tizere

(O8]
]
et

limx(/) =x, ve limy() =1, [
I—> 11—
ise. bu durumda f— o a giderken C yolu (x,,y,) kritik noktasina yaklasiyor

denir.

Diger yandan “Es.3.27, bir x(#), y(f) ¢oziimii i¢cin dogru ise bu durumda (x,,),) in

zorunlu bir kritik nokta oldugu kanitlanabilir.

Geometrik olarak, bu demektir ki P =(x,y) noktast x = x(¢),y = »(¢t) denklemine
gore Cyi cizen bir nokta ise, bu durumda ¢ — o« a giderken P — (x,,y,) a gider.

Diger bir tanim olarak.
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f [3.3]

~

limiti meveut yada + — oo giderken “Es.3.3” deki oran pozitif yvada negatif sonsuz
olur ise, bu durumda 7 — oo a giderken C yolu (x,,y,) kritik noktasina gidiyor

denir.

“Es.3.3”deki oran, koordinatlart x(r) ve y(f)olan P noktasi ile (x,,y, ) noktasini
birlestiren do@runun egimidir ve bu dogru ¢ —> o a giderken belli bir dogrultuya
yaklasiyor demektir. Bu tanimlarda ¢ — —w i¢in de limitler g&z 6niine alinabilir. Bu
ozelliklerin, € yolunun ozellikleri oldugu agiktir ve bunlar yolu gdstermede

kullanilan ¢oztime baglh degildir.

Bazi durumlarda “Es.3.17 sisteminin agik c¢oziimlerini bulmak miimkiindiir ve bu
durumda bu ¢dziimler yollar belirtmede kullanilabilir. Bununla beraber. cogunlukla

“yollari bulmak i¢in denklem sistemi arasindan ¢°yi yok etmek gerekir. Béylece

&y _G(x.y) 341
dy F(x,y) '

denklemine varilir.

Bu birinci mertebeden denklem, "Es.3.17in (x, y) noktasindan gecen yoluna ¢izilen
tegetin eZimini verir. Bu (x.y) notasinda F/ ve G fonksiyonlarinin her ikisinin sifir
olmamas: gerekir. Kuskusuz bu durumda belirtilen nokta bir kritik noktadir ve higbir
vol boyle bir noktadan ge¢mez. Bu yiizden “Es.3.17in yollar, “Es.3.47{in bir
parametreli integral egrileri ile c¢akisir. Bununla beraber “Es.3.17in vollar yonli
egriler oldugu halde “Es.3.47tin integral egrilerine iliskin bir y6én séz konusu

degildir.



Simdi dort temel kritik nokta tiiriiniin geometrik agiklamasina gecelim. Her bir
durumda irdelenen kritik noktalarin O = (0,0) orijini oldugu varsayilacaktir. Bu
durum genelligi bozmaz. Gergekten kritik nokta (x,,y,) # (0,0) ise

V=EX—X,, WEY=Y,

konumu ile “Es.3.17 sistemi

|- P
df

daw
l— =G(r+x,.0+y,)

di

sistemine indirgenir. F(x,.y,) =0.G(x,.y,) =0 oldugundan bu veni sistemde kritik
nokta (v.w) = (0,0) noktasidir. Boylece (x,.y,)# (0.0) kritik noktas: daima (0.0)

kritik noktasina indirgenebilir.

1. Drigiim noktalari : Sekil 3.1°de kine benzer bir kritik nokta, bir diiglim noktasidir.

Boyle bir noktaya  — o (vada ¢ — —o0) i¢in her bir yol ile vaklasilir ve girilir.
Sekil 3.1°de goriilen diiglim noktasi icin orijin ile birlikte 4B ve CD dogrularnni
olusturan dort tane A0, BO., CO ve DO yart dogru yollar: vardir. Diger biitiin
yollar parabol parg¢alarina benzer ve bu vollarin her biri O orijinine ve egimi de 4B

dogrusunun egimine yaklasir.

2. Semer noktalarr : Sekil 3.2 de kine benzer bir kritik nokta, bir semer noktasidir.

Bu kritik noktaya 1 > o i¢in AO ve BO yan dogrulari ile yaklasilir ve girilir. Bu
iki yol. bir 4B dogrusu tizerinde bulunur. Ayn1 kritik noktaya r = - i¢in CO ve
DO yart dogrular ile yaklasihir ve girilir. Ve bu yan dogrular da bir diger CD
dogrusu tizerinde bulunur. Bu dort yan dogru arasinda dort bolge vardir ve bunlarin

her biri hiperbollere benzer bir yol ailesi kapsar. Bu yollar 1 — o« yada ¢ — —o0 i¢in
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orijine yaklasmazlar, ancak bunlar t > o ve t— -0 i¢in yari dogru yollarindan

birine yada digerine asimtotik olurlar.

N4

/ D

AN

Sekil 3.1. Dtiglim noktasi

h N
AW

////\\SB

N7

Sekil 3.2. Semer noktasi
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3. Merkezler: Bir merkez, bir kapali yol ailesi ile ¢evrili bir kritik noktadir. Béyle

bir noktaya 1 — co yada f - —co i¢in herhangi bir yol ile yaklagilamaz.

7z
S

Sekil 3.3. Merkez nokta

4. Sarmal noktalar:  Sekil 3.4 dekine benzer bir kritik nokta, bir sarmal noktadir.

Boyle bir noktaya, t - (yada ¢t — ~o0) i¢in orijin etrafinda sonsuz sayida dénen

bir yol ailesi ile sarmal benzeri bicimde yaklasilir.

Ozel olarak dikkat edilirse, bu yollar1 orijine yaklastiklar1 halde onlar orijine
girmezler. Yani boyle bir yol boyunca hareket edilen bir P noktasi, 1 — 0 (yada
{ = —0) ic¢in orijine yaklasir, ancak OP dogrusu herhangi bir belli dogrultuya

yaklasmaz.
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Sekil 3.4. Sarmal nokta

Verilen herhangi ¢ > 0 sayisina karsilik asagidaki kosullar gecerli olacak sekilde

o > 0sayis1 var ise, bu durumda (0,0) kritik noktasina kararlidir denir,

i.) Herhangi bir 1 =1¢, degerine karsilik (0,0) 'in § komsulugunda bulunan
“Es.3.17in her yolu ¢, <t <o i¢cin tanimlidir
ii.) Bir yol “Es3.17 kosulunu sagliyor ise, o yol 1, </ <= i¢in (0,0)’m ¢

komsulugunda kalr.

Baska bir anlatimla, (0,0) noktasi kararls ise, bu durumda r =17, da § yarigaph
x?+y? =% cemberi igerisinde bulunan her C: x = x(1), y = v(1) yolu her =1,

.. 9 .. .. . -
icin £ yaricapl ¥ + p° = g’ cemberi icerisinde kalir (Sekil3.5).
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O

Sekil 3.5. (0,0) kararli kritik noktasi

Bir bagka deyisle, t=¢ da C yolu tizerindeki R noktasi arasindaki uzakhk & dan
kiictik kalmak tizere her +>¢ icin (0.0) ile C yolu iizerindeki R noktas
arasindaki uzaklik ¢ dan kicik kahivor ise, (0.0) noktast kararhidir. Kararlihk
tanimi kabaca diyor ki. bir kez bir yoriinge (0,0) "1 kapsayan bir kii¢tik disk icerisine
girir ise, o yorlinge gelecek her zaman biraz daha biiviik bir disk icerisinde kalir.

Es.3.17ve "Es.3.27 kosullarint saglayan her C yolu icin ayrica,

lmx(#)=0, limy()=0

{3

o

gecerli ise, (0,0) kritik noktast asimtotik kararhidir denir. Kritik nokta kararh degilse

kararsizdir denir.

Yukaridaki tanim bazen sagda kararlilik olarak adlandirilir. Benzer tamim ¢ — —w0 a

giderken solda kararlilik i¢in verilebilir.

Bir kritik nokta kararh ve asimtotik kararli ise tam kararlidir denir. Bir kritik nokta
kararh ancak asimtotik kararli degilse yansiz kararli adin alir. Asimtotik karalilik,
sabit katsayili lineer otonom sistem i¢in tam kararhligi gerektirir, ancak tiim otonom

sistemler i¢in gerektirmez.



58

Bu kavramlar 6rnek olarak Sekil 3.3’deki merkez kararli olup asimtotik kararh
“degildir. Sekil 3.1°deki diigiim noktasi, Sekil 3.4’deki sarmal nokta asimtotik

kararlidir.

“Es.3.1” sistemini ¢ogunlukla agik olarak ¢ozmek zor oldugundan, genel olarak
kararlilik sorusunu ¢dzmek zordur. Kolaylikla incelenebilen durum “Eg.3.17

sisteminin otonom olmasi duraumudur.

3.2. Lineer Sistemler I¢in Kritik Noktalar Ve Kararlihk

Bu boliimde
dx
—=F(x,y
0 (x, )
dy
—=G(x,y
0 (x, »)

seklinde lineer olmayan otonom sistemlerin faz portrelerini incelenmesi ile lineer
olmayan diferensiyel denklemler hakkinda olacakur. Bu amagla ele alinacak ilk
problem, boyle bir sistemin kritik noktalarini, onlarin yapist ve kararliligina gore
siiflandirma problemi olacaktir. Daha sonra uygun kosullar altinda bu problemin,
verilen bir lineer olmayan sistem icin ona iligkin bir lineer sistemi incelemekle
coziilebilecegi goriilecektir. Bu yiizden bu kesimde lineer otonom sistemlerin kritik

noktalarinin analizi tizerinde durulacaktir (6).

Simdi

dx
m =ax+by
t

Iy
Y a,x+b,y
t

(3.5]



59

sistemini g6z Oniine alalim. Bu sistem kritik nokta olarak (0,0) orijin noktasina

sahiptir. Bu kesimde tamamen
ab, —a,b, #0 [3.6]

olarak varsayiliyor. (0,0) sistemin tek kritik noktasidir. Sistemin karakteristik

denklemi olarak adlandirilan
m’ —(a, +by,)m+(ab, —a,b)=0 [3.7]

kuadratik denkleminin bir kokii m olmak tizere “Es.3.5” sistemi
X = Aenl!
y — Bemr

seklinde belirgin olmayan bir ¢ozlime sahiptir. Buna gore “Es.3.6” kosulu, “Es.3.77in

bir kokiiniin stfir olmayacagini belirlemektedir.

m, ve m,, “E$.3.7”in kokleri olsun. Buna gore “Es.3.5” sistemin (0,0) kritik
noktasinin yapisinin, n1, ve m, sayilarinin yapisi ile belirtilecegi goriilecektir. m, ve
m, nin reel ve farkly, reel ve esit, yada eslenik karmagik olmasina gére dogal olarak

ii¢ olurlu durumun ortaya ¢ikacagi beklenebilir. Ancak durum bundan biraz daha

karisiktir ve asagida oldugu gibi bes durumu goz 6niine almak geregi vardir (7).

Temel durumlar:

Durum A.  m, ve m, kokleri reel, farkli ve ayni isaretli ise, bu durumda (0,0) kritik

noktast bir diiglim noktasidir.
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Ispat: m ve m, nin her ikisinin negatif oldugunu varsaymakla ise baslayalim ve

m; <m, <0 olsun. Bu durumda “Es$.3.57in genel ¢oziimi, A’lar ve B’ler
B

;1—' # 74—— olacak sekilde belli sabitler ve ¢ ’ler keyfi sabitler olmak iizere
| 2

x = A eIH]/ + C’)A‘)emzl
S [3.8)
I B )IHI/ Ny B )”ll[
Y =¢,b4¢ + ¢, b,¢

seklindedir. ¢, =0 oldugunda

x — C_IAlelllll

T ant
y=cBe

[3.9]
¢coziimil ve ¢, = 0 oldugunda
x=c,d,e"™!
24, 5
y=c¢,Be"™ 510
o Ly D)y

coziimleri elde edilir.

Herhangi bir ¢, >0 i¢in “Es.3.97 ¢oziimleri, egimi —- olan 4,3 = B,x dogrusunun
I

varisindan olusan bir yol gosterir ve herhangi bir ¢, <0 i¢in bu dogrunun diger

yarisindan olusan (orijinin diger tarattaki yarist) bir yol gosterir. m, <0 oldugundan

yar1 dogrulardan olusan yollarin her ikisi + —« i¢in (0,0) "a vaklasir ve J !

X 4

oldugundan her ikisi T‘ egimli olarak (0,0) girer. (Sekil 3.6)
ey
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Sckil 3.6, m, ve m, kokleri reel., farkh ve aynr isaretli ise (0.0) kritik noktast i¢in

diigiim noktast

Aym sekilde “FEs.3.107 ¢oztimleri, egimi —= olan A,y = B,x dogrusu iizerinde

E )
2

bulunan iki yar1 dogrudan olusan yollart gsterir. Bu iki yol da 1t > o i¢in (0,0) ‘a

2

yaklasir ve egimli olarak (0,0) "a girer.

)
¢, #0 ve ¢, #0 ise, “Es.3.8” genel ¢oztimii egrisel yollar gosterir. m, <0 ve
m, <0 oldugundan bu yollar da t — « i¢in (0,0)’a yaklagir. Ayrica m, —m, <0

ve

¢, B,

Cs

(my—my )
m 1t ¢ + B2
v  ¢Be" +c,B,e™

nnt nst - >
X C|/1|€ T C, /12(2 ! _(;_L‘ljil ()(Hl’—/nz "oy A,
[ :
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.. B . B .
oldugundan, ¢ — © igin Y2 ye gider. Boylece bu yollarin tiimii —1—43— egimli

2 2

olarak (0,0)’a girir. Sekil 3.6, bu durumun bir kalitatif seklini gostermektedir.

Boylece ¢ok agik olarak kritik noktanin bir diigiim oldugu anlasilir. Ve bu nokta ayni

zamanda asimtotik kararlhidir.

m, ve m, nin her ikisi pozitif olmak {izere m, >m, >0 ise. bu durumda yollarin
durumu bu kez t — —oo igin (0,0) yaklasmak ve girmek lizere tamamen aynidir.

Sckil 3.6 daki yollar, yonleri gosteren oklar, tersine g¢evrilmek lizere degismez. Bu

durumda kritik nokta bir diigiim noktasidir, ancak bu kez kritik nokta kararsizdir.

Durum 5. m, ve m, kokleri reel. farkli ve zit isaretli ise. bu durumda (0.0) kritik

noktast bir semer noktasidir.

Ispat: m, <0<m, olsun. Bu durumda “Es5.3.57in genel ¢éziimii keza ~Es.3.8”
seklinde yazilabilir. Ve yine "Es.3.97 ve "Es.3.107 seklinde 6zel ¢coztimler elde edilir.
“Es.3.97 ile gosterilen iki yart dogrudan olusan yollar ¢ -« icin (0,0) "a vaklasir
ve girer, ancak bu zaman “Es.3.107 ile gosterilen iki yart dogrudan olusan vollar i¢in
t > —» ig¢in (0,0) ‘a yaklasir ve girer. ¢, 20 ve ¢, # 0 ise, “Es.3.87 genel ¢ozlimi
egrisel yollar gosterir, ancak m, <0 < m, oldugundan bu yollarin hi¢ birisi 7 — o
yada t — —oo icin (0,0) a yaklasmaz. Bunun yerine r — o a girerken bu vollarin her
ikisi “Es.3.107 ile gosterilen yari dogru yollarindan birine asimtotik ve 1 — —o0
girerken her biri “Es.3.9” ile gosterilen yari dogru yollarindan birine asimtotik

olurlar. (Bu durum sistemin yollar1 bulunarak y = mx ile kesistirilmesi ile x — o0 ve

v — o olmasmin bir sonucu olarak 1, =

B, .
1 ve m, =—= elde edilir. Boylece x ve
ya

“4 2
y arasindaki yol ailesinin asimtotlart elde edilir). Sekil 3.7, bu davranisin kalitatif

seklini gdstermektedir. Bu durumda kritik nokta bir semer noktasidir ve kararsizdir.
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Aly:le

Ay = B,x

S

\\//f

Sekil 3.7. m, ve m, kokleri reel, tarkli ve zit isaretli ise (0,0) kritik noktast igin

semer noktasi

Durum C. m ve m, kokleri eslenik karmasik ancak suf sanal degilse, bu durumda

(0,0) kritik noktas: bir sarmal noktadur.

[spat: Budurumda a ve b sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere m ve m, ,a=xib

seklinde yazilabilir. Keza daha sonraki kullanim icin “Es.3.7” denkleminin D

diskriminantinin

D= (a, +b,) —4ab, ~ab)

=(a,-b,) +4a,b, <0 [3.11]

olduguna dikkat edelim. Bu durumda “Es.3.5”in genel ¢coziimi, 4 lar ve B ’ler belli

sabitler ve ¢’ler keyh sabitler olmak tizere

x=e" [c‘ (A, cosbt — A, sin bt) +c,(A, sinbt + 4, cos bt)]
y=e" [c, (B, cosbt - B, sinbt) +c¢,(B, sinbt + b, cosbt)]
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seklindedir. Oncelikle a <o oldugunu varsayalim. Bu durumda “E$.3.12” den

t - igin x >0 ve y = 0 oldugu anlasilir ve boylece biitiin yollar r — oo i¢in
(0,0)’a yaklasir. t—> o ic¢in (0,0)’a girmez, ancak bunun yerine onun etrafinda

sarmal benzeri bigimde doner. Bunu gostermek icin € kutupsal koordinatlarini

- do . . . .. L
kullanarak herhangi bir yol boyunca = nin her ¢ i¢in ya pozitif yada her ¢ i¢in

negatif oldugunu gosterelim. 6 = arctan 2 oldugundan,
X

dy dx
a0 a7 a
—= i—,’ ve “Es.3.5” denklemleri kullanilarak
dt X+

d0  a,x’ +(by —a))xy -~ by’

dr x4y
elde edilir.

Sadece yollar1 gosteren c¢oziimlerle ilgilendigimizden x° +1° 20 oldugunu
varsayalim. “Es.3.117 kosulu «, ve b, in zit isaretli olmasi gerektigi ifade eder.

a, >0 ve b, <0 durumunu goz 6ntine alalim. y =0 oldugundan “Es.3.13” den

%Q:a) >0 elde edilir. 3 =0 ise. C—]ZQ sifir olamaz. Zira 6vle olsavdi. “Es.3.13”
dat ) at

den

a,x’ +(b,—a)xy—by =0

X .
yada bir — reel sayisii¢in,
)/

az(ij —(b, —a))>—b, =0 [3.14]
y y



elde edilir ki, “Es.3.14” kuadratik denkleminin diskriminanti, “Es.3.11” nedeniyle

: < < - . do
negatif olan D oldugundan bu dogru olamaz. Bu gosteriyvor ki = a >0
dat

oldugunda daima pozitif ve ayni sekilde @ <0 oldugunda daima negatiftir,
“Es.3.127 nedeniyle t > a giderken x wve y’nin isaretleri sonsuz c¢oklukta
degistiginden, biitiin yollar orijjin etrafinda i¢ine dogru sarmal bicimli (¢ > 0 yada

@ <0 olmasma gore pozitif yonde yada negatif yonde) olmasi gerekmektedir. Bu

durumda kritik nokta bir sarmal noktadir ve asimtotik kararlidir.

a >0 ise, yollar t — —o0 igin (0,0) *a yaklasma disinda aymidir ve bu durumda kritik

nokta kararsizdir. Sekil 3.8, ¢ > 0 oldugunda yollarn diizenini gistermektedir.

Y
P

™
N/ ’

A
\
N4

a>0

Sekil 3.8. m, ve m, kokleri eslenik karmasik ancak sif sanal degil de

gilse (0.0)

=
o

kritik noktasi i¢cin sarmal nokta
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Stnirdaki durumlar:

Durum D. m ve m, kokleri reel ve esit ise, bu durumda (0,0) kritik noktast bir

dugiim noktasidir.

Ispat: m, =m, =m <0 olacak ise baslayalim. Irdelenmesi gercken iki alt durum

vardir.

1) a,=b,#20ve a,=b=0

ii.) “Es.3.7" denklemi icin katli kok veren diger durumlar

1k olarak (i.) alt durumunu g6z oniine alahm. Bu durum, Euler yénteminin esit

kokler halinde tamimlanan durumlardir. «.a, ve b, nin ortak degerini gdsterirse, bu

o aa . 2 2 . .
durumda “Es.3.7" denklemi, m~ —2am+a” =0 seklini alir ve buradan m =« dir.

Buna gore “Es.3.57 sistemi

dx
—— =X
dt
dy
=gy
dt )

seklint alir. Bu sistemin genel ¢6ziimii

[3.15]

seklindedir. “Es.3.157 ile taniml1 vollar, biitlin olurlu egimlere sahip yari dogrulardir.
Sekil 3.9 ve m < 0oldugundan her bir yol 7 — o icin (0,0) "a vaklasir ve girer. Bu
yiizden kritik nokta bir diigiim noktasidir ve asimtotik kararhidir. m > 0 ise. bu kez
yollar t — —oo icin (0,0) yaklasmak ve girmek diginda aynidir. Sekil 3.9 da oklar

tersine ¢evriimis olur ve bu viizden (0.0) noktasi kararsizdir.
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Sekil 3.9. m <0, kritik nokta diigiim noktas:

Simdi (i1.) alt durumunu ele alahm. Bu durumda “Es.3.5"n genel ¢oziimi

x=cde" +c,(d, + A)e™

[3.16]
y=cBe" +c¢,(B, + Br)e™
seklinde yazilabilir. ¢, = 0 oldugunda
x=c,de™
[3.17)

nit
y=cDBe

. . B .. 5 . "
cozimler: elde edilir. Bu ¢oztimler. 3 egimli Ay = Bx dogrusu lizerinde bulunan iki

yart dogru gosterir ve m <0 oldugundan her iki yol. r = o icin (0,0) 'a vaklasir.

(Sekil 3.10)
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l

<%
N

A4
=

Sekil 3.10. (0.0) noktasi bir diiglim noktasi

v oB . . B .. , .
Ayrica — = y oldugundan her iki yol, i egimli olarak (0.0) "a girer.
X Ve 4

¢, =0 ise, “Es.3.16” ¢oziimleri egrisel yollar gdsterir ve m <0 oldugundan, bu

yollar 1 — oo a girerken (0.0) "a yaklasir. Ayrica

¢, B
mt mt - + Bl + B[
y _oBe™ +c,(B) + Bt)e c,

. mi . mi
x o de™ e, (A + Atb)e

¢, 4
Lk A+ Al
G

) . B . - " B -
nedeniyle 1 -— o Igin 2.2 va girer. O halde egrisel yollarin timii —  egimli
X s .

olarak (0.0)a girer. t — —» i¢in de Z—}% ya girer. Sekil 3.10, bu yollarnn
Y /

diizeninin bir kalitatif seklini gostermektedir. Buna gore (0,0) noktast bir diigiim

noktasidir ve asimtotik kararlidir. »2 > 0 ise, yollarin yonleri tersine ¢evrilir ve bu

durumda kritik nokta kararsizdir.
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Durum_E. m, ve m, kokleri suf sanal ise, bu durumda (0,0) kritik noktas:

merkezdir.

Ispar:  Burada Durum C ’nin irdelenmesine dénerek a =0 ve b= 0 olmak iizere
m ve m, nin akib seklini ele almamiz yeterlidir. Buna gore “Es.3.5"in genel
¢Oziimi, Ustel carpan olmamak {lizere “Es.3.12” seklindedir. Yani x(r) ve y(¢)
periyodiktir ve her bir yol orijin etrafinda kapah bir yoldur. Sekil 3.11 de gortilduigu
tizere bu egriler elipslerdir. Yollann elipsler oldugu, yollarin

dy @+ b,y 3.18]

dx ax+Dy
seklindeki diferensiyel denkleminin ¢oztilmesiyle goriilebilir. (0.0) kritik noktasi bir

merkez olup kararhidir, ancak asimtotik kararh degildir.

/T\y

\'Z
}{

Sekil 3.11. m ve m, kokleri sirt sanal ise (0.0) kritik noktasi merkez nokta
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Yukaridaki irdelemelerde kararlilik hakkinda ¢ok sayida ifade kullamildi. Bunlari

asagida oldugu gibi 6zetlemek uygun olacaktir.

Teorem 3.1. “Es.3.5” lineer sisteminin (0,0) kritik noktasinin kararli olmasi, “Es.3.7”
karakteristik denkleminin her iki kokiiniin pozitit olmayan reel kisimli olmasi ile ve

asimtotik kararh olmasi, her iki kdk{iniin negatif reel kisimh olmasi ile esdegerdir.

Simdi “Eg.3.7” denklemi
(m—m))(m—m,)=m’ + pm+q=0 [3.19]

seklinde yazilirsa, buradan

p=—(m +m,) ve qg=mi,

dir. Buna gore bes durum, m ve m, kokleri cinsinden oldugu gibi p ve ¢
katsayilart cinsinden de kolaylikla aciklanabilir. Gergekten bu duwrumlar  pg
diizleminde yorumlanwrsa. bu durumda Sekil 3.12 de belirtilen carpicr sekle varilir.
Bu sekil ilk bakista (0.0) kritik noktasinin yapisini ve kararhilik 6zelliklerini

gostermektedir.

Burada ilk dikkat edilecek sey, “Es.3.6™ kosulu nedeniyle m i, # 0 oldugundan p
ekseni olan ¢ =0 hari¢ tutuluyor. Bes durum hakkinda 6grendiklerimizin 15131nda

Sekil 3.12°de kapsayan bilginin tiimii dogrudan

—])im

2

m , =

den anlasilir. Béylece p* —4¢ =0 parabolii istiinde p’ —4¢ <0 dir. Boylece m, ve
m, nin sif sanal olan eslenik karmasik sayilar olmasi, p =0 olmasi ile esdegerdir

ve bunlar merkez ve sarmal noktalarn kapsayan € ve E durumlandir. p ekseni
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alunda ¢ <O dir ve bu zaman m, ve m, nin reel, farkll ve ters isaretli olmasi
demektir. Bu da Durum B’nin semer noktasi verir. Sonug olarak, bu iki bolge
arasindaki kusak ( p ekseni disinda parabolii kapsayan) p> —-4¢>0 ve g >0
bagintilan ile karakterize edilir. Buradan m, ve m, reel ve ayni isaretlidir. Boylece

A ve D’nin digiim noktalar1 elde edilir. Ayrica asimtotik kararhiga iliskin bir tek

bolge vardir ve bu bolgede birinci bolgedir. Bu durum asagida oldugu gibi ifade

edilebilir.

KARARLI
p -49=0
Sarmal nok.
@ Merkezler @
%Dﬁgﬁm nok.
| s
KARARSIZ p

N
Semer nok. }}g‘(

Sekil 3.12. (0,0) kritik noktasinin yapist ve kararhlik 6zellikleri

Teorem 3.2. “Es.3.5" lineer sisteminin (0,0)kritik noktasmin asimtotik kararl
olmast, “Es.3.77 karakteristik denkleminin p=—(a, +b,) ve g¢g=ab,—a,b,

katsayilarinin her ikisinin pozitif olmast ile esdegerdir.

Bovlece sistemin agik  ¢oztimlerint  analiz etmek  suretivle bir kritk nokta

komsulugunda lineer sistemin yollarim incelemis olduk.
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3.3. Liapunov Dogrudan Yontemi ile Kararlihk

Bir fiziksel sitemin toplam enerjisi belli bir kritik noktada yerel minimuma sahip ise,
bu durumda kritik noktanin sezgisel olarak karali oldugu anlasilir. Bu diistince daha
kapsamli olarak kararlihik probleminin incelenmesinde basit ancak etkili bir yontemle
Liapunov tarafindan genellestirilmistir. Liapunov ydntemi ve onun bazi uygulamalari

tizerinde durulacaktir.

dv

= F(x,
” (x, )

d ] .
2 = 6(x.y)
di

seklinde bir otonom sistemini géz 6ntine alalim ve bu sistemin ayrik bir kritik olarak
0.0) orijinine sahip oldugunu varsayalim. Bilindigi {izere bir (x,, kritik noktasi
i = 0 0

daima orijine donistiiriilebileceginden, bu varsayimin genelligi bozmayacagi agiktr.

C= [x(/),y(t)]. “Es.3.207in bir volu olsun ve bu yolu kapsayan bir bolgede kendisi
ve birinci mertebeden pargah tiirevieri stirekli bir ¥ (x,y) fonksiyonunu g6z 6niine
alalm. Bir (x,y) noktasi, x =x(). y = y(/) denklemine gore yol boyunca hareket
ediyor ise, bu durumda J'(x.y), C boyunca f’nin bir fonksiyonu olarak

diistiniilebilir. Bu fonksiyon 17(¢) ile gosterilirse, onun degisme orant

dii_ oV dx N cldy
dt Ox dt ¢y dt

V
:§—~F+8A—IG [3.21]
ox cy

seklindedir. Bu formiil, Liapunov’un disgiincelerinin oziinii olusturur ve bundan
faydalanmak icin ileilenilecek fonksiyon tiirlerini ayirt eden bazi durumlara ihtiya
o

vardir.
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V' (x,y) ‘nin orijini kapsayan bir bolgede stirekli ve siirekli birinci mertebeden pargah
tiirevlere sahip oldugunu varsayalim. V' fonksiyonu (0,0) icin 7(0,0) =0 olmakla

birlikte (x,y) = (0,0) i¢cin V(x,y)>0 1ise pozitif tamml, (x,y) =+ (0,0) icin

V(x,y) <0 ise negatif tanumlidir denir. Benzer olarak V(0,0) =0 ve (x,)) # (0,0)

icin V(x,y)>0 ise pozitif yari-tcpumli, (x,y) #(0,0) i¢in V(x,1) <0 negatif yari-

tanimlii denir.

e . " o 2 . .
a ve b pozitit sabitler ve m2,n tamsayilar olmak tizere ax™ +by™" seklindeki
fonksiyonlar pozitif tammhdir. F(x,y) ‘nin negatif tanimh olmasi, —¥V(x,y) 'nin

pozitif tanimlt olmasy ile esdeger oldugundan a <0 ve h<0 olmak iizere

ax?” + by

2n J2m 2m

seklindeki fonksiyonlar negatif tanimhidir. x™, ™ ve (x—y)”"
fonksiyonlart pozitif tammli degildir. ancak bunlar pozitif yart tanimhidir (6rnegin,
x?" fonksivonu (0.0) i¢in sifir, ancak (0,y,). ¥, =0 igin de sifirdir). V(x,y)

pozitif tamiml ise, bu durumda z =1(x,y) fonksiyonu. yukart dogru agilan ve xy

diizlemine orijinde tefet olan bir paraboloide benzer bir ylizevin denklemi olarak

vorumlanabilir.(Sekil 3.13)

‘<:\J/

Sekil 3.13. Pozitif tamiml z = 7 (x.y) fonksivonu
) p
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Ve Vg [3.22]

ox oy

negatif yart tammh Ozelligine sahip pozitif tamimh bir V(x,y) fonksiyonu,

“Es.3.207 sistemi i¢in bir Liapunov fonksiyonu adimi alir. “Es.3.217 formili

. N . 4 .
nedeniyle, “Es.3.22"in negatif yari tanimlt olmasi, — <0 olmast demektir ve bu
dft

ylizden V' fonksiyonu orijin komsulugunda “Es.3.20”nin yollari boyunca artmayan
bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlar, bir fiziksel sistemin toplam enerji kavramini
genellestirir. Kararlihk problemleri bakimindan onlarin ilgisi, Liapunov ‘un temel

kesti olan asagidaki teoremde aciklhiga kavusmaktadir.

Teorem 3.3. “Es.3.207 sistemi icin bir V' (x.y) Liapunov fonksiyonu var ise. bu
durumda  (0.0) krittk noktast kararhidir. Ayrica, bu fonksiyon “Es.3.227
fonksiyonunun negatif tanimh ek 6zelligine sahip ise. bu durumda (0.0) Kkritik

noktast asimtotik kararhidir.

Ispat: C, merkezi orijinde varicapt R > 0 olan bir ¢cember olsun (Sekil 3.14) ve
ayrica C,'in tamamen V fonksivonunun tamim bélgesinde bulunacak sekilde yeteri

kadar kii¢iik oldugunu varsayalim.

V(x.y) stirekli ve pozitif tammh oldugundan | lizerinde bir pozitif m
minimumuna sahiptir. /'(x.y) orijinde stirekli ve o noktada sifir oldugundan (x, y)
noktast r yarigaph C, gemberi igerisinde oldugundan FV(x,y) < m olacak sekilde
pozitif bir r < R sayisi bulunabilir. C = [x(z),y(t)], t=t, icin C, icerisinde olan

herhangi bir yol olsun. Bu durumda V' (¢,) <m ve “Es.3.22” negatif yar1 tammh

dV C ..
oldugundan, ’ <0 dir ve bu her r > ¢, i¢in V(1) <V (¢,) <m olmasin gerektirir.
dil

Buna gore anlagiliyor ki C yolu, kesinlikle herhangi bir ¢ >¢, icin C, ¢emberine

varamaz. boylece kararlilik durumu ortaya ¢ikar.



Sekil 3.14. (0,0) kritik noktasi kararh

Teoremin ikinci kismuni ispatlamak ic¢in, ek varsayim alunda I'(r) — 0 oldugunu

gistermek veter, zira I7(x.y) pozitif tanumh oldugundan. bu durum € yolunun

. . v . .
(0,0) kritik noktasina yaklastigini ifade eder. (T <0 oldugundan, I'(z) azalan bir
dat

fonksiyondur ve varsayim nedeniyle V(f) asagidan sifir ile sinirhh oldugundan,
V(t)’nin t —> o i¢in bir L >0 limitine yaklastigi sonucuna varihir. V() — 0
oldugunu kamtlamak i¢in L =0 oldugunu gostermek yeter. Buna gore L >0
oldugunu varsayarak bir geliskiye vanldigimi gorelim. (x.y). 7 vargaph C,
cemberi icerisinde oldugunda V' (x,y) < L ozelligine sahip pozitif bir 7 <r sayisi
secelim. “Es.3.22” fonksiyonu stirekli ve negatif tanimli oldugundan, C, ve C,

cemberlerinden olusan halka ile onlar arasindaki bolgede bir —4 negatif

maksimumuna sahiptir. Bu halka ¢ >/ icin tim C yolunu kapsar. Boylece

Py =V, + ’j‘”/ it
=1+ [P
‘ ; i
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esitliginden, her ¢ > ¢, i¢in

V) <V(i,)—k(t —1y) [3.23]

esitsizligine varilir. Bununla beraber, “Es.3.23™{in ikinci yan {— o a giderken

negatif olur ve boylece t — oo i¢in V() - —oo olur. Bu durum. I'(x,») >0 olmast

gercedi ile celisir. Boylece L = 0 oldugu sonucuna varilarak ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki ozelliklere sahip bir I7(x.y) fonksiyonu var ise, bu durumda “Es.3.207
sisteminin (0.0) kritik noktas: kararsizdir.

i.) F(x.y) fonksiyonu orijini kapsayvan bir bolgede stirekli ve siirekli birinci
mertebeden pargals tiitevlere sahiptir.

11.) 1(0.0) =0 dir.

11i.) (0.0) merkezli her cember. J7(x. v) "nin pozitif oldugu en az bir nokta kapsar.

oo o adlk o
V) —— F'+—( pozitit tanimhdir.
ox ay

Ornek 3.1, 1

sistemi (0.0) aynk kritik noktasina sahiptir. F(x,y) =ax’" +hy?" seklinde bir
Liapunov fonksiyonu olusturmak suretiyle kararliligi kanitlamaya calisalim.
oV oV

F 4G =2max”" " (=2x3) + 2nby"" ' (x* = y")
ox oy

2m

= (~4max™ y + 2nbx’y*"") — 2nby*"?
= ("‘4.1.1.,‘(2'1)/ + 2.1 .2.x2y2.1—| ) _ 212y2l+2

= 47y rdxTy 4yt
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::—-4y
olduguna gore m=1,n=1a=1b=2 olarak segmek suretiyle parantez i¢indeki

ifade sifir yapilabilir. Bu secimlere gore V(x,y) = x’ +2y° olur ve bu fonksiyon

R Vv V .
pozitit tanimhdir. Ve %—-FJr—a:—G =4y de negatif yan tanimhdir. Buna gore
X oy

verilen sisteminin (0,0) kritik noktast kararhdir.

Bu ornekten anlasihyor ki kansik durumlarda uygun Liapunov fonksiyonlarini

olusturmak gergekten ¢ok zor olabilir. Bu bakimdan asagidaki sonug bazen yaralidir.

, 2 2 ~ . e
Teorem 3.4. V(x.y) = ax” +bxy+cy” fonksivonunun pozitit tanimh olmasi. ¢ >0,

b . .o 2 .
b —4ac <0 olmasi ile ve negatif tanimli olmasi a <0, b —4ac <0 olmasi ile

esdegerdir.

Ispat: y =0 ise. F(x.0) = ax® dir. x =0 icin I(x.0) >0 olmasi. « >0 olmasi ile

esdegerdir.

y=0ise V(x.3)=)" a(?\;j +b(i\;j +c
Y y

yazilabilir ve «>0 oldugunda buyiik parantez igerisindeki — ye goére olan
}7
polinomun (= nin bliytik degerleri i¢in pozitiftir) her ~— i¢in pozitif olmasi,
y Y

bh* —4dac <0 olmast ile esdegerdir. Buna gore teorem ispatlanmis olur.
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3.4. Lineer Olmayan Sistemlerin Basit Kritik Noktalar:

dx
= F(xay)

dt [3.24]

d
_l — G(x’y)
dt

otonom sistemini goz Oniine alalim. Ve (0,0) bu sitemin ayrik kritik noktasi olsun.
F(x,y) ve G(x,y). x ve y’ye gbre kuvvet serisine agilabilir ise, bu durumda

“Es.3.247 sistemi

dx ) 5
b~ ax+by+cex +dxy+ey +--
dar

)
(8]
o
wn

[

dy 2 2
— =, Xx+b,y+ecyxT +d,xy+e,y 4

dt
seklini alir.

‘xl ve Iy’ kiigiik oldugunda. yani (x.y)orijine yakin oldugunda, ikinci ve daha
yiiksek dereceli terimler ¢ok kiiciik olur. Bu yiizden lineer olmavan terimleri ihmal
ederek  (0,0) kritik noktasi komsulugunda “Es.3.257in vollarinin  kalitatif

davramsinin, “FEs.3.257e iliskin

de
=a,x+by
di [3.26]

!
li_‘}i = Cl7x+b7)"
dt ) i

lineer sisteminin yollarininkine benzer oldugunu diistinmek yerinde olacaktir. Genel

olarak durumun boyle oldugu goriilecektir.
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“Es.3.25”in - “Es$.3.26” lineer sistemi ile degistirilmesi islemi ¢ogunlukla

lineerlestirme adim alir. Daha genel olarak,

a
—Y:a,x+b1y+f(x,y)
dt

—
OS]
[\)
~

[—

d
;)[i =a,Xx +by,y+ g(x.y)

seklindeki sistemler ele alinacaktir. “Es.3.277ye iliskin “E$.3.267 lineer sisteminin

(0,0) ’a bir ayrik kritik nokta olarak sahip olmasi icin

ab, —a,b, #0

—
(OS]
o
oo

e

oldugu varsayilacaktir. Burada f(x,y) ve g(x.») fonksiyonlart her (x.y) igin

siirekli ve birinci mertebeden sitirekli pargali tiirevlere sahiptir ve (x.y) — (0.0) i¢cin

=0 ve lim»igg'\-.l)—;—)j

2 2 2
X"+ y XT+y

=0 [3.29]

dir. “Es.3.29” kosullarinin /(0.0) =0 ve g(0,0)=0 oldugunu ifade ettigine dikkat
edilmelidir ve buna gore (0,0). “Es.3.27"nin bir kritik noktasidir. Bu nokta ayni
zamanda ayriktir. Yukarida belirtilen kisitlamalara gére (0.0) noktasi. “Es.3.277

sisteminin bir basif kritik noktast adim alir.

Basit kritik noktalarimin yapisi hakkinda temel gergekler. asagidaki Poincare

teoreminde verilmektedir.

Teorem 3.5. (0,0), “Es.3.277 lineer olmayan sisteminin bir basit kritik noktast olsun
ve buna iliskin “Es.3.26” lineer sistemini g6z ontine alalim. “Es$.3.26”mn (0.0) kritik

noktasi, Kisim 3.2. de a¢iklanan ti¢ temel durumdan herhangi birine giriyor ise, bu

durumda “Es.3.27"nin (0.0) kritik noktast ayni tiirdendir.
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Teoremde kapsanan durumlarda (0,0) kritik noktasinin tirti “Es.3.26” ve “Es.3.27”

icin ayni oldugu halde, yollarin gercek durumu bir dereceye kadar farkhdir. Ornegin,
Sekil 3.7, bir lineer sistem i¢in tipik bir semer noktas: gosterildigi halde, Sekil 3.15

lineer olmayan bir sistem i¢in semer noktasinin nasil goriindtigiinii belirtmektedir.

Ay

\W/.
7

Sekil 3.15. Lineer olmayan bir sistem i¢in semer noktast

Teorem 3.5 de belirtilmeyen iki sinir durumu dogal olarak merak edilebilir: iliskin
“Es.3.26” lineer sistemi orijinde bir sinir diigiim noktasina sahip ise (Durum D ), bu
durumda “Es.3.27” lineer olmayan sistemi yada diigim yada bir sarmal noktaya
sahip olabilir ve “Es$.3.26™ sistemi orijinde bir merkez sahip ise (Durum E), bu

durumda “Es.3.27” sistemi bir merkeze yada bir sarmal noktaya sahip olabilir.

Lineer sistemlerin kritik noktalarinda dikkate deger ¢esitli sekillerde karsilastik.
Buna gore yukaridaki uyanlar gosteriyor ki. lineer olmayan sistemlerin basit kritik
noktalarinda yeni bir durum ortaya ¢ikmaz. Basit olmayan kritik noktalarda acaba ne
olabilir? Buradaki secenekler en iyi sekilde “Es.3.25” seklinde lineer olmayan bir

sistemi incelemekle ayirt  edilebilir. “1$.3.257 deki lineer terimler. orijin
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komsulugunda yollarin modelini belirtmiyor ise, bu durumda ikinci derece
terimlerinin g6z Oniine alinmas1 gerekir. Bunlar da modeli ortaya ¢ikarmiyor ise, bu

durumda ti¢iincii dereceden terimlerin dikkate alinmas1 gerekir ve benzeri.

Buradaki basit bir kritik nokta i¢in kararlilik sorusu icin temel sonu¢ Liapunov ‘a
aittir. “Es.3.26” sistemi orijinde asimtotik kararli ise, bu durumda “Es.3.27” sistemi
de orijinde asimtotik kararlidir. Bunun teorem olarak ifadesi asagidadir.

Teorem 3.6. (0,0), “Es.3.277 lineer olmayan sisteminin bir basit kritik noktasi olmak
tizere iliskin “Es.3.26™ lineer sistemini g6z oniine alalim. “Es.3.26"nin (0,0) kritik

noktas1 asimtotik kararh ise. bu durumda “Es.3.27°ni (0,0) kritik noktasi da

asimtotik kararhdir.

[spat: Bolim 3.3 , Teorem 3.3 nedenivle. “Es.3.27" sistemi i¢in uygun bir Liapunov
fonksivonu olusturma yeterlidir ve yvapilacak olan budur. Boliim 3.2, Teorem 3.2
nedeniyle, "Es.3.26™ lineer sisteminin katsayilari

p=—(a,+b,)>0 ve g=uab,—ab >0 {3.30]

kosullarini saglar. Simdi
1 bl bl
Vix,y)= ;;(a.\" + 2bxy +cy7)

seklinde bir fonksiyon ele alahm.
D = pg =—(a, + by)a,b, —a,b,)
olmak lizere V' deki katsayilar

a,” +b," +(a,b, —a,b)
D

a =
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_aa, +bb,
D

b=

o= a,2 +b12 +(a,by, —a,b,)
D

seklinde olsun. “Es.3.30” nedeniyle D >0 ve a>0 dir. Basit bir hesap sonucunda

(ac—b” bulunur ise ),

D*(ac—b%) = (a,” + b, Ya,” +b7) +(a,” +b,} +a,° + b, )a,by —a,b) + (a,b, —a,h))?

2

—(a,a, +b,b,)
= (ay +by +a +b>Yab, —a,b)+2(ab, ~a,b)’ >0

elde edilir. Buna gére D’ (uc—h")>0=b"—ac <0 oldugu anlasihr. Buradan

~

Boliim 3.3 Teorem 3.4 nedenivle F7(x.)) fonksiyonu pozitif tanimhdir. Ayrica bir

diger hesap ile

f\l/ le 7 ,
Cax+b )+ (ax + by = —(xF + ¥?) [3.31]
ox o )

elde edilir. Bu fonksiyon negatit tamimhdir. Boylece V(x.y). “Es.3.26” lineer
sistemi icin bir Liapunov fonksiyonudur. Yukandaki «.b ve ¢ secimlerinin,
“Es.3.317 esitligi gecerli olmasi seklinde (ki negatif taniml olsun) belirtilmis sabitler

olduguna dikkat edilmelidir.

Simdi gosterelim ki V' (x,y) aymi zamanda “E$.3.27” lineer olmayan sitemi i¢in de

bir Liapunov fonksiyonudur.

Fx.y)=ax+by+ f(x.y)
Gx.v)=u,x+Db.y+ g(x.y)
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ile tanimlanir ise, bu durumda 7 “nin pozitif tanimli oldugu bilindiginden,

Vg 3.32]
ox oy

-~

nin negatif tamml oldugunu gostermek yeter. “Es.3.317 kullanilirsa “Es.3.32”

fonksiyonu
— (2% y?) + (ax+by) [, )+ (O + g x.y)
seklinde elde ediiir. Bu ifade kutupsal koordinatlarin kullanilmasr ile
— 5 1'[((1 cosO@+bsin8) f(x.y)+(bcosO+csinf)g(x. )')]

seklini alir. {a{.}b’.‘c‘ sayilarinin en biyigi K ile gosterilirse “E$.3.297 varsayimi.

veteri kadar kiictik her r i¢in

.
r(x, ) < ——
g(x.p) e

)< e

olmasu gerektirir. Buna gore yeteri kadar kiigtik her r > 0 igin.

ov . oV , o .
——F+——G <=’ +7r[K(cos® +sin0) f(x,y) + K(cos§ +sinO)g(x. )]

ox oy
=—r” + Kr(cosf + sin 9)[/’(3{,)*) + g(x,y)]

<ty Kr(Q)
6K 6K

2 4Kr? re
6K 3
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dir. Béylece V' (x,y) fonksiyonu, “Es.3.32”nin negatif tanimli olma 6zelliine sahip
pozitif tanimli bir fonksiyondur. O halde V", “Es.3.27” i¢in de bir Liapunov
fonksiyonudur. Buradan Boliim 3.3 Teorem 3.3 nedeniyle (0,0) noktasi, “Es.3.27”

lineer olmayan sisteminin asimtotik kararli bir kritik noktasidir ve bdylece teoremin

ispati tamamlanmus olur.



4. KARARLILIKLA ILISKiLI TANIMLAR

Diferensiyel denklem sistemlerinin tanumi zamandan bagimsiz lineer denklemlerden,
zamanla degisen lineer denklemler ve lineer olmayan denklemlere dogru gelisme
gosterdikge dinamik sistemlerin  kararlih@imin  karmasiklik  derecesi de hizla

yiikselmektedir.

Cesitli kararhlik kriterleri zamandan bagimsiz lineer sistemlere uygulanabilir. Sadece
birkac metot zamanla degisen lineer sistemlere ve lineer olmayan sistemlere

uygulanabilir. Bunlarin pek ¢ogunun uygulamas: sinirhdir.

Boliim 5 de zamandan bagimsiz lineer sistemlere uygulanabilen Routh “s ve Hurwitz
kararhlik kriterleri ve Boliim 6°da lineer ve lineer olmayan sistemlere uygulanabilen
Liapunov:un kararlilik kriterleri (Liapunov un birinci ve ikinci metodu ) tizerinde

duracagiz.

Lineer olmayan diferensivel denklemierin kesin ¢oztimleri konu dist oldugu i¢in bu
sistemlerin kararlihigi arastirilirken en uygun metot Liapunov:un ikinci metodudur.
Bu metot lineer olmayan sistemlerin asimtotik kararhiligi icin gerekli kosullari,
lineer zamandan bagimsiz sistemlerin denge konumlarmin asimtotik kararliligr igin
gerekli ve yeterli kosullar verir. Liapunov ‘un ikinci metodu ayrica kararli optimal

kontrol sistemlerin sekillendirilmesinde son derece yararlidir.
Dinamik sistemlerin kararliligs icin gerekli olacak terminolojik bilgiler;
Sistem. Burada tanimlanan sistem
X = f(x.10) [4.1]

x konum vektdrii (n boyutlu vektor) ve f(x.f). elemanlart x.x,....,x,.f

fonksivonlart olan bir n boyutlu vektodrdiir.
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Coziimlerin baslangi¢ kosullarina devamli baghligr ¢oziimlerin tek oldugu anlamina
gelecektir. "Es.4.1” denkleminin ¢ozimii ¢ (f;x,,t,) ile gostermektedir ki ¢ =¢,

iken x =x, ve 1 gozlem zamani

¢p:R"xR—>R"

§ (14:X5.15) = X,
Hareket: Kararlilik. asimtotik kararlihk ve kararsizhik tanimlanirken siklikla hareket
kelimest kullanilacaktir. Hareket » boyutlu konum uzayvinda herhangi bir konum

vada noktadan yoriingeye baslangic olarak tanmimlanacaktir.

Denge Komuonu : “Es.4.17 denklem sisteminde

S(x,.0)=0 herr ic¢in [4.2]

oluyorsa x, konumuna denge komumi denir.

Eger sistem zamandan bagimsiz lineer sistem ise, f(x.7) = Ax. A singiiler degil ise
bir denge konumu, A singiiler ise bircok denge konumu ortaya cikacaktir. Lineer
olmayan sistemler igin bir yada daha fazla denge konumu ortava c¢ikar. Denge

konumlari sistemin sabit ¢oziimlerivle eslenmektedir. (x =x,. her ¢ igin) Denge

konumunun tanimi sadece “Es.4.17" diferensiyel denklem sisteminin ¢6ziimiini degil

“Es.4.2” denkleminin ¢6zimiint de icermektedir.

Eger denge konumlarinin her biri birbirinden aynlmis ise. bunlara izole denge
konumlar: denir. Her bir izole denge konumu koordinatlarin 6telenmesiyle orijine

kaydirilabilir ( £(0,7) =0). Burada x, izole denge konumudur.
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Kararlihk:  “Es.4.1” denklem sisteminin x, denge konumu kararlidir eger, her

£ > 0 reel say1si igin bir 8(g,t,) > 0 reel sayisi varsa 6yleki

o —x.] <6
olmak lizere

”¢(f;xo,lo)~xe“ <€ Lherrzy,

o reel sayist & ve genellikle 7, a baghdir. Eger &, t, a bagh degil ise denge

konumuna drizgiin kararli denir.

Sekil 4.1 x_ karali denge konumu ve x, temsili ydriinge baslangicim

gostermektedir. S(g) ve S(9). lenge konumunda € >0 ve ¢ >0 cembersel

boliimleridir ( kapali simirli n boyutlu konum uzayimm yiizevinde S(g) ve S(&)
dairesel bolgeleri kullanilabilir). S(g). H.\‘~.\'(,H<g unu saglavan x konumlarin
kapsamaktadir. Bu sekil gostermektedir ki, her S(g) icin S(8) vardir ki. S(5) ’in
x, konumundan baslayan her hareket S(g) dan aynlmaz yada ¢(i:x,,7,) 1 saglayan

S(6) da ki x;. her 1214, i¢in S(g) baghdir. Yani S(0) dan baslayan bir hareket

asla S(g) simrnindaki H(¢) dairesine ulasmaz.
S(9)

S(g)

¢(t; xo’to)
H(e)

Sekil 4.1. x, kararli denge konumu, x; temsili yoriinge baglangici
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“Es.4.1” denkleminin ¢dziimii sinrlidir eger, verilen bir & >0 igin &£(5,1,) sabiti

varsa Oyleki

DY
olmak tizere

“qﬁ(l;xo,to) - xL,H <&(0.t,) hertz=t,

dir. Eger 1,. & a bagli degilse .coziim diizgiin sinrlidir.

Asimtotik _kararlilik: “Es.4.17  denklemi ile verilen sistemin x, denge konumu

asimtotik kararlidu eger, x, denge konumu kararli ve r  belirsiz olarak artarken

x."ye yeterince yakin olan x, konumundan baslayan her ¢Szlim x, “ye yakinsiyorsa.

Verilen iki reel sayt 6 >0 ve >0 i¢in £ >0 ve T(u.0.1,) reel sayilarn varsa

syleki

o -x.[<o
olmak lizere

“¢([;x0:lo)_x(’

<€ her 121, igin

”(,/ﬁ(t;xo.to)—xp” 7 her 2>+t, +T(u.0.1t,)

esitlikleri saglanir.

Sekil 4.2 x, asimtotik kararh denge konumu ve x, da temsili yoriinge baslangicini

gostermektedir
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Sekil 4.3 zamanla gecen temsili yoriinge planini gostermektedir. Bu sekillerde S(g),
S(&) veS(u) swrastyla x, denge konumunun vyarigaplart £>0, 6>0, y>0
cembersel bolgelerdir. Eger x, denge konumu asimtotik kararli ise S(d)da x,
konumundan baslayan her hareket S(¢) dan aynlmadan zaman belirsiz artarken

orijine yakisar.

S(5)

S(e)

B, x,,1,) 2*

Sekil 4.2, x, asimtotik kararhi denge konumu

Sekil 4.3. Zamanla gegen temsili yoriinge plam
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Pratikte asimtotik kararlilik tek basina kararliliktan daha 6nemlidir.

Genis _kapsamda asimtotik_kararliik : Eger asimtotik kararhlik hareketlerin

dogdugu tiim konumlar igin gegerliyse denge konumu genis kapsamda asimtotik

kararlidir.

“Es.4.1” denklemiyle verilen sistemin x, denge konumu genis kapsamda asimtotik
kararlidir eger, x, denge konumu kararh ve ¢ belirsiz olarak artarken her ¢oziim

x,’ye yakinsiyorsa.

Acikga genis kapsamda asimtotik kararhilik icin gerekli kosul tiim konum uzayinda

sadece bir denge konumunun olmasidir.

Kontrol miihendislik problemlerinde arzu edilen nitelik genis kapsamda asimtotik
kararhliktr. Eger sistemin denge konumu genis kapsamda asimtotik kararli degil ise,
bu durumda problem asimtotik kararliligin en genis boliimiinde belirlenmektedir. Bu
genellikle cok zokrdur. Pratik amacla yapilacak en uygun sey asimtotik kararliligin

miimkiin olan en genis yerini belirlemektir.
Kararsizlik: Denge konumu kararli yada asimtotik kararli degilse kararsizdir denir.

Sekil 4.4. x, kararsiz denge konumunu ve x, temsili yoriinge baslangicin
gostermektedir. Sekilde goriildiigli gibi kararsiz bir denge konumu sdz konusu
oldugunda, bazt £>0 reel sayilari ve 6 >0 herhangi bir reel sayisi i¢in ne kadar

kiiglik olursa olsun. S(J) cembersel bolgesinde her zaman hareketin basladigi ve

S(&) ’in simnndaki H(€) dairesine ulasugt bir x, konumu vardir (8).



A, xo,1,)

&

Sekil 4.4. x, kararsiz denge konumu

S(6)

S(&)

H(e)
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5. ROUTH ‘S VE HURWITZ KARARLILIK KRiTERLERI

Zamandan bagimsiz lineer sistemlerin kararlilik analizinin énemli olmasiin nedeni ;
zamandan bagimsiz lineer modellere bircok pratik sistemle yaklasilabilmesi bunun
yaninda, lineer olmayan sistemlerin denge konumlarinin lokal (yerel) kararhliginda
lineerlestirme teknigini kullanarak elde edilebilecek zamandan bagimsiz lineer

modelin kararlilig1 ile incelenebilmesidir.

X = Ax
sistemini ele alalim. x. » boyutlu bir konum vektorii ve A4, nxn singiiler olmayan
bir matris. Denge konumu acikg¢a (x =0) orijindir. Bu denklemin ¢6ziimiiniin yapis:

A'nin 6zdegerlerine yada

| A= 21]=0

karakteristik denkleminin koklerine gore belirlenir. Eger karakteristik denklemin
katsayilarinin hepsi reel ise bu denklemin kokleri reel yada kompleks esleniktir. Eger

farkli koklerin sayisi p ise x ¢Oziiminiin 7 tane bilesent su sekilde yazilabilir

r .
A ,
X =g, (e (i=12,...,n)
=t

A, . A'mn farkli 6zdegerleri ve g, (1) ¢ deki sabitler yada polinomladur.

Eger A'nmin 6zdegerlerinin tiimi negatif reel kisimlara sahip ise sistemin x =0

denge konumu asimtotik kararlidir.

Bir kez A nin karakteristik polinomu bulunduktan sonra gesitli karalilik kriterleri

tim koklerin negatif reel kisimlarmin  olup olmadi@ini  belirlemek i¢in
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kullanilabilir Bu amag i¢in kullanilan iki genel kriter Routh ‘s kararlilik kriteri ve

Hurwitz kararhilik kriteridir (9).

5.1. Routh ‘s Kararhlik Kriteri

Asagida verilmis sabit katsayili polinomda

a A"+ a A +a, 7+ ta, A+a, =0 [5.1]

a katsayilart reel degerlidir. ( Genellikle “Es.5.1” denklemi a, ile boliinerek A

katsayisinin tekligi saglanir.)

Eger bir polinom sabit fakat belirsiz katsayilar ile birlikte verilirse, Routh ‘s
kararhihk kriteri polinom katsayilarimn tiim koklerinin negatif reel kisimlarinin
olmasini saglayacak kosulu verir. (Bu sistemin denge konumu i¢in “E$.5.1”" denklemi

ile verilen karakteristik denklemin asimtotik kararlilik sartidir.)

Eger polinom bilinen sabit katsayilar ile birlikte verilirse Routh ‘s kararhlik kriteri
polinomum ka¢ kokiintin negatif reel kismi, kag tanesinin pozitif reel kisim ve kag

tanesinin sifir reel kismi oldugunu verecektir.

Bu kritere gore kararhhik analizinin uygulamasi asagidaki sekildedir:

“Es.5.1” denkleminin sisteminin asimtotik kararli olmasi icin gerekli sartlar
polinomun tiim katsayilarinin ayni isaretli olmasi ve hicbir katsayi sifir olmamalidir.
Tiim « katsayilarinin pozitif oldugu kosul, kararlilig1 saglamak icin yeterli degildir.
Kararhlik i¢in gereken (fakat yeterli olmayan) kosul “Es.5.17lin tiim ¢ katsayilarinin

var oldugu ve hepsinin de pozitif oldugu kosuldur.

Eger tim a katsayilar pozitif ise, polinomun katsayilari asagidaki sekilde satir ve

stitunlara yerlestirebiliriz.



A’ ay a, a, a, .. — birincisatir
-1 o1 . .

A a, ay d; a, .. — ikincisatir
-2

A b, b, by b

n~3 .
A ¢, ¢, ¢y c

d d, 0

2
A e, e, 0

250
2 &)
1\

birinci siitun

h,.b,.b.... sabitleri asagidaki tarite gore degerlendirilir.

a,as — .y

R s [t

by =
((l

_ (’|C14 _'(l()CIS

a,

_aa, —aga;

a,
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b "nin degerlendirmesi geriye kalan b “lerin tiimi sifira esit oluncaya kadar devam

eder. Onceki iki satirdaki katsayilann capraz carpilmast islemi ¢.d,e¢ katsayilarinin

degerlendirilmesinde de kullanihr. Omegin;
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_ ba;—ab,
¢
by
_ba —ab,
¢
b
ba —ab
K bl
/= e,d, —de,
R L B o 4
el
£ =6,

Katsayilarin degerlendirilmesi (72+1) satir tamamlanincaya kadar devam edilir.

Routh katsayilar diizeni tiggen bi¢imindedir. Routh kararhlik kriteri. pozitif reel-
kismi olan koklerin sayismin ilk siitundaki katsayilarimin isaretlerinin  degisim
savisina esit oldugunu gosterir. Ik kolondaki terimlerin kesin degerlerinin
bilinmesine gerek yoktur, sadece bu terimlerin isaretlerinin bilinmesi gerekir.
“Es.5.17 denklemindeki tiim koklerin negatif reel kisimlannin olmasi icin gerek ve

yeter kosul, “Es.5.1” denklemindeki tim « katsayilannin pozitit ve ilk siitundaki

tiim terimlerin isaretlerinin de pozitif olmasidir.

Ornek 5. 1. Routh kararlilik kriteri {iglincii dereceden polinoma uygulanirsa
3
a A+ a A +a,A+a; =0

tim « katsayilart pozitif sayilarsa, katsayilarin Routh diizeni
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A a, a,

A q a,

2 a4,a, —dyds 0
al

A a,

seklindedir. Ttim koklerin negatif reel kisimlara sahip olmas: gereken kosul

a,a, > dya, dir.

Ornek 5.2. A 428 4312 +41+5=0

katsayilarinin Routh diizeni

At 1 35
A 2 4 0
A 1 5 0
A -6 0

A 5

listelemenin ilk siitunda iki isaret degisimi oldugu goriilmektedir. Bunun anlami

pozitif reel kisma sahip iki kok vardir.

Herhangi bir satinin ilk stitunundaki terim sifir fakat diger terimler sifir degilse sifir
olan terim ¢ok kiiciik bir £ pozitif sayist ile yer degistirilir ve diizenin geri kalam
degerlendirtlir (10,11).

Ornek 5.3. 421 +41+2=0

katsayilarinin Routh diizeni
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A 1 1
A 2 2
A O=e O
A 2

seklindedir. Eger sifirin(g) tstiindeki katsayinin isareti ile altindakinin isareti ayni
ise, bu bir ¢ift imajiner kok oldugunu gosterir.bu denklemin =, ve A=~j
kokleri vardir. Stfinin (&), tstlindeki katsaymnin igareti altindakinin tersi ise bu isaret

degisikliginin oldugunu gosterir.

Ornek 5.4, A2 2 A 4 11A+10=0

olarak verilen karakteristik denklemin Routh diizeni

A 1 2 11

! 2 4 10

a 0=~¢ 6 0

. 12

a —— 10 0
&

Y, 6 0 0

A 10

seklindedir. Birinci siitunda goriildigii gibi iki tane isaret degisikligi vardir. O halde

sistem kararsizdir.

Bir satirdaki tiim elemanlarin sifir olmasi halinde; bu durumda bir yada daha fazla
cift esit buyiiklikte ters isarethi reel kok oldugu veya bir yada daha fazla ¢ift eslenik
umajiner kok oldugunu gdsterir. Bu durumda sifir olan satirin bir {istiindeki satirdaki
katsayilardan yardimet bir denklem olusturulur. Bir sonraki satir i¢in bu polinomun

tiirevinin katsayilart alinarak diizenin geri kalanina devam edilir. Yardimer denklem
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hep ¢ift bir pohinomdur, bu sadece A ’nin gift tislerden olustugu anlamina gelir.
Routh diizenindeki birinci siitundaki isaret degisimi daha onceki alisilagelmis

bicimde yorumlamr. Esit biiyiiklikte ve farkli isaretli kokler yardimer denklem

¢oziilerek bulunur.

Ornek 3.3. A 422 4240 + 4847 -254-50=0

Katsayilarinin Routh diizeni

A 1 24 =25
s 248 =50
A 0 0

3 . o . o N 29 .
A" satirindaki terimlerin hepsi sifirdir. Yardimer denklem /A° satinndaki katsayilar

ile olusturulur. Yardimer denklem (A1),

P(A) =2 +482° - 30

iki cift esit biiytiklikte ve farkli isaretli kokii vardir. Bu iki ¢ift kok P(A4)=0

vardimer denklemi ¢oziilerek bulunur. P(A) nin 4 ya gore tiirevi

P _ 81 +96/

2" satirindaki terimler, son denklemin katsayilari ile yer degistirilir. Katsayilarin

diizeni
A 1 24 - 25
A 2 48 -50
A 8 96 0 arz) nin katsayilar

dA
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Vi 24 -50 0
A 112.7 0
A° -50

seklinde olur. Yeni diizenin ilk siitununda bir isaret degisikligi vardir. Bu nedenle
orijinal denklemin pozitif reel kismi olan bir kokii vardir. Yardimci denklemin
kokleri orijinal denklemi de saglar. Buna gore yardimci denklem ¢o6ziiliirse ilk

denklemin kgkleri bulunmus olur.

221 + 4827 -50=0
A=x21 ve A==45;

Orijinal denklem ¢arpanlarina ayrilmis sekli;

A+ DA=DA+5)A=5/)(A+2)=0

5.2. Hurwitz Kararhihk Kriteri

Hurwitz kararlilik kriteri “Es.5.17 denklemi ile verilen polinomun tiim ko&klerinin

negatif olmasi i¢in katsayilarin tasivacagi sartlari verir.

Tim koklerin negatif reel kisimlari sahip olmasi i¢in tiim « katsayilari pozitif olmak
zorundadir. Bu gerekli fakat yeterli bir kosul degildir. Eger bu kosul yeterli degilse
bu bazi koklerin pozitif reel kisimlari oldugu veya imajiner yada sifir oldugu
anlamina gelir. Tiim koklerin negatif reel kisimlara sahip olmasi i¢in yeterli kosul

asagida verilmistir.

Polinomum tiim katsayilar1 pozitif ise, bu katsayilar1 agagidaki determinantta oldugu

gibi diizenleyelim.



a, a, da
a, a, a,

a, a,

A, = a,  d,
0 0 O

A, . determinantinin denklemin derecesi boyutunda

s > n ise alternatif olarak

a, da,

as ay o d,

(

i

a

an—-l
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n satir n siitunludur. Eger

Tiim koklerin negatif reel kisimlara sahip olmast i¢in gerekli ve yetirli kosul A, in

ardisik mindrlerinin pozitit olmasidir.

a, day Ay,
(y Uy = Uy

A =10 aqa Us, 4
0 0 a,

a,
.

a

al/—l

4]
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: a, d;
i=2=A,=

a, d,

a, a, da
i=3=A,=|a, a, a,

0 a a

Eger tim bu determinantlar pozitif ve «, >0 ise “Es.5.1” denklemi ile verilen

karakteristik denklemin denge konumu asimtotik kararhidir.
Ornek 5.6. __Asagidaki karakteristik denklem
a A+ al +a, A rad va, =0

asimtotik kararlilik kosulu i¢in tiim « “lar pozitif olmah ve

a,  a,
A, = =,dy = dyiy > 0
a, U,
a, ay  ds

> 2
Ay =lay, a, a,|=a(a,a,—aa,)~uaydy =a(ad, —agdy)~—d a, >0

Eger tiim « lar pozitifise ve A, >0 saglanirsa A, >0 kosulu saglanir. Bu nedenle

verilen karakteristik denklemin tiim koklerinin negatif reel kisimlarinin olmas: i¢in

gerek ve yeter kosul A, >0 ve « katsayilarimin pozitif olmasidir.

Ornek 5.7 2 +817 +141+24 =0

olarak veriliyor. Sistemin kararli olup olmadigina bakalim



n :3900 :1,(11 :8,(12 :14,(13 :24

a a, 0 8§ 24 0
Ay=la, a, 0|={1 14 0
0 a o« 0 8 24
14 0 10
;= -24 =8.[14.24 -0.8]-24[1.24-0]=2112>0
’ 8 24 0 24
a, a, 8 2
A, = T = =8.14-24.1=88>0
o a, a 1
A, :}u]}:8>0

Routh ve Hurwitz kararlilik kriterlerinin denkligi

Routh ve Hurwitz kararlilik kriterlerinin denkligi kolayca kurulabilir. Eger Hurwitz

determinantini {icgen biciminde yazarsak

a,
ds,

55

ana koOsegenin sol altindaki elementler sifir ve ana kosegenin sag {istiindeki

elementler sifir veya sifirdan farkli ise



A =aya,,...a;, (=12,...,n)
yazabiliriz.Hurwitz sartlarinda
A >0,A,>0,A,>0,...,A, >0

sarlart azaltirsak

a, >0,ay >0,a;>0,....,a, >0

¢ hnn
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olur. Bu terimleri «@,,b,.c¢, v.b. gibi isimlendirilse Routh diizenindeki «,,, ¢, ,d55,. ..

terimleri ay =d,. Uy =bay =c,...

a, > 0.b, >0.¢, >0,... elde edilir.

olarak

elde

edilir.

Buradan

Bu yolla Routh kararlilik kriteri ve Hurwitz kararhlik kriterlerinin denkligi kurulmus

olur.
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6. LIAPUNOV ‘UN BIRINCI VE IKINCi METOTLARI
6.1. Liapunov ‘un Birinci Metodu

Liapunov‘un birinci metodu kararlilik analizi igin agik ¢6zlim seklinin kullanildig:

tiim islemleri igerir. Bu metot da eger birden fazla denge konumu var ise her biri ayri

incelenir.
x=f(x) ' [6.1]

sistemini ele alahm. x konum vektdrli ve f(x), n bilesenli vektdr x,.x,....,x,

stirekli degiskenler. “Es.6.1” denklemini acik bigimde yazarsak

X, f(x)
X, _ 1(x,)
X, f(x,)

<l

Lineer olmayan f(x) vektdr fonksivonunu Taylor serisine genisletelim. Yeni bir
y=x-x, vektor tammlanarak denge konumunu orijine  &telenebilir.

X = f(x)formunu x =x, olacak sekilde Taylor serisine agtigimizda

f(X) = f(xlsz,...,x )

:f'(x)+[ aa—f(X*,\’l)“F :Jf (.\‘~x3)+...+a@f (x—x,) ]+j}[ a“f('\-_x])z

2
X Xy X, 20 ox,

+ a_]; (x—qxz)z—}”“—*‘g ]; (xwxn)z +

xl X”

o
0x,0x,

(x—=x x—=x3)+---
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y=Ay+G()y

formunda yazilir.

o o 9]
ox, Ox, ox, X=X,
&% & Y% x—x,
A=1o6x, o, ox, y=\,
o, o, o, Y- X,
| Ox,  Ox, ox,, |
A, nxn Jakobian matrisi  f,.f5..... f,. f(x)'in n bilesenleridir. 4 Jakobian

matrisinde belirtilen tiim kismi tlirevler x=x, yada y=0 denge konumunda
degerlendirilir. G()) nxn matrisi . Taylor serisine genellestirilmesinde yiiksek
- dereceli tiirevlere ait terimler icerir. (') 'nin elemanlar denge konumunda sifirdir.

“Es.6.17 denklemi

»=Ay) [6.2]

seklinde orijin civannda lineer hale gelir. “Es.6.2” denklemi, lineer olmayan “Es.6.17
denklemine ilk yaklasinudir. “Es.6.2” denklemini lineerlestirip “Es.6.17

denkleminden elde ettik.

Liapunov gdostermektedir ki “Es.0.27da ki sabit A4 matrisinin tiim Ozdegerleri
stfirdan farkli reel kisimlara sahip ise. bu durumda orijinal lineer olmayan “Es.6.1"

denkleminin x, denge konumunun Kkararliig lineer hale getirilmis “Es.6.27

denkleminin y =0 denge konumunun kararlilig1 ile aynidir.
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Eger A’min dzdegerleri negatif reel kisimlara sahip ise x, denge konumu asimtotik
kararhidir ve “Es.6.1”” denklemi ile verilen sistemin tim ¢6ziimlerinin x(0) baslangig

kosulu x,’ye yeterince yakin olacak sekilde  — oo iken x, “ye yakinsar.

Eger A mn 6zdegerlerin den en az bir tanesi pozitif reel kisma sahip ise, bu durumda

x, denge konumu kararsizdir.

Efer A °’nin 6zdederlerin den en az bir tanesi sifir reel kisma sahip ise, “Es.6.17
o o

denkleminin x=x, denge konumu lokal (yerel) kararhilik davramisi “Es.6.27

denklemi ile belirlenemez. Bu durum kritik durum olarak adlandirihr. Kritik
durumda sistemin denge konumunun yerel kararhhik davranist f(x) in Taylor
serisine acthmmin viiksek dereceli terimlerine baghdir. Ornegin A  Jakobian
matrisinin 6zdegerlerin den biri denge konumunda sifir ise, bu durumda bu konum,
efer 4 komsulugunda sadece negatif reel kisimlan olan 6zdegerleri varsa asimtotik

kararhdir. Eger komsulugunda pozitit reel kismi olan en az bir tane 6zdegeri varsa

kararsizdir.

Ik yaklasimda kararhihk ilgili sonuglar sadece denge konumu komsulugunda
uygulanabilir. Liapunoviun ilk metodu kararlihgr sadece dar kapsamda ele

almaktadir. Ornegin, x, denge konumu komsulugunda orijin alan bir hareket, ¢
sonsuz olarak arttik¢a x, ‘ye yakinsayacaktir. Bu metot / sonsuza giderken hareketin
x,‘ye yaklagabilmesi igin komsulugun ne kader kiigiik olmasy gerektigi ile ilgili bir
belirleme yapmaz. Genis kapsamda bir kararlilik kriteri yapmak dar kapsamda
kararhilik kriteri yapmaktan daha zordur. Liapunov’un ikinci metodu, genis

kapsamda kararlilik kriteri, lineer ve lineer olmayan sistemlerin yerel kararhlig: ile

ilgili bazi sonuglara cevap vermektedir.
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6.2. Liapunov ‘un fkinci Metodu

Liapunovun ikinci metodu ¢dziimleri hakkinda bir bilgi sahibi olmadan lineer ve
lineer olmayan sistemlerin denge konumlarinin kararlilig:i hakkinda bilgi verir. Bu
metottan kararhilikla ilgili elde edilen bilgiler kesindir ve herhangi bir tahmin

icermez.

Liapunov:un ikinci metodu Liapunov fonksiyonlart olarak adlandirilan hayali bir
enerji fonksiyonunun tespitini icermektedir. Liapunov fonksivon goriisii enerji

goriisiinden daha genel ve daha genis kapsamda uygulanmaktadir.

Liapunov fonksiyonlar x,,x,....,x, ve ¢ fonksiyonlaridir.Liapunov fonksiyonlari
F(x, . x, x,.0) veya basitce Vx.t) olarak  ifade  etmekteyiz
(J(x.1): R" x R — R). Eger Liapunov fonksiyonlart ¢ yi kesin olarak icermiyorsa
bu durumda 77(x,.x,....,x,) veya }(x) olarak ifade edilir.

Liapunov fonksivonlart sadece x,.x,.....x,,/ olarak ifade edilmez bazen de

X,.X,.....x, olarak ifade edilir. Buradaki ¢izgi kompleks eslenigi ifade eder. Bu

X, X5....,X, 1) basitce  V(x.x,,....x,.0) veva FV(x,1)

ne

sistemler }(x,.x,.....x
!

olarak ifade edilir. Ctnkii x, ve x, kompleks eslenik ¢ift ise X, =x  dir. Eger x;

reel ise ¥, = x, dir.

Liapunov-un ikinci metodunda V(x,r)’in isaret davraniglart ve onun zamanla

tiirevinin V' (x,7) direkt ¢6ziimiinii yapmadan denge konumunun kararhlig1, asimtotik
kararhili@i yada kararsizhgy ile ilgili bilgi verir (bu lineer ve lineer olmayan

sistemlere uygulanabilir.)
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Bu boltimde ilk olarak Liapunov‘un esas kararlilik teoremi ve ispati sonra kararlilik
teoreminin gelistirilmis ¢esitli formlari sunulmaktadir. Burada bahsedilen denge

konumunun, konum uzayinin orijininde oldugunu kabul etmekteyiz.
Teorem 6.1. (Liapunov “un esas kararlilik teoremi) Denklem sistemimiz
X = f(x.1)

seklinde belirtildigini kabul edelim. Varsayalim /(0,1) =0, her ¢ i¢in olsun. Siirekli
birinci kismi tiirevlere sahip bir }'(x,r) skalar fonksiyonu var olsun. Eger V(x,r)

asagidaki kosullar1 saglivor ise,

1.) V(x.t) pozitif tanimh., F(0.¢) =0

2) I/’(.\:,I)ZQ(H.\‘H) >0 her x#0 ve her 7 icin « slirekli, azalmayan bir skalar
fonksivondur ve a(0) =0

3) 1 toplam ti'u'év negatif her x # 0 ve her ¢ i¢in yada

I/"’(.\‘./)S—U(H.\'H)<O her x#0 ve her ¢ icin 7 slrekli, azalmayan bir skalar
fonksiyondur ve 7(0) =0

4.) V(x,l)s,ﬁ(n.\‘“) her ¢ icin  bir siirekli azalmayan skalar fonksiyondur ve
p0)=0

3.) H\H bagimsiz olarak artarken a(“.\'”) sonsuza yakinsar

“\” — o iken (z(”xH) — W

sistemin x =0, orijini genis kapsamda diizgiin asimtotik kararlidir.

Ispat: Genis kapsamda diizgiin asimtotik kararliligi ispatlamak i¢in asagidakilerin

ispatina ihtiyacimiz vardir.

1.) Orijin diizgtin kararhdir
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ii.) Her ¢6ziim diizglin simirhidir
iii.) Her ¢éziim ¢ — o iken 7, gore diizgiin ve |x,[< &5 , 5 sabit fakat istedigimiz
genislikte , orijine yakisaktir, verilen iki reel say1 § >0 ve x>0 igin bir T'(z,5)
say1st var ”xo “é o budurumda

I!(gﬁ(l;xo,lo )H <p her t=t,+T(p.5) igin

sonucunu verir. Burada ¢(z; x,,¢,) verilen diferensiyel denklemin ¢6ziimiidiir.

/£ stirekli oldugundan ve (0) =0, bir (&) > 0 alabiliriz 6yleki herhangi bir € > 0
icin B(8)<a(e) (*1) dir. Sekil 6.1a(|x]) ve B(ve V(x.0) egrilerini

gostermektedir. Dikkat edelim

V(p(txy 1) ) =V (xy.14) = j1>(¢(r;xo,zo),r)m<o . 1>1, (3. kosuldan) (*2)

(&)

B

g

Sekil 6.1 a(”.\‘][) ve /3([}.\'“)\'6 F(x.1) egrileri



110

Eger HVOH <J ve t, bir keyfi sayt ise, 0 zaman
a5, ) € a(8) = a(dt;x,.1,)) < () dur.

ae) > BO) 2 Vxlo)

’a . v . ‘s
(*Vden) -Zm)l (¢([’x°’[0)’[)(z.%u.,».)a(”ﬂt"\o’,O)H) her 1.2 £, 1¢in

(*2'd

a azalmayan ve pozitif a(e) = a([p(:x,.0)) = € 2| x,.1.)|, (21, |x | <6
icin bundan dolayt & > Oherhangi bir reel sayisit icin 0 >0 bir reel sayisi
oldugundan ”xOHSé iken ”¢(l;.\‘0,10)“$8 her t>=1t, ic¢in oldugunu gosterdik. Bu

nedenle ispatimiz diizgtin kararhidir.

Sonra t—> o iken 7, gore diizgiin Hgﬁ(l;xo,fo )” -0 ve on “ <o oldugunu
ispatlayalim.

Kabul edelim ki herhangi bir 0 < 11 < on ]) alalim ve buldugumuz bir v(z) > 0 olmak
tzere p(v) <a(u) (*3) olsun. y{(z1) S“.\‘HS £(0) kompakt kiime tizerinde 17(H.\"H)
stirekli azalmayan fonksivonun minimum noktasini ¢£'(z.0)>0 oldugundan

asagidaki sekilde

PO,

Tu.0) = &'(1,0)

(+4)

gosterelim.

Farz edelim ki H¢(l;xo . )“ >v, 1, <t <t =t,+7T arasinda ki zaman lizerinde

O zaman

O<a(v)7ksV(¢(t|:xo,to),tl)%g V(xg.ty)—(t, ~1,)e" < p(o)-Te' =0

4./\'1).,\’,-,:4'¢lm

ki bu aykiridir. Bundan dolay1 ¢, < </, arasindaki bazi ¢ ler i¢cin mesela, 7,
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|x.]| = |t x0.1] = v syleyebiliriz.

Ayrica

oot 00]) S VO X100 < Vxuty) € BOV) < a(p) her 121, igin.

0§. ke
Buradan

|t xo, 1] < 22 her 121, +T (1, 8) 21,
ki bu diizgilin asimtotik kararli oldugunu ispatlar.

Daha sonra

x| = o iken  a(|x]) = oo, istedigimiz genislikte & igin £(S) < ar(e)
olmak tizere £(0) bir sabiti vardir. £(9),1, bagh degilse @(1;x,,t,) ¢coziimii diizgiin

siirhdir (12).

Liapunov fonksiyonlari

V(x,t) Liapunov fonksiyonu, skalar pozitif tanimli ve orijin civarinda Q bolgesinde
birinci kismi tlirevleriyle birlikte stirekli ve egri boyunca alindiginda negatif tanimh

(veya yar1 negatif tanimlt) bir zaman tiirevine sahiptir.

Aslinda V(x,1)sisteminin bir ¢dziimiiniin ¢ boyunca V(x,7)nin toplam tiirevidir.
Dolaysiyla V(x,1) <0, V(x,1)’nin  azalan bir fonksiyon oldugunu saglamaktadir.

Liapunov fonksiyonu verilen bir sistemde bir tek degildir. (Bu sebeple Liapunov ‘un
ikinci metodu koveksiyonel enerji anlayisindan daha giiclii bir aractir. Bir sistemin
tim ortalama azalan E enerjisi fakat her bir noktadaki gerekli degil, kararhidir ama

E bir Liapunov fonksiyonu degildir.)

En basit pozitif tanimli fonksiyonun kuadratik formu
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n n

V)= q,xx, (i,j=12,...n)

-1 j-l

genel olarak Liapunov fonksiyonu basit kuadratik form olmayabilir. Herhangi bir

Liapunov fonksiyonu i¢in 7 deki en distik dereceli terimler ¢ift olmak zorundadr.
Bunu su sekilde gosterebiliriz;

X X X
| =z 2 - : ‘ n-1 =z
xn

LI
xll '\H

bu durumda orijin komsulugunda sadece, en kiigiik dereceli terimler baskin olur ve

}J7(x) 1 sekilde yazilabilir.

X
__L:Z! =X = 5%,
X,
X,
*;:ZZ = YZ ::2 n
Ry
X
n-1 _ " -
R -t = X = Z00%,
X,
- :1:>xn =X,
X

V(x)=V(x .Xs.....X,)

V(x)=V(z,x,.2,X5..000 2,1 X, X,

V(x)=x,"V(2,.255-.2,_,,1)

p var olan degerlerin sayisi. eger z, sabit tutularak V(z,z,.....z, 1) sabit bir
deger olur. p saystigin x,” orijin yakaninda hem pozitif hem negatif deger olabilir
ki bu V(x) in pozitif tamimli olmadig1 anlamina gelir. Dolayisiyla p ¢ift olmak

zorunda.
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Liapunov‘un ikinci metodu prensipte kolay uygulanabilir fakat pratikte ¢ogu
durumda kolay degildir. Ciinkti Liapunov fonksiyonlarimt kurmak i¢in genel bir
metot yok ise de bir Liapunov fonksiyonu segciminde biiyiik esneklik vardir. Bununla
birlikte bir diferensiyel denklemi ¢6zmek i¢in gereklilik yoktur. Unutulmamalidir ki
uygun bir V' fonksiyonunun bulunmamasi kararsizhk anlamina gelemez sadece

kararlilik durumunun garanti olmadigint gésterir
o o =)

" X, =X, —ax, (xl2 + .\‘22)
Ornek 6.1. - [6.3]

X, =X, —axz(xl2 + xzz)

a pozitit sabit. Acikca orijin (x = 0) denge konumu. Eger V(x) skalar tfonksiyonu
Ji(x)= .\‘l2 + .\”22 olarak tanimlayalim, orijin haricin pozitittir. “Es.6.3” denkleminin

bir ¢6zliimii F'(x) zaman tlrevi boyunca

Px) = dV () :ﬂﬁ+ﬂcixz
dt ox, dt o, di

= 2X, lxz —ax, (¥, +.\‘32)j+ 2x, [— X, —axy (x,7 +x,7)

-

4 2.2 2.2
=2x,x, =2av, —2ax, x, —2x,Xx, —2ax, x;” = 2ax,

1

4 2 2 4
==2ax,” —4ax,"x,” —2ax,
4 2 2 4

=-2a(x, +2ax;"x,” +x,)

= ~2a(x,2 + .\‘22 )’

X, =x, =0 degil ise negatif. Bu gostermektedir ki “Es.6.3” denkleminin siirekli.
azalan herhangi bir ¢6ziimi boyunca J'(x) bir Liapunov fonksiyonudur. Kabul
edelim ki V(x)in sabit degerleri O < C, <, <... alahm. Bu durumda V" = 0 konum
uzayinn orijinine karsilik gelir. V' = C, dairesi tamamiyla V' = C,, dairesinin iginde

yer alir. Temsili egri (A), V' nin simurlanndan igeriye dogru gecer. Buradan yola

¢ikarak Liapunov fonksiyonun yorumu su sekilde yapilabilir; V' (x). konum uzayinda
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x konumunun orijine olan uzaklik ol¢iisudiir. Eger ¢ artarken orijin ve x(¢) konumu
arasinda mesafe siirekli azaliyorsa (V(x(r)) <0) bu durumda x(r) >0 dir. Bu

yiizden V(x) Liapunov fonksiyonu konum uzayinda orijine olan mesafe olarak

tanimlandigindan bunun tiirevi yaklasma hiziyla ilgili nicelligi bir tahmin yapma

imkani verir. Dikkat edelim bu &rnekte V' (x)denge konumu sonsuz ile birlikte

sonsuza sapma olur. Boylece sistemin denge konumu orijin tiim ilk sartlar ihmali i¢in

asimtotik kararli yada genis kapsamda asimtotik kararhdir.

Teorem 6.1. temel kabul eden ¢esitli karalilik kriterleri simdi sunulmaktadir. Teorem

6.2 den Teorem 6.6 ya kadarki ele alinan sistemin diferensiyel denklemi

$= f(x0) [6.4]

olarak tanimlanmaktadir. x konum vektérii (n boyutlu vektor) ve f(x.1). Q
bolgesi orijinin de kapsavan strekli birinci kismi tiirevleri olan bir n vektdrdiir.
£(0.t) =0 kabul edelim vani denge konumu orijindir. Ayni zamanda V(x,7) >0 n

Teorem 6.1 deki (ii.) ve (iv.) sartlarim sagladigum kabul etmekteviz.

Teorem 6.2. Eger asagidaki sartlart saglayan skalar, stirekli. birinci mertebeden kismi

tiirevlere sahip 7' (x.r) fonksiyonu var ise.

i) V(x,)>0 Q daher x#0 veher ¢ i¢in
V(0,/)=0  her ¢ i¢in
i) V(x,t) <0 Q daher x#0 ve her 1 igin

V(0,6)=0 her ¢ icin

“Es.6.4" denklem sisteminin orijini dizgiin asimtotik kararhdir.
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Eger gegmis sartlar tiim konum uzayinda saglaniyor ve ||\” — o iken V(x,t) »> o

yada her |x|>M ve bazi m,M >0 icin V(x,f)<-m<0 o zaman orijin genis

kapsamda diizglin asimtotik kararlidir,

Eger asimtotik kararhilik sadece Q icinde baslamasi miimkiin tiim hareketler i¢in
belli ise daha sonra pratik diistincede Q hacmi yeterli olup olmadigina karar

verebiliriz .

Orijinin kararhilik (fakat asimtotik kararh degil) ispat1 i¢in asagidaki teorem veriliyor.

Ornek 6.2. Q = j((.\'l .X5) ] 1/,\~|2 +x, < 1}

3 X
X, =X XX,

X, =—4x,"x, - X,

o - -~ - 2 2 . k. o
denge konumu orijindir. Eger J'(x) = 4x,” + Bx,” Liapunov fonksivonu

V(x)=

dt ox, dt Ox, di

dr(x) _oVdv el dx,

=24x, (—x,3 43,10, )+ 2 Bx, (—4x12x2 - xz?’)
=-24x" +24x %, = 8Bx,’x,” +2Bx,"

4 2 2 4
=-2Ax, +(24-8B)x,"x,” —2Bx,

A=4 ve B=1alinirsa
V(x)=-24x" +(2.4-8.1)x 5, - 2.1x,"

V(x) = ~8x,4 - 2x24

. . . 2 2 v
fonksiyonu negatit tanimbhidir. V(x) = 4x,” + x,” pozitif tammhdur.
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Teorem 6.3. Eger asagidaki sartlari saglayan skalar, stirekli birinci mertebeden kismi

tiirevleri olan V' (x,7) fonksiyonu var ise,

i) V(x,r)>0 Q daher x=0 ve her ¢ igin
V(0.1)=0  her ¢ i¢gin
i) V(x,t)<0 Q daher x#0 ve her ¢ igin

V(0,0)=0  her / igin

“Es.6.4” denklem sisteminin orijini diizgiin kararhidir.

Bu teorem orijinin diizgiin kararliligimi saglayan boyle bir J7(x.7) fonksiyonunun var
oldugunu ispatlamaktadir. Egriler i¢in F(x.r) <0olmast orijinin diizglin kararl

oldugu anlamma gelse de fakat diizglin asimtotik kararlihk da gerekli degildir.

Bundan dolayi. bu durumda bu sistem bir limit dairesel davranis gosterir.

Teorem 6.4. Varsayalim ki siirekli birinci mertebeden kismi tlrevlere sahip bir skalar

V' (x.1) fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa

i) V(x.t)>0  her x# 0 veher ¢t i¢cin
J(0,)=0  her ¢ igin
i) V(x.1)<0  her x# 0 veher 7 i¢in

V(0.0)=0 her ¢ i¢in

Kabul edelim ki E, V(x,r) =01 saglayan tiim noktalarin kiimesi olsun ve kabul
edelim ki M, E icindeki maksimum degismez kiimesi olsun. ( eger M i¢cindeki her bir
egri her ricin M nin yerinde kahyorsa M kiimesi bagimsiz oldugunu soyleyebiliriz.)
t >0 icin “Es.6.2” denkleminin her ¢6ziimii smurhdir # — oo iken M ye yakinsar.

Ek olarak

l‘(“ — o0 iken V(x,f) > o, 20 igin her bir ¢oziim sinirlidir, ve tiim

¢coztimler r — oo iken M ye yakinsar.
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Soyleyebiliriz ki ¢ sonsuza yakinsarken bir M kiimesi x(f) ye yakinsar eger her bir
£>0 i¢in bir T>0, her bir +>7 o6zelligi ile birlikte vardir. M nin i¢inde bir
pnoktast |x()- p|<e& her 1>T7 icin vardir.x(r) konumu M nin & mesafesidir.

Eger E maksimum invaryant kiime orijini igeriyorsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.5. Eger siirekli, birinci mertebeden kismi tiirevleri olan skalar V(x.1)

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saghyor ise

1) V(x.t)>0  her x =0 ve her ¢ i¢in
(0,6)=0  her ¢ igin

i) V(x,0)<0  her x#0 ve her ¢ i¢in
7(0,)=0  her ¢ icin

iii.) F(#(t;x,.1,).1) herhangi bir r, ve herhangi bir x, # 0 icin 7 > t, da 6zdes
olarak sifir olmaz. g(s:x,.7,). x, da 1, ¢c6ziimiin baslangici olarak

nitelendirilir.
“Es.6.4” denklem sisteminin orijini genis kapsamda asimtotik kararlidir.

Bunu su sekilde gosterebiliriz: eger 17(x,f) negatif tammli degil sadece yari negatif
tanimh ise bu durumda temsili noktanin egrisi belirli bir V(x.7) = C ylizevine teget
olur. Bundan dolayt V(g(#;x,.1,).7) herhangi bir ¢, ve herhangi bir x, #0 i¢in
t > t, da sifirlanmadigindan temsili noktanin teget noktasinda kalmayabilir (bu nokta

V(x,t)=0 tekabiil etmektedir) ve bu nedenle hareket orijine dogru olmak

zorundadir.

. L =X

Ornek 6.3. _ . [6.5]
X, ==X, =X,

acik¢a denge konumu orijin. Kabul edelim ki
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V(x,x,)= x,4 + 2x22

seklinde daha sonra

dV(x,.x,) ani._Yl_+_6£dr2

V(x,.x,) =
dt Ox, dt Ox, dt

3 3
=4x,x, +4x,(—x, —x,7)

3 2 3
=4x, x, —4x,” ~4x,x,

V(x,x,)=—4x," <0

E ., V(x,,x,)=0olan tim noktalarin kiimesi olsun ve M, £ icindeki maksimum

bagimsiz kiime olsun.

E={x, %)V (x.x,) = 0}

= {(.\”, O)—o <y, < +w}
eger, x, =0 ise X, =-x" =0 yada x, =0

Dolayisivla maksimum bagimsiz M kimesi x, =0, x, =0 orijindir. Bundan
dolay: “r” —» o iken V(x) = o, >0 icin her bir ¢oziim smurhdir ve 7 —> oo iken

tiim ¢oziimler M ye yakinsar. “Es.6.5” denklem sisteminin orijini genis kapsamda

asimtotik kararhdir.

Teorem 6.6. Eger siirekli. birinci kismi tiirevleri olan skalar I"(x,f) fonksiyonu

asagidaki sartlart sagliyor ise

1) V(x,t)>0 Q daher x#0 veher ¢ i¢in

7(0.1) =0  her / i¢in
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i) V(x,/)>0 Q daher x# 0 ve her icin
V(0,0)=0 her ¢ i¢in
veya
i) V(x,r)<0 Q daher x # 0 veher s i¢in
V(0,t)=0  her ¢ i¢in
iv) V(x1)<0 € daher x#0 ve her ¢ icin

V(0,/)=0 her ¢ icin

“Es.6.27 denklem sisteminin orijini kararsizdir.

Bu teorem, eger V(x.r) ve V(x.t) her ikisi birlikte tamimli ve aym isarete sahip ise

orijin kararsiz ve orijine yakin egriler bir limit degerine yada sonsuza yakinsar.

Ornek 6.4.. Q={(x.x,)|x >|x[}c R’

25

. 3 >
X, =2x ~2xx,

X, = —5.\‘,2.\‘2 - 4.\'33
Sisteminin (0,0) kritik noktasidir, 7'(x) = Ax,2 + B.\‘z2 Liapunov fonksiyonu

V) oV dv, o dv.

V(x)
dt ox, dt  Ox, dt

=2Ax, (2%, = 2x,%,°) + 2B(=5x, v, —4x,)
=44y’ —4Ax]2x22 - IOBxlzxz2 ~8Bx,"
=44x," +(-44-10B)x,’x,” —8Bx,’
A=5ve B=-2 almirsa V(x)=20x," +16x," pozitif tammhdir.

V(x)=5x"-2x,", V(0,00=0ve V(x,x,)>0
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Bu boliimiin igerisinde bu kararlilik teoremlerini verilen bir sisteme uyarlarken belirli
bir V' fonksiyonunda elde edilen kararhlik durumlar yeterli olabilir fakat gerekli
olmayabilir. Liapunov fonksiyonu belirli bir sistem igin tek olmayabilir. Bu nedenle

agagidakilere dikkat edilmelidir.

1.Denge konumunun kararhlii yada asimtotik kararhiligi yada kararsizhigim
gostermek {izere bir V' fonksiyonunun bulunmamast kararlihkla ilgili bilgi

vermeyebilir,

2. Belirli bir }J fonksiyonunun denge konumunu igeren € bolgesinde denge
konumumun kararli yada asimtotik kararli oldugunu ispatlayabilse de, hareketin Q

bolgesinin disinda kararsiz olmasi anlaminda gerekli degildir.

3. Kararli yada asimtotik kararl bir denge konumu icin gerekli 6zellikleri olan bir 17

fonksivonu her zaman vardir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma ve arastirmada asagidaki sonuglar varilmgtir.

1. Kontrol mithendislik problemlerinin arastrma ve incelemesinde nitelik
bakimindan genis kapsamda kararhlik ve asimtotik kararlihgin s6z konusu oldugu

goriilmektedir.

2. Sistemlerin denge konumu genis kapsamda asimtotik kararl olmadigi durumda
problem asimtotik kararhligin en genis sekliyle ele alinmas: gerektigini vermektedir.
Bu genellikle zorluklar gstermektedir. Ancak pratik olarak en uygun sey asimtotik

kararliligm miimkiin olan en genis arahgini belirlemektir.

3. Zamandan bagimsiz lineer sistemlerin kararliligiin onemli bir nedeni zamandan
bagimsiz lineer modellere bir c¢ok sistemle yaklasilabilmesi. lineer olmayan
sistemlerin - denge konumlarinin - mevzi  kararhihginda lineerlestirme teknigi
kullamlimasinin zamandan bagimsiz lineer modelin kararliligini inceleyebilmemize

imkan vermesi.

4. ¥ = Ax sisteminde 4 nin 6zdegerlerinin timi negatif reel kisimlara sahip olmasi

halinde sistemin x = 0 denge konumunda asimtotik kararlilifini ortaya koymas.

5. A’nmin karakteristik polinomunun kdoklerinin negatit reel kisimlarmm olup
olmadiginin tayininde kararhilik kriterlerinin kullamlabilmest bu konuda Routh ve

Hurwitz kararlilik kriterlerinin isleme girmesi.

6. a A ra T v a7 a, At+a, =0, a reel degerli [S.1]

seklinde bir polinom sabit fakat belirsiz katsayilar ile birlikte verilmis ise Routh
kararhilik kriteri nedeniyle polinom katsayilarinin tiim koklerinin negatif reel

kistmlarmin olmasi kosulunu vermektedir.



7. “Es.5.17 sisteminin denge konumu i¢in verilen karakteristik denkleminin asimtotik

kararlilik sarti bagdasmaktadir.

8. Eger polinom bilinen sabit katsayilarla ile birlikte verilirse Routh kararhhik kriteri
polinomun kag¢ kokiintin negatif reel kismu ve kag tanesinin pozitif reel kismi ve kag

tanesinin sifir reel kismi oldugunu vermektedir.

9. Hurwitz kararhlik kriteri “Es.5.17 ile verilen polinomun tim koéklerinin negatif

olmast i¢in katsayilarin tasiyacagi sartlart vermektedir.

10. Routh ve Hurwitz kriterleri i¢in tiim koklerin negatif reet kisimlara sahip olmasi
ve tiim « katsayilarmin pozitif olmak zorunda oldugunu itade etmektedir. Ancak

unutulmamalidir ki bu gerekli ve yeterli bir kosul olmamaktadir.

I'l. Hurwitz kararlihk Kriterine gore = Es 5.17 tiim koklerinin negatif reel kisumlara

sahip olmast i¢in tiim Hurwitz determinantlarinin pozitit olmahidir.

12. Routh kararhlik kriterine gére Routh diizenindeki birinci siitundaki elemanlarim
isaretlerin hepsi aym ise denklemin koklerinin tiimi negatit reel kisimhdir. Birinci

stitundaki elemanlarin isaret degisim sayist kadar pozitif reel kisimlh kok vardir.

13. Routh listelemesinde bir tiim elemanlart sifir olan bir satir ile karsilasilirsa;
elemanlart sifir olan satirin bir tstlindeki satr elemanlar ile yardimer denklem
olusturulur. Bir sonraki satir i¢in bu polinomun katsavilarinin geri kalanina devam

edilir.

14. Denge konumunun kararlih@ yada asimtotik kararhligt vada kararsizligim
gostermek tizere bir Liapunov fonksiyonunun bulunmamasi kararlilikla ilgili bilgi

vermeyebilir.

15. Kararli veya asimtotik kararli bir denge konumu icin gerekli dzellikleri olan bir

Liapunov fonksiyonu her zaman vardir.
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