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OZET

LOGARITMIiK KAYNAK TERjMLi PARABOLIK TiPVTEN DENKLEMIN
COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI

BIRTANE KAYA, Ziileyha
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN

Temmuz 2024, 47 sayfa

Bu tezin birinci boliimiinde kismi diferansiyel denklemlerin gesitli uygulamalarini belirttik.
Ayrica Hadamard anlaminda bir diferansiyel denklemin iyi konulmus olmasini agikladik.
Diferansiyel denklemler her zaman klasik ¢dzlime sahip olmadigindan daha genis anlamda
olan ¢oziimden soz ettik ve zayif ¢oziimii dile getirdik. Zayif ¢oziimler, iligkili bir integral
denklemini ¢ozen ¢oziimlerdir. Bir evoliisyon denklemi genellikle bagimsiz degiskenlerden
birinin t zamani oldugu bir kismi diferansiyel denklem anlamina gelir. Ayrica bu boliimde
trafik ve kuantum mekaniginden gelen bazi evoliisyon denklemlerinden s6z ettik. Bu tezin
ikinci boliimiinde bazi parabolik denklemlerin gelisimine tarihsel bir genel bakis sunduk.
Logaritmik kaynak terimli parabolik denklem ve logaritmik kaynak terimli Petrovsky
parabolik denklemi iizerine aragtirmacilarin g¢aligmalarinin bir listesini verdik. Her bir
aragtirmacinin ¢alismasint  6zetledik. Bu tezin {iglincli bélimiinde kismi diferansiyel
denklemin tanimi, Aubin-Lions kompaktlik teoremi, Hilbert uzaylari, dual uzay, zayif
yakinsaklik, alt yar1 siirekli, Lebesgue uzaylari, Holder esitsizligi, Minkowski esitsizligi,
Gronwall esitsizligi, stirekli diferansiyellenebilir fonksiyon uzaylari, zayif tiirev, Sobolev
uzaylar1 ve gdmme sonuclar1 gibi bazi temel kavram ve teoremleri kisa genel bir bakis ile
verdik. Bunlar tezin alt yapisin1 anlamak i¢in gereklidir. Ayrica ikinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin smiflandirilmasindan bahsedip eliptik, parabolik ve hiperbolik
denklem tanimlarini ifade ettik. Son olarak tezin dordiincii bolimiinde kismi diferansiyel
denklemlerin  evoliisyon sistemlerinin bir 6rnegini ele aldik. Diferansiyel denklem
sistemleri, birden fazla denklemle modellenen ve birden fazla bagimli degisken igeren gok
sayida fiziksel durumda dogal olarak ortaya ¢ikar. Parabolik tipteki denklemlerin logaritmik
kaynak terimleriyle ¢6ziimlerinin global varligi olarak adlandirilan denklemimiz i¢in yeterli
kosulu verdik. Kismi diferansiyel denklemimizin ispatinda Galerkin yontemini, Aubin-Lions
kompaktlik teoremini, gdmme teoremlerini ve Poincaré esitsizligini kullandik.

Anahtar Kelimeler: Logaritmik kaynak terim, Parabolik denklem, Petrovsky
denklemi, Global varlik.
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ABSTRACT

GLOBAL EXISTENCE OF SOLUTIONS OF PARABOLIC TYPE
EQUATION WITH LOGARITHMIC SOURCE TERMS

BIRTANE KAYA, Ziileyha
Master of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
July 2024, 47 pages

In the first chapter of this dissertation we indicate various applications of partial differential
equations. Also we explain well posedness of a differential equation in the sense of
Hadamard. Since differential equations do not always have classical solutions, we mention
broaden the solution concept and speak about weak solutions. Weak solutions are solutions
which solve an associated integral equation. An evolution equation generally means a partial
differential equation with one of the independent variables being time t. Also in this chapter
we mention some examples of evolution equations which arise from traffic and quantum
mechanics. In the second chapter of this dissertation we give a historical overview of the
development of some parabolic equations. We provide a list of researchers work on
parabolic equation with logarithmic source term and Petrovsky parabolic equation with
logarithmic source term. We summarized each researchers work. In the third chapter of this
dissertation we give a brief overview some basic notions and theorems such as, definition of
partial differential equation, Aubin-Lions compactness theorem, Hilbert spaces, dual space,
weak convergence, lower semi-continuous, Lebesgue spaces, Holder's inequality,
Minkowski inequality, Gronwall's inequality, continuously differentiable functions spaces,
weak derivative, Sobolev spaces and some embedding results which are necessary for
underground of this dissertation. Also, we mention classification of second-order partial
differential equation and give their eliptic, parabolic and hyperbolic equations definitions.
Finally, in the fourth chapter of this dissertation we deals with an example of evolution
systems of partial differential equations. Systems of differential equations arise naturally in
many physical situations that are modeled with more than one equation and involve more
than one dependent variable. We give sufficient condition for our equation, which called
global existence of solutions of parabolic type equations with logarithmic source terms. In
the proof of our partial differential equation we used Galerkin's method, Aubin-Lions
compactness theorem, embedding theorems and Poincaré¢ inequality.

Keywords: Logarithmic source term, Parabolic equation, Petrovsky equation, Global
existence.



1. GIRIS

Fizik, kimya, biyoloji, ekonomi, miihendislik gibi bilim dallarindaki bir ¢ok prob-
lemin modellenmesinde diferansiyel denklemler kullanilir. Ornegin ses dalgalari, bir
cubuktaki 1s1 iletimi, niifus problemleri, soguma problemleri, kuantum alan teorisi gibi
denklem veya denklem sistemleri ortaya ¢cikmaktadir.

Kismi diferansiyel denklemler de bu alanlarda vazgecilmez konuma sahip bir daldir.
Bu nedenle kismi diferansiyel denklemler bir taraftan matematiksel ve fonksiyonel
analize dayanarak teorik konular1 ele alirken diger taraftan da diferansiyel denklemle-

rin ¢oziimii ile ilgili yontemler tiretmektedir.

Bagimsiz degiskenlerden biri ¢ zaman degiskeni olan kismi diferansiyel denklemler
evoliisyon denklemler olarak bilinir. Parabolik ve hiperbolik tipten diferansiyel denk-
lemler birer evoliisyon denklemdir. Dalgalarin yayilmasi, roketlerin hareketleri, salgin
hastaliklarin yayilmasi...gibi durumlarin modellenmesi evoliisyon denklemlere birer
ornektir (Pigkin, 2021). Dalga denklemi, 1s1 denklemi, iki basit evoliisyon denklemleri-
dir. Ayrica fizik, mekanik, biyoloji, kimya, malzeme bilimi gibi alanlarda arastirilmaya
muhtac cok sayida lineer olmayan evoliisyon denklem vardir. Ornegin;

ou n ou 0
_ Uu— =

ot Ox

denklemi bir boyutlu trafik problemi ile ilgilenildiginde ortaya ¢ikmaktadir. Bu 6rnekte
u (z,t), x konumda ¢t zamanda araba yogunlugunu gostermektedir (Bedrossian ve Vi-

col, 2022). Kuantum mekaniginde Sine-Gordon denklemi olarak bilinen
Uy — Au+sinu =0

ve Klein-Gordon denklemi olarak bilinen

Uy — Au 4+ mu +yu® =0

denklemi lineer olmayan evoliisyon denklemleri olarak karsimiza ¢cikmaktadir (Bed-
rossian ve Vicol, 2022).

Diferansiyel denklemler teorisinde olduk¢a 6nemli konulardan birisi de denklemi ¢cozme-
den ¢oziimlerin varlik ve tekliginin aragtiritlmasidir. Bu amagla denklemde verilen fonk-
siyonlar, denklemin katsayilari, baglangic veya sinir kosullar1 gibi veriler yardimiyla

varlik ve teklik kosullar1 ele alinir.



Hadamard’a gore bir kismi diferansiyel denklemin iyi konulmus olmas: i¢in

i) Problemin bir ¢6ziimii olmali

i1) Problemin ¢6ziimii tek olmali

11i1) Cozilimiin davranig1 baslangic kosullarina siirekli olarak bagli olmali.

Kismi diferansiyel denklemler alan1 ¢ok genistir ve tiim kismi diferansiyel denklem-
leri ¢cozebilecek bir genel teori yoktur. Cogu diferansiyel denklem klasik bir ¢oziime
bile sahip degildir. Bir ¢oziim en az k defa siirekli olarak diferansiyellenebilliyorsa bu
coziime k mertebeden bir klasik ¢6ziim denir. Bunun yerine ¢oziimler enerji tipli bir
norm ile donatilmig bir fonksiyon uzayinda Sobolev Uzay1 gibi zayif veya genellestirilmis

anlamda bir ¢6ziime sahip olur.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezde amacimiz logaritmik kaynak terime sahip parabolik tipten dordiincii merte-

beden
2+ A2z = |w|? |29 z1n (|2w])
wy 4+ A2w = |2|? |w]" wln (|zw])
denklem sisteminin ¢Oziimlerinin global varligini incelemektir. Asagida logaritmik

kaynak terimli parabolik denklemlerle ilgili calisilmis problemleri ifade edecegiz.

Logaritmik kaynak terimli diferansiyel denklemler; kuantum mekanigi, niikleer fizik,
enflasyon kozmolojisi, optik ve siipersimetri alan teorileri gibi fizigin bir ¢ok alaninda
ortaya ¢ikar (Bialynicki- Birula ve Mycielski 1975, 1976).

Chen, Luo ve Liu 2015 yilinda logaritmik kaynak terimli

zg— Az = zln|z|

parabolik denkleminin ¢dziimlerinin global varligi, enerji azalmas1 ve sonsuzda patla-
masini ¢alistilar.

Chen ve Tian 2015 yilinda logaritmik kaynak terime sahip
2z — Az — Az = z1In|z|

parabolik denkleminin ¢éziimlerinin global varligina ve sonsuzda patlamasina ¢alistilar.

Nhan ve Truong 2017 yilinda logaritmik kaynak terimli
2 — Az — div (|Vz[P°Vz) = 2P zIn 2|

parabolik tipten denklemin global zayif ¢oziimlerinin varlig1 ya da yoklugu ile ilgili
sonuclar elde ettiler.

Cao ve Liu 2018 yilinda logaritmik kaynak terime sahip lineer olmayan

2z — kAz — div (|Vz|p_2 Vz) = 2| z1ln 2

evoliisyon denklemin baslangi¢ sinir deger probleminin global zayif ¢éziimlerinin varli§ina

caligtilar.

Li ve Liu 2018 yilinda logaritmik kaynak terimli

2+ A% = |2]P 7 zIn ||



parabolik tipten Petrovsky denkleminin ¢oziimlerinin global varlifina ve sonlu za-
manda patlamasina ¢alistilar.

Peng ve Zhou 2021 yilinda logaritmik kaynak terimli
2 —Az= |z zIn|z|

1s1 denkleminin ¢éziimlerinin global varligina ve sonlu zamanda patlamasina calistilar.

Deng, Zeng ve Wang 2022 yilinda logaritmik kaynak terime sahip

2z — Az = |wl’|zP 7 z1n (Jzw)|)

wy, — Aw = | 2P |wP"? win (|zw])

parabolik tipten denklem sisteminin global varligini1 ve patlamasini calistilar.

Comert ve Pigkin 2022 yilinda logaritmik kaynak terimli

2 — M(||VZ||2 + ||VwH2)Az — Az, = |z|q_2 zlnz,
wy — M(|Vz|]> + | Vo) Aw — Aw, = wi2winw

Kirchhoff tipten parabolik denklem sisteminin global varligina calistilar.

Zeng, Deng ve Huang 2022 yilinda logaritmik kaynak terimli pseudo-parabolik tipten
2 —alz — Az +bz =z 2 zlnz

denkleminin global varligini calistilar.

Liu Ve Fang 2023 yilinda logaritmik kaynak terimli
2z — Azt + A (|Az|pi2 Az) = 12|97 z1n | 2|

p-biharmonik parabolik denklemin lokal ve global varli§ina calistilar.

Comert ve Pigkin 2023 yilinda logaritmik kaynak terimli
k—2
2+ Az — Az =|z|" " zlnz

yiiksek mertebeden parabolik denklemin ¢ozlimlerinin patlamasini ¢aligtilar.



3. ON BILGILER

Bu boliimde tezimiz i¢in gerekli olan temel bilgileri kapsayan kavram ve teoremleri ve-
recegiz (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Edwards, 2012; Evans, 2022; Fibich,
2015; Friedman, 2008; Lebedev, Vorovich ve Gladwell 2012; Pigkin, 2018; Piskin ve
Okutmustur 2021).

3.1 Diferansiyel Denklemlerle Ilgili Bazi Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1 Bir bagimli de8iskenin bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren
denkleme adi (siradan, bayagi) diferansiyel denklem denir. Adi diferansiyel denklem-

ler cogunlukla

f (x,y,y',y”, ...,y(”)) =0

seklinde veya eger 3" tek basina birakilabiliyorsa
y" = f(z,y v,y ey )

biciminde ifade edilir. Ornegin

4y’ +y =sinx

denklemi bir adi diferansiyel denklemdir.

Tamim 3.1.2 Bir diferansiyel denklemde, bagimli degisken ve bagimli degiskenin tiirev-
leri yalniz birinci dereceden ve bunlar denklemde birbirleri ile ¢carpim halinde bulun-
muyorlarsa bu tiir denklemlere lineer (dogrusal) denklem, aksi halde dogrusal olmayan

(nonlineer) denklem denir. Ornegin;

y' =5y +4y=0

denklemi lineer (dogrusal) bir adi diferansiyel denklemdir.
vy —x=0

diferansiyel denklemi lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemdir.



Tamim 3.1.3 Bir diferansiyel denklem iki veya daha fazla bagimsiz degisken iceriyorsa

buna bir kismi diferansiyel denklem denir. Kismi diferansiyel denklemler ise cogunlukla

0z 0z
f (ajay?Z/a%aa_yv'“) =0

ya da

f(x,y, 2,24, 2y,...) =0
seklinde ifade edilir. Ornegin;
Yy — 4y =sinx

denklemi adi diferansiyel denklem,
0%z 0%z _
ox2  Oy?

denklemi ise kismi diferansiyel denklemdir.

0

Simdi ikinci mertebeden iki bagimsiz ve bir bagimli de8iskenli kismi diferansiyel

denklemleri siniflandiracagiz.

A(2,Y) 2oa + B (2,Y) 2oy + C (2,y) 29y = V(2,4 2, 20, 2y)
denkleminde

A(z,y) = (B (x,y)" — 44 (2,y) C (z,y)

olmak iizere

i) A (z,y) > 0 ise bu denkleme hiperbolik,
i) A (z,y) = 0 ise bu denkleme parabolik,
iii) A (z,y) < 0 ise bu denkleme eliptik

tipten denklem denir.

Ornek 3.1.4
Zpgw T A2py + 42y =1
denkleminde A =1, B =4, C' = 4 tiir.
B®>—4AC = 16—16
=0

oldugundan bu denklem parabolik tiptendir.



3.2 Normlu ve i¢ Carpim Uzaylan

Tanim 3.2.1 X bir ' (R veya C) cismi iizerinde tanimli bir vektor (lineer) uzay belirt-

sin. Bir
-] + X — [0, 00)

fonksiyonuVy € F'veVz,w € X icin

) |z]| =0 2=0

(i) |yl = [y[ =]

(iid) [l + w]| < [|z]] + [Jw]]

ozelliklerini saglar ise bu fonksiyona X iizerinde bir norm denir. Uzerinde norm tanimlanmis

bir vektor uzayina bir normlu vektor uzayt (normlu lineer uzayt) denir.

Ornek 3.2.2 R" vektor uzayinda Oklid normu = = (21, 2o, ..., z,) € R™ igin

1
n 2
]| = (E 56?)
j=1

seklinde tanimlanir. Bir (X, ||.||) normlu vektor uzay1

d(z,y) = llz -yl ,Vo,y € X

metrigi ile verildiginde bir metrik uzay olusturur.

Tanim 3.2.3 X normlu bir vektor uzay: olsun. Bir {z;} C X dizisi z € X i¢in

lim d{z;,z) = lim |jz; —zf| =0

oluyorsa {z;} dizisi X elemanina yakinsaktir denir ve z; — x seklinde gosterilir.

Tamm 3.2.4 X bir normlu vektor uzayi ve bir {z;} C X dizisi verilsin. Eger Ve > 0,
dN € Noylekii,j > N = ||z; — x;]| < ¢ oluyorsa {x;} dizisine bir Cauchy (temel)
dizisi denir.

Tanmim 3.2.5 X normlu bir vektor uzayi olmak iizere eger X uzayindaki her Cauchy
dizisi bu uzayin bir elemanina yakinsiyor ise X uzayina tam uzay denir. Bir tam normlu

vektOr uzayina bir Banach uzay: denir.



Ornek 3.2.6 R kiimesi (uzay1) tamdir fakat Q rasyonel sayilar kiimesi tam degildir

giinkii {(1+1)"} — e, e ¢ Q dur.

Tanmm 3.2.7 ||.||, ve ||.|| 5, X vektor uzay: iizerinde iki norm olmak iizere eger her
w € X igin

cflwlly < llwllp < e flwll,

olacak sekilde en az bir ¢y, ¢5 € (0, 0o) sabitleri varsa bu iki norma denk normlar denir.

Sonlu boyutlu bir normlu vektdr uzayinda tiim normlar birbirine denktir. Ornegin, R?

tizerinde ||(z,y)||, = /22 + y? ve

|(z,y)|l; = |z| + |y| normlar: denk olur.

Tanim 3.2.8 X bir I’ cismi lizerinde bir vektor (lineer) uzay belirtsin. Eger bir
(,)=>XxX—>F

fonksiyonu her x,y, z € X ve her A\, u € F i¢gin

(i) (z,2) >0, (z,2) =02 =0

(i1) (2,) = (7, 2)

(@12) (px + Ay, 2) = p (@, 2) + Ay, 2)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim denir. (i7) de (y,x) in kompleks

eslenigi (y, x) olarak alinmustir.

X bir vektor uzay1 ve (.,.), X iizerinde bir i¢ ¢arpim olsun. Her = € X igin
2] = v/ (2, z)

seklinde tanimlanan fonksiyon bir norm olur. Bu norma i¢ carpimdan gelen norm denir.

Bir i¢ carpimli X vektor uzayina bir i¢ carpim uzayt denir.

Tanim 3.2.9 X bir i¢ ¢carpim uzayi olsun. Eger X uzay1

]l = v/ (x, z)

seklindeki i¢ carpimdan gelen norma gore tam ise X uzayina bir Hilbert uzay: denir.

Tamim 3.2.10 X ve Y, F' cismi iizerinde iki vektor uzayi olsun. Eger bir A : X — Y

doniisiimii (operatorii) Vo, y € X, VA, u € F icin

A(Az + py) = AN (z) + pA(y)



oluyorsa bu A operatoriine bir lineer operator denir. X bir vektor uzayi olsun. X den

F cismine olan A doniisiimlerine fonksiyonel denir.

Tanmm 3.2.11 X ve Y birer normlu uzay ve bir A : X — Y operatorii verilsin. Eger

her z € X i¢in
A (@)]ly < K lz]lx

olacak sekilde bir £ > 0 sabiti var ise A : X — Y operatoriine stnirli denir.
X ve Y birer normlu uzaylar ve A : X — Y bir lineer operator ise bu durumda A nin

sinirh ve siirekli olmasi denktir.

Tanim 3.2.12 Normlu bir X vektor uzayi tizerindeki siirekli lineer fonksiyonlar kiime-
sine X uzayimin dual uzayt denir ve X’ sembolii ile gosterilir.

X" iizerindeki norm, her bir ¢ € X’ elemani i¢in

[6llx = sup [o(x)]

||3?HX§1

i

seklinde tanimlanir. Bu norm ile X’ bir Banach uzay: olur. X’ uzayinin duali (X') =

X" seklinde tanimlanir. X" uzayina X uzayinin ikinci dual uzay denir.

Tanmm 3.2.13 X normlu bir uzay ve X uzaymin duali X’ olsun.{z;} C X dizisi i¢in

lim ¢ (;) = 6 (x) , Yo € X'

Jj—00
olacak bi¢cimde bir x € X var ise {z;} dizisi, x elemanmna zayif yakinsaktir denir ve

sembolik olarak z; = = veya x; — x seklinde ifade edilir.

Tamm 3.2.14 X normlu bir uzay ve bu uzayin duali X' olsun. Bir {¢;} C X"’ dizisi ve
¢ € X' verilsin. Eger
lim ¢; () = ¢ (x),Vr € X

Jj—00

ise {¢,} dizisi ¢-ye zayyf* (zayif yildiz) yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik
¢; =

seklinde gosterilir.



Tanim 3.2.15 ¢ : X — R bir fonksiyonel olsun.

a) Eger lim ||z; — x|/, = 0 seklindeki her {z;} C X dizisi i¢in
Jj—o00

¢ (z) < liminf ¢ (z;)

Jj—00
oluyorsa ¢— ye z € X noktasinda asagi yar: siirekli denir. Eger ¢, her bir x € X

icin agag1 yar siirekli ise bu durumda ¢ fonksiyoneli X iizerinde asagt yari stireklidir

denir. Bir z € X noktasina zayif yakinsak her {z;} C X dizisi i¢in

¢ (z) < lim inf ¢ (x;)

j—00
oluyorsa ¢ ye x € X noktasina zayif asagi yari siirekli denir.

b)Eger lim ||z; — x|, = 0 seklindeki her {x;} C X dizisi igin
j—o0

¢ (z) = lim sup ¢ (z;)
J]—00
oluyorsa ¢p— ye x € X noktasinda yukar yar: siirekli denir.

¢ : X — R fonksiyoneli z € X noktasinda siireklidir ancak ve ancak ¢ : X — R

fonksiyoneli z € X noktasinda hem agagi hem de yukar yarn siireklidir.

Teorem 3.2.16 (Aubin-Lions kompakthk, L? versiyonu)
X C Y C Z aynlabilir yansimali Banach uzaylari 6yle ki X C Y gomiilmesi kompakt

ve Y C Z gomiilmesi siirekli olsun. 7" > 0 ve p,q > 1 i¢in

{u,} dizisi LP(0,T; X) uzayinda diizgiin sinirl,

{0y, } dizisi LY(0,T; Z) uzaymnda diizgiin sinirh

olacak sekilde bir {u,, } dizisinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda {u,,} dizisi

LP(0,T;Y) uzayinda (giiclii) on kompakt olur (Bedrossian ve Vicol, 2022).
3.3 Lebesgue Uzay (L7 (€2))
Lebesgue uzay1 oldukga genis ve farkli fonksiyonlara sahiptir.

Tanim 3.3.1 2 C R” olgiilebilir bir kiime ve p € [1, c0) olsun.

LP(Q):{f :Q—>]R|ft‘)lgijlebilirve/|f(x)|pdx<oo}
0
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seklinde tanimlanir. Her f € LP (2) igin norm

ey = ([ 1 P dx);

seklinde tanimlanir.
Tanim 3.3.2 ) C R” olgiilebilir bir kiime olsun. Burada

L>*(Q) = {f : Q — R | f olgiilebilir ve esssup | f (z)] < oo}

e
olarak tamimlanir.
Her f € L* (2) igin norm
[fll oo () = esssup | f (2)]
ze)

seklindedir.

Bir f € L> (2) ise hemen hemen her = € 2 igin

[f (@) < e

olacak sekilde bir ¢ € (0, 00) sabiti vardir.

Teorem 3.3.3 Her bir p € [1, 00| icin L? (€2) uzay1 bir Banach uzayidur.

Teorem 3.3.4 (MinkowsKi esitsizligi) f, g € L? (Q2) ve p € [1, 00| olsun. Bu durumda
f+geLlr()ve

1f =+ 9l < 1l + 191l Lo
olur.

Tanim 3.3.5 1 < p < oo olsun. Eger

1 1

p 7

=1
ise p’ € [1, oc] elemanina p nin iis eslenigi denir. (Burada - = 0 olarak alinir.)

Teorem 3.3.6 (Holder esitsizligi) (2 C R” kiimesi ol¢iilebilir ve p € [1, oo] olsun.
Eger f € L? () ve g € L” () ise bu durumda fg € L' () ve

/Qlf(x)g(l‘)\ dz < |\[fl o) 91l L o)

11



olur.

Tamim 3.3.7 X ve Y birer normlu uzaylar olsunlar. Eger
HXcCY
(i1) Her x € X i¢in

lzlly < slizllx

olacak sekilde sabit bir s € (0,00) sayis1 varsa X uzay1 Y uzaymna siirekli olarak

gomiiliir denir ve
X =Y

seklinde gosterilir.

Holder esitsizliginden asagidaki gomiilme teoremi elde edilir.

Teorem 3.3.8 (2 C R" kiimesi sonlu bir 6l¢iime sahip olsun. Eger 1 < p < ¢ < oo ise
bu durumda L7 (Q2) C LP (Q2) ve her f € L7 () igin

1 1,1
11y < 120707 [ £l gy

olur. (Burada ¢ = o ise § = 0 alinir.)

Bu nedenle
L1(Q) — LP(Q)

gomiilmesi gecerlidir.
Bu teoremde || < oo olmasi gereklidir aksi durumda = (3,00) ve f (z) = < olsun.

Bu durumda f € L? (3, 00) olur ancak f ¢ L' (3, 00) olur.
Ornek 3.3.9 L2 (Q) uzay1

(F.9) = [ F@)3Glde. vfg e (@

i¢c carpimu ile bir Hilbert uzay: olur.

Tamim 3.3.10  C R” 6lgiilebilir bir kiime ve p € [1, co] olsun.

LP

loc

(Q)={f € LP(K) : VK C 2 kompakt kiimesi i¢in}

12



seklinde tanimlanan uzaya lokal LP ()) integrallenebilir fonksiyonlar denir.

Teorem 3.3.11 (L? Normlari icin interpolasyon esitsizligi) 0 < a < 1,1 <r <¢ <

p < 00 ve
1_a 11—«
q r p

olsun. Eger f € L™ (Q2) N L? (§2) ise bu durumda f € L7 (2) olur ve

a 11—«
1l oy < NFIZ- @) 1 1 2oy

olur.
3.4 Siirekli Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar Uzay1

2 C R™ kiimesi acik, sinirli ve baglantili olsun. Her bir ; € {0,1,2,3,...} olmak
tizere o« = (aq, ag, ..., ) seklindeki bir vektore multi indis (¢oklu indis) denir. |o| =
a1 + ag + ... + o, niceliine o nin uzunlugu denir.

Eger f fonksiyonu m— defa diferansiyellenebiliyorsa bu durumda |« < m olmak
lizere

ol £ (1
Df(r) = e T

0251 032...0x0m

ifadesine ave—ninct mertebeden kismi tiirev denir.
C (), Q tizerinde siirekli olan tiim reel degerli fonksiyonlardan olugan uzay1 gosterir.
C (ﬁ), (2 tizerinde diizgiin siirekli olan fonksiyonlar uzayini gosterir.

m € {0,1,2,3,...} icin

Cm () ={feC(): D feC(Q),|af <m}
olarak tanimlanir.

(@) ={feC@):DfeC (@), |a] <m}

seklinde tanimlanir.
Cebirsel olarak C™ (Q) € C™ (2) olur. m = 0 ise C° (Q) ve C° (Q) yerine C'(2) ve
C (ﬁ) yazilir.

C% () = Mu=oC™ ()

13



seklinde tanimlanir.

Tamm 3.4.1 (2 iizerinde taniml1 bir f fonksiyonu verilsin.

supp (f) ={z € Q: f(x) # 0}
kiimesine f nin destegi denir.
3.5 Sobolev Uzay1

Tanim 3.5.1 Q C R" ve f,g € L}, (Q) olsun. Eger

loc

/ f (#) D6 (2) dz = (1) / 9 (2) 6 (x) dz, ¥ € CF ()
Q

Q

ise g fonksiyonuna f nin a—mnci zayif tiirevi denir.
Eger f € C"™ (Q2) ise bu durumda |a| < m seklindeki her « i¢in klasik D*f kismi

tiirevleri ayrica f nin a—ninci1 zayif kismi tiirevleri de olur.
Tanmm 3.5.2 m € {0, 1,2, 3, ...} olmak iizere
WmP(Q)={f:Q— R: f olgiilebilir ve D*f € L |a|] < m }

uzayma Sobolev Uzay: denir.
WP () uzayindaki norm |||y, olarak yada |||, , olarak gosterilir ve p € [1,00)

icin

RS

Ty / D d

|o|<m
ve p = o0 igin
1l = Tigﬁf ||Daf||L°°(Q)

olarak tanimlanir.
p = 2 oldugunda H™ (Q) = W™ (Q) yazilir.
Wm™P (§2) Sobolev uzay1 bir Banach uzayidir.

Tanim 3.5.3 C3° () uzaymm W™ (Q) uzayindaki kapamis1 W;™" (2) ile gosterilir.
p = 2icin H" (Q) = W7 (Q) yazilur.

14



H™(Q) ve HJ" (2) uzaylar

mwmaAEZvaDw@Mx

|a| <m

i¢ carpimi ile birer Hilbert uzay1 olurlar.

Lemma 3.5.4 (Poincare esitsizligi) 2 C R" sinirli bolgesinin sinirt yeterli diizeyde

diizgiin olsun. Bu durumda her f € H} (Q) i¢in
[lr@ide<co [ 195 @) da

Q Q
olacak bicimde bir C, > 0 sabiti vardir.
Tanim 3.5.5m € {1,2,3,...} olsun.
CR Q) ={f:Q—=R:|a| <migin D*f tiirevleri sinirh ve siireklidir}
olarak tanimlanir.

Teorem 3.5.6 (2 C R” bir bolge, m € {0,1,2,...} ve 1 < p < oo olsun.

mp <n:Egerp<qg< nf—pmp ise bu durumda
W (@) < L (9)

olur.

mp =n : Eger p < ¢ < oo ise bu durumda
WP (Q) — L1(Q)
olur. Eger p = 1 ve m = n ise bu durumda
Wet (Q) = Cp ()

olur.

mp>n:
Wi () = Cp (Q)

olur.
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3.6 Baz1 Esitlik ve Esitsizlikler
Lemma 3.6.1 (Cauchy esitsizligi) =, y € R olsun. Bu durumda
22y
< 2
W5y
olur.
Lemma 3.6.2 ( ¢— lu Cauchy esitsizligi) ,y € R ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda
2, 1 9
ry < ex’ + —y
de

olur.

Lemma 3.6.3 (Sobolev esitsizligi) n > 2 ve () C R" acik olsun. Ayrican > p,p > 1

ve z € W, " (Q) ise bu durumda

121l np (Q) <K ||VZ||LP(Q)

n—p

olacak bigcimde K = K (n, p) sabiti vardir.

p > n ve Q siirli ise bu durumda z € C' () ve
1_1

Slépl»2'| S K|Q[ 7 [[Vz|poqy

olur.

Lemma 3.6.4 (Kismi integral alma formiilleri/ Green ozdesligi) ¢ (z) € C*(Q) N
C' () ,¢ (z) € C* () olsun. Bu durumda

/QwAgbdx = zb%

o0 (9n

ds — / VoVipdz
Q
elde edilir. Burada Vo.n|gq = g—f;| on dir.
Lemma 3.6.5 (Gronwall esitsizligi, Diferansiyel form)

p(t) ve ¢ (t) fonksiyonlar [0, a] lizerinde negatif olmayan ve integrellanebilir fonksi-
yonlar olsun. 7 : [0, a] — R fonksiyonu [0, a] izerinde mutlak siirekli, negatif olmayan

ve hemen hemen her ¢ i¢in

n' () <pt)n(t)+(t)
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seklindeki diferansiyel esitsizligini saglasin. Bu durumda her ¢ € [0, a] i¢in

00 < i [y 0+ [0 )]

olur.

Ozel olarak; eger 1 (0) = 0 ve [0, a] nin hemen hemen her yerinde
() <pt)n(t)

ise bu durumda [0, a] tizerinde 7 (¢) = 0 olur.

Lemma 3.6.6 (Gronwall esitsizligi, Integral form)

f (t) fonksiyonu [0, a| iizerinde, negatif olmayan integrallenebilir ve en az bir ¢, co >

0 sabitleri i¢cin hemen hemen her ¢ i¢in

f(t)gcl/otf(s)dercg

integral esitsizligini saglasin. Bu durumda hemen hemen her ¢ € [0, a] i¢in
f (t) S (&) (1 + Clteclt)

olur.

Ozel olarak; eger hemen hemen her ¢ € [0, a] igin

f(t)gcl/otf(s)ds

ise bu durumda [0, a| nin hemen hemen her yerinde f (¢) = 0 olur.
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4. LOGARITMIK KAYNAK TERIMLI PARABOLIK TIPTEN DORDUNCU MER-
TEBEDEN BiR DENKLEM SiSTEMININ COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI

4.1 Giris

Bu caligsmada logaritmik kaynak terimli parabolik tipten

( 2+ A2 = |w|? |27 z1n (|2w]) reQ, t>0
wy 4+ A2w = |2|? |w|" *win (|zw]), reQ t>0 @1
2(x,0) = 2z (z), w(z,0) = wp (), z €
z(z,t) =w(x,t) = Az (z,t) = Aw (z,t) =0, (x,t) € 02 x (0,7

denklem sisteminin global varlifini ¢alisacagiz. Burada 2, R” (n > 1) de 0f2 diizgiin
sinirina sahip sinirh bir bolgedir. Ayrica (2, wo) € HZ () x HZ (), T € (0, +0) ve

q parametresini asagidaki sekilde sececegiz:

00, n =4,
2< <2 = 4.2)
=5

dir. (z,w) € HZ () x HZ () igin I Nehari fonksiyonelini
I(w) = / A de +/ Aw|? dz — 2/ 2] In (2] da
Q Q Q

= 1820 + NAwlge ~2 [ lsulIn(eul) do (43)

seklinde ve J enerji fonksiyoneli

J(z,w) = 1/|Az|2dx—i-1/\Aw|2dx

—/|zw|qu——/ |zw|?In ( |zw|

5 HAZHH2 HAwHHz T HZ’qu

12

——/|zw|qln(|zw|)dx (4.4)
qJo

elde edilir. Simdi bu fonksiyonelin elde edilisini inceleyelim: (4.1) denklemindeki
2+ A%z = |w|? |27 z1n (|zw])

ifadesini z; ile

wy + A%w = | 2|7 |w]"* win (|zw])
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ifadesini ise wy ile carpip (2 bolgesinde integral alalim.

/thtdx—k / A?z.zdr = / lw|? 2|7 2.2 In(|zw]| ) dx 4.5)
Q Jo o Ja B

Aj. terim Ay .\tgrim Aj A\tgrim
/ wywdr + / A*w.wpdr = / 2| |w|? ™ w.avg In(| 2w ) da (4.6)
Jo Q Jo

B, .‘tgrim B, .:grim B3 .‘tgrim

A;. Terim:

/ztztda: = /zfd:z:
Q Q

2
= =l

dir.

A,. Terim: Green 6zdesligi ve sinir kosullar1 goz oniine alinirsa

/A2z.ztdx = /Az.Aztdx
Q Q

1d )
- ——|A
= llaz

olur. Benzer islemler B, ve B, terimleri i¢in yapilirsa sirasiyla

/wtwtda: = [Jw|)?,
Q

1d
/QAQw.wtdx =% | Aw]|?

esitlikleri elde edilir.

Aj ve Bj terimlerini toplarsak

/Q (zw)" n (|zw|) (wz + 2wy)dz = / (zw)" ' 1n (|zw|) (zw).da

Q

dir. Buradan zw ye f dersek

/Q F VI fo fude

olur.

(f1lnf), = qfq—lftlnqu?

= qf " filn f+ ff,
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her tarafi | ya bolersek

1 1

—(fTInf), = fT feln f+ =[S

q q

elde edilir. Elde ettigimiz bu terimleri (4.5) ve (4.6) denkleminde yerine yazip taraf

tarafa toplarsak

d (1 1
ol + lod? + 5 (5 DaelP + 5 18wl

dt
d |1 d |1
— [E/Q(Zw)qlnﬂzwbdx] + 7 {q_Q ||zw||g]
— 0,
d |1 2 1 2 1 1 2 2
22 azP + = A ~ ew]? - = 7 = _
3 181+ ol + 5 feuly — [ Gyt de| = (e +ul®)
elde edilir.
d o 2 2
—J (zw) = =(lall” + lw]]") < 0
olur.
(4.3) ve (4.4) ten
Tew) = oI () + T8 (82l ) + A0l )+ o leull @)
T2 T 2q H3(Q) HE (%) e q :

dir. Nehari manifoldu

N = {(z,w) € Hy () x Hy (D)\{(0,0)} | I (z,w) =0}

olsun. Ayrica, W ve V kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin:

W = {(z,w) € Hy(Q) x H;(V|I(z,w) >0, J(z,w) < d} U{(0,0)}

dir ve

V ={(z,w) € H} () x Hy (Q) |1 (z,w) <0,J (z,w) < d}.

Buradan

d= inf sup J (ki1z,kow) = inf J(z,w) (4.8)

(z,w)€HE () x HF (O\{(0,0)} k1, k>0 (z;w)eN

ifadesi W potansiyel kuyunun derinligidir.
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Yiiksek enerji seviyeli zayif ¢oziimleri bulmak i¢in baz1 kavramlar: tantmlayalim.

JA = {(z,w) € Hg (Q) x Hg Q) |J(z,w) < )\},

N)\ = NN
qg—1 2 2 1 q
= o) e M= (el + loligey) + g llzvl <A}
Ve

= inf {3(lIz]15 + lwl)] (z,w) € Na},
Dy = sup {3 (|25 + [[wl3) (2, w) € My}, VA > d

seklinde tanimlayalim. ), A\ ya gore artmayan ve [y, A ya gore azalmayan olur.
(4.1) probleminin gore zayif ¢oziim ve maksimum varlik zamani kavramlarinin tanimlarini

verelim.

Tamm 4.1.1 (Zayif ¢oziim) (z;, w;) € L*([0,T), L* (Q)x L* (Q)) ve (z,w) = (2(z, 1), w(z,t)) €
L>([0,T),H2 (Q) x HZ (2)) ifadesi eger HZ () uzayinda z(z,0) = 2o (z) ,w(z,0) =
wo(x) baglangig kosulunu her y; yo € H3 () ve t € (0,T) igin

(2. 31) + (Az, Ayr) = (Jw|” |22 In (Jzw]) , 1)

veE
(wey2) + (Aw, Ayz) = (J2|* [w|**wn (J2w]) , o)

saglarsa buna (4.1) probleminin 2 x [0, 7") lizerindeki bir zayif ¢éziimii denir. Ayrica,

hert € (0,7) igin
! 2 2
[zl + e 3hdr + 2y ) < a0 “9)
0
saglanir.

Not. (4.1) probleminin (z (t),w (t)) = (2 (z,t),g(x,t)) global zayif ¢oziimii i¢in

(20, wp) 1 w-limit kiimesi

w (20, wp) = tgo{z(s),w(s) ts >t}
seklinde tanimlanir.
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Tanim 4.1.2 (Maksimum varlik zaman) (z, w) = (2 (z,t) , g (z,t)), (4.1) probleminin
bir zayif ¢oziimii olsun. (z,w) nin maksimum varlik zamani asagidaki gibi tanimlanur.
(a) Eger her bir t € [0, +00) igin (z, w) var ise bu durumda 7" = +o0 dur.

(b) Egert € [0, 1) igin (z, w) var fakat t = ¢, da (z, w) ¢Oziimii olmayacak sekilde bir

pozitif ¢y sayis1 varsa bu durumda 7" = ¢ dir.

Lemma4.1.3 (z,w) € HZ(2)\ {(0,0)} olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
(a)ﬂlyi_)rréJ('yz,vw) =0, ’YEI-iI-lOOJ(fYZ’ yw) = —0o0 .

(b) %J (72, yw)|y=+. = 0 olacak bi¢cimde bir tek v, > 0 sayist vardir.

(©) J(vz,yw), (0,7,) arahiginda artan, (., +oo) aralifinda azalan ve v = -, nok-
tasinda maksimum degere sahiptir.

d 0 < v < 7y igin I(yz,yw) > 0, 7 < v < +oo igin I(yz,yw) < 0 ve
I (2, vw) = 0 olur.

Ispat. (a) J(z,w) tanimindan ve v > 0 oldugundan
1 2 1 2
Joyzyw) = S IA D)@ + 5 1A (W)l @)
1 1
+q— 1(z) (wy)llg = p ((v2) (yw))* In(] (v2) (Yw) [)dz

~24
= [||AZH + (| Aw|*] + q— lzwll
2q 2q
—L [zw||?In~?* — T |zw|? In(|zw|)dz
q q
elde edilir. Buradan lim J(yz,yw) = 0, lim J(vyz, yw) = —oo olur.
v—0 Y—r00

(b) J(vz,yw) nin y ya gore tiirevi alinirsa

d 2
&, 0mw) = Y 1227200y + 7 1AW 72 +q72q Hlewllg

2q—1

—29%7! 2w Iny? — 21— 2]
=221 zw|? In(|2w])dx
2 2 _
1822 g+ 180l 2y — 2020?20~
272472 (zw)4 In(|zw|)dx

elde edilir. Burada

2 > _
6(7) = (A2l + 1AW ) — 2972 Iny? ||2w]|]

—272172 (z)? In(| zw|)dx
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alinirsa

Lig%ﬁb(ﬂ = ||Z||§{§(Q) + ||w||§{g(9) >0,

I -
lim 6(7) 00
ve
¢'(7) = —2(2¢—2)y* 7 Iny’ 2wl — 4% | 2w

—2(2q — 2)7*73 |z2w|? In(| zw| ) dx
< 0

elde edilir.

Bu nedenle ¢(7.) = 0 olacak bicimde bir tek -y, > 0 vardir. Bir bagka deyisle d% J (72, Yw)| =,
0 olur.
(¢) J(vz,yw) nin (0,~,] arahginda artan, (., c0) araliginda azalan ve v = -y, nok-

tasinda bir maksimuma sahiptir.

(d)

I(vz,7w) = A0 T2@ + IAGW) 520 — 2(727w) In(| (v2) (yw) | do
d
= VEJ(VZWW

olmasindan istenen sonu¢ dogrudan elde edilir.

Lemma 4.1.4 (4.3) kosulunun saglandigini kabul edelim. (z,w) € HZ(Q2) x HZ ()
ve (z(t),w(t)) = (z(x,t),w(z,t)), (4.1) probleminin bir zayif ¢6ziimii olsun. Eger
J(z0,wp) < d ve I(zy,wp) < 0ise bu durumda 7', (2(t),w(t)) nin maksimal varlik
zamani olmak tizere her bir 0 < ¢ < T i¢in (z(t), w(t)) € V olur.

Ispat. Her bir 0 < ¢ < T igin (2(t),w(t)) € V oldugunu gosterecegiz. Celiski yonte-
miyle ispat yapacagiz. (z(to), w(to)) ¢ V olmasim saglayan en kiiciik ¢, € [0,7]
olsun. (z(t),w(t)) nin siirekliliginden (z(g), w(to)) € OV elde edilir. Bu nedenle

I(2(to), w(to)) =0 (4.10)
veya
J(2(to), w(to)) = d (4.11)
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elde edilir.
Eger (4.10) saglamirsa, bu durumda (z(to), w(to)) € N, J(z(to), w(to)) > d olur. Bu
durum da (4.9) ile celiski olusturur. Eger (4.11) saglanirsa, bu ayrica (4.9) ile de ¢eliski

olusturur. Bu nedenle, her bir 0 < ¢ < T igin (2(¢), w(t)) € V olur.

Lemma 4.1.5 (z,w), (4.1) probleminin bir zayif ¢6ziimii olsun. Bu durumda her bir

t €10,T) igin
d 2 2y _
L0212+ wl) = 21z )

olur.
Ispat. Lemma 4.1.5 in ispat: dogrudan Tamim 4.1.1 de y; = 2 ve y» = w alinarak elde

edilir.
4.2 Diisiik Baslangi¢ Enerjisi J(zp, wo) < d.

Bu béliimde, baslangic enerjisi J(zo, wg) < d olan (4.1) probleminin global varligini

gosterecegiz.

Teorem 4.2.1 (2o wy) € HZ () x HF(Q) ve (4.2) kosulunu sagladigini kabul edelim.
Eger J(zowo) < d ve I(zpwy) > 0 ise bu durumda (4.1) problemi ¢ € [0, c0) i¢in
(ze(t), wi(t)) € L*((0,00)5 L* () x L (2)) ve (2(£), w(t)) € L¥((0,00); HF(2) x

HZ(Q)) ile (2(t),w(t)) € W global ¢bziime sahiptir. Ayrica, eger (2o wp) > 0 ise bu

durumda

2 2 2 2y -
1215 + [lwllz < (lz0ll; + [lwolly) e
olacak sekilde bir £ > 0 sabiti vardir.

Ispat. J(zy, w) < d ve I(z,wo) > 0 oldugundan

(1) Eger 0 < J(zo,wp) < d ve I(zp,wy) > 0 ise bu durumda 7 (zp, wy) > 0 elde edilir.
Eger I(zp,wp) = 0 ise bu durumda d nin (4.8) deki tammindan, J(zp, wy) > d elde
edilir. Bu ise bir celigki olusturur.

(13) J(z0,wp) = 0 ve I(zp,wp) > 0 ise bu durumda (29, wg) = (0,0) elde edilir. Eger
(z0,wp) # (0,0) ise (4.7) den

qg—1 2 2 1
o (lzoligiey + Il ) + o5 ool < 0
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elde edilir. Bu da bir ¢eligki olusturur.
(i7i) Eger J (2o, wq) < 0 ve I(zg,wp) > 0 ise (4.7) ile gelisir.
Yukaridaki iglemlerden, 0 < J(zg,wq) < d ve I(zp,wy) > 0 durumlarini goz 6niine

alacagiz.

A2w; = yw;, €9

w; =0, x € 0f)
ve wj, ¥; 0z degerine karsilik gelen biharmonik operatoriin 6z fonksiyonu olmak iizere
H§ () nin {w; () };-, seklinde bir bazi vardir. Sonug olarak, {w; ()}~ bazim Hf ()
uzayinda A? i¢in Galerkin bazi olarak aliyoruz. Bu durumda Galerkin metodunun uy-
gulanmasiyla (4.1) probleminin z,, (x,0) = 2om, W (x,0) = wo,, halindeki baglangi¢
kosullu ile

1=1,2,...,migin

dir. Buradan

(Zmts wi) + (Azm, Aw;) = (Jwin] 2|2 In (|2mwn]) , w;) (4.12)
ve
(Wi, wi) + (Aw,y,, Aw;) = (|zm|q|wm|q_2wm In (|zwm|) ,wi) (4.13)

seklinde bir (2, (x,t) , wy, (z,t)) ¢oziim elde edilir. Burada 2, ve wo,, Hg () uzayinda

m — +00 i¢in

2om = Z Uim (0) w; () = 29 (4.14)
i=1

ve

Wom = Zvim (0) w; () — wo (4.15)

dir. Burada zo,,, ve wy,, fonksiyonlar1 span {wy,ws, ..., wy, } kiimesinden alinmustir.

Standart adi diferansiyel denklem teorisinden, (4.12)-(4.15) sistemi
(Uim (t) , vim (1)) € c! [0, Tp) x ct [0, o)
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seklindeki bir ¢oziime sahip olur. Burada 7} her m i¢in w;,, (t) ve v, (t) nin minimum
varlik zamanidir. Bu nedenle (z,, (z,t) ,wy, (z,t)) € C*([0,Ty); H3 () x HE (Q))
olur.

Daha sonra, (4.12) ve (4.13) ii swrast ile u},, (t) ve v}, (t) ile carpip i = 1,2, ..., m i¢in
toplayalim. 0 dan ¢ ye kadar 7 ya gore integralini alalim ve bu iki denklemi toplayalim:

t € 10,Tp) igin
K 2 2
/ (e 12 4+ eer [2) @7 + T (zons ) = T (z0ms 0m) (4.16)
0

elde edilir.
J (20, wp) < d ve (4.14)—(4.15) ten yeteri kadar biiyiik m i¢in J (2., o) < d olur.
Buradan (4.16) dan m ve t € [0, Tp) igin

t
/ (12me 3 + Wi 13) AT + T (2 W) = T (20m, wom) < d 4.17)
0

elde edilir.

(4.14), (4.15) ve (29, wp) € W durumu goz Oniine alindiginda yeteri kadar biiyiik m

icin (2om, Worm) € W olur. Simdi yeteri kadar biiyiik m ve t € [0, Tp) igin (2, (z,t) , wy, (,t)) €
W oldugunu gosterecegiz. Eger bu yanlis ise bu durumda (z,, (z, %) , wy, (z,19)) €

OW olacak sekilde o € (0, 7)) vardir. Buradan [ (z,, (to) , wim, (to)) = 0ve (2 (to) , wm (to)) #
(0,0) yada J (z, (to) , wnm, (tg)) = d olur.

(4.17) den, J (2, (to) , wm (to)) = d esitliginin saglanmadig1 goriiliir. Eger

I (zm (to) , wi (to)) = 0 ve (zm (to) , wm (to)) # (0,0)
olursa boylece d nin tanimindan
J (Zm (to) , Wi (to)) = d

elde edilir. Bu da (4.8) ile ¢eligki olusturur. Sonug olarak yeteri kadar biiyiik m ve
t €10, Tp) icin (2., (2, 1) , wy, (x,t)) € W olur.
Yeteri kadar biiyiik m i¢in (z,, (z,t) , wy, (z,t)) € W oldugundan, (4.17) ve

T (o (8) 0 () = % (2 O30y + e (D2 + qi o (£) 0 (1)
ﬁf (2 () 0 (1))
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olmasindan yeteri kadar biiyiik m ve ¢ € [0, Tp) i¢in

t
2 2 q—1 2 2
/0 (Nzmr ll3 + llwmrll3) dr + E7E <||Zm Oz () + llwm (75)||H02(Q)>

1
2 1z (£) wim (1)1

< d (4.18)

elde edilir. Bu da

2q
12 ()72 < PR (4.19)
2 2q
[[wnm (t)HHg(Q) < —q — 1d7 (4.20)
Ve
¢ 2 2
/ (e 2+ l0ms I2) dir < d “.21)
0

sonucunu Verir.

(4.21) den, Ty = +o00 oldugu goriiliir. Bu nedenle (4.19)-(4.21) den m — 400 i¢in

Zm = 2, L (0, 400; Hj () uzayinda zayif* yakinsak, (4.22)
Wy, — w, L™ (O, +o0; HY (Q)) uzayinda zayif* yakinsak, (4.23)
Zmt — 24, L* (O, +o0; L? (Q)) uzayinda zayif* yakinsak, (4.24)
Wy — wy, L* (0, +00; L (Q)) uzayinda zayif* yakinsak (4.25)

olacak sekilde z, w ve bunlarin {z,,} % ve {w,, }; alt dizileri vardir.

Buradan Aubin-Lions kompaktlik teoreminden
Zm — 2, C([0,4+00); L? (Q)) uzayinda giiglii yakinsak,

w,, — w, C([0,+00); L* () uzayinda giiclii yakinsak

olur.

Bu
Zm — 2, % [0,400) nin h.h.h.y.
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Wy, — w, % [0,+00) nin h.h.h.y.

verir. Ayrica 2 x [0, +o0) bolgesinde h.h.h.y.

[

(W] |2m|"™ 2 10 (|20 ) = ] |2 2 In (|20]) (4.26)

|2m|? \wm\q_2 Wy In (|2 win|) — |2]* |w|q_2 wln (|zw]) (4.27)

elde edilir. Diger taraftan
/me\q\zm\q_2zmln(]zmwm|)|qldx
Q
N /(|wm|q|Zm|q_1lﬂ(lzmwm|))£ldfv
Q

_q
/ (el o () 27
{z€Q:|zm () wm (z)|<1}

_q_
+ [ (o 2l 0 (|2t ) 7T d
{z€Q:|zm (x)wm (x)|>1}

(g+7)q

_q (g—=14r)
< / (e(q — 1) ) 7 dz + / 2] T o] T e
Q Q

__a 4
< elg =177 flwnllZa + zmlloe lwmll5,

9
< clwnlfaoy + ¢ lzmlizo loml fae < (4.28)

olur. Burada 2 € (0,1) i¢in [z7 'Inz| < (e(¢q—1))" ve z € [1,00), u € (0,00)

icin z7#Inz < (ep) " olmasindan o = L7 ¢ —

(g—1+r)
q—1 7 q—1

2 dir, 0 < 2e < 2*ve

0 < 2e < 2*olmast i¢in bir r € (0, 00) sayisi alalim, (4.28) ispatina benzer olarak
/ 12l [0 ] i 10 (|20 )| 77 e < (4.29)
Q

elde ederiz. Bu nedenle, (4.26)—(4.29) ve Aubin Lions lemmasindan L% (o, too; LT (Q))

uzayinda

Wi |© |2m| T2 2 I (| 2w |) = |w]? |2]97% 21n (|zw|) zayif* yakinsak (4.30)
|z |? [0 |2 W In (|20 |) = |2|7 ]9 > wn (|zw]) zayif* yakinsak (4.31)
elde edilir.
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(4.22)—(4.25) ve (4.30),(4.31) goz Oniide bulundurularak belirli ¢ i¢in, (4.12) ve (4.13)

de limite gecilmesi ile hemen hemen her 0 < ¢ < 400 i¢in
(2, w;) + (Az, Aw;) = (Jw]? 2] 2 1n (|zw]) , w;)

ve

(Wi, w;) + (Aw, Aw;) = (]z|q \w|q_2w1n (|zw]) ,wz-)

elde edilir. {w; (z)};2,, HZ () uzaynin bazi olmasindan her y,yo € HZ () ve he-

=1

men hemen her 0 < ¢ < +o00 icin

(zt,y1) + (Az, Ayy) = (\w\q \z|q_2 z1In (|zw|) ,y1) (4.32)
ve
(wy, y2) + (Aw, Ays) = (]z\q |w\q_2wln (|zw|) ,yg) (4.33)

elde edilir. ¢ € (0, +00) igin (4.32) ve (4.33) ii 0 dan ¢ ye integrali alindifinda Yy, €
HZ () igin

t t

o)+ [ 0z ag)dr= [ (ol A7 2 ) dr 4 G (0),m) @30
0 0

ve Yy, € HZ () igin

¢ ¢
(w,y2) +/ (Aw, Ays) dT = / (|z\q ]w|q_2w1n (|zw]) ,yg) dr+ (w (0) ,y2) (4.35)
0 0

elde edilir.
Benzer olarak, (4.12) ve (4.13) iin 0 dan ¢ ye integrali alinirsa ve limit alindiginda

Yy, € HZ (Q) igin

o)+ [ (e dn)dr = [ (il onl™ 2 I (mnl) ) -+ (.10
: : (4.36)
ve Yy, € HE (Q) igin
t t
(z,92) +/ (Awy,, Ays) dr = / (|zm]q |wm|q_2 Wi, In (| 20w |) ,yg) dr + (wo, y2)
: O (4.37)
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sonucuna ulagilir. (4.34)-(4.37) den z (0) = 2y ve w (0) = wy elde edilir.

(4.14), (4.15), (4.18), (4.22)-(4.25), (4.30) ve (4.31) e gore ve normlu bir uzayda norm

zay1f asag1 yar siirekli oldugundan (4.9) enerji esitsizligi saglanir. Bu durumda Tanim
4.1.2den (2 (t),w (t)) global zayif ¢oziim ve (z (t),w (t)) € W olur.

Simdi z (x, t) global ¢ozlimiiniin cebirsel azalmasini gosterelim. (4.7), (4.9) ve (z (t) ,w (1)) €

W den

qg—1 1
oo (el + lwllige) + g llzvl < 7 (0) < T () (438)

elde ederiz. I (z,w) < 0 oldugundan I (v.z,v.w) = 0 olacak sekilde bir v, € (0, 1)

vardir. Ayrica

q—1 1
T < 2 (“z”?f%’(ﬂ) i HwH?{gm))) e lzw]|§ > T (ya2 () > d (4.39)
olur.
(4.38) ve (4.39) dan
d 1
“Z\ T o) (4.40)
! (J(ZOJwO))

sonucu ¢ikar. [ (7. f,v.g) = 0 oldugundan

2 2
TGezna) = 52 (12 + lullge) =202 [ Jsul' izl da

—272In 7 [|2w]]]

2 2
= (12— %) (IIZIIHg(m + ||w||H§(Q))
+2929] (2, w) — 2920 In A2 || 20

=0
olur. Yani
1 2 2
I(z,w) = (1 - W) <||ZHH3(Q) + Hw”Hg(Q)) (4.41)

olur. (4.40) ve (4.41) denklemlerinden

1 d 2(3-1) , )
ez (1-5 (7o) ) (Flge + lolige)

30



elde edilir.
HZ (Q) < L? () gdomiilmesinden

2 2
1(z0) 2 ¢ (1202 + Il (442)

dir.
Diger taraftan Lemma 4.1.5 ten ¢ € [0, 00) igin

1d ) )
2dt <HZ”L2<Q> + le|L2(Q)> +1(z,w)=0
oldugu goriiliir.

Gronwall esitsizliginden ¢t € [0, 00) i¢in

2 2 2 2 9
121172 () + w72y < <HZOHL2(Q) T ||w0HL2(Q)> e

elde edilir. Buradan Teorem 4.2.1 in ispati tamamlanmis olur.
4.3 Kritik Baslangi¢ Enerjisi J (zo, wy) = d.

Bu boliimde (4.1) probleminin J (zp, wo) = d baslangi¢ enerjili global varlik ¢6ziimle-

rini gosterecegiz.

Teorem 4.3.1 (2o, wy) € HZ () x HZ () ve (4.2) saglansin. Eger J (2, wy) = d
ve I (zp,wy) > 0 ise bu durumda (4.1) problemi ¢t € [0,00) igin (2 (¢),w; (t)
L2 (0, 4+00; L2 () x L2 (Q)) ve (2 (t),w (t)) € W = W U IW ile (2 (t),w (t)
L> (0, +o00; HZ (Q) x Hi (Q2)) bir global ¢dziime sahiptir.

)
)

Ispat. J (2, wy) = d oldugundan (z,wp) # (0,0) olur. 4, = 1 — %,(Zom,’wom) =

Ym (20, w0), m € {1,2, ...} olmak iizere agagidaki probleme bakalim:

;

Zmt + A2z = W] 2] 210 (|2mwm)]) x e t>0,

Wt 4+ A2Wp = 20| || T 2 win (|2mwn]), @€ Q, t >0,

Zm (2,0) = 2o, (2), x €, (4.43)
Wiy (2,0) = wop, (), x € Q,

Zm (x,1) = wp, (x,t) =0, (x,t) € 0 x (0,T]

\

I (29, wp) > 0 ve Lemma 4.1.3 ten [ (7*29,7v*wy) = 0 olacak sekilde bir tek v* > 1
vardir. 7y,,, < 1 < v* olmasindan I (7,20, Ymwo) > 0, J (Ymz0, YmwWo) < J (20, wp) =

d elde ederiz. Teorem 4.2.1 den, (4.43) problemi Hj () uzayinda m — +o0 i¢in
Zm (0) = zom — 20
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baglangig verili ve (2 (t) , W (t)) € L%(0,4+00; L? () x L?*(2)) olacak sekilde
bir (2, (t) , Wy, (t)) € L= (0, +oo; HZ () x HE (Q)) global ¢dziime sahip olur. Ayrica
t € [0,00) igin (2, (t) , wy, (t)) € W olur. Vy; € HZ (Q) ve t € [0, 00) igin

(it 1) + (A2, Ayr) = (|0 [2m]* 2 0 (|2mtwal)  91)

Yy, € HZ (Q) vet € [0,00) igin

(Wt y2) + (A, Aya) = (2] [wn|" Wi I (|2}, )

ve t € [0, 00) i¢in

[ Uzl T2 -+ o) < J G ) < 4k

olur. (4.44) ten ve

T 0)ctm () = L= (e Ol + lm Ol +

1 v
25 lom O + 21 G (8) w0 (1)

denkleminden ¢ € [0, Tp) i¢in

t
2 2 q—1 2 2
/0 (12 15 + llwmr[13) d7 + e (”Zm Oz () + llwm <t>HH§(Q)) +

1 q
g2 I7m () om )]

< d
elde edilir.

Ispatin geriye kalan kism1 Teorem 4.2.1 in ispatina benzer olarak yapilir. Boylece Te-

orem 4.3.1 in ispati tamamlanmais olur.
4.4 Yiiksek Baslangi¢ Enerjisi J (2, wg) > d.

Buboliimde, J (zp, wg) > d baglangi¢ enerjili (4.1) probleminin global varlik ¢6ziimiinii saglayan

kosullar1 aragtiracagiz.

Teorem 4.4.1 A € (d,+00) ve (29, wp) € P, olsun. Bu durumda (4.1) probleminin

global ¢6ziimii vardir ve t — oo igin (z (t) ,w (t)) — (0, 0) olur. Burada

(2 (1), w (1)) € Hy () x Hg ()15 (l2ll5 + lwll3) < .,
d<J(z,w) <A

dy =N, N (4.45)
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veE

i 1
= int {5 (1218 + oll) | o) € 43

dir.
Ispat: (2, wp) € P, oldugunu varsayalim. Bu durumda &, tanimindan ve v, mono-

tonluk 6zelliginden (2o, wo) € N4, d < J (z,w) < A ve

2
(||Z||§ + wll2) < < Vatzoumo) (4.46)

N | —

elde edilir. (2 (¢),w (t)) € N, oldugunu gosterelim. Celigki yontemi ile ispat1 ya-
pacagiz. [0,to) i¢in (2 (t),w (t)) € N; ve (z(ty),w (tp)) € N olacak sekilde bir
to € (0,T) oldugunu varsayalim. Lemma 4 ten

1d

57 Il + llwlls) = =1 (2, w) (4.47)

elde ederiz. Ny mn tanimindan ve (4.47) den ||z||3 + ||w||3 nin [0, t,) iizerinde azalan
oldugunu biliyoruz. Diger taraftan (4.9) dan J (z, w) , t ye gore artmayan olur. Buradan

hert € [0,T) i¢in
J (z,w) < J (20, w0)
elde edilir. (4.46) dan

1
(Il (to)ll; + llw (to)ll3) < 5 (lz0llz + llwolls) < Yrtzoumo) (4.48)

DO | —

olur. (z (to),w(ty)) € N ve (4.46) ten (2 (to),w (t0)) € Nitowo) O Vi(z0.u0)

tanimindan

(1= Gl + o to1)

olur. Bu (4.48) ile celisir. Bu nedenle, her t € [0,T) ve (2 (t),w (t)) € J/Z:0) j¢cin
(z(t),w (t)) € N, elde edilir. Yani her t € [0, T) igin (z (t) ,w (t)) € J/Gowo) NN,

N —

. 1 2 2
it = 08 { 5 (1215 + 101) ] 2 0) € N <

olur. NV, tanimindan her ¢ € [0, T) i¢in

2q
2 2
(el + Ineliey) < ~=57 (oo, wo)

olur, bdylece T' = +oo elde edilir. Bu (2 (), w (t)) nin HZ (Q) x HZ (Q) da diizgiin

sinirl oldugunu gosterir. Bu nedenle w—limit kiimesi bostan farkli olur.
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Simdi, herhangi (w, ¢) € w (2o, wp) i¢in yukaridaki ¢ikarimlardan

1 2 2
J(wago) < J(Z(]?wo) ve 5 (HwH2 + H@DHQ) < YJ(20,w0)

olur. Birinci esitsizlige gore (w,¢) € J7/Z0:w0) olur. Ikinci esitsizlige ve v(z.u0)
tanimina gore (w, ©) & N(zo.u0) Oldugu goriiliir. N ., wy) = NNJ7E0w0) oldugundan
(w, ) ¢ N elde edilir. Bu nedenle w (2o, wg) N N =¢ olur. N, (4.1) probleminin
agikar olmayan ¢oztimlerini igerdiginden, w (2o, wo) = (0, 0) elde edilir. Yani t — oo
icin (z (t),w (t)) — (0,0) olur.

Boylece Teorem 4.4.1 in ispati tamamlanmisg olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Sonuclar

Logaritmik kaynak terimli denklemler matematik, fizik, miihendislik gibi alanlarda
siklikla kullanilmaktadir. Tezin dordiincii boliimiinde logaritmik kaynak terimli para-

bolik tipten dordiincii mertebeden denklem sistemini
2+ A% = |w]2" 2 2 In (|zw])
wy 4+ A?w = |2|? |w]" wln (|zw])

sinirl bir €2 bolgesi iizerinde baglangic ve sinir kosullar1 altinda ele alarak ¢oziimlerin

global varlig1 Galerkin metodu kullanilarak ¢aligilmistir.
5.2 Oneriler

Tezimizin dordiincii boliimiinde logaritmik kaynak terimli parabolik tipten dordiincii mer-
tebeden denklem sisteminin siirli bélgede ¢oziimlerinin global varlig gosterildi. Incelenen
denklemlerin giincel ve literatiir taramasi yapildiginda hala a¢ik problemlerin oldugunu
gozlemledik. Bolge, farkli sinir kosullari ile ya da bolge sinirsiz secilerek de ¢oziilebi-

lir. Yine ayni problemin patlama durumu da c¢alisilabilir.
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