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Damisman: Dog. Dr. Ayhan ERCIYES
OZET
Bu tez bes boliimden olusmaktadir ve tezin amaglar1 asagidaki gibidir:

(1) Lokal preHausdorff (preT,) ve Hausdorff (T,) sabit siizge¢ yakinsak uzaylari
karakterize etmek, ¢esitli formlar1 arasindaki iliskileri arastirmak,

(2) Lokal preT, ve lokal T, sabit siizge¢ yakinsak uzaylardan olusan ve ConFCO
sabit siizge¢ yakinsak uzaylarin kategorisinin dolu alt kategorilerinin kalitsal,
carpimsal ve co-carpimsalligini arastirmak,

(3) ConFCO nun KT,(ConFCO) ve preT,(ConFCO) dolu alt kategorilerinin
izomorfik kategoriler oldugunu gostermektir.

Birinci ve ikinci boliimde, Kkategori, fanktor, topolojik fanktor, baslangi¢-bitis
kaldirmalari, diskre objeler ve bazi gerekli teoremler verildi. Ugiincii béliimde, sabit
stizge¢ yakinsak uzaylar tanimlandi ve 6rnekler verildi. Sabit stizge¢ yakinsak uzaylar
ile topolojik wuzaylar arasindaki iliskiler belirlendi. ConFCO Kkategorisinin
normallestirilmis  bir  topolojik kategori oldugu gosterildi. Daha sonra
ConFCO kategorisindeki baz1 6zel obje ve morfizmler karakterize edildi. Dordiincii
bolimde, p noktasindaki eksen doniisiimleri ve topolojik kategorilerde ayirma
aksiyomlari verildi. Daha sonra ConFCO kategorisindeki lokal T, objeler arastirildi
ve bu objeler ConFCO kategorisindeki lokal preT, objeler ve lokal T, objeleri
tanimlamada kullanildi. ConF CO kategorisinin, lokal preT, ve local T, sabit siizgeg
yakmsak uzaylardan olusan dolu alt Kategorilerinin  (preT,(ConFCO),
preT,(ConFCO), T,(ConFCO), T5(ConFCO) ve KT,(ConFCO)) Xkalitsal,
carpimsal ve co-carpimsal olduklart gosterildi. Son olarak KT,(ConFCO) ve
preT,(ConFCO) alt kategorilerinin izomorfik kategoriler oldugu verildi. Besinci
boliimde, teoremlerden elde edilen sonuglar bir araya getirildi, degerlendirme ve
Oneriler yapildi.

Anahtar Kelimeler: T, objeler, preT, objeler, topolojik kategori, sabit siizgeg
yakinsak uzaylar.

Haziran, 2022; 61 sayfa
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LOCAL HAUSDORFF VE PRE-HAUSDORFF CONSTANT FILTER
CONVERGENCE SPACES
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ayhan ERCIYES
ABSTRACT
This thesis consists of five chapters and the goals of this thesis is as follows:

(1) To characterize local pre-Hausdorff (preT,) and Hausdorff (T,) constant filter
convergence spaces and investigate the relationships among these various forms,

(2) To research that these full subcategories of the category of constant filter
convergence spaces consisting of local preT, and local T, constant filter convergence
spaces are hereditary, productive, and co-productive,

(3) To show the full subcategories KT,(ConF CO) and preT,(ConFCO) of ConFCO
are isomorphic categories.

In the first and second chapters, the concepts of category, fanctor, topological fanctor,
initial-final lifts, discrete objects, and some necessary theorems are given. In the third
chapter, constant filter convergence spaces are defined and examples are given. Then,
the relationships among constant filter convergence spaces and topological spaces are
determined. The category ConFCO are shown a normalized topological category.
Then, some special objects and morphisms in the ConF CO category are characterized.
In the fourth chapter, the axis maps at point p and separation properties in topological
categories are given. Furthermore local T, objects in ConFCO are given and these
objects used to describe local preT, and local T, objects in ConFCO. It is shown that
the full subcategories of consisting of local preT, and local T, constant filter
convergence  spaces (preT,(ConFCO0), preT,'(ConFC0O), T,(ConFCO),
T,'(ConFCO), and KT,(ConFCO0)) are hereditary, productive, and co-productive.
Finally, it is present that the subcategories KT,(ConFCO) and preT,(ConFCO0) are
isomorphic categories. In the fifty chapter, the results obtained from the theorems are
brought together, evaluations and suggestions are given.

Keywords: T, objects, preT, objects, topological category, constant filter convergence
spaces.

June, 2022; 61 pages
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1. GIRIS

Bir uzaydaki yakinsak dizilerin ailesini bilmenin bu uzay iizerindeki topoloji bilmeye
yetmeyecegi agiktir. Ciinkii ayn1 X uzay1 tizerinde ayni1 yakinsak dizi ailesine sahip
birden fazla topoloji bulunabilir. Bagka bir ifadeyle dizi kavrami uzayin topolojisini
belirleme konusunda yetersiz kalmaktadir. Topolojik uzaylarin alt sinifi olan birinci
sayilabilir uzaylarda dizilerde yakinsaklik kavramu ile siireklilik, Hausdorff olma ve
kapal1 kiime olma gibi topolojik yapilar1 belirlemek miimkiindiir. Fakat her topolojik
uzay birinci sayilabilir olmadigindan dizilerin yakinsaklik kavrami ile bu topolojik
yapilarin belirlenmesi yetersiz kalmaktadir. Bu yiizden dizi yerine ag veya siizgeg
kavramini kullanma ihtiyact dogmustur. Dizilerin bir genellestirmesi olan siizgeg
kavrami 1937 yilinda Cartan [1] tarafindan tanimlandi. Siizgeg, bir metrik uzayda
dizilerin iistlendigi role benzer tarzda yakinsakligi tanimlamakta onemli bir yere
sahiptir. 1948 de Choquet [2], siizge¢ yakinsakligi kavramini tanimladi. 1954 de
Kowalsky [3], calismalarinda siizge¢ yakimsakligini kullandi. 1964 de Kent [4],
yakinsaklik aksiyomlarindan daha zayif olan lokal siizge¢ yakinsak uzaylar giris yapti.
1979 da Schwarz [5], ConFCO (objeleri sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri
stirekli doniistimler) kategorisini tamimladi ve ConFCO Kategorisinin FILTER
(objeleri siizge¢ uzaylar, morfizmleri siirekli dontisiimler) kategorisine izomorf

oldugunu gosterdi.

Ayirma aksiyomlari, topolojide baglantililik, tam baglantisizlik, kalitsal tam
baglantisizlik, kompaktlik, soberlik, gibi kavramlarin yaninda Urysohn Lemmast,
Urysohn Metriklesme Teoremi ve Tietze Genisleme Teoremi gibi 6nemli teoremlerde
de yer aldigindan bu kavramlari belirli topolojik kategorilerde karakterize etmek
onemlidir. Ayirma aksiyomlarini topolojik kategoriye genisletmek icin ¢alisilan
topolojik kategorideki baslangic-final kaldirmalari ve diskre-indiskre yapilar
belirlemek ¢ok 6nemlidir. Ciinkii bu kavramlarin her birisinin baslangi¢ kaldirma ve

diskrelik ile iligkisi vardir.

1991°de Baran [6], klasik ayirma aksiyomlarmin g¢esitli genellestirmelerini

p noktasinda (lokal) ve noktadan bagimsiz olarak verdi. Baran ve Altindis [7], lokal

pre-Hausdorff ((X,7) topolojik uzaymin preT, olmasi x,y € X, x # y i¢in {x, y}

kiimesi indiskre degilse, x ve y nin ayrik komsuluklara sahip olmasi demektir.) uzaya

giris yapti. PreT, objeler topolojik uzaylarda preT, topolojik uzaylara indirgenir [7].
1



Lokal pre-Hausdorff (preT,) objelerin en 6nemli kullanimi topolojik kategorilerde
lokal Hausdorff, T, T,, regiiler, tam regiiler, normal, tam baglantisiz, kalitsal

baglantisiz objelerin ve bu objelerin ¢esitli formlarini tanimlamakta kullanilir [8-11].

PreT, objeler bir toposta [12] decidable objeleri [13] karakterize etmekte
kullanilmasimin yaninda kiimenin sonlu olmasi durumunda uzaylar Borel field [14]
kavramini tanimlamakta kullanilir ((X, T) sonlu bir topolojik uzay olsun. 7 ailesi Borel
field dir ancak ve ancak (X, t) preT, uzaydir.). Ayrica T, ve preT, uzaylarin sober
uzaylar [15] ((X, ) uzayinin sober olmasi demek her indirgenemez alt kiimesinin tek
bir generic noktaya sahip olmasi demektir, yani B c X indirgenemez bir kiime ve
b € X olmak iizere {b} = B dir) ile ¢ift yonlii gerektirmesi de bulunmaktadir. Bundan
baska preT, objeler geometrik realization da, onlarin ilgili araliklarinda ve homotopik

yapilara karsilik gelen kavramlarin belirlenmesinde 6nemli rol oynar.

1994 yilinda Mielke [16], genel topolojide bazi klasik teoremlerde gecen T, lik sarti
yerine preT, kullanarak, kalitsallik, carpimsallik, kompaktlik gibi kavramlari topolojik

kategorilere genisletti.

Bu tez ¢alismasinda, lokal preT, ve lokal T, sabit siizge¢ yakinsak uzaylar karakterize
edilerek, cesitli formlar:1 arasindaki iliskiler arastirilmistir. Daha sonra lokal preT, ve
lokal T, sabit siizge¢ yakinsak uzaylardan olusan ConFCO sabit siizge¢ yakinsak
uzaylarin kategorisinin dolu alt kategorileri olan preT,(ConFCO), preT,'(ConFCO0),
T,(ConFCO), T, (ConFCO), KT,(ConFCO) ve LT,(ConFCO) nin Kkalitsal,
carpimsal ve co-¢arpimsal olup olmadiklar1 gosterilmistir. Ardindan KT,(ConFCO)
ile preT,(ConFCO) Kkategorilerinin ve T,'(ConFCO) ile preT,' (ConFCO)
kategorilerinin izomorfik kategoriler oldugu ispatlanmistir. Son olarak teoremlerden

elde edilen sonuglar bir araya getirilerek sonug ve oneriler verilmistir.



2. KATEGORIK KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Kategori

Tammm 2.1.1 C nin objeleri (nesneler) ile objeler arasindaki tiim morfizmlerin
(doniistimler) smifi, iki morfizm igin bileske isleminin tanimlandigi ve bu bileske

islemi asagidaki sartlar1 saglamasi halinde bu yapiya kategori denir [17,18].

()X, Y€ O0b(C)iginly: X — Xvely:Y — Y birimmorfizmleri vardir 6yle ki her

f:X — Y morfizmi igin
fely=1yof =f
(i) Her f,g,h € Mor(C) igin f:X —Y,g:Y — Zveh:Z — W igin
(hog)of=ho(gef)

C kategorisindeki objeler sinifi kisaca Ob(C), X,Y € Ob(C) igin X den Y ye tiim
morfizmlerin siifi Hom¢(X,Y) = {f|f: X — Y morfizm} seklinde ve verilen iki

morfizmin bileskesi de
o:Hom¢(X,Y) X Hom¢(Y,Z) — Hom¢(X, Z)

(f,9) > gef

seklinde gosterilir.
Ornek 2.1.2 (1) Objeleri tim kiimeler, morfizmleri ise kiimeler arasindaki

fonksiyonlar olan yap1 kategoridir ve Set ile gosterilir.

(2) Objeleri tiim topolojik uzaylar, morfizmleri ise siirekli fonksiyonlar olan yapi bir

kategoridir ve Top ile gosterilir.

(3) Objeleri tiim gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri olan yap1 bir kategoridir

ve Grp ile gosterilir.



(4) Objeleri tiim siizgeg¢ yakinsak uzaylar (lokal yakinsak uzaylar, limit uzaylar)
morfizmleri siirekli doniistimler olan yap1 bir kategoridir ve FCO (sirasiyla LFCO,

Lim) ile gosterilir

(5) Obijeleri tim bagmnti uzaylar1 (yansima bagintili uzaylari, 6n siralama bagintili
uzaylar), morfizmleri baginti koruyan doniisiimler olan yap1 bir kategoridir ve Rel

(sirastyla RRel, Preord) ile gosterilir.
2.2 Ozel Obje Ve Morfizmler

Onerme 2.2.1 X # @ bir kiime ve Y bir kiime, f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Asagidaki ifadeler denktir:

(i)  f birebirdir.
(i) g o f = 1x olacak sekilde g: Y — X fonksiyonu vardir.

Tammm 2.2.2 C Kkategori ve f € de morfizm olsun. geo f =14 seklinde

g:Y — X morfizmi varsa f ye kesit (section) denir.
Onerme 2.2.3 f: X — Y icin asagidakiler denktir:

(i)  f ortendir.
(i) f o g = 1y olacak sekilde g: Y — X fonksiyonu vardir.

Tanimm 2.2.4 C bir kategori ve f:X — Y morfizm olsun. f o g =1, oldugunda

g:Y — X ise f ye retraksiyon (retraction) denir.
Onerme 2.2.5 f: X — Y icin asagidakiler denktir:

(i)  f birebirdir ve ortendir.

(i) f o g =1y olacak sekilde g: Y — X fonksiyonu vardir.

Tamm 2.2.6 C bir kategori ve f: X — Y morfizmiolsun. go f =1y ve fog =1y
olacak sekilde g:Y — X morfizmi varsa f ye izomorfizm (yani hem kesit hemde

retraksiyon) denir.



Onerme 2.2.7 f: X — Y i¢in asagidakiler denktir:

(i)  f birebirdir.
(i) foh = f ok olacak sekilde tiim h ve k i¢in h = k dir.

Tamim 2.2.8 C bir kategori ve f: X — Y morfizmi olsun. f o h = f o k olacak sekilde

C Kategorisindeki tiim h ve k i¢in h = k ise f ye monomorfizm (monic) denir.
Onerme 2.2.9 f: X — Y igin asagidakiler denktir:

(i)  f ortendir.
(i) hof =ko f olacak sekilde tiim h ve k igin h = k dir.

Tammm 2.2.10 C bir kategori ve f:X — Y morfizmi olsun. ho f = k o f olacak
sekilde € kategorisindeki tiim h ve k i¢in h = k ise f ye epimorfizm (epic) denir.

Tammm 2.2.11 C bir kategori ve f:X — Y morfizmi hem monomorfizm hemde

epimorfizm ise f ye bimorfizm denir.

Tamim 2.2.12 Bir C kategorisinde ve A € 0b(C) olsun. Eger her bir X € 0b(C) igin
Homc(A,X) tek elemanli oluyorsa A ya € nin baslangig objesidir denir. Eger
her B € Ob(C) igin Hom(X, B) tek elemanli oluyorsa B ye C nin bitis objesidir denir.
Eger baslangi¢ ve bitis objesi ayni ise bu objeye sifir obje denir [17].

Set te A = @ baslangi¢, B = {x} ciimlesi bitis objedir.
Top da A = (@,t ={@}) baslangic obje ve B = ({x}, T= {(D, {x}}) nin bitis objesidir.

Grp da A = B = {e} hem baglangig hemde bitis objesidir. Dolayisiyla bu obje bu
kategoride sifir objedir.

Born veya PBorn da A = (0,{0}) baslangig, B = ({x}, F = {0,{x}}) ciimlesi
bitis objedir.

RRel de A = (®,R = 0) bos bagintil1 uzay baslangic, B = ({x}, R = {x}?) ciimlesi
bitis objedir.



2.3 Fanktor

Tamm 2.3.1 C ve D iki kategori olsun. € nin her bir X objesi i¢in D nin F(X) objesine,
C nin her f: X — Y morfizmi D nin F(f): F(X) — F(Y) morfizmine doniigsiin. Bu
durumda asagidaki sartlar saglaniyorsa F: C — D ye fanktor denir [17,18].

(i) Her X € 0b(C) igin
F(1x) = 1px)
(ii) f, g € Mor(C) igin g o f tanimh olmak iizere,
F(gof)=F(g)°F(f)

Ornek 2.3.2 (1) U: Top — Set, U((X,7)) = X ve U: Grp — Set, U((G*)) =G
seklinde tanimlanan dontsiimler yapiyr ihmal ettiginden unutkan fanktor olarak

adlandirilirlar.

(2) U:Set — Top, U(X) = (X, P(X)) seklinde tanimlanan dontisiim bir fanktordur
ve bu fanktora diskre fanktor denir. U(X) = (X, {@, X}) olsayd:1 U ya indiskre fanktor

denir.
Tamm 2.3.3 ([17,18]) F:C — D bir fanktor olsun.

(1) Her X,Y € Ob(C) ve her f: F(X) — F(Y) doniisimii i¢in en az bir g € C(X,Y)
dontisiimii vardir 6yle ki F(g) = f ise F ye dolu fanktor denir, yani dolu fanktor bir

bakima morfizm anlaminda ortenlige denk gelmektedir.

(2)Her X,Y € Ob(C) veher f,g € C(X,Y) dontisiimleri igin F(f) = F(g) oldugunda
f = g oluyorsa F ye diizenli (faithful) fanktor denir, yani diizenli fanktor bir bakima

morfizm anlaminda birebirlige denk gelmektedir.

(3) Her X € Ob(C) igin her f:X — X doniisiimii izomorfizm ve F(f) = 1y

oldugunda f = 1y oluyorsa F ye amnestik fanktor denir.

(4) F amnestik ve diizenli ise F ye belirli (concrete) fanktor denir.



(5) GoF =1, ve FoG =1p olmak iizere G:D — C bir fanktor varsa F ye

izomorfizm, G ve F ye ise izomorfik kategoriler denir.

Tanmm 2.3.4 F,G:C — D fanktorlar olsun. Her A,B € Ob(C) ve her f:A — B
morfizmi i¢in a,: F(A) — G(A4) donisiimi D kategorisinde bir morfizm olmak iizere

G(f)o ay = ago F(f) oluyorsaa: F — G ye dogal doniisiim denir [17,18].

Sekil 2.1. Dogal doniisiim diyagrami.

Ornek 235 U:Top — Set unutkan, D:Set — Top diskre fanktor olsun.
a:l — UD ve [:DU — I dogal donistimlerdir. Burada I birim fanktordur, yani
I(B) = B dir.

/1_\ /DU\A
Set a Set Top\ﬂ/'TOP
UD 1

Sekil 2.2. Set ve Top kategorilerinde dogal doniisiim diyagramu.

Tamim 2.3.6 C ve D iki kategori olsun. F: € — D ve G: D — C fanktorlar1 verilsin.

Asagidaki sartlar saglanirsa F ye G nin sag adjointi veya G ye F nin sol adjointi denir
[17,18].

()n: I — GoFvee: FoG — I dogal doniistimleri olmalidir.

(ii) (NG) o (Ge) =1 ve (eF) o (Fn) = I esitlikleri saglanmalidir.



Iki topolojinin ¢arpimi nasil topolojilerin carpimi degilse bir € kategorisindeki A ve
B objelerinin ¢arpimi1 da bilinen kartezyen carpimi degildir. Evrensel ozellik ile
birlikte carpimin tek bir izomorfizm ile kaldirilabilir olmasidir. Yani burada 6nemli

olan bir nesnenin diger nesnelerle veya diger morfizmlerle olan iligkisidir.
Tamm 2.3.7 ([17,18]) C kategori ve {4;};c; objelerin sinifi olmak iizere bu durumda,

(1) B € Ob(C) ve heri € I igin p;: B — A; morfizmleri i¢cin X € Ob(C) objesi ve her
i€l icin fi:X — A; icin p;o @ = f; olacak sekilde bir tek ¢:X — B varsa
(B, {pi}ier) Ye {A;}ic; objelerinin ¢arpimi denir.

(2) R € Ob(C) objesi ve heri € I igin ¢;: A; — R morfizmleri i¢in X € Ob(C) objesi
ve her i €] i¢in f;: A; — X icin ¢ o ¢; = f; olacak sekilde bir tek ¢: R — X varsa
(R, {ci}ier) Ye {A;}ic; Objelerinin co-garpimi denir.

Ornek 2.3.8 Set kategorisinde iki objenin garpim bildigimiz kartezyen carpimdir.
Grp kategorisinde iki objenin ¢arpimi direkt ¢arpimdir. Top kategorisindeki iki

objenin ¢arpimi ise 7, ¢arpim uzaydir.
2.4 Topolojik Kategori

Tamm 2.4.1 U: C — D bir fanktoru asagidaki sartlarsa U ya topolojik fanktor ve C ye
D tizerinde topolojik kategori denir [17,19].

(i) U belirlidir,

(ii) Her B € 0b(D) i¢in U™Y(B) = {X € 0b(C)|U(X) = B} bir kiimedir. Yani U

kiiciik demetlere sahiptir. Burada U~*(B) ifadesine B iizerindeki demet denir.

(ilf) Her U-kaynagi bir baslangic kaldirmasina sahiptir veya buna denk olarak

her U-kavsagi bir bitis kaldirmasina sahiptir.

Ddekiheri €l f;:U(X) = A — U(X;) ailesi i¢in (f;) = f; olacak sekilde € de bir
fi:X > X;, i€l ailesi vardr ve U(hpiY —> X)) =fiok:UY)—>UX) =
A — U(X))ikenk: U(Y) — U(X) doniisiimiine karsilik U(k) = k olacak sekilde en

az bir k : Y — X doniisiimii mevcuttur dyle ki f; o k = g; .



Tammm 2.4.2 U: C — D topolojik fanktor olmak iizere eger D nin bitis objesinin her
alt objesi B olmak iizere U~1(B) tek bir yapiya sahipse U ya normallestirilmis
topolojik fanktor denir [17].

Ornek 2.4.3 U: Top — Set, U(X,t) = X normallestirilmis bir topolojik fanktordur.

() U unutkan fanktor vyani UX,7)=X ve f:(X,7)— (Y,0) igin
U(f) =f:X — Y seklinde verilsin. f, g : (X,t) — (Y, o) stirekli dontistimleri igin
kabul edelim ki U(g) = U(f) olsun. Burada f = g olur. Yani U diizenlidir. Diger
taraftan ise f: (X,7) — (X, ) sirekli, U(f) = 15 ve f homeomorfizm olsun. Bu
durumda f =1 Yani @ =7 oldugunu gosterelim. f ve f ~1 siirekli ve
U(f)=f =1 oldugundan, f 1(p)ctoldugundan @ ct dir. f71 (1) co
oldugundan T < ¢ olup T = ¢ dir. Yani U amnestiktir. O halde U hem amnestik hem

de diizenli oldugundan U belirlidir.

(i) Simdi ise U '(X) ={(X,7)|U(X,7) = X } nin kiime oldugunu gdsterelim.
® ={ 1|1, X iizerinde topoloji} olsun. 8: U 1(X) —» ® ve 6(X,7) = 7 olarak
almirsa 6 nin birebir ve 6rten oldugu agiktir. Dolayisiyla U~1(X) ile @ denktir. ® bir
kiime oldugundan U~1(X) de bir kiime olur. O halde U kii¢iik demetlere sahiptir.

(i) {fi: X — UX;,t;) = X;,i € I} Setdebir U kaynagi ve T, tiretilen topoloji
olmak tizere f;: (4, 7,) — (4;,7;) olsun. T = 1, olmasi igin gerek ve yeter sart (Y, 0)
topolojik uzay1 ve siirekli g;: (Y, 0) — (X;, t;) fonksiyonlar ailesi i¢in eger g; = f;oh
olacak sekilde en az bir h: Y — X fonksiyonu varsa h siireklidir. Bu 6nermeden dolay1
fi:(X, .) = (X;,7;), U-kaynagmm baslangic kaldirmasidir. { f;: U(X;, 1;) =
X; — X,i € I} sinifi, Set de herhangi bir U kavsagi ve t* zayif (coinduced) topoloji

olsun. f;:(X;,7;) —(X, t¥) verilen kavsagin bitis kaldirmasidir.

Yukarida Top yerine Unif, SUConv, PUConv, Rel, RRel kategorileri alinirsa bu

kategorilerin de topolojik kategori oldugu goriiliir.

Ornek 2.4.4 (1) Met, metrik uzaylar kategorisinde metrik uzaylarin keyfi ¢arpimlar
her zaman bir metrik tanimlamaz. Bu ise U-kavsaginin bir baslangi¢c kaldirmasina
sahip olmadiginmi gosterir. Grp, Ring kategorilerinde bir grubun ve bir halkanin alt

kiimesi grup ve halka degildir. Bu ise U-kaynaginin bir baslangi¢ kaldirmasina sahip
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olmadigin1 gosterir. Benzer sekilde Poset kismi siralama baginti uzaylar kategorisi,
Vect tim reel vektor uzaylar kategorisi alindiginda da bu fanktorlarin topolojik

fanktor olmadig1 goriiliir.

(2) Objeleri topolojik gruplar morfizmleri topolojik grup homomorfizmi olan TopGrp
kategorisi i¢in U: TopGrp — Grp topolojik fanktordur. Fakat U: TopGrp — Set
topolojik fanktor degildir.

Tammm 2.4.5 C, D iki kategori olsun. U: C — D topolojik fanktoru D: D — C sol
adjointine sahip ise D ye diskre fanktor, D*: D — C sag adjointe sahip ise D* a
indiskre fanktor denir. Yani X € Ob(C) i¢in X = D(U (X)) objesine C de diskre obje
ve Y = D*(U(Y)) objesine de C indiskre obje denir. Diskre ve indiskre objeler su
sekilde de tamimlanabilir [17].

X € 0b(C) diskre olmasi igin gerek ve yeter sart C nin her'Y objesi igin U(X) — U(Y)

morfizmi X — Y kaldinlabilirdir.

X € 0b(C) indiskre olmasi igin gerek ve yeter sart C nin her Y objesi igin
U(Y) — U(X) doniisiimii Y — X kaldirilabilirdir.
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3. SABIT SUZGEC YAKINSAK UZAYLAR
3.1 Siizge¢ Ve Yakinsakhik Kavrami

Tanim 3.1.1 B # @ bir cimle, « # @ ve a c P(B) olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa a ya B lizerinde bir 6z siizge¢ (proper) denir.
D ¢a

(iDHerU,VeaignUNV ea

(iNUea veUcCViseV ea

(i) ve (ii) sarttan « slizgecine ait sonlu sayida kiimelerin kesigsiminin bos olamayacagi
ve (i) sarttan a siizgecine ait her sayida kiimelerin birlesiminin « slizgecine ait oldugu
anlasilir. Ayrica (i) sarttan P(B) kiimesinin kendisi bir stizgeg degildir. (iii) sarttan ise

stizgeclerin artan bir yapida oldugunu gosterir.

@ € a ve (ii) ve (iii) sartlar saglanirsa @« = P(B) dir. Bu durumda « ya B iizerinde
bir 6z olmayan siizgeg (improper) denir. B {izerindeki tiim siizgeglerin ciimlesi F(B)

ile gosterilir.
Ornek 3.1.2 (1) B = {x} olsun. B iizerindeki siizgegleri bulalim.

P(B) = {{x},®} dir. acP(B) i¢in a={0{0},{{x}},P(B)} dir. Sizgeg
tanimindan @ € a oldugundan a = @,a = {@}, a = {P(B)} siizge¢ degildirler.
a = {{x}} stizgectir. Ciinkii @ € a ve U =V = {x} olacagindan U NV = {x} € «,
U={x}€aveU cV = {x}oldugundan V € a dur.

(2) B = {x, y} kiimesi i¢in B iizerindeki siizgegleri yazalim.

P(B) = {0,{x},{y}, B} dir. a c P(B) olacagindan a, 24 = 16 tane siizge¢ aday1

vardir. Fakat bunlardan sadece 3 tanesi siizgegtir. Bunlar a; = {B}, a, = {{x}, B} ve

as = {{y}, B} du.
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(3) B = {x,y, z} olsun. B lizerindeki siizgegleri yazalim.

a, = {B} asikar siizgeg.

oy = {{x!y}!B}
a; = {{x, Z},B}
as ={{y,z}, B}

as = {{x}, {x,y},{x,2}, B} = [x]

as = {{y} {x. ¥}, (v.2}, B} = [¥]

a, = {{z}, {x, 7}, {y, 2}, B} = [2] seklindedir.

B iizerinde siizge¢ olmayan yapilarda vardir bunlardan bazilart ise;
ag = {{x}, {x, ¥}, {y, 2}, B}

g = {{Z}, {x},{y, 2z}, {x, Z},B} dir.

Ornek 3.1.3 B bos olmayan bir ciimle, ® # A € B ve x € B olsun.

(1) a = {U < B:x € U} = [x] bir siizgegtir. [x] kiimesi x noktasini iceren B nin

tim alt ciimlelerin cumlesidir.

(i) @ ¢odr.

(if) U,V € a olsun. Tanimdan x € U ve x € V dir. x € U NV olur, dolayisiyla
UNnV € a elde edilir.

(il) Ue€eaveUcVolsun.U € a oldugundanx € U dirrx eU c V denx €V

elde edilir. Dolayisiyla V € a dir.
(2) a = {U c B: A c U} = [A] ifadesi B iizerinde 6z stizgeg olur. Gergekten,

(1) ©¢€J[A]dm.
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(i U€ela] ve VE[a] ise acU ve acV dir. Buradan UNV c «a
oldugundaU NV € [a] dir.
(M U€E[a] ve UcV alalim. U € [a] ise ac U dir. UcV oldugundan

acUcV dir. acVeldeedilir. Buradan V € [a] bulunur.

(3) (B, t) topolojik uzay ve x € B olsun. x noktasinin tiim komsuluklarini ihtiva

eden N, ={U S B | enazbirV € tvex € V c U} c P(B) ailesi bir siizgegtir ve bu

stizgece x nin komsuluklarinin siizgeci denir.
Tamm 3.1.4 B # @ ve a ise B de bir siizge¢ olmak iizere,
(1) HerU c Bigin U € aveya U € a ise a ya ultra (maximal) siizge¢ denir.

(2) @ c B ise a siizgeci B dan daha kalindir veya S siizgeci a dan daha incedir

denir.

Tanim 3.1.5B #@we a c P(B), a # @ olsun. Eger a asagidaki sartlar1 saglarsa «

ya siizgec bazi denir.

(i) @ & adi.

(i) Her U,V € aigin W < U n'V olacak sekilde W € a vardir.
Ornek 3.1.6 B = {x,v,z},8 = {{x}, B} olsun.

(i) @ & B saglar.

(i) {x},BepB icin {x}NnB={x}€P, {x}n{x}={x}eBve BNB=BEf

oldugundan sartlar saglanir § siizgeg bazidir.

Tammm 3.1.7 B bos olmayan bir ciimle, @ # f§ < F(B), B iizerinde slizge¢ bazi
olarak alalim. F = {U c B:3V € Bvardir dyleki V < U} ifadesine g siizgeg

bazi(tabani) tarafindan iiretilen siizge¢ denir.
Ornek 3.1.8 B = {x,y,z}, B = {{x}} olsun.
() @ ¢ B saglar
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(i) U Ve igin U,V ={x} oldugundan UNV ={x} € dir. Sartlar

saglandigindan S silizgeg bazidir.

Fakat {x} < {x, z} iken {x,z} € B oldugundan B silizge¢ degildir. S siizge¢ bazi
tarafindan tretilen siizge¢ Tanim 3.1.7 den ¢ = {{x}, {x, v}, {x, z}, B} = [x] dir.

3.2 Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar

Tanmm 321 X bir kime, F(X) ise X izerindeki siizgeclerin smifi ve
K:X — P(F(X)) fonksiyon olsun. K asagidaki sartlar1 saglarsa K ya sabit siizgeg
yakinsaklik yapisi ve (X, K) ya ise sabit siizge¢ yakinsak uzay denir [5].

(i) Her x € X icin [x] € K dir, burada [x] = {A c X | x € A} dir.
(ii) F, X kiimesi tizerinde siizgeg ve F € G olsun. Eger F € K ise G € K dir.

(X,K) ve (Y, L) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olsun. F € K
oldugunda f(F) € L ise f doniisimiine siireklidir denir. Objeleri sabit siizgeg
yakinsak uzaylar, morfizmleri yukaridaki sekilde tanimlanan siirekli dontistimler olan

sinifa sabit yakinsak siizgec uzaylar kategorisi denir ve ConFCO ile gosterilir.

Ornek 3.2.2 X = {a,b,c} kiimesi iizerindeki baz1 sabit siizge¢ yakinsak uzaylari

yazalm. X deki siizgeglerin sinifi
F(X) = {lal, [b], [c], [{a, b}], [{a, c}], [{D, c}], [X], [@]} olmak iizere,
Ky = {[al, [b], [c], [2]}

K, = {lal, [b], [c], [{a, B}], [9]}

K3 = {[a], [b]! [C], [{a, b}], [{a, C}], [Q)]}

Teorem 3.2.3U: ConFCO — Set, U((X,K)) = X seklinde tanimlanan U doniistimii

normallestirilmis bir topolojik fanktordur.

Ispat: U déniisiimiiniin fanktor oldugu agiktir. Simdi topolojik fanktor sartlarini

saglatalim:
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(1) U nun belirli oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in 6ncelikle U fanktorunun diizenli
olup olmadigini inceleyelim. (X,K),(Y,L) € ConFCO ve f,g:(X,K) — (Y,L)
dontistimleri icin U(f) = U(g) ise U(f ) = f veU(g) = g olup f = g dir.

U nun amnestik oldugunu gostermeliyiz.

fi(X,K) = (X,L)i¢inU(f) = f =14, X — X ve f izomorfizm olsun. Her x € X
icin & € K olsun. f siirekli oldugundan f(a) € L dir. 14y(«) € L ise a € L dir, sonug
olarak K c L dir. f izomorfizm oldugundan f~1: (X,L) — (X, K) olur. f~1 siirekli
oldugundan @ € L igin f~1(a) € K dir. Boylece f~1=1y ic¢in 1y(a) €K
oldugundan @ € K dir. Dolayisiyla L < K ve K = L dir. Sonug olarak f = 1y ) dir,

yani U amnestik tir.

(ii) U nun kiiciik demetlere sahip oldugunu, yani her X € Ob(Set) i¢in U~1(X) in

ctimle oldugunu gostermeliyiz.

U=L(X) ={(X,K) : UX,K) =X} ve ® = {K:K c X x P(F(X))} olsun. O halde
0:U~1(X) — @, doniisiimii 8((X,K)) = K olsun. 6 birebir ve &rten oldugundan
U~1(X) ile @ denktir ve ® kiime oldugundan her X € Set icin U~(X) da bir

kiimedir. Sonug olarak, U kii¢iik demetlere sahiptir.

(iii) (X;, K;) ConFCO nin objeleri ve {f;: (X,K) — U(X;, K;) = X;(i € )} Set de bir
U kaynagi olsun. K = {a: f;(a) € K;, heri € I} olsun. (X,K) € ConFCO oldugunu
gosterelim.  f;: (X,K) — (X;, K;) kaynagin f;: X — X; nin baglangi¢ kaldirmasi

oldugunu gosterelim.

Her (Y,L) € ConFCO, (X;K;) € ConFCO ve ConFCO de herhangi bir
h;: (Y,L) — (X;, K;) doniisim ailesi i¢in en az bir k: Y — X fonksiyonu vardir ve
U(f;) o k = h; dir. Gosterecegiz ki en az bir k: (B,L) — (X,K) fonksiyonunun
siirekli dyle ki U(k) = k dir. Yani her a € L i¢in k(a) € K oldugunu gostermeliyiz.
a € L olsun, h; ler siirekli olduklarindan h;a € K; (h;(y)) dir. U(f;) o k = h; den
fi(k(a)) = h;a € K; olur. Boylece f;(k(a)) € K;ve K nin tanimindan k(a) € K dir.
Dolayisiyla U: ConFCO — Set bir topolojik fanktordur.
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U~1({x}) ve U~1(®) un tek bir yap1 olusturup olusturmadigina incelemek gerekir.

U1(@) = (8,0) = (@,K) yani K =0 dur. U ({x}) = ({x},K),K = {[x] [0]}
dir. Dolayisiyla bos ve tek nokta ciimlesi lizerinde yalniz tek bir yap1 vardir. Bdylece

U: ConFCO — Set normallestirilmistir topolojik fanktordur.

Tammm 3.2.4 Genel topolojide bilinen klasik ayirma aksiyomlarimi ConFCO

kategorisine genellestirmemize yardim eden temel kavramlari tanimlayalim:

(1) ConFCO da icin {f: (A, K) — (A, K;),i € I} kaynag1 f;: A — A; nin bir
baslangi¢c kaldirmasidir ancak ve ancak her a € K igin f; (@) € K; dir [20,21].

(2) ConFCO da f: (A;, K;) — (A, K) kavsag bitis kaldirmasidir ancak ve ancak her
a € K igin en az bir §; € K; vardir 6yle ki f;(f;) < « dir [5,20].

(3) ConFCO da (X, K) objesi diskre objedir ancak ve ancak her a € X i¢in K = {[a],
P(X) = [@]} dir.

(4) ConFCO da (X, K) objesi indiskre objedir ancak ve ancak K = F(X) olmalidur.
3.3 Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar fle Topolojik Uzaylar Arasindaki iliski
Teorem 3.3.1 Her topolojik uzay sabit siizge¢ yakimsak uzayidir.

Ispat: (X, 1) topolojik uzay ve x € X i¢cin L = {a € F(X): a D N,} olsun. (X, L) nin

sabit siizgec yakinsak uzay1 oldugunu gosterelim.

(1) [x] o WV, oldugunu gosterelim. U € JV, ise en az bir V € t vardir dyle Ki

x €V cUiseU € [x] dir. Buradan [x] € L olur.
QQaeLl(x)veac folsun.a >N, vef Da>dN,denf DN, vef € Lolur.
Teorem 3.3.2 Her metrik uzay sabit siizge¢ yakinsak uzaydir.

Ispat: (X,d) bir metrik uzay olsun. D, = {(x,y):d(x,y) < & >0} ve
& ={U c X:enaz bir ¢ > 0 i¢in D, c U } olsun. Béylece L? = {f € F(X): B o 6}

sinift X iizerinde bir sabit siizge¢ yakinsaklik yapisidir.
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(1) Uedolsun. O halde € >0 igin D U dir. Her € >0 ve herx € X i¢in
d(x,x) =0 < goldugundan (x,x) € D, dir. (x,x) €D, ve D, c U oldugundan
(x,x) €U ve dolayisiyla U € [x] dir. Buradan her x € B igind < [x] den
[x] € L dur.

Qaelfveacpfolsun.a € L% ise § c a dir. @ € fise § € @ < B dir. Buradan

5 c fvep e L4 dir.

Teorem 3.3.3 X # @ bir kiime, T ve t* ler X iizerinde iki topoloji olsun. Ayrica § ve
[* da sirasiyla 7 ve T* topolojilerinin birer bazi olsun. Bu durumda 7 < t* dir ancak
ve ancak her x € X i¢in her x € B € f i¢in x € B* c 8 olacak sekilde en az bir
B* c B* dir.

3.4 Noktada Eksen Doniisiimleri

Tanmim 3.4.1 X bir kiime, p € X olsun. X[[X, X in ayrik birlesimi olsun. X in p de
wedge carpimi X [X nin p de ¢akismasidir denir ve XV, X ile gosterilir [6]. XV, X den
alinan bir x noktas1 birinci kiimeden ise x;, ikinci kiimeden ise x, ile ifade edilir.
Ormegin X = {m,n,p} olsun. X in ayrik birlesimi X[[X = {my,ny, p1, My, ny, po} Ve

X inp de wedge carpim1 XV, X = {my,ny, p, my, n,} seklindedir.

Tanmmm 3.4.2 (1) p de Temel Eksen Doniisiimii (Principle p-Axis Map):
A,: XV, X — X? seklindeki doniisiim igin,

Ap(xl) = (X, p)
Ap (Xz) = (p' X)

(2) p de Skewed Eksen Déniisiimii (Skewed p-Axis Map): S,:XV,X — X?

seklindeki doniisiim igin,
Sp(x1) = (x, %)

Sp (x2) = (p' X)
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(3) p de Katlama Déniisiimii (The Fold Map): ¥,: XV, X — X seklindeki doniisiim

i¢in,
Bx)=x i=12
olarak tanimlanir.

Ornek 3.4.3 X kiimesi yerine R reel sayilar kiimesini ve p = 0 olarak alirsak,

p de temel eksen doniisiimiiniin goriintiisii x ve y eksenlerinin birlesimi,

p de Skewed eksen doniisiimiiniin goriintiisii y = x dogrusu ve y ekseninin birlesimi,
p de katlama doniisiimiiniin goériintiisii ise x eksenini verir.

Simdi de sonraki béliimde kullanacagimiz m;;: B2V,B* — B fonksiyonlar: altinda

bir kiime tlizerindeki muhtemel tiim silizgeglerin durumlarini belirten teoremleri ifade

edelim.

Teorem 3.4.4 ([22]) i,j=1,2 icin a;; ler B lizerindeki 06z siizgecler ve

m;;: B2V,B* — B olsun.

ise bu durumda

(1) o 6z stizgegtir ancak ve ancak

(@) a1 Uaq, Ve ay, Uayy 0zslizgeg veya (D) a1 U @y Ve @y, U @y, 0z siizgectir.
(2) o 0z siizgeg ise bu taktirde

a1 Uay, , (a) saglanmaz ise
T10 = a1 Uag, , (b) saglanmaz ise
a1 U (ay; Nagy), (a)ve (b) saglanmaz ise
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a1 U ay, , (a) saglanmaz ise
Ty 0 = QAyz Uy , (b) saglanmaz ise
@y U (a1 Nayy), (a)ve (b) saglanmaz ise

;U dy, , (a) saglanmaz ise
T1,0 = a1 Uag, , (b) saglanmaz ise
a5 U (a1 Nayy), (a)ve (b) saglanmaz ise

a1z U ayy , (a) saglanmaz ise
Myy0 = Az U ayq , (b) saglanmaz ise
ay, U (ap Nayy), (a)ve (b)saglanmaz ise

Teorem 3.4.5 ([22]) i =1,2,3 igin a; ler B iizerinde ki 6z siizgegler olsun.
o= (nlAp)_lal U (712A1[,)_1a2 U (nZSp)_1a3 ise bu durumda,

(1) o 6z slizgegtir ancak ve ancak

(@) a, c [p] ve a; U as 6z stizgeg veya (b) a; < [p] ve a, U a3 Oz siizgegtir.

(2) o 6z siizgeg ise bu taktirde

[p] , (a) saglanmaz ise
mA,0 = a, Uas , (b) saglanmaz ise
[pl N (a; Uaz), (a)ve (b)saglanmaz ise

a, U as , (a) saglanmaz ise
myA,0 = [p] , (b) saglanmaz ise
[p] N (a; Uas), (a)ve (b)saglanmaz ise

a, Uas , (a) saglanmaz ise
T3S,0 = a, Uas , (b) saglanmaz ise
as; U (a; Nay), (a)ve (b)saglanmaz ise
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Teorem 3.4.6 ([22]) BV,B lizerinde en az bir ¢ 06z siizgeci vardir dyle ki

M1 A,0 = ay, MAp0 = @, Ve M,5,0 = a3 dir ancak ve ancak
(1) Teorem 3.4.5 in (a) saglanmaz ise a, = a3 Ve a; = [p] dir,
(2) Teorem 3.4.5 in (b) saglanmaz ise @; = a3 ve a, = [p] dir,
(3) Teorem 3.4.5 in ne (a) ne de (b) saglanmaz ise @; N @, = a; N [p] dir.

Teorem 3.4.7 ([22]) B bir kiime ve a4, a5 ler ise B lizerindeki 6z slizgegler olsun. Bu

durumda BV, B iizerinde en az bir o 6z siizgeci vardir dyle ki m;S,0 = a; Ve

Vo = a5 diir ancak ve ancak
(1) a; U a3 6z olmayan siizgeg ise a; = [p] ve m,A,0 = a3,
(2) ay & [p]ise a; = a3 ve mA,0 = [pl,

(3) a; < [p] ve a; U a3 6z siizgeg ise a; D a3 N [p] ve mpAy,0 = az N [p] dir.
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4. LOKAL T2 VE PRET2SABIT SUZGEC YAKINSAK UZAYLAR
4.1 Topolojik Kategorilerde Ayirma Aksiyomlari

Tamm 4.1.1 U: E — Set topolojik fanktor X € Ob(E), p € U(X) = B ve D diskre

fanktor olsun.
(1) X uzay1 p de T, dir ancak ve ancak
{4,:BV,B — U(X?) = B*ve V,: BV,B — UD(B) = B}
U- kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir [8].
(2) X uzay1 p de T, dir ancak ve ancak
{id: BV,B — U(XV,X) = BV,B ve ,: BV,B — UD(B) = B}

U-kaynaginin  baslangic ~ kaldirmasi  diskredir.  Burada XV,X  kiimesi,
{qoil ,qoi,:U(X) =B — BVpB} U-kavsagmin bitis kaldirmasi ve D(B) ise B
tizerindeki diskre yapidir. Ayrica iy,i,:B — B[[B kanonik doniistimler ve

q: BI[IB — BV,,B ise boliim doniisiimiidiir [8].
(3) X uzay1 p de preT, dir ancak ve ancak

A,:BV,B — U(X?*) = B*ve S,,: BV,B — U(X?) = B?
U- kaynaklarinin baslangi¢ kaldirmasi aynidir [7].

(4) X uzay1 p de preT, dir ancak ve ancak S,: BV,B — U(X?) = B? U-kaynaginin
baslangi¢ kaldirmas: ile {il ,i:U(X) =B — BV,B } U-kavsaginin bitis kaldirmasi
aynidir [7].

(5) X uzay1 p de T, dir ancak ve ancak X, p noktasinda T, ve preT, dir [6-8].
(6) X uzay1 p de T, dir ancak ve ancak X, p noktasinda T, ve preT, dir [6-8].
(7) X uzay1 p de KT, dir ancak ve ancak X, p noktasinda T, ve preT, dir [8].

(8) X uzay1 p de LT, dir ancak ve ancak X, p noktasinda T, ve preT, dir [8].
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Tamm 4.1.2 (B, t) bir topolojik uzay ve p € B olsun.

(1) Her a € Bve a # pigin a & G, i¢in p nin bir G, agig1 veya p & G, olacak sekilde

a nin bir G, ag1g1 varsa (B, T) ya p noktasinda T, dir denir.

(2) Her a,b € B ve a # b igin a & Gy olacak sekilde b nin bir G, acig1 veya
b & G, olacak sekilde a nin G, agig1 varsa (B, T) uzay1 T, dir.

(3) Her a € B ve a # p i¢in {a, b} kimesi indiskre degilse a ve b nin ayrik

komsuluklar1 varsa (B, t) uzayma preT, denir.

(4) Her a € B ve a # p i¢in G, N G, = @ olacak sekilde a nin bir G, acig1 ve p nin

bir G, ag1g1 varsa (B, T) ya p noktasinda T, dir denir.

(5) Hera,b € B ve a #b igin G, N G, = @ olacak sekilde a min bir G, a¢ig1 ve b nin

bir G, ag1g1 varsa (B, ) noktasinda T, dir denir.

Teorem 4.1.3 (X, 1) topolojik uzay1 p noktasinda To(T, = Tj) dir ancak ve ancak

XV, X iizerinde A, ve V,, fonksiyonlar tarafindan dogrulan topoloji diskredir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, 7) topolojik uzay1 p noktasinda T, olsun. X V/,, X iizerinde

taniml1 dretilen topolojinin diskre oldugunu gosterelim.

(X,7) nin p de T, oldugundan g # p ise p nin q y1 icermeyen N, ag1g1 vardir veya q

nin p yi igermeyen N, ag1g1 vardir. Kabul edelim ki g N, olsun.

Eger U ={q} ve W = N, x X almursa ki bunlar DX ve X? de agik kiimelerdir.

Buradan,

{g} =A," (W) NV, (U)  olacaktir.  Ciinkii g € A,'(W) NV, (U)  ise

V(@ =qeU={q}=>A4,(q) =(qgp) veya A,(@)=(pq) dir. q&N,
oldugundan A,(q) = (p,q) & W olacaktir. Buradan {q,} = V,,* (U) n A, (W) dir.

Kabul edelim ki p € N, olsun. U = {q} ve W = N, x X sirasiyla DX ve X* de agik
kiimeleridir. A,(q) = (q,p) EW veya A,(q) =(p,q) €W dir. (p,q) & W
oldugundan {q,} = A;*(W) NV, (U) dur.
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Eger p = q ise U = {p} kiimesi DX de ve W = X? ise X2 de aciklar oldugundan
A,(q) =(p,q) EW ve p€eU dir. Buradan {p} =V,'(U) N A, (W) saglanir.

Boylece X V), X lizerindeki A, ve V), nin iirettigi uzay diskredir.

Tersine olarak XV, X iizerinde A, ve V,, nin dogurmus oldugu uzay diskre olsun.
X in p de T, oldugunu gosterelim. Yani her g # p igin p yi kapsayan, g mn her N,

komsulugu i¢in p nin 3N, komsulugu vardirki g € N,, oldugunu gostermek yeterlidir.

q # p ve XV, X diskre oldugundan {q,} = V,*({q}) N A;* (W) olacak sekilde X* de
W acik kiimesi vardir. W, X? de acik oldugundan X de N, ve V agiklari vardir 6yle Ki
A,(q) = (q,p) &€ Ny xV c W dir.

Egerq & V ise N, = V olsun.

Eger q € Vise (p,q) € Ny x V ¢ W dir. Ciinkii g nin her N, komsulugu p yi igerir.
Fakat {q1,q.} = A, (W) NV, ({q}) dir. q; # g, oldugundan bu uzaym diskre
olmast ile gelisir. Dolayisiyla g & V dir.

Teorem 4.1.4 (X, 1) topolojik uzay1 p de preT,(preT, = preT,) dir ancak ve ancak

X'V, X lizerinde A, ve S, tarafindan tiretilen topolojiler aynidir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, 7) topolojik uzay1 p noktasinda preT, olsun. Tanim 4.1.2(3)
den her g # p i¢in eger {p, q} climlesi indiskre degilse p ve q ayrik komsuluklar
vardir. Simdi XV, X lizerinde S, ve A, nin dogurdugu topolojilerin ayni oldugunu
gosterelim. Bunu yaparken Teorem 3.3.3 kullanilacaktir. X? iizerindeki ¢arpim
topolojisi 7 olsun. Once A;*(7) € S,*(7) oldugunu gdsterelim. A, (7) nin bazinin
q € U elemaniigin U = 4 L(W) olarak sekilde T nin en az bir W baz elemam vardir.

q € U oldugundan A, (q) = (p,q) € W veya A,(q) = (q,p) € W dir.

Ap(q) = (p,q) € W olsun. Buna gére p ve g nin sirasiyla komsuluklar1 N, ve N,
olmak iizere W = N, X N, alinabilir. Ciinkii W, 7 nin baz elemanidir. Eger {p, q}
kiimesi indiskre ise agik olarak q =g, € S, (W) S A, (W) dir giinkii
r €S, (W) = S,(r) = (r,p) € W veya (r,r) € W dir. Su halde r € A,* (W) dir.
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Eger {p, q} ciimlesi indiskre degilse ve X, p de preT, oldugundan p ve q nin sirasiyla

Nysve N4 komsuluklar vardir.

W; = (N, N Ny) X (N, nNg) olsun. q=gq, €S, (W) € 4,1 (W)  oldugunu
gosterelim. r € S, (W;) olsun. Boylece S,(r) = (r,7) € W, veya (p,r) € W, dir.
N4 N Ny = ¢ oldugundan (r,r) & W, dir. A,(r) = S,(r) = (p,r) olup r € A1 (W)
dir. A,(q) = (q,p) € W olsun. W = N, X N,, olacak sekildeki X de p nin N,,, g nin

N, komgulugu vardir.

Eger {p, q} cimlesi indiskre ise agik olarak q; € S, * (W) € A,1(W) dir. Eger {p, q}
ciimlesi indiskre degilse ve X, p de preT, oldugundan p ve g nin Ny, N4 komsuluklar
vardir. W; = (N; N Ng) X (N; N Ng) olsun. Agik olarak g, € S;*(W;) dir.
Syt (W) € At (W) oldugunu gosterelim. r €S, (W) olsun.
Sp(r) =(r,r)EW, veya (p,r) €W, dir. Bu takdirde
S,(r) = (p,m) € (N, N Ny) x (N, N Ng) = Wy,p € N, olur ki buda geliskidir. Su
halde S, (r) = (r,7) € W; olmak zorundadir. Buna gore (r,p) € W = r € A1 (W)

saglanir. Bu ise Teorem 3.3.3 geregince  A,"(7) S S,*(7) olmasidur.

Sy (1) € A5 (1) oldugunu gosterelim. Yine Teorem 3.3.3 ii kullanacagiz U, S, (1)
nin baz elemani ve q € U olsun. Bu takdirde U = S, (W) olacak sekilde T nin en az
bir W baz elemam vardir. S,(q) = (q,q) € W olsun. Bu takdirde g nin komsulugu

N, olmak iizere W = N, X N, olsun. Ciinkii W, T nin baz elemamdir.

Eger {p, q} ciimlesi indiskre ise bu takdirde q; € A,* (W) € S, (W) dir. Gergekten
r € At (W) olsun. A, (r) = (r,p) € W veya A,(r) = (p,r) € W saglanir. Buradan
r € S, (W) dir.

Eger {p, q} climlesi indiskre degilse ve X, p de preT, oldugundan p ve g nin ayrik
agitk Ny ve N4z komsuluklart vardir. Buna gore W; = (N; N Ng) X N, olsun.
q €U, = A (Wy) dir. Uy =A'(Wy) €U =S,'(W) oldugunu gdsterelim.
r € Ay (Wy) olsun. A, (r) = (r,p) € W, veya (p,r) € Wy dir. A,(r) = (p,r) €W,

olmasi halinde p € N;NN; olacakti. Bu ise celiskidir. O halde
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A,(r) = (r,p) €W, olmak zorundadir. Buradan r € S,'(W) dir. Yani

relU, = U, €U dr.

Sy(q) = (p,q) €W olsun. Bu takdirde q nmn komsulugu N, olmak iizere

W = N, X N, olsun.
Eger {p, q} ciimlesi indiskre ise bu takdirde agik olarak A, (W) € S, (W) dir.

Eger {p, q} ciimlesi indiskre degilse ve X, p de preT, oldugundan p ve g nin ayrik
acik Ny ve Ny komsuluklar vardir. Buna gore W, = (N, N Ny) X (N, N Ny) olsun.

Kolayca  goriilebilir ki Uy = A;*(Wy) S U =S,'(W) dir.  Gergekten
reU; =A"(Wy) olsun.  A,(r)=(r,p) €W, veya (p,r)eEW; dir
Ay(r) = (r,p) € W; olmas: halinde p € N, N Ny olur ki bu celigkidir. O halde
A,(r) = (p,r) € W; olmak zorundadir. Bu ise r € S;*(W) = U olmasidir. Yani
Uy =A"(W,) €S, (W) =U  olmasidir.  Su  halde Teorem 3.3.3 den

Sy (1) € A5 (%) olmasidir. Bu ise S, (1) = A, (7) olmasinin ispatini tamamlar.

Tersine olarak S, ' (7) = A, (7) olsun. X in p de preT, oldugunu gostermeliyiz. Kabul
edelimki her g # p i¢in {p, q} ciimlesi indiskre olmasin. Yani p nin IN,, komsulugu
vardir dyle ki {p,q}NN,={p} veya q nmn 3IN, komsulugu vardir Ki
{p,q} n N, = {q} olsun. Dikkat edelim ki g, € S,;*(X x N, ) ve kabulden A,*(7) nin
en az bir baz elemam A;'(W) <SS, (X xN,;) dir. Oyleki burada
W = (N, x (N, N Ny) dir. Tekrar kabulden S,*(7) nin g, yi ihtiva eden en az bir
Sy*(W) baz elemami vardir. Oyle ki S,'(W;) € A,%(W) dir. Burada
Wy = (N, N Ny) x (N, N Ng) = N x M dir.

Iddia ediyoruz ki NNM = ¢ dir. Aksi halde r € NNM olsun. Buna gore
S,(ry=@,r)ew, veya S,(r)=(@p)€EW, dir. pé&N, oldugundan
A, (r) = (r,p) € W dir. Dolayisi ile r; & A,*(W) dir. Buradan N n M = ¢ dir.

Kabul edelim ki N, n {p, q} = {p} olsun. Hipotezden S, *(r) nin en az bir S; (W),
W =N; XN, baz elemam vardir &yle ki ¢, €S, (W) <€ A, (V) dir.
(U=XXNg) p,N; da degildir. Aksi halde S,(q;) = (p,q) €W = Ny X N, dir.
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Fakat  S,'(W) € A,*(U) oldugundan q, € A,*(U) dir. O  halde
Ap(qz) = (p,q) €U = X X N, olur. g € N, oldugundan bu celiskidir. Yani p € N,
dir.

Ispatin bir dnceki kisminda yapilan islemlere benzer diisiinceyle (X,7) uzaymnin

p noktasinda preT, oldugu ispatlanmis olur.
Simdi de yukarida ki teoremin bir uygulamasi olan 6rnek verelim.

Ornek 4.15 X = {a, b} kiimesi iizerindeki T = {X, @, {a}, {b}} topolojisini alalim.
(X, 1) uzaymnin a noktasinda preT, oldugunu gosterelim. Simdi A, ve S, tarafindan

tiretilen topolojileri bulalim.

(XVoX, Ty x) —2—> (X2,7,)

Sa 2 T1

1
%) ———3 (X,1)

Sekil 4.1. PreT, diyagramu.

Oncelikle X? iizerinde ki ¢arpim topolojisini yazalim.

X2,0,{(a, )}, {(b, b)},{(a, b}, {(b, )}, {(a, @), (b,b)},{(a, a), (a, b)},
7. = {(a, @), (b, )}, {(b, b), (a, b)}, {(b, b), (b, @)}, {(a, b), (b, )}, {(a, ), (b, b), (a, b)},
{(a’ a)’ (b’ b)’ (b’ a)}’ {(a’ a)’ (a’ b)’ (b’ a)}’ {(b’ b)’ (a’ b)l (b’ a)}

S, doniisimii tarafindan {retilen topolojiyi bulmak i¢in carpim topolojisindeki

elemanlarin ters goriintiilerini bulup alt baz, baz ardindan da topolojiyi olusturalim.
S71(X?) =XV X

S (@) =0

Se'{(a,a)}) = {a}

Sa ({(b, D)} = {b}
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Sa*({(a,D)}) = {b;}

Sa'{(h, ) =0

Sa*({(a, @), (b,b)}) = {a,b,}
Sa*({(a, @), (a,b)}) = {a, by}
Sa'({(a, ), (b, )} = {a}

Sa'({(b, b), (a,b)}) = {by, b5}
Sa ' ({(b, b), (b,@)}) = {b1}
Sa'({(a,b), (b,a)}) = {b;}

Sa'({(a, @), (b, b), (a,b)}) = {a, by, by}
Sa'({(a, @), (b, ), (b,)}) = {a, by}
Sa'({(a,a), (a,b), (b,)}) = {a,b;}
Sa ' ({(b, b), (a, b), (b, A)}) = {by, b,}

Simdi de bunlardan yararlanarak S, tarafindan {iretilen topolojinin alt baz, baz ve

topolojiyi yazalim.

& = {XVoX, 0,{a},{b1},{b;},{a, b1}, {a, by}, {bs, b.}}

B = {XVaX,0,{a},{b:},{bz}, {a, b1}, {a, b}, {b1, b, }}

Txvax = (XVoX,@,{a},{b1},{b2},{a, b1}, {a, by}, {b1, b,}} = P(XVoX)
Simdi ise A, doniisiimii tarafindan tiretilen topolojiyi bulalim.

A (X)) = XV X

A (@) =9
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A7 ({(a,0)}) = {a}

AZ7'{(b,b)Y) =0

Az ({(a,b)}) = {by}

A ({(b,a)}) = {bs}

A7 ({(a, @), (b, b)}) = {a}

A7'({{(a, @), (a, b)}}) = {a, by}

A7 ({(a, @), (b, @)}) = {a, by}

A1 ({(b, b), (a,b)}) = {b;}

A ({(D,b), (b,a)}) = {1}

Az ({(a,b), (b,a)}) = {2, b1}

A7 ({(a, @), (b, b), (a,b)}) = {a, by}

A7 ({(a, @), (b, b), (b,)}) = {a, b;}

A7 ({(a, @), (a,b), (b,a)}) = {a, by, b1}

Az ({(D,b), (a,b), (b,a)}) = {b2, b1}

§ = {XVaX,0,{a},{b1},{b:},{a, b1}, {a, by}, {b1, b2}}
B = Txv.x = {XVaX,0,{a},{b1},{b.},{a, b1}, {a, by}, {b1, b2}} = P(XVX)

olur ki burdan da A, ve S, tarafindan dogrulan topolojilerin ayni oldugunu goriiriiz. O

halde (X, ) uzay1 a noktasinda preT, dir.

Ornek 416 X ={a,b} icin T ={X,0,{a}} alahm. X in a noktasinda preT,

olmadigim gosterelim. Oncelikle X2 {izerindeki ¢arpim topolojisini yazalim.

. = {X2,0,{(¢,0)}, {(a @), (a, )}, {(a, @), (b, )}, {(a @), (a,b), (b, @)}
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S, doniisiimii tarafindan tiretilen topolojiyi bulalim.
Sz (X% = XV X

SH(@) =0

Sa*({(a,a)}) = {a}

Sa'({(a, @), (a,b)}) = {a, b}

Sa'({(a, @), (b,a)}) = {a}

Sa*({(a, @), (a,b), (b,@)}) = {a, b,}

§ = {XV.X,0,{a},{a, b}

B =1 =1{XV.X, 0 {a},{a b,}}

Simdi de A, déniisiimii tarafindan iiretilen topolojiyi bulalim.
AZN(X?) = XV X

A7 (@) =0

A7 {(a, )}) = {a}

Az*({(a,a), (a,b)}) = {a, bs}

Az*({(a,a), (b, )}) = {a, by}

A7'({(a @), (a,b), (b,@)}) = {a, by, by}

§ = {xV.X,0,{a},{a b,},{a b,}}

B =1={XV.X, 0 {a}{a b,}{a bi}}

olur ki buradan da A, ve S, tarafindan dogrulan topolojilerin ayn1 olmadigin1 goriiriiz.

O halde (X, 7) uzay1 a noktasinda preT, degildir.
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Ornek 4.1.7 X = {a, b} kiimesi iizerindeki T = {X, ®, {a}, {b}} topolojisini alalim.
X in a noktasinda preT, oldugunu gosterelim. Bunun igin iy, i,: (X,7) — XV X i¢ine
doniisiimleri ile elde edilen bitis topolojisi 7; ve S;: XV X — (X?,1,) ile elde edilen

baslangig topolojisi 7g, olsun. 7; = 7g, oldugunu gosterecegiz.

Sa

(XVaX, TXVaX) ;(XZ; T*)

A A

, . 1 T2
l1 L2

X,7)
Sekil 4.2. PreT, diyagrami.
XVaX = {a, bl’ bz}

P(XVaX) = {XVaX; @, {a}, {bl}; {bz}: {a, bl}' {a' bZ}' {b1, bz}}

iTX(XVoX) = {a,b} € T i (XVoX) = {a,b} €1
'@ =0€t ;'@ =0€t
ii*({a) ={a} e i;'({a}) ={a} €

i ({b) ={b} €T b =0€r
ii'({(p,)=0€t i'({b}) ={b}eT
ir'({a, b)) ={a, b} € i;'({a, b)) ={a} €
ii'({a,b}) ={a} €t i;'({a,b;}) ={a,b} €7
i ({by, by}) = {b} €T i ({by, by}) = {b} €T

T, = {{a}! {bl}! {bz}» {a, bl}; {a, bZ}ﬂ {blf bZ}' Q' XVaX} = P(XVaX)
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Simdi de S, doniisiimii tarafindan tretilen topolojiyi olusturalim.

X?,8,{(a, @)}, {(b,b)},{(a, b)},{(b, )}, {(a,a), (b, b)},{(a, ), (a,b)},
7. = {1 {(a, @), (b, )}, {(b, b), (a, b)},{(b, b), (b, @)}, {(a, b), (b, )}, {(a, @), (b, b), (a, b)},
{(a,a), (b, b), (b,a)},{(a, @), (a,b), (b, )}, {(b, b), (a, b), (b, a)}

S71(X?) = XV, X

St@) =9

Sa'{(a,a)}) = {a}

Sa'{(b, D)) = (b1}

Sa'({(a,b)}) = {b}

St {b,a)}) =0

Sa'{(a,a), (b, D)}) = {a, b;}
Se'({(a,a), (a,b)}) = {a, by}
Se'{(a, @), (b, @)}) = {a}
Sa'({(b,b), (a,b)}) = {by, b2}
Sa'{(b,b), (b, @)}) = (b1}
Sa'{(a,b), (b, a)}) = (b3}
Sa'{(a,a), (b, b), (a,b)}) = {a, by, b}
Sa*{(a,a), (b, b), (b, @)}) = {a, by}
Se'({(a, @), (a,b), (b,a)}) = {a, b}
Sa'({(b,b), (a,b), (b, a)}) = {by, b2}

6= {XVaX! ®! {a} ) {bl}; {bZ}i {a, bl}i {a' bZ}' {blﬂ bZ}}
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,B = {XVaX, @, {a} ) {bl}f {bz}» {a' bl}' {a' bZ}' {b1' bZ}}
s, = {XVoX,0,{a},{b1},{b2},{a, b1}, {a, by}, {b1, b2}} = P(XVX)

Buradan t; = 75, oldugu goriiliir. Yani (X, ) uzay1 a noktasinda preT, duir.

Ornek 4.1.8 X = {a, b} icin T = {X, @, {a}} olsun. X in a noktasinda preT; olmadigini
gosterelim. Bunun icin iy, i,: (X,7) — XV X ile elde edilen bitis topolojisi 7; ve
Sq:XVoX — (X?,1,) ile elde edilen baslangic topolojisi Tg, olsun. 7; # Tg,

oldugunu gosterecegiz.
b, 62: (X, 7) — (XVoX, Txy x)
XVaX — {a, bl’ bz}

P(XvaX) = {XVaX; @, {a}, {bl}; {bz}: {a, bl}' {a' bZ}' {b1, bz}}

71 (XVoX) = {a,b} €T i1 (XVoX) = {a,b} €T
'@ =0€t ;'@ =0¢€t
ii'({a}) ={a} €t i;'({a}) ={a} €
irt({bH={b}gr b =0€r
iir({b)=0€r ;') ={b} &1
ir'({a, b)) ={a, b} €T i;'({a, b)) ={a} €
ir'({a,b}) ={a} €t i;'({a,b;}) ={a,b} €T
i7" ({by, b)) ={b} &7 i ({by, b)) ={b} &7

T = {{a}, {a, bl}’ {a, bZ}’ @, XVaX}
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Simdi ise S, doniisiimii tarafindan {iretilen topolojiyi bulmak i¢in oncelikle ¢arpim

topolojini olusturalim.

B. = {x%,0,{(a, )}, {(a, @), (a,b)},{(a,a), (b, )}
7, = {X2,0,{(a,a)},{(a, ), (a,b)},{(a,a), (b, )}, {(a,a), (a, b), (b, )}}
S7H(X?) = XV, X

St (@) =0

Sat({(a,@)}) = {a}

Sa*({(a, @), (a,b)}) = {a, by}

Se'{(a,a), (b, )}) = {a}

Sa*({(a,a), (a,b), (b,@)}) = {a, by}

§ ={XV.X, 0,{a},{a by}}

B =15, = (XVoX,0,{a},{a by}

Buradan da goriildiigii lizere 7; # g, olur dolayisiyla (X, T) uzay1 a noktasinda preT,
degildir.
Teorem 4.1.9 (X, 7) topolojik uzay1 p noktasinda T, uzayidir ancak ve ancak (X, 1)

uzay1 p de T, ve preT, dir.

Ispat: (X, 1) topolojik uzay1 p noktasinda T, olsun. Boylece Tanim 4.1.2 den her bir
X # p i¢in p Ve x in ayrik agik komsuluklari vardir. Ozel olarak (X, ) uzay1 p de T,

ve preT, dir.

Tersine olarak (X,7) uzay1 p de T, ve preT, olsun. X uzay1 p noktasinda T
oldugundan {p, x} ctimlesi indiskre degildir. X uzay1 p noktasinda preT, oldugundan

p Ve x in ayrik a¢ik komsulugu vardir. Bu ise (X, T) uzaymn p de T, olmasidir.
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4.2 Lokal To Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar

Teorem 4.2.1 ([23]) (1) (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p € B noktasinda T,
olmasi igin gerek ve yeter sart x # p seklindeki her x € B igin [x] N [p] € K dir.

(2) Her sabit siizgeg yakinsak uzay1 p € B noktasinda T dir.

Not 4.2.2 B sonlu bir kiime olmak iizere (B, K) sabit yakinsak siizge¢ uzay1 T, dir

ancak ve ancak (B, K) diskre uzaydir.

Ornek 4.2.3 B = {a,b,c} olsun. B iizerinde tamimlanan sabit siizge¢ yakinsak

uzaylarin T, ve T} olup olmama durumlarini inceleyelim.

K; = {[a], [b], [c], [@]} diskre yapis1 igin (B, K) uzay1 [a] N [b] & K;, [b] N [c] & K;,
[a] N [c] & K; oldugundan Teorem 4.2.1(1) den dolay1 a, b ve ¢ noktalarinda T, dir.

K, ={[a],[b], [c],[a]l n [b],[D]} i¢cin (B,K) uzayi, [a] n[b] € K, oldugundan
Teorem 4.2.1(1) den dolay1 a ve b noktalarinda T, wuzay: degildir, fakat
[a] N [c] & K>, [b] N [c] & K, oldugunda ¢ noktasinda T, dir.

K3 = {[a], [b], [c], [a] N [c], [B]} ve K, = {[a], [b], [c], [b] N [c], [@]} yapilarmin T,
olmas1 durumu benzer sekilde incelenir.

Ks ={[a], [b], [c], [a] n [b], [B] N [c], [@]} i¢in (B,K) wzayi, [a]n [b]E Ks,
[b] N [c] € K5 oldugundan Teorem 4.2.1(1) den dolay1 a, b ve c noktalarinda T, uzayi
degildir.

Ke = {[a], [b], [c], [a] n [b], [a] N [c], [2]},
K, ={[a],[b], [c],[a] n [c],[p] N [c], [@]} yapilarmin T, olmasi durumu benzer

sekilde incelenir.

Kg = {[a], [b],[c], [a] N [b],[b] N [c],[a] N [c],[@]} indiskre yapis1 i¢in (B, K)
uzay1, [a] N [b] € Kg, [b] N [c] € Kg oldugundan Teorem 4.2.1(1) den a,b ve c

noktalarinda T, uzay1 degildir.

Teorem 4.2.1(2) den B tizerindeki tiim sabit siizge¢ yakinsak yapilar T dir.
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4.3 Lokal PreT, Sabit Siizgec Yakinsak Uzaylar

Teorem 4.3.1 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda preT, olmast i¢in gerek

ve yeter sart asagidaki sartlar saglanir:
(1) K, ={a:a c [p], a € K} sonlu kesisim altinda kapalidir.
(2) Her a € K, ve B € K i¢in a U 8 6z siizgeg ve f N [p] € aise B N [p] € K dir.

Ispat: (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzaymin p de preT, ve a,f € K}, oldugunu kabul
edelim. Teorem 3.4.5 de belirtilen ay, a, ve as 6z slizgeglerini a; = @, a, = f ve
az = a N p seklinde alirsak a; Uaz; =a ve a, Uaz = f 0z silizge¢ oldugundan
a,a, € [p] ve a;Na, =anpB =asN|[p] olur. Teorem 3.4.6(3) den wedge

carpimu lizerinde en az bir o 6z siizgeci vardir oyle ki

Ap Ty
(BVoB.Kov,) =—— (B%K) —= (810

Sekil 4.3. ConFCO da preT, diyagramu.
A0 =a; =«
T Ap0 = a, = f
ve
T Sp0 =az=anf
dir.

mA,0,m,A,0 € K ve (B,K) sabit siizge¢ yakinsak uzayr p noktasinda preT,
oldugundan m,S,0 = a N € K dir. a N B c [p] oldugundan K, nin tanimi geregi

a N f € K, dir, boylece (1) saglanir.
Simdi (2) nin saglandigini gosterelim.

Kabul edelim ki a € K,, ve § € K olsun. Burada a U 8 6z siizgeg ve f N [p] c «

olsun. Bu durumda g N [p] € K oldugunu gosterecegiz.
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Teorem 3.4.5 de verilen a4, a,, as 6z siizgeglerini a; = a, a, = N[p] ve as =p

seklinde secelim.

ay, a; C [p]

olur ki burada hem a,Ua;=aUpf hem de a,Ua;=(Bn[phUp=2p

0z slizgectir.
Teorem 3.4.6(3) i uygularsak,

aNa;=an(Bnlp) =pn[p]l=asn|p]
dir. (Dikkat edelim ki 8 n [p] < «a dir).

Boylece Teorem 3.4.6(3) den dolay1r wedge ¢arpimi iizerinde en az bir o 6z siizgeci

vardir ve
mA,0 =«
7T2Ap0 =N [p]
ve
T, 5p0 = B
dir.

m,S,0 € K, m,S,0 € K ve (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzayi p noktasinda preT,

oldugundan m,A,0 = B N [p] € K dir. Dolayistyla (2) saglanr.

Tersine olarak (1) ve (2) sartlarinin saglandigini kabul edelim. (B, K) nin p noktasinda
preT, oldugunu gosterecegiz. Yani (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay, p € B noktas1
i¢in Ky, yapist A, doniistimii ile elde edilen baslangic yapis1 ve Ks, yapisi ise S,
doniisiimii ile elde edilen baslangig yapisi olmak tizere Tanim 4.1.1(3) den K, 4, = Ks,,

oldugunu gosterecegiz. Wedge carpimi iizerindeki herhangi bir ¢ siizgeci i¢in kabul

edelim ki ¢ € Ks, olsun, yani m,S,0, m,S,0 € K ise m;A,0, mA,0 € K oldugunu
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gostermeliyiz. m;S,0 = m;A,0 oldugundan m;A,0 € K dir. O halde m,A,0 € K

oldugunu gostermeliyiz.
o 6z olmayan siizgeg ise m,A,0 = m,A,[0] = [@] € K oldugunda o € Ka, dir.
o 0z siizgeg ise
Teorem 3.4.6(1) den dolay1
15,0 = [p]
TpApo = MySp0
dir ve sonug olarak 7,S,0 € K oldugundan 7,A,0 € K olur, boylece o € Ky, dir.
Teorem 3.4.6(2) den dolay1
A0 = [p]
TS,0 = M1 S,0
olurki [p] € K oldugundan m,A,0 € K olur, boylece o € Ka, dir.

Teorem 3.4.5 den dolay1

m,5,0 < [p],
15,0 U T,5,0

0z slizgectir ve

15,0 D m,5,0 N [p]

oldugundan kabulden dolay1 a=mSp0 ve [ =mS,0 dir. Boylece
mSp,oN[pl €K dir.  Sonug  olarak  Teorem 3.4.6(3) den dolay
myA,0 D mSy0 NmyA,0 = mS,0 N [p] olur Ki mA,0 D myS,o N [p] ve
m,S,0 N [p] € K oldugundan m,A,0 € K olur, boylece o € Ka, dir. O halde

Ks, € Ka, dir.
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Simdi ise Ka, © Ks, oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki o € Ky, olsun yani
4,0, myA,0 € K ise mS,0, m,5,0 € K oldugunu gosterecegiz. m;S,0 = m1A,0

oldugundan 1, S,0 € K dir. m,S,0 € K oldugunu gostermek yeterlidir.

Eger o 6z olmayan siizgeg ise bu durumda m,5,0 = m,5,[@] = [@] € K oldugundan

o € K olur.
Eger o 6z slizgeg ise bu durumda

Teorem 3.4.6(1) den dolay1 m;A,0 = [p] ve m,S,0 = myA,0 dir, sonug olarak

m,Ap0 € K den dolay1 m, 5,0 € K dir, bdylece 0 € K, dir.

Teorem 3.4.6(2) den dolay1 m,A,0 = [p] € K vem;S,0 = m,S,,0 yazabiliriz ve sonug

olarak ;S,,0 € K den dolay1 m,S,0 € K dir, bdylece o € Ks, dir.

Teorem 3.4.6(3) den dolay1
m 4,0 C [p] ve myAyo C [p]
ve
m1A,0 N myA,0 = m,S,0 N [p] dir.

Boylece (1) sartindan dolayr mA,0 NmApo € K dir. Boylece m,5,0 € K dir,

boylece 0 € K, dir. O halde Ka, © Ks, elde edilir. Sonug olarak Ka, = Ks, olur ki

Tanim 4.1.1(3) dan dolay1 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda preTs.

Ornek 4.3.2 A={a,b,c}, K ={[a],[b],[c],[9],[b]N[c], [a]N[c]} olmak iizere

(A,K) uzay1 a noktasinda preT, olup olmadigimi gosterelim.

(1) K, = {[a], [a]N[c]} sonlu kesisim altinda kapalidir.

(2) a € K,veB €K igin a U B 6z siizgeg Ve f N [a] € a olmak iizere a = [a] ve
B =lalN[c] i¢in [a]U ([a]N[cD=[a] &z sizge¢c ve ([alN[c]) N [a]
= [a]N[c] € [a] den B N [a] = ([a]N[c]) N [a] = [a]N[c] € K olur.

a = [a]N][c] olmasi1 durumunda da yukaridakine benzer diisiince ile yapilir. Boylece

(A, K) uzay1 a noktasinda preT, dir.
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Teorem 4.3.3 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay, p € B ve K, = {a € K: a ¢ [p]}

olsun. Bu durumda (B, K) uzay1 p noktasinda preT, dir ancak ve ancak K,, = {[p]}.

Ispat: (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzaymin p de preT, oldugunu kabul edelim.

s 1
(BV,B. Ko, s ) —> (B2, K?) ——3(8,K)

N

il’iZ
Sekil 4.4. ConFCO da preT, diyagrami.

Tanim 3.2.4(1-2), 4.1.1(4) den dolay1 wedge ¢arpimindaki herhangi bir o siizgeci i¢in

I. mSy0 € K ve m,S,0 € K dir ancak ve ancak

ii. Bazig; € Kvek = 1,2 i¢in g D ijo; dir.

Kabul edelim ki K, # {[p]} olsun. Bu durumda en az bir a € K siizgeci vardir

a c [p],a # [p] dir.

Eger Teorem 3.4.7 de gegen a; = @ = a3 ve a; C [p] oldugundan a; Ua; =«

0z slizgeg ve a; = a D a3 N [p] = a dir.

Béylece Teorem 3.4.7(3) den dolay1 w1 5,0 = a = m,S,0 Ve myA,0 = a; N [p] = a

olacak sekilde wedge carpimi lizerinde en az bir o 6z siizgeci vardir.

Bu ise (B, K) uzay1 p noktasinda preT, oldugundan Tanim 3.2.4(2) den bazi1 g, € K

icin 0 D ;07 Veya g D i,0; oldugunu gosterir.

Eger o D iy0; ise a = myA,0 D mAyi 00 = [p] ve sonug olarak a = [p] olur. Bu ise

bir ¢eliskidir.

Eger 0 D i,0; ise a = m;S,0 D m;S,i,0, = [p] ve bdylece a = [p] olur. Bu ise bir

celigkidir.

Béylece her iki durumdan dolay1 K}, = {[p]} olmalidr.
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Tersine olarak, kabul edelim ki K, = {[p]}, o ise BV,,B iizerinde bir siizgec, Ks,
yapisi Sp tarafindan {iretilen BV, B lizerindeki sabit siizge¢ yakinsak yap1 ve Ky, de

i1,12: (B,K) — BV,B igine doniisiimleri ile elde edilen BV, B lizerindeki yap1 olsun.
Simdi Ks, = Kw oldugunu gosterecegiz.

Kabul edelim ki o € Ks, olsun. Tanim 3.2.4(1) den, m;S,0 € K ve m,S,0 € K olur.

Teorem 3.4.7 de ifadesi olan a; ve aj siizgegleri a; = m1S,0 Ve a3 = m,S,0 seklinde

secelim.
Teorem 3.4.7(1) durumundan,

(rtlSpa) U (nzSpa) 0z olmayan siizgeg ise m1S,0 = [p] ve mA,0 = m,S,0 dir.
Dolaysiyla 0 D i,m,S,0 dir. Clinkii, U € i,m,S,0 ise baz1 W = U;V, U, € o i¢in
U D ip,m,S,(W) dir. myS,0 = [p] ve m,S,0 ¢ [p] oldugundan U; = @ alabiliriz.
Boylece W = U, = i,m,S,(W) c U olur. Sonug olarak U € o ve ¢ D i,m,S,0 dir.

Bu ise 01 = m,S,0 almirsa ¢ D i07 olur ki o € Ky, dir.
Teorem 3.4.7(2) durumundan,

m,Sy0 & [p] ve mySp0 = myS,0 dirkic O iymySyo dir. Ciinkii, U € i;m,S,0 ise baz1
W =U,V,U; €Eo igin U D iymS,(W) dir. mA,0 = [p] oldugundan U, = @
alabiliriz. Boylece W =U; = iym;S,(W) c U olur. Sonug olarak U € o ve

0 D (1T S,0 dir. Buise 0y = m;S,0 alimirsa 0 O iy07 olur ki o € Ky, dir.
Teorem 3.4.7(3) durumunda,

mSy0 < [p], (nlSpa) V] (nzSpa) 0z siizgeg, m1S,0 D (nzSpa) N [p] ve
myA,0 = (nzSpa) N [p] dir. Burada m;S,0 € K,m;S,0 € [p] dir ve kabulden
m1S,0 = [p] dir. (ﬂlSpa) U (nzSpa) = [p] U (nzSpa) 0z stizgectir ancak ve ancak
m,S,0 C [plvem,S,0 € K dir ki sonug olarak m,S,0 = [p] olur. Boylece

o = [p1] = iy[p] = [p.] = iz[p] dir. Burada p; = p, € BV,,B dur.

Sonug olarak o € Ky, olur ki bu ise Ks, © Ky oldugunu gosterir.
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Simdi ise Ky, C Ks, oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki o € Ky, olsun. Tanim

3.2.4(2) den ¢ D i,0; Veya ¢ D i,0; olacak sekilde en az bir g; € K vardir.
Eger 0 D i 0y ise
15,0 D M1 Syi107 = 01
ve
MySp0 D MS,l101 = 0y
dir. Yanim;S,0 € K, m,S,0 € K dir. Tanim 3.2.4(1) deno € Ks, olurki Ky, c Kspdir.
Eger 0 D i,0, ise
18,0 D m1Syizor = [p]
ve
T2Sp0 D MyS,i,01 = 07

dir. Yani m;S,0 €K, m,;S,0 €K olur. Tamm 3.2.4(1) den o € Ks, olur ki
Kw < K, dir. Sonug olarak Ky, = K, dir. Tamim 4.1.1(4) den dolay1 (B, K) uzayi

p noktasinda preT, dir.

Not: B sonlu bir kiime olmak iizere (B, K) sabit yakinsak siizge¢ uzay1 preT, dir ancak

ve ancak K diskre yapidir.

Ornek 4.3.4 (1) A ={a,b,c}, K = {[a], [b], [c], [@], [b]N[c], [a]N[c]} olmak iizere

(4, K) uzayinin hangi noktalarda preT, olup olmadigini inceleyelim.

K, ={a:a c [a], a € K} = {[a], [a]N[c]}#{[a]} oldugundan (4, K) uzay1
a noktasinda preT, degildir. Benzer sekilde (4, K) uzay1 b ve ¢ noktalarinda da preT,
degildir.

(2) B ={a,b,c}, K ={[a], [b],[c] [D], [b]N[c]} olmak {izere (B, K) uzayinin hangi

noktalarda preT, olup olmadigini inceleyelim.

41



K, ={a:a c [a], « € K} = {[a]} = {[a]} oldugundan (B,K) uzay1 a noktasinda
preT, dir. Fakat K, = {a:a c [b], @« € K} = {[b], [b]N[c]}#{[b]} oldugundan
(B,K) uzay1 b noktasinda preT, degildir. Benzer sekilde (B, K) uzay1 ¢ noktasinda
da preT, degildir.

4.4 PreT,(ConFCO) Kategorisinde Alt Uzaylar Ve Carpim Uzaylari

Objeleri preT, uzaylardan olusan ConFCO nun dolu alt kategorisi preT,(ConFCO)
olsun [7] de ki Teorem 3.4 den dolay1 preT,(ConFCO0) bir topolojik kategoridir.
Simdi preT,(ConFCO) topolojik kategorisinin kalitsalligin1 ve ¢arpimsal oldugunu

gosteren teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.4.1 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda preT, ve p € M C B
ise M de p noktasinda preT, dir.

Ispat: K,;, M iizerindeki i: (M, K,,) < (B,K) doniisiimii ile elde edilen baslangic
yapisive a, € (Ky), olsun. Teorem 4.3.1 in sartlarinin saglandigim gosterelim:
(1) Tanim 3.2.4(1) den i(a),i(B) € K ve Teorem 4.3.1 den i(anpB) €K ve
Tamm 3.2.4(1) den a N S € Ky olur. Béylece a N f € (Ky), dir.

(2) Kabul edelim ki a € (Ky), ve B € K) olsun. Burada a U 6z siizgeg ve
B N [p] € a dir. Bu ise Tanim 3.2.4(1) den i(a),i(B) € K,, i(e) Vi(B) = i(a UP)

nin 6z slizgeg olmasit anlamina gelir.

iBn[ph =iB)ni([p]) ci(a) olur. Teorem 4.3.1 den i(BnNn[p]) EK ve
Tanim 3.2.4(1) den B N [p] € K. Béylece (M, K,,) uzay1 p noktasinda preT, dir.

Teorem 4.4.2 Her i €1 icin (Bi, Ki) ler p; € B; de preT, dir ancak ve ancak
(B = [lie; Bi, K) carpim uzayi p noktasinda preT, dir.p = (py, p2, ps, -..) € B olmak

tizere K yapis1 B lizerindeki ¢arpim uzay yapisidir.

Ispat: Kabul edelim ki ([];¢; B;, K) carpim uzay1 p noktasinda preT, olsun. Her i € I
icin (B;, K;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylart (B,K) i bir alt uzaymna izomorfik
oldugundan ve Teorem 4.4.1 den dolay1 her i € I olmak {izere p; € B; i¢in (Bj,Kj) uzay1

p; noktasinda preT, dir.
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Tersine olarak kabul edelim ki her i € I i¢in p; € B; olmak iizere (B;, K;) alt uzay1
p; € B; noktasinda preT, olsun. Teorem 4.3.1 in sartlarmin saglandigini gdsterecegiz.
(1) p = (P1, P2, P3, --.) olmak iizere a, f € K, olsun. Tamm 3.2.4(1) den, her i €
icin, r;: (] By, K) — (B;, K;) olmak iizere mr;(a), m;(f) € (K;)p, dir.

Her i €1 icin (B;,K;) ler p; € B; de preT, oldugundan, Teorem 4.3.1 den
mi(a) N m;(B) = mi(a N B) € (K;)p, olur ve Tamm 3.2.4(1) den a N B € K, olur.

(2) Kabul edelim ki a € K, ve f € Kicina U § dzsiizgec ve f N [p] € a olsun.
Her i€l icin mi(a)€ (K)p, €K; ve m(B)€EK; olmak iizere

mi(a) U m(B) = m(a U B) 6z siizgeg ve m;(B) N [p] = m;(B N [p]) < m;(a) olur.

Teorem 4.3.1in, r;(B N [p]) = m;(B) N w;([p]) = m;(B) N [p;] € K; olur. Her i € I
icin (B;,K;) uzayr p; noktasinda preT, oldugundan ve Tamm 3.2.4(1) den
£ N [p] € K dir. Bdylece (B, K) ¢arpim uzay1 p noktasinda preT, olur.

Teorem 4.4.3 Her i €1 igin (B;,K;) ler p; € B; de preT, ise (B = [l;e; Bi, K)
co-carpim uzay1 (i,p) de preT, dir. Burada K yapis1 (i,p) € B olmak iizere B

tizerindeki co-¢arpim yapisidir.

Ispat: Her i € I i¢in p; € B; olmak iizere (B;, K;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar1 p; de
preT, olsun. (B = [l;e; B;, K) co-carpim uzay: (i, p) noktasinda preT, oldugunu yani
Teorem 43.1 in sartlarinin saglandigini gosterecegiz. Burada

i: (B, K;) — (Ilig; Bi, K) dur.

1) Kip ={a:ac[(i,p)],a € K} sonlu kesisim altinda kapali oldugunu
i)
gosterecegiz. Eger a, B € K; ) ise Tamim 3.2.4(2) den i(§) < a ve i(y) c B olacak

sekilde en az bir 6, y € (K;)y, siizgegleri vardir. Burada
i6ny) =i(6)Nni(y) canp dr.

Her i € I igin (Bi,Ki) ler p; € B; noktasinda preT, oldugundan ve Teorem 4.3.1 den,
5 Ny € (K;)p, ve Tamim 3.2.4(2) den dolayr @ N € K(; ) olur.
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(2) Kabul edelim ki a € K(;,y ve f € Kicina U f 6z siizgeg ve f N [(I,p)] €«
olsun. Bu durumda i(8) € avei(y) c f olacak sekilde en az bir § € (K;),, Ve

y € K; vardir. Dikkat edelim ki
i@ ui(y) =i(6uy)
6z siizgeg ve
iynlpD =i nl@Gplcpniip]ca

olmasi § U y nin 6z siizge¢ ve y N [p;] € & olmasini gerektirir.

Her i € I i¢in (B;, K;) ler p; € B; noktasinda preT, oldugundan ve Teorem 4.3.1 den,
y N [pi] € (K;)p, ve Tanim 3.2.4(2) den B N [(i,p)] € K;p) Olur.

Boylece Teorem 4.3.1 den (B,K) co-carpim sabit siizge¢ yakinsak uzayi
(i, p) noktasinda preT, dir.

Teorem 4.4.4 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p de preT, ve p € M c B ise M de
p noktasinda preT, dir.

Ispat: Ky, nin M iizerindeki i: (M, Ky;) © (B, K) doniisiimii ile elde edilen baslangic
yapist Ve p € M oldugunu kabul edelim. Teorem 4.3.3 den dolay1 (Ky), = {[p]}
oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki (Kj,), # {[p]} olsun. Bu durumda en az bir

a € (Ky)p vardir ve a # [p] dir. a € (Ky)p ise @ C [p],a € Ky, dirve i(a) € K dur.

a c [p] oldugunda i(a) c i([p]) = [i(p)] = [p] den i(a) < [p] olur.

i(a) € K oldugunda i(a) € K, olur. (B, K) uzay preT,’ oldugundan Teorem 4.3.3
den dolay1 i(a@) = [p] olmalidir.

iti(@) = i7[p]

a=[i"'(p)]
a = [p]

olur. Bu da a # [p] olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla (Ky), = {[p]} olmahdir. Sonug

olarak (M, K),) alt uzay1 preT,’ dir.
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Teorem 4.4.5 Her i € I igin (B;, K;) ler p; € B; de preT, dir gerek ve yeter sart
B = ([lie; Bi, K) carpim uzay1 p noktasinda preT, dir. Burada p = (py,p,,..-) € B

olmak tizere K yapis1 B lizerindeki ¢carpim uzay yapisidir.

Ispat: Kabul edelim ki (B = [l;e; Bi, K.) carpim uzay1 p = (py,p,, ...) € B da
preT,' olsun. Her i € I igin her bir (B, K;) uzay1 (B,K,) ¢arpim uzayimnin bir alt
uzayma izomorf oldugundan Teorem 4.4.4 den her i € i¢in (B; K;) uzayi

p; noktasinda preT,’ dir.

Tersine olarak her i € I, p; € B; i¢in (B;,K;) uzaylan1 p; noktasinda preT," olsun.
p = (p1, P2, -.) € B i¢in (B,K,) carpim uzayinin p noktasinda preT,’ oldugunu

gosterecegiz, yani (K,), = {[p]} oldugunu gosterecegiz.

T (HBi»K) — (B, Ky)

Kabul edelim ki (K.),, # {[p]} olsun. O halde en az bir a € (K.),, vardir ve a # [p]

dir.a € (K.), ise a € [p], « € K, dur.

a c [p] ise mya € m;[p] = [m;(p)] = [p;] den m;a < [p;] elde edilir. Her i € I igin

(B;, K;) kabulden preT,’ oldugu i¢in m;a € (K;),, den m;a = [p;] olur.
niima = ;' pi]
a = [n7(py)]

a = [p]

olur ki bu ise a # [p] segilmesi ile gelisir. Boylece @ = [p] olmalidir. O halde

(K.), = {[p]} olur. Teorem 4.3.3 den dolay1 (B, K.) ¢arpim siizge¢ uzay1 preT,’ dir.
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Teorem 4.4.6 Her i €I igin (B, K;) ler p; € B; de preT, ise (B = [lie;B;, K¥)
co-¢arpim uzayl (i,p) noktasinda preT, dir. Burada K, (i,p) € B olmak {izere B

tizerindeki co-¢arpim yapisidir.

Ispat: Kabul edelim ki her i € I, (B;, K;) sabit yakinsak siizge¢ uzaylar1 p; noktasinda
preT,' ve K*, B = |l;¢; B; iizerindeki co-carpim yap1 olmak iizere (B, K*) co-carpim
sabit yakinsak siizge¢ uzaymm preT,’ oldugunu gosterecegiz, yani (i,p) € B i¢in

K i = G 0]}

Kabul edelim ki (K*); ) # {[(i,p)]} olsun. Bu durumdaen az bir a € (K*)(; ;) vardir

ve a # [(i,p)] dir.

a € (K*)(ip) oldugundan a c [(i,p)], « € K™ olur. a € K™ ise q: (B;, K;) — (B,K")

final kaldirmasi oldugu i¢in q(@,) < a olacak sekilde a; € K; vardr.

q(ay) c a < [(i,p)]

ifadesinde her tarafa g~ uygulanirsa,

q 'qas = [q7 (i, p)]

a; < [pi]

haline gelir. Her i € I i¢in (B;, K;) uzaylar1 p; € B; noktasinda preT,’ oldugundan
(Ki)p, = {[p:]} olur ki @; = [p;] dir. Buradan

qa; = q([pD) = [qw)] =[G, p)]l c a

olur ki @ = [(i, p)] elde ederiz. Bu ise @ # [(i,p)] olmasi ile ¢gelisir o halde

(K*)(ipy = {[(i,p)]} olmali sonug olarak Teorem 4.3.3 den (B, K*) uzay1

(i, p) noktasinda preT,’ olur.

46



4.5 Lokal T Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar

Teorem 4.5.1 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p de T, olmasi igin gerek ve yeter

sart asagidaki sartlar saglanir:

(1) Her x € B igin x # p olmak lizere [x] N [p] € K.
(2) K, ={a:a c [p], a € K} kiimesi sonlu kesisim altinda kapalidir.
(3) Her a € K, ve B €K igin aUf odzsiizgec ve f N [p] € a ise bu durumda

B N [p] € K dir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda T, olsun. Yani
Tanim 4.1.1(5) den (B, K) uzay1 p noktasinda hem T, hem de preT, dir. Eger bazi
X € B i¢in x # p olmak tizere [x] N [p] € K ise bu durumda K, yapisi B tizerindeki

diskre yapt ve & = [x,] N [x,] seklinde olmak iizere
(BVyB, Kpy,s) —> (B2 K?) ::::(B,K)
Vo
(B, Kq)
Sekil 4.5. ConFCO da T, diyagram.

mAyo = mAy([x1] N [x,])
= 1 Ap ([{x1, %2}])
= m ([{(x, p), (p, X)3D)
= [{x, p}]
=[x]n[pl €K

myA,0 = mA,([x1] N [x3])

= 1A, ({x1,%2})
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2 [{(x, ), (p, )}
= [{p, x}]

= [pIn[x] €K
ve
o =Gl nlx]) =[x] €Ky
olur bu ise (B,K) nm p de T, ile celisir. Béylece her x € B i¢in x # p olmak iizere

[x] N [p] & K dir ki (1) sart1 saglanir. (B, K) uzay1 p noktasinda preT, oldugundan
Teorem 4.3.1 den (2) ve (3) saglanir.

Tersine olarak kabul edelim ki sartlar saglansin ve o € F (BV,,B) olsun. Baz1 x € B

i¢cin mA,0 €K, mA,0 € K ve V,o0 = [0], Vo = [x] olsun.
Eger V,0 = [@] ise o0 = [@] dur.
Eger V,0 = [x] ise 0 = [x1], 0 = [x;] veya o D [{xq, x,}] dir.

Eger o = [{x, x,}] ise
m1A,0 = mAp[{x1, x2}]
= m; [{(x, ), (0, 0)}]
= [{x, p}]
= [x]n[pl €K
ve
myA,0 = myAL[{xg, x,}]
= 1,[{(x, ), (p, ¥)}]
= [{p, x}]

= [p] n[x] € K dir.

Bu ise x # p i¢in [x] N [p] € K olmasi ile ¢gelisir. Bu yiizden o # [{x;, x,}] dir.

48



Eger [@] # o # [{x1,x2}] i¢in o D [{xq,x,}] ise U # {x1,x,} ve U # @ olacak

sekilden az bir U € ¢ vardir. {x,,x,} € o ve o siizge¢ oldugundan
Un{x;,x,}={x;} €0 veya UNn{x;,x,} ={x,} €0

dir, yani o = [x;] veya o = [x,] dir. Boylece 0 = [x;], 0 = [x,] veya o = [@] olur
ki Tanim 4.1.1(1) ve Teorem 4.2.1(1) den ¥, ve A, nin baslangi¢ kaldirmas: diskredir,
yani (B, K) uzay1 p de T, dur.

(2) ve (3) sartlar1 saglanirsa Teorem 4.3.1 den (B, K) uzay1 p noktasinda preT, dir.
Sonug olarak Tanim 4.1.1(5) den (B, K) uzay1 p de T, ve preT, oldugundan T, dir.

Teorem 4.5.2 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p € B noktasinda T, olmasi igin
gerek ve yeter sart K, = {[p]} dir.

Ispat: Kabul edelim ki (B,K)uzayr p € B noktasinda T, olsun. Ayrica
o€ F(BVpB) icinbaz1 § € K silizgecleriicin o D i;(f) ve g D i,(f) sartin1 saglayan
bir siizge¢ ve V,0 € K; oldugunu kabul edelim. Burada K, B lizerindeki diskre

yapidir. Baz1 x € B igin V,o = [@] veya V0 = [x] dir.
Eger V,0 = [@] ise ¢ = [@] olur.

Eger V,0 = [x] ise baz1 x € B i¢in V,0 = [x] olsun.

x = pise V,o = [p] olur ki bu ise o = [p] dur.

X #piseo = [xq], 0 = [x;] veya o D [{xq, x,}] olur.

o = [{x1,x,}] ise 0 D i;(B) ve o D i,(B) dir ki bu ise {x;, x,} nin bir eksen lizerinde
bulundugunu gosterir. Dolayisiyla x # p oldugundan bu bir geliskidir. Sonug olarak

o # [{x1, x,}] olmaldir.

Eger o D [{xq,x,}] ise Teorem 4.5.1 in ispat metoduna benzer diisiinceyle o = [x;]
veya o = [x,] dir. Sonug olarak, o = [x;], [x,] veya [@] olur Ki bu ise Tanim 4.1.1(2)
ve Teorem 4.2.1(2) den dolay1 (B, K) uzay1 p de T’ dur.
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Teorem 4.3.3 den (B, K) uzay1 p noktasinda preT, dir. Sonu¢ olarak (B, K) uzayi

p noktasinda T, ve preT, oldugundan T, dir.

Tersine olarak, kabul edelim ki K,, = {[p]} olsun. Bu durumda Teorem 4.3.3 iin

ispatina benzer sekilde bir ¢eliski elde edilir ki (B, K) uzay1 p noktasinda T, dir.

Ornek 4.5.3 A={a, b, c}, K = {[a], [b], [c], [2], [b]N[c], [a]N[c]} olmak iizere (4, K)

uzayinim a noktasinda T, ve T, olma durumlarmi inceleyelim.

Teorem 4.2.1(2) den (4, K) uzay1 a noktasinda Ty dir. Teorem 4.3.3 den (4, K) uzay1
a noktasinda preT, degildir. Dolayisiyla T, = T +preT, oldugundan (4, K) uzay1

a noktasinda T, degildir.

Teorem 4.2.1(1) den, a # c i¢in [a]N[c] € K oldugundan a noktasinda T, degildir.
Teorem 4.3.1 den preT, olmasinda ragmen, T, = T, + preT, oldugundan (4, K) uzay1
a noktasinda T, degildir. Benzer sekilde b Ve ¢ noktalarinda da T, olmadig1 goriiliir.

K ={[a], [b], [c], [@]} diskre yap1y1 alsaydik her noktada preT,, preT,, T, ve T, dir.

Teorem 4.5.4 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda KT, dir ancak ve ancak

asagidaki sartlar saglanir:

(1) K, ={a:a c [p], a € K} sonlu kesisim altinda kapalidir.
(2) Hera € K, ve B € K i¢in a U 8 6z slizgeg ve f N [p] c aise f N [p] € K dir.

Ispat: (B,K) uzayinm p € B noktasinda KT, oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla
Tamim 4.1.1(7) den (B, K) uzay1 p noktasinda hem Ty hem de preT, dir. (B, K) uzay:

p noktasinda preT, oldugundan Teorem 4.3.1 den sartlar saglanir.

Tersine olarak, kabul edelim ki sartlar saglansin. Tanim 4.1.1(7) den (B, K) uzayinin

p noktasinda T, ve preT, oldugunu gostermeliyiz.

0, BV, B wedge ¢arpimi lizerinde herhangi bir siizgeg olsun. Bu siizgeg, bazi a € K
lar i¢in 0 D i;a ve o D iya sartlar saglansin ve baz1 x € B i¢in V,0 = [x] veya

V,0 = [@] olsun.
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Eger V,0 = [@] ise 0 = [D].
Eger baz1 x € B ler i¢in V,0 = [x] ise
0 = [x1], [x2], [{x1, %231
veya
o 2 [{x1, x,}]

Eger o D [{x1,x,}] ise ¢ D i;a veya g D i,a oldugundan ¢ wedge ¢arpiminin her iki

bileseninde de vardir. Béylece o = [x;] veya g = [x,] olmalidir. Béylece o, BV, B de
0D, 0D i
ve
V,o = [@] veya V,0 = [x]

sartlarim saglayan siizge¢ ise bu taktirde o = [@],0 = [x;], 0 = [x,] dir. Boylece

Tanim 4.1.1(2) den dolay1 (B, K) uzay1 p noktasinda T, dir.

Teorem 4.3.1 den dolay: sartlar saglandigindan (B, K) uzay1 p noktasinda preT, dir.
Sonug olarak Tanim 4.1.1(7) den den dolay1 (B, K) uzay1 p noktasinda KT, dir.

Teorem 4.5.5 (B,K) uzay1 p noktasinda LT, dir ancak ve ancak asagidaki sartlar

saglanir:
() Herx € B,x # picin [x] N [p] & K

) Kp = {[lp]}

Ispat: Teorem 4.2.1(1) ve Teorem 4.3.3 den ispat aciktir.

Not: (1) B sonlu bir kiime olmak iizere (B, K) sabit yakinsak siizge¢ uzay1 LT, dir

ancak ve ancak K diskre yapidir.

(2) Objeleri lokal KT,(LT,) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar olan KT,(ConFCO),
(LT, (ConFCO0)) kategorisi ConF CO nin bir alt kategorisi olsun.
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Teorem 4.5.6 KT, (ConFCO) ve preT,(ConFCO) kategorileri izomorfiktir.

Teorem 4.5.7 KT, (ConFCO) kategorisi tiim limit ve colimitlere sahiptir.

Ispat: Teorem 4.5.6 dan KT,(ConFCO) Kategorisi preT,(ConFCO0) ya izomorfik
oldugundan ve preT,(ConFCO0) Kategorisi [7] de ki Teorem 3.4 den dolay1 topolojik
kategori oldugu icin KT,(ConFCO) kategorisi tim limit ve colimitlere sahiptir.
Ozellikle de KT,(ConFCO) kategorisi tiim alt uzaylar, carpimlar, co-carpimlar ve

boliimlere sahiptir.
Teorem 4.5.8 LT, (ConF CO) kategorisi tiim limit ve colimitlere sahiptir.
Ispat: Teorem 4.4.4, 4.4.5, 4.4.6 ve 4.2.1(2) den elde edilir.

Teorem 4.5.9 T3 (ConFCO) ve preT,(ConFCO) kategorileri izomorfiktir.

Ispat: Teorem 4.3.3 ve 4.5.2 den elde edilir.
4.6 T2 (ConFCO) Kategorisinde Alt Uzaylar Ve Carpim Uzaylari

Teorem 4.6.1 (B, K) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda T, ve p € M C B ise
M de p noktasinda T, dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 in sartlarinin saglandigim gosterelim.

(1) Kabul edelim ki Ky, M tizerindeki i: M < B ile elde edilen baslangic yapisi ve
XEM, x#p i¢in [x]Nn[p]€ Ky olsun. Bu durumda i([x]n[p]) =
i([xD ni([p]) = [x] n[p] €K olur. (B,K) uzay1 p de T, oldugundan bu bir
celiskidir. Boylece [x] N [p] & K) olur. Simdi ise a, B € (Ky), olsun.

(2) Tanim 3.2.4(1) den i(a),i(B) € K ve Teorem 451 den i(anpB) €K ve
Tamm 3.2.4(1) den @ N S € Ky olur. Béylece a N f € (Ky), dir.

(3) Kabul edelim ki a € (Ky), ve B € K), olsun. Burada a U 6z siizgeg ve
B N [p] € a dir. Bu ise Tamim 3.2.4(1) den i(a),i(B) € K,, i(a) Vi(B) = i(a UP)

nin 6z slizgeg olmasi anlamina gelir.

i(Bn(p)=iB)ni([p]) ci(a) olur. Teorem 4.5.1 den i(B N ([p]) €K ve
Tanim 3.2.4(1) ve Teorem 4.5.1 den BN [p] € Ky. Boylece (M,Ky) uzay

p noktasinda T, dir.
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Teorem 4.6.2 Her i €l icin (B;,K;) ler p; € B; de T,dir ancak ve ancak
B = ([1;e; B;, K) ¢arpim uzay: p noktasinda T, dir. Burada p = (pq,p2,p3,...) €E B

olmak tizere K yapis1 B lizerindeki ¢carpim uzay yapisidir.

Ispat: Kabul edelim ki ([T;¢; B;, K) ¢arpim uzay1 p noktasinda T, olsun. Her i € I igin
(B;, K;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar1 (B, K) 1n bir alt uzayina izomorfik oldugundan
ve Teorem 4.6.1 den dolay1 her i € [ olmak {izere p; € B; i¢in (B;, K;) uzayi

p; noktasinda T, dir.

Tersine olarak kabul edelim ki her i € I i¢in p; € B; olmak iizere (B;, K;) alt uzayi

p; noktasinda T, olsun. Teorem 4.5.1 in sartlarinin saglandigini gosterecegiz.

(1) Kabul edelim ki x # p igin x = (x4, x5, ...) olmak tizere [x] N [p] € K oldugunda
m;j doniisimii altinda m;([x] N [p]) = m;([x]) nm;([p]) = [xj] N [pj] € K; olur.

(Bj, K]) ler p; de T, oldugundan bir ¢eliskidir. Boylece [x] N [p] & K olur.

(2) p = (p1, P2, D3, - ) olmak iizere a, f € K, olsun. Tanim 3.2.4(1) den, her i € I igin
m; (@), m;(B) € (K;)p, dir. Her i € I igin (B;,K;) ler p; € B; de preT, oldugundan,
Teorem 4.5.1 den m;(a) N m;(f) = m;(a N B) € (K;)p, olur ve Tanim 3.2.4(1) den

anp € K,olur.

(3) Kabul edelim ki a € K, ve f € K icina U 8 6z siizgeg ve N [p] € a olsun.
Her i€l icin m;(a) € (K)p, € K; ve;(B) € K; olmak lizere
m (@) U m;(B) = m;(a U B) dz siizgeg ve m;(B) N [p] = m;(B N [p]) < m;(a) olur.

Teorem 4.5.1 den, w;(B N [p]) = m;(B) N w;([p]) = m;(B) N [p;] € K; olur. Her

i € Iigin (B;, K;) ler p; noktasinda T, oldugundan ve Tanim 3.2.4(1) den 8 n [p] € K
dir. Boylece (B, K) ¢arpim uzay1 p noktasinda T,olur.

Teorem 4.6.3 Her i € I i¢in (B;, K;) ler p; € B; de T, ise (B = [];¢; B;, K) co-¢arpim
uzay1 (i,p) de T, dir. Burada K yapisi (i, p) € B olmak iizere B iizerindeki CO-¢arpim
yapisidir.
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Ispat: Her i € I igin p; € B; olmak iizere (B, K;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar1 p; de
T, olsun. (B = [1;; B;,K) co-¢arpim uzay1 (i,p) noktasinda T, oldugunu yani

Teorem 4.5.1 in sartlarinin saglandigini gosterecegiz.

(1) Kabul edelim ki (i,x) € B, (i,x) # (i,p) olsun.[(i,x)] n [(i,p)] € K olsun. Bu
durumda i(B;) < [(i,x)] N [(i,p)] olacak sekilde en az bir B; € K; vardir. Bu ise
Bi = [x;] N [p;] € K; olmasi demektir. Fakat her i €1l i¢in (B; K;) uzaylar
p; noktasinda T, oldugundan ¢eliskidir. Bdylece her (i,x) € B i¢in (i,x) # (i,p)
olmak tizere [(i,x)] N [(i,p)] & K olur.

(2) a, B € K py ise Tamm 3.2.4(2) den i(6) < a ve i(y) < f5 olacak sekilde en az bir

8,y € (K;)p, siizgegleri vardir. Burada
i6ny)=i(6)Nni(y) canp dr.

Her i € I icin (B, K;) ler p; € B; noktasinda T, oldugundan ve Teorem 4.5.1 den,
5 Ny € (K;)p, ve Tamm 3.2.4(2) den dolay1 @ N € K(; , olur.

(3) Kabul edelim ki a € K(;,,yve f € Kigcina U ozsiizgeg ve fN[(i,p)] ca
olsun. Bu durumda i(§) € avei(y) c f olacak sekilde en az bir § € (K;),, Ve

y € K; vardir. Dikkat edelim ki,

(@) vily) =i(6uy)
0z suzge¢ ve
iyn[pD =i nlip]ca
olmasi § U y nin 6z stizgeg ve y N [p;] © § olmasini gerektirir.

Her i € I icin (B, K;) ler p; € B; noktasinda T, oldugundan ve Teorem 4.5.1 den,
y N [pi] € (K;)p, ve Tanim 3.2.4(2) den, B N [(i, p)] € K(; p Olur.

Boylece Teorem 4.5.1 den, (B,K) co-garpim sabit siizge¢ yakinsak uzay1
(i, p) noktasinda T, dir.
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Teorem 4.6.4 (1) (B, K) sabit siizgeg yakinsak uzay1 p de T, ve p € M < B ise M de
p noktasinda T, dir.

(2) Her i€l icin (B,K;) ler p,€B;, de T, dir ancak ve ancak
B = ([lie; B;, K) ¢arpim uzay1 p de T, dir. Burada p = (py, p2,p3, ...) € B olmak

tizere K yapist B lizerindeki carpim uzay yapisidir.

(3) Her i € I igin (B;,K;) ler p; € B; de T, ise (B = ll;¢; B;, K) co-¢arpim uzay1
(i, p) noktasinda T, dir. K, (i,p) € B olmak iizere B iizerindeki co-garpim yapisidir.

Ispat: Teorem 4.3.3 ve 4.5.2 den dolay1 (B,K) sabit siizge¢ yakinsak uzayimin
p noktasinda preT, olmasi ile p de T, olmasi denk oldugundan Teorem 4.4.4, 4.4.5 ve

4.4.6 nin ispat1 ile aynidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Lokal PreT, Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar ile Ilgili Sonuclar

(1) Set iizerindeki bir topolojik kategoride, p noktasinda preT, olan objeler sadece
indiskre objeler olabilir. Ornegin objeleri y1gin yakinsak uzaylar (sabit y1gin yakinsak
uzaylar) ve morfizmleri yi§in yakinsak uzaylar (sabit yigin yakinsak uzaylar)
arasindaki doniisiimler olan SCO (ConSCO) topolojik kategorisinde bir p noktasinda
preT, objeler yalmizca indiskre objelerdir [24].

(2) PreT, ve preT, olan objeler topolojik kategorinin tiim objeleri olabilir [25].
Ornegin, objeleri sabit limit uzaylar ve morfizmleri sabit limit uzaylar arasindaki

doniisiimler olan ConLim topolojik kategorisinde her obje p de preT, ve preT, dir.

(3) PreT, ve T, olan objeler sadece diskre objeler olabilir. RRel topolojik

kategorisinde bir p noktasinda preT, olan objeler yalnizca diskre objelerdir [26].

(4) U: £ — B topolojik fanktor, B ¢arpim ve sonlu limitlere, co-limitlere sahip bir
kategori olsun. Bu durumda, £ nin full alt kategorisi olan preT,(&) bir topolojik
kategoridir [7]. Dolayisiyla objeleri preT, sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri
siirekli doniisiimler olan preT,(ConFCO0) topolojik kategoridir ve ConFCO nin bir
alt kategorisidir. Burada dikkat edelim ki preT,(ConFCO) izomorfizm-kapali bir
kategoridir. Benzer sekilde T,(ConFCO), T5(ConFCO) ve preT5(ConFCO) da

topolojik kategorilerdir ve ConF CO nin birer alt kategorileridir.

(5) & topolojik kategorisinde objeleri preT,, morfizmleri € deki doniisiimler olan
preT,(€) deki alt kategori genelde topolojik kategori degildir. Ornegin ConSCO
kategorisinde (B, L) uzay1 preT, olsun. Dolayisiyla [24] deki Teorem 2.14 den dolay1
B =@ veya B = {b} tek nokta kiimesidir. s(4)>1 olmak {lizere f:A — B sabit
doniistimdiir. f nin baslangi¢ kaldirmasi f:(A4,S) — (B,L) seklindedir. Burada
S = S(A) dir. Boylece [7] deki Teorem 4.12 den (4, S) uzay1 preT, degildir. O halde
ConSCO deki preT, objelerindeki alt kategorisi olan preT,(ConSCO) topolojik

kategori degildir. Ciinkii baslangig¢ limitlerini korumaz.
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5.2 Lokal T, Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar Ile Ilgili Sonuclar

(1) Teorem 4.1.4 den dolay1 Top da p noktasinda T, ve p noktasinda KT, denktir ve

bilinen p noktasinda T, ayirma aksiyomuna indirgenir.

(2) T,, T,, KT, ve LT, olan objeler topolojik kategorinin tiim objeleri olabilir. Ornegin,
ConLim topolojik kategorisinde her obje p noktasinda T, T,, KT, ve LT, dir.

(3) U: € — Set normallestirilmis topolojik fanktor ise uzayin p noktasinda preT,

olmasi, p noktasinda KT, olmasidir.

(4) U: £ — Set topolojik fanktor, X € Ob(e) ve p € U(X) olsun. Yanip: 1 — U(X)
kaynaginin h: {x} — X baslangi¢ kaldirmasidir. Burada {x}, Set kategorisindeki son
objedir. Eger X, p noktasinda T, ise X uzay1 p noktasinda T dir ve sonug olarak Tanim
4.1.1(5,7) den uzaym p de T, olmasi p noktasinda KT, olmasinin gerektirir, fakat
Teorem 4.5.4 ve 4.5.1 den tersi dogru degildir. Ornegin R reel sayilar kiimesi ve
K = F(R), R fizerindeki indiskre yapi olsun. Teorem 4.5.4 den (R,K) uzayi
p noktasinda KT, dir fakat Teorem 4.5.1 den dolay1 p noktasinda T, degildir. Ciinkii

Teorem 4.5.1(1) sartin1 saglamaz.

(5) Set iizerindeki bir topolojik kategoride Teorem 4.1.4 den dolay1 p noktasinda T,
ile p noktasinda KT, olma durumlar1 denk olabilir. p de Ty, p de Ty, p de preT,,
p de T, ve p de KT, objeler birbirine denk olabilir. p de T, ve p de KT, olma durumu
ya tek nokta kiimesi veya bos kiime olma ile iliskilendirilebilir veya kategorinin tiim

objeleri p de T, ve p de KT, olabilir [27,28].

(6) p noktasinda T, ve T objeler, lokal T, objeleri tanimlamakta ve kiime tabanl

topolojik kategorilerde kapalilik kavramini tanimlamakta kullanilirlar [8].

(7) p noktasinda preT,, T, ve KT, objeler kiime tabanli topolojik kategorilerde lokal

tam regiiler objeler, lokal T, objeler ve lokal T; objeleri tanimlamak i¢in kullanilir
[9-11].

(8) T, objeler ayn1 zamanda T, dir. Fakat tersi genelde dogru degildir [9].
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5.3 Oneriler

Bu tez ¢alismasindan faydalanarak ilerde yapilabilecek ¢alismalar i¢in bazi tavsiyeler
verebiliriz. Burada 4,, S, ve V}, déniisiimlerinden yararlanildi ve noktada preT;, T,
preT,, T,, KT,, LT, objeler ConF CO kategorisinde incelendi. Bu topolojik kategoride
stizge¢ kavramini temel alindigi i¢in morfizmleri diizgilin siirekli doniisiimler olan
SUConv, (objeleri yar diizgiin yakinsak uzaylar), SULim (objeleri yar1 diizgilin limit
uzaylar), ULim (objeleri diizgiin limit uzaylar), PUConv (objeleri pre-diizgiin
yakinsak uzaylar), QUnif (objeleri quase-diizgiin uzaylar) topolojik kategorilerinde
de preT,, T, objeler ile farkli formalar1 hem noktada hem de genelde incelenmeye
aciktir. Literatlir taramasinda da bununla ilgili bir ¢alisma olmadigi bilinmektedir.
Bunun disinda siizge¢ kavramini barindirmayan topolojik kategorilerde de eksen
doniistimleri kullanilarak gerek noktada gerekse genelde preT, ile T, objeler ve bu
objeler yardimiyla elde edilen baglantililik, (gii¢lii) kapalilik, kalitsal baglantisizlik,

(gliglit) tam baglantisizlik, kavramlari ve 6zellikleri arastirilabilir.
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