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ÖZET 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır ve tezin amaçları aşağıdaki gibidir: 

(1) Lokal preHausdorff (pre𝑇2) ve Hausdorff (𝑇2) sabit süzgeç yakınsak uzayları 

karakterize etmek, çeşitli formları arasındaki ilişkileri araştırmak, 

(2) Lokal pre𝑇2 ve lokal 𝑇2 sabit süzgeç yakınsak uzaylardan oluşan ve 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 

sabit süzgeç yakınsak uzayların kategorisinin dolu alt kategorilerinin kalıtsal, 

çarpımsal ve co-çarpımsallığını araştırmak, 

(3) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 nun 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) dolu alt kategorilerinin 

izomorfik kategoriler olduğunu göstermektir. 

Birinci ve ikinci bölümde, kategori, fanktor, topolojik fanktor, başlangıç-bitiş 

kaldırmaları, diskre objeler ve bazı gerekli teoremler verildi. Üçüncü bölümde, sabit 

süzgeç yakınsak uzaylar tanımlandı ve örnekler verildi. Sabit süzgeç yakınsak uzaylar 

ile topolojik uzaylar arasındaki ilişkiler belirlendi. 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisinin 

normalleştirilmiş bir topolojik kategori olduğu gösterildi. Daha sonra 

𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisindeki bazı özel obje ve morfizmler karakterize edildi. Dördüncü 

bölümde, p noktasındaki eksen dönüşümleri ve topolojik kategorilerde ayırma 

aksiyomları verildi. Daha sonra 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisindeki lokal 𝑇0 objeler araştırıldı 

ve bu objeler 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisindeki lokal pre𝑇2 objeler ve lokal 𝑇2 objeleri 

tanımlamada kullanıldı. 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisinin, lokal pre𝑇2 ve local 𝑇2 sabit süzgeç 

yakınsak uzaylardan oluşan dolu alt kategorilerinin (pre𝑻̅𝟐(ConFCO), 

pre𝑻𝟐
′ (𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 𝑻𝟐

′ (𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶)) kalıtsal, 

çarpımsal ve co-çarpımsal oldukları gösterildi. Son olarak 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve   

pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) alt kategorilerinin izomorfik kategoriler olduğu verildi. Beşinci 

bölümde, teoremlerden elde edilen sonuçlar bir araya getirildi, değerlendirme ve 

öneriler yapıldı. 

 

 

Anahtar Kelimeler: 𝑇0 objeler, pre𝑇2 objeler, topolojik kategori, sabit süzgeç 

yakınsak uzaylar. 
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ABSTRACT 

This thesis consists of five chapters and the goals of this thesis is as follows: 

 

(1) To characterize local pre-Hausdorff (pre𝑇2) and Hausdorff (𝑇2) constant filter 

convergence spaces and investigate the relationships among these various forms, 

(2) To research that these full subcategories of the category of constant filter 

convergence spaces consisting of local pre𝑇2 and local 𝑇2 constant filter convergence 

spaces are hereditary, productive, and co-productive, 

(3) To show the full subcategories 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) and pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) of 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 

are isomorphic categories. 

In the first and second chapters, the concepts of category, fanctor, topological fanctor, 

initial-final lifts, discrete objects, and some necessary theorems are given. In the third 

chapter, constant filter convergence spaces are defined and examples are given. Then, 

the relationships among constant filter convergence spaces and topological spaces are 

determined. The category 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 are shown a normalized topological category. 

Then, some special objects and morphisms in the 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 category are characterized. 

In the fourth chapter, the axis maps at point p and separation properties in topological 

categories are given. Furthermore local 𝑇0 objects in 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 are given and these 

objects used to describe local pre𝑇2 and local 𝑇2 objects in 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶. It is shown that 

the full subcategories of consisting of local pre𝑇2 and local 𝑇2 constant filter 

convergence spaces (pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), pre𝑻𝟐′(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 

𝑻𝟐′(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), and 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶)) are hereditary, productive, and co-productive. 

Finally, it is present that the subcategories 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) and pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) are 

isomorphic categories. In the fifty chapter, the results obtained from the theorems are 

brought together, evaluations and suggestions are given.  

 

 

Keywords: 𝑇0 objects, pre𝑇2 objects, topological category, constant filter convergence 

spaces. 

June, 2022; 61 pages 
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1. GİRİŞ 

Bir uzaydaki yakınsak dizilerin ailesini bilmenin bu uzay üzerindeki topoloji bilmeye 

yetmeyeceği açıktır. Çünkü aynı 𝑋 uzayı üzerinde aynı yakınsak dizi ailesine sahip 

birden fazla topoloji bulunabilir. Başka bir ifadeyle dizi kavramı uzayın topolojisini 

belirleme konusunda yetersiz kalmaktadır. Topolojik uzayların alt sınıfı olan birinci 

sayılabilir uzaylarda dizilerde yakınsaklık kavramı ile süreklilik, Hausdorff olma ve 

kapalı küme olma gibi topolojik yapıları belirlemek mümkündür. Fakat her topolojik 

uzay birinci sayılabilir olmadığından dizilerin yakınsaklık kavramı ile bu topolojik 

yapıların belirlenmesi yetersiz kalmaktadır. Bu yüzden dizi yerine ağ veya süzgeç 

kavramını kullanma ihtiyacı doğmuştur. Dizilerin bir genelleştirmesi olan süzgeç 

kavramı 1937 yılında Cartan [1] tarafından tanımlandı. Süzgeç, bir metrik uzayda 

dizilerin üstlendiği role benzer tarzda yakınsaklığı tanımlamakta önemli bir yere 

sahiptir. 1948 de Choquet [2], süzgeç yakınsaklığı kavramını tanımladı. 1954 de 

Kowalsky [3], çalışmalarında süzgeç yakınsaklığını kullandı. 1964 de Kent [4], 

yakınsaklık aksiyomlarından daha zayıf olan lokal süzgeç yakınsak uzaylar giriş yaptı. 

1979 da Schwarz [5], 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 (objeleri sabit süzgeç yakınsak uzaylar, morfizmleri 

sürekli dönüşümler) kategorisini tanımladı ve 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisinin 𝑭𝑰𝑳𝑻𝑬𝑹 

(objeleri süzgeç uzaylar, morfizmleri sürekli dönüşümler) kategorisine izomorf 

olduğunu gösterdi. 

Ayırma aksiyomları, topolojide bağlantılılık, tam bağlantısızlık, kalıtsal tam 

bağlantısızlık, kompaktlık, soberlik, gibi kavramların yanında Urysohn Lemması, 

Urysohn Metrikleşme Teoremi ve Tietze Genişleme Teoremi gibi önemli teoremlerde 

de yer aldığından bu kavramları belirli topolojik kategorilerde karakterize etmek 

önemlidir. Ayırma aksiyomlarını topolojik kategoriye genişletmek için çalışılan 

topolojik kategorideki başlangıç-final kaldırmaları ve diskre-indiskre yapıları 

belirlemek çok önemlidir. Çünkü bu kavramların her birisinin başlangıç kaldırma ve 

diskrelik ile ilişkisi vardır. 

1991’de Baran [6], klasik ayırma aksiyomlarının çeşitli genelleştirmelerini                        

p noktasında (lokal) ve noktadan bağımsız olarak verdi. Baran ve Altındiş [7], lokal 

pre-Hausdorff ((𝑋, 𝜏) topolojik uzayının pre𝑇2 olması 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 için {𝑥, 𝑦} 

kümesi indiskre değilse, 𝑥 ve 𝑦 nin ayrık komşuluklara sahip olması demektir.) uzaya 

giriş yaptı. Pre𝑇2 objeler topolojik uzaylarda pre𝑇2 topolojik uzaylara indirgenir [7]. 
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Lokal pre-Hausdorff (pre𝑇2) objelerin en önemli kullanımı topolojik kategorilerde 

lokal Hausdorff, 𝑇3, 𝑇4, regüler, tam regüler, normal, tam bağlantısız, kalıtsal 

bağlantısız objelerin ve bu objelerin çeşitli formlarını tanımlamakta kullanılır [8-11]. 

Pre𝑇2 objeler bir toposta [12] decidable objeleri [13] karakterize etmekte 

kullanılmasının yanında kümenin sonlu olması durumunda uzaylar Borel field [14] 

kavramını tanımlamakta kullanılır ((𝑋, 𝜏) sonlu bir topolojik uzay olsun. 𝜏 ailesi Borel 

field dir ancak ve ancak (𝑋, 𝜏) pre𝑇2 uzaydır.). Ayrıca 𝑇2 ve pre𝑇2 uzayların sober 

uzaylar [15] ((𝑋, 𝜏) uzayının sober olması demek her indirgenemez alt kümesinin tek 

bir generic noktaya sahip olması demektir, yani 𝐵 ⊂ 𝑋 indirgenemez bir küme ve                 

𝑏 ∈ 𝑋 olmak üzere {𝑏}̅̅ ̅̅ = 𝐵 dir) ile çift yönlü gerektirmesi de bulunmaktadır. Bundan 

başka pre𝑇2 objeler geometrik realization da, onların ilgili aralıklarında ve homotopik 

yapılara karşılık gelen kavramların belirlenmesinde önemli rol oynar. 

1994 yılında Mielke [16], genel topolojide bazı klasik teoremlerde geçen 𝑇2 lik şartı 

yerine pre𝑇2 kullanarak, kalıtsallık, çarpımsallık, kompaktlık gibi kavramları topolojik 

kategorilere genişletti.  

Bu tez çalışmasında, lokal pre𝑇2 ve lokal 𝑇2 sabit süzgeç yakınsak uzaylar karakterize 

edilerek, çeşitli formları arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. Daha sonra lokal pre𝑇2 ve 

lokal 𝑇2 sabit süzgeç yakınsak uzaylardan oluşan 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 sabit süzgeç yakınsak 

uzayların kategorisinin dolu alt kategorileri olan pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), pre𝑻𝟐′(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 

𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 𝑻𝟐′(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve 𝑳𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) nin kalıtsal, 

çarpımsal ve co-çarpımsal olup olmadıkları gösterilmiştir. Ardından 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) 

ile pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorilerinin ve 𝑻𝟐′(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ile pre𝑻𝟐′(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) 

kategorilerinin izomorfik kategoriler olduğu ispatlanmıştır. Son olarak teoremlerden 

elde edilen sonuçlar bir araya getirilerek sonuç ve öneriler verilmiştir. 
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2. KATEGORİK KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

2.1 Kategori  

Tanım 2.1.1 𝑪 nin objeleri (nesneler) ile objeler arasındaki tüm morfizmlerin 

(dönüşümler) sınıfı, iki morfizm için bileşke işleminin tanımlandığı ve bu bileşke 

işlemi aşağıdaki şartları sağlaması halinde bu yapıya kategori denir [17,18]. 

(i) 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 1𝑋 : 𝑋 ⟶ 𝑋 ve 1𝑌 : 𝑌 ⟶ 𝑌 birim morfizmleri vardır öyle ki her                                      

𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizmi için    

𝑓 ∘ 1𝑋 = 1𝑌 ∘ 𝑓 = 𝑓    

(ii) Her 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝑪) için  𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌, 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑍 ve ℎ: 𝑍 ⟶ 𝑊 için         

(ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 = ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)   

𝑪 kategorisindeki objeler sınıfı kısaca 𝑂𝑏(𝑪),  𝑋, 𝑌 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 𝑋 den 𝑌 ye tüm 

morfizmlerin sınıfı 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑋, 𝑌) = {𝑓|𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizm}  şeklinde ve verilen iki 

morfizmin bileşkesi de            

∘: 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑋, 𝑌) × 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑌, 𝑍) ⟶ 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑋, 𝑍) 

(𝑓, 𝑔) ⟶ 𝑔 ∘ 𝑓 

şeklinde gösterilir. 

Örnek 2.1.2 (1) Objeleri tüm kümeler, morfizmleri ise kümeler arasındaki 

fonksiyonlar olan yapı kategoridir ve 𝑺𝒆𝒕 ile gösterilir. 

(2) Objeleri tüm topolojik uzaylar, morfizmleri ise sürekli fonksiyonlar olan yapı bir 

kategoridir ve 𝑻𝒐𝒑 ile gösterilir.   

(3) Objeleri tüm gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri olan yapı bir kategoridir 

ve 𝑮𝒓𝒑 ile gösterilir.  
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(4) Objeleri tüm süzgeç yakınsak uzaylar (lokal yakınsak uzaylar, limit uzaylar) 

morfizmleri sürekli dönüşümler olan yapı bir kategoridir ve 𝑭𝑪𝑶 (sırasıyla 𝑳𝑭𝑪𝑶, 

𝑳𝒊𝒎) ile gösterilir 

(5) Objeleri tüm bağıntı uzayları (yansıma bağıntılı uzayları, ön sıralama bağıntılı 

uzaylar), morfizmleri bağıntı koruyan dönüşümler olan yapı bir kategoridir ve 𝑹𝒆𝒍 

(sırasıyla 𝑹𝑹𝒆𝒍, 𝑷𝒓𝒆𝒐𝒓𝒅) ile gösterilir.  

2.2 Özel Obje Ve Morfizmler 

Önerme 2.2.1 𝑋 ≠ ∅ bir küme ve 𝑌 bir küme, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 bir fonksiyon olsun. 

Aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) 𝑓 birebirdir. 

(ii) 𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝑋 olacak şekilde 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑋 fonksiyonu vardır. 

Tanım 2.2.2 𝑪 kategori ve 𝑓 𝑪 de morfizm olsun. 𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝑋 şeklinde                                

𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑋 morfizmi varsa 𝑓  ye kesit (section) denir. 

Önerme 2.2.3 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 için aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑓 örtendir. 

(ii) 𝑓 ∘ 𝑔 = 1𝑌 olacak şekilde 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑋 fonksiyonu vardır. 

Tanım 2.2.4 𝑪 bir kategori ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizm olsun. 𝑓 ∘ 𝑔 = 1𝑌 olduğunda 

𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑋 ise 𝑓 ye retraksiyon (retraction) denir. 

Önerme 2.2.5 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 için aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑓 birebirdir ve örtendir. 

(ii) 𝑓 ∘ 𝑔 = 1𝑌 olacak şekilde 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑋 fonksiyonu vardır. 

Tanım 2.2.6 𝑪 bir kategori ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizmi olsun. 𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝑋 ve 𝑓 ∘ 𝑔 = 1𝑌 

olacak şekilde 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑋 morfizmi varsa 𝑓  ye izomorfizm (yani hem kesit hemde 

retraksiyon) denir. 
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Önerme 2.2.7 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 için aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑓 birebirdir. 

(ii) 𝑓 ∘ ℎ = 𝑓 ∘ 𝑘 olacak şekilde tüm ℎ ve 𝑘 için ℎ = 𝑘 dır. 

Tanım 2.2.8 𝑪 bir kategori ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizmi olsun. 𝑓 ∘ ℎ = 𝑓 ∘ 𝑘 olacak şekilde 

𝑪  kategorisindeki tüm ℎ ve 𝑘 için ℎ = 𝑘 ise 𝑓 ye monomorfizm (monic) denir. 

Önerme 2.2.9 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 için aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝑓 örtendir. 

(ii) ℎ ∘ 𝑓 = 𝑘 ∘ 𝑓 olacak şekilde tüm ℎ ve 𝑘 için ℎ = 𝑘 dır. 

Tanım 2.2.10 𝑪 bir kategori ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizmi olsun. ℎ ∘ 𝑓 = 𝑘 ∘ 𝑓 olacak 

şekilde 𝑪  kategorisindeki tüm ℎ ve 𝑘 için ℎ = 𝑘 ise 𝑓 ye epimorfizm (epic) denir. 

Tanım 2.2.11 𝑪 bir kategori ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizmi hem monomorfizm hemde 

epimorfizm ise 𝑓 ye bimorfizm denir. 

Tanım 2.2.12 Bir 𝑪 kategorisinde ve 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) olsun. Eğer her bir 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 

𝐻𝑜𝑚𝐂(𝐴, 𝑋) tek elemanlı oluyorsa 𝐴 ya 𝑪 nin başlangıç objesidir denir. Eğer                           

her 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑋, 𝐵) tek elemanlı oluyorsa 𝐵 ye 𝑪 nin bitiş objesidir denir. 

Eğer başlangıç ve bitiş objesi aynı ise bu objeye sıfır obje denir [17]. 

𝑺𝒆𝒕 te 𝐴 = ∅ başlangıç, 𝐵 = {𝑥} cümlesi bitiş objedir. 

𝑻𝒐𝒑 da 𝐴 = (∅,𝜏 ={∅}) başlangıç obje ve 𝐵 = ({𝑥}, 𝜏 = {∅, {𝑥}}) nin bitiş objesidir. 

𝑮𝒓𝒑 da 𝐴 = 𝐵 = {𝑒} hem başlangıç hemde bitiş objesidir. Dolayısıyla bu obje bu 

kategoride sıfır objedir. 

𝑩𝒐𝒓𝒏   veya 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏 da 𝐴 = (∅, {∅}) başlangıç, 𝐵 = ({𝑥}, 𝐹 = {∅, {𝑥}}) cümlesi 

bitiş objedir. 

𝑹𝑹𝒆𝒍  de 𝐴 = (∅, 𝑅 = ∅) boş bağıntılı uzay  başlangıç, 𝐵 = ({𝑥}, 𝑅 = {𝑥}2) cümlesi 

bitiş objedir. 
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2.3 Fanktor  

Tanım 2.3.1 𝑪 ve 𝑫 iki kategori olsun. 𝑪 nin her bir 𝑋 objesi için 𝑫 nin 𝐹(𝑋) objesine, 

𝑪 nin her 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 morfizmi 𝑫 nin  𝐹(𝑓): 𝐹(𝑋) ⟶ 𝐹(𝑌) morfizmine dönüşsün. Bu 

durumda aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝐹: 𝑪 ⟶ 𝑫 ye fanktor denir [17,18].                            

(i) Her 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 

𝐹(1𝑋) = 1𝐹(𝑋)                      

 (ii) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝑪) için 𝑔 ∘ 𝑓 tanımlı olmak üzere, 

𝐹(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(𝑓)       

Örnek 2.3.2 (1) 𝑈: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕, 𝑈((𝑋, 𝜏)) = 𝑋 ve 𝑈: 𝑮𝒓𝒑 ⟶  𝑺𝒆𝒕, 𝑈((𝐺,∗)) = 𝐺 

şeklinde tanımlanan dönüşümler yapıyı ihmal ettiğinden unutkan fanktor olarak 

adlandırılırlar. 

(2) 𝑈: 𝑺𝒆𝒕 ⟶ 𝑻𝒐𝒑, 𝑈(𝑋) = (𝑋, 𝑃(𝑋)) şeklinde tanımlanan dönüşüm bir fanktordur 

ve bu fanktora diskre fanktor denir. 𝑈(𝑋) = (𝑋, {∅, 𝑋}) olsaydı 𝑈 ya indiskre fanktor 

denir. 

Tanım 2.3.3 ([17,18])  𝐹: 𝑪 ⟶ 𝑫 bir fanktor olsun. 

(1) Her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)  ve her 𝑓: 𝐹(𝑋) ⟶ 𝐹(𝑌) dönüşümü için en az bir 𝑔 ∈ 𝑪(𝑋, 𝑌)    

dönüşümü vardır öyle ki 𝐹(𝑔) = 𝑓 ise 𝐹 ye dolu fanktor denir, yani dolu fanktor bir 

bakıma morfizm anlamında örtenliğe denk gelmektedir. 

(2) Her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) ve her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑪(𝑋, 𝑌) dönüşümleri için 𝐹(𝑓) = 𝐹(𝑔) olduğunda 

𝑓 = 𝑔 oluyorsa 𝐹 ye düzenli (faithful) fanktor denir, yani düzenli fanktor bir bakıma 

morfizm anlamında birebirliğe denk gelmektedir. 

(3) Her 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)  için her 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 dönüşümü izomorfizm ve 𝐹(𝑓) = 1𝑈(𝑋) 

olduğunda 𝑓 = 1𝑋  oluyorsa 𝐹 ye amnestik fanktor denir. 

(4) 𝐹 amnestik ve düzenli ise 𝐹 ye belirli (concrete) fanktor denir. 
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(5) 𝐺 ∘ 𝐹 = 1𝑪 ve 𝐹 ∘ 𝐺 = 1𝑫 olmak üzere 𝐺:𝑫 ⟶ 𝑪 bir fanktor varsa 𝐹 ye 

izomorfizm, 𝐺 ve 𝐹 ye ise izomorfik kategoriler denir. 

Tanım 2.3.4 𝐹,𝐺: 𝑪 ⟶ 𝑫 fanktorlar olsun. Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) ve her 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 

morfizmi için  𝛼𝐴: 𝐹(𝐴) ⟶ 𝐺(𝐴) dönüşümü 𝑫 kategorisinde bir morfizm olmak üzere                                

𝐺(𝑓) ∘  𝛼𝐴 =  𝛼𝐵 ∘  𝐹(𝑓)  oluyorsa 𝛼: 𝐹 ⟶ 𝐺 ye doğal dönüşüm denir [17,18]. 

                                                                               𝐹 

                                           𝑪                          𝜶                     𝑫

                                                                     𝐺  

Şekil 2.1. Doğal dönüşüm diyagramı. 

Örnek 2.3.5 𝑈: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 unutkan, 𝐷: 𝑺𝒆𝒕 ⟶ 𝑻𝒐𝒑 diskre fanktor olsun.                  

𝛼: 𝐼 ⟶ 𝑈𝐷 ve 𝛽:𝐷𝑈 ⟶ 𝐼 doğal dönüşümlerdir. Burada 𝐼 birim fanktordur, yani 

𝐼(𝐵) = 𝐵 dir. 

                                  𝐼                                                                              𝐷𝑈   

   𝑺𝒆𝒕                       𝜶                    𝑺𝒆𝒕               𝑻𝒐𝒑                     𝜷                     𝑻𝒐𝒑    

                            𝑈𝐷                                                                    𝐼 

Şekil 2.2. 𝑺𝒆𝒕 ve 𝑻𝒐𝒑 kategorilerinde doğal dönüşüm diyagramı. 

Tanım 2.3.6 𝑪 ve 𝑫 iki kategori olsun. 𝐹: 𝑪 ⟶ 𝑫 ve 𝐺:𝑫 ⟶ 𝑪 fanktorları verilsin. 

Aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝐹 ye 𝐺 nin sağ adjointi veya 𝐺 ye 𝐹 nin sol adjointi denir 

[17,18]. 

(i) ƞ: 𝐼 ⟶ 𝐺 ∘ 𝐹 ve 𝜀: 𝐹 ∘ 𝐺 ⟶ 𝐼 doğal dönüşümleri olmalıdır. 

(ii) (ƞ𝐺) ∘ (𝐺𝜀) = 𝐼 ve (𝜀𝐹) ∘ (𝐹ƞ) = 𝐼 eşitlikleri sağlanmalıdır. 
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İki   topolojinin çarpımı nasıl topolojilerin çarpımı değilse bir 𝑪 kategorisindeki 𝐴 ve 

𝐵 objelerinin çarpımı da bilinen kartezyen çarpımı değildir. Evrensel özellik ile 

birlikte çarpımın tek bir izomorfizm ile kaldırılabilir olmasıdır. Yani burada önemli 

olan bir nesnenin diğer nesnelerle veya diğer morfizmlerle olan ilişkisidir.      

Tanım 2.3.7 ([17,18]) 𝑪 kategori ve {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  objelerin sınıfı olmak üzere bu durumda, 

(1) 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) ve her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑝𝑖: 𝐵 ⟶ 𝐴𝑖 morfizmleri için 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) objesi ve her 

𝑖 ∈ 𝐼 için  𝑓𝑖: 𝑋 ⟶ 𝐴𝑖 için 𝑝𝑖 ∘ 𝜑 = 𝑓𝑖 olacak şekilde bir tek 𝜑: 𝑋 ⟶ 𝐵 varsa 

(𝐵,  {𝑝𝑖}𝑖∈𝐼 ) ye {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  objelerinin çarpımı denir. 

(2) 𝑅 ∈ 𝑂𝑏(𝐂) objesi ve her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑐𝑖: 𝐴𝑖 ⟶ 𝑅 morfizmleri için 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) objesi 

ve her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑓𝑖: 𝐴𝑖 ⟶ 𝑋 için 𝜑 ∘ 𝑐𝑖 = 𝑓𝑖 olacak şekilde bir tek 𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑋 varsa 

(𝑅, {𝑐𝑖}𝑖∈𝐼 ) ye {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 objelerinin co-çarpımı denir.  

Örnek 2.3.8 𝑺𝒆𝒕 kategorisinde iki objenin çarpımı bildiğimiz kartezyen çarpımdır. 

𝑮𝒓𝒑 kategorisinde iki objenin çarpımı direkt çarpımdır. 𝑻𝒐𝒑 kategorisindeki iki 

objenin çarpımı ise 𝜏∗ çarpım uzaydır.         

2.4 Topolojik Kategori 

Tanım 2.4.1 𝑈: 𝑪 ⟶ 𝑫 bir fanktoru aşağıdaki şartlarsa 𝑈 ya topolojik fanktor ve 𝑪 ye 

𝑫 üzerinde topolojik kategori denir [17,19].                                                              

(i)  𝑈 belirlidir, 

(ii) Her 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝑫) için 𝑈−1(𝐵) = {𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)|𝑈(𝑋) = 𝐵} bir kümedir. Yani 𝑈 

küçük demetlere sahiptir. Burada 𝑈−1(𝐵) ifadesine 𝐵 üzerindeki demet denir. 

(iii) Her 𝑈-kaynağı bir başlangıç kaldırmasına sahiptir veya buna denk olarak              

her 𝑈-kavşağı bir bitiş kaldırmasına sahiptir. 

𝑫 de ki her 𝑖 ∈ 𝐼 𝑓𝑖: 𝑈(𝑋) = 𝐴 ⟶ 𝑈(𝑋𝑖) ailesi için (𝑓𝑖̅) = 𝑓𝑖 olacak şekilde 𝑪 de bir 

𝑓𝑖 : 𝑋 ⟶ 𝑋𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ailesi vardır ve 𝑈(ℎ̅𝑖: 𝑌 ⟶ 𝑋𝑖) = 𝑓𝑖 ∘ 𝑘: 𝑈(𝑌) ⟶ 𝑈(𝑋) =                       

𝐴 ⟶ 𝑈(𝑋𝑖) iken 𝑘: 𝑈(𝑌) ⟶ 𝑈(𝑋) dönüşümüne karşılık 𝑈(𝑘̅) = 𝑘 olacak şekilde en 

az bir 𝑘̅ ∶ 𝑌 ⟶ 𝑋 dönüşümü mevcuttur öyle ki 𝑓𝑖̅ ∘ 𝑘̅ = 𝑔̅𝑖 . 
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Tanım 2.4.2 𝑈: 𝑪 ⟶ 𝑫 topolojik fanktor olmak üzere eğer 𝑫 nin bitiş objesinin her 

alt objesi 𝐵 olmak üzere 𝑈−1(𝐵) tek bir yapıya sahipse 𝑈 ya normalleştirilmiş 

topolojik fanktor denir [17]. 

Örnek 2.4.3 𝑈: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕, 𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝑋 normalleştirilmiş bir topolojik fanktordur. 

(i) U unutkan fanktor yani 𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝑋 ve 𝑓 ∶ (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) için                                  

𝑈(𝑓) = 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌  şeklinde verilsin. 𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) sürekli dönüşümleri için 

kabul edelim ki 𝑈(𝑔) = 𝑈(𝑓)  olsun.  Burada 𝑓 = 𝑔 olur. Yani 𝑈 düzenlidir. Diğer 

taraftan ise 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑋, 𝜑)  sürekli,  𝑈(𝑓) = 1𝑋 ve f homeomorfizm olsun. Bu 

durumda 𝑓 = 1(𝑋,𝜏) yani 𝜑 = 𝜏 olduğunu gösterelim. 𝑓  ve 𝑓−1 sürekli ve                      

𝑈(𝑓) = 𝑓 = 𝐼  olduğundan, 𝑓−1(𝜑) ⊂ 𝜏 olduğundan 𝜑 ⊂ 𝜏  dır.  𝑓−1 (𝜏)   ⊂ 𝜑 

olduğundan 𝜏 ⊂ 𝜑 olup 𝜏 = 𝜑 dir. Yani 𝑈 amnestiktir. O halde 𝑈 hem amnestik hem 

de düzenli olduğundan 𝑈 belirlidir.                 

(ii) Şimdi ise 𝑈−1(𝑋) = { (𝑋, 𝜏)|𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝑋 } nin küme olduğunu gösterelim. 

Φ ={ 𝜏| 𝜏, 𝑋   üzerinde topoloji} olsun. 𝜃: 𝑈−1(𝑋) ⟶  Φ ve 𝜃(𝑋, 𝜏) = 𝜏  olarak 

alınırsa  𝜃 nin birebir ve örten olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝑈−1(𝑋) ile Φ denktir. Φ bir 

küme olduğundan 𝑈−1(𝑋) de bir küme olur. O halde 𝑈 küçük demetlere sahiptir.    

(iii) { 𝑓𝑖 : 𝑋 ⟶  𝑈(𝑋𝑖 , 𝜏𝑖)  =  𝑋𝑖 , 𝑖 ∈  𝐼 } 𝑺𝒆𝒕 de bir 𝑈 kaynağı ve  𝜏∗  üretilen topoloji 

olmak üzere 𝑓𝑖 : (𝐴, 𝜏∗) ⟶ (𝐴𝑖 , 𝜏𝑖) olsun. 𝜏 = 𝜏∗ olması için gerek ve yeter şart (𝑌, σ) 

topolojik uzayı ve sürekli 𝑔𝑖: ( 𝑌, 𝜎) ⟶ (𝑋𝑖, 𝜏𝑖) fonksiyonlar ailesi için eğer 𝑔𝑖 = 𝑓𝑖𝑜ℎ 

olacak şekilde en az bir ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑋 fonksiyonu varsa ℎ süreklidir. Bu önermeden dolayı 

𝑓𝑖:(𝑋, 𝜏∗) ⟶ (𝑋𝑖,𝜏𝑖), U-kaynağının başlangıç kaldırmasıdır. { 𝑓𝑖: 𝑈(𝑋𝑖, 𝜏𝑖) =                  

𝑋𝑖 ⟶ 𝑋, 𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı, 𝑺𝒆𝒕 de herhangi bir 𝑈 kavşağı ve 𝜏∗ zayıf (coinduced) topoloji 

olsun. 𝑓𝑖:(𝑋𝑖,𝜏𝑖) ⟶(𝑋, 𝜏∗) verilen kavşağın bitiş kaldırmasıdır. 

Yukarıda 𝑻𝒐𝒑 yerine 𝑼𝒏𝒊𝒇, 𝑺𝑼𝑪𝒐𝒏𝒗, 𝑷𝑼𝑪𝒐𝒏𝒗, 𝑹𝒆𝒍, 𝑹𝑹𝒆𝒍 kategorileri alınırsa bu 

kategorilerin de topolojik kategori olduğu görülür.  

Örnek 2.4.4 (1) 𝑴𝒆𝒕, metrik uzaylar kategorisinde metrik uzayların keyfi çarpımları 

her zaman bir metrik tanımlamaz. Bu ise 𝑈-kavşağının bir başlangıç kaldırmasına 

sahip olmadığını gösterir. 𝑮𝒓𝒑, 𝑹𝒊𝒏𝒈 kategorilerinde bir grubun ve bir halkanın alt 

kümesi grup ve halka değildir. Bu ise 𝑈-kaynağının bir başlangıç kaldırmasına sahip 
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olmadığını gösterir. Benzer şekilde 𝑷𝒐𝒔𝒆𝒕 kısmi sıralama bağıntı uzaylar kategorisi, 

𝑽𝒆𝒄𝒕 tüm reel vektör uzaylar kategorisi alındığında da bu fanktorların topolojik 

fanktor olmadığı görülür. 

(2) Objeleri topolojik gruplar morfizmleri topolojik grup homomorfizmi olan 𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 

kategorisi için 𝑈: 𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 ⟶ 𝑮𝒓𝒑 topolojik fanktordur. Fakat 𝑈: 𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 

topolojik fanktor değildir.  

Tanım 2.4.5 𝑪,𝑫 iki kategori olsun. 𝑈: 𝑪 ⟶ 𝑫 topolojik fanktoru  𝐷:𝑫 ⟶ 𝑪 sol 

adjointine sahip ise 𝐷 ye diskre fanktor,  𝐷∗: 𝑫 ⟶ 𝑪 sağ adjointe sahip ise 𝐷∗ a 

indiskre fanktor denir. Yani 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için  𝑋 = 𝐷(𝑈(𝑋)) objesine 𝑪 de diskre obje 

ve 𝑌 = 𝐷∗(𝑈(𝑌)) objesine de 𝑪 indiskre obje denir. Diskre ve indiskre objeler şu 

şekilde de tanımlanabilir [17]. 

𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) diskre olması için gerek ve yeter şart 𝑪 nin her Y objesi için 𝑈(𝑋) ⟶ 𝑈(𝑌) 

morfizmi 𝑋 ⟶ 𝑌  kaldırılabilirdir. 

𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) indiskre olması için gerek ve yeter şart 𝑪 nin her 𝑌 objesi için             

𝑈(𝑌) ⟶ 𝑈(𝑋) dönüşümü 𝑌 ⟶ 𝑋  kaldırılabilirdir. 
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3. SABİT SÜZGEÇ YAKINSAK UZAYLAR 

3.1 Süzgeç Ve Yakınsaklık Kavramı 

Tanım 3.1.1 𝐵 ≠  ∅ bir cümle, 𝛼 ≠  ∅ ve 𝛼 ⊂  𝑃(𝐵) olsun. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa 𝛼 ya 𝐵 üzerinde bir öz süzgeç (proper) denir. 

(i) ∅ ∉ 𝛼  

(ii) Her 𝑈, 𝑉 ∈ 𝛼 için 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝛼   

(iii) 𝑈 ∈ 𝛼 ve 𝑈 ⊂ 𝑉 ise 𝑉 ∈ 𝛼 

(i) ve (ii) şarttan 𝛼 süzgecine ait sonlu sayıda kümelerin kesişiminin boş olamayacağı 

ve (iii) şarttan 𝛼 süzgecine ait her sayıda kümelerin birleşiminin 𝛼 süzgecine ait olduğu 

anlaşılır. Ayrıca (i) şarttan 𝑃(𝐵) kümesinin kendisi bir süzgeç değildir. (iii) şarttan ise 

süzgeçlerin artan bir yapıda olduğunu gösterir. 

∅ ∈  𝛼 ve (ii) ve (iii) şartlar sağlanırsa 𝛼 =  𝑃(𝐵) dir. Bu durumda 𝛼 ya 𝐵 üzerinde 

bir öz olmayan süzgeç (improper) denir. 𝐵 üzerindeki tüm süzgeçlerin cümlesi 𝐹(𝐵) 

ile gösterilir. 

Örnek 3.1.2 (1) 𝐵 = {𝑥} olsun. 𝐵 üzerindeki süzgeçleri bulalım.  

𝑃(𝐵) = {{𝑥}, ∅} dir.  𝛼 ⊂ 𝑃(𝐵) için 𝛼 = {∅, {∅}, {{𝑥}}, 𝑃(𝐵)} dır. Süzgeç 

tanımından ∅ ∉  𝛼 olduğundan 𝛼 = ∅, 𝛼 =  {∅}, 𝛼 = {𝑃(𝐵)} süzgeç değildirler.       

𝛼 = {{𝑥}} süzgeçtir. Çünkü ∅ ∉  𝛼 ve 𝑈 = 𝑉 = {𝑥} olacağından 𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑥} ∈ 𝛼, 

𝑈 = {𝑥} ∈ 𝛼 ve 𝑈 ⊂ 𝑉 = {𝑥} olduğundan 𝑉 ∈ 𝛼 dır. 

(2) 𝐵 = {𝑥, 𝑦} kümesi için 𝐵 üzerindeki süzgeçleri yazalım.         

𝑃(𝐵) = {∅, {𝑥}, {𝑦}, 𝐵} dir. 𝛼 ⊂ 𝑃(𝐵) olacağından 𝛼, 24 = 16 tane süzgeç adayı 

vardır. Fakat bunlardan sadece 3 tanesi süzgeçtir. Bunlar  𝛼1 = {𝐵}, 𝛼2 = {{𝑥}, 𝐵} ve                 

𝛼3 = {{𝑦}, 𝐵} dır. 
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(3) 𝐵 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} olsun. B üzerindeki süzgeçleri yazalım. 

𝛼1 = {𝐵} aşikar süzgeç. 

𝛼2 = {{𝑥, 𝑦}, 𝐵} 

𝛼3 = {{𝑥, 𝑧}, 𝐵} 

𝛼4 = {{𝑦, 𝑧}, 𝐵} 

𝛼5 = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}, {𝑥, 𝑧}, 𝐵} = [𝑥] 

𝛼6 = {{𝑦}, {𝑥, 𝑦}, {𝑦, 𝑧}, 𝐵} = [𝑦] 

𝛼7 = {{𝑧}, {𝑥, 𝑧}, {𝑦, 𝑧}, 𝐵} = [𝑧] şeklindedir.  

𝐵 üzerinde süzgeç olmayan yapılarda vardır bunlardan bazıları ise; 

𝛼8 = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}, {𝑦, 𝑧}, 𝐵} 

𝛼9 = {{𝑧}, {𝑥}, {𝑦, 𝑧}, {𝑥, 𝑧}, 𝐵} dır. 

Örnek 3.1.3 𝐵 boş olmayan bir cümle, ∅ ≠ 𝐴 ⊂ 𝐵 ve 𝑥 ∈ 𝐵 olsun.        

(1) 𝛼 = {𝑈 ⊂ 𝐵: 𝑥 ∈ 𝑈} = [𝑥] bir süzgeçtir. [𝑥] kümesi 𝑥 noktasını içeren 𝐵 nin 

tüm alt cümlelerin cümlesidir. 

(i) ∅ ∉ α dır. 

(ii) 𝑈,𝑉 ∈ 𝛼 olsun. Tanımdan 𝑥 ∈ 𝑈  ve 𝑥 ∈ 𝑉  dir. 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 olur, dolayısıyla      

𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝛼  elde edilir. 

(iii) 𝑈 ∈ 𝛼 ve 𝑈 ⊂ 𝑉 olsun. 𝑈 ∈ 𝛼 olduğundan 𝑥 ∈ 𝑈  dir. 𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑉 den 𝑥 ∈ 𝑉 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑉 ∈ 𝛼  dır. 

(2) 𝛼 =  {𝑈 ⊂  𝐵 ∶  𝐴 ⊂  𝑈} = [𝐴] ifadesi 𝐵 üzerinde öz süzgeç olur. Gerçekten, 

(i) ∅ ∉ [𝐴] dır. 
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(ii) 𝑈 ∈ [𝛼] ve 𝑉 ∈ [𝛼] ise 𝛼 ⊂ 𝑈  ve 𝛼 ⊂ 𝑉 dir. Buradan 𝑈 ∩ 𝑉 ⊂ 𝛼  

olduğunda 𝑈 ∩ 𝑉 ∈  [𝛼] dır. 

(iii)  𝑈 ∈ [𝛼] ve 𝑈 ⊂ 𝑉 alalım. 𝑈 ∈ [𝛼] ise α ⊂ 𝑈 dır. 𝑈 ⊂ 𝑉 olduğundan                        

𝛼 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑉 dır.  𝛼 ⊂ V elde edilir. Buradan 𝑉 ∈ [𝛼] bulunur.  

(3) (𝐵, 𝜏) topolojik uzay ve 𝑥 ∈ 𝐵  olsun. 𝑥 noktasının tüm komşuluklarını ihtiva 

eden 𝑁𝑥 = {𝑈 ⊆ 𝐵│en az bir 𝑉 ∈ 𝜏 ve 𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑈} ⊂ 𝑃(𝐵) ailesi bir süzgeçtir ve bu 

süzgece 𝑥 nın komşuluklarının süzgeci denir. 

Tanım 3.1.4 𝐵 ≠ ∅ ve α ise 𝐵 de bir süzgeç olmak üzere, 

(1) Her 𝑈 ⊂ 𝐵 için 𝑈 ∈ 𝛼 veya 𝑈𝑐 ∈ 𝛼  ise 𝛼 ya ultra (maximal) süzgeç denir. 

(2) 𝛼 ⊂  𝛽 ise 𝛼 süzgeci 𝛽 dan daha kalındır veya 𝛽 süzgeci 𝛼 dan daha incedir 

denir. 

Tanım 3.1.5 𝐵 ≠ ∅ ve  𝛼 ⊂ 𝑃(𝐵), 𝛼 ≠ ∅ olsun. Eğer 𝛼 aşağıdaki şartları sağlarsa 𝛼 

ya süzgeç bazı denir. 

(i) ∅ ∉ 𝛼 dır. 

(ii) Her 𝑈, 𝑉 ∈ 𝛼 için 𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak şekilde 𝑊 ∈ 𝛼 vardır. 

Örnek 3.1.6 𝐵 =  {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝛽 =  {{𝑥}, 𝐵} olsun. 

(i) ∅ ∉ 𝛽 sağlar. 

(ii) {𝑥}, 𝐵 ∈ 𝛽 için {𝑥} ∩ 𝐵 = {𝑥} ∈ 𝛽, {𝑥} ∩ {𝑥} = {𝑥} ∈ 𝛽 ve 𝐵 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∈ 𝛽 

olduğundan şartlar sağlanır 𝛽 süzgeç bazıdır. 

Tanım 3.1.7 𝐵 boş olmayan bir cümle, ∅ ≠ 𝛽 ⊂ 𝐹(𝐵),𝐵 üzerinde süzgeç bazı 

olarak alalım. 𝐹 = {𝑈 ⊂ 𝐵: ∃ 𝑉 ∈ 𝛽 vardır öyle ki 𝑉 ⊂ 𝑈} ifadesine 𝛽 süzgeç 

bazı(tabanı) tarafından üretilen süzgeç denir. 

Örnek 3.1.8  𝐵 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝛽 = {{𝑥}} olsun. 

(i) ∅ ∉  𝛽 sağlar 
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(ii) 𝑈,𝑉 ∈ 𝛽 için 𝑈,𝑉 = {𝑥} olduğundan 𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑥} ∈ 𝛽 dır. Şartlar 

sağlandığından 𝛽 süzgeç bazıdır. 

Fakat {𝑥} ⊂ {𝑥, 𝑧} iken {𝑥, 𝑧} ∉ 𝛽 olduğundan 𝛽 süzgeç değildir. 𝛽 süzgeç bazı 

tarafından üretilen süzgeç Tanım 3.1.7 den 𝛼 = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}, {𝑥, 𝑧}, 𝐵} = [𝑥] dir. 

3.2 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar 

Tanım 3.2.1 𝑋 bir küme, 𝐹(𝑋) ise 𝑋 üzerindeki süzgeçlerin sınıfı ve                        

𝐾:𝑋 ⟶ 𝑃(𝐹(𝑋)) fonksiyon olsun. 𝐾 aşağıdaki şartları sağlarsa 𝐾 ya sabit süzgeç 

yakınsaklık yapısı ve (𝑋, 𝐾) ya ise sabit süzgeç yakınsak uzay denir [5]. 

(i) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için [𝑥] ∈ 𝐾 dır, burada  [𝑥] = {𝐴 ⊂ 𝑋│𝑥 ∈ 𝐴 } dir. 

(ii) 𝐹, 𝑋 kümesi üzerinde süzgeç ve 𝐹 ⊂ 𝐺 olsun. Eğer 𝐹 ∈ 𝐾 ise 𝐺 ∈ 𝐾  dir.  

(𝑋, 𝐾) ve (𝑌, 𝐿) sabit süzgeç yakınsak uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun. 𝐹 ∈ 𝐾 

olduğunda 𝑓(𝐹)  ∈ 𝐿  ise 𝑓 dönüşümüne süreklidir denir. Objeleri sabit süzgeç 

yakınsak uzaylar, morfizmleri yukarıdaki şekilde tanımlanan sürekli dönüşümler olan 

sınıfa sabit yakınsak süzgeç uzaylar kategorisi denir ve 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 ile gösterilir. 

Örnek 3.2.2 𝑋 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐}  kümesi üzerindeki bazı sabit süzgeç yakınsak uzayları 

yazalım. 𝑋 deki süzgeçlerin sınıfı     

𝐹(𝑋) = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [{𝑎, 𝑏}], [{𝑎, 𝑐}], [{𝑏, 𝑐}], [𝑋], [∅]} olmak üzere, 

𝐾1 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [∅]} 

𝐾2 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [{𝑎, 𝑏}], [∅]} 

𝐾3 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [{𝑎, 𝑏}], [{𝑎, 𝑐}], [∅]} 

Teorem 3.2.3 𝑈: 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 ⟶ 𝑺𝒆𝒕, 𝑈((𝑋, 𝐾)) =  𝑋  şeklinde tanımlanan 𝑈 dönüşümü 

normalleştirilmiş bir topolojik fanktordur. 

İspat: 𝑈 dönüşümünün fanktor olduğu açıktır. Şimdi topolojik fanktor şartlarını 

sağlatalım: 
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(i) 𝑈 nun belirli olduğunu göstermeliyiz. Bunun için öncelikle  𝑈 fanktorunun düzenli 

olup olmadığını inceleyelim. (𝑋, 𝐾), (𝑌, 𝐿) ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 ve 𝑓, 𝑔: (𝑋, 𝐾) ⟶ (𝑌, 𝐿) 

dönüşümleri için 𝑈(𝑓) = 𝑈(g) ise 𝑈(𝑓 ) = 𝑓  ve 𝑈(𝑔) = 𝑔 olup 𝑓 = 𝑔 dir. 

𝑈 nun amnestik olduğunu göstermeliyiz. 

𝑓: (𝑋, 𝐾) ⟶ (𝑋, 𝐿) için 𝑈(𝑓) = 𝑓 = 1𝑋  , 𝑋 ⟶ 𝑋 ve 𝑓 izomorfizm olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 

için 𝛼 ∈ 𝐾 olsun. 𝑓 sürekli olduğundan 𝑓(𝛼) ∈ 𝐿 dir. 1𝑋(𝛼) ∈ 𝐿 ise  𝛼 ∈ 𝐿 dir, sonuç 

olarak 𝐾 ⊂  𝐿 dir. 𝑓 izomorfizm olduğundan 𝑓−1: (𝑋, 𝐿)  ⟶ (𝑋, 𝐾)  olur. 𝑓−1 sürekli 

olduğundan 𝛼 ∈ 𝐿 için 𝑓−1(𝛼)  ∈ 𝐾 dır. Böylece 𝑓−1 = 1𝑋  için 1𝑋(𝛼 ) ∈ 𝐾 

olduğundan 𝛼 ∈ 𝐾 dır. Dolayısıyla 𝐿 ⊂ 𝐾 ve 𝐾 = 𝐿 dir. Sonuç olarak 𝑓 = 1(𝑋,𝐾) dır, 

yani 𝑈 amnestik tir. 

(ii) 𝑈 nun küçük demetlere sahip olduğunu, yani her 𝑋 ∈  𝑂𝑏(𝑺𝒆𝒕) için 𝑈−1(𝑋) in 

cümle olduğunu göstermeliyiz. 

𝑈−1(𝑋) = {(𝑋, 𝐾) ∶  𝑈(𝑋, 𝐾) = 𝑋} ve  = {𝐾: 𝐾 ⊂ 𝑋 × 𝑃(𝐹(𝑋))} olsun. O halde                   

𝜃: 𝑈−1(𝑋) ⟶ , dönüşümü 𝜃((𝑋, 𝐾)) = 𝐾 olsun. 𝜃 birebir ve örten olduğundan 

𝑈−1(𝑋) ile   denktir ve  küme olduğundan her 𝑋 ∈ 𝑺𝒆𝒕 için 𝑈−1(𝑋) da bir 

kümedir. Sonuç olarak, 𝑈 küçük demetlere sahiptir. 

(iii) (𝑋𝒊, 𝐾𝒊) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 nın objeleri ve {𝑓𝑖: (𝑋, 𝐾) ⟶ 𝑈(𝑋𝒊, 𝐾𝒊) = 𝑋𝑖(𝑖 ∈ 𝐼)} 𝑺𝒆𝒕 de bir         

𝑈 kaynağı olsun. 𝐾 = {𝛼: 𝑓𝑖(𝛼) ∈ 𝐾𝑖, her 𝑖 ∈ 𝐼} olsun. (𝑋, 𝐾) ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 olduğunu 

gösterelim. 𝑓𝑖: (𝑋, 𝐾) ⟶ (𝑋𝒊, 𝐾𝒊) kaynağın 𝑓𝑖: 𝑋 ⟶ 𝑋𝒊 nin başlangıç kaldırması 

olduğunu gösterelim. 

Her (𝑌, 𝐿) ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶, (𝑋𝒊, 𝐾𝒊) ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 ve 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 de herhangi bir                               

ℎ𝑖: (𝑌, 𝐿) ⟶ (𝑋𝒊, 𝐾𝒊) dönüşüm ailesi için en az bir 𝑘: 𝑌 ⟶  𝑋 fonksiyonu vardır ve     

𝑈(𝑓𝑖 ) ∘ 𝑘 = ℎ𝑖 dir. Göstereceğiz ki en az bir 𝑘̅: (𝐵, 𝐿)  ⟶ (𝑋, 𝐾) fonksiyonunun 

sürekli öyle ki 𝑈(𝑘̅) = 𝑘 dır. Yani her 𝛼 ∈ 𝐿 için 𝑘(𝛼) ∈ 𝐾 olduğunu göstermeliyiz. 

𝛼 ∈ 𝐿 olsun, ℎ𝑖 ler sürekli olduklarından ℎ𝑖𝛼 ∈  𝐾𝑖 (ℎ𝑖 (𝑦)) dir. 𝑈(𝑓𝑖)  ∘  𝑘 =  ℎ𝑖  den 

𝑓𝑖(𝑘(𝛼)) = ℎ𝑖𝛼 ∈ 𝐾𝑖 olur. Böylece 𝑓𝑖(𝑘(𝛼)) ∈ 𝐾𝑖ve K nın tanımından 𝑘(𝛼) ∈ 𝐾 dir. 

Dolayısıyla 𝑈: 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 ⟶  𝑺𝒆𝒕 bir topolojik fanktordur. 
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𝑈−1({𝑥}) ve 𝑈−1(∅) un tek bir yapı oluşturup oluşturmadığına incelemek gerekir.  

𝑈−1(∅) = (∅, ∅) =  (∅, 𝐾) yani 𝐾 = ∅ dur. 𝑈−1({𝑥}) =  ({𝑥}, 𝐾), 𝐾 = {[𝑥], [∅]} 

dır. Dolayısıyla boş ve tek nokta cümlesi üzerinde yalnız tek bir yapı vardır. Böylece           

𝑈: 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶⟶ 𝑺𝒆𝒕 normalleştirilmiştir topolojik fanktordur. 

 

Tanım 3.2.4 Genel topolojide bilinen klasik ayırma aksiyomlarını 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 

kategorisine genelleştirmemize yardım eden temel kavramları tanımlayalım:  

(1) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da için {𝑓𝑖: (𝐴, 𝐾)  ⟶ (𝐴𝑖, 𝐾𝑖), 𝑖 ∈  𝐼} kaynağı 𝑓𝑖: 𝐴 ⟶  𝐴𝑖 nin bir 

başlangıç kaldırmasıdır ancak ve ancak her  𝛼 ∈ 𝐾 için 𝑓𝑖 (𝛼) ∈ 𝐾𝑖 dir [20,21]. 

(2) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da 𝑓: (𝐴𝑖, 𝐾𝑖) ⟶ (𝐴,𝐾) kavşağı bitiş kaldırmasıdır ancak ve ancak her            

𝛼 ∈ 𝐾 için en az bir 𝛽𝑖 ∈ 𝐾𝑖 vardır öyle ki 𝑓𝑖(𝛽𝑖) ⊂ 𝛼 dir [5,20]. 

(3) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da (𝑋, 𝐾) objesi diskre objedir ancak ve ancak her 𝑎 ∈ 𝑋 için 𝐾 = {[𝑎], 

𝑃(𝑋) = [∅]} dir. 

(4) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da (𝑋, 𝐾) objesi indiskre objedir ancak ve ancak 𝐾 = 𝐹(𝑋) olmalıdır.  

3.3 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar İle Topolojik Uzaylar Arasındaki İlişki 

Teorem 3.3.1 Her topolojik uzay sabit süzgeç yakınsak uzayıdır. 

İspat: (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝐿 = {𝛼 ∈ 𝐹(𝑋): 𝛼 ⊃  𝒩𝑥} olsun. (𝑋, 𝐿) nin 

sabit süzgeç yakınsak uzayı olduğunu gösterelim.  

(1) [𝑥] ⊃ 𝒩𝑥 olduğunu gösterelim.  𝑈 ∈ 𝒩𝑥 ise en az bir 𝑉 ∈ 𝜏 vardır öyle ki                         

𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑈 ise 𝑈 ∈ [𝑥] dir. Buradan [𝑥] ∈ 𝐿 olur. 

(2) 𝛼 ∈ 𝐿(𝑥) ve 𝛼 ⊂ 𝛽 olsun. 𝛼 ⊃ 𝒩𝑥 ve 𝛽 ⊃ 𝛼 ⊃ 𝒩𝑥 den 𝛽 ⊃ 𝒩𝑥 ve 𝛽 ∈ 𝐿 olur.  

Teorem 3.3.2 Her metrik uzay sabit süzgeç yakınsak uzaydır.  

İspat: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 𝐷ε = {(𝑥, 𝑦): 𝑑(𝑥, 𝑦)  <  𝜀, 𝜀 > 0} ve                            

𝛿 ={𝑈 ⊂ 𝑋: en az bir ε > 0 için 𝐷ε ⊂ 𝑈 } olsun. Böylece 𝐿𝑑 = {𝛽 ∈  𝐹(𝑋): 𝛽 ⊃ 𝛿} 

sınıfı 𝑋 üzerinde bir sabit süzgeç yakınsaklık yapısıdır. 
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(1) 𝑈 ∈ 𝛿 olsun. O halde ε > 0 için 𝐷ε ⊂  𝑈 dır. Her ε > 0 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için                        

𝑑(𝑥, 𝑥)  = 0 < ε olduğundan (𝑥, 𝑥) ∈ 𝐷𝜀 dır. (𝑥, 𝑥) ∈ 𝐷𝜀 ve 𝐷𝜀 ⊂ 𝑈 olduğundan 

(𝑥, 𝑥) ∈ 𝑈 ve dolayısıyla 𝑈 ∈ [𝑥] dır. Buradan her 𝑥 ∈ 𝐵 için 𝛿 ⊂  [𝑥] den                          

[𝑥] ∈ 𝐿𝑑 dır. 

(2) 𝛼 ∈ 𝐿𝑑  ve 𝛼 ⊂ 𝛽 olsun. 𝛼 ∈ 𝐿𝑑 ise 𝛿 ⊂ 𝛼 dır. 𝛼 ⊂ 𝛽 ise 𝛿 ⊂ 𝛼 ⊂ 𝛽 dır. Buradan    

𝛿 ⊂ 𝛽 ve 𝛽 ∈ 𝐿𝑑  dir. 

Teorem 3.3.3 𝑋 ≠ ∅ bir küme, 𝜏 ve 𝜏∗ ler 𝑋 üzerinde iki topoloji olsun. Ayrıca 𝛽 ve 

𝛽∗ da sırasıyla 𝜏 ve 𝜏∗ topolojilerinin birer bazı olsun. Bu durumda 𝜏 ⊂ 𝜏∗ dir ancak 

ve ancak her 𝑥 ∈ 𝑋 için her 𝑥 ∈ 𝐵 ⊂ 𝛽 için 𝑥 ∈ 𝐵∗ ⊂ 𝛽 olacak şekilde en az bir          

𝐵∗ ⊂ 𝛽∗ dır. 

3.4 Noktada Eksen Dönüşümleri 

Tanım 3.4.1 𝑋 bir küme, 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. 𝑋∐𝑋, 𝑋 in ayrık birleşimi olsun. 𝑋 in 𝑝 de 

wedge çarpımı 𝑋∐𝑋 nin 𝑝 de çakışmasıdır denir ve 𝑋⋁𝑝𝑋 ile gösterilir [6]. 𝑋⋁𝑝𝑋 den 

alınan bir 𝑥 noktası birinci kümeden ise 𝑥1, ikinci kümeden ise 𝑥2 ile ifade edilir. 

Örneğin 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑝} olsun. 𝑋 in ayrık birleşimi 𝑋∐𝑋 = {𝑚1, 𝑛1, 𝑝1, 𝑚2, 𝑛2, 𝑝2} ve 

𝑋 in 𝑝 de wedge çarpımı  𝑋⋁𝑝𝑋 = {𝑚1, 𝑛1, 𝑝,𝑚2, 𝑛2} şeklindedir. 

Tanım 3.4.2 (1) 𝒑 de Temel Eksen Dönüşümü (Principle 𝒑-Axis Map): 

𝐴𝑝: 𝑋⋁𝑝𝑋 ⟶ 𝑋2 şeklindeki dönüşüm için,  

𝐴𝑝(𝑥1) = (𝑥, 𝑝) 

𝐴𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) 

(2) 𝒑 de Skewed Eksen Dönüşümü (Skewed 𝒑-Axis Map): 𝑆𝑝: 𝑋⋁𝑝𝑋 ⟶ 𝑋2 

şeklindeki dönüşüm için,  

𝑆𝑝(𝑥1) = (𝑥, 𝑥) 

𝑆𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) 
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(3) 𝒑 de Katlama Dönüşümü (The Fold Map): 𝛻𝑝: 𝑋⋁𝑝𝑋 ⟶ 𝑋 şeklindeki dönüşüm 

için,  

𝛻𝑝(𝑥𝑖) = 𝑥     𝑖 = 1,2 

olarak tanımlanır. 

Örnek 3.4.3 𝑋 kümesi yerine ℝ reel sayılar kümesini ve 𝑝 = 0 olarak alırsak,  

𝑝 de temel eksen dönüşümünün görüntüsü 𝑥 ve 𝑦 eksenlerinin birleşimi,  

𝑝 de Skewed eksen dönüşümünün görüntüsü 𝑦 = 𝑥 doğrusu ve 𝑦 ekseninin birleşimi, 

𝑝 de katlama dönüşümünün görüntüsü ise 𝑥 eksenini verir. 

Şimdi de sonraki bölümde kullanacağımız 𝜋𝑖𝑗: 𝐵
2⋁∆𝐵

2 ⟶ 𝐵  fonksiyonları altında 

bir küme üzerindeki muhtemel tüm süzgeçlerin durumlarını belirten teoremleri ifade 

edelim. 

Teorem 3.4.4 ([22]) 𝑖, 𝑗 =1,2 için 𝛼𝑖𝑗 ler 𝐵 üzerindeki öz süzgeçler ve  

𝜋𝑖𝑗: 𝐵
2⋁∆𝐵

2 ⟶ 𝐵 olsun. 

𝜎 = ⋃ 𝜋𝑖𝑗
−1𝛼𝑖𝑗

2

𝑖,𝑗=1

 

ise bu durumda  

(1) 𝜎 öz süzgeçtir ancak ve ancak 

(a) 𝛼11 ∪ 𝛼12 ve 𝛼22 ∪ 𝛼21  öz süzgeç veya (b) 𝛼11 ∪ 𝛼21 ve 𝛼12 ∪ 𝛼22  öz süzgeçtir. 

(2)  𝜎 öz süzgeç ise bu taktirde 

𝜋11𝜎 = {

𝛼11 ∪ 𝛼21          ,            (𝑎) sağlanmaz ise

𝛼11 ∪ 𝛼12          ,            (𝑏) sağlanmaz ise

𝛼11 ∪ (𝛼21 ∩ 𝛼12) ,      (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise
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𝜋21𝜎 = {

𝛼11 ∪ 𝛼21         ,            (𝑎) sağlanmaz ise

𝛼22 ∪ 𝛼21         ,            (𝑏) sağlanmaz ise

𝛼21 ∪ (𝛼11 ∩ 𝛼22) ,      (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise 

 

 

𝜋12𝜎 = {

𝛼12 ∪ 𝛼22         ,            (𝑎) sağlanmaz ise

𝛼11 ∪ 𝛼12         ,            (𝑏) sağlanmaz ise

𝛼12 ∪ (𝛼11 ∩ 𝛼22) ,      (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise 

 

 

𝜋22𝜎 = {

𝛼12 ∪ 𝛼22         ,            (𝑎) sağlanmaz ise

𝛼22 ∪ 𝛼21         ,            (𝑏) sağlanmaz ise

𝛼22 ∪ (𝛼12 ∩ 𝛼21) ,      (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise 

 

 

Teorem 3.4.5 ([22]) 𝑖 =1,2,3 için 𝛼𝑖 ler 𝐵 üzerinde ki öz süzgeçler olsun. 

𝜎 = (𝜋1𝐴𝑝)
−1
𝛼1 ∪ (𝜋2𝐴𝑝)

−1
𝛼2 ∪ (𝜋2𝑆𝑝)

−1
𝛼3 ise bu durumda,  

(1) 𝜎 öz süzgeçtir ancak ve ancak 

(a) 𝛼2 ⊂ [𝑝] ve 𝛼1 ∪ 𝛼3 öz süzgeç veya (b) 𝛼1 ⊂ [𝑝] ve 𝛼2 ∪ 𝛼3 öz süzgeçtir. 

(2)  𝜎 öz süzgeç ise bu taktirde 

𝜋1𝐴𝑝𝜎 = {

[𝑝]                   ,             (𝑎) sağlanmaz ise

𝛼1 ∪ 𝛼3          ,            (𝑏) sağlanmaz ise 
[𝑝] ∩ (𝛼1 ∪ 𝛼3) ,      (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise

 

 

𝜋2𝐴𝑝𝜎 = {

𝛼2 ∪ 𝛼3          ,            (𝑎) sağlanmaz ise
[𝑝]                   ,             (𝑏) sağlanmaz ise

[𝑝] ∩ (𝛼2 ∪ 𝛼3) ,     (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise 

 

 

𝜋2𝑆𝑝𝜎 = {

𝛼2 ∪ 𝛼3         ,              (𝑎) sağlanmaz ise

𝛼1 ∪ 𝛼3         ,              (𝑏) sağlanmaz ise

𝛼3 ∪ (𝛼1 ∩ 𝛼2) ,      (𝑎) ve (𝑏) sağlanmaz ise 
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Teorem 3.4.6 ([22]) 𝐵⋁𝑝𝐵 üzerinde en az bir 𝜎 öz süzgeci vardır öyle ki                           

𝜋1𝐴𝑝𝜎 = 𝛼1,  𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛼2 ve 𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝛼3 dür ancak ve ancak 

(1) Teorem 3.4.5 in (a) sağlanmaz ise 𝛼2 = 𝛼3 ve 𝛼1 = [𝑝] dir, 

(2) Teorem 3.4.5 in (b) sağlanmaz ise 𝛼1 = 𝛼3 ve 𝛼2 = [𝑝] dir, 

(3) Teorem 3.4.5 in ne (a) ne de (b) sağlanmaz ise 𝛼1 ∩ 𝛼2 = 𝛼3 ∩ [𝑝] dir. 

Teorem 3.4.7 ([22]) 𝐵 bir küme ve 𝛼1, 𝛼3 ler ise 𝐵 üzerindeki öz süzgeçler olsun. Bu 

durumda 𝐵⋁𝑝𝐵 üzerinde en az bir 𝜎 öz süzgeci vardır öyle ki 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = 𝛼1 ve                

∇𝜎 = 𝛼3 dür ancak ve ancak 

(1)  𝛼1 ∪ 𝛼3 öz olmayan süzgeç ise 𝛼1 = [𝑝] ve 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛼3, 

(2)  𝛼1 ⊄ [𝑝] ise 𝛼1 = 𝛼3 ve 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = [𝑝], 

(3)  𝛼1 ⊂ [𝑝] ve 𝛼1 ∪ 𝛼3 öz süzgeç ise 𝛼1 ⊃ 𝛼3 ∩ [𝑝] ve 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛼3 ∩ [𝑝] dir. 
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4. LOKAL T2 VE PRET2 SABİT SÜZGEÇ YAKINSAK UZAYLAR  

4.1 Topolojik Kategorilerde Ayırma Aksiyomları 

Tanım 4.1.1 𝑈: 𝑬 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 topolojik fanktor 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑬), 𝑝 ∈ 𝑈(𝑋) = 𝐵 ve 𝐷 diskre 

fanktor olsun.   

(1) 𝑋 uzayı 𝑝 de 𝑇̅0 dır ancak ve ancak 

{𝐴𝑝: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈(𝑋2) = 𝐵2 ve 𝛻𝑝: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈𝐷(𝐵) = 𝐵} 

𝑈- kaynağının başlangıç kaldırmasının diskre olmasıdır [8]. 

(2) 𝑋 uzayı 𝑝 de 𝑇0
′ dır ancak ve ancak   

{𝑖𝑑: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈(𝑋⋁𝑝𝑋) = 𝐵⋁𝑝𝐵  ve 𝛻𝑝: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈𝐷(𝐵) = 𝐵} 

𝑈-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir. Burada 𝑋⋁𝑝𝑋 kümesi, 

{𝑞𝑜𝑖1 , 𝑞𝑜𝑖2 : 𝑈(𝑋) = 𝐵 ⟶ 𝐵⋁𝑝𝐵 } 𝑈-kavşağının bitiş kaldırması ve 𝐷(𝐵) ise 𝐵 

üzerindeki diskre yapıdır. Ayrıca 𝑖1, 𝑖2: 𝐵 ⟶ 𝐵∐𝐵 kanonik dönüşümler ve 

𝑞: 𝐵∐𝐵 ⟶  𝐵⋁𝑝𝐵 ise bölüm dönüşümüdür [8].  

(3) 𝑋 uzayı 𝑝 de pre𝑇̅2 dir ancak ve ancak 

𝐴𝑝: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈(𝑋2) = 𝐵2 ve 𝑆𝑝: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈(𝑋2) = 𝐵2 

𝑈- kaynaklarının başlangıç kaldırması aynıdır [7]. 

(4) 𝑋 uzayı 𝑝 de pre𝑇2
′ dır ancak ve ancak 𝑆𝑝: 𝐵⋁𝑝𝐵 ⟶ 𝑈(𝑋2) = 𝐵2 𝑈-kaynağının 

başlangıç kaldırması ile {𝑖1 , 𝑖2 : 𝑈(𝑋) = 𝐵 ⟶ 𝐵⋁𝑝𝐵 } U-kavşağının bitiş kaldırması 

aynıdır [7]. 

(5) 𝑋 uzayı 𝑝 de 𝑇̅2 dir ancak ve ancak 𝑋, 𝑝 noktasında 𝑇̅0 ve pre𝑇̅2 dir [6-8]. 

(6) 𝑋 uzayı 𝑝 de 𝑇2
′ dir ancak ve ancak 𝑋, 𝑝 noktasında 𝑇0

′  ve pre𝑇2
′  dir [6-8]. 

(7) 𝑋 uzayı 𝑝 de 𝐾𝑇2 dir ancak ve ancak 𝑋, 𝑝 noktasında 𝑇0
′ ve pre𝑇̅2 dir [8]. 

(8) 𝑋 uzayı 𝑝 de 𝐿𝑇2 dir ancak ve ancak 𝑋, 𝑝 noktasında 𝑇̅0 ve pre𝑇2
′  dir [8]. 
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Tanım 4.1.2 (𝐵, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑝 ∈ 𝐵 olsun. 

(1) Her 𝑎 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ≠ 𝑝 için 𝑎 ∉ 𝐺𝑝 için p nin bir 𝐺𝑝 açığı veya 𝑝 ∉ 𝐺𝑎 olacak şekilde 

𝑎 nın bir 𝐺𝑎 açığı varsa (𝐵, 𝜏) ya 𝑝 noktasında 𝑇0 dır denir.  

(2) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝑎 ∉ 𝐺𝑏 olacak şekilde 𝑏 nin bir 𝐺𝑏  açığı veya                 

𝑏 ∉ 𝐺𝑎 olacak şekilde 𝑎 nın 𝐺𝑎 açığı varsa (𝐵, 𝜏) uzayı 𝑇0 dır. 

(3) Her 𝑎 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ≠ 𝑝 için {𝑎, 𝑏} kümesi indiskre değilse 𝑎 ve 𝑏 nin ayrık 

komşulukları varsa (𝐵, 𝜏) uzayına pre𝑇2 denir. 

(4) Her 𝑎 ∈ 𝐵 ve  𝑎 ≠ 𝑝 için 𝐺𝑎 ∩ 𝐺𝑝 = ∅  olacak şekilde 𝑎 nın bir 𝐺𝑎 açığı ve 𝑝 nin 

bir 𝐺𝑝 açığı varsa  (𝐵, 𝜏) ya 𝑝 noktasında 𝑇2 dir denir. 

(5) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 ve 𝑎  𝑏 için 𝐺𝑎 ∩ 𝐺𝑝 = ∅  olacak şekilde 𝑎 nın bir 𝐺𝑎 açığı ve 𝑏 nin 

bir 𝐺𝑏 açığı varsa (𝐵, 𝜏) noktasında 𝑇2 dir denir. 

Teorem 4.1.3 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑝 noktasında 𝑇0(𝑇̅0 = 𝑇0
′)  dır ancak ve ancak 

𝑋⋁ 𝑋𝑝  üzerinde 𝐴𝑝 ve ∇𝑝 fonksiyonları tarafından doğrulan topoloji diskredir. 

İspat: Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑝 noktasında 𝑇0 olsun. 𝑋⋁ 𝑋𝑝  üzerinde 

tanımlı üretilen topolojinin diskre olduğunu gösterelim. 

(𝑋, 𝜏) nın 𝑝 de 𝑇0 olduğundan 𝑞 ≠ 𝑝 ise p nin 𝑞 yı içermeyen 𝑁𝑝 açığı vardır veya 𝑞 

nın 𝑝 yi içermeyen 𝑁𝑞 açığı vardır. Kabul edelim ki 𝑞 ∉ 𝑁𝑝 olsun. 

Eğer 𝑈 = {𝑞} ve 𝑊 = 𝑁𝑝 × 𝑋 alınırsa ki bunlar 𝐷𝑋 ve 𝑋2 de açık kümelerdir. 

Buradan, 

{𝑞} = 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ ∇𝑝

−1(𝑈) olacaktır. Çünkü 𝑞 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ ∇𝑝

−1(𝑈) ise                   

∇𝑝(𝑞) = 𝑞 ∈ 𝑈 = {𝑞} ⇒ 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑞, 𝑝) veya 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) dir. 𝑞 ∉ 𝑁𝑝 

olduğundan 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) ∉ 𝑊 olacaktır. Buradan {𝑞1} = ∇𝑝
−1(𝑈) ∩ 𝐴𝑝

−1(𝑊) dir. 

Kabul edelim ki 𝑝 ∉ 𝑁𝑞 olsun. 𝑈 = {𝑞} ve 𝑊 = 𝑁𝑞 × 𝑋 sırasıyla 𝐷𝑋 ve 𝑋2 de açık 

kümeleridir. 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑊 veya 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑊 dir. (𝑝, 𝑞) ∉ 𝑊 

olduğundan {𝑞1} = 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ ∇𝑝

−1(𝑈) dır. 
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Eğer 𝑝 = 𝑞 ise 𝑈 = {𝑝} kümesi 𝐷𝑋 de ve 𝑊 = 𝑋2 ise 𝑋2 de açıklar olduğundan                          

𝐴𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑊 ve 𝑝 ∈ 𝑈 dir. Buradan {𝑝} = ∇𝑝
−1(𝑈) ∩ 𝐴𝑝

−1(𝑊) sağlanır. 

Böylece 𝑋⋁ 𝑋𝑝  üzerindeki 𝐴𝑝 ve ∇𝑝 nin ürettiği uzay diskredir. 

Tersine olarak 𝑋⋁ 𝑋𝑝  üzerinde 𝐴𝑝 ve ∇𝑝 nin doğurmuş olduğu uzay diskre olsun.          

𝑋 in 𝑝 de 𝑇0 olduğunu gösterelim. Yani her 𝑞 ≠ 𝑝 için 𝑝 yi kapsayan, 𝑞 nın her 𝑁𝑞 

komşuluğu için 𝑝 nin ∃𝑁𝑝 komşuluğu vardır ki 𝑞 ∉ 𝑁𝑝 olduğunu göstermek yeterlidir. 

𝑞 ≠ 𝑝 ve 𝑋⋁ 𝑋𝑝  diskre olduğundan {𝑞1} = ∇𝑝
−1({𝑞}) ∩ 𝐴𝑝

−1(𝑊) olacak şekilde 𝑋2 de 

𝑊 açık kümesi vardır. 𝑊, 𝑋2 de açık olduğundan 𝑋 de 𝑁𝑞 ve 𝑉 açıkları vardır öyle ki 

𝐴𝑝(𝑞) = (𝑞, 𝑝) ∉ 𝑁𝑞 × 𝑉 ⊂ 𝑊 dir. 

Eğer 𝑞 ∉ 𝑉 ise 𝑁𝑝 = 𝑉 olsun. 

Eğer 𝑞 ∈ 𝑉 ise (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑁𝑞 × 𝑉 ⊂ 𝑊 dir. Çünkü 𝑞 nın her 𝑁𝑞 komşuluğu 𝑝 yi içerir. 

Fakat {𝑞1, 𝑞2} = 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ ∇𝑝

−1({𝑞}) dir. 𝑞1 ≠ 𝑞2 olduğundan bu uzayın diskre 

olması ile çelişir. Dolayısıyla 𝑞 ∉ 𝑉 dir. 

Teorem 4.1.4 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑝 de pre𝑇2(𝑝𝑟𝑒𝑇̅2 =  𝑝𝑟𝑒𝑇2
′) dir ancak ve ancak 

𝑋⋁ 𝑋𝑝  üzerinde 𝐴𝑝 ve 𝑆𝑝 tarafından üretilen topolojiler aynıdır. 

İspat: Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇2 olsun. Tanım 4.1.2(3) 

den her 𝑞 ≠ 𝑝 için eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre değilse 𝑝 ve 𝑞 ayrık komşulukları 

vardır. Şimdi 𝑋⋁ 𝑋𝑝  üzerinde 𝑆𝑝 ve 𝐴𝑝  nin doğurduğu topolojilerin aynı olduğunu 

gösterelim. Bunu yaparken Teorem 3.3.3 kullanılacaktır. 𝑋2 üzerindeki çarpım 

topolojisi 𝜏 olsun. Önce 𝐴𝑝
−1(𝜏) ⊆ 𝑆𝑝

−1(𝜏) olduğunu gösterelim. 𝐴𝑝
−1(𝜏) nin bazının 

𝑞 ∈ 𝑈 elemanı için 𝑈 = 𝐴𝑝
−1(𝑊) olarak şekilde 𝜏 nın en az bir 𝑊 baz elemanı vardır. 

𝑞 ∈ 𝑈 olduğundan 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑊 veya 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑊 dir. 

𝐴𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑊 olsun. Buna göre 𝑝 ve 𝑞 nın sırasıyla komşulukları 𝑁𝑝 ve 𝑁𝑞 

olmak üzere 𝑊 = 𝑁𝑝 × 𝑁𝑞 alınabilir. Çünkü 𝑊, 𝜏 nın baz elemanıdır. Eğer {𝑝, 𝑞} 

kümesi indiskre ise açık olarak 𝑞 = 𝑞2 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝑊) dır çünkü                          

𝑟 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) ⇒ 𝑆𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊 veya (𝑟, 𝑟) ∈ 𝑊 dır. Şu halde 𝑟 ∈ 𝐴𝑝

−1(𝑊) dir. 
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Eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre değilse ve 𝑋, 𝑝 de pre𝑇2  olduğundan 𝑝 ve 𝑞 nın sırasıyla 

𝑁𝑝́ve 𝑁𝑞́  komşulukları vardır. 

𝑊1 = (𝑁𝑝 ∩ 𝑁𝑝́) × (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) olsun. 𝑞 = 𝑞2 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊1) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝑊) olduğunu 

gösterelim. 𝑟 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊1) olsun. Böylece 𝑆𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑟) ∈ 𝑊1 veya (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊1 dir. 

𝑁𝑞́ ∩ 𝑁𝑝́ = 𝜑 olduğundan (𝑟, 𝑟) ∉ 𝑊1 dir. 𝐴𝑝(𝑟) = 𝑆𝑝(𝑟) = (𝑝, 𝑟) olup 𝑟 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊) 

dir. 𝐴𝑝(𝑞) = (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑊 olsun. 𝑊 = 𝑁𝑞 × 𝑁𝑝 olacak şekildeki 𝑋 de 𝑝 nin 𝑁𝑝, 𝑞 nın 

𝑁𝑞 komşuluğu vardır. 

Eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre ise açık olarak 𝑞1 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝑊) dir. Eğer {𝑝, 𝑞} 

cümlesi indiskre değilse ve 𝑋, 𝑝 de pre𝑇̅2  olduğundan 𝑝 ve 𝑞 nın  𝑁𝑝́, 𝑁𝑞́  komşulukları 

vardır. 𝑊1 = (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) × (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) olsun. Açık olarak 𝑞1 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊1) dir. 

𝑆𝑝
−1(𝑊1) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝑊) olduğunu gösterelim. 𝑟 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊1) olsun.                                     

𝑆𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑟) ∈ 𝑊1 veya (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊1 dir. Bu takdirde                                                       

𝑆𝑝(𝑟) = (𝑝, 𝑟) ∈ (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) × (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) = 𝑊1, 𝑝 ∈ 𝑁𝑞 olur ki buda çelişkidir. Şu 

halde 𝑆𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑟) ∈ 𝑊1 olmak zorundadır. Buna göre (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊 ⇒ 𝑟 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊) 

sağlanır. Bu ise Teorem 3.3.3 gereğince     𝐴𝑝
−1(𝜏) ⊆  𝑆𝑝

−1(𝜏) olmasıdır. 

𝑆𝑝
−1(𝜏) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝜏) olduğunu gösterelim. Yine Teorem 3.3.3 ü kullanacağız 𝑈, 𝑆𝑝
−1(𝜏) 

nin baz elemanı ve 𝑞 ∈ 𝑈 olsun. Bu takdirde 𝑈 = 𝑆𝑝
−1(𝑊) olacak şekilde τ nın en az 

bir 𝑊 baz elemanı vardır. 𝑆𝑝(𝑞) = (𝑞, 𝑞) ∈ 𝑊 olsun. Bu takdirde 𝑞 nın komşuluğu 

𝑁𝑞 olmak üzere 𝑊 = 𝑁𝑞 × 𝑁𝑞 olsun. Çünkü 𝑊, 𝜏 nın baz elemanıdır.  

Eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre ise bu takdirde 𝑞1 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊) ⊆ 𝑆𝑝

−1(𝑊) dir. Gerçekten 

𝑟 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊) olsun. 𝐴𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊 veya 𝐴𝑝(𝑟) = (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊 sağlanır. Buradan 

𝑟 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) dir. 

Eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre değilse ve 𝑋, 𝑝 de pre𝑇2  olduğundan 𝑝 ve 𝑞 nın ayrık 

açık 𝑁𝑝́ ve 𝑁𝑞́  komşulukları vardır. Buna göre 𝑊1 = (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) × 𝑁𝑝 olsun.                           

𝑞 ∈ 𝑈1 = 𝐴𝑝
−1(𝑊1) dir. 𝑈1 = 𝐴𝑝

−1(𝑊1) ⊆ 𝑈 = 𝑆𝑝
−1(𝑊) olduğunu gösterelim.           

𝑟 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊1) olsun. 𝐴𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊1 veya (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊1 dir.  𝐴𝑝(𝑟) = (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊1 

olması halinde 𝑝 ∈ 𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́ olacaktır. Bu ise çelişkidir. O halde                                     
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𝐴𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊1 olmak zorundadır. Buradan 𝑟 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) dir. Yani                       

𝑟 ∈ 𝑈1 ⇒ 𝑈1 ⊆ 𝑈 dır. 

𝑆𝑝(𝑞) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑊 olsun. Bu takdirde 𝑞 nın komşuluğu 𝑁𝑞 olmak üzere                   

𝑊 = 𝑁𝑝 × 𝑁𝑞 olsun. 

Eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre ise bu takdirde açık olarak 𝐴𝑝
−1(𝑊) ⊆  𝑆𝑝

−1(𝑊) dir. 

Eğer {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre değilse ve 𝑋, 𝑝 de pre𝑇2  olduğundan 𝑝 ve 𝑞 nın ayrık 

açık 𝑁𝑝́ ve 𝑁𝑞́  komşulukları vardır. Buna göre 𝑊1 = (𝑁𝑝 ∩ 𝑁𝑝́) × (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) olsun. 

Kolayca görülebilir ki 𝑈1 = 𝐴𝑝
−1(𝑊1) ⊆ 𝑈 = 𝑆𝑝

−1(𝑊) dir. Gerçekten                                  

𝑟 ∈ 𝑈1 = 𝐴𝑝
−1(𝑊1) olsun. 𝐴𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊1 veya (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊1 dir.                           

𝐴𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∈ 𝑊1 olması halinde 𝑝 ∈ 𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́ olur ki bu çelişkidir. O halde 

𝐴𝑝(𝑟) = (𝑝, 𝑟) ∈ 𝑊1 olmak zorundadır. Bu ise 𝑟 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) = 𝑈 olmasıdır. Yani 

𝑈1 = 𝐴𝑝
−1(𝑊1) ⊆ 𝑆𝑝

−1(𝑊) = 𝑈 olmasıdır. Şu halde Teorem 3.3.3 den                      

𝑆𝑝
−1(𝜏) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝜏) olmasıdır. Bu ise 𝑆𝑝
−1(𝜏) = 𝐴𝑝

−1(𝜏) olmasının ispatını tamamlar. 

Tersine olarak 𝑆𝑝
−1(𝜏) = 𝐴𝑝

−1(𝜏) olsun. 𝑋 in 𝑝 de pre𝑇2 olduğunu göstermeliyiz. Kabul 

edelimki her 𝑞 ≠ 𝑝 için {𝑝, 𝑞} cümlesi indiskre olmasın. Yani 𝑝 nin ∃𝑁𝑝 komşuluğu 

vardır öyle ki {𝑝, 𝑞} ∩ 𝑁𝑝 = {𝑝} veya 𝑞 nın ∃𝑁𝑞 komşuluğu vardır ki                                     

{𝑝, 𝑞} ∩ 𝑁𝑞 = {𝑞} olsun. Dikkat edelim ki 𝑞2 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑋 × 𝑁𝑞) ve kabulden 𝐴𝑝

−1(𝜏) nin 

en az bir baz elemanı 𝐴𝑝
−1(𝑊) ⊆ 𝑆𝑝

−1(𝑋 × 𝑁𝑞) dir. Öyleki burada                                              

𝑊 = (𝑁𝑝 × (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) dir. Tekrar kabulden 𝑆𝑝
−1(𝜏) nin 𝑞2 yi ihtiva eden en az bir 

𝑆𝑝
−1(𝑊) baz elemanı vardır. Öyle ki 𝑆𝑝

−1(𝑊1) ⊆ 𝐴𝑝
−1(𝑊) dir. Burada                                             

𝑊1 = (𝑁𝑝 ∩ 𝑁𝑝́) × (𝑁𝑞 ∩ 𝑁𝑞́) = 𝑁 ×𝑀 dir.  

İddia ediyoruz ki 𝑁 ∩𝑀 = 𝜑 dir. Aksi halde 𝑟 ∈ 𝑁 ∩𝑀 olsun. Buna göre                       

𝑆𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑟) ∈ 𝑊1 veya 𝑆𝑝(𝑟) = (𝑝, 𝑝) ∈ 𝑊1 dir. 𝑝 ∉ 𝑁𝑞 olduğundan                         

𝐴𝑝(𝑟) = (𝑟, 𝑝) ∉ 𝑊 dir. Dolayısı ile 𝑟1 ∉ 𝐴𝑝
−1(𝑊) dir. Buradan 𝑁 ∩𝑀 = 𝜑 dir. 

Kabul edelim ki 𝑁𝑝 ∩ {𝑝, 𝑞} = {𝑝} olsun. Hipotezden 𝑆𝑝
−1(𝜏) nin en az bir 𝑆𝑝

−1(𝑊), 

𝑊 = 𝑁𝑞 × 𝑁𝑞 baz elemanı vardır öyle ki 𝑞1 ∈ 𝑆𝑝
−1(𝑊) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝑈) dir.                         

(𝑈 = 𝑋 × 𝑁𝑞) 𝑝,𝑁𝑞 da değildir. Aksi halde 𝑆𝑝(𝑞2) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑊 = 𝑁𝑞 ×𝑁𝑞 dir. 
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Fakat 𝑆𝑝
−1(𝑊) ⊆ 𝐴𝑝

−1(𝑈) olduğundan 𝑞2 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑈) dir. O halde                                      

𝐴𝑝(𝑞2) = (𝑝, 𝑞) ∈ 𝑈 = 𝑋 × 𝑁𝑝 olur. 𝑞 ∉ 𝑁𝑝 olduğundan bu çelişkidir. Yani 𝑝 ∉ 𝑁𝑞 

dir.  

İspatın bir önceki kısmında yapılan işlemlere benzer düşünceyle (𝑋, 𝜏) uzayının                 

𝑝 noktasında pre𝑇2 olduğu ispatlanmış olur. 

Şimdi de yukarıda ki teoremin bir uygulaması olan örnek verelim. 

Örnek 4.1.5  𝑋 = {𝑎, 𝑏} kümesi üzerindeki 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}} topolojisini alalım. 

(𝑋, 𝜏) uzayının 𝑎 noktasında pre𝑇̅2 olduğunu gösterelim. Şimdi 𝐴𝑎 ve 𝑆𝑎 tarafından 

üretilen topolojileri bulalım. 

(𝑋⋁𝑎𝑋, 𝜏𝑋⋁𝑎𝑋)  
          𝐴𝑎         (𝑋2, 𝜏∗) 

                                                   
𝑆𝑎

                             
𝜋2        

𝜋1
 

 (𝑋2, 𝜏∗)          𝜋2
  
𝜋1

           (𝑋, 𝜏) 

Şekil 4.1. Pre𝑇̅2 diyagramı. 

Öncelikle 𝑋2 üzerinde ki çarpım topolojisini yazalım. 

𝜏∗ =

{
 
 

 
 

𝑋2, ∅, {(𝑎, 𝑎)}, {(𝑏, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑏)}, {(𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)},

{(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}, {(𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)},

{(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)} }
 
 

 
 

 

𝑆𝑎 dönüşümü tarafından üretilen topolojiyi bulmak için çarpım topolojisindeki 

elemanların ters görüntülerini bulup alt baz, baz ardından da topolojiyi oluşturalım. 

𝑆𝑎
−1(𝑋2) = 𝑋⋁𝑎𝑋 

𝑆𝑎
−1(∅) = ∅ 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎} 

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏)}) = {𝑏1} 
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𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑏)}) = {𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑎)}) = ∅ 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏1} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏2} 

 𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎} 

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑏1, 𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏1} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏1} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏1, 𝑏2} 

Şimdi de bunlardan yararlanarak 𝑆𝑎 tarafından üretilen topolojinin alt baz, baz ve 

topolojiyi yazalım. 

𝛿 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 

𝛽 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 

𝜏𝑋⋁𝑎𝑋 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} = 𝑃(𝑋⋁𝑎𝑋) 

Şimdi ise 𝐴𝑎 dönüşümü tarafından üretilen topolojiyi bulalım. 

𝐴𝑎
−1(𝑋2) = 𝑋⋁𝑎𝑋 

𝐴𝑎
−1(∅) = ∅ 
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𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎}                                                                                         

𝐴𝑎
−1({(𝑏, 𝑏)}) = ∅ 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑏)}) = {𝑏2} 

𝐴𝑎
−1({(𝑏, 𝑎)}) = {𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)}) = {𝑎} 

𝐴𝑎
−1({{(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑏2} 

𝐴𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏2, 𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏2, 𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏2, 𝑏1} 

𝛿 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 

𝛽 = 𝜏𝑋⋁𝑎𝑋 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} = 𝑃(𝑋⋁𝑎𝑋) 

olur ki burdan da 𝐴𝑎 ve 𝑆𝑎 tarafından doğrulan topolojilerin aynı olduğunu görürüz. O 

halde (𝑋, 𝜏) uzayı a noktasında pre𝑇̅2 dir. 

Örnek 4.1.6  𝑋 = {𝑎, 𝑏} için 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}} alalım. 𝑋 in 𝑎 noktasında pre𝑇̅2 

olmadığını gösterelim. Öncelikle 𝑋2 üzerindeki çarpım topolojisini yazalım. 

𝜏∗ = {𝑋
2, ∅, {(𝑎, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}} 
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𝑆𝑎 dönüşümü tarafından üretilen topolojiyi bulalım. 

𝑆𝑎
−1(𝑋2) = 𝑋⋁𝑎𝑋 

𝑆𝑎
−1(∅) = ∅ 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎}                                                                                         

 𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏2} 

 𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎} 

 𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝛿 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑎, 𝑏2}} 

𝛽 = 𝜏 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑎, 𝑏2}} 

Şimdi de 𝐴𝑎 dönüşümü tarafından üretilen topolojiyi bulalım. 

𝐴𝑎
−1(𝑋2) = 𝑋⋁𝑎𝑋 

𝐴𝑎
−1(∅) = ∅ 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏1} 

𝐴𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2} 

𝛿 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}} 

𝛽 = 𝜏 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}} 

olur ki buradan da 𝐴𝑎  ve 𝑆𝑎 tarafından doğrulan topolojilerin aynı olmadığını görürüz. 

O halde (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑎 noktasında pre𝑇̅2 değildir. 
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Örnek 4.1.7 𝑋 = {𝑎, 𝑏} kümesi üzerindeki 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}} topolojisini alalım.             

𝑋 in 𝑎 noktasında pre𝑇2
′  olduğunu gösterelim. Bunun için  𝑖1, 𝑖2: (𝑋, 𝜏) ⟶ 𝑋⋁𝑎𝑋 içine 

dönüşümleri ile elde edilen bitiş topolojisi 𝜏𝑖 ve  𝑆𝑎: 𝑋⋁𝑎𝑋 ⟶ (𝑋2, 𝜏∗) ile elde edilen 

başlangıç topolojisi 𝜏𝑆𝑎 olsun. 𝜏𝑖  = 𝜏𝑆𝑎  olduğunu göstereceğiz. 

                    (𝑋⋁𝑎𝑋, 𝜏𝑋⋁𝑎𝑋)                
       𝑆𝑎                  (𝑋2, 𝜏∗) 

                                                 

                                              𝑖1        𝑖2                      
𝜋1            𝜋2 

                                                            

                                              (𝑋, 𝜏) 

Şekil 4.2. Pre𝑇2
′  diyagramı.  

𝑋⋁𝑎𝑋 = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2}  

𝑃(𝑋⋁𝑎𝑋) = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 

𝑖1
−1(𝑋⋁𝑎𝑋) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ                                                 𝑖2

−1(𝑋⋁𝑎𝑋) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ 

𝑖1
−1(∅) = ∅ ∈ τ                                                              𝑖2

−1(∅) = ∅ ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑎}) = {𝑎} ∈ τ                                                        𝑖2

−1({𝑎}) = {𝑎} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑏1}) = {𝑏} ∈ τ                                                      𝑖2

−1({𝑏1}) = ∅ ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑏2}) = ∅ ∈ τ                                                         𝑖2

−1({𝑏2}) = {𝑏} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑎, 𝑏1}) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ                                              𝑖2

−1({𝑎, 𝑏1}) = {𝑎} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑎, 𝑏2}) = {𝑎} ∈ τ                                                  𝑖2

−1({𝑎, 𝑏2}) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑏1, 𝑏2}) = {𝑏} ∈ τ                                                𝑖2

−1({𝑏1, 𝑏2}) = {𝑏} ∈ τ 

𝜏𝑖 = {{𝑎}, {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}, ∅, 𝑋⋁𝑎𝑋} = 𝑃(𝑋⋁𝑎𝑋) 
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Şimdi de 𝑆𝑎 dönüşümü tarafından üretilen topolojiyi oluşturalım. 

𝜏∗ =

{
 
 

 
 

𝑋2, ∅, {(𝑎, 𝑎)}, {(𝑏, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑏)}, {(𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)},

{(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}, {(𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)},

{(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)} }
 
 

 
 

 

𝑆𝑎
−1(𝑋2) = 𝑋⋁𝑎𝑋                               

𝑆𝑎
−1(∅) = ∅ 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎}                                                          

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏)}) = {𝑏1} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑏)}) = {𝑏2}                                    

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑎)}) = ∅ 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏1}                   

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏2} 

 𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎}                        

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑏1, 𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏1}                       

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2}       

 𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏1} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏2}     

𝑆𝑎
−1({(𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑏1, 𝑏2} 

𝛿 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 
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𝛽 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 

𝜏𝑆𝑎 = {𝑋⋁𝑎𝑋,∅, {𝑎} , {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} = 𝑃(𝑋⋁𝑎𝑋) 

Buradan 𝜏𝑖  = 𝜏𝑆𝑎  olduğu görülür. Yani (𝑋, 𝜏) uzayı a noktasında pre𝑇2
′  dır.  

Örnek 4.1.8 𝑋 = {𝑎, 𝑏} için 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}} olsun. 𝑋 in 𝑎 noktasında pre𝑇2
′ olmadığını 

gösterelim. Bunun için  𝑖1, 𝑖2: (𝑋, 𝜏) ⟶ 𝑋⋁𝑎𝑋 ile elde edilen bitiş topolojisi 𝜏𝑖 ve 

 𝑆𝑎: 𝑋⋁𝑎𝑋 ⟶ (𝑋2, 𝜏∗) ile elde edilen başlangıç topolojisi 𝜏𝑆𝑎 olsun. 𝜏𝑖  ≠ 𝜏𝑆𝑎 

olduğunu göstereceğiz. 

𝑖1, 𝑖2: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑋⋁𝑎𝑋, 𝜏𝑋⋁𝑎𝑋) 

𝑋⋁𝑎𝑋 = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2}  

𝑃(𝑋⋁𝑎𝑋) = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏1}, {𝑏2}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, {𝑏1, 𝑏2}} 

𝑖1
−1(𝑋⋁𝑎𝑋) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ                                                 𝑖2

−1(𝑋⋁𝑎𝑋) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ 

𝑖1
−1(∅) = ∅ ∈ τ                                                              𝑖2

−1(∅) = ∅ ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑎}) = {𝑎} ∈ τ                                                        𝑖2

−1({𝑎}) = {𝑎} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑏1}) = {𝑏} ∉ τ                                                      𝑖2

−1({𝑏1}) = ∅ ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑏2}) = ∅ ∈ τ                                                         𝑖2

−1({𝑏2}) = {𝑏} ∉ τ 

𝑖1
−1({𝑎, 𝑏1}) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ                                              𝑖2

−1({𝑎, 𝑏1}) = {𝑎} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑎, 𝑏2}) = {𝑎} ∈ τ                                                  𝑖2

−1({𝑎, 𝑏2}) = {𝑎, 𝑏} ∈ τ 

𝑖1
−1({𝑏1, 𝑏2}) = {𝑏} ∉ τ                                                𝑖2

−1({𝑏1, 𝑏2}) = {𝑏} ∉ τ 

𝜏𝑖 = {{𝑎}, {𝑎, 𝑏1}, {𝑎, 𝑏2}, ∅, 𝑋⋁𝑎𝑋} 
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Şimdi ise 𝑆𝑎 dönüşümü tarafından üretilen topolojiyi bulmak için öncelikle çarpım 

topolojini oluşturalım. 

𝛽∗ = {𝑋2, ∅, {(𝑎, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}} 

𝜏∗ = {𝑋
2, ∅, {(𝑎, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}, {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}} 

𝑆𝑎
−1(𝑋2) = 𝑋⋁𝑎𝑋 

𝑆𝑎
−1(∅) = ∅ 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎}                                                                                         

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎} 

𝑆𝑎
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}) = {𝑎, 𝑏2} 

𝛿 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑎, 𝑏2}} 

𝛽 = 𝜏𝑆𝑎 = {𝑋⋁𝑎𝑋, ∅, {𝑎} , {𝑎, 𝑏2}} 

Buradan da görüldüğü üzere 𝜏𝑖  ≠ 𝜏𝑆𝑎  olur dolayısıyla (𝑋, 𝜏) uzayı a noktasında pre𝑇2
′  

değildir.  

Teorem 4.1.9 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑝 noktasında  𝑇2 uzayıdır ancak ve ancak (𝑋, 𝜏) 

uzayı 𝑝 de 𝑇0 ve pre𝑇2 dir. 

İspat: (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑝 noktasında 𝑇2 olsun. Böylece Tanım 4.1.2 den her bir 

𝑥 ≠ 𝑝 için 𝑝 ve 𝑥 in ayrık açık komşulukları vardır. Özel olarak (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑝 de 𝑇0 

ve pre𝑇2 dir. 

Tersine olarak (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑝 de 𝑇0 ve pre𝑇2 olsun. 𝑋 uzayı 𝑝 noktasında 𝑇0 

olduğundan {𝑝, 𝑥} cümlesi indiskre değildir. 𝑋 uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇2 olduğundan 

𝑝 ve 𝑥 in ayrık açık komşuluğu vardır. Bu ise (𝑋, 𝜏) uzayının 𝑝 de 𝑇2 olmasıdır.  
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4.2 Lokal T0 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar 

Teorem 4.2.1 ([23]) (1) (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 ∈ 𝐵 noktasında 𝑇̅0 

olması için gerek ve yeter şart 𝑥 ≠ 𝑝 şeklindeki her 𝑥 ∈ 𝐵 için [𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾 dir. 

(2) Her sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 ∈ 𝐵 noktasında 𝑇0
′ dır. 

Not 4.2.2 𝐵 sonlu bir küme olmak üzere (𝐵, 𝐾) sabit yakınsak süzgeç uzayı 𝑇̅0 dır 

ancak ve ancak (𝐵, 𝐾) diskre uzaydır. 

Örnek 4.2.3 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} olsun. 𝐵 üzerinde tanımlanan sabit süzgeç yakınsak 

uzayların 𝑇̅0 ve 𝑇0
′ olup olmama durumlarını inceleyelim. 

𝐾1 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [Ø]} diskre yapısı için (𝐵, 𝐾) uzayı [𝑎] ∩ [𝑏] ∉ 𝐾1, [𝑏] ∩ [𝑐] ∉ 𝐾1,                     

[𝑎] ∩ [𝑐] ∉ 𝐾1 olduğundan Teorem 4.2.1(1) den dolayı 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 noktalarında  𝑇̅0 dır. 

𝐾2 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑏], [Ø]} için (𝐵, 𝐾) uzayı, [𝑎] ∩ [𝑏] ∈ 𝐾2 olduğundan 

Teorem 4.2.1(1) den dolayı 𝑎 ve 𝑏 noktalarında 𝑇̅0  uzayı değildir, fakat                           

[𝑎] ∩ [𝑐] ∉ 𝐾2, [𝑏] ∩ [𝑐] ∉ 𝐾2 olduğunda 𝑐 noktasında 𝑇̅0 dir.  

𝐾3 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑐], [Ø]} ve 𝐾4 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑏] ∩ [𝑐], [Ø]} yapılarının 𝑇̅0 

olması durumu benzer şekilde incelenir. 

𝐾5 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑏], [𝑏] ∩ [𝑐], [Ø]} için (𝐵, 𝐾) uzayı, [𝑎] ∩ [𝑏] ∈ 𝐾5,       

[𝑏] ∩ [𝑐] ∈ 𝐾5 olduğundan Teorem 4.2.1(1) den dolayı 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 noktalarında 𝑇̅0  uzayı 

değildir. 

𝐾6 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑏], [𝑎] ∩ [𝑐], [Ø]},                                                                                           

𝐾7 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑐], [𝑏] ∩ [𝑐], [Ø]} yapılarının 𝑇̅0 olması durumu benzer 

şekilde incelenir. 

𝐾8 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑏], [𝑏] ∩ [𝑐], [𝑎] ∩ [𝑐], [Ø]} indiskre yapısı için (𝐵, 𝐾) 

uzayı, [𝑎] ∩ [𝑏] ∈ 𝐾8, [𝑏] ∩ [𝑐] ∈ 𝐾8 olduğundan Teorem 4.2.1(1) den 𝑎, 𝑏 ve 𝑐 

noktalarında 𝑇̅0  uzayı değildir. 

Teorem 4.2.1(2) den 𝐵 üzerindeki tüm sabit süzgeç yakınsak yapılar 𝑇0
′ dır. 
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4.3 Lokal Pre𝑻𝟐 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar 

Teorem 4.3.1 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 olması için gerek 

ve yeter şart aşağıdaki şartlar sağlanır:  

(1) 𝐾𝑝 = {𝛼: 𝛼 ⊂ [𝑝], 𝛼 ∈ 𝐾} sonlu kesişim altında kapalıdır. 

(2) Her 𝛼 ∈ 𝐾𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 ise 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 dir. 

İspat: (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayının 𝑝 de pre𝑇̅2  ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾𝑝 olduğunu kabul 

edelim. Teorem 3.4.5 de belirtilen 𝛼1, 𝛼2 ve 𝛼3 öz süzgeçlerini 𝛼1 = 𝛼, 𝛼2 = 𝛽 ve       

𝛼3 = 𝛼 ∩ 𝛽 şeklinde alırsak 𝛼1 ∪ 𝛼3 = 𝛼 ve 𝛼2 ∪ 𝛼3 = 𝛽 öz süzgeç olduğundan  

𝛼1, 𝛼2 ⊂ [𝑝] ve 𝛼1 ∩ 𝛼2 = 𝛼 ∩ 𝛽 = 𝛼3 ∩ [𝑝] olur. Teorem 3.4.6(3) den wedge 

çarpımı üzerinde en az bir 𝜎 öz süzgeci vardır öyle ki 

                   (𝐵⋁𝑝𝐵,𝐾𝐵⋁𝑝𝐵)  
𝑆𝑝

𝐴𝑝

       (𝐵2, 𝐾2) 
𝜋2

𝜋1

        (𝐵, 𝐾) 

Şekil 4.3. 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da pre𝑇̅2 diyagramı.  

𝜋1𝐴𝑝𝜎 = 𝛼1 = 𝛼 

𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛼2 = 𝛽 

ve 

𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝛼3 = 𝛼 ∩ 𝛽  

dır. 

 𝜋1𝐴𝑝𝜎, 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ve (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 

olduğundan 𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾 dır. 𝛼 ∩ 𝛽 ⊂ [𝑝] olduğundan 𝐾𝑝 nin tanımı gereği 

𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾𝑝 dir, böylece (1) sağlanır. 

Şimdi (2) nin sağlandığını gösterelim. 

 Kabul edelim ki 𝛼 ∈ 𝐾𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾 olsun. Burada 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 

olsun. Bu durumda 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 olduğunu göstereceğiz. 
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Teorem 3.4.5 de verilen 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 öz süzgeçlerini 𝛼1 = 𝛼, 𝛼2 = 𝛽 ∩ [𝑝] ve 𝛼3 = 𝛽 

şeklinde seçelim.  

𝛼1, 𝛼2 ⊂ [𝑝] 

olur ki burada hem 𝛼1 ∪ 𝛼3 = 𝛼 ∪ 𝛽 hem de 𝛼2 ∪ 𝛼3 = (𝛽 ∩ [𝑝]) ∪ 𝛽 = 𝛽                         

öz süzgeçtir.  

Teorem 3.4.6(3) ü uygularsak, 

 𝛼1 ∩ 𝛼2 = 𝛼 ∩ (𝛽 ∩ [𝑝]) = 𝛽 ∩ [𝑝] = 𝛼3 ∩ [𝑝] 

dır. (Dikkat edelim ki 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 dir). 

Böylece Teorem 3.4.6(3) den dolayı wedge çarpımı üzerinde en az bir 𝜎 öz süzgeci 

vardır ve 

𝜋1𝐴𝑝𝜎 = 𝛼 

𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛽 ∩ [𝑝] 

ve 

𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝛽  

dır.  

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾, 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ve (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 

olduğundan 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 dır. Dolayısıyla (2) sağlanır. 

Tersine olarak (1) ve (2) şartlarının sağlandığını kabul edelim. (𝐵, 𝐾) nın 𝑝 noktasında 

pre𝑇̅2 olduğunu göstereceğiz. Yani (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzay, 𝑝 ∈ 𝐵 noktası 

için 𝐾𝐴𝑝 yapısı  𝐴𝑝 dönüşümü ile elde edilen başlangıç yapısı ve 𝐾𝑆𝑝 yapısı ise  𝑆𝑝 

dönüşümü ile elde edilen başlangıç yapısı olmak üzere Tanım 4.1.1(3) den 𝐾𝐴𝑝 = 𝐾𝑆𝑝 

olduğunu göstereceğiz. Wedge çarpımı üzerindeki herhangi bir 𝜎 süzgeci için kabul 

edelim ki 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝 olsun, yani 𝜋1𝑆𝑝𝜎, 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ise 𝜋1𝐴𝑝𝜎, 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olduğunu 
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göstermeliyiz. 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = 𝜋1𝐴𝑝𝜎 olduğundan 𝜋1𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dır. O halde 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 

olduğunu göstermeliyiz. 

𝜎 öz olmayan süzgeç ise 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝜋2𝐴𝑝[∅] = [∅] ∈ 𝐾 olduğunda 𝜎 ∈ 𝐾𝐴𝑝 dir. 

𝜎 öz süzgeç ise  

Teorem 3.4.6(1) den dolayı 

𝜋1𝑆𝑝𝜎 = [𝑝] 

𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 

dır ve sonuç olarak 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olduğundan 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olur, böylece 𝜎 ∈ 𝐾𝐴𝑝 dir. 

Teorem 3.4.6(2) den dolayı 

𝜋2𝐴𝑝𝜎 = [𝑝] 

𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝜋1𝑆𝑝𝜎 

olur ki  [𝑝] ∈ 𝐾 olduğundan 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olur, böylece 𝜎 ∈ 𝐾𝐴𝑝 dir. 

Teorem 3.4.5 den dolayı  

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊂ [𝑝],   

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∪ 𝜋2𝑆𝑝𝜎 

öz süzgeçtir ve 

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊃ 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∩ [𝑝] 

olduğundan kabulden dolayı  𝛼 = 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ve 𝛽 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 dir. Böylece                        

𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 dır. Sonuç olarak Teorem 3.4.6(3) den dolayı                                     

𝜋2𝐴𝑝𝜎 ⊃ 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∩ 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∩ [𝑝] olur ki   𝜋2𝐴𝑝𝜎 ⊃ 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∩ [𝑝] ve       

𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 olduğundan 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olur, böylece 𝜎 ∈ 𝐾𝐴𝑝 dir. O halde 

𝐾𝑆𝑝 ⊂ 𝐾𝐴𝑝 dir. 
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Şimdi ise 𝐾𝐴𝑝 ⊂ 𝐾𝑆𝑝 olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki 𝜎 ∈ 𝐾𝐴𝑝 olsun yani 

𝜋1𝐴𝑝𝜎, 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ise 𝜋1𝑆𝑝𝜎, 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olduğunu göstereceğiz. 𝜋1𝑆𝑝𝜎 =  𝜋1𝐴𝑝𝜎 

olduğundan 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dir. 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olduğunu göstermek yeterlidir. 

Eğer 𝜎 öz olmayan süzgeç ise bu durumda 𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝[∅] = [∅] ∈ 𝐾 olduğundan 

𝜎 ∈ 𝐾 olur. 

Eğer 𝜎 öz süzgeç ise bu durumda  

Teorem 3.4.6(1) den dolayı 𝜋1𝐴𝑝𝜎 = [𝑝] ve 𝜋2𝑆𝑝𝜎 = 𝜋2𝐴𝑝𝜎 dır, sonuç olarak 

𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 den dolayı 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dır, böylece 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝  dir. 

Teorem 3.4.6(2) den dolayı 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = [𝑝] ∈ 𝐾 ve 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 yazabiliriz ve sonuç 

olarak 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 den dolayı 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dır, böylece 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝 dir. 

Teorem 3.4.6(3) den dolayı  

𝜋1𝐴𝑝𝜎 ⊂ [𝑝] ve 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ⊂ [𝑝] 

ve 

𝜋1𝐴𝑝𝜎 ∩ 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∩ [𝑝] dir. 

Böylece (1) şartından dolayı 𝜋1𝐴𝑝𝜎 ∩ 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dır. Böylece 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dır, 

böylece 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝  dir. O halde 𝐾𝐴𝑝 ⊂ 𝐾𝑆𝑝 elde edilir. Sonuç olarak 𝐾𝐴𝑝 = 𝐾𝑆𝑝 olur ki 

Tanım 4.1.1(3) dan dolayı (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2. 

Örnek 4.3.2 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝐾 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [Ø], [𝑏]⋂[𝑐], [𝑎]⋂[𝑐]} olmak üzere 

(𝐴, 𝐾)  uzayı 𝑎 noktasında pre𝑇̅2 olup olmadığını gösterelim. 

(1) 𝐾𝑎 = {[𝑎], [𝑎]⋂[𝑐]} sonlu kesişim altında kapalıdır.  

(2) 𝛼 ∈ 𝐾𝑎 ve β ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑎] ⊂ 𝛼 olmak üzere 𝛼 = [𝑎] ve        

𝛽 = [𝑎]⋂[𝑐] için [𝑎] ∪ ([𝑎]⋂[𝑐])=[𝑎] öz süzgeç ve ([𝑎]⋂[𝑐]) ∩ [𝑎]                                           

= [𝑎]⋂[𝑐] ⊂ [𝑎] den 𝛽 ∩ [𝑎] = ([𝑎]⋂[𝑐]) ∩ [𝑎] = [𝑎]⋂[𝑐] ∈ 𝐾 olur. 

𝛼 = [𝑎]⋂[𝑐] olması durumunda da yukarıdakine benzer düşünce ile yapılır. Böylece  

(𝐴, 𝐾) uzayı 𝑎 noktasında pre𝑇̅2 dır. 



 

39 
 

Teorem 4.3.3 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzay, 𝑝 ∈ 𝐵 ve 𝐾𝑝 = { 𝛼 ∈ 𝐾: 𝛼 ⊂ [𝑝]} 

olsun. Bu durumda (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇2
′  dir ancak ve ancak 𝐾𝑝 = {[𝑝]}. 

İspat: (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayının 𝑝 de pre𝑇2
′   olduğunu kabul edelim. 

                   (𝐵⋁𝑝𝐵,𝐾𝐵⋁𝑝𝐵)        
𝑆𝑝

     (𝐵2, 𝐾2) 
𝜋2

𝜋1

       (𝐵, 𝐾) 

 

                                                           𝑖1,𝑖2             

Şekil 4.4. 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da pre𝑇2
′ diyagramı. 

Tanım 3.2.4(1-2), 4.1.1(4) den dolayı wedge çarpımındaki herhangi bir  𝜎 süzgeci için 

i. 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ve 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dır ancak ve ancak  

ii. Bazı 𝜎1 ∈ 𝐾 ve 𝑘 = 1,2 için 𝜎 ⊃ 𝑖𝑘𝜎1 dir. 

Kabul edelim ki 𝐾𝑝 ≠ {[𝑝]} olsun. Bu durumda en az bir 𝛼 ∈ 𝐾 süzgeci vardır            

𝛼 ⊂ [𝑝], 𝛼 ≠ [𝑝] dir. 

Eğer Teorem 3.4.7 de geçen 𝛼1 = 𝛼 = 𝛼3 ve 𝛼1 ⊂ [𝑝] olduğundan 𝛼1 ∪ 𝛼3 = 𝛼                     

öz süzgeç ve 𝛼1 = 𝛼 ⊃ 𝛼3 ∩ [𝑝] = 𝛼 dir. 

Böylece Teorem 3.4.7(3) den dolayı 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = 𝛼 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ve 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝛼3 ∩ [𝑝] = 𝛼 

olacak şekilde wedge çarpımı üzerinde en az bir 𝜎 öz süzgeci vardır. 

Bu ise (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇2
′ olduğundan Tanım 3.2.4(2) den bazı 𝜎1 ∈ 𝐾 

için 𝜎 ⊃ 𝑖1𝜎1 veya 𝜎 ⊃ 𝑖2𝜎1 olduğunu gösterir. 

Eğer 𝜎 ⊃ 𝑖1𝜎1 ise 𝛼 = 𝜋2𝐴𝑝𝜎 ⊃ 𝜋2𝐴𝑝𝑖1𝜎1 = [𝑝] ve sonuç olarak 𝛼 = [𝑝] olur. Bu ise 

bir çelişkidir.  

Eğer 𝜎 ⊃ 𝑖2𝜎1 ise 𝛼 = 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊃ 𝜋1𝑆𝑝𝑖2𝜎1 = [𝑝] ve böylece 𝛼 = [𝑝] olur. Bu ise bir 

çelişkidir.  

Böylece her iki durumdan dolayı 𝐾𝑝 = {[𝑝]} olmalıdır. 
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Tersine olarak, kabul edelim ki 𝐾𝑝 = {[𝑝]}, 𝜎  ise 𝐵⋁𝑝𝐵 üzerinde bir süzgeç, 𝐾𝑆𝑝 

yapısı Sp tarafından üretilen 𝐵⋁𝑝𝐵 üzerindeki sabit süzgeç yakınsak yapı ve  𝐾𝑊 de 

𝑖1, 𝑖2: (𝐵, 𝐾) ⟶ 𝐵⋁𝑝𝐵  içine dönüşümleri ile elde edilen 𝐵⋁𝑝𝐵 üzerindeki yapı olsun.  

Şimdi 𝐾𝑆𝑝 = 𝐾𝑊  olduğunu göstereceğiz. 

Kabul edelim ki 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝 olsun. Tanım 3.2.4(1) den, 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ve 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olur. 

Teorem 3.4.7 de ifadesi olan 𝛼1 ve 𝛼3 süzgeçleri 𝛼1 = 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ve 𝛼3 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 şeklinde 

seçelim. 

Teorem 3.4.7(1) durumundan, 

(𝜋1𝑆𝑝𝜎 ) ∪ (𝜋2𝑆𝑝𝜎 ) öz olmayan süzgeç ise 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = [𝑝] ve 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎  dir. 

Dolayısıyla σ ⊃ 𝑖2𝜋2𝑆𝑝𝜎 dir. Çünkü, 𝑈 ∈ 𝑖2𝜋2𝑆𝑝𝜎 ise bazı 𝑊 = 𝑈1⋁𝑝𝑈2 ∈ 𝜎 için 

𝑈 ⊃ 𝑖2𝜋2𝑆𝑝(𝑊) dir. 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = [𝑝] ve 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ⊄ [𝑝] olduğundan 𝑈1 = ∅ alabiliriz. 

Böylece 𝑊 = 𝑈2 = 𝑖2𝜋2𝑆𝑝(𝑊) ⊂ 𝑈 olur. Sonuç olarak  𝑈 ∈ 𝜎 ve 𝜎 ⊃ 𝑖2𝜋2𝑆𝑝𝜎 dır. 

Bu ise 𝜎1 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 alınırsa σ ⊃ 𝑖2𝜎1 olur ki 𝜎 ∈ 𝐾𝑊 dir. 

Teorem 3.4.7(2) durumundan, 

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊄ [𝑝] ve 𝜋1𝑆𝑝𝜎 = 𝜋2𝑆𝑝𝜎 dır ki σ ⊃ 𝑖1𝜋1𝑆𝑝𝜎 dır. Çünkü, 𝑈 ∈ 𝑖1𝜋1𝑆𝑝𝜎 ise bazı 

𝑊 = 𝑈1⋁𝑝𝑈2 ∈ 𝜎 için 𝑈 ⊃ 𝑖1𝜋1𝑆𝑝(𝑊) dir. 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = [𝑝] olduğundan 𝑈2 = ∅ 

alabiliriz. Böylece 𝑊 = 𝑈1 = 𝑖1𝜋1𝑆𝑝(𝑊) ⊂ 𝑈 olur. Sonuç olarak  𝑈 ∈ 𝜎 ve               

𝜎 ⊃ 𝑖1𝜋1𝑆𝑝𝜎 dır. Bu ise 𝜎1 = 𝜋1𝑆𝑝𝜎 alınırsa σ ⊃ 𝑖1𝜎1 olur ki 𝜎 ∈ 𝐾𝑊 dir. 

Teorem 3.4.7(3) durumunda, 

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊂ [𝑝], (𝜋1𝑆𝑝𝜎 ) ∪ (𝜋2𝑆𝑝𝜎 ) öz süzgeç, 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊃ (𝜋2𝑆𝑝𝜎 ) ∩ [𝑝] ve      

𝜋2𝐴𝑝𝜎 = (𝜋2𝑆𝑝𝜎 ) ∩ [𝑝] dir. Burada 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾, 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊂ [𝑝]  dır ve kabulden 

𝜋1𝑆𝑝𝜎 = [𝑝] dir. (𝜋1𝑆𝑝𝜎 ) ∪ (𝜋2𝑆𝑝𝜎 ) = [𝑝] ∪ (𝜋2𝑆𝑝𝜎 ) öz süzgeçtir ancak ve ancak 

𝜋2𝑆𝑝𝜎 ⊂ [𝑝] ve 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dir ki sonuç olarak 𝜋2𝑆𝑝𝜎 = [𝑝] olur. Böylece                             

𝜎 = [𝑝1] = 𝑖1[𝑝] = [𝑝2] = 𝑖2[𝑝]  dır. Burada 𝑝1 = 𝑝2 ∈ 𝐵⋁𝑝𝐵 dır.  

Sonuç olarak 𝜎 ∈ 𝐾𝑊 olur ki bu ise 𝐾𝑆𝑝 ⊂ 𝐾𝑊 olduğunu gösterir. 
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Şimdi ise 𝐾𝑊 ⊂ 𝐾𝑆𝑝 olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki 𝜎 ∈ 𝐾𝑊 olsun. Tanım 

3.2.4(2) den 𝜎 ⊃ 𝑖1𝜎1 veya 𝜎 ⊃ 𝑖2𝜎1 olacak şekilde en az bir 𝜎1 ∈ 𝐾 vardır.  

Eğer 𝜎 ⊃ 𝑖1𝜎1 ise  

𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊃ 𝜋1𝑆𝑝𝑖1𝜎1 = 𝜎1 

ve  

𝜋2𝑆𝑝𝜎 ⊃ 𝜋2𝑆𝑝𝑖1𝜎1 = 𝜎1 

dir. Yani 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾, 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 dir. Tanım 3.2.4(1) den 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝 olur ki 𝐾𝑊 ⊂ 𝐾𝑆𝑝dir. 

Eğer 𝜎 ⊃ 𝑖2𝜎1 ise  

 𝜋1𝑆𝑝𝜎 ⊃ 𝜋1𝑆𝑝𝑖2𝜎1 = [𝑝] 

ve 

𝜋2𝑆𝑝𝜎 ⊃ 𝜋2𝑆𝑝𝑖2𝜎1 = 𝜎1 

dir. Yani  𝜋1𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾, 𝜋2𝑆𝑝𝜎 ∈ 𝐾 olur. Tanım 3.2.4(1) den 𝜎 ∈ 𝐾𝑆𝑝 olur ki                   

𝐾𝑊 ⊂ 𝐾𝑆𝑝dir. Sonuç olarak 𝐾𝑊 = 𝐾𝑆𝑝 dir. Tanım 4.1.1(4) den dolayı (𝐵, 𝐾) uzayı                        

𝑝 noktasında pre𝑇2
′  dir. 

Not: 𝐵 sonlu bir küme olmak üzere (𝐵, 𝐾) sabit yakınsak süzgeç uzayı pre𝑇2
′ dir ancak 

ve ancak 𝐾 diskre yapıdır. 

Örnek 4.3.4 (1) 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝐾 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [Ø], [𝑏]⋂[𝑐], [𝑎]⋂[𝑐]} olmak üzere 

(𝐴, 𝐾) uzayının hangi noktalarda pre𝑇2
′ olup olmadığını inceleyelim. 

𝐾𝑎 = {𝛼: 𝛼 ⊂ [𝑎], 𝛼 ∈ 𝐾} = {[𝑎], [𝑎]⋂[𝑐]}≠{[𝑎]} olduğundan (𝐴, 𝐾) uzayı                                   

𝑎 noktasında pre𝑇2
′ değildir. Benzer şekilde (𝐴, 𝐾)  uzayı 𝑏 ve 𝑐 noktalarında da pre𝑇2

′ 

değildir. 

(2) 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝐾 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [Ø], [𝑏]⋂[𝑐]} olmak üzere (𝐵, 𝐾) uzayının hangi 

noktalarda pre𝑇2
′ olup olmadığını inceleyelim. 
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𝐾𝑎 = {𝛼: 𝛼 ⊂ [𝑎], 𝛼 ∈ 𝐾} = {[𝑎]} = {[𝑎]} olduğundan (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑎 noktasında 

pre𝑇2
′ dir. Fakat 𝐾𝑏 = {𝛼: 𝛼 ⊂ [𝑏], 𝛼 ∈ 𝐾} = {[𝑏], [𝑏]⋂[𝑐]}≠{[𝑏]} olduğundan 

(𝐵, 𝐾)  uzayı 𝑏 noktasında pre𝑇2
′ değildir. Benzer şekilde (𝐵, 𝐾)  uzayı 𝑐 noktasında 

da pre𝑇2
′ değildir. 

4.4 Pre𝑻𝟐(ConFCO) Kategorisinde Alt Uzaylar Ve Çarpım Uzayları 

Objeleri pre𝑇̅2 uzaylardan oluşan 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 nun dolu alt kategorisi pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) 

olsun [7] de ki Teorem 3.4 den dolayı pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) bir topolojik kategoridir. 

Şimdi pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) topolojik kategorisinin kalıtsallığını ve çarpımsal olduğunu 

gösteren teoremleri ifade ve ispat edelim. 

Teorem 4.4.1 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 ve 𝑝 ∈ 𝑀 ⊂ 𝐵 

ise 𝑀 de 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 dir. 

İspat: 𝐾𝑀, 𝑀 üzerindeki 𝑖: (𝑀,𝐾𝑀) ↪ (𝐵, 𝐾) dönüşümü ile elde edilen başlangıç 

yapısı ve   𝛼, 𝛽 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 olsun. Teorem 4.3.1 in şartlarının sağlandığını gösterelim: 

(1) Tanım 3.2.4(1) den 𝑖(𝛼), 𝑖(𝛽) ∈ 𝐾 ve Teorem 4.3.1 den 𝑖(𝛼 ∩ 𝛽) ∈ 𝐾 ve             

Tanım 3.2.4(1) den 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾𝑀 olur. Böylece 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 dir.  

(2) Kabul edelim ki 𝛼 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾𝑀 olsun. Burada 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve                    

𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 dır. Bu ise Tanım 3.2.4(1) den 𝑖(𝛼), 𝑖(𝛽) ∈ 𝐾𝑝, 𝑖(𝛼) ∪ 𝑖(𝛽) = 𝑖(𝛼 ∪ 𝛽) 

nın öz süzgeç olması anlamına gelir. 

𝑖(𝛽 ∩ [𝑝]) = 𝑖(𝛽) ∩ 𝑖([𝑝]) ⊂ 𝑖(𝛼) olur. Teorem 4.3.1 den 𝑖(𝛽 ∩ [𝑝]) ∈ 𝐾 ve       

Tanım 3.2.4(1) den 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾𝑀. Böylece (𝑀,𝐾𝑀) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 dir. 

Teorem 4.4.2 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (Bi, Ki) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de pre𝑇̅2 dir ancak ve ancak                     

(𝐵 = ∏ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı p noktasında pre𝑇̅2  dir. 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … ) ∈ 𝐵 olmak 

üzere 𝐾 yapısı 𝐵 üzerindeki çarpım uzay yapısıdır.  

İspat: Kabul edelim ki (∏ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 

için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) sabit süzgeç yakınsak uzayları (𝐵, 𝐾) ın bir alt uzayına izomorfik 

olduğundan ve Teorem 4.4.1 den dolayı her 𝑖 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 için (Bi,Ki) uzayı 

𝑝𝑖 noktasında pre𝑇̅2 dir. 



 

43 
 

Tersine olarak kabul edelim ki her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 olmak üzere (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) alt uzayı        

𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 noktasında pre𝑇̅2 olsun. Teorem 4.3.1 in şartlarının sağlandığını göstereceğiz.                

(1) 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … ) olmak üzere 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾𝑝 olsun. Tanım 3.2.4(1) den, her 𝑖 ∈ 𝐼 

için, 𝜋𝑖: (∏𝐵𝑖 , 𝐾) ⟶ (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) olmak üzere 𝜋𝑖(𝛼), 𝜋𝑖(𝛽) ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 dir. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de pre𝑇̅2  olduğundan, Teorem 4.3.1 den                         

𝜋𝑖(𝛼) ∩ 𝜋𝑖(𝛽) = 𝜋𝑖(𝛼 ∩ 𝛽) ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 olur ve Tanım 3.2.4(1) den 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾𝑝 olur. 

(2) Kabul edelim ki 𝛼 ∈ 𝐾𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 özsüzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 olsun.            

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜋𝑖(𝛼) ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ∈ 𝐾𝑖 ve 𝜋𝑖(β) ∈ 𝐾𝑖 olmak üzere                                            

𝜋𝑖(𝛼) ∪ 𝜋𝑖(𝛽) = 𝜋𝑖(𝛼 ∪ 𝛽) öz süzgeç ve 𝜋𝑖(𝛽) ∩ [𝑝] = 𝜋𝑖(𝛽 ∩ [𝑝]) ⊂ 𝜋𝑖(𝛼) olur. 

Teorem 4.3.1 in, 𝜋𝑖(𝛽 ∩ [𝑝]) = 𝜋𝑖(β) ∩  𝜋𝑖([𝑝]) = 𝜋𝑖(𝛽) ∩ [𝑝𝑖] ∈ 𝐾𝑖 olur. Her 𝑖 ∈ 𝐼 

için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayı 𝑝𝑖 noktasında pre𝑇̅2 olduğundan ve Tanım 3.2.4(1) den                                  

𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 dir. Böylece (𝐵, 𝐾) çarpım uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 olur. 

Teorem 4.4.3 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de pre𝑇̅2 ise (𝐵 = ∐ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 )                

co-çarpım uzayı (𝑖, 𝑝) de pre𝑇̅2 dır. Burada 𝐾 yapısı (𝑖, 𝑝) ∈ 𝐵 olmak üzere 𝐵 

üzerindeki co-çarpım yapısıdır. 

İspat: Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 olmak üzere (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) sabit süzgeç yakınsak uzayları 𝑝𝑖 de 

pre𝑇̅2 olsun. (𝐵 = ∐ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) co-çarpım uzayı (𝑖, 𝑝) noktasında pre𝑇̅2 olduğunu yani 

Teorem 4.3.1 in şartlarının sağlandığını göstereceğiz. Burada                               

𝑖: (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ⟶ (∐ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) dır. 

(1) 𝐾(𝑖,𝑝) = {𝛼: 𝛼 ⊂ [(𝑖, 𝑝)], 𝛼 ∈ 𝐾} sonlu kesişim altında kapalı olduğunu 

göstereceğiz. Eğer 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) ise Tanım 3.2.4(2) den 𝑖(𝛿) ⊂ 𝛼 ve 𝑖(ɣ) ⊂ 𝛽 olacak 

şekilde en az bir 𝛿, ɣ ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 süzgeçleri vardır. Burada  

𝑖(𝛿 ∩ ɣ) = 𝑖(𝛿) ∩ 𝑖(ɣ) ⊂ 𝛼 ∩ 𝛽 dır. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (Bi,Ki) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 noktasında pre𝑇̅2 olduğundan ve Teorem 4.3.1 den,       

𝛿 ∩ ɣ ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ve Tanım 3.2.4(2) den dolayı 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) olur. 
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(2) Kabul edelim ki 𝛼 ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve 𝛽 ∩ [(𝑖, 𝑝)] ⊂ 𝛼 

olsun. Bu durumda 𝑖(𝛿) ⊂ 𝛼 ve 𝑖(ɣ) ⊂ 𝛽 olacak şekilde en az bir 𝛿 ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ve               

ɣ ∈ 𝐾𝑖 vardır. Dikkat edelim ki 

𝑖(𝛿) ∪ 𝑖(ɣ) = 𝑖(𝛿 ∪ ɣ) 

öz süzgeç ve  

𝑖(ɣ ∩ [𝑝𝑖]) = 𝑖(ɣ) ∩ [(𝑖, 𝑝)] ⊂ 𝛽 ∩ [(𝑖, 𝑝)] ⊂ 𝛼  

olması 𝛿 ∪ ɣ nın öz süzgeç ve ɣ ∩ [𝑝𝑖] ⊂ 𝛿 olmasını gerektirir. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 noktasında pre𝑇̅2 olduğundan ve Teorem 4.3.1 den,        

ɣ ∩ [𝑝𝑖] ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ve Tanım 3.2.4(2) den 𝛽 ∩ [(𝑖, 𝑝)] ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) olur. 

Böylece Teorem 4.3.1 den (𝐵, 𝐾) co-çarpım sabit süzgeç yakınsak uzayı                                   

(𝑖, 𝑝) noktasında pre𝑇̅2 dır. 

Teorem 4.4.4 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 de pre𝑇2
′ ve 𝑝 ∈ 𝑀 ⊂ 𝐵 ise 𝑀 de 

𝑝 noktasında pre𝑇2
′ dir. 

İspat: 𝐾𝑀 nin 𝑀 üzerindeki 𝑖: (𝑀, 𝐾𝑀) ↪ (𝐵, 𝐾) dönüşümü ile elde edilen başlangıç 

yapısı ve  𝑝 ∈ 𝑀 olduğunu kabul edelim. Teorem 4.3.3 den dolayı (𝐾𝑀)𝑝 = {[𝑝]} 

olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki (𝐾𝑀)𝑝 ≠ {[𝑝]} olsun. Bu durumda en az bir 

𝛼 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 vardır ve 𝛼 ≠ [𝑝] dir. 𝛼 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 ise 𝛼 ⊂ [𝑝] , 𝛼 ∈ 𝐾𝑀 dir ve 𝑖(𝛼) ∈ 𝐾 dır. 

𝛼 ⊂ [𝑝] olduğunda 𝑖(𝛼) ⊂ 𝑖([𝑝]) = [𝑖(𝑝)] = [𝑝] den 𝑖(𝛼) ⊂ [𝑝] olur. 

𝑖(𝛼) ∈ 𝐾 olduğunda 𝑖(𝛼) ∈ 𝐾𝑝 olur. (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olduğundan Teorem 4.3.3 

den dolayı 𝑖(𝛼) = [𝑝] olmalıdır.  

𝑖−1𝑖(𝛼) = 𝑖−1[𝑝] 

𝛼 = [𝑖−1(𝑝)] 

𝛼 = [𝑝] 

olur. Bu da 𝛼 ≠ [𝑝] olmasıyla çelişir. Dolayısıyla (𝐾𝑀)𝑝 = {[𝑝]} olmalıdır. Sonuç 

olarak (𝑀,𝐾𝑀) alt uzayı 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ dir. 
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Teorem 4.4.5 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de pre𝑇2
′ dir gerek ve yeter şart            

𝐵 = (∏ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇2
′ dir. Burada 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, … ) ∈ 𝐵 

olmak üzere 𝐾 yapısı 𝐵 üzerindeki çarpım uzay yapısıdır. 

İspat: Kabul edelim ki (𝐵 = ∏ 𝐵𝑖, 𝐾∗𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, … ) ∈ 𝐵 da 

𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için her bir (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayı (𝐵, 𝐾∗) çarpım uzayının bir alt 

uzayına izomorf olduğundan Teorem 4.4.4 den her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayı                                

𝑝𝑖 noktasında  𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ dir. 

Tersine olarak her 𝑖 ∈ 𝐼,  𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayları 𝑝𝑖 noktasında 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olsun. 

𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, … ) ∈ 𝐵 için (𝐵, 𝐾∗) çarpım uzayının p noktasında 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olduğunu 

göstereceğiz, yani (𝐾∗)𝑝 = {[𝑝]} olduğunu göstereceğiz. 

𝜋𝑖: (∏𝐵𝑖 , 𝐾) ⟶ (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) 

Kabul edelim ki (𝐾∗)𝑝 ≠ {[𝑝]} olsun. O halde en az bir 𝛼 ∈ (𝐾∗)𝑝 vardır ve 𝛼 ≠ [𝑝] 

dir. 𝛼 ∈ (𝐾∗)𝑝 ise 𝛼 ⊂ [𝑝], 𝛼 ∈ 𝐾∗ dır. 

𝛼 ⊂ [𝑝] ise 𝜋𝑖𝛼 ⊂ 𝜋𝑖[𝑝] = [𝜋𝑖(𝑝)] = [𝑝𝑖] den 𝜋𝑖𝛼 ⊂ [𝑝𝑖] elde edilir. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 

(𝐵𝑖, 𝐾𝑖) kabulden 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olduğu için 𝜋𝑖𝛼 ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 den 𝜋𝑖𝛼 = [𝑝𝑖] olur. 

𝜋𝑖
−1𝜋𝑖𝛼 = 𝜋𝑖

−1[𝑝𝑖] 

𝛼 = [𝜋𝑖
−1(𝑝𝑖)] 

𝛼 = [𝑝] 

olur ki bu ise 𝛼 ≠ [𝑝] seçilmesi ile çelişir. Böylece 𝛼 = [𝑝] olmalıdır. O halde 

 (𝐾∗)𝑝 = {[𝑝]} olur. Teorem 4.3.3 den dolayı (𝐵, 𝐾∗) çarpım süzgeç uzayı 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ dir. 
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Teorem 4.4.6 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de pre𝑇2
′  ise (𝐵 = ∐ 𝐵𝑖,  𝐾

∗
𝑖∈𝐼 )                 

co-çarpım uzayı (𝑖, 𝑝) noktasında pre𝑇2
′ dır. Burada 𝐾, (𝑖, 𝑝) ∈ 𝐵 olmak üzere 𝐵 

üzerindeki co-çarpım yapısıdır. 

İspat: Kabul edelim ki her 𝑖 ∈ 𝐼, (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) sabit yakınsak süzgeç uzayları 𝑝𝑖 noktasında 

𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ ve 𝐾∗, 𝐵 = ∐ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼  üzerindeki co-çarpım yapı olmak üzere (𝐵, 𝐾∗) co-çarpım 

sabit yakınsak süzgeç uzayının 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olduğunu göstereceğiz, yani (𝑖, 𝑝) ∈ 𝐵 için 

(𝐾∗)(𝑖,𝑝) = {[(𝑖, 𝑝)]}. 

Kabul edelim ki (𝐾∗)(𝑖,𝑝) ≠ {[(𝑖, 𝑝)]} olsun. Bu durumda en az bir 𝛼 ∈ (𝐾∗)(𝑖,𝑝) vardır 

ve 𝛼 ≠ [(𝑖, 𝑝)] dir. 

𝛼 ∈ (𝐾∗)(𝑖,𝑝) olduğundan 𝛼 ⊂ [(𝑖, 𝑝)], 𝛼 ∈ 𝐾∗ olur. 𝛼 ∈ 𝐾∗ ise 𝑞: (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ⟶ (𝐵,𝐾∗) 

final kaldırması olduğu için 𝑞(𝛼1) ⊂ 𝛼 olacak şekilde 𝛼1 ∈ 𝐾𝑖 vardır. 

𝑞(𝛼1) ⊂ 𝛼 ⊂ [(𝑖, 𝑝)] 

ifadesinde her tarafa 𝑞−1 uygulanırsa, 

𝑞−1𝑞𝛼1 = [𝑞
−1(𝑖, 𝑝)] 

𝛼1 ⊂ [𝑝𝑖] 

haline gelir. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayları 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 noktasında 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olduğundan 

(𝐾𝑖)𝑝𝑖 = {[𝑝𝑖]} olur ki 𝛼1 = [𝑝𝑖] dir. Buradan  

𝑞𝛼1 = 𝑞([𝑝𝑖]) = [𝑞(𝑝𝑖)] = [(𝑖, 𝑝)] ⊂ 𝛼  

olur ki 𝛼 = [(𝑖, 𝑝)] elde ederiz. Bu ise 𝛼 ≠ [(𝑖, 𝑝)] olması ile çelişir o halde       

(𝐾∗)(𝑖,𝑝) = {[(𝑖, 𝑝)]} olmalı sonuç olarak Teorem 4.3.3 den (𝐵, 𝐾∗) uzayı                             

(𝑖, 𝑝) noktasında 𝑝𝑟𝑒𝑇2
′ olur. 
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4.5 Lokal T2 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar 

Teorem 4.5.1 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 de 𝑇̅2 olması için gerek ve yeter 

şart aşağıdaki şartlar sağlanır: 

(1) Her 𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥 ≠ 𝑝 olmak üzere [𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾. 

(2) 𝐾𝑝 = {𝛼: 𝛼 ⊂ [𝑝], 𝛼 ∈ 𝐾} kümesi sonlu kesişim altında kapalıdır. 

(3) Her 𝛼 ∈ 𝐾𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 özsüzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 ise bu durumda           

𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 dır. 

İspat: Kabul edelim ki (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında 𝑇̅2 olsun. Yani 

Tanım 4.1.1(5) den (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında hem 𝑇̅0 hem de pre𝑇̅2 dir. Eğer bazı         

𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥 ≠ 𝑝 olmak üzere [𝑥] ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 ise bu durumda 𝐾𝑑 yapısı 𝐵 üzerindeki 

diskre yapı ve 𝜎 = [𝑥1] ∩ [𝑥2] şeklinde olmak üzere 

                   (𝐵⋁𝑝𝐵,𝐾𝐵⋁𝑝𝐵)        
𝐴𝑝

     (𝐵2, 𝐾2) 
𝜋2

𝜋1

       (𝐵, 𝐾) 

                                ∇𝑝 

                          (𝐵, 𝐾𝑑) 

Şekil 4.5. 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 da 𝑇̅2 diyagramı. 

  𝜋1𝐴𝑝𝜎 = 𝜋1𝐴𝑝([𝑥1] ∩ [𝑥2] ) 

          = 𝜋1𝐴𝑝([{𝑥1, 𝑥2}]) 

                                                          = 𝜋1([{(𝑥, 𝑝), (𝑝, 𝑥)}]) 

                                                          = [{𝑥, 𝑝}] 

                                                          = [𝑥] ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 

                                              𝜋2𝐴𝑝𝜎 =  𝜋2𝐴𝑝([𝑥1] ∩ [𝑥2]) 

        =  𝜋2𝐴𝑝({𝑥1, 𝑥2}) 
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                                                          =  𝜋2[{(𝑥, 𝑝), (𝑝, 𝑥)}] 

                                                          = [{𝑝, 𝑥}]  

                                                          = [𝑝] ∩ [𝑥] ∈ 𝐾 

ve 

                                                   𝛻𝑝𝜎 = 𝛻𝑝([𝑥1] ∩ [𝑥2] ) = [𝑥] ∈ 𝐾𝑑 

olur bu ise (𝐵, 𝐾) nın 𝑝 de 𝑇̅2 ile çelişir. Böylece her 𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥 ≠ 𝑝 olmak üzere              

[𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾 dır ki (1) şartı sağlanır. (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 olduğundan 

Teorem 4.3.1 den (2) ve (3) sağlanır. 

Tersine olarak kabul edelim ki şartlar sağlansın ve 𝜎 ∈ 𝐹 (𝐵⋁𝑝𝐵) olsun. Bazı 𝑥 ∈ 𝐵 

için   𝜋1𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾,   𝜋2𝐴𝑝𝜎 ∈ 𝐾 ve 𝛻𝑝𝜎 = [∅],  𝛻𝑝𝜎 = [𝑥] olsun. 

Eğer 𝛻𝑝𝜎 = [∅] ise 𝜎 = [∅] dır. 

Eğer 𝛻𝑝𝜎 = [𝑥] ise 𝜎 = [𝑥1], 𝜎 = [𝑥2] veya 𝜎 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] dir. 

Eğer 𝜎 = [{𝑥1, 𝑥2}] ise  

                                                  𝜋1𝐴𝑝𝜎 = 𝜋1𝐴𝑝[{𝑥1, 𝑥2}] 

                                                             = 𝜋1[{(𝑥, 𝑝), (𝑝, 𝑥)}] 

                                                             = [{𝑥, 𝑝}] 

                                                             = [𝑥] ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 

ve  

                                                 𝜋2𝐴𝑝𝜎 = 𝜋2𝐴𝑝[{𝑥1, 𝑥2}]                                         

                                                             = 𝜋2[{(𝑥, 𝑝), (𝑝, 𝑥)}] 

                                                             = [{𝑝, 𝑥}] 

                                                             = [𝑝] ∩ [𝑥] ∈ 𝐾  dir.  

Bu ise 𝑥 ≠ 𝑝 için [𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾 olması ile çelişir. Bu yüzden 𝜎 ≠ [{𝑥1, 𝑥2}] dir.  
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Eğer [∅] ≠ 𝜎 ≠ [{𝑥1, 𝑥2}] için 𝜎 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] ise 𝑈 ≠ {𝑥1, 𝑥2} ve 𝑈 ≠ ∅ olacak 

şekilden az bir 𝑈 ∈ 𝜎 vardır. {𝑥1, 𝑥2} ∈ 𝜎 ve 𝜎 süzgeç olduğundan   

                        𝑈 ∩ {𝑥1, 𝑥2} = {𝑥1} ∈ 𝜎  veya  𝑈 ∩ {𝑥1, 𝑥2} = {𝑥2} ∈ 𝜎                              

dir, yani 𝜎 = [𝑥1] veya 𝜎 = [𝑥2] dir. Böylece 𝜎 = [𝑥1], 𝜎 = [𝑥2] veya 𝜎 = [∅] olur 

ki Tanım 4.1.1(1) ve Teorem 4.2.1(1) den  𝛻𝑝 ve  𝐴𝑝 nin başlangıç kaldırması diskredir, 

yani (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 de 𝑇̅0  dır.  

(2) ve (3) şartları sağlanırsa Teorem 4.3.1 den (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 dir. 

Sonuç olarak Tanım 4.1.1(5) den (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 de 𝑇̅0 ve pre𝑇̅2 olduğundan 𝑇̅2 dir. 

Teorem 4.5.2 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 ∈ 𝐵 noktasında 𝑇2
′ olması için 

gerek ve yeter şart 𝐾𝑝 = {[𝑝]} dir. 

İspat: Kabul edelim ki (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 ∈ 𝐵 noktasında 𝑇2
′ olsun. Ayrıca                           

𝜎 ∈ 𝐹(𝐵⋁𝑝𝐵) için bazı 𝛽 ∈ 𝐾 süzgeçleri için 𝜎 ⊃ 𝑖1(𝛽) ve 𝜎 ⊃ 𝑖2(𝛽) şartını sağlayan 

bir süzgeç ve  𝛻𝑝𝜎 ∈ 𝐾𝑑 olduğunu kabul edelim. Burada 𝐾𝑑, 𝐵 üzerindeki diskre 

yapıdır. Bazı 𝑥 ∈ 𝐵 için  𝛻𝑝𝜎 = [∅] veya 𝛻𝑝𝜎 = [𝑥] dir.  

Eğer 𝛻𝑝𝜎 = [∅] ise 𝜎 = [∅] olur.   

Eğer 𝛻𝑝𝜎 = [𝑥] ise bazı 𝑥 ∈ 𝐵 için 𝛻𝑝𝜎 = [𝑥] olsun.  

𝑥 = 𝑝 ise 𝛻𝑝𝜎 = [𝑝] olur ki bu ise 𝜎 = [𝑝] dır.  

𝑥 ≠ 𝑝 ise 𝜎 = [𝑥1], 𝜎 = [𝑥2] veya 𝜎 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] olur. 

𝜎 = [{𝑥1, 𝑥2}] ise 𝜎 ⊃ 𝑖1(𝛽) ve 𝜎 ⊃ 𝑖2(𝛽) dir ki bu ise {𝑥1, 𝑥2} nin bir eksen üzerinde 

bulunduğunu gösterir. Dolayısıyla 𝑥 ≠ 𝑝 olduğundan bu bir çelişkidir. Sonuç olarak 

𝜎 ≠ [{𝑥1, 𝑥2}] olmalıdır. 

Eğer 𝜎 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] ise Teorem 4.5.1 in ispat metoduna benzer düşünceyle 𝜎 = [𝑥1] 

veya 𝜎 = [𝑥2] dir. Sonuç olarak, 𝜎 = [𝑥1], [𝑥2] veya [∅] olur ki bu ise Tanım 4.1.1(2) 

ve Teorem 4.2.1(2) den dolayı (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 de T0
′ dır. 
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Teorem 4.3.3 den (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇2
′ dir. Sonuç olarak (𝐵, 𝐾) uzayı                      

𝑝 noktasında 𝑇0
′ ve pre𝑇2

′ olduğundan 𝑇2
′ dir. 

Tersine olarak, kabul edelim ki 𝐾𝑝 = {[𝑝]} olsun. Bu durumda Teorem 4.3.3 ün 

ispatına benzer şekilde bir çelişki elde edilir ki  (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında 𝑇2
′ dır. 

Örnek 4.5.3 A={𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝐾 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [Ø], [𝑏]⋂[𝑐], [𝑎]⋂[𝑐]} olmak üzere (𝐴, 𝐾) 

uzayının 𝑎 noktasında 𝑇2
′ ve 𝑇̅2 olma durumlarını inceleyelim. 

Teorem 4.2.1(2) den (𝐴, 𝐾) uzayı 𝑎  noktasında 𝑇0
′ dir. Teorem 4.3.3 den (𝐴, 𝐾) uzayı                   

𝑎 noktasında pre𝑇2
′ değildir. Dolayısıyla 𝑇2

′ = 𝑇0
′ +pre𝑇2

′ olduğundan (𝐴, 𝐾) uzayı                  

a noktasında 𝑇2
′ değildir. 

Teorem 4.2.1(1) den, 𝑎 ≠ 𝑐 için [𝑎]⋂[𝑐] ∈ 𝐾 olduğundan 𝑎 noktasında 𝑇̅0  değildir. 

Teorem 4.3.1 den pre𝑇̅2 olmasında rağmen, 𝑇̅2 = 𝑇̅0  + pre𝑇̅2 olduğundan (𝐴, 𝐾) uzayı 

𝑎 noktasında 𝑇̅2 değildir. Benzer şekilde 𝑏 ve 𝑐 noktalarında da 𝑇̅2 olmadığı görülür. 

𝐾 = {[𝑎], [𝑏], [𝑐], [Ø]} diskre yapıyı alsaydık her noktada pre𝑇̅2, pre𝑇2
′, 𝑇̅2 ve 𝑇2

′ dir. 

Teorem 4.5.4 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝  noktasında 𝐾𝑇2 dir ancak ve ancak 

aşağıdaki şartlar sağlanır:  

(1) 𝐾𝑝 = {𝛼: 𝛼 ⊂ [𝑝], 𝛼 ∈ 𝐾} sonlu kesişim altında kapalıdır. 

(2) Her 𝛼 ∈ 𝐾𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 ise 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 dir.  

İspat: (𝐵, 𝐾) uzayının 𝑝 ∈ 𝐵  noktasında 𝐾𝑇2 olduğunu kabul edelim. Dolayısıyla 

Tanım 4.1.1(7) den (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında hem 𝑇0
′ hem de pre𝑇̅2 dır. (𝐵, 𝐾) uzayı 

𝑝 noktasında pre𝑇̅2 olduğundan Teorem 4.3.1 den şartlar sağlanır. 

Tersine olarak, kabul edelim ki şartlar sağlansın. Tanım 4.1.1(7) den (𝐵, 𝐾) uzayının 

𝑝 noktasında 𝑇0
′ ve pre𝑇̅2 olduğunu göstermeliyiz.  

𝜎, 𝐵⋁𝑝𝐵 wedge çarpımı üzerinde herhangi bir süzgeç olsun. Bu süzgeç, bazı 𝛼 ∈ 𝐾 

lar için 𝜎 ⊃ 𝑖1𝛼 ve 𝜎 ⊃ 𝑖2𝛼 şartları sağlansın ve bazı 𝑥 ∈ 𝐵 için ∇𝑝𝜎 = [𝑥] veya 

∇𝑝𝜎 = [∅] olsun. 
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Eğer ∇𝑝𝜎 = [∅] ise  𝜎 = [∅].  

Eğer bazı 𝑥 ∈ 𝐵 ler için ∇𝑝𝜎 = [𝑥] ise 

𝜎 = [𝑥1], [𝑥2], [{𝑥1, 𝑥2}] 

veya 

 𝜎 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] 

Eğer 𝜎 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] ise 𝜎 ⊃ 𝑖1𝛼 veya 𝜎 ⊃ 𝑖2𝛼 olduğundan 𝜎 wedge çarpımının her iki 

bileşeninde de vardır. Böylece 𝜎 = [𝑥1] veya 𝜎 = [𝑥2] olmalıdır. Böylece 𝜎, 𝐵⋁𝑝𝐵 de  

𝜎 ⊃ 𝑖1𝛼, 𝜎 ⊃ 𝑖2𝛼 

ve 

∇𝑝𝜎 = [∅] veya ∇𝑝𝜎 = [𝑥] 

şartlarını sağlayan süzgeç ise bu taktirde 𝜎 = [∅], 𝜎 = [𝑥1], 𝜎 = [𝑥2] dir. Böylece 

Tanım 4.1.1(2) den dolayı (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında 𝑇0
′ dır.  

Teorem 4.3.1 den dolayı şartlar sağlandığından (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 dır. 

Sonuç olarak Tanım 4.1.1(7) den den dolayı (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında 𝐾𝑇2 dir. 

Teorem 4.5.5 (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 noktasında 𝐿𝑇2 dir ancak ve ancak aşağıdaki şartlar 

sağlanır: 

(1) Her 𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ≠ 𝑝 için [𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾 

(2) 𝐾𝑝 = {[𝑝]} 

İspat: Teorem 4.2.1(1) ve Teorem 4.3.3 den ispat açıktır. 

Not: (1) 𝐵 sonlu bir küme olmak üzere (𝐵, 𝐾) sabit yakınsak süzgeç uzayı 𝐿𝑇2 dir 

ancak ve ancak 𝐾 diskre yapıdır. 

(2) Objeleri lokal 𝐾𝑇2(𝐿𝑇2) sabit süzgeç yakınsak uzaylar olan 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 

(𝑳𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶)) kategorisi 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 nın bir alt kategorisi olsun. 
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Teorem 4.5.6 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorileri izomorfiktir. 

Teorem 4.5.7 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorisi tüm limit ve colimitlere sahiptir. 

İspat: Teorem 4.5.6 dan 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorisi pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ya izomorfik 

olduğundan ve pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorisi [7] de ki Teorem 3.4 den dolayı topolojik 

kategori olduğu için 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorisi tüm limit ve colimitlere sahiptir. 

Özellikle de 𝑲𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorisi tüm alt uzaylar, çarpımlar, co-çarpımlar ve 

bölümlere sahiptir. 

Teorem 4.5.8 𝑳𝑻𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorisi tüm limit ve colimitlere sahiptir. 

İspat: Teorem 4.4.4, 4.4.5, 4.4.6 ve 4.2.1(2) den elde edilir. 

Teorem 4.5.9 𝑻𝟐
′ (𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve pre𝑻𝟐

′ (𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) kategorileri izomorfiktir. 

İspat: Teorem 4.3.3 ve 4.5.2 den elde edilir. 

4.6 T2 (ConFCO) Kategorisinde Alt Uzaylar Ve Çarpım Uzayları 

Teorem 4.6.1 (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 noktasında 𝑇̅2 ve 𝑝 ∈ 𝑀 ⊂ 𝐵 ise 

𝑀 de 𝑝 noktasında 𝑇̅2 dir. 

İspat: Teorem 4.5.1 in şartlarının sağlandığını gösterelim. 

(1) Kabul edelim ki 𝐾𝑀, 𝑀 üzerindeki 𝑖:𝑀 ↪ 𝐵 ile elde edilen başlangıç yapısı ve   

𝑥 ∈ 𝑀, 𝑥 ≠ 𝑝 için [𝑥] ∩ [𝑝] ∈ 𝐾𝑀 olsun. Bu durumda 𝑖([𝑥] ∩ [𝑝]) =                                 

𝑖([𝑥]) ∩ 𝑖([𝑝]) = [𝑥] ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 olur. (𝐵, 𝐾) uzayı 𝑝 de 𝑇̅2 olduğundan bu bir 

çelişkidir. Böylece [𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾𝑀 olur. Şimdi ise  𝛼, 𝛽 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 olsun.             

(2) Tanım 3.2.4(1) den 𝑖(𝛼), 𝑖(𝛽) ∈ 𝐾 ve Teorem 4.5.1 den 𝑖(𝛼 ∩ 𝛽) ∈ 𝐾 ve           

Tanım 3.2.4(1) den 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾𝑀 olur. Böylece 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 dir.  

(3) Kabul edelim ki 𝛼 ∈ (𝐾𝑀)𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾𝑀 olsun. Burada 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve              

𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 dır. Bu ise Tanım 3.2.4(1) den 𝑖(𝛼), 𝑖(𝛽) ∈ 𝐾𝑝, 𝑖(𝛼) ∪ 𝑖(𝛽) = 𝑖(𝛼 ∪ 𝛽) 

nın öz süzgeç olması anlamına gelir. 

𝑖(𝛽 ∩ ([𝑝]) = 𝑖(𝛽) ∩ 𝑖([𝑝]) ⊂ 𝑖(𝛼) olur. Teorem 4.5.1 den 𝑖(𝛽 ∩ ([𝑝]) ∈ 𝐾 ve     

Tanım 3.2.4(1) ve Teorem 4.5.1 den 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾𝑀. Böylece (𝑀,𝐾𝑀) uzayı                        

𝑝 noktasında 𝑇̅2 dir. 
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Teorem 4.6.2 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de 𝑇̅2dir ancak ve ancak                               

𝐵 = (∏ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı p noktasında 𝑇̅2  dir. Burada 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … ) ∈ 𝐵 

olmak üzere 𝐾 yapısı 𝐵 üzerindeki çarpım uzay yapısıdır.  

İspat: Kabul edelim ki (∏ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı p noktasında 𝑇̅2 olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 

(𝐵𝑖, 𝐾𝑖) sabit süzgeç yakınsak uzayları (𝐵, 𝐾) ın bir alt uzayına izomorfik olduğundan 

ve Teorem 4.6.1 den dolayı her 𝑖 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayı                           

𝑝𝑖 noktasında 𝑇̅2 dir. 

Tersine olarak kabul edelim ki her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 olmak üzere (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) alt uzayı                      

𝑝𝑖 noktasında 𝑇̅2 olsun. Teorem 4.5.1 in şartlarının sağlandığını göstereceğiz.  

(1) Kabul edelim ki 𝑥 ≠ 𝑝 için 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) olmak üzere [𝑥] ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 olduğunda 

𝜋𝑗 dönüşümü altında 𝜋𝑗([𝑥] ∩ [𝑝]) = 𝜋𝑗([𝑥]) ∩ 𝜋𝑗([𝑝]) = [𝑥𝑗] ∩ [𝑝𝑗] ∈ 𝐾𝑗 olur. 

(𝐵𝑗, 𝐾𝑗) ler 𝑝𝑗 de 𝑇̅2 olduğundan bir çelişkidir. Böylece [𝑥] ∩ [𝑝] ∉ 𝐾 olur.                    

(2) 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … ) olmak üzere 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾𝑝 olsun. Tanım 3.2.4(1) den, her 𝑖 ∈ 𝐼 için 

𝜋𝑖(𝛼), 𝜋𝑖(𝛽) ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 dir. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de pre𝑇̅2  olduğundan, 

Teorem 4.5.1 den 𝜋𝑖(𝛼) ∩ 𝜋𝑖(𝛽) = 𝜋𝑖(𝛼 ∩ 𝛽) ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 olur ve Tanım 3.2.4(1) den 

𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾𝑝 olur. 

(3) Kabul edelim ki 𝛼 ∈ 𝐾𝑝 ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 öz süzgeç ve 𝛽 ∩ [𝑝] ⊂ 𝛼 olsun.            

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜋𝑖(𝛼) ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ∈ 𝐾𝑖 ve 𝜋𝑖(β) ∈ 𝐾𝑖 olmak üzere                                            

𝜋𝑖(𝛼) ∪ 𝜋𝑖(𝛽) = 𝜋𝑖(𝛼 ∪ 𝛽) öz süzgeç ve 𝜋𝑖(𝛽) ∩ [𝑝] = 𝜋𝑖(𝛽 ∩ [𝑝]) ⊂ 𝜋𝑖(𝛼) olur. 

Teorem 4.5.1 den, 𝜋𝑖(𝛽 ∩ [𝑝]) = 𝜋𝑖(β) ∩ 𝜋𝑖([𝑝]) = 𝜋𝑖(𝛽) ∩ [𝑝𝑖] ∈ 𝐾𝑖 olur. Her                

𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 noktasında 𝑇̅2 olduğundan ve Tanım 3.2.4(1) den 𝛽 ∩ [𝑝] ∈ 𝐾 

dır. Böylece (𝐵, 𝐾) çarpım uzayı 𝑝 noktasında 𝑇̅2olur. 

Teorem 4.6.3 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de 𝑇̅2 ise (𝐵 = ∐ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) co-çarpım 

uzayı (𝑖, 𝑝) de 𝑇2̅ dır. Burada 𝐾 yapısı (𝑖, 𝑝) ∈ 𝐵 olmak üzere 𝐵 üzerindeki co-çarpım 

yapısıdır. 
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İspat: Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 olmak üzere (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) sabit süzgeç yakınsak uzayları 𝑝𝑖 de 

𝑇̅2 olsun. (𝐵 = ∐ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) co-çarpım uzayı (𝑖, 𝑝) noktasında 𝑇̅2 olduğunu yani 

Teorem 4.5.1 in şartlarının sağlandığını göstereceğiz. 

(1) Kabul edelim ki (𝑖, 𝑥) ∈ 𝐵, (𝑖, 𝑥) ≠ (𝑖, 𝑝) olsun.[(𝑖, 𝑥)] ∩ [(𝑖, 𝑝)] ∈ 𝐾 olsun. Bu 

durumda 𝑖(𝛽𝑖) ⊂ [(𝑖, 𝑥)] ∩ [(𝑖, 𝑝)] olacak şekilde en az bir 𝛽𝑖 ∈ 𝐾𝑖 vardır. Bu ise    

𝛽𝑖 = [𝑥𝑖] ∩ [𝑝𝑖] ∈ 𝐾𝑖 olması demektir. Fakat her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) uzayları                                

𝑝𝑖 noktasında 𝑇̅2 olduğundan çelişkidir. Böylece her (𝑖, 𝑥) ∈ 𝐵 için (𝑖, 𝑥) ≠ (𝑖, 𝑝) 

olmak üzere [(𝑖, 𝑥)] ∩ [(𝑖, 𝑝)] ∉ 𝐾 olur. 

(2) 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) ise Tanım 3.2.4(2) den 𝑖(𝛿) ⊂ 𝛼 ve 𝑖(ɣ) ⊂ 𝛽 olacak şekilde en az bir 

𝛿, ɣ ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 süzgeçleri vardır. Burada  

𝑖(𝛿 ∩ ɣ) = 𝑖(𝛿) ∩ 𝑖(ɣ) ⊂ 𝛼 ∩ 𝛽 dır. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 noktasında 𝑇̅2 olduğundan ve Teorem 4.5.1 den,                      

𝛿 ∩ ɣ ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ve Tanım 3.2.4(2) den dolayı 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) olur. 

(3) Kabul edelim ki 𝛼 ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) ve 𝛽 ∈ 𝐾 için 𝛼 ∪ 𝛽 özsüzgeç ve 𝛽 ∩ [(𝑖, 𝑝)] ⊂ 𝛼 

olsun. Bu durumda 𝑖(𝛿) ⊂ 𝛼 ve 𝑖(ɣ) ⊂ 𝛽 olacak şekilde en az bir 𝛿 ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ve              

ɣ ∈ 𝐾𝑖 vardır. Dikkat edelim ki, 

𝑖(𝛿) ∪ 𝑖(ɣ) = 𝑖(𝛿 ∪ ɣ) 

öz süzgeç ve  

𝑖(ɣ ∩ [𝑝𝑖]) = 𝑖(ɣ) ∩ [(𝑖, 𝑝)] ⊂ 𝛼 

olması 𝛿 ∪ ɣ nın öz süzgeç ve ɣ ∩ [𝑝𝑖] ⊂ 𝛿 olmasını gerektirir. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 noktasında 𝑇̅2 olduğundan ve Teorem 4.5.1 den,                      

ɣ ∩ [𝑝𝑖] ∈ (𝐾𝑖)𝑝𝑖 ve Tanım 3.2.4(2) den, 𝛽 ∩ [(𝑖, 𝑝)] ∈ 𝐾(𝑖,𝑝) olur. 

Böylece Teorem 4.5.1 den, (𝐵, 𝐾) co-çarpım sabit süzgeç yakınsak uzayı                                  

(𝑖, 𝑝) noktasında 𝑇̅2 dır. 
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Teorem 4.6.4 (1) (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayı 𝑝 de 𝑇2
′ ve 𝑝 ∈ 𝑀 ⊂ 𝐵 ise 𝑀 de 

𝑝 noktasında 𝑇2
′ dir. 

(2) Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de 𝑇2
′ dır ancak ve ancak                                                         

𝐵 = (∏ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) çarpım uzayı 𝑝 de 𝑇2
′ dir. Burada 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … ) ∈ 𝐵 olmak 

üzere 𝐾 yapısı 𝐵 üzerindeki çarpım uzay yapısıdır. 

(3) Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝐾𝑖) ler 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑖 de 𝑇2
′ ise (𝐵 = ∐ 𝐵𝑖, 𝐾𝑖∈𝐼 ) co-çarpım uzayı                         

(𝑖, 𝑝) noktasında 𝑇2
′ dır. 𝐾, (𝑖, 𝑝) ∈ 𝐵 olmak üzere 𝐵 üzerindeki co-çarpım yapısıdır. 

İspat: Teorem 4.3.3 ve 4.5.2 den dolayı (𝐵, 𝐾) sabit süzgeç yakınsak uzayının                           

𝑝 noktasında pre𝑇2
′ olması ile 𝑝 de 𝑇2

′ olması denk olduğundan Teorem 4.4.4, 4.4.5 ve 

4.4.6 nın ispatı ile aynıdır. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

5.1 Lokal PreT2 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar İle İlgili Sonuçlar 

(1) 𝑺𝒆𝒕 üzerindeki bir topolojik kategoride, 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 olan objeler sadece 

indiskre objeler olabilir. Örneğin objeleri yığın yakınsak uzaylar (sabit yığın yakınsak 

uzaylar) ve morfizmleri yığın yakınsak uzaylar (sabit yığın yakınsak uzaylar) 

arasındaki dönüşümler olan SCO (ConSCO) topolojik kategorisinde bir 𝑝 noktasında 

pre𝑇̅2 objeler yalnızca indiskre objelerdir [24].  

(2) Pre𝑇̅2 ve pre𝑇2
′ olan objeler topolojik kategorinin tüm objeleri olabilir [25]. 

Örneğin, objeleri sabit limit uzaylar ve morfizmleri sabit limit uzaylar arasındaki 

dönüşümler olan ConLim topolojik kategorisinde her obje p de pre𝑇̅2 ve pre𝑇2
′ dir. 

(3) Pre𝑇2
′ ve 𝑇2

′ olan objeler sadece diskre objeler olabilir. 𝑹𝑹𝒆𝒍 topolojik 

kategorisinde bir 𝑝 noktasında pre𝑇2
′ olan objeler yalnızca diskre objelerdir [26].  

(4) 𝒰: 𝜺 ⟶ 𝐵 topolojik fanktor, 𝐵 çarpım ve sonlu limitlere, co-limitlere sahip bir 

kategori olsun. Bu durumda, 𝜺 nin full alt kategorisi olan pre𝑻̅𝟐(𝜺) bir topolojik 

kategoridir [7]. Dolayısıyla objeleri pre𝑇̅2 sabit süzgeç yakınsak uzaylar, morfizmleri 

sürekli dönüşümler olan pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) topolojik kategoridir ve 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 nın bir 

alt kategorisidir. Burada dikkat edelim ki pre𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) izomorfizm-kapalı bir 

kategoridir. Benzer şekilde 𝑻̅𝟐(𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶), 𝑻𝟐
′ (𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) ve pre𝑻𝟐

′ (𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶) da 

topolojik kategorilerdir ve 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 nın birer alt kategorileridir. 

(5) 𝜺 topolojik kategorisinde objeleri pre𝑇2
′, morfizmleri 𝜺 deki dönüşümler olan 

pre𝑻𝟐
′ (𝜺) deki alt kategori genelde topolojik kategori değildir. Örneğin ConSCO 

kategorisinde (𝐵, 𝐿) uzayı pre𝑇2
′ olsun. Dolayısıyla [24] deki Teorem 2.14 den dolayı 

𝐵 = ∅ veya 𝐵 = {𝑏} tek nokta kümesidir. 𝑠(𝐴)˃1 olmak üzere 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 sabit 

dönüşümdür. 𝑓 nin başlangıç kaldırması 𝑓: (𝐴, 𝑆) ⟶ (𝐵, 𝐿) şeklindedir. Burada                   

𝑆 = 𝑆(𝐴) dır. Böylece [7] deki Teorem 4.12 den (𝐴, 𝑆) uzayı pre𝑇2
′ değildir. O halde 

ConSCO deki pre𝑇2
′ objelerindeki alt kategorisi olan pre𝑻𝟐

′ (𝑪𝒐𝒏𝑺𝑪𝑶) topolojik 

kategori değildir. Çünkü başlangıç limitlerini korumaz. 
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5.2 Lokal T2 Sabit Süzgeç Yakınsak Uzaylar İle İlgili Sonuçlar 

(1) Teorem 4.1.4 den dolayı 𝑻𝒐𝒑 da 𝑝 noktasında 𝑇̅2 ve 𝑝 noktasında 𝐾𝑇2 denktir ve 

bilinen 𝑝 noktasında 𝑇2 ayırma aksiyomuna indirgenir.  

(2) 𝑇̅2, 𝑇2
′, 𝐾𝑇2 ve 𝐿𝑇2 olan objeler topolojik kategorinin tüm objeleri olabilir. Örneğin, 

𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎 topolojik kategorisinde her obje p noktasında  𝑇̅2, 𝑇2
′, 𝐾𝑇2 ve 𝐿𝑇2 dir. 

(3) 𝒰: 𝜺 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 normalleştirilmiş topolojik fanktor ise uzayın 𝑝 noktasında pre𝑇̅2 

olması, 𝑝 noktasında 𝐾𝑇2 olmasıdır. 

(4) 𝒰: 𝜺 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 topolojik fanktor, 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝜀) ve 𝑝 ∈ 𝑈(𝑋) olsun. Yani 𝑝: 1 ⟶ 𝒰(𝑋) 

kaynağının ℎ: {𝑥} ⟶ 𝑋 başlangıç kaldırmasıdır. Burada {𝑥}, 𝑺𝒆𝒕 kategorisindeki son 

objedir. Eğer 𝑋, 𝑝 noktasında 𝑇̅0 ise 𝑋 uzayı 𝑝 noktasında 𝑇0
′ dir ve sonuç olarak Tanım 

4.1.1(5,7) den uzayın 𝑝 de  𝑇̅2 olması 𝑝 noktasında 𝐾𝑇2 olmasının gerektirir, fakat 

Teorem 4.5.4 ve 4.5.1 den tersi doğru değildir. Örneğin ℝ reel sayılar kümesi ve                 

𝐾 = 𝐹(ℝ), ℝ üzerindeki indiskre yapı olsun. Teorem 4.5.4 den (ℝ, 𝐾) uzayı                                

𝑝 noktasında 𝐾𝑇2 dir fakat Teorem 4.5.1 den dolayı 𝑝 noktasında 𝑇̅2 değildir. Çünkü 

Teorem 4.5.1(1) şartını sağlamaz. 

(5) 𝑺𝒆𝒕 üzerindeki bir topolojik kategoride Teorem 4.1.4 den dolayı 𝑝 noktasında 𝑇̅2 

ile 𝑝 noktasında 𝐾𝑇2 olma durumları denk olabilir. 𝑝 de 𝑇̅0, 𝑝 de 𝑇0
′, p de pre𝑇̅2,                 

𝑝 de 𝑇̅2 ve 𝑝 de 𝐾𝑇2 objeler birbirine denk olabilir. 𝑝 de 𝑇̅2 ve 𝑝 de 𝐾𝑇2 olma durumu 

ya tek nokta kümesi veya boş küme olma ile ilişkilendirilebilir veya kategorinin tüm 

objeleri 𝑝 de 𝑇̅2 ve 𝑝 de 𝐾𝑇2 olabilir [27,28]. 

(6) 𝑝 noktasında 𝑇̅0 ve 𝑇0
′ objeler, lokal 𝑇2 objeleri tanımlamakta ve küme tabanlı 

topolojik kategorilerde kapalılık kavramını tanımlamakta kullanılırlar [8]. 

(7) 𝑝 noktasında pre𝑇̅2, 𝑇̅2 ve 𝐾𝑇2 objeler küme tabanlı topolojik kategorilerde lokal 

tam regüler objeler, lokal 𝑇4 objeler ve lokal 𝑇3 objeleri tanımlamak için kullanılır      

[9-11]. 

(8) 𝑇2
′ objeler aynı zamanda  𝑇̅2 dır. Fakat tersi genelde doğru değildir [9]. 
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5.3 Öneriler 

Bu tez çalışmasından faydalanarak ilerde yapılabilecek çalışmalar için bazı tavsiyeler 

verebiliriz. Burada 𝐴𝑝, 𝑆𝑝 ve 𝛻𝑝 dönüşümlerinden yararlanıldı ve noktada pre𝑇̅2, 𝑇̅2, 

pre𝑇2
′, 𝑇2

′, 𝐾𝑇2, 𝐿𝑇2 objeler 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 kategorisinde incelendi. Bu topolojik kategoride 

süzgeç kavramını temel alındığı için morfizmleri düzgün sürekli dönüşümler olan 

𝑺𝑼𝑪𝒐𝒏𝒗, (objeleri yarı düzgün yakınsak uzaylar), 𝑺𝑼𝑳𝒊𝒎 (objeleri yarı düzgün limit 

uzaylar), 𝑼𝑳𝒊𝒎 (objeleri düzgün limit uzaylar), 𝑷𝑼𝑪𝒐𝒏𝒗 (objeleri pre-düzgün 

yakınsak uzaylar), 𝑸𝑼𝒏𝒊𝒇 (objeleri quase-düzgün uzaylar) topolojik kategorilerinde 

de pre𝑇2, 𝑇2 objeler ile farklı formaları hem noktada hem de genelde incelenmeye 

açıktır. Literatür taramasında da bununla ilgili bir çalışma olmadığı bilinmektedir. 

Bunun dışında süzgeç kavramını barındırmayan topolojik kategorilerde de eksen 

dönüşümleri kullanılarak gerek noktada gerekse genelde pre𝑇2 ile 𝑇2 objeler ve bu 

objeler yardımıyla elde edilen bağlantılılık, (güçlü) kapalılık, kalıtsal bağlantısızlık, 

(güçlü) tam bağlantısızlık, kavramları ve özellikleri araştırılabilir. 
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