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SEKILLERIN LiSTESI

Sekil

Sekil 4.1. Grup siniflarinin diyagrami



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmusgtur.

Simgeler Aciklama

[x,y] X ve y nin komutatori

X, X,] <[X; X,]: X, e X, ,X,e X,>
G’ [G .G]

el G G

H< G H , G nin normal altgrubudur.
H<< G H , G nin altnormal altgrubudur.
G/H G nin H ile bolim grubu
s(G:H) H nin Gigindeki altnormallik indeksi
N;(H) H nin G igindeki normalleyeni
C.(H) H nin G icindeki merkezleyeni
Aut (G) G nin otomorfizmalari grubu
H=K H ile K izomorftur

o(g) g nin mertebesi

pr quasi-devirli grup

B(G) G nin Baer radikali

<x> x tarafindan Uretilen devirli grup
<H,K > H ve K tarafindan Uretilen grup
K® <g'kg :geG, keK>

Fit (G) G nin Fitting altgrubu

Z(G) G grubunun merkezi

Z,(G) G grubunun a merkezi

vi(G) Vi(G) =G, v;(G) =[v,(G) .C]

G" <g":geG>



Simgeler

|G:H|
H char G
Frat G

Aciklama

H nin G icindeki indeksi
H , G nin bir karakteristik altgrubudur.
G nin Frattini altgrubu

Xi



1.GiRIS

@ gruplarin bir 6zelligi olsun. G bir grup olmak lzere G nin her sonlu alt
kiimesi bir P altgrubu tarafindan igeriliyorsa, G ye bir lokal @ - grubu denir.
Eger G nin her altgrubu @ 6zelligine sahipse, o zaman bu tanim G nin her

sonlu Uretegli altgrubunun @ grubu olmasiyla esdegerdir.

Burada g6z 6nine alacagimiz, lokal nilpotent gruplar nilpotent gruplarin bir
genellemesidir. Bir lokal nilpotent grubun goruntusunun ve altgruplarinin lokal

nilpotent oldugu kolayca goérulir.

Lokal nilpotent gruplar olusturmanin diger bir yolu, nilpotent gruplarin bir
ailesinin direkt carpimini almaktir. Eger direkt faktérlerin nilpotentlik siniflar
sinirli degil ise , meydana gelen grup bir nilpotent olmayan lokal nilpotent

grup olacaktir.

Her altgrubu altnormal olan gruplarin sinifi hakkinda ¢ok az sey biliniyor.
Boyle gruplara Baer gruplar denir. Baer gruplar normalleyen sartini saglar.
Dolayisiyla teorem 4.3 den dolayi lokal nilpotenttir. Bu konuda Roseblade’nin
dikkate deger teoremi: “Eger bir G grubunun her alt grubu altnormal ve
altnormallik uzunlugu bir dogal sayi ile sinirli ise bu grup nilpotenttir.”
seklindedir [3].

Daha sonra Heineken ve Mohammed her altgrubu altnormal olan, nilpotent
olmayan grup oOrnegi insa etmistir [4]. BOylece Roseblade’nin teoreminin
karsitt dogru degildir. Sonunda Mohres tarafindan eger bir grubun her

altgrubu altnormalse, bu grubun ¢ozulebilir oldugu gosterildi.

Engel teorinin baslica amaci L(G), L (G), R(G), R (G) altgruplarinin sirasiyla

Hirsch-Plotkin radikal, Baer radikal, hipermerkez ve w-merkez ile



cakigsmasini garanti eden sartlari bulmaktir. Bu esitligin daima dogru
olmayacagi Golod’'un bir sonlu uretegli sonsuz p-grup G nin (G oyleki G=
L(G) = R(G)) érnegi tarafindan gosterilmistir [2]. Bu grup kendi Hirsch-Plotkin
radikaline esit degildir. Aksi taktirde sonlu olur.



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

2.1. Tanim

G bir grup ve N < G olsun. Her ge G igin g"'ng € N ise o zaman N ye G nin

bir normal altgrubu denir ve N <« G seklinde gosterilir.
2.2. Tanim
G birgrup ve  X;,X,,...X, G nin elemanlari olsun.

I X
[X1’X2] = Xq X X4Xy = Xq X4?

elemanina x, ile x, nin komutatort denir. Genel olarak n > 2 agirlikh bir basit

komutator, induksiyon yardimiyla

[X1: X 0o X ] = [[X0 Xg oo Xy 1 X

seklinde tanimlanir. Buna agirligi n olan bir basit komutatér denir. Burada

[x,] = x, olarak kabul edilir.
X,y € Gigin [x,y,..,y] komitatéri [x, ,y] ile gésterilir. n = 0 igin [x, ,y] = x
“~n-

olarak tanimlanir.

X, X,,... bir G grubunun bostan farkli alt kiimeleri olsun. X, ve X, nin

komutator alt grubu

[X1.X2]= <[xg,x2]:x1 € X1, Xp € X >



olarak tanimlanir.

Burada X, = X, = G ise [G, G| komiitatér grubuna G nin komiitatér alt

grubu denir ve G ile gésterilir. Daha genel olarak n > 2 igin indiiksiyon

yardimiyla

X X = [Xeses X2 1 X,

olarak tanimlanir. Buna X,, X,, ...,X,, nin komutator grubu denir.
2.3. Tanim

G bir grup olsun. Eger, 1=G,,...,G,=G G nin altgruplarinin bir dizisi ve
G, <G, (i=01..,n-1) olmak lizere 1= G, <G, <... <G =G ise bu diziye G
nin bir sonlu serisi denir. G;,,/G; bélim gruplarina serinin faktorleri denir ve

G; gruplarina serinin terimleri denir. Eger butin G; ler farkl ise n negatif

olmayan tamsayisina serinin uzunlugu denir.

T = {Ha Ta <P } bir B ordinaline esit veya kiglk ordinallerle indekslenen

G nin altgruplarinin bir kiimesi olsun. Eger T kimesi

@o, <a,ise H, <H_

(b)Hy =1 ve Hy =G

(C) Ha < Hoc+1

(d) Eger A limit ordinal ise H, =UH_ dir.
a<i

sartlarini sagliyorsa T ye G nin bir artan serisi denir ve

1=H,<H, ..H,=G



seklinde gosterilir.
Eger T kimesi

(@) a, < a,ise H, > H

L]

(b)Hy =G ve Hy =1
(CY) ch+1 < ch
(d’) Eger A limit ordinal ise H, = (1 H, dir.

o <A

sartlarini sagliyorsa T ye G nin bir azalan serisi denir ve
1=H;..<H, <H, <H;=G

seklinde gosterilir.

2.4. Tanim

G bir grup olsun.1=G, <G, <...< G, =G G nin bir serisi olsun. Eger G, ,/G;

abeliyan ise G ye ¢dzulebilir grup denir. G nin bu sekildeki serilerinin en

kiclk uzunluguna G nin komutatoér uzunlugu denir.

2.5. Tanim

G bir grup, H G nin bir alt grubu olsun. Eger her o € EndG igin H* < H ise

H ya G nin bir fully-invariant altgrubu, eger her o € AutG igin H* < H ise H

ya G nin karakteristik altgrubu denir.

2.6. Tanim

G bir grup olsun.



Z(G)={zeG:herge Gigingz=2g }

kiimesine G nin merkezi denir ve ayni zamanda Z (G), G nin karakteristik

altgrubudur.
2.7. Tanim
G bir grup olsun. G nin artan bir

1=G; <G, <..<4G; =G

serisiigin G, < G (a < B) ve her o < B igin

ch+1/ch <Z (G/G(x)

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip
olan gruba hipermerkez grup denir. Eger G nin bir sonlu merkez serisi varsa
G ye bir nilpotent grup denir. Bu durumda G nin merkez serilerinin

uzunluklarinin en kugugune G nin nilpotentlik sinifi denir.

2.8. Tanim

G bir grup, G =G olsun. Her i> 1icin GY = [G' GI-"] seklinde

tanimlansin. O zaman
<GP <gY<c

dir. Buna G nin komutator (derived) serisi denir. GY =G ile gosterilir. G bir
¢ozulebilir grup ise bir n > 0 igin G™ = 1 dir. Bu sekildeki en kugik n > 0

tamsayisi G nin komutator (derived) uzunluguna esittir.



2.9. Tanim

G bir grup Z,(G) = 1, Z4(G) = Z(G) olsun. Eger o limit ordinal ise
z,6)= U Z(0)

B<a
ve o limit ordinal degil ise
Z,(6)/2,4(6) = 2(G/z, 4(G))

seklinde tanimlansin. G nin kardinali agilamayacagindan Z,(G) = Z,,=...

olacak sekilde bir A ordinali vardir. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi

denir.
1=7,(G)<Z,(G)<..
ye G nin genellestiriimis yukari merkez serisi denir.

Eger Z, (G) = G ise G bir hipermerkez gruptur. Eger bir n dogal sayisi igin
Z.(G) = G ise Gnilpotent gruptur. Bu sekildeki n tamsayilarinin en kiigigi

G nin nilpotentlik sinifina esittir.
2.10. Tanim

G bir grup, v,(G) = G olsun. Eger o limit ordinal ise,

7.(G)=N1,(G)

B<a

ve o limit ordinal degil ise,



Vo (G) = [v,4(G), G]

seklinde tanimlansin.

ye G nin genellestiriimis asadi merkez serisi denir. Eger bir n tamsayisi i¢in
yn+1(G) =1 ise G nilpotenttir. Bu sekildeki dogal sayilarin en kugugu n ise

G nin nilpotentlik sinifi n dir.
2.11. Tanim

G bir grup olsun. G nin her sonlu uretegli altgrubu nilpotent ise, G ye lokal

nilpotent grup denir.

2.12. Tanim

G bir grup ve p bir asal sayi olsun. Her g € G igin gpn = 1 olacak sekilde bir

n > 0 tamsayi varsa, baska bir deyisle G nin her elemaninin mertebesi p nin

bir kuvveti ise 0 zaman G ye bir p-grubu denir.

2.13. Tanim

G= <¢:cP=1cP;=c,i=123..> seklinde tanmii G grubuna lokal devirli

p-grubu veya prufer p-grubu veya C,oo tipinde bir grup denir. C, 00 grup her

0z altgrubu sonlu devirli grup olan sonsuz bir p-grubudur.

2.14. Tanim

G bir grup olsun. Eger G sonlu sayida C, tipindeki gruplarin direkt



carpiminin sonlu genislemesi ise G ye bir Cernikov grup denir.

2.15. Tanim

G bir grup olsun. Eger G grubunun her elemaninin mertebesi sonlu ise o
zaman G ye torsiyon (periyodik) grup denir. Eger G grubunun birimden baska
hicbir elemaninin mertebesi sonlu degilse o zaman G ye torsiyonsuz grup
denir.

2.16. Tanim

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger G nin

H=H,<H,  <..<H,=G

olacak sekilde H,,H,,..,H, alt gruplar varsa H, G de altnormaldir denir.

Burada r sonlu ve i =0,1,...,r—1 igin H,, < H, dir. H<'G veya H << Gveya
HsnG ile gosterilir. H. = H olacak sekildeki en kiglk r > 0 tamsayisina H

nin G igindeki altnormallik indeksi denir ve s (G : H) ile gosterilir.

2.1. Teorem [1]

G bir nilpotent grup olsun. O zaman G de sonlu mertebeli elemanlarin kiimesi

T bir fully-invariant altgrubudur. Oyle ki G/T torsiyonsuzdur ve T,nin G nin

tek maksimum p - altgrubu olmak uzere T = Drpr dir.

2.2. Teorem (Fitting’s teorem) [1]

M ve N, bir G grubunun normal nilpotent gruplari olsunlar. Eger M ve N nin
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nilpotentlik siniflari sirasiyla ¢ ve d ise, o0 zaman L = MN nin nilpotentlik

sinifi en fazla ¢ + d dir.
2.17. Tanim

Kismi sirali bir kimenin bostan farkli her altkimesinin en az bir maksimal

elemani var ise, kismi sirali kimeye maksimal sartini saglar denir.
2.3. Teorem [1]

Eger G bir nilpotent grup ve G_, sonlu uretecli ise o zaman G, maksimal garti

saglar.
2.4. Teorem [1]

G birgrup ve x, ¥, z € G olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

() [xy] = ly.x]"

(ii) [xy.2] = [x,2] [y,2] ve [x,y2] = [x,2] [x,y]*
-1

(i) [y Y = ([X’y]y_lj_l ve [xLy] = ([X,Y]x‘lj

(iv) [,y 12" [y,z75 %1% [zx L y]* = 1 (Hall-Witt Esitligi)
2.5. Teorem [1]
X bir grubun alt kimesi ve K da altgrubu olsun. O zaman

() XK = < X, [X,K] >
(i) [X,KI® = [XK]
(i) K=< Y > ise [X,K] = [X,Y]® dr.
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2.6. Teorem [1]

G bir grup. H ve K G nin altgruplari olsunlar. Eger
H=<X>veK=<Y > ise 0 zaman [H,K] = [X, Y]™ dur.

2.7. Teorem [1]
G bir sonlu grup olsun. O zaman asagidaki 6zellikler denktir.

(i) G nilpotenttir;

(i) G nin her altgrubu altnormaldir;

(ii) G normalleyen sartini saglar;

(iv) G nin her maksimal altgrubu normaldir;

(v) G, Sylow altgruplarinin direk ¢carpimidir.

2.8. Teorem [1]

G bir Q grup ve H da G nin Q-altgrubu olsun. x ¢ H ve x € G olsun. O
zaman H < K ve x ¢ K olacak sekilde G nin bir maksimal K Q-altgrubu
vardir.

2.9. Teorem [1]

Bir Q grubun max - Q yi saglamasi icin gerek ve yeter kosul her Q

altgrubun bir Q — grupolarak sonlu Uretegli olabilmesidir.

2.10. Teorem [1]

Herhangi bir G grubunda Frattini altgrup, G nin dreteci olmayan

elemanlarinin kimesine esittir.
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2.18. Tanim

G bir grup olsun. G nin bitiin maksimal altgruplarinin kesisimine, G nin
Frattini altgrubu denir. G nin maksimal altgrubu yoksa Frattini altgrup G ye
esit alinir. Agik olarak bu altgrup G nin karakteristik altgrubudur ve Frat G
biciminde gosterilir.

2.11 Teorem [1]

G bir sonlu grup olsun. G nin nilpotent olmasi igcin gerek ve yeter sart

G < FratG olmasidir.

2.19. Tanim

G bir grup, H ve K G nin altgruplari, K < G ve K < H olsun. Eger H/K , G/K

nin bir minimal normal altgrubu ise H/K ya G nin bir esas faktért denir.

2.12. Teorem [1]

G bir lokal nilpotent grup olsun. G grubunun esas faktorti merkezdedir.

2.20. Tanim

G bir grup olsun. G nin bitin elemanlari sonlu mertebeli ve sinirli ise, o
zaman G grubuna sonlu exponentlidir denir. Her xe G igin Oyle bir n>1

tamsayisi vardir ki x" =1 dir.

2.13. Teorem [1]

G bir grup olsun. G normal alt gruplarda minimal sarti saglasin. O zaman G
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sonlu indeksli bir tek minimal altgruba sahiptir. Bu altgrup G de

karakteristiktir.

2.14. Teorem [1]

G bir grup olsun. Eger G grubu min-n yi saglar ve H G nin sonlu indeksli bir

altgrubu ise, o zaman H min-n yi saglar.

2.15. Teorem [1]

G bir abeliyan grup olsun. G grubunun minimal sarti saglamasi icin gerek ve
yeter kosul G nin, sonlu sayida quasidevirli gruplarin ve mertebesi bir asal

sayinin kuvveti olan devirli gruplarin bir direkt carpimi olarak yazilmasidir.

2.21. Tanim

G bir grup olsun. G nin bir tek maksimal normal lokal nilpotent altgrubu

vardir. Bu altgruba G nin Hirsch-Plotkin radikali denir.

2.22. Tanim

G bir grup olsun. G nin butin normal nilpotent altgruplarinin urettigi gruba G

nin Fitting altgrubu denir ve Fit(G) ile gosterilir.

2.16. Teorem [1]

G bir grup, i ve j pozitif tamsayilar olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

) [vG,v,G] <v,;G
(i) vi(v;G) <v; G
(iii) Egerj > iise [v,G, £,G] < Z,G
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(V) Z,(G/Z,G)=Z,,,GIZ,G

2.17. Teorem [1]

Eger G bir nilpotentgrup ve 1# N < G ise, o zaman N n ZG = 1 dir.

2.1. Zorn Lemma

X bos olmayan kismi sirali bir kime olsun. X in her zinciri bir Gst sinira sahip

ise, 0 zaman X in bir maksimal elamani vardir.

2.18. Teorem [1]

Nilpotent bir grubun, bir minimal normal altgrubu merkezdedir.

2.23. Tanim

G bir grup olsun. G nin butun abeliyan althormal altgruplarinin Grettigi
altgruba G nin Baer radikali denir ve B(G) ile gosterilir. G = B(G) ise G ye bir
Baer grup denir.

2.19. Teorem [1]

G bir abeliyan grup olsun. G nin injektif olmasi icin gerek ve yeter sart, G nin

bolunebilir olmasidir.

2.20. Teorem [1]

G bir nilpotent olmayan bir grup olsun. G grubunun her maksimal altgrubu

nillpotent olsun. O zaman,
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(i) G ¢dzllebilirdir.
(i) p ve q birbirinden farkli asal sayilar olmak Gzere |G| =p™q" dir.

(iii) Bir tek P,Sylow p-altgrubu vardir ve bir tek Q Sylow g-altgrubu devirlidir.
G =QPve P<Gdir.

2.21. Teorem [1]

G bir grup olsun. Eger N<G ve N ile G/N' nilpotent ise, o zaman G

nilpotenttir.
2.22. Teorem [1]

F herhangi bir cisim, G GL(n,F) nin bir altgrubu olsun. Eger G nin her elemani
unipotent ise, G U(n,F) nin bir altgrubuna esleniktir. U(n,F) butin Ust

ucgensel matrislerin grubudur.

2.23. Teorem (Cernikov) [1]

G bir ¢ozulebilir grup olsun. G grubunun minimal sarti saglamasi icin gerek
ve yeter sart, sonlu sayida quasidevirli gruplarin bir direkt carpiminin bir
sonlu geniglemesi olmasidir.

2.24. Tanim

G bir grup olsun. Eger G sonlu sayida quasidevirli gruplarin bir direkt

carpiminin bir sonlu genislemesi ise G ye Cernikov grup denir.
2.24. Teorem [1]

G grubu normal altgruplarda minimal sarti saglasin. O zaman G,sonlu

indeksin bir tek minimal altgrubuna sahiptir. Bu grup G de karakteristiktir.
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2.25. Teorem [1]

G bir ¢ozulebilir grup ve F, G nin Fitting altgrubu olsun.

(i) Eger 1N <« G ise,0 zaman N, G nin bir trivial olmayan normal abeliyan
altgrubunu igerir ve N (1 F =1 dir.
(i) C4(F ) =ZF dir.

2.26. Teorem (Jordan-Holder) [1]

S bir QQ-kompozisyon serisi ve T bir G Q-grubun herhangi bir Q2 -serisi olsun.
O zaman T bir kompozisyon serisi olan ve S ile Q-izomorfik olan incelmisine
sahiptir.

2.27. Teorem [1]

Normal altgruplarda maksimal sarti saglayan bir ¢dzllebilir G grubu sonlu

Ureteclidir.

2.2. Lemma (D.H. Mc Lain) [7]

G bir grup, X < G ve N<G olmak tzere G = XN' olsun. O zaman i bir pozitif

tamsayi olmak tzere G = Xy, (N) dir.

2.25. Tanim

G bir grup olsun. Eger G grubu bir normal devirli seriye sahipse, G ye
supergozulebilir grup denir. Yani faktorleri devirli olan normal altgruplarin bir

serisine sahipse. Agikar olarak supergozulebilir gruplar ¢ozulebilirdir.
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2.28. Teorem [1]

Egder G bir stupergozilebilir grup ise o zaman FitG nilpotenttir ve G/FitG bir

sonlu abeliyan gruptur. Ozel olarak G' nilpotenttir.



18

3. LOKAL NILPOTENT GRUPLAR

® gruplarin bir 6zelligi olsun. G bir grup olmak lzere G nin her sonlu alt
kiimesi bir @ altgrubu tarafindan igeriliyorsa, G ye bir lokal P - grubu denir.
Eger G nin her altgrubu @ 6zelligine sahipse, o zaman bu tanim G nin her

sonlu Uretegli altgrubunun. @ grubu olmasiyla esdegerdir.

Burada g6z onune alacagimiz, lokal nilpotent gruplar nilpotent gruplarin bir
genellemesidir. Bir lokal nilpotent grubun gérintlisinan ve altgruplarinin lokal

nilpotent oldugu kolayca gorulur.

3.1. Teorem

G bir lokal nilpotent grup ve T, G nin mertebeleri sonlu olan elemanlarinin

kimesi olsun. O zaman T (Bu gruba G nin torsiyon altgrubu denir.) G nin
fully-invariant altgrubudur 6éyle ki G/T torsiyonsuzdur ve T p-gruplarinin bir

direkt carpimidir [2] .

Ispat

Once T nin G nin bir altgrubu oldugunu gdsterelim. T nin bostan farkli oldugu
asikardir. x ve y T nin elamanlari olsun. O zaman x ve y sonlu mertebeye
sahiptir. <x, y> = K olsun. G lokal nilpotent oldugundan K nilpotenttir. T, K
nin mertebesi sonlu olan elemanlarin kimesi olsun. Teorem 2.1 den dolayi
T,, K nin bir alt grubudur. Boylece xy *e T, dir. Bdylece xy * sonlu ve
béylece xy e T dir. T nin fully invaryant ve G/T nin torsiyonsuz oldugu

asikardir.

Simdi T nin p-altgruplarinin direkt ¢carpimi oldugunu gosterelim. IT, T nin

elemanlarinin mertebesinin butun asal bdlenlerinin kimesi olsun. pe Il
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olmak Uzere T, T nin batin p-elamanlariyla Uretilen altgrup olsun. T, nin bir

p-grubu oldugunu gosterelim.

12y € T, olsun. y; ler p-elemanlar olmak Gzere x = y,. x,...x, seklinde

yazilabilir.

H=<xX;,X,,..,X,>

n

olsun. O zaman H nilpotenttir. H p elemanlar tarafindan Uretilen nilpotent

grup oldugundan H bir p-gruptur. BOylece y bir p elamani ve dolayisiyla T |

bir p-gruptur. Ayrica T |, T nin normal altgrubudur.

Simdi 1=y € T ve o(m) = m olsun. O zaman p, € I1 birbirinden farkl asal

sayllar olmak Uzere
= e,
m=p,*..p,

seklinde yazilabilir. m,= ie olmak tzere (m,,...,m ) =1 dir. Boylece
P

m, ¢, +m, /¢, +...+m ¢ =1 olacak sekilde ¢, € Z vardrr.

1= =™ (") (™) e T T, T,

n

oldugundan T =J] “T, dir. T,N]]T, = <1 > oldugu agiktir. Bundan

peH

dolay1 T = pIeDH T, dir.

Lokal nilpotent gruplar olugturmanin diger bir yolu, nilpotent gruplarin bir

ailesinin direk g¢arpimini almaktir. Eger direk faktorlerin nilpotentlik siniflar
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sinirli degil ise, meydana gelen grup bir nilpotent olmayan lokal nilpotent grup

olacaktir.

3.1. Normal Lokal Nilpotent Altgruplarin Garpimlari

iki normal nilpotent altgrubun carpimi nilpotenttir. Bu Fitting’s teoremdir.
(Teorem 2.2). Benzer durum lokal nilpotent gruplar i¢in gecerlidir ve buylk

onem tasir.

3.2. Teorem

H ve K bir grubun normal lokal nilpotent altgruplari olsunlar. O zaman

J = HK carpimi lokal nilpotenttir.

Ispat

h, e H ve k; € K olmak tzere (hk;,.....,h K,) J nin bir sonlu tretilmig

altgrubu olsun.

X=(hg.... N, ), Y =(Kp,ooo . k) V€ Z=(X,Y) olsun. J<Z oldugundan, Z

nin nilpotent oldugunu gostermek yeterlidir.

bj="1....... ,m olmak Uzere, C tim [h;, k; Jkomutatorlerin kimesini gostersin.

O zaman H ve K normal oldugundan Cc HnK ve C* <HNK dir. C sonlu
bir kime, X de sonlu uretegli oldugundan, (X,C) H nin sonlu Uretegli bir
altgrubudur. H lokal nilpotent oldugundan (X, C) nilpotenttir. Sonlu Uretecli
nilpotent gruplar Teorem 2.3 den dolayr maksimal sarti saglar Normal
kapanis C* sonlu dretegli oldugundan nilpotenttir. Bundan bagka
C* <HNK oldugundan C* <K,Y <Koldugundan (C*,Y) <K dir. (C*,Y)

sonlu Uretegli ve K lokal nilpotent oldugundan (C*,Y) nilpotenttir. Maksimal
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sarti saglar. Teorem 2.6 dan dolayi [X,Y]=C*" dir. Teorem 2.5 den
dolayr (Y,C*) =(Y,C) = (Y,[X, Y]) = Y*dir.Béylece Y* nilpotenttir.
Benzer sekilde X" nilpotenttir. Teorem 2.2 den dolayl Z=(X,Y)=X"Y*

nilpotenttir.
3.3. Teorem

G bir grup olsun. G nin butin normal lokal nilpotent altgruplarini iceren, bir
tek maksimal lokal nilpotent altgrup vardir. Bu grup Hirsch-Plotkin radikal

olarak adlandirilir.
Ispat
S={ H:H < G, Hlokal nilpotent } olsun.

S #@ oldugu agik. {H;}._; S nin bir zinciri ve H = UH; olsun. H < Gdir. H

iel
nin lokal nilpotent oldugunu gosterelim. (x,,X,,...,X,) H nin sonlu uretegli bir

altgrubu olsun. O zaman 0yle bir jel vardir ki X;,X,,..,X, € H; dir. H; lokal
nilpotent oldugundan ve (Xx;,X,,...,X,)» H; nin sonlu Uretegli bir altgrubu

oldugundan (Xx,,X,,..,X,) nilpotenttir. Bundan dolayi H lokal nilpotenttir.

Bdylece H € S dir. H bu zincir igin bir Ust sinir oldugundan Zorn lemma (2.1)

dan dolayi, S nin bir maksimal elemani vardir.

Kabul edelim ki H ve K, G nin iki maksimal normal lokal nilpotent altgruplari
olsun. O zaman Teorem 3.2. den dolayl HK lokal nilpotent ve HK < G dir.

Ayrica H,K <HK dir. H maksimal normal lokal nilpotent oldugundan

H = HK dir. Boylece K < H dir. O zaman H = Kdr.
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FitG nin G nin Hirsch-plotkin radikali tarafindan icerildigi asikardir. Eger G

sonlu ise bu iki grup birbirine esittir.
3.2. Artan Altgruplar

G birgrup ve T :{Ha |a SB} bir B ordinaline esit veya kuguk ordinallerle

indekslenen G nin altgruplarinin bir kimesi olsun. Eger T kimesi,

(@ oy <a, ise H, <H,

(b) Ho =1ve Hy =G

(C) Ha < Ha+1

(d) Eger o limit ordinalise H, = U H_, dr.
a<A

sartlarini sagliyorsa T ye G nin bir artan serisi denir ve

1=H,<H,<..H;=G

seklinde gosterilir. H,, ya serinin terimleri, H,,/H,, ya serinin faktorleri, B ya

serinin uzunluk veya ordinal tipi denir. B sonlu ise, artan seri bir sonlu
uzunlukta seri halini alir. Bazen, artan seri bir K altgrubunda baglar. Bu

durumda H, = Kolur.

3.1. Ornek

Az Cpx , X =< x>veo(x) =2 olmak lzere a* = a* olsun. G = Xx A

yaridirek ¢carpimini géz onune alalim. G lokal dihedral 2-grubudur. A,, A nin

mertebesi 2' olan tek (devirli) altgrubu olsun. ac A olmak lizere
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X

a* =a' iken, A 27 tiptir. A,, 2 mertebesi ile, A nin tek (devirli) altgrubu

olsun. O zaman

[a,x]=a'x"ax =aTa™" = a™?

oldugundan [A,,,X]=A?, =A,. Bunedenle XA, < XA,,,dir ve bir

i+17 i+1

X<aXA aXA,<..<XA=G

artan serisi vardir. Burada U XA, = XA dir. Bundan dolayr X, G de

i<w

artandir. Diger bir yandan
X® = XA = X[A,X] = XA =G
dir. Bu ylizden X, G de altnormal degildir.

Simdi lokal nilpotent gruplara donersek, Hirsch-Plotkin radikal, sadece

normal lokal nilpotent altgruplar degil daha fazlasini igerir.
3.4. Teorem

G bir grup olmak Uzere, G nin Hirsch-Plotkin radikali bitin artan lokal

nilpotent altgruplari igerir.
Ispat
H, Gnin bir artan lokal nilpotent altgrubu olsun. O zaman,

H=H,<H, ... H,
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olacak sekilde, G nin H_ artan serisi vardir. Ho, = H"* olsun. O zaman,
H=Hi<H: <l...ﬁ5 =H°

bir artan seridir. Transfinite indlksiyon ile Ho nin lokal nilpotent oldugunu
goOsterelim. Eger a =1 ise H = Hi olur. H lokal nilpotent oldugundan H1

lokal nilpotenttir. o > 1 olmak Uzere kabul edelim Kki H lokal nilpotent

olmayacak seklilde, o en kuguk ordinal olsun. Eger o limit ordinal ise

He = U H, seklinde vyazilabilir. Her vy <o igin ﬁy lokal nilpotent

y<a
oldugundan, Ho lokal nilpotenttir. Bu bir geligkidir. Boylece o limit ordinal

olamaz. Dolayisiyla o —1 vardir ve Ho 1 lokal nilpotenttir.

R )

dir. O halde her x € H, icin Hy_1 < Hy, = H, dir. Bdylece

dir. Ayrica H. 1 lokal nilpotenttir. T, Ho nin Hirsh-Plotkin radikali ise her

x e Hy igin Hy 1 < T, dir. Bylece H, < T, oldugundan H, = T ve Hq

lokal nilpotenttir.

Bu bir celiskidir. O halde kabulimiiz yanhstir. Ozel olarak H® lokal

nilpotenttir. Boylece H® ve 6zel olarak H, G nin Hirsch-Ploktin radikali

tarafindan igerilir.
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3.3. Lokal Nilpotent Gruplarda Maksimal Altgruplar Ve Esas Faktérler

Nilpotent gruplarin bilinen iki oOzelligini hatirlayalim. Maksimal altgruplar
normaldir ve esas faktorler merkezdedir (Teorem 2.7 ve Teorem 2.12). Simdi

bunlarin lokal nilpotent gruplar icinde saglandigini gorelim.
3.5. Teorem (Baer, Mclain)

G bir lokal nilpotent grup ve M, G nin bir maksimal altgrubu olsun. O zaman
M < G dir. Buna denk olarak G' < Frat G dir.

Ispat

Kabul edelim ki M, G de normal olmasin. O zaman G < M dir. Eger G' < M
iseherg e G,me M icin g'm'gm=[gm]e G <M dir. O halde

1

g'm'gme M iseg'm*g e Mm™ = Mdir. Bundan dolayi (g'm™g)™" €
M ve g'mg € M dir.Yani M< G olur. Bu bir celigkidir. Bdylece &yle
c e G\M elemani vardir ki M, G nin maksimal alt grubu oldugundan
G = (c,My dir. ¢ e Goldugundan ¢ € (g;,ds,.......g,) olacak sekilde
g, € G elemanlarn vardir. (c,M) = G oldugundan, M nin &yle bir sonlu
uretegli F altgrubunu bulabiliriz ki her g, e(c,F) olur. ¢ ¢ Foldugundan
Teorem 2.8 den dolayl F < N ve c ¢ Nsartini saglayan, maksimal olan bir

N altgrubu vardir. Boylece N, (c,F) nin maksimal altgrubudur.

Kabul edelim ki F <N < K < (c,F) olacak sekilde K altgrubu olsun. O
zaman c¢ € K dir. Boylece K = (c,F) dir. Buradan N, nilpotent (c,F) =L
grubun bir maksimal altgrubudur. Bu nedenle N < L ve L/N abeliyandir.

O zaman L' < Nveg,,9,,....,€ Loldugundanc € <g,,....9,> < L' <N

Boylece ¢ € N dir. Bu bir celigkidir.
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Sonlu gruplarda G' < Frat G olma sarti nilpotentligi verir. Fakat sonsuz
gruplarda bu sart daha zayif bir sarttir. Clnkl sonsuz gruplarda maksimal

altgrup olmayabilir ve G = Frat G olabilir.

Ornegin G = pr~ qu ise Frat G = G ve G' < FratG dir. Bununla birlikte

p # qise G lokal nilpotent degildir. Bdylece G' < FratG lokal nilpotent
degildir.

3.6. Teorem (Mal’cev, McLain)
Bir lokal nilpotent G grubunun, bir esas faktori merkezdedir.
Ispat

N, G nin miminal normal altgrubu olmak tUzere N< Z ( G ) oldugunu 6stermek
yeterlidir. Kabul edelim ki N,{ Z(G) olsun. O zaman [a, g] # 1 olacak sekilde
aeN, geGvardir. N< G oldugundan b =[ag]=aga'g’e N ve
béylece b® < N®= N dir. N G nin minimal normal altgrubu oldugundan
b® = N dir. Ayrica a € N oldugundan a € < b%,...,b% > olacak sekilde

g; € G vardrr. H = < a,qg,g9,,...,g, > olsun. H, G nin sonlu Uretegli altgrubu

oldugundan nilpotenttir. A = a™ olsun. O zaman b = [a,g] € [A,H] tir. Her
1<i< n igin g, e H oldugundan b% c[AH]%= [A% H%] dir. A = a"
oldugundan A% =(a™)* =a" =A ve bdylece b% e [A%, H%] = [AH] dur.

Bundan dolayi ae [A,H] dir.
a"=<a>[<a> H] < [AH]

oldugundan a" <[A,H] dir. Fakat A <[A,H]< A oldugundan A = [AH] dir ve

her r > 1 igin
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A=[AH]=[[AH]H]=[[[A,H],H],H]=....=[A

dir. H nilpotent oldugundan k > 1 igin [A, H] = 1dir. Béylece A =1 ve
a =1dir. Ozaman b = [a, g] = 1dir. Bu bir celigkidir. O halde N < Z (G )
dir.

3.4. Sonluluk Sartina Bagh Lokal Nilpotent Gruplar

Her sonlu uretegli lokal nilpotent grup nilpotenttir. Bazen bir sonluluk
sinirlamasi lokal nilpotent grup Uzerine getirilirse, grup nilpotent olmaya

zorlanir.
3.7. Teorem (McLain)

G normal altgruplari Uzerinde maksimal sarta sahip (max-n) bir lokal nilpotent

grup olsun. O zaman G sonlu Uretegli bir nilpotent gruptur.
Ispat

G max-n yi sagladigindan, G/G de max-n yi saglar. G/G abeliyandrr.
Abeliyan grubun her altgrubu normaldir. G/G' max |1 saglar. Teorem 2.9 dan

dolayl G/G" sonlu Ureteclidir. O zaman G = XG olacak sekilde sonlu

uretecli bir X altgrubu vardir. G lokal nilpotent ve X sonlu Uretegli oldugundan,
X nilpotenttir. X in nilpotentlik sinifi ¢ olsun. Cizgiler mody.,,G ye gore
bolum gruplarini gostersin. O zaman G =X E dir ve G nilpotent gruptur.

Teorem 2.11. den dolayi G < Frat G dir. O zaman G = XFratG olur. Teorem
2.10. dan dolayi G = X dr. Boylece G nilpotenttir. O zaman X in nilpotentlik
sinifi ¢ oldugundan v, ( 6) =1 yani y.,(G/y..,(G)) = 1 dir. Bundan dolay!
Yer(G) £v.,(G) dir. Bodylece vy.,(G)=y.,(G) dir. y.,,4(G) yi L ile
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gosterelim. L = v _,(G) oldugundan L = [L, G] olur. Eger L # 1ise, G max-n
yi sagladigindan N < L sartina gore bir maksimal normal altgrup secebiliriz.
Fakat L/N, G/N de minimal normaldir. Bu ylizden Teorem 2.12 den dolayi
L/N, G/N nin merkezindedir. Béylece [L,G]<N <L dir. Bu bir geligkidir.
Bundan dolayi L = 1 dir. Bdylece G = XL oldugundan G = X ve G nilpotenttir.

Yukaridaki teoremden lokal nilpotent gruplar i¢in max ve max-n nin ayni
Ozellik oldugu kolayca gorulir. Gergekten G max sartini sagliyorsa max-n
yide sagladigi agiktir. Eger lokal nilpotent grup max-n yi sagliyorsa yukaridaki
teoremden dolayi sonlu uretegli nilpotent gruptur. O zaman Teorem 2.3 den

dolay! max sartini saglar.

3.8. Teorem

G bir lokal nilpotent grup olsun. G nin min-n sartini saglamasi i¢in gerek yeter

sart, G nin sonlu sayida Cernikov p-gruplarinin direkt carpimi olmasidir.
Ispat

Once G min-n gartini saglasin. Teorem 2.13 e gére G de sonlu indeksli bir
tek minimal sonlu residual F altgrubu vardir. Teorem 2.14 den dolay! F , min-

n sartini saglar. Eger F abeliyan ise, min sartini saglar. Teorem 2.15 den

dolayi, F sonlu ayidaki Cpx gruplarinin bir direkt gcarpimidir. Bdylece G sonlu

sayidaki Cernikov p-gruplarinin bir direk carpimidr.

O halde F nin abeliyan olmadigini kabul edelim. F min-n yi sagladigindan, F
nin bir agikar olmayan minimal normal F, altgrubu vardir. Teorem 3.6. dan
dolayr 1 # F,< Z (F) oldugundan Z(F) = 1 dir. Benzer sekilde
Z(F/Z(F))=<1> olur. Teorem 2.16 (iv) dan dolayi
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Z(FIZ(F))=2Z,(F)/Z,(F) = <1>
dir. Bundan dolay1 Z,(F)<Z,(F) dir. xe Z,(F) ve y € F olsun.

y 'xyZ,(F) = xZ,(F)

dir. O zaman y'xy = xz olacak sekilde z € Z,(F) vardir. F min-n vyi
sagladigindan Z,(F) ve Z,(F)/Z,(F) min sartini saglar. Boylece Z,(F) min
sartini saglar. O zaman x in mertebesi sonludur. o(x) = n olsun. O zaman

x"=1ve

(7 xy) " =y XYy Txy).(y Txy) =y ix Ty =y Tty =1

dir. Bundan dolayi o(y " xy) < o ve o(y "xy) = (xz) < c dur. O halde o(z) < «
dur. x i sabit tutup y yi degigken olarak alirsak, verilen her mertebe igin Z,(F)

de, bu mertebeye esit sonlu sayida eleman vardir. Boylece x in F igindeki

esleniklerinin sayisi sonludur. Yani
IF:Cr(X) < o0

dir. O zaman
IG:C-(X)I=1G:FIIF:C(x)I<

dir. F, G nin sonlu indeksli bir tek minimal altgrubu oldugundan C . (x) = F dir.

O zaman xe Z,(F) ise Z,(F) < Z,(F) dir. Boéylece Z,(F) = Z,(F) dir. Fakat
buZ,(F) < Z,(F) olmasiyla celisir.
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Karsit olarak G sonlu sayida Cernikov p-gruplarinin bir direkt carpimi olsun.
Her Cernikov grup min gartini saglar. Ayrica min sartini saglayan altgruplarin
sonlu sayidaki direkt carpimida min sartini sagladigi icin, G min sartini

saglar.

Lokal nilpotent gruplarda min sarti ve min-n sarti aynidir.

3.5. Mc Lain’in Karakteristik Basit Gruplari

Bu kisimda Mc Lain in karakteristik basit ve lokal nilpotent olan onemli
ornegini verecegiz.

F bir cisim n>1 tamsay! olsun. O zaman F Uzerinde taniml, diagonal
Uzerindeki girigleri 1 olan, butin Ust Uggensel matrislerin grubuna

unitriangular grup denir ve U(n, F) ile gdsterilir.
AeU(nF) ise A=

dir.

Her 1< m < n igin U™(n, F), U (n, F) nin diagonal Gstindeki ilk m-1 diagonali 0

olan elemanlarin olusturdugu altgrup olsun.

10 X
010

Yani Ae U' (n, F)ise A= 0 dir.
0 1

O zaman

Un,F)=U"(n, F)>U?n,F)>...>U"" (n,F)>U"(nF) = {1}
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serisi U (n,F) nin asagi merkez serisi ve yukari merkez serisidir. U (n, F)

nilpotent ve sinifi n-1 dir.

E; (i, j) girisi 1 ve diger girigleri O olan nxn tipinde matris olsun. 1<1i, j <nigin
U, F)=<1+aE;j | 1<i<j<nveaeF>

dir.

U™ (nF)=<1+ak;|j-1>m,aec F>

dir.

F bir cisim olsun. Q sirali rasyonel sayilarin kiimesini géz éndne alalm. (Q

lineer sirali bir kime). V, F Uzerinde sayilabilir sonsuz boyutlu vektor uzayi, V

icin bir baz {V, | L €Q} olsun.

Eger A< p ise, V nin aliglmig elemanter lineer transformasyonu e, ile

gosterilsin. Bdylece

V, e, =V, vev#Licn

Ve, =0

dir.

e, icin standart garpim kurallari gegerli olsun.

e)\u ew= e, ve L # Vigin

e, €y =0
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dir. Ozel olarak eiu =0 dir. Bundan dolayi her a € F igin 1 + ae;,, tersinir ve

(1+ aey,)" = 1 — aey, diir. Bundan baska

[1+ae;,, 1+bey] = (1+aey,)" (1+bey)” (1+ae;,) (1+bey)
= (1-aeyy) (1-bew) (1+aey,) (1+ beyy)
= (1-bey- ay, + abey, eyy) (1+bey,, + aey, + abey, e)
= (1 - bey- ay,*+ abeyy) (1 + bey, + aey, + abey,)
=1+ bey, + aey, + abe,, - be,, — b?e?,, - abe,, e, - ab% e,y
- ae;, - abe,,_a’0-a’b0+ab e, +0+0+0
=1+ bey + ae,, + abey, - be,, - ae;, - abe;, + abe,,

=1 + abey,
dir.
EgerA=¢ ve y # vise

[1+aey, 1+be ] = (1 +ae)" (1 +be, )" (1 +aew) (1+be,)
= (1-aeyy) (1-be ) (1 +aey) (1 +be)
=(1-be, -aey, +a.b.0) (1+be, +ae +ab.0)
=[1-(aew + be )] [1 + (aey, + be )]
= 1% — (aew + be ;. )’

=1-(a’e®,,+b%e? ; + 2abe e,) =1

dir. Mc Lain grubu

M=M(Q,F)=<1+aey | A, deQ, A<y, acF>

olarak tanimlanir.
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T ,M=Vise
ekp evg - .
0 M # Vise

ozelligini kullanarak M nin her elemani tek olarak a,, € F olmak Uzere

1+ > a,e,, seklinde oldugu gorilir.
A<p

[M+apen) (T+bge,)...]

seklinde gorulir. Burada yalniz sonlu sayidai < p igin a;, # O olabilir. Tersine

olarak bu sekildeki her eleman p nin icindedir.

x=1+ Zaw e,, olsun. Kabul edelim ki x # 1 ve Ao icin &, ., # 0 olacak
A<y

sekilde, muhtemel en buyuk p, € Q yu segelim. u =a, b Ehp VEVEX—U- 1

oM

olsun. O zaman
x=1+u+v=(1+u)(1+v)—uv

seklinde yazilabilir. uv = 0 dir. GUnkU Yo< p,ise a, , = 0 olur. x de, sifirdan

farkl terimlerin sayilari Gzerinde induksiyon ile 1 + v € M elde edilir. Boylece
x € Mdir.

3.1. Tanim

M bir grup olsun. M nin 1 ve kendisinden bagka karakteristik alt grubu yoksa,

M ye karakteristiksel basit grup denir.
3.9. Teorem (Mc Lain )

M=M(Q, F)olsun.



i) M, kendisinin normal abeliyan alt gruplarinin direkt ¢arpimi olarak
yazilabilir. Boylece M lokal nilpotent gruptur.

(i) Eger F nin karakteristigi p > 0 ise, o zaman M bir lokal nilpotent p -
grubudur. Eger F nin karakteristigi O ise, o zaman F torsiyonsuzdur.

(iii)) M karakteristiksel basittir.

(IVYZM)=1ve M=M

Ispat

M=M(Q,F)=<1+ae,, |ApeQ A<y aeF>dr

()x=[1+ae;,, 1+ be , ]y hesaplayalim .
= (1-aey) (1-be,) (1 +aey) (1+be,)

=(1-be, -ae, +abeye,) (1+be, +ae,+abe, e,)dr.

M = v olsun.

X =1+ be,+ ae,, + abe, - be, -b*e’ . -abe, e, -ab’e, e,-ae,,
-abey, e - a’ €%y -a’ bey e, +abe, +ab’e, e, -a’be, e, -a’b%e’,

=1+abe, dir. A<p=v<g)

p # volsun.
X=(1-a) (1-be,) (1+ae,) (1 +be,)

=(1-be, -ay) (1 +be, +aey)dr.

¢ # A olsun.

X =1+be,+ae,-be,-ae,=1dir.

¢ =Aolsun.
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x'=[1+ be ¢ 1+ aey] =1+ abey, dir. Boylece

x=(1+ abe\,,J)'1 =1-abey (v< {=A<p)dr.

Simdi 1+ ae;, sabit olsun. Buradan 1 + aey, nun batin esleniklerinin Grettigi
altgrup A olsun. O zaman A, 1 + be , (V<A <p < §) seklindeki elemanlar
tarafindan Uretilen alt grubun igindedir. v<A <pu <¢, V<A< pu< ' olmak

uzere

(1+be,)(1+b'e ,)=(1 +b'ev,§,)(1 +be,)

VIEI
oldugunu gorelim.

| 1 _ I
1+be, +be, +bbey,e,=1+be,+be,
_

0 0

, + bb'e _e
Ve Ve
| ——

oldugundan bu alt gruplar abeliyandir. O zaman A abeliyandir.
1+aeg)cA

oldugundan, (1 + aew)'vI abeliyan gruptur. Fakat M, (1 + ae),) tipindeki
elemanlar tarafindan dGretildiinden, M normal abeliyan altgruplarindan
uretilir. O zaman M, Hirsch — Plotkin radikali icindedir. Boylece M, Hirsch —
Plotkin radikaline esgittir. Bundan dolayi M lokal nilpotenttir.

(i) x € Molsun. v; < y ve v, 4; € Q olmak lzere

x=(1+a,ey,yu)(1+aze,pu,)---(1T+arey, p, )

dir. A, =min {v, Vo, ..., vy} v& An=max{ U, U2, ...,dr} Olsun. O zaman her

€., € K =12, ..n lerin bazlarinin ¢arpimi olarak yazilabilir. O zaman x

M. ?
VJ“J
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elemaniL=<1+ai+1 6, e, | r=1,2,...,n—1>altgrubu igindedir. Bu
grup v, , vV, , .., Va, Vvektorleri tarafindan gerilen n- boyutlu altuzay Uzerine

etki eder.

Her 1 <i, j <nigin E; (i, j) girigi 1, diger girigleri 0 olan matris olsun. O zaman
€., €, In matrisi, Ejj+q dir. 1 + &jj+q €, €, inmatrisi, 1 +ajj+¢ Eji+ dir.

Fakat

U(hF)=<1+aE;|[0#aeF, 0<i<j<n>

oldugundan 1 + aji+1 €, 5, , = 1 + aii+1 Eii+1 eslemesi L den U (n, F) igine bir
monomorfizmadir. Fakat U (n, F) nilpotent ve nilpotentlik sinifi n -1 dir. Once

char (F) = p olsun.
(1+aE)‘=1+kakE;

dir. Dolayisiyla k = p igin 1 + pa E; = 1 olur. Boylece U (n, F) p—elemanlari

tarafindan uretilir. Ayni zamanda U (n, F) nilpotent oldugundan, U (n, F) bir p—
gruptur. Boylece L bir p—gruptur. x € L oldugundan, x bir p—elemanidir.

Bundan dolay1 M bir p—gruptur.
Simdi char(F) = 0 olsun. Bu durumda U(n,F) nin torsiyonsuz grup oldugunu
gosterelim. U nun torsiyon elemanlarinin kimesi T ( U ) olsun. U nilpontet

oldugundan T (U ), U nun altgrubudur. O zaman T ( U ) < U dur. Mimkinse

T (U) # 1 olsun U nilpotent oldugundan Teorem 2.17 den dolayi
T(U)nZ(U)=1

dir. Bundan dolay1 Z ( U )\ 1 bir torsiyon eleman igerir. Fakat
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ZU(n,F)={1+aEq:aecfF}
dir. Her k > 1 igin
(1+aE)=1+kaEq=1
oldugundan Z (U (n, F) ) torsiyonsuzdur. Bu ise kabulimuzle gelisir.
TU(MF))=1

dir. Boylece U (n, F) torsiyonsuzdur. O zaman L torsiyonsuzdur. x € L

oldugundan, x in mertebesi sonsuzdur. Bundan dolayi M torsiyonsuzdur.

(iii) MUGmkinse N char M ve N = 1 olsun. 1 # x € N olsun. O zaman (ii) de
oldugu gibi N nin dyle bir altgrubu vardir ki x € L dir ve L den U (n, F) icine
bir monomorfizma vardir. U (n, F) nin, M igindeki ters gortntist H olsun. O

zaman x €e H= U (n, F) dir. x e N n H < H oldugundan Teorem 2.17 den

dolayr (NMH) n Z (H) = 1 dir. Bilindigi gibi Z (H) = { 1 + ae1n | a e F} dir. Bir

0#aeFigin1+ae, ),e Ndir. Dolayisiyla M nin en az bir Greteci, N nin

icindedir. A, p € Q ve A < p olsun. Q nin bir siray1 koruyan permutasyonu

vardir ki
(7\,) o = A
(1) o =22
ve

1+b, > 1+be ()

eslemesi M nin bir otomorfizmasidir. O zaman
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1+ae, ——> 1+ae, ,,eN

dir. N char M oldugundan her A, peQ ve A < pigin 1 + ae;, € N dir. Fakat 2,
¢ €Q, her A<¢ icin

[1+aey,, 1+a be,]=1+be,

oldugundan her a € F ve A < picin 1 + ae;, € N dir. BOoylece M = N elde

edilir. M karakteristiksel basittir.

(IV) Z (M) char M dir. Fakat M karakteristiksel basit grup oldugundan dolayi

Z (M) =1veya Z (M) =M dir. M abeliyan olmadigindan Z (M) = M dir. O
halde Z (M) = 1 dir. Ayrica M' = 1 ve M' char M dir, tekrar M karakteristiksel
basit grup oldugundan M' = M dir.
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4. LOKAL NIiLPOTENT GRUPLARIN BAZI OZEL TiPLERI

Bu bolumde lokal nilpotentlikten daha kuvvetli olan nilpotentligin bazi dogal

genellemelerini goz 6nune alacagiz.

4.1. Normalleyen Sarti

Bir grubun her bir 6z altgrubu kendi normalleyeni i¢inde 6z ise, bu gruba
normalleyen sartini sagliyor denir. Yani G bir grup olsun. G nin her H 6zalt
grubu icin H < Ng (H) ise, G ye normalleyen sartini sagliyor denir. Sonlu
gruplarda normalleyen sarti nilpotentlige denktir.

4.1. Teorem

G bir sonlu grup olsun. G nin nilpotent olmasi igin gerek ve yeter sart, G nin

normalleyen sartina sahip olmasidir.
4.2. Teorem

Bir grubun normalleyen sartini saglamasi igin gerek ve yeter sart her

altgrubunun artan olmasidir
Ispat

G normalleyen sartini saglasin.
G nin herhangi bir H altgrubu i¢in o ordinal ve A bir limit ordinal olmak Gzere

Ho = H, Hu+1 = N (Hy) ve Hy = U H, sartlaryla {Ha} altgruplarinin bir zinciri
B<a

tanimlanabilir. Eger her o igin Hy < Hy+1 ise | G|, a nin kardinalinden daha

ktguk olur ki bu bir geligkidir. Boylece en az bir a.i¢in

HU. = H(x+1 = NG (Ha)



dir. Fakat normalleyen sartindan dolayi H, < Ng (H,) oldugundan H, - Ng (H.)
ise H, = G olur. Béylece H, lar H dan artan bir seri olusturdugundan H, G

icinde artan altgruptur.

Karsit olarak G nin her altgrubu artan altgrup olsun ve H < G olsun. O zaman

H=H, <H,<---<Hz=G

artan serisi vardir. Bazi terimleri ihmal ederek H = H; kabul edebiliriz. O
zaman H < Hy ve H < Hy oldugundan H; < Ng (H1) < Ng (H) dir. Boylece
H1<Ng (H) ve H # Hy oldugundan H = Ng (H) ve H < Ng (H) elde edilir. Yani

G grubu normalleyen sartini saglar.

Simdi normalleyen sarti ile lokal nilpotentlik arasindaki iligkiyi arastiralim.

4.3. Teorem (Plotkin)

Egder bir G grubu normalleyen sartini sagliyorsa, o zaman G lokal nilpotent

gruptur.

Ispat

g € G olsun. G grubu normalleyen sartini sagladigindan ise Teorem 4.2 den
dolayl < g >, G de artan altgruptur. H, G nin Hirsch — Plotkin radikali olsun.
Teorem 3.4 den dolayi, < g > nilpotent oldugundan, H < g > i igerir. O
zaman g € H oldugundan G < H ve bdéylece H = G dir. O halde G lokal

nilpotent gruptur.

Bunun tersi dogru degildir. Yani lokal nilpotent bir G grubu, normalleyen

sartini saglamak zorunda degildir. M ( Q, F ) Mc Lain’s grubu normalleyen
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saglamayan lokal nilpotent gruplara bir 6rnektir. Gercekten a ¢ F A <u<0

veya 0<A <p olmak Uzere 1+ae,, seklindeki elemanlar tarafindan Gretilen

grubu g6z onune alalim. A < u< 0 olsun.

(T+e ) (1+e;,)(1+e,)=(1-e,)(1+e,)1+ey)

= 1+exu' €,-€,e, +t€,e, €, -€,6,-€,

expelz
=1+e,-ep
dir.
N={1+ Zawiexiui %< w,a,, cF}

olmak Gzere 1 + e, e, N dir.

4.2. Hipermerkez Gruplar

G bir grup olsun. G nin artan bir

1=G1 « G1<---GB=G

serisiicin G, < G (A <B) ve o < B igin

Gas1/ Gy < Z (G / Gy)

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip

olan bir gruba hipermerkez grup denir.

Zy (G)=1,2Z1(G)=Z(G) olsun. Eger a limit ordinal ise
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Z.(6)= U Z,(G)

p<a
o limit ordinal degilse

2, (G) ! Za4 (G) =Z(G/ Zy1 (G))

seklinde tanimlansin. G nin kardinali agilamayacagindan
Z, (G)=2Z,+1(G) = ...

olacak sekilde bir A ordinali vardir. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi

denir ve Z _(G) ye G nin a.- merkezi denir.

4.4. Teorem

G bir grup olsun. G nin hipermerkez grup olmasi icin gerek ve yeter sart G

nin hipermerkezine esit olmasidir
Ispat

Zz (G), G nin hipermerkezi olmak uzere, edger Zg (G) = G ise G bir

hipermerkez gruptur. G bir hipermerkez grup olsun.
1=Go<l G1 < --- Ga=G

G nin artan serisi olsun. Her  ordinali icin Gg < Zg (G) oldugunu gosterelim.
Eger p = 0isel = G, = Z, (G) dir. Kabul edelimki B < a i¢in iddia dogru olsun.

Eger a limit ordinal ise her B < a igin Gg < Z (G) oldugundan

U Gy< UZ,0)

B<a



dir . Boylece G, < Z, dir.
o limit ordinal olmasin. O zaman « - 1 vardir ki hipotezden dolayi
Ga-1 < Zq-1 (G)

dir. x € G, ise [X, G] £ Gy-1 £ Z,-1(G) dir. Boylece [x Zy-1 (G), G/ Zy1 (G)] =1
dir. O halde

XZy1(G) € Z(G/Zy1 (G)) =2, (G)/ Zu1 (G)

oldugundan x e Z, (G) dir. Bundan dolayi G, < Z, (G) dir. Ozel olarak
G<Z (G)oldugundan G =Z, (G) dir.

Simdi hipermerkez gruplarla lokal nilpotent gruplar arasinda nasil bir iligki

oldugunu gorelim.
4.5. Teorem

Hipermerkez bir G grubu normalleyen sartini saglar ve bdylece G grubu lokal

nilpotenttir.
Ispat

{G, | a < B}, G nin bir artan merkez serisi ve H < G olsun. Gy+1 / G,, G/ G,

nin merkezinde oldugundan hera igin HG,< HG,+¢ dir. Gergekten gq+1 €

Go+1, 9o € Gy Ve hq, hy € H olmak Gzere

(Gat1 11)"(Go N2) (ot 1) = i g7s1 Go N2 Gavz s
=h1"(9™a+19a Gar1) (@art h2 Gust h2") h2 Dy



=h1" (9741 G Got1) [Gus1, N2 T ha hy € HG, dir.

Boylece HG,, HGg da artan oldugundan dolayr Teorem 4.2. den dolayi, G

normalleyen sartini saglar. Teorem 4.3. den dolayi, G lokal nilpotenttir.

O halde G bir hipermerkez grup ise normalleyen sartini saglar. O zaman her

altgrubu artandir ve bdylece G lokal nilpotenttir.
4.6. Teorem

Bir lokal nilpotent grup normal altgruplar tzerinde minimal ( min-n ) sarti

sagliyorsa hipermerkezdir.

Ispat

G min-n yi saglasin. G nin bir minimal normal altgrubu N, =1 vardir. Eger
G# N, ise, o zaman G /N, de min-n yi sagladigindan G / N,in bir N,/ N, #1
minimal normal altgrubu vardir. Yani N,< N,dir. Bu sekilde devam edilirse

transfinite indiksiyonla

N,<N,<...Ng=G

olacak sekilde normal serisi vardir ki her a<p icin N, / N,, G/ N_nin

a+1

minimal normal altgrubudur. Bu seri G nin artan bir serisidir ve her faktorl
esas faktordur. Teorem 2.12 den dolay! bir lokal nilpotent grubun esas
faktori merkezdedir. Bdylece bu seri G nin artan merkez serisidir. G

hipermerkezdir.
4.7. Teorem

H ve K bir G grubunun sonlu Uretecli nilpotent altgruplari ve J=<H,K> olsun.



(i) (Gruenberg) H ve K, G de artan altgruplar ise o zaman J artan ve
nilpotenttir.

(i) (Baer) H ve K, G de altnormal ise, o zaman J althormal ve nilpotenttir.
Ispat

R, G nin Hirsch-Plotkin radikali olsun. O zaman H ve K G nin artan lokal
nilpotent altgruplari oldugundan Teorem 3.4. den dolayi H, K < R dir. Boylece
J <R dir. H ve K sonlu uretegli oldugundan, J = < H, K > da sonlu ureteglidir

ve J < R dir. R lokal nilpotent oldugundan, J nilpotenttir.

Simdi, J nin, G nin artan altgrubu oldugunu goésterelim. H asc G oldugundan

a > 0 olmak Uzere
H=Hy < Hy « ...Ha=G

dir. H ve J sonlu Uretecli oldugundan, H’ de sonlu Ureteclidir. H' < R
oldugundan, H’ nilpotenttir. a (izerine indiiksiyonla H’ nin, G de artan
oldugunu gésterelim. o=1 ise ispat tamamdir. < a igin H’ asc Hg olsun. o

limit ordinal olsun. Oyle B < a igin H < Hg dir. O zaman H, = U H, seklinde

B<a
yazilabilir. indiiksiyon hipotezinden H’ asc Hy asc G oldugundan H’ asc G
dir.

Simdi a limit ordinal olmasin. O zaman a-1 vardir. O zaman

H<Hg1<H,=G

dir. Bdylece H' < H? | = H,.1 dir. Buradan H’ asc Hy.1 < H, = G olur. Yani

H’ asc G dir.
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J=<H,K>=<H’ K>=HK

dir. Boylece H yerine H’ alirsak, H <« J kabul edebiliriz. ﬁa:HH“ ile

gosterelim.

ﬁ:ﬁo :ﬁldﬁzd...ﬁa :HG

bir artan seridir. Gergekten

Ho=H" =H" =H

Hi=H™ =H
Ho =HMe =H®
dir.

I UH
o limit ordinal ise H, = UH, oldugundan H, =H" =H" " =UH" dr.
@ p

B<a B<a

Yani Ho = U Hp dir. Simdi

B<oa
H; = N (Hp)*“= Cor H,
keK
olarak tanimlayalim. H < J oldugundan
Ho = N (Ho)* = N (H)* =H
keK keK
dir.

Hi= N (H)* = N (M) =H"=H
keK keK
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oldugundan H=H, =H, dir ve

Ho= N (Ha) = N (H%) = N (H)° =H°
keK keK keK

dir. Ayni zamanda Hg = N (Hp)* ve Hg.;= N (Hp:1)® dir. Hp <Hpsa
keK keK

—k =Kk — —
oldugundan Hpg <Hps1 dir. Buradan () H[|§<1 N H|[§+1dlr. Bdylece
keK keK

Hy <H,g, dir.

 limit ordinal olsun. Hy = U HE oldugunu gésterelim.
B<a

Hy = N (Hp) = N (™)
keK keK

dir.

) UH )
H}L — ﬂ (H HL )k — m {Hlk}» J > ﬂ (HHﬁ )k
keK keK keK

oldugundan Hj > N (Hp)=Hy dir. O halde H; > U Hy dir. Simdi
keK B<A

U HE < H; oldugunu gosterelim. x HZ =N (HHx )k olsun . O zaman her
B<A keK

keK igin xe (HH% )k dir. Bundan dolay! x € HA2 dir.

Boylece < x, K> <<H"™ K> dir. K<R ve H <R oldugundan H® < R® dir.

R < G oldugundan R® = R ve bdylece H® < R dir. O zaman < H®, K > <R dir.



<x, K><<H" K><<H® K> <R oldugundan < x, K > < R dir. R lokal
nilpotent oldugundan, < x, K> nilpotenttir ve x* sonlu lreteglidir. Fakat x e H

igin  xX <(H,)*=H, dir. Bundan dolayi x" <H; <H; = U Hpdur.
B<A

X <H,ascG oldugundan

XX <H; <Hi1<..G

dir. Buradan x" <Hy &yleki p <A dir. Bundan baska

xK <Hg = N (H™)K
keK

dir. Ozel olarak xeH; ise xe U HE dir. Buradan Hj < U HB olur. Yani
B<h B<A

H;. = U Hp dir. Bdylece H asc H® dir. Her B<a igin H; <Hj,; oldugundan
B<A

H, < Hj K dir. Ayrica hipotezden dolayi Kasc G oldugundan Kasc H, K drr.

Boylece Hy K asc H, Kdrr.
HoK = H;K < H,K <. H®K
oldugundan

J=HK <..H,K=H®K asc G

dir. Buradan Jasc G dir.

(i) (i) ye benzer sekilde yapilir. Fakat altnormalligin tanimindan o nin limit

ordinal olmasina ihtiyac yoktur.



49

4.8. Teorem

G bir grup ve G nin her devirli altgrubuda artan ise o zaman G nin sonlu

uretecli her altgrubu artan ve nilpotenttir.

Ispat

H, G nin sonlu uretegli altgrubu olsun. O zaman H= <x,....., x> seklinde

yazilabilir.

n Uzerine induksiyon yapalim. n = 1 ise G nin her devirli altgrubu artan
oldugundan saglanir.n =2 ise Hy=<x;>, Hy=<x> ve Hive Hz, G nin
artan ve nilpotent altgruplari oldugundan Teoerm 4.7. (i) den dolayi

<H, H;>=<xq,%>=H

artan ve nilpotenttir. iddia n-1 icin dogru olsun. Yani Hy = < Xy, ...., Xt >
artan nilpotent olsun. K =<X, > nilpotent ve hipotezden dolay! artandir.

Teorem 4.7. (i) den dolay

<H1,K>=<X1,...,Xn>=H

da artan ve nilpotenttir.

4.9. Teorem

Bir grubun her devirli altgrubu altnormal ise o zaman her sonlu Uretegli

altgrubu altnormal ve nilpotenttir.
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Ispat
ispati Teorem 4.8. e benzer sekilde yapllrr.
4.1. Tanim
Bir grubun her devirli altgrubu artan ise, bu gruba Gruenberg grup denir. Bir
grubun her devirli altgrubu altnormal ise bu gruba Baer grup denir. Her devirli
altgrubu altnormal alan grup, normalleyen sartini saglar. Normalleyen sartini
saglayan her grup Teorem 4.2 den dolay! artandir. Boylece her Baer grup bir
Gruenberg gruptur.

4.10. Teorem

G normal altgruplarda minimal sarti saglayan bir Baer grup olsun. O zaman

G nilpotenttir ve merkezi sonlu indekslidir.
Ispat
Teorem 3.8. den dolayi G bir Cernikov gruptur. N, G nin sonlu indeksli

minimal normal altgrubu olsun. Bdylece N, bolunebilir abeliyan gruptur. N nin

G nin merkezinde oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki N, Z(G) de olmasin.
O zaman [N,g]#<1> olacak sekilde bir g € G vardir. G bir Baer grup

oldugundan <g> G de altnolrmaldir. Boylece
<g>=H;, <H;<...<H =G
seklinde H; < G ler vardir. Her g € H, ; <G igin

[9.GI<[G.H, ,]<H
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dir.
H . dl<[G , g]=[G g gl<[H. . g]<H.,
dir.
N gl<[G ., g]=[16G 9] g]< <g>
oldugundan
N .. g]=[N . al,g]<[<g> g ]=1

dir. Bundan dolayi [N,r+l g]:l dir. r bu sarti saglayan en kucuk tamsayi olsun.

O zaman r > 1 dir. M= [N, .1 g] ve o(g) = m olsun. M= [N, .1 g] oldugundan
[M,g,g] =1dir. Boylece [M, g]™ =[M, g"]=1 dir.

m Uzerine indiksiyonla [ M, g ]" =[ M, g"] oldugunu gdsterelim. m= 2 ise
[M, g?1=[M,gP
oldugunu gosterelim. xeM olsun.

[x g°1=[xgg]
=[x 9] [xgP
=[x g19"'[xg]lg
=[xg][g, [x.g] "1[x d]

dir. Fakat [g, [x g] " ]= 1 oldugundan

[x, 0°1=[x91[xg]1=[xgJ
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dir. Yani [ M, g?] =[M, g]? dir. m-1 igin dogru olsun. O zaman
[M, g™ ]1=[M g]™
dir. Her neM icin

[n.g™ =[n.g™"q]
=[n.g] [ng™"F®
=[n,g] (n,gI™")°
=[nglg'Ingl™'g
= [n.gl [a(n.g]™")"] In,g]™"
=[n,g]"

dir. Yani [M,g]™ = [M,g™] dir. o(g) = m oldugundan [M,g]™ = [M,g™] = [M,1] =1
dir.

¢o:N—>N

a—la,,g]

N nin bir endomorfizmasidir. Bu nedenle Teorem 2.19 dan dolayi

[M.g] =[[N.~1g].9] = [N,g]

bollinebilirdir. Her x € [M,g] icin x™ = 1 dir. Bu ise r nin segimiyle gelisir.
Bdylece [M,g] = 1 dir. Buradan N < Z(G) dir. Bdylece G/N sonlu indeksli
oldugundan, G/Z(G) sonlu indekslidir.

G bir grup olsun G grubu normal nilpotent altgruplarinin bir garpimi ise, G ye
bir Fitting grup denir. G = FitG ile gdsterilir Mc Lain grubu bir Fitting gruptur.
Eder x € G = FitG ise, o zaman x normal nilpotent altgruplarin sonlu

carpimlari i¢indedir. Fitting’s Teoreminden (2.2.) dolayi sonlu sayida normal
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nilpotent gruplarin g¢arpimi nilpotent oldugundan, x G nin normal nilpotent
altgrubunun bir elemanidir. Boylece Fitting gruplarinin bagka bir tanimi elde

edilmis olur.

4.11. Teorem

G bir grup olsun. FitG = G olmasi i¢in gerek ve yeter sart her elemaninin bir
normal nilpotent altgrubu tarafindan icerilmesidir. Ayrica her Fitting grup, bir

Baer gruptur.

Her altgrubu altnormal olan gruplarin sinifi hakkinda ¢ok az sey biliniyor.
Aclkga bdyle gruplara Baer gruplar denir. Baer gruplar normalleyen sartini
saglar. Dolayisiyla Teorem 4.3. den dolayi lokal nilpotenttir. Bu konuda
Roseblade nin dikkate deger teoremi “Eger bir G grubunun her altgrubu
altnormal ve altnormallik uzunlugu bir dogal sayi ile sinirli ise bu grup

nilpotenttir’ seklindedir [3].

Daha sonra Heineken ve Mohammed her altgrubu altnormal olan, nilpotent
olmayan grup ornegi insa etmistir [4]. BOylece Rosablade’nin teoreminin

karsiti dogru degildir.

Sonunda Mohres tarafindan; eger bir grubun her altgrubu althormalse, bu

grubun ¢ozulebilir oldugu gosterildi.



lakal nilpotent

Gruenbearg

nomalleyen

sart , Baer

Biitiin
altrhermal
altgruplar

Fitting
hipermarkez

nilpotent

Sekil 4.1. Grup siniflarinin diyagrami
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5. ENGEL ELEMANLARI VE ENGEL GRUPLARI

Bu ve bundan sonraki bodlumlerde lokal nilpotent olmayan genellenmis
nilpotent gruplar galigilacaktir. Bu tipte gruplarin en ¢ok bilinenleri arasinda
Engel gruplar vardir. Bu gruplar, baslangici grup teorisinin digina uzanan,

Lie halkalar teorisinde gruplardir.
5.1. Engel Elemanlan

5.1. Tanim

G bir grup ve g € G olsun. Eger her x € G i¢cin [g,nX] = 1 olacak sekilde bir
n=n(g,X)>0 varsa g ye bir sag Engel elemani denir. Dikkat edilirse degisken
x elemani burada sagda gorunuyor. Eger n x den bagimsizsa g ye bir sag n —
Engel elemani veya sinirli sag Engel elemani denir. g € G olmak Uzere, eder
her x € G igin [x,ng] = 1 olacak sekilde bir n = n(g,x) > 0 varsa g ye bir sol
Engel elemani denir. Burada x degiskeni soldadir. Eger n, x den bagimsizsa,
0 zaman g ye bir sol n—Engel elemani veya sinirli sol Engel eleman denir.

Sag Engel elemanlarinin kimesi R (G) ile, sinirli sag Engel elemanlarinin

kiimesi R (G) ile gésterilir.

Sol Engel elemanlarinin kiimesi L (G) ile sinirh sol Engel elemanlarinin

kiimesi L (G) ile gésterilir.
5.1. Teorem (Heineken)

G bir grup olsun. Bir sag Engel elemaninin tersi, bir sol Engel elemanidir ve

bir sag n — Engel elemaninin tersi, bir sol n+1 — Engel elemanidir. Béylece
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dir.
Ispat

x bir sag Engel elemani, g G nin elemani olsun. O zaman [x,,g] = 1 olacak
sekilde bir n > 1 tamsayisi vardir. x = 1 ise durum asikardir. O halde x = 1

olsun. hery € G olmak Uzere

B, Y] = [V may] = (XY Pomy]
=[xY° Loay® 18

-1
= [X,nyg 9=
dir. Boylece x° de bir sag Engel elemanidir.

12 DO = pEX X
= X X gL X T X T
= [Ixg1 X X
= [xgl ox"]
= [ig.X"], ]

= [g=n+1x-1]

oldugundan x" bir sol Engel elemanidir. Bundan dolayr R(G)" < L(G) ve

R(G)"c L (G)drr.
5.2. Teorem

G herhangi bir grup olsun.

(i) L(G), G nin H.P radikalini; L (G) de G nin Baer radikalini igerir.

(i) R(G), G nin hipermerkezini; R (G) de G nin w-merkezini igerir.
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Ispat

(i) H,G nin H.P. radikali olmak tzere g € H, x € G olsun. H <« G oldugundan
[9,x] € H dir. Boylece K = < [g,x],g > < H dir. H lokal nilpotent oldugundan, K
nilpotenttir. Bundan dolay! [x,ng] = 1 olacak sekilde n>0 vardir. BOylece

geL (G)dir. Sonug olarak H — L(G) dir. g, G nin Baer radikalinin bir elemani

olsun. O zaman <g>, G de altnormaldir. BOylece

<g>=06G0<G, «...4 Gn=G

olacak sekilde Gi (o<i < n) altgruplari vardir. Gi < Gj+ oldugundan her x € G
icin;

[X,g] € Gn-1
[X,29] € Gno

[X,ng] € Go=<g>

elde edilir. Sonug olarak [x,n1g] = 1 ve g € L(G) dir. Béylece B(G) < L(G)
dir.

(ii) g, G nin hipermerkezinde ve x € G olsun. Kabul edelim ki her n > 0 icin
[9,nX] # 1 olsun. g, G nin hipermerkezinde oldugundan, bir ilk o ordinali igin
geZ _ (G)dir.

Eger a limit ordinal ise Z, (G) = U Z (G) oldugundan bir B < o igin

B<a

geZ; (G)olur. Bu bir geliskidir. BOylece o limit ordinal olamaz. Dolayislyla

o-1 vardir. a ilk ordinal oldugundan g € Z, (G) \ Z,.1 (G) dir. Boylece [g,X]e
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Z,1 (G)dir. o, [g,X] € Z,(G) olacak sekilde ilk ordinal olsun. O zaman o' limit

ordinal olamaz. Bdylece

[9.X] € Zo' (G)\ Zy1 (G)

dir. a"< a'< avigin [g,2X] € Z,» (G) \ Z,»1 dir. Bu sekilde devam ederek

Lo<a'<a<a

olacak sekilde ordinallerin bir sonsuz azalan dizisi elde edilir. Bu dizi hicbir
zaman sinirlanamayacagindan celigki elde edilir. Bundan dolayi bir n > 0 igin
[9,nX] = 1 dir. O halde g € R(G) dir. Boylece Z, (G) < R(G) dir. Son olarak

geZ, (G)olsun. Bdylece birn >0 i¢cin g € Z (G) dir. Buradan g € R(G) ise

Z«(G) < R(G) drr.
5.2. Engel Gruplar
5.2. Tanim

G herhangi bir grup olsun. Eger G = L(G) = R(G) ise, G grubuna Engel grubu
denir. Teorem 5.2. den dolayi her lokal nilpotent grup bir Engel gruptur. Fakat
bunun tersi dogru degildir. Golod [2] de lokal nilpotent olmayan Engel grup
ornegi vermistir. Boylece Engel gruplari nilpotent gruplarin olduk¢a genis

genellemesini temsil eder.

G bir grup olsun. G grubu, her x, y € G igin [x,,y] = 1 esitligini sagliyorsa, G
grubuna n-Engel grubu denir. Yani G’nin her elemani hem sag, hem de sol
n— Engeldir. Boylece n-Engel gruplarinin sinifi [x,,y] = 1 kurali ile verilebilir.
Ornegin nilpotentlik sinifi n olan bir nilpotent grup, n — Engel grubudur. Obiir
taraftan n- Engel gruplari nilpotent olmak zorunda degildir. Eger bir grup

herhangi n i¢cin n — Engel ise, o gruba sinirli n — Engel grup denir.
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5.3. Cozulebilir Gruplarda Engel Yapisi
5.3. Teorem
G bir ¢dzulebilir grup olsun.

(i) L(G), Hirsch — Plotkin radikaline esittir ve L(G) bir Gruenberg gruptur.
Boylece bir ¢ozilebilir Engel grup, bir Gruenberg gruptur.

(i) L(G), Baer radikaline esittir. Bdylece bir ¢ozlilebilir sinirli Engel grup, bir

Baer gruptur.
Ispat

(i) g € L(G) olsun. Teorem 4.8. den dolayl, <g> nin, G de artan oldugunu

ispatlamak yeterlidir. G nin derived uzunlugu d olsun.

Eder d = 1 ise, o zaman G abeliyandir ve bdylece <g>< G dir. O halde
derived uzunlugu d den kigikler icin dogru olsun. A = G“® olsun.
d(G/A)=d-1 dir. g € L(G) oldugundan gA e L(G/A) dir. Bu yuzden
indlksiyon hipotezinden dolayi, <g,A> G/A da artan oldugundan dolayi

<g,A>, G de artandir. Geriye <g> nin <g,A> da artan oldugunu ispatlamak

kalir. A abeliyan oldugundan

E:A-A

a—[ag]

seklinde tanimlanan & bir endomorfizmadir. E§er F # 1, A nin bir sonlu alt
kimesi ise, F deki her x i¢in [x,ng] = 1 olacak sekilde bir n tamsayisi vardir.

Béylece F& = 0 dir. Bu agikga Ca(g) # 1 anlamina gelir. o bir ordinal ve A bir

limit ordinal olmak Uzere
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Auri A =Cypp (9) Ve A= U Ag
* B<A

kurallari ile 1 = Ao, A4,.... alt gruplarini tanimlayalim. A nin trivial olmayan

bolimunde, g tarafindan merkezlenen trivial olmayan bir eleman her zaman

bulabilecegimizden dolayi, A, = A olacak sekilde bir y ordinali vardir. Simdi

<g! A(X> < <g= A(X+1>
dir. Cunkl g, Aq+1/ A, y1 merkezler. <g, A,>, <g> den <g,A> ya artan bir seri
formundadir. Fakat <g,A> asc G oldugundan <g>, G de artandir. Bundan

dolay! g, G nin H.P. radikali tarafindan icerilir ve bodylece L(G) < HP(G)
oldugundan L(G) = HP(G) dir.

(i) g bir sol n-Engel eleman olsun. (i) deki notasyonlari sabit tutarak d tGzerine

indUksiyonla

<g,A> <1« G

dir. Hera € Gigin[a, ,g]=1oldugundan[A, ,g]=1dir.
T =<g, A> = <g>A

dir.

Yi(T)=T, vo(T)=T=[<g>A<g>A]

=[<g> <g>][<g> A][AA]

=[<g> A]

dir.
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va(T)=[[<g>A], <g>A]
=[<g>,A <g>][<g> A A]
=[A <g> <g>]=[A ,<g>]
dir. Bu sekilde devam edilirse

To(T)=[A , <g>]

elde edilir. Boylece

n

D ki
[a,g"..g"]=[a g™ ]
dir. Zki uzerine induksiyonla [ A, ,<g> ] = 1 oldugu gorulir. Boylece <A,g>
i=1
nilpotenttir.

<g> << <A,g> << G

oldugundan <g> << G dir. Bdylece g € B(G) oldugundan L (G) < B(G) dir.
Bundan dolayi L (G) = B(G) dir.

5.4. Teorem (Zorn)

Her sonlu Engel grup nilpotenttir.

Ispat

Kabul edelim ki bu yanlis olsun. G nilpotent olmamasina gore en kuguk

mertebeli bir sonlu Engel grup olsun. O zaman G nin her 6z altgrubu

nilpotenttir ve G Schmit’in teoreminden (2.20) dolayi ¢ozulebilirdir. Teorem
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5.3. den dolayi G, Hirsch Plotkin radikaline esittir. G lokal nilpotenttir. Fakat G

sonlu oldugu i¢in nilpotenttir.
5.4. 2-Engel Gruplari

0 - Engel gruplari asikar olarak mertebesi 1 olan gruplaridr.

1- Engel gruplari kesinlikle abeliyan gruplardir.
5.5. Teorem

Ussi 3 olan her grup 2 — Engel gruptur.

Ispat

G bir grup ve exp (G) = 3 olsun. x, y € G icgin (xy')® = 1 oldugundan
(xy 1)?=yxdir.

x(y"'xy) = (yx") xy = (yx")xy = yxyxxy
= yX-1y2 = y-2X-1y-1
_ y-1 (y'1X'1y'1) _ y'1XX'1y'1X'1y'1
_ y'1x(x'1y'1 )2
= yIxec Ty 1)
=y 'xyx = (y"'xy)x

dir. Boylece x, x’ ile degismelidir.
[y, xX] = [ly,x.X] = [X*%, X] = [xX, x]'[x,x] = 1

dir. Bundan dolay! G bir 2 — Engel gruptur.
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5.6. Teorem (Levi)

G bir 2 — Engel grup ve x,y,z,t € G olsun. O zaman

(i) x® abeliyandr.

(ii) [x,y,z] = [z,y,X]

(iii) [x,y,2]° = 1

(iv) [x,y,z,1] = 1 dir. Boylece G nilpotenttir ve G nin nilpotentlik sinifi < 3 tar.

Ispat

(i) Her x,y € G icin [xX'] = [x,X[x,y]] = [X[x,y]] = 1 oldugundan x ile x’
1

degismelidir. Her y,z € G igin [x!,x’] = [((x)y)zf X]?* = 1 dir. Bundan dolayi x®

abeliyandir.

(i) ye G olmak iizere y© = A olsun A<G ve (i) den dolayi A abeliyandir. A
abeliyan oldugundan a € Aigin[a,y] € Adrr.

fyrA>A

a—[ay]

seklinde tanimlansin

f, (ab) =[ab,y] = [a,y]’[b,y]

= [a,y] [b,Y]
=fy (a) fy (b)

oldugundan f, bir endomorfizmadir.

(F, ? (a) = f(fy(a)) = f, ([a,y]) = [la,yl,yl = 1



dir. Bundan dolayi (f,)* = 0 dir

fyz (a) = [a,yz]
=[a,z] [a,y]
= [a,z][a,y][a,y,Z]
= [a,ylla,z][a,y.Z]
=fy (a) + fz (a) + iz (a)

dir. Bundan dolayi f= f, + f, + f,

f, ™ (a)=[ay’]
= ([a,y")"
=(y" [ayly)’
= ([a,y] [[a,y].y])"
= ([ay])”
= (f(a))”
=fy(a)

... (1) dir.

dir. Bundan dolayi (f,)"' =f, ...(2) dir. G bir 2-Engel grup oldugundan [a,y,z]

ile (yz)" degismelidir. (1) ve (2) yi kullanarak

(F,1,4fy,) @) = 1,1, 1 (2 yd) =[ayz 2 Ly ] =1

dir. Bundan dolayi fz—ly—lfyz= 0dir

0= 1,3 afy, = (fu +6, 46,000, +,+1,)

fuf, +f L, + 65+ f )

—f,f, —f,f, —f,Ff, +F,F,



oldugundan ff, = - fif,........ (3) dir. A abeliyan oldugundan

[xy,z]=[xz " =y"[x z]"y[x z]
=[x z]y'[x zI"y
=[[xz]7",y]
=[z,xy]

dir. Yani[x,y,z]= [z X, y]olur.

(iiiy (i) ve (ii) yi kullanarak

[xy", 2] =y"[xy", z]ly
=[X’ y-1’ Z] [Z’ X’ y-1’ y]
=[xy",2]
=[xyl".2]
= [xy,2]”
dir. Hall — Witt (Teorem 2.4.) esitliginden dolayi
xy "2l [y.2" X[ zx "y = 1
dir. Buradan
[xy,2" [y,z X" [zxy] " = 1
olur. Bundan dolayi

[xy.z] [y,z.X] [z,x.y] = 1

dir. O halde

65
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[xy.z] [xy.z] [y,z,x] = 1

dir. Sonug olarak [x,y,z] = 1 dir.

(iv) (3) u kullanarak fAf, + f,f1 = 0 dir. Bundan dolay:i

(fo+ fe+ fif)fy + f(f, + i+ ) =0

dir. Yani

ff, + fify + fif f, + ff, + ffi + ff fi=0

dir. O halde 2 f,ffi = 0 elde edilir. BOylece [x,y,z,t]2 = 1 dir. Ayni zamanda

xv,z4° = [[xy],zt]® = 1 dir. O halde [x,y,z,t] = 1 olur. Bundan dolayi G nin

nilpotentlik sinifi <3 tar.

G nin 2 — Engel grup olmasi igin gerek ve yeter sart G deki butin x ler igin, xC
nin abeliyan olmasidir. G nin 3 — Engel grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart G
nin her x elemani igin n.c(x®) <2 olmasidir (Kappe [5]). Genel olarak 3-Engel

gruplari nilpotent degildir ama daima lokal nilpotenttir (Heineken [6]).
5.5. Maksimal Sarth Gruplarda Engel Yapisi

Teorem 5.4. e go6re bir sonlu Engel grup nilpotenttir. Burada sonluluk
hipotezini zayiflatabilir miyiz? Golod un 6rneginde belirtildigi gibi sonlu
uretecli bir grup nilpotent olmak zorunda degil. Ama maksimal sart bunu
yapabilir mi? cevap olumludur. Aslinda max li gruplar mikemmel Engel

yapisina sahiptir.
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5.7. Teorem (Baer)

G maksimal sartini saglayan bir grup olsun. O zaman L(G) ve L(G), G nin

Hirsch — Plotkin radikaline esittir ve G nin Hirsch — Plotkin radikali nilpotenttir.

R(G) ve R(G), G nin bir sonlu m igin Zn(G) ye esit olan hipermerkezine
esittir. Ozel olarak G bir Engel grup ise nilpotenttir.
Bu teoremin ispatindan dnce asagidaki teoremi ispatlayalim.

5.8. Teorem

Eger G max sartini saglayan bir grup ve a € L(G) ise o zaman ,a® sonlu

Uretecli ve nilpotenttir.
Ispat
Kabul edelim ki bu teorem yanlis olsun.

(i) {a®} ile a nin G igindeki biitiin esleniklerinin kiimesi gdsterilsin. X G nin bir

altgrubu olmak lizere, eger < X N{a®} > = X ise, X e a-uiretegli altgrup denir.

(i) Eger X ve Y, X <Y sartini saglayan a uretecli altgruplar ise o zaman
N, (X) icinde a nin X tarafindan icerilmeyen en az bir eslenigi vardir. X <Y ve

Y nilpotent oldugundan, X Y de althormal altgruptur. Boylece
X=X, a4 X; <...a X, =Y

olacak sekilde X, , X,,... , X, altgruplari vardir. X # Y ve Y a-uUretegli

oldugundan Y \ X a nin bir eslengini icerir. Bdylece

X N{a® =X N < X, N@°}
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olacak sekilde bir i tamsayisi vardir. Kabul edelim ki y € X, ,N{a®} ve

ye X, olsun.O zaman y, X, yi normaller.

(XN{a®r)’ = (X N{@®)’ =X;N{a® = XN{a®)

dir. X = < X N{a®} > oldugundan y elemani, X i normaller.

(iii) Iki  farkli maksimal a-Uretegli nilpotent altgruplar U ve V olsun. S bitiin

a-uretecli nilpotent altgruplarin bir kimesi olsun.

< a> e Soldugundan S # ¢ dir.Maksimal sartindan dolayi S nin her
elemani, bir maksimal eleman tarafindan igerilir. S nin bir tek maksimal
elemani M olsun. < a > € S oldugundan < a > < M dir. Fakat M nin butdn
eslenikleri S de ve M S nin tek maksimal elemani oldugundan M< G dir.
Boylece a®< M dir.Fakat M nilpotent oldugundan a® nilpotenttir. G

maksimum sartini sagladigindan a® sonlu tireteglidir. Bu bir celigkidir.

Sninl =<UNV N{a®} > maksimal olacak sekilde,U ve V elemanlarini
secelim. W = < N (I) N{a®} > olsun. Tanimdan dolay | a-lreteglidir. Ayni
zamanda | < Voldugundan | = U dur. (ii) den dolayi| <W dir. Gunkd | <U
oldugundan (ii) den dolay1 N (I) nin | tarafindan igeriimeyen bir a* elemani

vardir.

I N{a®} < Ny () N{a®}

oldugundan | < W dir. Benzer sekilde N, (I) N{a®} de, | tarafindan
iceriimeyen a nin bir eslenigi v vardir. Kabul edelim ki v € N4(W) olsun. G

maksimum sartini sagladigindan W sonlu ureteglidir.
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W=<ag% g%, .. a%>

olsun. v ile a eslenik oldugundan v € L(G) dir. Boylece [a®%, ,v] = 1 olacak

sekilde n tamsayisi vardir. H = < vW > olsun. O zaman H = < v >W dir.
Bdylece W'« H dir.Bundan dolayi H / W' nilpotenttir. CUnku

(HIW Y =[<v>W, <v>W]W /W =[<v>W]W/W

vo (HIW)=[W, <v>..<v>]W'/W =1 dir.

Bundan dolayi H/ W' nilpotenttir.

W=<N, (DN {a®}> c U ve U nilpotent oldugundan W de nilpotenttir.

Bdylece Hall kriterinden (2.21) dolayi H nilpotenttir. W a-uretegli ve v ile a
eslenik oldugundan H da a-ureteclidir. Bundan dolayi H € S dir ve H, S nin

bir maksimal T elemani tarafindan igerilir. v € T\ U oldugundan T = U dur.
AyricaW < H < Toldugundan N, (I) N {a®} < UNT N{a®}dir. Béylece |

<W < <UNT N{a®} > dir. Buise | nin maksimalligi ile gelisir. Bundan

dolayi ve N 4 (W) dir.
(v) (iv)dendolayiv ¢ N;(W)dir. | <U oldugundan (ii) den dolayi
ue N, () N{a®}\I

elemani vardir. (ii) den dolayt u € L(G) oldugundan [ v, u ] = 1 olacak

sekilde bir n tamsayisi vardir. Bundan dolayi

[V, ul W=<Ny()Nn{a®}>
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yi normalleyecek sekilde en az bir k tamsayisi vardir. v ¢ Ng(W)
oldugundan k > 0 dir. z = [v,,,u Jolsun. [ zu ] = (u*)"u € N, (W)
oldugundan u® € N (W) dir. (iv) de oldugu gibi K = < u*,W > € S dir.

Bdylece K, S nin bir maksimal R elemani tarafindan igerilir. Fakat W a-

uretecli oldugundan

l<W < <UNRN{a®}>

dir. R U ise, bu | nin maksimal segimiyle ¢elisir. Bundan dolayi U = R ise o
zaman ,u“e U dur. u,v € N (I) oldugundan z=[v,,,u] € N (I) dir. u*,a

ya eslenik oldugundan

u’e N,(I) N{a®}c W

dir. u € W oldugundan u”e W?* dir. Béylece u>e U N W*N{a®}dir. | < W

vel =1 *< W? dir. Boylece

l<<UNW?N{a®}>

dir. W*, nin S bir maksimal elemani tarafindan icerilirise W?* = U dur. Sonug

olarak W?< U ve

(Ns()N{a®})* = Ns(h* N UN{a®}
=Ng() NUN{a®}
=Ny() N{a®t c W

dir. Bundan dolayt W* < W dir. W* # W oldugu icin W* < W dir. z nin

negatif kuvvetleriyle esleniklersek
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W<W? <W? <.
yi elde ederiz. Bu ise maksimal sarti ile geligir.

Teorem 5.7. nin ispati

GeMax ve acl(G) olsun. Teorem 5.8. den dolayl a® sonlu lretegli ve
nilpotenttir. G nin H.P. radikali H(G) olsun. O zaman a® < H(G) dir. Bdylece
L(G) < H(G) dir. Fakat H(G) < L(G) oldugundan L(G) = H(G) dir.

Eger ac L(G) ise a® nilpotent oldugundan <a> << a®<G dir. Bdylece
aeB(G) oldugundan L (G) < B(G) dir. Fakat Teorem 5.2. (i) de B(G)c L (G)
oldugundan L (G) = B(G) dir.

B(G) =L(G) < L(G) = H(G)
oldugundan B(G) < H(G) dir. xe H(G) olsun. xe L(G) oldugundan x©

nilpotenttir. Béylece <x> << x® <G oldugundan xeB(G) ve H(G) < B(G) dir.
O halde

L(G) =B(G) = H(G) = L(G)
dir. Simdi a € R(G) olsun. Teorem 5.1. den dolayra ' € L(G) dir. (@ *)®=2a®
nilpotent ve sonlu lretectir. A = a® olsun. O zaman A/A’" sonlu Ureteglidir.

Boylece

A/A = <a®A'...,a% A>
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seklinde yazilabilir. Her xA’e G/A’ igin xA' sag engel elaman oldugundan
[a% A, XAl = 1 olacak sekilde n > 1 vardr. Boylece <A,x>/A’ nilpotenttir.

Hall kriterinden dolay1 <A,x> nilpotenttir.

A nin yukari merkez serisini faktorleri elemanter abeliyan veya sonlu rankin
serbest abeliyani olan G nin kabul edilebilir serisine incelt. B bdyle bir faktor
olsun. O zaman x B Uzerine tek turlu etki eder. Teorem 2.22 den dolayi G nin

B Gzerindeki etkisi Ustli¢genseldir. Sonug olarak Teorem 5.2. den dolayi
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6. GENEL SERILERLE TANIMLI GRUPLARIN SINIFI

6.1. Tanim

G bir Q-operatdr grup olsun. G nin asagidaki sartlari saglayan,1 ve G dahil
olmak Uzere icermeye gore lineer sirali altgruplarin kimesi S ye, G nin Q-

serisi denir.

(i) Eger 1#x € G ise S nin x i icermeyen terimleri vardir ve bu terimlerin
birlesimi V, S nin bir terimidir.

(i) Eger 1#x € G ise S nin x i iceren terimleri vardir ve bu terimlerin kesigimi
A, S nin bir terimidir.

(i) V, < A,

(iv) G deki bazi x=1 igin, S nin her bir terimi V, veya A, formundadir.

Bdylece x € A, \V, dir. A,/ V  bolim gruplar S nin faktorleridir. Ayrica V
ve A, arasinda S nin hicbir terimi yeralmaz. Bundan dolayl 1#x,y € G i¢in

N, <V, veya A, < V, dir. Eger A, <V ise, S nin faktorleri A,/ V, in

y

A,I'V, den once gelme kuralina gore lineer siralidir.

S nin terimlerinin sayisina S nin order tipi denir. S nin order tipi S nin

faktorlerinin kimesinin order tipidir.

V,=UA, ve A, =NV,

dir. Burada birlesim A,/ V, den once gelen ve kesigsimde A,/ V, den sonra

gelentum A,/ V, faktorleri Uzerinde duzenlenmistir.

Gergekten A,/ V, ; A, /'V, den once geliyorsa A, < V, dir. Bundan dolayi
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t eV, olsun. O zaman A, c U A, dir. Ohaldet e U A, dir. Yani

V, cUA, dir....(2)

(1) ve (2) den dolay1 V, = UA, dir. Digeride benzer gekilde gosterilir.

Egder S sonlu order tipine sahip ise S nin sonlu uzunlukta bir serisi vardir. Bu

sonlu uzunluktaki en kuicuk V, 1 e esittir ve en genis A\, G ye esittir.

S bir B ordinal sayisinin order tipine sahipse, seri bir artan seridir. S nin
terimleri B ordinalin tersine gore indekslenmis ise o zaman seriye azalan

seri denir. Bu

1<...aH,<aH, «H,=G

seklindedir. Burada a ordinal ve A limit ordinal olmak Uzere

H,.<H,veH =UH,

<A

dir.

6.1. Kompozisyon Serileri

EgerSve S, G nin Q - serileri ve S nin her terimi S™ 1n da terimiise S , S

den daha incedir denir ve S << S~ ile gésterilir. O zaman
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dir. S G nin bir Q- serisi olsun. S << S olacak sekilde S den daha ince G
nin S Q- serisi yoksa S ye Q - kompozisyon serisi denir. Q = @ ise
yalnizca seri ve kompozisyon serisi kelimeleri kullanilir. Eger Q ig-
otomorfizmalarinin grubu ise o zaman seriye, normal seri ve kompozisyon
serisinede esas seri denir.

6.1. Teorem

Her Q-serisi bir Q) -kompozisyon serisine inceltilebilir.

Ispat

G bir Q-grubu ve So , G nin Q -serisi olsun

v={K: S, << K, G nin Q-serisi }

y << ye gore kismi sirahdir. Y ={S® | yeT}, y de bir zincir olsun. y de

Y igin bir Gst sinir olusturalim. Eger 1 = x € Gise V, @, A, @ e S® olmak

uzere

\Vj =UV (v),/\ =ﬂ/\ (69]
¥ ¥

seklinde tanimlansin. Burada I de her bir y igin

V, W<V, < A <A D
dir. Boylece S ={ A, V, : 1 # x € G } kimesi icermeye gore lineer
siralidir. S nin Y igin bir Ust sinir olan bir seri oldugu aciktir. Simdi Zorn
Lemma dan dolay! y in bir maksimal elamani vardir. Fakat bu elaman G nin

bir kompozisyon serisidir.
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Bu teorem genel seriler icin verilen Jordan—Holder teoreminden farklidir.

Ornegin tamsayilar kiimesi Z

..8Z<472<272<”Zve.212<972<3Z<Z

seklinde iki kompozisyon serisine sahiptir. Fakat bunlarin izomofik faktorleri
yoktur.

6.2. Merkez Serisi Olan Gruplar

G bir grup ve S ,G nin bir serisi olsun. Eger S nin her terimi G de normal ve
herbir A,/ V, faktéri G/ V, in merkezinde ise S ye G nin bir merkez serisi

denir. Bu Ozellige sahip gruplara Z - gruplari denir.

6.2. Teorem

Eger G bir lokal nilpotent grup ise o zaman G bir merkez seriye sahiptir.

Ispat

Teorem 6.1. den dolay! G nin bir esas serisi vardir. Bu serinin faktorleri G nin

esas faktorleridir ve Teorem 3.6. dan dolayi G nin merkezindedir.

Azalan merkez serisi olan gruplara ornek Z-gruplaridir. Bu gruplar bazen
hipermerkez gruplar olarak da adlandirilir ve bu grubun asagi merkez serisi
transfinite olarak devam edilirse birime ulasir. En c¢ok bilinen hipermerkez
gruplar arasinda residually nilpotent gruplar vardir. Hatta bu sinif pekgok

nilpotent olmayan gruplarin kapsandigi genis bir siniftir.
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6.3. Serisel Altgruplar

Bir G grubunun herhangi bir serisinde olan bir altgruba serisel altgrup denir.
Serisel altgrup, altnormal ve artan altgruplarin bir genellemesidir. Serisel bir

altgrup kendi normalleyenine ya da normal kapanigina esit olabilir.

Burada batln serisel altgruplarina sahip olan gruplarla ilgileniyoruz. Dogal
olarak bunlar nilpotent gruplari icerir. Bu tip gruplar, altgruplarinin Frattini

Ozelliklerinde karakterize edilebilir.

6.3. Teorem

G bir grup olsun. G nin her altgrubunun serisel olmasi igin gerek ve yeter sart
her H < G icin H' < Frat H olmasidir.

Ispat

Her H < G igin H' < Frat H sarti, H nin maksimal altgrubunun H da normal
olmasi anlamina gelir. G nin her altgrubu serisel ve M H nin maksimal
altgrubu olsun. G nin her altgrubu serisel oldugundan, G nin M vyi iceren bir
serisini elde etmek icin H yi, G nin M yi iceren serisinin her terimi ile
kesigtirelim. Fakat M H da maksimal oldugundan, elde edilen yeni seride H

ile M ardisik olacagindan M <« H dir. Boylece H' < Frat H dir.

Karsit olarak her H < Gigin H' < Frat Holsun. y, 1 < L < G nin incelmigleri
olan altgruplarin bitlin zincirlerinin kimesi olarak tanimlansin ve Tanim 6.1.
in ve normallik sarti (iii) disinda, bir serinin tanimindaki tim sartlar saglaniyor
olsun. Teorem 6.1 deki gibi Zom lemmadan dolayr y in bir maksimal S
elemani vardir. Eger X ve Y, S nin ardisik terimleri ise, o zaman S nin
maksimalliginden dolaylr X, Y de maksimaldir. Bdylece Y'< Frat Y < X

oldugundan X <« Y dir ve S bir seridir. Sonug¢ olarak L, G de serialdir.
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6.4. Teorem

Bir lokal nilpotent grubun her altgrubu seriseldir.

Ispat

G bir lokal nilpotent grup ve M, G nin bir altgrubu olsun. G lokal nilpotent
oldugundan, M de lokal nilpotenttir. O halde Teorem 3.5. den dolayr M'<
Frat M dir. Her M < G igin M' < Frat M oldugundan Teorem 6.3 den dolay1,G

nin her altgrubu seriseldir.

Fakat bunun tersi dogru degildir. Diger yandan her altgrubu serisel olan bir

grubun lokal nilpotent olmadigi Wilson [10] tarafindan gosterilmistir.

6.4. Genel Coziilebilir Gruplar

Seri kavrami genellestiriimis ¢dzllebilir gruplarin siniflarinin olusturulmasina

olanak saglar. En dnemlilerinden bazilarina kisaca deginecegiz.

Abeliyan faktorlu bir seriye sahip olan bir gruba SN-grup denir. Bu
cozllebilirligin oldukga genis bir genellemesidir. Ornegin asal mertebeli

olmayan basit SN-gruplarin oldugu bilinir.[9]

Abeliyan faktorli bir normal seriye sahip olan gruplara Sl-gruplar denir.
Teorem 7.2 de lokal ¢ozulebilir gruplarin Sl-gruplar oldugu gosterilmistir. Sl-
gruplarin énemli bir altsinifi, abeliyan faktoérli artan bir normal seriye sahip
gruplarin sinifidir. Bunlara hiperabeliyan gruplar denir. Cozulebilir gruplara bu

kadar yakin olmasindan dolay! nispeten islevsel bir siniftir.
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6.5. Teorem ( Cernikov)

Bir SN-grubu G nin minimal sarti saglamasi igcin gerek ve yeter kosul, bir

¢oziilebilir Cernikov grup olmasidr.
Ispat

G bir gozilebilir Cernikov grup ise Teorem 2.23 den dolayl G min sartini
saglar. Simdi SN-grubu min sartini saglasin. O zaman Teorem 2.24 den
dolayi G nin sonlu indeksli birtek minimal altgrubu F vardir ve F =1 dir. G bir
SN-grup oldugundan dolayi, G nin faktorleri abeliyan olan bir serisi vardir.

Minimal sartindan dolay!r bu serinin terimleri icermeye gore iyi siralidir.
S={S,:iel} G nin bir serisi olsun. G Uzerinde < bagintisi soyle tanimlansin:
‘XY € S olmak Uzere X < Y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y < X

olmasidir.”

A c S, (A<)kismisiralive T= {A;:j € J } Anin bir zinciri olsun. O zaman

A, oA, o...0A

N T

dir. G min gartini sagladigindan dolayi oyle bir n,> 1 vardir ki

A=A =

Ny ng+1

dir. Boylece A, T nin bir maksimal elemanidir. Zorn lemmadan dolayi A nin

bir maksimal elemani vardir. Bu eleman A" olsun.O zaman her X € A igin
A" <Xise A= A’dir. Bdylece X ¢ A" ise A" = Xdir. “ < . badintisina gére

A" A nin bir minimal elamanidir.
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G nin serisiS ={S,:iel } olsun. O zaman S nin en kiglk bir elemani vardir.

Bu eleman S, olsun. S\ {S, } # ® ise bir en kiiguk S, vardirki S; <SS, dir.

Bu sekilde devam edilirse

S,<S8,<..5,=G

olacak sekilde en az bir o ordinali vardir.

Simdi A < o olsun.O zaman S, ,/ S,abeliyandir. Gercekten S,,,,
S\{S,,...,S, } kimesinin minimal elemani oldugundan S,ile S, , arasinda

bagka eleman yoktur. S, ,,/ S, abeliyandir. Boylece G nin faktorleri abeliyan

olan bir serisi vardir.

F #1 oldugundan G nin artan serisini F ile arakesiti trivial olmayan bir en
kiglk terimi vardir. A= { XeS: X NF={1} }olsun. A # ¢ dir. Ac Siyi

sirall, X, Anin en kuguk elemaniise X,(1F ={1}ve her X € Aigin X,c X
oldugundan X, F < X F dir. Bu terim G olsun.

a limit ordinal ise her A < a igin G, = UG, dir. Boylece her L < a igin

A<a

G, NF={1} oldugundan G, NF ={1 }dir. Bu bir geligkidir.

o limit ordinal olmasin. a.-1 vardir ve G, (N F ={1 } dir.

1#G,NF=(G,NF)G,,/G,,

oldugundan G, (F abeliyandir.

G, NF, F de artandir ve lokal nilpotenttir. G_ (1F Teorem 3.4. den dolay! F
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nin bir H, Hirsch-plotkin radikalinde kapsanir. Teorem 4.6. dan dolay! H bir
hipermerkez gruptur. Boylece 1=Z(H) <G dir. Teorem 2.25 den dolay F,G

nin trivial olmayan normal abeliyan altgrubu A yi igerir.

1 #a € Aolsun. N = a®olsun. N < G ve exp (N) < o oldugundan ve G

minimal sartini sagladigindan N sonludur. Boylece G / C;(N) sonludur.
Boylece F < C,(N) dir.a € Z (F) ise A < Z (F) dir. Bundan dolay: Z (F)=<1>
dirr. G=G/ Z((F)osun. Z(G/Z (F)) < Z,(F)/Z,(F) = 1 dir. Boylece
Z,(F)<z,(F)dir.ze Z,(F) \Z, (F) olsun.

O zaman [zZ,(F) , xZ,(F)] = 1 ise [z, X] € Z,(F) dir. Béylece z*x *zxeZ,(F)
dir. Dolayisiyla x *zx € z Z,(F) dir. O halde z* = zz, olacak sekilde z, € Z,(F)
dir. Boylece|z,|, |7 yi boler. Z,(F) min sartini sagladigi i¢in z, in sayilari

sonludur. Béylece | { z*:xe F } |< oo dur.

| F:Cr(z) |<wiseF=Cg(z)

dir. O halde z €Z,(F) dir. Bu bir geligkidir. Boylece F = Z (F) dir. Bundan

dolayi G ¢dziilebilir Cernikov gruptur.
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7. LOKAL GOZULEBILIR GRUPLAR

Her sonlu Uretecli altgrubu ¢ozulebilir olan gruba lokal ¢ozulebilir grup denir.
Genel olarak bu grup tipiyle ugrasmak lokal nilpotent gruplara gére daha
zordur. CUnkU sonlu Uretegli altgruplarin max 1 saglamasina gerek yoktur.

Ornegin Hirsch-Plotkin teoreminin karsili§i yoktur [7].

7.1. Teorem

Egder G bir lokal ¢ézullebilir grup ise, G nin her esas faktort abeliyandir.

Ispat

Aclk olarak G nin bir minimal altgrubu N nin abeliyan oldugunu géstermek
yeterlidir. Kabul edelim ki N abeliyan olmasin. O zaman c =[ a,b ] #1 olacak
sekilde a,b € N vardir. ¢ € N ve N, G nin minimal normal altgrubu

oldugundan

c® = N dir. Béylece ab € < c%,...,c%> olacak sekilde g,, g,,....9,,€G
vardir. H = < a,g,,...,d,,,b > olsun. G lokal ¢ozllebilir oldugundan, H

cozilebilirdir. A =c" olsun. a,b € Aoldugundanc=[a,b] e A dir. A < H
oldugundan A'< Hdir. ¢c™ < A"ise A = A’ olur ki bu bir ceilskidir. Béylece A=1
ve ¢ = [a,b ] = 1 dir. Bundan dolayi N abeliyandir.

7.2. Teorem

Her lokal c¢ozulebilir G grubu bir Sl-grubudur. Bodylece bir basit lokal

¢ozulebilir grup asal mertebelidir.
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Ispat
Teorem 6.1 den dolayi G bir esas seriye sahiptir. G lokal nilpotenttir. Teorem
7.1 den dolayi faktorleri abeliyandir. Boylece G bir Sl-grubudur. Diger yandan
sonsuz basit SN-gruplarin varligi P.Hall tarafindan gosterildi [7].

7.3. Teorem

Normal altgruplarda minimal sarti saglayan bir lokal c¢ozulebilir grup

hiperabeliyandir.
Genel olarak min-n yi saglayan bir lokal ¢ozulebilir grup, bir Cernikov grup
degildir. Hatta lokal ¢ozulebilir gruplarin siniflari ve hiperabeliyan gruplar

kiyaslanamaz. Bu konularda daha fazla bilgi icin [7] ye basvurunuz.

7.1. Normal Altgruplar Uzerinde Maksimal Sartini Saglayan Lokal

Coziilebilir Gruplar
7.4. Teorem (Mc Lain)

G max-n yi saglayan bir lokal ¢dzulebilir grup olsun. O zaman bir p>0

sayisina, p nin her ry, r,,., r, pozitf tamsaylar dizisi igin

G™ < v (7, (7, (G))...) olacak sekilde m = m (p,G) karsilik gelir.

Ispat

m(0,G) = 0 olarak tanimlansin. O zaman iddia p = 0 igin dogrudur. Kabul

edelim ki m = m (p,G) tanimlanan 6zellik olsun. Yani

G™ <y, (.7, (v,(G))...)



dir. G/IG™"* max-n yi saglayan c¢ozilebilir bir grup oldugundan Teorem 2.27
den dolayl G/IG™" sonlu iireteclidir. Boylece G = X G™" olacak sekilde sonlu
uretecli bir X altgrubu vardir. G lokal ¢ozulebilir oldugundan X ¢ozulebilirdir.
Kabul edelim ki X in derived uzunlugu d olsun.

G=XG™ =X(G™Y) ve G™ <G

oldugundan Lemma 2.2 den dolayl G = Xy, (G™) dir. Fakat X“= 1

oldugundan

GD < X©@ v, (G ) = v, (G m)

dir. Boylece

G9< Ve (er Yy, (G).)

oldugundan m (p+1, G) = d dir.

7.5. Teorem

G normal altgruplarda maksimal sarti saglayan bir lokal ¢dzulebilir grup
olsun. O zaman G nin ¢ozulebilir olmasi igin gerek ve yeter sart G nin sonlu
uretecli altgruplarinin sinirli nilpotent uzunluguna sahip olmasidir.

Ispat

Kabul edelim ki G nin her sonlu Uretecli altgrubunun nilpotent uzunlugu < 7

olsun. Teorem 7.4 den dolayt m = m (/,G) vardir dyle ki s,,...,s, i¢in

G™ <y, (v4 (G)...)
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dir. G/IG™" sonlu (retecli oldugundan, X sonlu sonlu (retecli olmak lzere

G=XG ™ seklinde yazilir. Ayrica X in nilpotentlik sinifi </ oldugundan &yle

ry, ry,....,r, pozitif tamsayisi vardir ki

Yy (g (X)) = 1
dir. Boylece

G™ <y, (o7, (G)) < ¥, (o7, (X)...) ™D =G

dir. O halde G™ < G™® oldugundan G™ = (G™ Y drr.

G™ %1 olsun. G max-n yi sagladigindan M, M < G™ ye gére maksimal
olan G nin normal altgrubu olsun. G™ /M G nin esas faktérii oldugundan ve
Teorem 7.1 den dolayi G ™ /M abeliyandir. Béylece (G™) < M < G™ dir.
Bu bir geliskidir. O halde G™ =1 dir. G ¢ziilebilirdir.

7.6. Teorem ( Mc Lain )

Normal altgruplarda maksimal sarti saglayan bir lokal stpergozuilebilir G

grubu stper¢ozulebilirdir.
Ispat

Eger X G nin bir sonlu Uretegli altgrubu ise, o zaman X supergozulebilirdir.
Teorem 2.28 den dolayl X' nilpotenttir. Bdylece X in nilipotentlik uzunlugu 2
yada daha azdir. Simdi G nin ¢ozulebilir olmasi sonucuna ulagsmak igin

Teorem 7.5. i uygulayalim.
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Teorem 2.27 den dolayi G grubu sonlu (Ureteglidir ve bdylece

supergozulebilirdir.
7.1. Ornek

Max-n yi saglayan ¢ozumlu ve sonlu uretegli olmayan lokal ¢ozulebilir grular

vardir.

Her i sayisi icin bir tek minimal normal N, olan sonlu Uretegli olmayan G,

gruplari elde edilebilir.
G,=S;iseN; =A,<S,

dar. G, sonlu Uretegli ve N,, G, nin bir tek minimal normal altgrubu olsun. p
bir asal sayi ve p+|G,| olsun. R, GF(p) lizerinde G nin grup cebiri olsun. O
zaman R sol R-modul olarak dusunuldigunde Maschke’s Teoreminden tam
indirgenir. R nin her bir indirgenmez altmodull sadik degil ise o zaman N, ,

G.

nin indirgenmez gosterimlerinin ¢ekirdegi icindedir. Bundan baska R

sadik degildir. Boylece R nin sadik indirgenmez altmodulleri vardir.

Buna N,,, diyelim. G, , i N, , toplamsal altgrubu ile G, nin yaridirek ¢carpimi

i+1
olarak alirsak G,,; sonlu ¢ozimlt grup ve N;,,= C, (N,,,) dir. Boylece N, ,,

G ,,; in tek minimal normal altgrubu olur. G,

G,<G,<..

artan zincirinin birlesimi olsun. G lokal ¢6zimllu ve torsiyon gruptur. G sonlu

uretegli degildir.



12N < G olsun. O zaman bir j igin NNG,; = 1ise N;, G,

normal altgrubu oldugundan N, < N dirvei> 1 ise

NNG; =NN(N;G ;) =N;(Nn G ,)

dir. J, Nn G, =1 yi saglayan ilk sayi olsun. O zaman

N—<NmG , NN G

1

N.,,...>

j+27

N=<N, N

j+1e

G, G nin derived serisinin (J+1) inci terimi olsun.

Gj+l=Nj+1Gj J+1(N)G
Gj+2= Nj+2 Gj+1= (Nj+2 j+1 N ) G
G,<NG,,

bulunur. O zaman

G=UG, cNG,,cG
=)

oldugundan G = NG, dir. Bundan dolayi G max-n yi saglar. d(G;) = d

87

nin tek minimal

j

olsun.d,,; >d;+1 oldugunu gosterelim. G, ; =N, G, oldugundan

(G j+l)(dj 1) — (N G )(dj—l) > Gj (dj-1) ¢1

j+1

<Gy,

i+ =

dir. Bundan dolay1 G ; @ %1 dir. Boylece N

oldugundan
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G, =NG,“? dir.

]+

Gy 2N, G N 21= G, =1

dir. d, = d(S;) = d(G,) = 2 oldugundan d,(G,) > J dir. Bundan dolayi G

¢Ozulebilir degildir.

G =N,G,
o = L — @
(dj1) — (dj-1) (dj-1)
Gj+1 = _NJJrlGJ i VeGJ Jl¢1
oldugundan

G @ =N, =d, =d+

]+

dir. d(G;) = d,=2 oldugundan her j > 1 igin d(G;) = j+1 dir. Bundan dolay!
d(G) =00 dur.



89

KAYNAKLAR

. Robinson, D.J.S., “A course in the theory of groups 2™ ed.”, Springer-
Verlag-New York, Berlin Heidelberg, 1-385 (1996).

. Golod E.S. “On nil-algebras and residually finite p-groups”, izv.
Akadnauk SSSR Ser. Mat., 28 : 273-276 (1964)

. Roseblade, J.E., “On groups in which every subgroup is subnormal ”, J.
Algebra, 2: 402-412 (1965)

. Heineken, H. and Mohamed, I. J. “A group withe trivial centre satisfying
the normalizer condition”. J. Algebra, 10 : 368-376 (1968).

. Kappe, L.-C. And Kappe, W.P., “On theree-Engel Groups”, Math. Sog., 7:
391-405 (1972).

. Heineken, H., “Engelsche Elemente der Lange drei”, lllinois J. Math, 5:
681-707 (1961).

. Robinson, D.J.S., “Finiteness Conditions and Generalized Soluble Groups
2™ ed.”, Springer-Verlag, Berlin, 1-110 (1972).

. Wilson, J.S., “On periodic generalized nilpotent groups”, Bull London
Math. Soc., 9: 81-85 (1977).



Kisisel Bilgiler

Soyadi, adi
Uyrugu

Dogum tarihi ve yeri

Medeni hali
Telefon

e-mail
Egitim
Derece
Lisans

Lise

Is Deneyimi

Yil
1999-2006

Yabanci Dil

Ingilizce

Hobiler

Kitap, Seyahat, Tiyatro

OZGECMIS

: YILDIZ Esengul
: T.C.
:20.08.1978

:EVli

:0(312) 320 28 81

: esenguleren@yahoo.com

Egitim Birimi
Kocaeli Universitesi /
Matematik Bolimu

Sehremini Lisesi

Yer
Cebeci AM.L. ve K.M.L.

90

Mezuniyet tarihi
1999

1994

Gorev

Ogretmen



