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SİMGELER VE KISALTMALAR 
 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler   Açıklama 
 

[x,y]    x ve y nin komutatörü 

[X1 , X 2 ]   <[x1 ,x 2 ] : x1∈  X1   , x 2 ∈  X 2 > 

G′     [G ,G] 

G )(n     [G )( 1n−  ,G )( 1n− ] 

H<  G    H , G nin normal altgrubudur. 

H<<  G    H , G nin altnormal altgrubudur. 

G / H     G nin H ile bölüm grubu 

s ( G:H )   H nın G içindeki  altnormallik indeksi 

N G (H)    H nın G içindeki normalleyeni 

C G (H)    H nın G içindeki merkezleyeni 

Aut (G)   G nin otomorfizmaları grubu 

H≅K    H ile K izomorftur 

o(g)    g nin mertebesi 

C ∞p     quasi-devirli grup 

B(G)    G nin Baer radikali 

<x>    x tarafından üretilen devirli grup 

<H ,K >   H ve K tarafından üretilen grup 

K G     <g 1− kg : g∈G , k∈K> 

Fit (G)   G nin Fitting altgrubu 
Z(G)    G grubunun merkezi 

Z α (G)    G grubunun α  merkezi 

γ i (G)    1γ (G) = G , iγ (G) = [ 1i−γ (G) ,G] 

G m     < g m :g∈G> 



                                                                                                                                               xi 
 

Simgeler                           Açıklama 
 

|G:H|    H nın G içindeki indeksi 

H char G    H , G nin bir karakteristik altgrubudur. 
Frat G   G nin Frattini altgrubu 

 



     1 

1.GİRİŞ 

 

 P  grupların bir özelliği olsun. G bir grup olmak üzere  G nin her sonlu alt 

kümesi  bir P altgrubu tarafından içeriliyorsa, G ye bir lokal P - grubu denir. 

Eğer G nin her altgrubu P  özelliğine sahipse, o zaman bu tanım G nin her 

sonlu üreteçli altgrubunun P  grubu olmasıyla eşdeğerdir. 

 

Burada göz önüne alacağımız, lokal nilpotent gruplar nilpotent grupların bir 

genellemesidir. Bir lokal nilpotent grubun görüntüsünün ve altgruplarının lokal 

nilpotent olduğu kolayca görülür.  

 

 Lokal nilpotent gruplar oluşturmanın diğer bir yolu, nilpotent grupların bir 

ailesinin direkt çarpımını almaktır. Eğer direkt faktörlerin nilpotentlik sınıfları 

sınırlı değil ise , meydana gelen grup bir nilpotent olmayan lokal nilpotent 

grup olacaktır. 

 

Her altgrubu altnormal olan grupların sınıfı hakkında çok az şey biliniyor. 

Böyle gruplara Baer gruplar denir. Baer gruplar normalleyen şartını sağlar. 

Dolayısıyla teorem 4.3 den dolayı lokal nilpotenttir. Bu konuda Roseblade’nin 

dikkate değer teoremi: “Eğer bir G grubunun her alt grubu altnormal ve 

altnormallik uzunluğu bir doğal sayı ile sınırlı ise bu grup nilpotenttir.” 

şeklindedir [3].  

 

Daha sonra Heineken ve Mohammed her altgrubu  altnormal olan, nilpotent 

olmayan grup örneği inşa etmiştir [4]. Böylece Roseblade’nin teoreminin 

karşıtı doğru değildir. Sonunda Möhres tarafından eğer bir grubun her 

altgrubu altnormalse, bu grubun çözülebilir olduğu gösterildi. 

 

Engel teorinin başlıca amacı L(G), L  (G), R(G), R (G) altgruplarının sırasıyla 

Hirsch-Plotkin radikal, Baer radikal, hipermerkez  ve w-merkez ile 
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çakışmasını garanti eden şartları bulmaktır. Bu eşitliğin daima doğru 

olmayacağı Golod’un bir sonlu üreteçli sonsuz p-grup G nin (G öyleki G= 

L(G) = R(G)) örneği tarafından gösterilmiştir [2]. Bu grup kendi  Hirsch-Plotkin 

radikaline eşit değildir. Aksi taktirde sonlu olur. 
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2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUÇLARI 
 

2.1. Tanım  

 

G bir grup ve N ≤  G olsun. Her g∈G için Nngg 1 ∈−  ise o zaman N ye G nin 

bir normal altgrubu denir ve GN <  şeklinde gösterilir.  

 

2.2. Tanım  

 

G bir grup ve   n21 x,...,x,x   G  nin elemanları olsun.  

 

[ ] 2x
1

1
121

1
2

1
121 xxxxxxx,x −−− ==  

 

elemanına 2nolarakGenel.denirkomütatörüninxilex 21 ≥ ağırlıklı bir basit 

komütatör, indüksiyon yardımıyla 

 

[ ] [ ][ ]n1n21n21 x,x,...,x,xx,...,x,x −=  

 

şeklinde tanımlanır. Buna ağırlığı n olan bir basit komutatör denir. Burada 

[ ]1x  = x1  olarak kabul edilir. 

Gy,x ∈  için [ ]
→←n

y,...,y,x  komütatörü [ ]y,x n  ile gösterilir. n = 0 için [ ]y,x 0  = x 

olarak tanımlanır. 

 

,...X,X 21  bir G grubunun boştan farklı alt kümeleri olsun. 21 XveX  nin 

komütatör alt grubu 

 

[ ]=21 X,X  < [ ] 221121 Xx,Xx:x,x ∈∈ > 
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olarak tanımlanır. 

 

Burada [ ]G,GiseGXX 21 == komütatör grubuna G nin komütatör alt 

grubu denir ve 'G  ile gösterilir. Daha genel olarak 2n ≥  için indüksiyon 

yardımıyla 

 

[ ] [ ][ ]n1n1n1 X,X,...,XX,...,X −=  

 

olarak tanımlanır. Buna  X1 , X 2 , …,X n  nin komütatör grubu denir. 

 

2.3. Tanım  

 

G bir grup olsun. Eğer, 1=G 0 ,…,G n =G  G nin altgruplarının bir dizisi ve 

( )1n,...,1,0iGG 1ii −=+<   olmak üzere 1= G 0 <G1 <…<G n =G ise bu diziye G 

nin bir sonlu serisi denir. i1i GG + bölüm gruplarına serinin faktörleri denir ve 

iG  gruplarına serinin terimleri denir. Eğer bütün iG  ler farklı ise n negatif 

olmayan tamsayısına serinin uzunluğu denir.  

 

{ }β≤α= α :HT  bir β  ordinaline eşit veya küçük ordinallerle indekslenen 

G nin altgruplarının bir kümesi olsun. Eğer T kümesi  

 

(a) α 1  ≤  α 2  ise  H
1α
≤  H

2α
 

(b) GHve1H0 == β  

(c) 1HH +αα <  

(d) Eğer λ  limit ordinal ise    α
λ<α

λ = HH U dır.  

 

şartlarını sağlıyorsa T ye G nin bir artan serisi denir ve 

  

1 = H 0 <H1  …H β = G 
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şeklinde gösterilir. 

 

Eğer T kümesi 

 

(a’) α 1  ≤  α 2  ise  H
1α
≥   H

2α
 

(b’) 1HveGH0 == β  

(c’) α+α HH 1 <  

(d’) Eğer α
λ<α

λ =λ HHiseordinalitlim I  dır.  

 

şartlarını sağlıyorsa T ye G nin bir azalan serisi denir ve  

 

GHHH...H1 012 == β <<<  

 

 şeklinde gösterilir.  

 

2.4. Tanım 

  

G bir grup olsun. GG...GG1 n10 == <<<  G nin bir serisi olsun. Eğer i1i GG +  

abeliyan ise G ye çözülebilir grup denir. G nin bu şekildeki serilerinin en 

küçük uzunluğuna G nin komütatör uzunluğu denir.  

 

2.5. Tanım  

 

G bir grup, H G nin bir alt grubu olsun. Eğer her EndG∈α  için HH ≤α  ise 

H ya  G nin bir fully-invariant altgrubu, eğer her α ∈ AutG için HH ≤α  ise H 

ya G nin karakteristik altgrubu denir. 

 

2.6. Tanım 

 

G bir grup olsun.  
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Z (G) = { z ∈ G : her g ∈ G için gz = zg } 

 

kümesine G nin merkezi denir ve aynı zamanda Z (G), G nin karakteristik 

altgrubudur. 

 

2.7. Tanım  

 

G bir grup olsun. G nin artan bir  

 

GG...GG1 10 == β<<<  

 

serisi için ( ) içinherveGG β<αβ≤αα <  

 

( )αα+α ≤ GGZGG 1  

 

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip 

olan gruba hipermerkez grup denir. Eğer G nin bir sonlu merkez serisi varsa 

G ye bir nilpotent grup denir. Bu durumda G nin merkez serilerinin 

uzunluklarının en küçüğüne G nin nilpotentlik sınıfı denir.  

 

2.8. Tanım  

 

G bir grup, ( ) GG 0 =  olsun. Her için1i > ( ) ]G,G[G )1i()1i(i −−=  şeklinde 

tanımlansın. O zaman  

 
( ) ( ) GGG... 12 ≤≤≤  

 

dir. Buna G nin komütatör (derived) serisi denir. ( ) 'GG 1 =  ile gösterilir. G bir 

çözülebilir grup ise bir 0n ≥  için ( ) .dir1G n =  Bu şekildeki en küçük 0n ≥  

tamsayısı  G nin komütatör (derived) uzunluğuna eşittir.  
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2.9. Tanım 

 

G bir grup ( ) ( ) ( )GZGZ,1GZ 10 ==  olsun. Eğer α  limit ordinal ise 

( ) ( )GZGZ β
α<β

α = U  

 

ve α  limit ordinal değil ise  

 

( ) ( ) ( )( )GZGZGZGZ 11 −α−αα =  

 

şeklinde tanımlansın. G nin kardinali aşılamayacağından Z λ (G) = Z 1+λ =… 

olacak şekilde bir λ  ordinali vardır. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi 

denir. 

 

( ) ( ) ...GZGZ1 10 ≤≤=  

 

ye G nin genelleştirilmiş yukarı merkez serisi denir. 

 

Eğer Z λ (G) = G ise G bir hipermerkez gruptur. Eğer bir n doğal sayısı için 

( ) GiseGGZn = nilpotent gruptur. Bu şekildeki n tamsayılarının en küçüğü 

G nin nilpotentlik sınıfına eşittir. 

 

2.10. Tanım  

 

G bir grup, ( ) GG1 =γ  olsun. Eğer α  limit ordinal ise, 

 

( ) ( )GG β
α<β

α γ=γ I  

 

ve α  limit ordinal değil ise,  
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γ α  (G)  =  [ 1−αγ (G) , G] 

 

şeklinde tanımlansın. 

 

( ) ( ) GGG... 12 ≤γ≤γ≤  

 

ye G nin genelleştirilmiş aşağı merkez serisi denir. Eğer bir n tamsayısı için 

( ) 1G1n =γ +  ise G nilpotenttir. Bu şekildeki doğal sayıların en küçüğü n ise    

G nin nilpotentlik sınıfı n dir.  

 

2.11. Tanım  

 

G bir grup olsun. G nin her sonlu üreteçli altgrubu nilpotent ise, G ye lokal 

nilpotent grup denir. 

 

2.12. Tanım  

 

G bir grup ve p bir asal sayı olsun. Her Gg ∈  için 1g
np =  olacak şekilde bir 

0n ≥  tamsayı varsa, başka bir deyişle G nin her elemanının mertebesi p nin 

bir kuvveti ise o zaman G ye bir p-grubu denir.  

 

2.13. Tanım  

 

=G  < ,...3,2,1i,cc,1c:c i
p

1i
p
1i === + > şeklinde tanımlı G grubuna lokal devirli 

p-grubu veya prüfer p-grubu veya ∞pC  tipinde bir grup denir. ∞pC  grup her 

öz altgrubu sonlu devirli grup olan sonsuz bir p-grubudur.  

 

2.14. Tanım  

 

G bir grup olsun. Eğer G sonlu sayıda ∞pC  tipindeki grupların direkt 
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çarpımının sonlu genişlemesi ise G ye bir Černikov grup denir.  

 

2.15. Tanım  

 

G bir grup olsun. Eğer G grubunun her elemanının mertebesi sonlu ise o 

zaman G ye torsiyon (periyodik) grup denir. Eğer G grubunun birimden başka 

hiçbir elemanının mertebesi sonlu değilse o zaman G ye torsiyonsuz grup 

denir.  

 

2.16. Tanım  

 

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eğer G nin  

 

GH...HHH 01rr == − <<<  

 

olacak şekilde r10 H,...,H,H  alt grupları varsa H, G de altnormaldir denir. 

Burada r sonlu ve 1r,...,1,0i −=  için i1i HH <+  dir. H r< G veya GH << veya 

HsnG  ile gösterilir. HHr =  olacak şekildeki en küçük 0r ≥  tamsayısına H 

nin G içindeki altnormallik indeksi denir ve ( )H:Gs  ile gösterilir.  

 

2.1.  Teorem [1] 

 

G bir nilpotent grup olsun. O zaman G de sonlu mertebeli elemanların kümesi 

T bir fully-invariant  altgrubudur. Öyle ki TG  torsiyonsuzdur ve pT nin G nin 

tek maksimum p - altgrubu olmak üzere pr TDT
p

=  dir.  

 

2.2. Teorem (Fitting’s teorem) [1] 

 

M ve N, bir G grubunun normal nilpotent grupları olsunlar. Eğer M ve N nin 
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nilpotentlik sınıfları sırasıyla c ve d ise, o zaman MNL =  nin nilpotentlik 

sınıfı en fazla dc +  dir.  

 

2.17. Tanım  

 

Kısmi sıralı bir kümenin boştan farklı her altkümesinin en az bir maksimal 

elemanı var ise, kısmi sıralı kümeye maksimal şartını sağlar denir. 

 

2.3. Teorem [1] 

 

Eğer G bir nilpotent grup ve abG  sonlu üreteçli ise o zaman G, maksimal şartı 

sağlar. 

 

2.4. Teorem [1]  

 

G bir grup ve x, y, z ∈ G olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır.  

 

(i) [ ]y,x  = [ ] 1x,y −  

(ii) ]z,xy[  = y]z,x[  ]z,y[  ve ]yz,x[  = ]z,x[  z]y,x[  

(iii) ]y,x[ 1−  = 
1

y 1
]y,x[

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

 ve ]y,x[ 1−  = 
1

x 1
]y,x[

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

 

(iv) y1 ]z,y,x[ −  z1 ]x,z,y[ −  x1 ]y,x,z[ −  = 1 (Hall-Witt Eşitliği) 

 

2.5. Teorem [1] 

 

X  bir grubun alt kümesi ve  K da altgrubu olsun. O zaman  

 

(i) X K  = < X, [X,K] >  

(ii) [X,K] K  = [X,K]  

(iii) K = < Y >  ise [X,K] = [X,Y] K  dır. 
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2.6. Teorem [1] 

 

G bir grup. H ve K G nin altgrupları olsunlar. Eğer  

>=<>=< YKveXH  ise o zaman [ ] [ ] HKY,XK,H =  dır. 

 

2.7. Teorem [1]  

 

G bir sonlu grup olsun. O zaman aşağıdaki özellikler denktir.  

 

)i(  G nilpotenttir;  

)ii(  G nin her altgrubu altnormaldir;  

)iii(   G normalleyen şartını sağlar;  

)ıv(   G nin her maksimal altgrubu normaldir;  

)v(   G, Sylow altgruplarının direk çarpımıdır.  

 

2.8. Teorem [1] 

 

G bir Ω  grup ve H da G nin Ω -altgrubu olsun. x ∉ H ve x ∈ G olsun. O 

zaman H ≤  K ve x ∉ K olacak şekilde G nin bir maksimal K Ω -altgrubu 

vardır. 

 

2.9. Teorem [1]  

 

Bir Ω  grubun Ω−max  yı sağlaması için gerek ve yeter koşul her Ω  

altgrubun bir grup−Ω olarak sonlu üreteçli olabilmesidir.  

 

2.10. Teorem [1]  

 

Herhangi bir G grubunda Frattini altgrup, G nin üreteci olmayan 

elemanlarının kümesine eşittir. 
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2.18. Tanım 

 

G bir grup olsun. G nin bütün maksimal altgruplarının kesişimine, G nin 

Frattini altgrubu denir. G nin maksimal altgrubu yoksa Frattini altgrup G ye 

eşit alınır. Açık olarak bu altgrup G nin karakteristik altgrubudur ve Frat G 

biçiminde gösterilir.  

 

2.11 Teorem [1] 

 

G bir sonlu grup olsun. G nin nilpotent olması için gerek ve yeter şart 

FratGG' ≤  olmasıdır.  

 

2.19. Tanım  

 

G bir grup, H ve K  G nin altgrupları, K <  G ve K ≤  H olsun. Eğer H/K , G/K 

nın bir minimal normal altgrubu ise H/K ya G nin bir esas faktörü denir.  

 

2.12. Teorem [1] 

 

G bir lokal nilpotent grup olsun. G grubunun esas faktörü merkezdedir. 

 

2.20. Tanım  

 

G bir grup olsun. G nin bütün elemanları sonlu mertebeli ve sınırlı ise, o 

zaman G grubuna sonlu exponentlidir denir. Her x∈G için öyle bir n ≥1 

tamsayısı vardır ki x n =1 dir. 

 

2.13. Teorem [1] 

 

G bir grup olsun. G normal alt gruplarda minimal şartı sağlasın. O zaman G 
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sonlu indeksli bir tek minimal altgruba sahiptir. Bu altgrup G de 

karakteristiktir. 

 
2.14. Teorem [1] 

 

G bir grup olsun. Eğer G grubu min-n yi sağlar ve H G nin sonlu indeksli bir 

altgrubu ise, o zaman H min-n yi sağlar. 

 

2.15. Teorem [1] 

 

G bir abeliyan grup olsun. G grubunun minimal şartı sağlaması için gerek ve 

yeter koşul G nin, sonlu sayıda quasıdevirli grupların ve mertebesi bir asal 

sayının kuvveti olan devirli grupların bir direkt çarpımı olarak yazılmasıdır. 

 

2.21. Tanım  

 

G bir grup olsun. G nin bir tek maksimal normal lokal nilpotent altgrubu 

vardır. Bu altgruba G nin Hirsch-Plotkin radikali denir. 

 

2.22. Tanım  

 

G bir grup olsun. G nin bütün normal nilpotent altgruplarının ürettiği gruba G 

nin Fitting altgrubu denir ve Fit(G) ile gösterilir. 

 

2.16. Teorem [1] 

 

G bir grup, i ve j pozitif tamsayılar olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır. 

 

(i) [ iγ G , jγ G] ji+γ≤ G 

(ii) iγ ( jγ G) ≤ ijγ G 

(iii) Eğer j ≥  i ise [ iγ G, Z j G] ≤  Z 1j− G 
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(iv) Z i (G/Z j G) = Z ji+ G/Z j G 

 

2.17. Teorem [1] 

 

 Eğer G bir nilpotent grup ve 1≠  N <  G ise, o zaman N ∩  ZG ≠  1 dir. 

 

2.1. Zorn Lemma  

 

X boş olmayan kısmi sıralı bir küme olsun. X in her zinciri bir üst sınıra sahip 

ise, o zaman X in bir maksimal elamanı vardır. 

 

2.18. Teorem [1] 

 

Nilpotent bir grubun, bir minimal normal altgrubu merkezdedir. 

 

2.23. Tanım  

 

G bir grup olsun. G nin bütün abeliyan altnormal altgruplarının ürettiği 

altgruba G nin Baer radikali denir ve B(G) ile gösterilir. G = B(G) ise G ye bir 

Baer grup denir. 

 

2.19. Teorem [1] 

 

G bir abeliyan grup olsun. G nin injektif olması için gerek ve yeter şart, G nin 

bölünebilir olmasıdır. 

 

2.20. Teorem [1] 

 

G bir nilpotent olmayan bir grup olsun. G grubunun her maksimal altgrubu 

nillpotent olsun. O zaman, 

 



     15 

(i) G çözülebilirdir. 

(ii) p ve q birbirinden farklı asal sayılar olmak üzere G  = p m q n  dir. 

(iii) Bir tek P,Sylow p-altgrubu vardır ve bir tek Q Sylow q-altgrubu devirlidir. 

G = QP ve P<G dir. 

 

2.21. Teorem [1] 

 

G bir grup olsun. Eğer N<G ve N ile G/N′ nilpotent ise, o zaman G 

nilpotenttir. 

 

2.22. Teorem [1] 

 

F herhangi bir cisim, G GL(n,F) nin bir altgrubu olsun. Eğer G nin her elemanı 

unipotent ise, G U(n,F) nin bir altgrubuna eşleniktir. U(n,F) bütün üst 

üçgensel matrislerin grubudur.  

 

2.23. Teorem (Černikov) [1] 

 

G bir çözülebilir grup olsun. G grubunun minimal şartı sağlaması için gerek 

ve yeter şart, sonlu sayıda quasidevirli grupların bir direkt çarpımının bir 

sonlu genişlemesi olmasıdır. 

 

2.24. Tanım 

 

G bir grup olsun. Eğer G sonlu sayıda quasidevirli grupların bir direkt 

çarpımının bir sonlu genişlemesi ise G ye Černikov grup denir. 

 

2.24. Teorem [1] 

 

G grubu normal altgruplarda minimal şartı sağlasın. O zaman G,sonlu 

indeksin bir tek minimal altgrubuna sahiptir. Bu grup G de karakteristiktir. 
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2.25. Teorem [1] 

 

G bir çözülebilir grup ve F, G nin Fitting altgrubu olsun. 

 

(i) Eğer 1≠N <  G ise,o zaman N, G nin bir trivial olmayan normal abeliyan 

altgrubunu içerir ve N I  F ≠ 1 dir. 

(ii) C G ( F ) = ZF dir. 

 

2.26. Teorem  (Jordan-Hölder) [1] 

 

S bir Ω -kompozisyon serisi ve T bir G Ω -grubun herhangi bir Ω -serisi olsun. 

O zaman T bir kompozisyon serisi olan ve S ile Ω -izomorfik olan incelmişine 

sahiptir. 

 

2.27. Teorem [1] 

 

Normal altgruplarda maksimal şartı sağlayan bir çözülebilir G grubu sonlu 

üreteçlidir. 

 

2.2.  Lemma (D.H. Mc Lain) [7] 

 

G bir grup, X ≤  G ve N<G olmak üzere G = XN′ olsun. O zaman i bir pozitif 

tamsayı olmak üzere G = X γ i  (N) dir. 

 

2.25. Tanım 

 

G bir grup olsun. Eğer G grubu bir normal devirli seriye sahipse, G ye 

süperçözülebilir grup denir. Yani faktörleri devirli olan normal altgrupların bir 

serisine sahipse. Aşikar olarak süperçözülebilir gruplar çözülebilirdir. 
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2.28. Teorem [1] 

 

Eğer G bir süperçözülebilir grup ise o zaman FitG nilpotenttir ve G/FitG bir 

sonlu abeliyan gruptur. Özel olarak G′ nilpotenttir. 
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3. LOKAL NİLPOTENT GRUPLAR 
 

P  grupların bir özelliği olsun. G bir grup olmak üzere  G nin her sonlu alt 

kümesi  bir P  altgrubu tarafından içeriliyorsa, G ye bir lokal P  - grubu denir. 

Eğer G nin her altgrubu P  özelliğine sahipse, o zaman bu tanım G nin her 

sonlu üreteçli altgrubunun. P    grubu olmasıyla eşdeğerdir. 

 

Burada göz önüne alacağımız, lokal nilpotent gruplar nilpotent grupların bir 

genellemesidir. Bir lokal nilpotent grubun görüntüsünün ve altgruplarının lokal 

nilpotent olduğu kolayca görülür.  

 

3.1. Teorem  

 

G bir lokal nilpotent grup ve T, G nin mertebeleri sonlu olan elemanlarının 

kümesi olsun. O zaman T (Bu gruba G nin torsiyon altgrubu denir.) G nin 

fully-invariant altgrubudur öyle ki TG  torsiyonsuzdur ve T p-gruplarının bir 

direkt çarpımıdır [2] . 

 

 İspat 

 

Önce T nin G nin bir altgrubu olduğunu gösterelim. T nin boştan farklı olduğu 

aşikardır. x ve y  T nin elamanları olsun. O zaman x ve y sonlu mertebeye 

sahiptir. <x, y> = K olsun. G lokal nilpotent olduğundan K nilpotenttir. T1 , K 

nın mertebesi sonlu olan elemanların kümesi olsun. Teorem 2.1 den dolayı  

T 1 , K nın bir alt grubudur. Böylece xy 1− ∈ T 1  dir. Böylece xy 1−  sonlu ve 

böylece xy 1− ∈ T dir. T nin fully invaryant ve G/T nin torsiyonsuz  olduğu 

aşikardır. 

 

Şimdi T nin p-altgruplarının direkt çarpımı olduğunu gösterelim. Π , T nin 

elemanlarının mertebesinin bütün asal bölenlerinin kümesi olsun. p∈Π  
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olmak üzere T p  T nin bütün p-elamanlarıyla üretilen altgrup olsun. T p  nin bir 

p-grubu olduğunu gösterelim. 

 

1≠ χ  ∈ T p  olsun.  iχ  ler p-elemanlar olmak üzere x = 1χ . 2χ … nχ  şeklinde 

yazılabilir. 

 

H = <x1 ,x 2 ,…,x n >  

 

olsun. O zaman H nilpotenttir. H p elemanlar tarafından üretilen nilpotent 

grup olduğundan H bir p-gruptur. Böylece χ  bir p elamanı ve dolayısıyla T p  

bir p-gruptur. Ayrıca T p , T nin normal altgrubudur. 

 

Şimdi  1≠ χ  ∈ T ve o(m) = m olsun. O zaman p i ∈Π  birbirinden farklı asal 

sayılar olmak üzere  

 

m = p1
1e …p n

ne  

 

şeklinde yazılabilir.  m i =  
ie

ip
m        olmak üzere  (m 1 ,…,m n ) = 1 dir. Böylece 

m1 1l + m z zl +…+m n nl = 1 olacak şekilde il ∈ Z vardır. 

 

χ= 1χ  = (χ 1m ) 1l (χ 2m ) 2l …(χ nm ) nl  ∈ T
1p T

2p …T
np  

 

olduğundan T =∏
∈Hp

w T p  dir. T p I∏ qT  = < 1 > olduğu açıktır. Bundan 

dolayı T = 
Π∈p

D r T p  dir. 

 

Lokal nilpotent gruplar oluşturmanın diğer bir yolu, nilpotent grupların bir 

ailesinin direk çarpımını almaktır. Eğer direk faktörlerin nilpotentlik sınıfları 
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sınırlı değil ise, meydana gelen grup bir nilpotent olmayan lokal nilpotent grup 

olacaktır. 

 

3.1. Normal Lokal Nilpotent Altgrupların Çarpımları 
 

İki normal nilpotent altgrubun çarpımı nilpotenttir. Bu Fitting’s teoremdir. 

(Teorem 2.2). Benzer durum lokal nilpotent gruplar için geçerlidir ve büyük 

önem taşır. 

 

3.2. Teorem  

 

H ve K bir grubun normal lokal nilpotent altgrupları olsunlar. O zaman 

HKJ =  çarpımı lokal nilpotenttir. 

 

İspat 

 

KkveHh ii ∈∈  olmak üzere   〉〈 mm11 kh,......,kh   J nin bir sonlu üretilmiş 

altgrubu olsun. 

 

〉〈=〉〈=〉〈= Y,XZvek,......,kY,h,......,hX m1m1  olsun. ZJ ≤  olduğundan, Z 

nin nilpotent olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

m,.......,1j,i =  olmak üzere, C tüm ]k,h[ ji komütatörlerin kümesini göstersin. 

O zaman H ve K normal olduğundan KHC ∩⊆ ve KHCx ∩≤ dır. C sonlu 

bir küme, X de sonlu üreteçli olduğundan, 〉〈 C,X  H nin sonlu üreteçli bir 

altgrubudur. H lokal nilpotent olduğundan 〉〈 C,X  nilpotenttir. Sonlu üreteçli 

nilpotent gruplar Teorem 2.3 den dolayı maksimal şartı sağlar Normal 

kapanış xC  sonlu üreteçli olduğundan nilpotenttir. Bundan başka 

KHCx ∩≤ olduğundan KY,KCx ≤≤ olduğundan KY,Cx ≤〉〈  dır. 〉〈 Y,Cx  

sonlu üreteçli ve K lokal nilpotent olduğundan 〉〈 Y,Cx  nilpotenttir. Maksimal 
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şartı sağlar. Teorem 2.6  dan dolayı [ ] XYCY,X =  dır. Teorem 2.5 den 

dolayı [ ] XXYX YY,X,YC,YC,Y =〉〈=〉〈=〉〈 dir.Böylece XY  nilpotenttir. 

Benzer şekilde YX  nilpotenttir. Teorem 2.2  den dolayı XY YXY,XZ =〉〈=  

nilpotenttir.  

 

3.3. Teorem 

 

G bir grup olsun. G nin bütün normal lokal nilpotent altgruplarını içeren, bir 

tek maksimal lokal nilpotent altgrup vardır. Bu grup Hirsch-Plotkin radikal 

olarak adlandırılır.  

 

İspat  

 

S = { H : H <  G , H lokal nilpotent } olsun.  

 

≠S Ø olduğu açık. { } Ι∈iiH  S nin bir zinciri ve i
i

HH
Ι∈

= U  olsun. .dirGH <  H 

nin lokal nilpotent olduğunu gösterelim. 〉〈 n21 x,...,x,x  H nin sonlu üreteçli bir 

altgrubu olsun. O zaman öyle bir Ι∈j  vardır ki jn21 Hx,...,x,x ∈  dir. jH  lokal 

nilpotent olduğundan ve 〉〈 n21 x,...,x,x  jH  nin sonlu üreteçli bir altgrubu 

olduğundan 〉〈 n21 x,...,x,x  nilpotenttir. Bundan dolayı H lokal nilpotenttir. 

Böylece SH ∈  dir.  H bu zincir için bir üst sınır olduğundan Zorn lemma (2.1) 

dan dolayı, S nin bir maksimal elemanı vardır. 

 

Kabul edelim ki H ve K, G nin iki maksimal normal lokal nilpotent altgrupları 

olsun. O zaman Teorem 3.2. den dolayı HK lokal nilpotent ve GHK <  dir. 

Ayrıca HKK,H ≤  dır. H maksimal normal lokal nilpotent olduğundan 

HKH = dır. Böylece HK ≤  dır. O zaman KH = dır.  
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FitG nin G nin Hirsch-plotkin radikali tarafından içerildiği aşikardır. Eğer G 

sonlu ise bu iki grup birbirine eşittir. 

 

3.2. Artan Altgruplar 
 

G bir grup  ve { }β≤α= αHT  bir β  ordinaline eşit veya küçük ordinallerle 

indekslenen G nin altgruplarının bir kümesi olsun. Eğer T kümesi,  

 

(a) 
21

HHise21 αα ≤α≤α  

(b) GHve1H0 == β  

(c)  1HH +αα <  

(d) Eğer α  limit ordinal ise   α
λ<α

λ = HH U  dır.  

 

şartlarını sağlıyorsa T ye G nin bir artan serisi denir ve  

 

1 = H 0 <H1 < ... Hβ = G 

 

şeklinde gösterilir. αH  ya serinin terimleri, α+α HH 1  ya serinin faktörleri, β  ya 

serinin uzunluk veya ordinal tipi denir. β  sonlu ise, artan seri bir sonlu 

uzunlukta seri halini alır. Bazen, artan seri bir K altgrubunda başlar. Bu 

durumda KH0 = olur.  

 

3.1. Örnek 

 

A ≅  C ∞p  , X = < x > ve o(x) = 2 olmak üzere a x  = a 1−  olsun. AXG ×=  

yarıdirek çarpımını göz önüne alalım. G lokal dihedral 2-grubudur. A i , A nın 

mertebesi 2 i  olan tek (devirli) altgrubu olsun. a∈ A olmak üzere 
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.tiptir2A,ikenaa 1x ∞−= i
i 2,A  mertebesi ile, A nın tek (devirli) altgrubu 

olsun. O zaman  

 

[ ] 21111 aaaaxxax,a −−−−− ===  

 

olduğundan [ ] .AAX,A i
2

1i1i == ++  Bu nedenle 1ii XAXA +< dır ve bir 

 

GXA...XAXAX 21 =<<<<  

 

artan serisi vardır. Burada XAXAi
wi

=
<
U  dır. Bundan dolayı  X, G de 

artandır. Diğer bir yandan 

 

[ ] GXAX,AXXX AG ====  

 

dir. Bu yüzden X, G de altnormal değildir. 

 

Şimdi lokal nilpotent gruplara dönersek, Hirsch-Plotkin radikal, sadece 

normal lokal nilpotent altgruplar değil daha fazlasını içerir.  

 

3.4. Teorem  

 

G bir grup olmak üzere, G nin Hirsch-Plotkin radikali bütün artan lokal 

nilpotent altgrupları içerir.  

 

İspat 

 

H, Gnin bir artan lokal nilpotent altgrubu olsun. O zaman, 

 

H = H 0 <H1  … H β  
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olacak şekilde, G nin αH  artan serisi vardır. α
α = HHH  olsun. O zaman, 

 
G

21 HH...HHH == β<<  

 

 bir artan seridir. Transfinite indüksiyon ile αH  nın lokal nilpotent olduğunu 

gösterelim. Eğer 1=α  ise 1HH =  olur. H lokal nilpotent olduğundan 1H  

lokal nilpotenttir. 1>α  olmak üzere kabul edelim ki αH  lokal nilpotent 

olmayacak şeklilde, α  en küçük ordinal olsun. Eğer α  limit ordinal ise 

γ
α<γ

α = HH U  şeklinde yazılabilir. Her α<γ  için γH  lokal nilpotent 

olduğundan, αH  lokal nilpotenttir. Bu bir çelişkidir. Böylece α  limit ordinal 

olamaz. Dolayısıyla 1−α  vardır ve 1H −α  lokal nilpotenttir.  

 

( ) ( ) α−α === αα−αα HHHH HHHH
1 1  

 

dır. O halde her α∈ Hx  için αα−α = HHH
xx

1 <  dır. Böylece 

 

( ) α−α
∈

−α == α

α

∏ HHH
H

1
Hx

x
1  

 

 dır. Ayrıca 
x

1H −α  lokal nilpotenttir. αα H,T  nın Hirsh-Plotkin radikali ise her 

α∈ Hx  için α−α ≤ TH
x

1  dır. Böylece αH  ≤  T α  olduğundan αH  = T α ve αH  

lokal nilpotenttir.  

 

Bu bir çelişkidir. O halde kabulümüz yanlıştır. Özel olarak GH  lokal 

nilpotenttir. Böylece GH  ve özel olarak H, G nin Hirsch-Ploktin radikali 

tarafından içerilir.  
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3.3. Lokal Nİlpotent Gruplarda Maksimal Altgruplar Ve Esas Faktörler 
 

Nilpotent grupların bilinen iki özelliğini hatırlayalım. Maksimal altgruplar 

normaldir ve esas faktörler merkezdedir (Teorem 2.7 ve Teorem 2.12). Şimdi 

bunların lokal nilpotent gruplar içinde sağlandığını görelim. 

 

3.5. Teorem  (Baer, Mclain) 

 

G bir lokal nilpotent grup ve M, G nin bir maksimal altgrubu olsun. O zaman 

GM <  dir. Buna denk olarak G′ ≤  Frat G dir. 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki M, G de normal olmasın. O zaman MG' ≤  dir. Eğer MG' ≤  

ise her g ∈ G, m ∈ M  için  [ ] MGm,ggmmg '11 ≤∈=−−  dir. O halde 

g 1− m 1− gm ∈ M  ise g 1− m 1− g ∈ Mm 1−  = M dir. Bundan dolayı (g 1− m 1− g) 1−  ∈ 

M ve g 1− mg ∈ M dir.Yani M<  G olur. Bu bir çelişkidir. Böylece öyle 
'Gc ∈ \M elemanı vardır ki M, G nin maksimal alt grubu olduğundan 

〉〈= M,cG  dir. 'Gc ∈ olduğundan '
n21 g,......,g,gc 〉〈∈  olacak şekilde 

Ggi ∈  elemanları vardır. GM,c =〉〈  olduğundan, M nin öyle bir sonlu 

üreteçli F altgrubunu bulabiliriz ki her g i ∈ 〉〈 F,c  olur. Fc ∉ olduğundan 

Teorem 2.8 den dolayı NcveNF ∉≤ şartını sağlayan, maksimal olan bir 

N altgrubu vardır. Böylece N, 〉〈 F,c  nin maksimal altgrubudur.  

 

Kabul edelim ki 〉〈≤<< F,cKNF  olacak şekilde K altgrubu olsun. O 

zaman Kc ∈  dır. Böylece 〉〈= F,cK  dir. Buradan N, nilpotent LF,c =〉〈  

grubun bir maksimal altgrubudur. Bu nedenle LN <  ve NL  abeliyandır.  

O zaman L′ ≤  N ve g 1 ,g 2 ,…,g n ∈ L olduğundan c ∈ < g 1 ,…,g n >′ ≤  L′ ≤  N 

Böylece Nc ∈  dir. Bu bir çelişkidir.  



     26 

Sonlu gruplarda G′ ≤  Frat G olma şartı nilpotentliği verir. Fakat sonsuz 

gruplarda bu şart daha zayıf bir şarttır. Çünkü sonsuz gruplarda maksimal 

altgrup olmayabilir ve GFratG =  olabilir.  

 

Örneğin G = C ∞p ~ C ∞q  ise Frat G = G ve G′ ≤  FratG dir. Bununla birlikte 

qp ≠ ise G lokal nilpotent değildir. Böylece G′ ≤  FratG lokal nilpotent 

değildir.  

 

3.6. Teorem (Mal’cev, McLain) 

 

Bir lokal nilpotent G grubunun, bir esas faktörü merkezdedir.  

 

İspat 

 

N, G nin miminal normal altgrubu olmak üzere )G(ZN ≤ olduğunu östermek 

yeterlidir. Kabul edelim ki N≤  Z(G) olsun. O zaman 1]g,a[ ≠  olacak şekilde 

Gg,Na ∈∈ vardır. GN <  olduğundan  b = [ a,g ] = aga 1− g 1− ∈ N ve 

böylece b G  ≤  N G = N dir.  N G nin minimal normal altgrubu olduğundan 

.dirNbG =  Ayrıca Na ∈  olduğundan a ∈ < b 1g ,…,b ng > olacak şekilde 

Ggi ∈  vardır. H = < a,g,g1 ,…,g n  > olsun. H, G nin sonlu üreteçli altgrubu 

olduğundan nilpotenttir. HaA =  olsun. O zaman [ ] [ ]H,Ag,ab ∈=  tır. Her 

1≤ i≤  n için g i ∈ H olduğundan b ig ∈[A,H] ig = [A ig ,H ig ] dır. A = a H  

olduğundan Aa)a(A HgHg ii === ve böylece b ig ∈ [A ig , H ig ] = [A,H]  dır. 

Bundan dolayı a∈ [A,H] dır. 

 

a H = < a > [< a >, H] ≤  [A,H] 

 

olduğundan [ ]H,Aa H ≤  dır. Fakat [ ] AH,AA ≤≤ olduğundan A = [A,H] dır ve 

her 1r ≥  için  
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[ ] [ ][ ] [ ][ ][ ] [ ].H,A......H,H,H,AH,H,AH,AA r=====  

 

dır. H nilpotent olduğundan  1k ≥  için [ ] 1H,A k = dır. Böylece 1A =  ve 

1a =  dir. O zaman [ ] 1g,ab == dir.  Bu bir çelişkidir. O halde N ≤  Z (G ) 

dir. 

 

3.4. Sonluluk Şartına Bağlı Lokal Nilpotent Gruplar 

 
Her sonlu üreteçli lokal nilpotent grup nilpotenttir. Bazen bir sonluluk 

sınırlaması lokal nilpotent grup üzerine getirilirse, grup nilpotent olmaya 

zorlanır.  

 

3.7. Teorem  (McLain)  

 

G normal altgrupları üzerinde maksimal şarta sahip (max-n) bir lokal nilpotent 

grup olsun. O zaman G sonlu  üreteçli bir nilpotent gruptur.  

 

İspat  

 

G max-n yi sağladığından, 'GG  de max-n yi sağlar. 'GG abeliyandır. 

Abeliyan grubun her altgrubu normaldir. 'GG  max ı sağlar. Teorem 2.9 dan 

dolayı 'GG  sonlu üreteçlidir. O zaman 'XGG =  olacak şekilde sonlu 

üreteçli bir X altgrubu vardır. G lokal nilpotent ve X sonlu üreteçli olduğundan, 

X nilpotenttir. X in nilpotentlik sınıfı c olsun. Çizgiler Gmod 2c +γ  ye göre 

bölüm gruplarını göstersin. O zaman 'GXG =  dir ve G  nilpotent gruptur.  

Teorem 2.11. den dolayı GFratG' ≤  dir. O zaman GFratXG =  olur. Teorem 

2.10. dan dolayı XG =  dır. Böylece G  nilpotenttir. O zaman X in nilpotentlik 

sınıfı c olduğundan 1c+γ ( G ) = 1 yani 1c+γ (G/ 2c+γ (G)) = 1 dir. Bundan dolayı 

)G()G( 2c1c ++ γ≤γ   dir.  Böylece )G()G( 2c1c ++ γ=γ  dir. )G(1c +γ  yi L ile 
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gösterelim. L = γ 2c+ (G) olduğundan [ ]G,LL =  olur. Eğer 1L ≠  ise,  G max-n 

yi sağladığından N < L şartına göre bir maksimal normal altgrup seçebiliriz. 

Fakat NG,NL  de minimal normaldir. Bu yüzden Teorem 2.12 den dolayı 

NG,NL   nin merkezindedir. Böylece [ ] LNGL <≤,  dir. Bu bir çelişkidir. 

Bundan dolayı 1L =  dir. Böylece G = XL olduğundan G = X ve G nilpotenttir. 

 

Yukarıdaki teoremden lokal nilpotent gruplar için max ve max-n nin aynı 

özellik olduğu kolayca görülür. Gerçekten G max şartını sağlıyorsa max-n 

yide sağladığı açıktır. Eğer lokal nilpotent grup max-n yi sağlıyorsa yukarıdaki 

teoremden dolayı sonlu üreteçli nilpotent gruptur. O zaman Teorem 2.3 den 

dolayı max şartını sağlar.  

 

3.8. Teorem  

 

G bir lokal nilpotent grup olsun. G nin min-n şartını sağlaması için gerek yeter 

şart, G nin sonlu sayıda Černikov p-gruplarının direkt çarpımı olmasıdır.  

 

İspat 

 

Önce G min-n şartını sağlasın. Teorem 2.13 e göre G de sonlu indeksli bir 

tek minimal sonlu residual  F altgrubu vardır. Teorem 2.14 den dolayı F , min-

n şartını sağlar. Eğer F abeliyan ise, min sartını sağlar. Teorem 2.15 den 

dolayı, F sonlu ayıdaki C ∞p  gruplarının bir direkt çarpımıdır. Böylece G sonlu 

sayıdaki Černikov p-gruplarının bir direk çarpımıdır. 

 

O halde F nin abeliyan olmadığını kabul edelim. F min-n yi sağladığından, F 

nin bir aşikar olmayan minimal normal F1  altgrubu vardır. Teorem 3.6. dan 

dolayı 1 ≠  F 1 ≤  Z (F) olduğundan Z(F) ≠  1 dir. Benzer şekilde 

Z(F/Z(F))≠ <1> olur. Teorem 2.16 (iv) dan dolayı 

 



     29 

Z(F/Z(F)) = Z 2 (F)/Z1 (F)  ≠  <1> 

 

dir. Bundan dolayı Z 1 (F)<Z 2 (F) dir. x∈ Z 2 (F) ve y ∈ F olsun.  

 

y 1− xyZ 1 (F) = xZ1 (F) 

 

dir. O zaman  y 1− xy = xz olacak şekilde z ∈ Z 1 (F) vardır. F min-n yi 

sağladığından Z1 (F) ve Z 2 (F)/Z1 (F) min şartını sağlar. Böylece  Z 2 (F) min 

şartını sağlar. O zaman x in mertebesi sonludur. o(x) = n olsun. O zaman 

x n = 1 ve 

 

(y 1− xy) n  = (y 1− xy)( y 1− xy)…( y 1− xy) = y 1− x n y = y 1− 1y = 1 

 

dir. Bundan dolayı o(y 1− xy) < ∞  ve o(y 1− xy) = (xz) < ∞  dur. O halde o(z) < ∞  

dur. x i sabit tutup y yi değişken olarak alırsak, verilen her mertebe için Z 1 (F) 

de, bu mertebeye eşit sonlu sayıda eleman vardır. Böylece x in F içindeki 

eşleniklerinin sayısı sonludur. Yani 

 

I F : C F (x) I < ∞  

 

dır. O zaman 

 

I G : C F (x) I = I G : F I I F : C F (x) I < ∞  

 

dır. F , G nin sonlu indeksli bir tek minimal altgrubu olduğundan C F (x) = F dir. 

O zaman x∈ Z1 (F) ise Z 2 (F) ≤  Z1 (F)  dir. Böylece Z 2 (F) = Z1 (F) dir. Fakat 

bu Z1 (F) 
≠
<  Z 2 (F) olmasıyla çelişir. 
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Karşıt olarak G sonlu sayıda Černikov p-gruplarının bir direkt çarpımı olsun. 

Her Cernikov grup min şartını sağlar. Ayrıca min şartını sağlayan altgrupların 

sonlu sayıdaki direkt çarpımıda min şartını sağladığı için, G min şartını 

sağlar. 

 

Lokal nilpotent gruplarda min şartı ve min-n şartı aynıdır.  

     

3.5. Mc Lain’in Karakteristik Basit Grupları 
 
Bu kısımda Mc Lain in karakteristik basit ve lokal nilpotent olan önemli 

örneğini vereceğiz. 

F bir cisim n≥1 tamsayı olsun. O zaman F üzerinde tanımlı, diagonal 

üzerindeki girişleri 1 olan, bütün üst üçgensel matrislerin grubuna 

unitriangular grup denir ve U(n, F) ile gösterilir.  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∈

10

X

....
1

1

Aise)F,n(UA dir. 

 

Her 1≤ m ≤ n için Um(n, F), U (n, F) nin diagonal üstündeki ilk m-1 diagonalı 0 

olan elemanların oluşturduğu altgrup olsun.  

 

Yani A∈ U1 (n, F) ise  A = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

10
0...

010
X01

 dır.  

 

O zaman 

 

U (n,F) = U1 (n, F)> U2 (n, F) > … > Un-1 (n,F) > Un (n,F) = {1} 
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serisi U (n,F) nin aşağı merkez serisi ve yukarı merkez serisidir. U (n, F) 

nilpotent ve sınıfı n-1 dir. 

 

Eij (i, j) girişi 1 ve diğer girişleri 0 olan nxn tipinde matris olsun. 1≤ i, j ≤ n için 

 

U (n, F) = < 1 + a Eij  1 ≤ i < j ≤ n ve a∈F> 

 

dir.  

 

Um (n,F) = < 1 + a Eij  j-1 ≥ m, a∈ F> 

 

dir. 

 

F bir cisim olsun. Q sıralı rasyonel sayıların kümesini göz önüne alalım. (Q 

lineer sıralı bir küme). V, F üzerinde sayılabilir sonsuz boyutlu vektör uzayı, V 

için bir baz {V λ  λ∈Q} olsun. 

 

Eğer λ< μ  ise, V nin alışılmış elemanter lineer transformasyonu  e μλ ile 

gösterilsin. Böylece  

 

λV λμe  = 
μV  ve v ≠  λ  için 

V v λμe   = 0 

 

dır. 

 

λμe  için standart çarpım kuralları geçerli olsun. 

 

λμe vμe = vλe   ve μ ≠  v için 

e
μλ
e ξv  = 0 
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dır. Özel olarak 0e2 =λμ  dır. Bundan dolayı her a ∈ F için 1 + aeλµ tersinir ve 

(1+ aeλµ)-1 = 1 – aeλµ dür. Bundan başka 

 

[1+aeλµ, 1+beµv] = (1+aeλµ)-1 (1+beµv)-1 (1+aeλµ) (1+beµv)        

                           = (1-aeλµ) (1-beµv) (1+aeλµ) (1+ beµv) 

                           = (1-beµv- aλµ + abeλµ eµv) (1+beµv + aeλµ + abeλµ eµv) 

                           = (1 - beµv - aλµ+ abeλv) (1 + beµv + aeλµ + abeλv) 

                           = 1 + beµv + aeλµ + abeλv - beµv – b2 e2
µv - abeµv eλµ - ab2 eµv   

                              eλv - aeλµ - abeλv – a 2 0 - a 2 b0 + ab eλv  + 0 + 0 + 0                                    

                           = 1 + beµv + aeλµ + abeλv - beµv - aeλµ - abeλv + abeλv  

                           = 1 + abeλv   

  

dır. 

 

Eğer λ = ξ  ve µ ≠  v ise 

 

[1+aeλµ, 1+be ξv ] = (1 + aeλµ)-1 (1 + be ξv )-1 (1 + aeλµ) (1 + be ξv )  

                           = (1-aeλµ) (1 - be ξv ) (1 + aeλµ) (1 + be ξv ) 

                           = (1 – be ξv  - aeλµ + a.b.0) (1 + be ξv  + aeλµ + a.b.0)  

                           = [1 – (aeλµ + be ξv )] [1 + (aeλµ + be ξv )] 

                           = 12 – (aeλµ + be ξv )2 

                           = 1 – (a 2 e 2
λμ + b 2 e 2

ξv  +  2abe ξv eλµ) = 1  

 

dir. Mc Lain grubu 

 

M = M (Q, F) = < 1 + aeλµ  λ, µ ∈ Q,  λ < µ,  a ∈ F > 

 

olarak tanımlanır. 
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eλµ e ξv  = 
⎩
⎨
⎧

≠

=

isevμ,0

isevμ,e λξ  

 

özelliğini kullanarak M nin her elemanı tek olarak aλµ ∈ F olmak üzere                 

1 + ∑
<μλ

λμλμea şeklinde olduğu görülür.  

 

[ (1 + aλµ eλµ) (1 + b ξv  e ξv ) … ] 

 

şeklinde görülür. Burada yalnız sonlu sayıda μ<λ  için aλµ ≠ 0 olabilir. Tersine 

olarak bu şekildeki her eleman µ nün içindedir. 

 

x = 1 + ∑
<μλ

λμλμ ea  olsun. Kabul edelim ki x ≠ 1 ve λo için aλ0 µ 0  ≠ 0 olacak 

şekilde, muhtemel en büyük µo ∈ Q yu seçelim. u =
00μλa  

00μλe ve v = x – u – 1 

olsun. O zaman 

 

x = 1 + u+ v = (1 + u) (1 + v) – uv 

 

şeklinde yazılabilir. uv = 0 dır. Çünkü µo< µ ise 
10μμa = 0 olur. x de, sıfırdan 

farklı terimlerin sayıları üzerinde indüksiyon ile 1 + v ∈ M elde edilir. Böylece  

x ∈ M dir. 

 

3.1. Tanım  

 

M bir grup olsun. M nın 1 ve kendisinden başka karakteristik alt grubu yoksa, 

M ye karakteristiksel basit grup denir.  

 

3.9. Teorem (Mc Lain ) 

 

M = M ( Q , F ) olsun. 
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i) M, kendisinin normal abeliyan alt gruplarının direkt çarpımı olarak 

yazılabilir. Böylece M lokal nilpotent gruptur. 

(ii) Eğer F nin karakteristiği p > 0 ise, o zaman M bir lokal nilpotent p - 

grubudur. Eğer F nin karakteristiği 0 ise, o zaman F torsiyonsuzdur. 

(iii) M karakteristiksel basittir. 

(IV) Z (M) = 1 ve M = M    

 

İspat 

 

M = M (Q, F ) = < 1 + a e λ μ  λ, μ ∈ Q,  λ < μ,  a ∈ F > dır. 

 

(i) x = [ 1 + a e λ μ ,  1+ be ξv  ] yi hesaplayalım .  

       = (1 – aeλµ) (1 - be ξv ) (1 + aeλµ) (1 + be ξv )  

       = (1 - be ξv  - aeλµ + abeλµ e ξv ) (1 + be ξv  + aeλµ + abe λμ  e ξv ) dır. 

 

µ = v olsun. 

x = 1 + be ξv + aeλµ + abe λξ - be ξv  - b2 e 2
ξv  - abe ξv  eλµ   - ab2 e ξv  e λξ - ae λμ                       

-abeλµ e ξv  - a2 e2
λµ - a2 beλµ e ξv + abe λξ + ab2 e λξ e ξv  - a2b e λξ eλµ - a2 b2e2

λξ  

   = 1 + abe λξ  dir.  (λ < µ = v < ξ ) 

 

μ  ≠ v olsun. 

x = (1 - aλµ) (1 – be ξv ) (1 + aeλµ) (1 + be ξv ) 

   = (1 - be ξv  - aλµ) (1 + be ξv  + aeλµ) dır. 

 

ξ ≠  λ  olsun. 

x  = 1 + be ξv + aeλµ - be ξv - aeλµ = 1 dir. 

 

ξ  = λ olsun. 
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x-1= [1 + be ξv , 1 + aeλµ] = 1 + abevµ  dır. Böylece             

 x = (1 + abevµ)-1 = 1 - abevµ   (v < ξ = λ < µ) dır. 

 

Şimdi 1+ aeλμ sabit olsun. Buradan 1 + aeλµ nün bütün eşleniklerinin ürettiği 

altgrup A olsun. O zaman A, 1 + be ξv   (v ≤ λ < µ < ξ )  şeklindeki elemanlar 

tarafından üretilen alt grubun içindedir. v ≤ λ < µ ≤ ξ ,  v ≤ λ < µ ≤ ξ  olmak 

üzere 

 

(1 + be ξv ) (1 + b e ııξv ) = (1 +b e ııξv ) ( 1 + be ξv ) 

 

olduğunu görelim. 

 

1 + be ξv  + b e ııξv  + 
4434421

0

ξvξV
ı

ııee b b = 1 + be ξv  + b e ııξv + 
43421

0

ξvξv
ı eebb ıı  

 

olduğundan bu alt gruplar abeliyandır. O zaman A abeliyandır.  

 

(1 + a eλµ)M ⊆ A 

 

olduğundan, (1 + aeλµ)M abeliyan gruptur. Fakat M, (1 + aeλµ) tipindeki 

elemanlar tarafından üretildiğinden, M normal abeliyan altgruplarından 

üretilir. O zaman M, Hirsch – Plotkin radikali içindedir. Böylece M, Hirsch – 

Plotkin radikaline eşittir. Bundan dolayı M lokal nilpotenttir. 

 

(ii) x ∈ M olsun. vi < µi ve vi, µi ∈ Q olmak üzere 

 

x = (1 + a 1 e v 1 1μ ) (1 + a2 ev 2 2μ  ) - - - (1 + ar ev r rμ  ) 

 

dir. λı = min { vı, v2, ..., vr }  ve  λn = max { µı, µ2, …,µr } olsun. O zaman her 

1kkjj λλμv e,e
+

k = 1, 2, ...n lerin bazlarının çarpımı olarak yazılabilir. O zaman x 
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elemanı L= < 1 + ai i + 1 eλ i  eλ 1i+   r = 1, 2 ,…, n – 1 > alt grubu içindedir. Bu 

grup v
1λ
, v

2λ
, ..., vλ n  vektörleri tarafından gerilen n- boyutlu altuzay üzerine 

etki eder. 

 

Her 1 ≤ i, j ≤n için Eij  (i, j) girişi 1, diğer girişleri 0 olan matris olsun. O zaman 

eλ i  eλ 1i+  in matrisi, Ei i+1 dir. 1 + ai i + 1 eλ i  eλ 1i+    in matrisi, 1 + ai i + 1  Ei i+1 dir. 

Fakat  

 

U (nı F) = < 1 + a Eij 0 ≠ a ∈ F, 0 ≤ i < j ≤ n > 

 

olduğundan 1 + ai i+1 eλ i λ 1i+  → 1 + ai i+1 Ei i+1  eşlemesi L den U (n ı F) içine bir 

monomorfizmadır. Fakat U (n ı F) nilpotent ve nilpotentlik sınıfı n -1 dir. Önce 

char (F) = p olsun. 

 

(1 + a Eij)k = 1 + k a Eij 

 

dır. Dolayısıyla k = p için 1 + pa Eij = 1 olur. Böylece U (nı F)  p–elemanları 

tarafından üretilir. Aynı zamanda U (nı F) nilpotent olduğundan, U (nı F) bir p–

gruptur. Böylece L bir p–gruptur. x ∈ L olduğundan, x bir p–elemanıdır. 

Bundan dolayı M bir p–gruptur.  

 

Şimdi char(F) = 0 olsun. Bu durumda U(n,F) nin torsiyonsuz grup olduğunu 

gösterelim. U nun torsiyon elemanlarının kümesi T ( U ) olsun. U nilpontet 

olduğundan T ( U ), U nun altgrubudur. O zaman T ( U ) <  U dur. Mümkünse 

T (U) ≠ 1 olsun U nilpotent olduğundan Teorem 2.17 den dolayı 

 

T ( U ) ∩ Z ( U ) ≠ 1 

 

dır. Bundan dolayı  Z ( U ) \ 1 bir torsiyon eleman içerir. Fakat 
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Z (U(n, F)) = { 1 + a E1n : a ∈ F} 

 

dır. Her k ≥ 1 için 

 

(1 + a E1n)k = 1 + k a E1n ≠ 1 

 

olduğundan Z (U (n, F) ) torsiyonsuzdur. Bu ise kabulümüzle çelişir.  

 

T (U (n, F) ) = 1 

 

dir. Böylece U (n, F) torsiyonsuzdur. O zaman L torsiyonsuzdur. x ∈ L 

olduğundan, x in mertebesi sonsuzdur. Bundan dolayı M torsiyonsuzdur. 

 

(iii) Mümkünse N char M ve N ≠ 1 olsun. 1 ≠ x ∈ N olsun. O zaman (ii) de 

olduğu gibi N nin öyle bir altgrubu vardır ki x ∈ L dir ve L den U (n, F) içine 

bir monomorfizma vardır. U (n, F) nin, M içindeki ters görüntüsü H olsun. O 

zaman x ∈ H ≅ U (n, F) dir. x ∈ N ∩ H <  H olduğundan Teorem 2.17 den 

dolayı   (N∩H) ∩ Z (H) ≠ 1 dir. Bilindiği gibi Z (H) = { 1 + ae1n  a ∈ F} dir. Bir 

0 ≠ a ∈ F için 1 + ae
1λ λ n ∈ N dir. Dolayısıyla M nin en az bir üreteci, N nin 

içindedir. λ, μ ∈ Q ve λ < μ olsun. Q nın bir sırayı koruyan permütasyonu 

vardır ki 

 

(λ) α = λ1 

(μ) α = λ2 

 

ve 

 

1 + b ξv  → 1 + be (v)α( ξ )α 

 

eşlemesi M nin bir otomorfizmasıdır. O zaman  
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1 + aeλμ ⎯→⎯α  1 + ae
1λ λ n ∈ N 

 

dir. N char M olduğundan her λ, μ∈Q ve λ < μ için 1 + aeλμ ∈ N dir. Fakat λ, 

ξ∈Q, her λ<ξ  için 

 

[1 + aeλμ, 1 + a-1 beμξ ] = 1 + be λξ  

 

olduğundan her a ∈ F ve λ < μ için 1 + aeλμ ∈ N dir. Böylece M = N elde 

edilir. M karakteristiksel basittir. 

 

(IV) Z (M) char M dir. Fakat M karakteristiksel basit grup olduğundan dolayı 

Z (M) = 1 veya Z (M) = M dir. M abeliyan olmadığından Z (M) ≠ M dir. O 

halde Z (M) = 1 dir. Ayrıca Mı ≠ 1 ve Mı char M dir, tekrar M karakteristiksel 

basit grup olduğundan Mı = M dir. 
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4. LOKAL NİLPOTENT GRUPLARIN BAZI ÖZEL TİPLERİ 
 

Bu bölümde lokal nilpotentlikten daha kuvvetli olan nilpotentliğin bazı doğal 

genellemelerini göz önüne alacağız. 

 

4.1. Normalleyen Şartı 
 

Bir grubun her bir öz altgrubu kendi normalleyeni içinde öz ise, bu gruba 

normalleyen şartını sağlıyor denir. Yani G bir grup olsun. G nin her H özalt 

grubu için H < NG (H) ise, G ye normalleyen şartını sağlıyor denir. Sonlu 

gruplarda normalleyen şartı nilpotentliğe denktir. 

 

4.1. Teorem  

 

G bir sonlu grup olsun. G nin nilpotent olması için gerek ve yeter şart, G nin 

normalleyen şartına sahip olmasıdır. 

 

 4.2. Teorem 

 

Bir grubun normalleyen şartını sağlaması için gerek ve yeter şart her 

altgrubunun artan olmasıdır 

 

İspat 

 

G normalleyen şartını sağlasın. 

G nin herhangi bir H altgrubu için α ordinal ve λ bir limit ordinal olmak üzere 

H0 = H, Hα+1 = NG ( Hα) ve Hα = 
α<β
U H β  şartlarıyla {Hα} altgruplarının bir zinciri 

tanımlanabilir. Eğer her α için Hα < Hα+1 ise ⎜G⎜, α nın kardinalinden daha 

küçük olur ki bu bir çelişkidir. Böylece en az bir α için 

 

Hα = Hα+1 = NG (Hα) 
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dır. Fakat normalleyen şartından dolayı Hα < NG (Hα) olduğundan Hα = NG (Hα) 

ise Hα = G olur. Böylece Hα lar H dan artan bir seri oluşturduğundan H, G 

içinde artan altgruptur. 

 

Karşıt olarak G nin her altgrubu artan altgrup olsun ve H < G olsun. O zaman 

 

H = H 0  <  H 1 <  - - - <Hβ = G 

 

artan serisi vardır. Bazı terimleri ihmal ederek H ≠ H1 kabul edebiliriz. O 

zaman H < H1 ve H <  H1 olduğundan H1 ≤ NG (H1) ≤ NG (H) dır. Böylece 

H1≤NG (H) ve H ≠ H1 olduğundan H ≠ NG (H) ve  H < NG (H) elde edilir. Yani 

G grubu normalleyen şartını sağlar. 

 

Şimdi normalleyen şartı ile lokal nilpotentlik arasındaki ilişkiyi araştıralım. 

 

4.3. Teorem  (Plotkin) 

 

Eğer bir G grubu normalleyen şartını sağlıyorsa, o zaman G lokal nilpotent 

gruptur. 

 

İspat 

 

g ∈ G olsun. G grubu normalleyen şartını sağladığından ise Teorem 4.2 den 

dolayı < g >, G de artan altgruptur. H, G nin Hirsch – Plotkin radikali olsun. 

Teorem 3.4 den dolayı, < g > nilpotent olduğundan, H  < g >  yi içerir. O 

zaman g ∈ H olduğundan G ≤ H ve böylece H = G dir. O halde G lokal 

nilpotent gruptur. 

 

Bunun tersi doğru değildir. Yani lokal nilpotent bir G grubu, normalleyen 

şartını sağlamak zorunda değildir. M ( Q, F ) Mc Lain’s grubu normalleyen 
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sağlamayan lokal nilpotent gruplara bir örnektir. Gerçekten a ∈ F  0≤μ<λ  

veya 0< μ<λ  olmak üzere 1+ae λμ şeklindeki elemanlar tarafından üretilen 

grubu göz önüne alalım. 0<μ<λ  olsun. 

 

(1 + e 12 ) 1− (1 + e λμ )(1 + e12 ) = (1 - e12 )(1 + e λμ )(1 + e12 ) 

                                               = 1+e λμ - e12 - e 12 e λμ + e12 e λμ e12  - e 12 e 12  - e 12        

                                         e λμ e12                                                                     

                                               = 1 + e λμ - e 12         

dır.         

                            

N = { 1 + ∑ a
iiμλ
e

iiμλ
I iλ < iμ , a

iiμλ
∈F } 

 

olmak üzere 1 + e λμ e 12 ∉N dir. 

                                                       

4.2. Hipermerkez Gruplar 
 

G bir grup olsun. G nin artan bir  

 

1= G1 <  G1 <  - - - Gβ = G 

 

serisi için Gλ<  G (λ ≤ β) ve α < β için 

 

Gα+1 / Gα ≤ Z (G / Gα) 

 

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip 

olan bir gruba hipermerkez grup denir. 

 

Z0 (G) = 1, Z1 (G) = Z (G) olsun. Eğer α limit ordinal ise  
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Zα (G) = 
α<β
U  Z β (G) 

 

α limit ordinal değilse 

 

Zα (G) / Zα-1 (G) = Z(G / Zα-1 (G)) 

 

şeklinde tanımlansın. G nin kardinali aşılamayacağından  

 

Zλ (G) = Zλ+1 (G) = … 

 

olacak şekilde bir λ ordinali vardır. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi 

denir ve Z α (G) ye G nin α - merkezi denir. 

 

4.4. Teorem  

 

G bir grup olsun. G nin hipermerkez grup olması için gerek ve yeter şart G 

nin hipermerkezine eşit olmasıdır 

 

İspat 

 

Zβ (G), G nin hipermerkezi olmak üzere, eğer Zβ (G) = G ise G bir 

hipermerkez gruptur. G bir hipermerkez grup olsun. 

 

1= G0 <  G1 <  - - -  Gα = G 

 

G nin artan serisi olsun. Her β ordinali için Gβ ≤ Zβ (G) olduğunu gösterelim. 

Eğer β = 0 ise1 = Go = Zo (G) dir. Kabul edelimki β < α için iddia doğru olsun. 

Eğer α limit ordinal ise her β < α için Gβ ≤ Zβ (G) olduğundan  

 

α<β
U  G β ≤  

α<β
U  Z β (G) 
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dir . Böylece Gα ≤ Zα dir.  

 

α limit ordinal olmasın. O zaman α - 1 vardır ki hipotezden dolayı 

 

Gα-1 ≤ Zα-1 (G) 

 

dir. x ∈ Gα ise  [x, G] ≤ Gα-1 ≤ Zα-1(G) dir. Böylece [x Zα-1 (G), G / Zα-1 (G)] = 1 

dir. O halde  

 

x Zα-1 (G) ∈ Z (G / Zα-1 (G) ) = Zα (G) / Zα-1 (G) 

 

olduğundan  x ∈ Zα (G) dir. Bundan dolayı Gα ≤ Zα (G) dir. Özel olarak 

)G(ZG γ≤ olduğundan G =Zγ (G) dir. 

 

Şimdi hipermerkez gruplarla lokal nilpotent gruplar arasında nasıl bir ilişki 

olduğunu görelim. 

 

4.5. Teorem  

 

Hipermerkez bir G grubu normalleyen şartını sağlar ve böylece G grubu lokal 

nilpotenttir. 

 

İspat 

 

{Gα  α ≤ β}, G nin bir artan merkez serisi ve H < G olsun. Gα+1 / Gα, G / Gα 

nın merkezinde olduğundan herα  için HGα<  HGα+1 dir. Gerçekten gα+1 ∈ 

Gα+1, gα ∈ Gα ve h1, h2 ∈ H olmak üzere  

 

(gα+1 h1)-1 (gα h2) (gα+1 h1) = h1
-1 g-1

α+1 gα h2 gα+2 h1 

                                         = h1
-1 (g-1

α+1 gα gα+1) (g-1
α+1 h2 gα+1 h2

-1) h2 h1 
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                                         = h1
-1 (g-1

α+1 gα gα+1) [gα+1, h2
-1] h2 h1 ∈ HGα  dır. 

 

Böylece HGo, HGβ da artan olduğundan dolayı Teorem 4.2. den dolayı, G 

normalleyen şartını sağlar. Teorem 4.3. den dolayı, G lokal nilpotenttir. 

 

O halde G bir hipermerkez grup ise normalleyen şartını sağlar. O zaman her 

altgrubu artandır ve böylece G lokal nilpotenttir. 

 

4.6. Teorem  

 

Bir lokal nilpotent grup normal altgruplar üzerinde minimal ( min-n ) şartı 

sağlıyorsa hipermerkezdir. 

 

İspat 

 

G min-n yi sağlasın. G nin bir minimal normal altgrubu N1 ≠ 1 vardır. Eğer 

G ≠  N 1 ise, o zaman G / N 1 de min-n yi sağladığından G / N 1in bir N 2 / N 1 ≠ 1 

minimal normal altgrubu vardır. Yani N 1< N 2 dir. Bu şekilde devam edilirse 

transfinite indüksiyonla  

 

N 1<  N 2 <… N β = G 

 

olacak şekilde normal serisi vardır ki her βα <  için N 1α+  / N α , G / N α nın 

minimal normal altgrubudur. Bu seri G nin artan bir serisidir ve her faktörü 

esas faktördür. Teorem 2.12  den dolayı bir lokal nilpotent grubun esas 

faktörü merkezdedir. Böylece bu seri G nin artan merkez serisidir. G 

hipermerkezdir. 

 

4.7. Teorem 

 

H ve K bir G grubunun sonlu üreteçli nilpotent altgrupları ve J=<H,K> olsun. 
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(i) (Gruenberg) H ve K, G de artan altgruplar ise o zaman J artan ve 

nilpotenttir. 

(ii) (Baer) H ve K, G de altnormal ise, o zaman J altnormal ve nilpotenttir. 

 

İspat 

 

R, G nin Hirsch-Plotkin radikali olsun. O zaman H ve K G nin artan lokal 

nilpotent altgrupları olduğundan Teorem 3.4. den dolayı H, K ≤ R dir. Böylece 

J ≤ R dir. H ve K sonlu üreteçli olduğundan, J = < H, K > da sonlu üreteçlidir 

ve J ≤  R dir. R lokal nilpotent olduğundan, J nilpotenttir. 

 

Şimdi, J nin, G nin artan altgrubu olduğunu gösterelim. H asc G olduğundan 

α > 0 olmak üzere 

 

H = H0 <  H1 <  … Hα = G 

 

dir. H ve J sonlu üreteçli olduğundan, HJ de sonlu üreteçlidir. HJ ≤ R 

olduğundan, HJ nilpotenttir. α üzerine indüksiyonla HJ nin, G de artan 

olduğunu gösterelim. α=1 ise ispat tamamdır. β < α için HJ asc Hβ olsun. α 

limit ordinal olsun. Öyle  β < α için HJ ≤ Hβ dır. O zaman β
α<β

α = HH U  şeklinde 

yazılabilir. İndüksiyon hipotezinden HJ asc Hβ asc G olduğundan HJ asc G 

dir.  

 

Şimdi α limit ordinal olmasın. O zaman α-1 vardır. O zaman 

 

H ≤ Hα-1 <  Hα = G 

 

dır. Böylece HJ ≤ J
1H −α  = Hα-1 dır. Buradan HJ asc Hα-1 <  Hα = G olur. Yani 

HJ asc G dır. 
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J= < H, K > = < HJ, K > = HJK 

 

dır. Böylece H yerine HJ alırsak, H <   J kabul edebiliriz. α
α = HHH  ile 

gösterelim. 

 

G
210 HH...HHHH === α<<  

 

bir artan seridir. Gerçekten 

 

HHHH HH
0 0 ===  

HHH 1H
1 ==  

GH HHH == αα  

 

dir. 

 

α limit ordinal ise  β
α<β

α = HH U  olduğundan β
β

α<βα

α<β
α === HH

H HHHH U
U

 dır. 

Yani β
α<β

α = HH U  dır. Şimdi  

 
k

Kk

* )H(H β
∈

β = I = Cor K βH  

 

olarak tanımlayalım. H <  J olduğundan 

 

H)H()H(H k

Kk

k
0

Kk

*
0 ===

∈∈
II  

 

dır. 

 

HH)H()H(H kk

Kk

k
1

Kk

*
1 ====

∈∈
II  
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olduğundan *
1

*
0 HHH ==  dır ve 

 

GG

Kk

kG

Kk

k

Kk

* H)H()H()H(H ====
∈∈

α
∈

α III  

 

dır. Aynı zamanda k

Kk

* )H(H β
∈

β = I  ve k
1

Kk

*
1 )H(H +β

∈
+β = I  dır. 1HH +ββ <  

olduğundan 
k

1
k HH +ββ <  dır. Buradan k

1
Kk

k

Kk
HH +β

∈
β

∈
I<I dır. Böylece 

*
1

* HH +ββ <  dir. 

 

λ limit ordinal olsun. ** HH β
α<β

λ = U  olduğunu gösterelim. 

 

kH

Kk

k

Kk

* )H()H(H β

∈
β

∈
β == II  

 

dır. 

 

kH

Kk

kH

Kk

kH

Kk

* )H(H)H(H βλ<β
β

λ

∈∈∈
λ ≥⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
== I

U
II  

 

olduğundan *k

Kk

* H)H(H ββ
∈

λ =≥ I  dır. O halde ** HH β
λ<β

λ ≥ U  dır. Şimdi 

** HH λβ
λ<β

≤U  olduğunu gösterelim. kH

Kk

* )H(Hx λ

∈
λ =∈ I  olsun . O zaman her 

k∈K için x∈ kH )H( λ  dır. Bundan dolayı λ∈ HHx  dır.  

 

Böylece < x, K >  ≤ < H λH , K > dır. K ≤ R ve H ≤ R olduğundan HG ≤ RG dir. 

R<G olduğundan RG = R ve böylece HG ≤ R dir. O zaman < HG, K > ≤ R dir. 
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< x, K > ≤ < HH λ , K > ≤ < HG, K > ≤ R olduğundan < x, K > ≤ R dir. R lokal 

nilpotent olduğundan, < x, K> nilpotenttir ve xK sonlu üreteçlidir. Fakat *Hx λ∈  

için *K*K H)H(x λλ =≤  dır. Bundan dolayı β
λ<β

λλ =≤≤ HHHx *K U dır. 

ascGHx K
λ≤  olduğundan    

   

G....HHx 1
K << +λλ≤  

 

 dır. Buradan β≤ Hx K  öyleki β < λ dır. Bundan başka 

 

 KH

Kk

*K )H(Hx β

∈
β =≤ I  

 

 dır. Özel olarak *Hx β∈  ise *Hx β
λ<β

∈ U  dır. Buradan ** HH β
λ<β

λ ≤ U  olur. Yani 

** HH β
λ<β

λ = U  dır. Böylece H asc HG dir. Her β<α için *
1

* HH +ββ <  olduğundan 

*
1

* HH +ββ < K dır. Ayrıca hipotezden dolayı Kasc G olduğundan Kasc KH*
1+β  dır. 

Böylece *Hβ K asc KH*
1+β dır. 

 

KH...KHKHKH G*
2

*
1

*
0 <<=  

 

olduğundan 

 

GascKHKH...HKJ G* == α<  

 

dir. Buradan Jasc G dır. 

 

(ii) (i) ye benzer şekilde yapılır. Fakat altnormalliğin tanımından α nın limit 

ordinal olmasına ihtiyaç yoktur. 
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4.8. Teorem 

 

G bir grup ve G nin her devirli altgrubuda artan ise o zaman G nin sonlu 

üreteçli her altgrubu artan ve nilpotenttir. 

 

İspat 

 

H, G nin sonlu üreteçli altgrubu olsun. O zaman H= <x1,….., xn> şeklinde 

yazılabilir.  

 

n üzerine indüksiyon yapalım. n = 1 ise G nin her devirli altgrubu artan 

olduğundan sağlanır. n = 2   ise  H1 = < x1 >,  H2 = < x2 >  ve H1 ve H2, G nın 

artan ve nilpotent altgrupları olduğundan Teoerm 4.7. (i) den dolayı  

 

< H1, H2 > = < x1, x2 > = H 

 

artan ve nilpotenttir. İddia n-1 için doğru olsun. Yani H1 = < x1, …., xn-1 > 

artan nilpotent olsun. >=< nxK  nilpotent ve hipotezden dolayı artandır. 

Teorem 4.7. (i) den dolayı 

 

< H1, K > = < x1, …, xn > = H 

 

da artan ve nilpotenttir.  

 

4.9. Teorem 

 

Bir grubun her devirli altgrubu altnormal ise o zaman her sonlu üreteçli 

altgrubu altnormal ve nilpotenttir. 
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İspat 

 

İspatı Teorem 4.8. e benzer şekilde yapılır. 

 

4.1. Tanım 

 

Bir grubun her devirli altgrubu artan ise, bu gruba Gruenberg grup denir. Bir 

grubun her devirli altgrubu altnormal ise bu gruba Baer grup denir. Her devirli 

altgrubu altnormal alan grup, normalleyen şartını sağlar. Normalleyen şartını 

sağlayan her grup Teorem 4.2 den dolayı artandır. Böylece her Baer grup bir 

Gruenberg gruptur. 

 

4.10. Teorem 

 

G normal altgruplarda minimal şartı sağlayan bir Baer grup olsun. O zaman 

G nilpotenttir ve merkezi sonlu indekslidir. 

 

İspat 

 

Teorem 3.8. den dolayı G bir Černikov gruptur. N, G nin sonlu indeksli 

minimal normal altgrubu olsun. Böylece N, bölünebilir abeliyan gruptur. N nin 

G nin merkezinde olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki N, Z(G) de olmasın. 

O zaman [ ] >≠<1g,N  olacak şekilde bir g ∈ G vardır. G bir Baer grup 

olduğundan <g> G de altnolrmaldir. Böylece 

 

GH...HHg r10 =>=< <<<  

 

şeklinde Hi ≤ G ler vardır. Her g ∈ H 1r− <G için  

 

[g,G]≤ [G,H 1r− ]≤H 1r−            
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dir. 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] 2122 −− ≤≤=≤ rr Hg,Hg,g,Gg,Gg,H  

 

dir. 

 

[ ] [ ] [ ] ><≤=≤ − gg],g,G[g,Gg,N rrr 1  

 

olduğundan 

 

[ ] [ ] [ ] 11 =><≤=+ g,gg,]g,N[g,N rr  

 

dir. Bundan dolayı [ ] 11 =+ g,N r  dir. r bu şartı sağlayan en küçük tamsayı olsun. 

O zaman r ≥ 1 dir. M= [N, r-1 g]  ve o(g) = m olsun. M= [N, r-1 g] olduğundan   

[ M,g,g 1] = dir. Böylece [ M, g ]m = [ M, gm ]=1 dir.  

 

m üzerine indüksiyonla  [ M, g ]m = [ M, gm ] olduğunu gösterelim. m= 2 ise 

 

[ M, g2 ] = [ M, g ]2  

 

olduğunu gösterelim. x∈M olsun. 

 

[ x, g2 ] = [ x, gg ]  

            = [ x, g ]  [ x, g ]g 

                 = [ x, g ] g-1 [ x, g ] g 

           =[ x,g] [ g, [x, g] -1 ] [x, g]  

 

dır. Fakat  [ g, [x, g ] -1 ]= 1 olduğundan 

 

[ x, g2 ] = [ x, g ] [ x, g ] = [ x, g ]2 
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dır. Yani [ M, g2 ] = [ M, g]2  dır. m-1 için doğru olsun. O zaman  

 

[ M, gm-1 ] = [ M, g ]m-1 

 

dir. Her n∈M için 

 

[n,gm] = [n,gm-1g] 

          = [n,g] [n,gm-1]g 

          = [n,g] ([n,g]m-1)g 

          = [n,g] g-1[n,g]m-1g 

          = [n,g] [g([n,g]m-1)-1] [n,g]m-1 

          = [n,g]m  

 

dir. Yani [M,g]m = [M,gm] dir. o(g) = m olduğundan [M,g]m = [M,gm] = [M,1] = 1 

dir.  

 

ϕ : N → N 

a → [a r ,g] 

 

N nin bir endomorfizmasıdır. Bu nedenle Teorem 2.19 dan dolayı  

 

[M,g] = [[N,r-1g],g] = [N,rg] 

 

bölünebilirdir. Her x ∈ [M,g] için xm = 1 dir. Bu ise r nin seçimiyle çelişir. 

Böylece [M,g] = 1 dir. Buradan N ≤ Z(G) dir. Böylece G/N sonlu indeksli 

olduğundan, G/Z(G) sonlu indekslidir. 

 

G bir grup olsun G grubu normal nilpotent altgruplarının bir çarpımı ise, G ye 

bir Fitting grup denir. G = FitG ile gösterilir Mc Lain grubu bir Fitting gruptur. 

Eğer x ∈ G = FitG ise, o zaman x normal nilpotent altgrupların sonlu 

çarpımları içindedir. Fitting’s Teoreminden (2.2.) dolayı sonlu sayıda normal 
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nilpotent grupların çarpımı nilpotent olduğundan, x G nin normal nilpotent 

altgrubunun bir elemanıdır. Böylece Fitting gruplarının başka bir tanımı elde 

edilmiş olur. 

 

4.11. Teorem  

 

G bir grup olsun. FitG = G olması için gerek ve yeter şart her elemanının bir 

normal nilpotent altgrubu tarafından içerilmesidir. Ayrıca her Fitting grup, bir 

Baer gruptur.  

 

Her altgrubu altnormal olan grupların sınıfı hakkında çok az şey biliniyor. 

Açıkça böyle gruplara Baer gruplar denir. Baer gruplar normalleyen şartını 

sağlar. Dolayısıyla Teorem 4.3. den dolayı lokal nilpotenttir. Bu konuda 

Roseblade nin dikkate değer teoremi “Eğer bir G grubunun her altgrubu  

altnormal ve altnormallik uzunluğu bir doğal sayı ile sınırlı ise  bu grup 

nilpotenttir” şeklindedir [3].  

 

Daha sonra Heineken ve Mohammed her altgrubu altnormal olan, nilpotent 

olmayan grup örneği inşa etmiştir [4]. Böylece Rosablade’nin teoreminin 

karşıtı doğru değildir.  

 

Sonunda Möhres tarafından; eğer bir grubun her altgrubu altnormalse, bu 

grubun çözülebilir olduğu gösterildi.  
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Şekil 4.1. Grup sınıflarının diyagramı 
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5. ENGEL ELEMANLARI VE ENGEL GRUPLARI  
 

Bu ve bundan sonraki bölümlerde lokal nilpotent olmayan genellenmiş 

nilpotent gruplar çalışılacaktır. Bu tipte grupların en çok bilinenleri arasında 

Engel grupları vardır. Bu gruplar, başlangıcı grup teorisinin dışına uzanan, 

Lie halkalar teorisinde gruplardır.  

 

5.1. Engel Elemanları  
 
5.1. Tanım 

 

G bir grup ve g ∈ G olsun. Eğer her x ∈ G için [g,nx] = 1 olacak şekilde bir 

n=n(g,x) 0≥  varsa g ye bir sağ Engel elemanı denir. Dikkat edilirse değişken 

x elemanı burada sağda görünüyor. Eğer n x den bağımsızsa g ye bir sağ n – 

Engel elemanı veya sınırlı sağ Engel elemanı denir. g ∈ G olmak üzere, eğer 

her x ∈ G için [x,ng] = 1 olacak şekilde bir n = n(g,x) ≥ 0 varsa g ye bir sol 

Engel elemanı denir. Burada x değişkeni soldadır. Eğer n, x den bağımsızsa, 

o zaman g ye bir sol n–Engel elemanı veya sınırlı sol Engel eleman denir. 

Sağ Engel elemanlarının kümesi R (G)  ile, sınırlı sağ Engel elemanlarının 

kümesi R (G) ile gösterilir.  

 

Sol Engel elemanlarının kümesi L (G) ile sınırlı sol Engel elemanlarının 

kümesi L  (G) ile gösterilir.  

 

5.1. Teorem (Heineken) 

 

G bir grup olsun. Bir sağ Engel elemanının tersi, bir sol Engel elemanıdır ve 

bir sağ n – Engel elemanının tersi, bir sol n+1 – Engel elemanıdır. Böylece  

 

R (G)-1 ⊆ L  (G) ve R (G)-1 ⊆ L   (G) 
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dır.  

 

İspat  

                                                                                                                                                 

x bir sağ Engel elemanı, g G nin elemanı olsun. O zaman [x,ng] = 1 olacak 

şekilde bir n ≥ 1 tamsayısı vardır. x = 1 ise durum aşikardır. O halde x ≠ 1 

olsun. her y ∈ G olmak üzere  

 

[xg, n y] = [[xg,y],n-1y] = [([x,yg
1−
)g,n-1y] 

                                = [[x,yg
1−
],n-1yg

1−
]g  

                                = [x,nyg
1−
]g = 1 

 

 dir. Böylece xg de bir sağ Engel elemanıdır.  

 

1 = [xg,nx-1]x
1−
= [[xg,x-1],n-1x-1]x

1−
 

                      = [[x [x,g],x-1],n-1x-1]x
1−
 

                      = [[[x,g],x-1],n-1x-1]x
1−
 

                      = [[x,g]x
1−
,nx-1]  

                      = [[g,x-1], nx-1]  

                      = [g,n+1x-1] 

 

olduğundan x-1 bir sol Engel elemanıdır. Bundan dolayı R(G)-1 ⊆ L(G) ve 

R (G)-1 ⊆ L  (G) dır. 

 

5.2. Teorem  

 

G herhangi bir grup olsun.  

 

(i) L(G), G nin H.P radikalini; L (G) de G nin Baer radikalini içerir.  

(ii) R(G), G nin hipermerkezini; R (G) de G nin w-merkezini içerir.  
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İspat 

 

(i) H,G nin H.P. radikali olmak üzere g ∈ H, x ∈ G olsun. H <  G olduğundan 

[g,x] ∈ H dir. Böylece K = < [g,x],g > ≤ H dır. H lokal nilpotent olduğundan, K 

nilpotenttir. Bundan dolayı [x,ng] = 1 olacak şekilde n>0 vardır. Böylece 

g∈L ( G) dir. Sonuç olarak H ⊆ L(G) dir. g, G nin Baer radikalinin bir elemanı 

olsun. O zaman <g>, G de altnormaldir. Böylece  

 

<g> = Go<G, <…<  Gn = G 

 

olacak şekilde Gi (o≤ i ≤ n) altgrupları vardır. Gi <  Gi+1
 olduğundan her x ∈ G 

için; 

 

[x,g] ∈ Gn-1 

[x,2g] ∈ Gn-2 

 … 

 … 

[x,ng] ∈ G0 = < g > 

 

elde edilir. Sonuç olarak [x,n+1g] = 1 ve g ∈ L (G) dir. Böylece B(G) ⊆ L (G) 

dir.  

 

(ii) g, G nin hipermerkezinde ve x ∈ G olsun. Kabul edelim ki her n ≥ 0 için 

[g,nx] ≠ 1 olsun. g, G nin hipermerkezinde olduğundan, bir ilk α ordinali için 

g∈Z α ( G ) dir.  

 

Eğer α limit ordinal ise Zα (G) = 
α<β

U Zβ (G) olduğundan bir β < α için  

g∈Z β ( G ) olur. Bu bir çelişkidir. Böylece α limit ordinal olamaz. Dolayısıyla 

α-1 vardır. α ilk ordinal olduğundan g ∈ Zα (G) \ Zα-1 (G) dir. Böylece [g,x]∈ 
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Zα-1 (G) dir. α′, [g,x] ∈ Zα ′(G) olacak şekilde ilk ordinal olsun. O zaman α′ limit 

ordinal olamaz. Böylece  

 

[g,x] ∈ Zα ′ (G) \ Zα ′-1 (G) 

 

dir. α′′< α′< α için [g,2x] ∈ Zα ′′ (G) \ Zα ′′-1 dır. Bu şekilde devam ederek 

 

… < α′′< α′< α 

 

olacak şekilde ordinallerin bir sonsuz azalan dizisi elde edilir. Bu dizi hiçbir 

zaman sınırlanamayacağından çelişki elde edilir. Bundan dolayı bir n ≥ 0 için 

[g,nx] = 1 dir. O halde g ∈ R(G) dir. Böylece Zα (G) ⊆ R(G) dir. Son olarak  

g∈Z w ( G ) olsun. Böylece bir n ≥ 0 için g ∈ Z (G) dir. Buradan g ∈ R (G) ise 

Zw(G) ⊆ R (G) dır.  

 

5.2. Engel Grupları  
 

5.2. Tanım 

 

G herhangi bir grup olsun. Eğer G = L(G) = R(G) ise, G grubuna Engel grubu 

denir. Teorem 5.2. den dolayı her lokal nilpotent grup bir Engel gruptur. Fakat 

bunun tersi doğru değildir. Golod [2] de lokal nilpotent olmayan Engel grup 

örneği vermiştir. Böylece Engel grupları nilpotent grupların oldukça geniş 

genellemesini temsil eder.  

 

G bir grup olsun. G grubu, her x, y  ∈ G için [x,ny] = 1 eşitliğini sağlıyorsa, G 

grubuna n-Engel grubu denir. Yani G’nin her elemanı hem sağ, hem de sol 

n– Engeldir. Böylece n-Engel gruplarının sınıfı [x,ny] = 1 kuralı ile verilebilir. 

Örneğin nilpotentlik sınıfı n olan bir nilpotent grup, n – Engel grubudur. Öbür 

taraftan n- Engel grupları nilpotent olmak zorunda değildir. Eğer bir grup 

herhangi n için n – Engel ise, o gruba sınırlı n – Engel grup denir.  
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5.3. Çözülebilir Gruplarda Engel Yapısı 
 

5.3. Teorem 

 

G bir çözülebilir grup olsun.  

 

(i) L(G), Hirsch – Plotkin radikaline eşittir ve L(G) bir Gruenberg gruptur. 

Böylece bir çözülebilir Engel grup, bir Gruenberg gruptur.  

(ii) L (G), Baer radikaline eşittir. Böylece bir çözülebilir sınırlı Engel grup, bir 

Baer gruptur.  

 

İspat 

 

(i) g ∈ L(G) olsun. Teorem 4.8. den dolayı, <g> nin, G de artan olduğunu 

ispatlamak yeterlidir. G nin derived uzunluğu d olsun.  

 

Eğer d = 1 ise, o zaman G abeliyandır ve böylece <g><  G dir. O halde 

derived uzunluğu d den küçükler için doğru olsun. A = G )1d( −  olsun. 

d =)A/G( d-1 dir. g ∈ L(G) olduğundan gA ∈ L(G/A) dır. Bu yüzden 

indüksiyon hipotezinden dolayı, <g,A> G/A da artan olduğundan dolayı 

<g,A>, G de artandır. Geriye <g> nin <g,A> da artan olduğunu ispatlamak 

kalır. A abeliyan olduğundan 

 

ξ  : A → A 

a → [a,g] 

 

şeklinde tanımlanan ξ  bir endomorfizmadır. Eğer F ≠ 1, A nın bir sonlu alt 

kümesi ise, F deki her x için [x,ng] = 1 olacak şekilde bir n tamsayısı vardır. 

Böylece F
nξ = 0 dır. Bu açıkça CA(g) ≠ 1 anlamına gelir. α bir ordinal ve λ bir 

limit ordinal olmak üzere  
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Aα+1 / Aα = C
αA/A (g)  ve  Aλ = 

λ<β
U Aβ 

 

kuralları ile 1 = A0, A1,…. alt gruplarını tanımlayalım. A nın trivial olmayan 

bölümünde, g tarafından merkezlenen trivial olmayan bir eleman her zaman 

bulabileceğimizden dolayı, Aγ = A olacak şekilde bir γ ordinali vardır. Şimdi  

 

<g, Aα> <  <g, Aα+1> 

 

dir. Çünkü g, Aα+1/ Aα yı merkezler. <g, Aα>, <g> den <g,A> ya artan bir seri 

formundadır. Fakat <g,A> asc G olduğundan <g>, G de artandır. Bundan 

dolayı g, G nin H.P. radikali tarafından içerilir ve böylece L(G) ⊆  HP(G) 

olduğundan L(G) = HP(G) dir. 

 

(ii) g bir sol n-Engel eleman olsun. (i) deki notasyonları sabit tutarak d üzerine 

indüksiyonla  

 

<g,A> <<  G 

 

dir. Her a ∈ G için [ a, n g ] = 1 olduğundan [ A, n g ] = 1 dir. 

 

T = <g, A> = <g>A 

 

dır. 

 

1γ ( T ) = T,  2γ ( T ) = T = [ <g>A,<g>A ] 

= [ <g>, <g> ] [ <g>, A ] [ A,A ] 

= [ <g>, A ] 

 

dır. 
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3γ ( T ) = [ [ <g>A ], <g>A ] 

            = [ <g> , A, <g> ] [ <g>, A, A ] 

            = [ A, <g>, <g> ] = [ A, 2 <g> ] 

 

dir. Bu şekilde devam edilirse  

 

nγ ( T ) = [ A, n  <g> ] 

 

elde edilir. Böylece 

 

[ a, g 1k …g nk ] = [ a, g
∑
=

n

1i
ik

] 

 

dir. ∑
=

n

1i
ik üzerine indüksiyonla [ A, n <g> ] = 1 olduğu görülür. Böylece <A,g> 

nilpotenttir.  

 

<g> <<  <A,g> <<  G 

 

olduğundan  <g> <<  G dir. Böylece g ∈ B(G) olduğundan L (G) ⊆  B(G) dir. 

Bundan dolayı L (G) = B(G) dir. 

 

5.4. Teorem (Zorn)  

 

Her sonlu Engel grup nilpotenttir.  

 

İspat 

 

Kabul edelim ki bu yanlış olsun. G nilpotent olmamasına göre en küçük 

mertebeli bir sonlu Engel grup olsun. O zaman G nin her öz altgrubu 

nilpotenttir ve G Schmit’in teoreminden (2.20) dolayı çözülebilirdir. Teorem 
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5.3. den dolayı G, Hirsch Plotkin radikaline eşittir. G lokal nilpotenttir. Fakat G 

sonlu olduğu için nilpotenttir.  

 

5.4. 2-Engel Grupları  
 

0 - Engel grupları aşikar olarak mertebesi 1 olan gruplarıdr.  

1- Engel grupları kesinlikle abeliyan gruplardır. 

 

5.5. Teorem 

 

Üssü 3 olan her grup 2 – Engel gruptur.  

 

İspat 

 

G bir grup ve exp (G) = 3 olsun. x, y ∈ G için (xy-1)3 = 1 olduğundan 

( xy 1− ) =2 yx 1− dir. 

 

x(y-1xy) = (yx-1)-1xy = (yx-1)2xy = yx-1yx-1xy 

              = yx-1y2  = y-2x-1y-1 

              = y-1(y-1x-1y-1) = y-1xx-1y-1x-1y-1 

              = y-1x(x-1y-1)2 

              = y-1x(x-1y-1)-1 

              = y-1xyx = (y-1xy)x  

 

dir. Böylece x, x y  ile değişmelidir.  

 

[y,x,x] = [[y,x],x] = [x-yx, x] = [x-yx, x]x[x,x] = 1 

 

dır. Bundan dolayı G bir 2 – Engel gruptur.  
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5.6. Teorem (Levi) 

 

G bir 2 – Engel grup ve x,y,z,t ∈ G olsun. O zaman  

 

(i) xG abeliyandır.  

(ii) [x,y,z] = [z,y,x] 

(iii) [x,y,z]3 = 1 

(iv) [x,y,z,t] = 1 dir. Böylece G nilpotenttir ve G nin nilpotentlik sınıfı ≤ 3 tür. 

  

İspat 

 

(i) Her x,y ∈ G için  [x,xy] = [x,x[x,y]] = [x,[x,y]] = 1  olduğundan x ile xy 

değişmelidir. Her y,z ∈ G için [xy,xz] = [((x)y)z
1−
,x]z = 1 dir. Bundan dolayı xG 

abeliyandır.  

 

(ii) y∈ G olmak üzere yG = A olsun A<G ve (i) den dolayı A abeliyandır. A 

abeliyan olduğundan a ∈ A için [ a, y ] ∈ A dır. 

 

fy : A → A 

a → [a,y] 

 

şeklinde tanımlansın  

 

f y  (ab) = [ab,y] = [a,y]b[b,y] 

            = [a,y] [b,y] 

            = fy (a) fy (b) 

 

olduğundan fy bir endomorfizmadır.  

 

(f y )2 (a) = fy(fy(a)) = fy ([a,y]) = [[a,y],y] = 1 
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dir. Bundan dolayı (fy)2 = 0 dır  

 

fyz (a) = [a,yz]  

          = [a,z] [a,y]z 

          = [a,z][a,y][a,y,z] 

          = [a,y][a,z][a,y,z] 

          = fy (a) + fz (a) + fyz (a)  

 

dır. Bundan dolayı fyz= fy + fz + fyz   … (1)  dir. 

 

fy 1−  (a) = [a,y-1]  

             = -1y )y]([a,
-1

 

    = (y-1 [a,y ]y)-1 

             = ([a,y] [[a,y],y])-1 

             = ([a,y])-1  

             = (fy(a))-1  

             = f-y(a) 

 

dır. Bundan dolayı (fy)-1 = f-y   …(2)  dir. G bir 2-Engel grup olduğundan [a,y,z] 

ile (yz)-1 değişmelidir. (1) ve (2) yi kullanarak  

 

( yzyz ff 11 −− ) (a) = 1]yz,yz,a[])yz,a([f 11
yz 11 == −−
−−  

 

dir. Bundan dolayı yzyz ff 11 −− = 0 dır  

 

0 = yzyz ff 11 −−  = ( )fff)(fff yzzyyzyz ++++ −−−− 1111  

   = yzyyzyzyyz ffffffffff 11111 −−−−− +++  

   = yzyyzyzyyz ffffffffff +−−−  

 



     65 

olduğundan fzfy = - fyfz……..(3) dır. A abeliyan olduğundan 

 

[ x, y, z ] = [ x, z, y]-1 = y-1 [ x, z ]-1y [ x, z ] 

               = [ x, z ] y-1 [ x, z ]-1 y 

               = [ [ x,z ] 1− , y ] 

               = [ z, x, y ] 

 

dir. Yani [ x, y, z ] =  [ z, x, y ] olur. 

 

(iii)  (i)  ve (ii) yi kullanarak 

 

[ x, y-1, z ] y   = y-1 [ x, y-1, z ] y 

                     = [ x, y-1, z ] [ z, x, y-1, y ] 

                     = [x,y-1,z] 

                     = [[x,y]-1,z] 

                     = [x,y,z]-1 

 

dir. Hall – Witt (Teorem 2.4.) eşitliğinden dolayı  

 

[x,y-1,z]y [y,z-1,x]z [ z,x-1,y]x = 1 

 

dir. Buradan 

 

[x,y,z]-1 [y,z,x]-1 [z,x,y]-1 = 1 

 

 olur. Bundan dolayı  

 

[x,y,z] [y,z,x] [z,x,y] = 1 

 

dir. O halde  
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[x,y,z] [x,y,z] [y,z,x] = 1 

 

dir. Sonuç olarak [x,y,z] = 1 dir.  

 

(iv) (3) u kullanarak fztfy + fyfzt = 0 dır. Bundan dolayı  

 

(fz + ft + ftfz)fy + fy(fz + ft + fzft) = 0 

 

dır. Yani 

 

fzfy + ftfy + ftfzfy + fyfz + fyft + fyfzft = 0 

 

dır. O halde 2 fyfzft = 0 elde edilir. Böylece [x,y,z,t]2 = 1 dir. Aynı zamanda 

[x,y,z,t]3 = [[x,y],z,t]3 = 1 dir. O halde [x,y,z,t] = 1 olur. Bundan dolayı G nin 

nilpotentlik sınıfı ≤3 tür.  

 

G nin 2 – Engel grup olması için gerek ve yeter şart G deki bütün x ler için, xG 

nin abeliyan olmasıdır. G nin 3 – Engel grup olması için gerek ve yeter şart G 

nin her x elemanı için n.c(xG) ≤ 2 olmasıdır (Kappe [5]). Genel olarak 3-Engel 

grupları nilpotent değildir ama daima lokal nilpotenttir (Heineken [6]).  

 

5.5. Maksimal Şartlı Gruplarda Engel Yapısı 
 
Teorem 5.4. e göre bir sonlu Engel grup nilpotenttir. Burada sonluluk 

hipotezini zayıflatabilir miyiz? Golod un örneğinde belirtildiği gibi sonlu 

üreteçli bir grup nilpotent olmak zorunda değil. Ama maksimal şart bunu 

yapabilir mi? cevap olumludur. Aslında max lı gruplar mükemmel Engel 

yapısına sahiptir.  
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5.7. Teorem (Baer) 

 

G maksimal şartını sağlayan bir grup olsun. O zaman L(G) ve L (G), G nın 

Hirsch – Plotkin radikaline eşittir ve G nin Hirsch – Plotkin radikali nilpotenttir. 

R(G) ve R (G), G nin bir sonlu m için Zm(G) ye eşit olan hipermerkezine 

eşittir. Özel olarak G bir Engel grup ise nilpotenttir.  

Bu teoremin ispatından önce aşağıdaki teoremi ispatlayalım. 

 

5.8. Teorem 

 

Eğer G max şartını sağlayan bir grup ve a ∈ L(G) ise o zaman ,a G  sonlu 

üreteçli ve nilpotenttir. 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki bu teorem yanlış olsun. 

 

(i) {a G } ile a nın G içindeki bütün eşleniklerinin kümesi gösterilsin. X G nin bir 

altgrubu olmak üzere, eğer < X I {a G } > = X ise, X e a-üreteçli altgrup denir. 

 

(ii) Eğer X ve Y, X < Y şartını sağlayan a üreteçli altgruplar ise o zaman 

N Y (X) içinde a nın X tarafından içerilmeyen en az bir eşleniği vardır. X < Y ve 

Y nilpotent olduğundan, X  Y de altnormal altgruptur. Böylece 

 

X = X 0  <  X1  < ...<  X s  = Y 

 

olacak şekilde  X 0  , X1 ,... , X s  altgrupları vardır. X ≠  Y ve Y a-üreteçli 

olduğundan Y \ X a nın bir eşlenğini içerir. Böylece  

 

X I {a G } = X i I {a G } 
≠
⊂  X 1i+  I {a G } 
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olacak şekilde bir i tamsayısı vardır. Kabul edelim ki y ∈ X 1i+ I {a G } ve 

y∉X i olsun.O zaman y, X i  yi normaller. 

 

( X I {a G } ) y  = ( X i I {a G } ) y  = X i I {a G } =  X I {a G } 

 

dir. X = < X I {a G } > olduğundan y elemanı, X i normaller. 

 

(iii) İki farklı maksimal a-üreteçli nilpotent altgruplar  U ve V olsun.  S  bütün 

a-üreteçli nilpotent altgrupların bir kümesi olsun. 

 

< a > ∈ S olduğundan S ≠  φ  dir.Maksimal şartından dolayı S nin her 

elemanı, bir maksimal eleman tarafından içerilir. S nin bir tek maksimal 

elemanı M olsun. < a > ∈ S olduğundan < a > ⊆  M dir. Fakat M nin bütün 

eşlenikleri S de ve M S nin tek maksimal elemanı olduğundan M<  G dir. 

Böylece a G ≤  M dir.Fakat  M nilpotent olduğundan a G  nilpotenttir. G 

maksimum şartını sağladığından a G  sonlu üreteçlidir. Bu bir çelişkidir. 

 

S nin I = < U I V I {a G } > maksimal olacak şekilde,U ve V elemanlarını 

seçelim. W = < N U (I) I {a G } > olsun. Tanımdan dolayı I a-üreteçlidir. Aynı 

zamanda I ≤  V olduğundan I ≠  U dur.  (ii) den dolayı I < W dir. Çünkü  I < U 

olduğundan (ii) den dolayı N U (I) nın I tarafından içerilmeyen bir a x  elemanı 

vardır. 

 

I I {a G } ⊂  N U (I) I {a G } 

 

olduğundan I < W dir. Benzer şekilde  N V  (I) I {a G }  de, I tarafından 

içerilmeyen a nın bir eşleniği v vardır. Kabul edelim ki v ∈ N G (W) olsun. G 

maksimum şartını sağladığından W sonlu üreteçlidir. 
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W = < a 1g , a 2g ,…,a mg > 

 

olsun. v ile a eşlenik olduğundan v ∈ L(G) dir. Böylece [ a ig , n v ] = 1 olacak 

şekilde n tamsayısı vardır. H = < v,W > olsun. O zaman H = < v >W dir. 

Böylece W′<  H dır.Bundan dolayı H / W′ nilpotenttir. Çünkü 

 

(H / W′ )′ = [ < v >W, < v >W ] W′ / W′ = [ < v >, W ] W′ / W′ 

M  

nγ  ( H / W′) = [ W, 
→←

><><
n

v...v ] W′ / W′ = 1 dir. 

 

Bundan dolayı H / W '  nilpotenttir.  

 
W = < N U  (I)I  { a G  } > ⊆  U ve U nilpotent olduğundan W de nilpotenttir. 

Böylece Hall kriterinden (2.21) dolayı H nilpotenttir. W a-üreteçli ve v ile a 

eşlenik olduğundan H da a-üreteçlidir. Bundan dolayı H ∈ S dir ve H, S nin 

bir maksimal T elemanı tarafından içerilir. v ∈ T \ U olduğundan T ≠  U dur. 

Ayrıca W ≤  H ≤  T olduğundan N U  (I) I  { a G } ≤  U I T I { a G } dir. Böylece I 

< W ≤  < U I T I { a G } > dir. Bu ise I nın maksimalliği ile çelişir. Bundan 

dolayı v∉N G (W) dir. 

 

(v)  (iv) den dolayı v ∉ N G (W) dir. I < U olduğundan (ii) den dolayı  

 

u ∈ N U (I) I { a G } \ I 

 

elemanı vardır. (ii) den dolayı u ∈ L(G) olduğundan  [ v, n u ] = 1 olacak 

şekilde bir n tamsayısı vardır. Bundan dolayı  

 

[ v, k u ], W = < N U (I) I { a G } > 
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 yi normalleyecek şekilde en az bir k tamsayısı vardır. v ∉ N G (W) 

olduğundan k > 0 dır. z = [v, 1k− u ] olsun. [ z,u ] = ( u z ) 1− u ∈ N G (W)  

olduğundan u z  ∈ N G (W) dir. (iv) de olduğu gibi K = < u z ,W > ∈  S dir. 

Böylece K, S nin bir maksimal R elemanı tarafından içerilir. Fakat W a-

üreteçli olduğundan  

 

I < W ≤  < U IRI { a G } > 

 

dir. R ≠U ise, bu I nın maksimal seçimiyle çelişir. Bundan dolayı U = R ise o 

zaman ,u z ∈ U dur. u,v ∈ N G (I) olduğundan z = [ v, 1k− u ] ∈ N G (I) dır. u z ,a 

ya eşlenik olduğundan 

 

u z ∈ N U (I) I { a G } ⊆  W 

 

dir. u ∈ W  olduğundan u z ∈ W z  dir. Böylece u z ∈ U I  W z I { a G } dir. I ≤  W 

ve I = I z ≤  W z  dir. Böylece 

 

I < < U IW z I { a G } > 

 

dir. W z , nin S bir maksimal elemanı tarafından içerilir ise  W z  = U dur. Sonuç 

olarak W z ≤  U ve 

 

( N G (I) I { a G } ) z  ⊆  N G (I) Z  I  U I { a G } 

                             = NG (I) IU I { a G } 

                             = NU (I) I { a G } ⊆  W 

 

dir. Bundan dolayı W z  ≤  W dir. W z  ≠  W olduğu için W z  < W dir. z nin 

negatif kuvvetleriyle eşleniklersek 
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W < W
1z−

< W
2z−

<… 

 

yi elde ederiz. Bu ise maksimal şartı ile çelişir. 

 

Teorem 5.7. nin ispatı 

 

G∈Max ve a∈L(G) olsun. Teorem 5.8. den dolayı a G  sonlu üreteçli ve 

nilpotenttir. G nın H.P. radikali H(G) olsun. O zaman a G ≤  H(G) dir. Böylece   

L(G) ⊆  H(G) dir. Fakat H(G) ⊆  L(G) olduğundan L(G) = H(G) dir.  

 

Eğer a∈ L (G) ise a G  nilpotent olduğundan <a> <<  a G <G dir. Böylece 

a∈B(G) olduğundan L (G) ⊆  B(G) dir. Fakat Teorem 5.2. (i) de B(G)⊂ L (G) 

olduğundan L (G) = B(G) dir.  

 

B(G) =L (G) ⊆  L(G) = H(G) 

 

olduğundan B(G) ⊆  H(G) dir. x∈ H(G) olsun. x∈ L(G) olduğundan x G  

nilpotenttir. Böylece <x><<  x G <G olduğundan x∈B(G) ve H(G) ⊆  B(G) dir. 

O halde  

 

L (G) = B(G) = H(G) = L(G) 

 

dir. Şimdi a ∈ R(G) olsun. Teorem 5.1. den dolayı a 1− ∈ L(G) dir. (a 1− ) G = a G  

nilpotent ve sonlu üreteçtir. A = a G  olsun. O zaman A/A′  sonlu üreteçlidir. 

Böylece  

 

A/A′ = <a 1g A′,…,a ng A′> 
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şeklinde yazılabilir. Her xA′∈ G/A′ için xA′ sağ engel elaman olduğundan 

[a ng A′, n xA′] = 1 olacak şekilde n ≥  1 vardır. Böylece <A,x>/A′ nilpotenttir. 

Hall kriterinden dolayı <A,x> nilpotenttir. 

 

A nın yukarı merkez serisini faktörleri elemanter abeliyan veya sonlu rankın 

serbest abeliyanı olan G nin kabul edilebilir serisine incelt. B böyle bir faktör 

olsun. O zaman x B üzerine tek türlü etki eder. Teorem 2.22 den dolayı G nin 

B üzerindeki etkisi üstüçgenseldir. Sonuç olarak Teorem 5.2. den dolayı  

 

R (G) = Z r (G) 

 

dir. 
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6. GENEL SERİLERLE TANIMLI GRUPLARIN SINIFI 
 

6.1. Tanım  

 

G bir Ω -operatör grup olsun. G nin aşağıdaki şartları sağlayan,1 ve G dahil 

olmak üzere içermeye göre lineer sıralı altgrupların kümesi S ye, G nin Ω - 

serisi denir. 

 

(i) Eğer 1≠ x ∈ G ise S nin x i içermeyen terimleri vardır ve bu terimlerin 

birleşimi V x   S  nin bir terimidir.  

(ii) Eğer 1 ≠ x ∈ G ise S nin x i içeren terimleri vardır ve bu terimlerin kesişimi 

Λ x  S nin bir terimidir. 

(iii) V x <  Λ x  

(iv) G deki bazı x≠ 1 için, S nin her bir terimi V x  veya Λ x  formundadır. 

 

Böylece x ∈ Λ x \ V x  dir. Λ x / V x  bölüm grupları S nin faktörleridir. Ayrıca V x  

ve  Λ x  arasında S nin hiçbir terimi yeralmaz. Bundan dolayı 1 ≠ x,y ∈ G için 

Λ x  ≤  V y  veya  Λ y  ≤   V x  dir. Eğer Λ x  ≤  V y  ise, S nin faktörleri Λ x / V x  in 

Λ y / V y den önce gelme kuralına göre lineer sıralıdır. 

 

S nin terimlerinin sayısına S nin order tipi denir. S nin order tipi S nin 

faktörlerinin kümesinin order tipidir. 

 

V x = U Λ y  ve Λ x = I V y  

 

 dir. Burada birleşim Λ x / V x den önce gelen ve kesişimde Λ x / V x den sonra 

gelen tüm Λ y / V y  faktörleri üzerinde düzenlenmiştir. 

 

Gerçekten Λ y / V y  ; Λ x / V x  den önce geliyorsa Λ y  ≤   V x  dir. Bundan dolayı  
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U Λ y  ≤   V x dir….(1) 

 

t ∈V x  olsun. O zaman Λ x ⊆  U  Λ y  dir. O halde t ∈ U  Λ y  dir. Yani 

 

V x ⊆ U Λ y  dir….(2) 

 

(1) ve (2) den dolayı V x  = U Λ y  dir. Diğeride benzer şekilde gösterilir. 

 

Eğer S sonlu order tipine sahip ise S nin sonlu uzunlukta bir serisi vardır. Bu 

sonlu uzunluktaki en küçük V x  1 e eşittir ve en geniş Λ x  G ye eşittir. 

 

S bir β  ordinal sayısının order tipine sahipse, seri bir artan seridir. S nin 

terimleri  β  ordinalin tersine göre indekslenmiş ise o zaman seriye azalan 

seri denir. Bu  

 

1 <…<  H 2 <  H1  <  H 0 = G 

 

şeklindedir. Burada α  ordinal veλ  limit ordinal olmak üzere 

  

H 1+α <  H α  ve γ
λ<γ

λ = HH U  

 

dır. 

 

6.1. Kompozisyon Serileri 

 

Eğer S ve S *  , G nin Ω  - serileri ve S nin her terimi S *  ın da terimi ise S *  , S 

den daha incedir denir ve S << S *  ile gösterilir. O zaman 

 

V x ≤  V x
* ≤  Λ x

* ≤  Λ x  
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dir. S G nin bir Ω - serisi olsun. S << S*  olacak şekilde S den daha ince G 

nin S*  Ω - serisi yoksa S ye Ω  - kompozisyon serisi denir. Ω  = Ø ise  

yalnızca seri ve kompozisyon serisi kelimeleri kullanılır. Eğer  Ω  iç-

otomorfizmalarının grubu ise o zaman seriye, normal seri ve kompozisyon 

serisinede esas seri denir. 

 

6.1. Teorem 

  

Her Ω -serisi bir Ω -kompozisyon serisine inceltilebilir. 

 

İspat 

 

 G  bir Ω -grubu ve So , G nin Ω -serisi olsun  

 

χ= { K: S 0  << K, G nin Ω -serisi }  

 

χ   <<  ye göre kısmi sıralıdır. Y = { S )(γ  I γ ∈ Γ } , χ  de bir zincir olsun. χ  de 

Y için bir üst sınır oluşturalım. Eğer 1 ≠  x ∈ G ise V x
)(γ , Λ x

)(γ ∈ S )(γ  olmak 

üzere 

 

V x = 
γ
U V x

)(γ , Λ x  = 
γ
I Λ x

)(γ  

 

şeklinde tanımlansın. Burada Γ  de her bir γ  için 

 

V x
)(γ ≤  V x  ≤   Λ x  ≤  Λ x

)(γ  

 

dır. Böylece  S = { Λ x , V x  : 1 ≠  x ∈ G } kümesi içermeye göre lineer 

sıralıdır. S nin Y için bir üst sınır olan bir seri olduğu açıktır. Şimdi Zorn 

Lemma dan  dolayı χ  in bir maksimal elamanı vardır. Fakat bu elaman G nin 

bir kompozisyon serisidir. 



     76 

Bu teorem genel seriler için verilen Jordan–Hölder teoreminden farklıdır. 

Örneğin tamsayılar kümesi  Z 

 

… 8 Z < 4 Z < 2 Z < Z ve ...27 Z < 9 Z < 3 Z < Z 

 

şeklinde iki kompozisyon serisine sahiptir. Fakat bunların izomofik faktörleri 

yoktur.  

 

6.2. Merkez Serisi Olan Gruplar 
 

G bir grup ve S ,G nin bir serisi olsun. Eğer S nin her terimi G de normal ve 

herbir  Λ x / V x  faktörü G/ V x  in merkezinde ise S ye G nin bir merkez serisi 

denir. Bu özelliğe sahip gruplara Z - grupları denir. 

 

6.2. Teorem  

 

Eğer G bir lokal nilpotent grup ise o zaman G bir merkez seriye sahiptir. 

 

İspat 

 

Teorem 6.1. den dolayı G nin bir esas serisi vardır. Bu serinin faktörleri G nin 

esas faktörleridir ve Teorem 3.6. dan dolayı G nin merkezindedir. 

 

Azalan merkez serisi olan gruplara örnek Z-gruplarıdır. Bu gruplar bazen 

hipermerkez gruplar olarak da adlandırılır ve bu grubun aşağı merkez serisi 

transfinite olarak devam edilirse birime ulaşır. En çok bilinen hipermerkez 

gruplar arasında residually nilpotent gruplar vardır. Hatta bu sınıf pekçok 

nilpotent olmayan grupların kapsandığı geniş bir sınıftır. 
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6.3. Serisel Altgruplar 
 

Bir G grubunun herhangi bir serisinde olan bir altgruba serisel altgrup denir. 

Serisel altgrup, altnormal ve artan altgrupların bir genellemesidir. Serisel bir 

altgrup kendi normalleyenine ya da normal kapanışına eşit olabilir. 

 

Burada bütün serisel altgruplarına sahip olan gruplarla ilgileniyoruz. Doğal 

olarak bunlar nilpotent grupları içerir. Bu tip gruplar, altgruplarının Frattini 

özelliklerinde karakterize edilebilir. 

 

6.3. Teorem 

 

G bir grup olsun. G nin her altgrubunun serisel olması için gerek ve yeter şart 

her H ≤  G için H′ ≤  Frat H olmasıdır. 

 

İspat 

 

Her H ≤  G için H′ ≤  Frat H şartı, H nın maksimal altgrubunun H da normal 

olması anlamına gelir. G nin her altgrubu serisel ve M H nın maksimal 

altgrubu olsun. G nin her altgrubu serisel olduğundan, G nin M yi içeren bir 

serisini elde etmek için H yı, G nin M yi içeren serisinin her terimi ile 

kesiştirelim. Fakat M H da maksimal olduğundan, elde edilen yeni seride H 

ile M ardışık olacağından M <  H dır. Böylece H′ ≤  Frat H dır. 

 

Karşıt olarak her H ≤  G için H′ ≤  Frat H olsun. χ , 1 ≤  L ≤  G nin incelmişleri 

olan altgrupların bütün zincirlerinin kümesi olarak tanımlansın ve Tanım 6.1. 

in ve normallik şartı (iii) dışında, bir serinin tanımındaki tüm şartlar sağlanıyor 

olsun. Teorem 6.1 deki gibi Zorn lemmadan dolayı χ  in bir maksimal S 

elemanı vardır. Eğer X ve Y, S nin ardışık terimleri ise, o zaman S nin 

maksimalliğinden dolayı X, Y de maksimaldir. Böylece Y′≤  Frat Y ≤  X 

olduğundan X <  Y dir ve S bir seridir. Sonuç olarak L, G de serialdir. 
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6.4.  Teorem 

 

Bir lokal nilpotent grubun her altgrubu seriseldir. 

 

İspat 

 

G bir lokal nilpotent grup ve M, G nin bir altgrubu olsun. G lokal nilpotent 

olduğundan, M de lokal nilpotenttir.  O halde Teorem 3.5. den dolayı M′≤  

Frat M dir. Her M ≤  G için M′ ≤   Frat M olduğundan Teorem 6.3 den dolayı,G 

nin her altgrubu seriseldir. 

 

Fakat bunun tersi doğru değildir. Diğer yandan her altgrubu serisel olan bir 

grubun lokal nilpotent olmadığı Wilson [10] tarafından gösterilmiştir. 

 

6.4. Genel Çözülebilir Gruplar 

 
Seri kavramı genelleştirilmiş çözülebilir grupların sınıflarının oluşturulmasına 

olanak sağlar. En önemlilerinden bazılarına kısaca değineceğiz. 

 

Abeliyan faktörlü bir seriye sahip olan bir gruba SN-grup denir. Bu 

çözülebilirliğin oldukça geniş bir genellemesidir. Örneğin asal mertebeli 

olmayan basit SN-grupların olduğu bilinir.[9] 

 

Abeliyan faktörlü bir normal seriye sahip olan gruplara SI-gruplar denir. 

Teorem 7.2 de lokal çözülebilir grupların SI-gruplar olduğu gösterilmiştir. SI-

grupların önemli bir altsınıfı, abeliyan faktörlü artan bir normal seriye sahip 

grupların sınıfıdır. Bunlara hiperabeliyan gruplar denir. Çözülebilir gruplara bu 

kadar yakın olmasından dolayı nispeten işlevsel bir sınıftır. 
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6.5. Teorem ( Černikov)  

 

Bir SN-grubu G nin minimal şartı sağlaması için gerek ve yeter koşul, bir 

çözülebilir Černikov grup olmasıdır. 

 

İspat 

 

G bir çözülebilir Černikov grup ise Teorem 2.23 den dolayı G min şartını 

sağlar. Şimdi SN-grubu min şartını sağlasın. O zaman Teorem 2.24 den 

dolayı G nin sonlu indeksli birtek minimal altgrubu F vardır ve F ≠ 1 dir. G bir 

SN-grup olduğundan dolayı, G nin faktörleri abeliyan olan bir serisi vardır. 

Minimal şartından dolayı bu serinin terimleri içermeye göre iyi sıralıdır. 

S={S i : i∈I } G nin bir serisi olsun. G üzerinde ≤  bağıntısı şöyle tanımlansın: 

“X,Y ∈ S olmak üzere X ≤  Y olması için gerek ve yeter koşul Y ⊆  X 

olmasıdır.” 

 

A ⊆  S, (A,≤ ) kısmi sıralı ve T =  { A j : j ∈ J } A nın bir zinciri olsun. O zaman  

 

A1  ⊇  A 2 ⊇…⊇  A n ⊇… 

 

dir. G min şartını sağladığından dolayı öyle bir n 0 ≥  1 vardır ki 

 

A
0n = A 1n0+

 =… 

 

dir. Böylece A
0n  T nin bir maksimal elemanıdır. Zorn lemmadan dolayı A nın 

bir maksimal elemanı vardır. Bu eleman A*  olsun.O zaman her X ∈ A için 

A * ≤X ise A = A * dır. Böylece X ⊆  A*  ise A *  = X dır.  “ ≤  "  bağıntısına göre 

A *  A nın bir minimal elamanıdır.  
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G nin serisi S = { S i : i∈I } olsun. O zaman  S nin en küçük bir elemanı vardır. 

Bu eleman S1  olsun. S \ { S1  } ≠  Φ  ise bir en küçük S 2  vardır ki S 1 <S 2  dir. 

Bu şekilde devam edilirse 

 

S1 <S 2 <…S α = G 

 

olacak şekilde en az bir α  ordinali vardır. 

 

Şimdi λ  < α  olsun.O zaman S 1+λ / S λ abeliyandır. Gerçekten S 1+λ , 

S\{S1 ,…,S λ  } kümesinin minimal elemanı olduğundan S λ ile S 1+λ  arasında  

başka eleman yoktur. S 1+λ / S λ abeliyandır. Böylece G nin faktörleri abeliyan 

olan bir serisi vardır. 

 

F ≠ 1 olduğundan G nin artan serisini F ile arakesiti trivial olmayan bir en 

küçük terimi vardır. A =  { X S∈ : X I F = { 1 }  } olsun. A ≠  φ  dir. A ⊂  S iyi 

sıralı, X 0  A nın en küçük elemanı ise X 0 I F = { 1 } ve her X ∈ A için X 0 ⊆  X 

olduğundan X 0 I  F ⊆  X I  F dir. Bu terim G α olsun.  

 

α  limit ordinal ise her λ  < α  için λ
α<λ

α = GG U dır.  Böylece her λ  < α  için 

G λ I F = { 1 }  olduğundan G α I F = { 1 } dir. Bu bir çelişkidir. 

 

α  limit ordinal olmasın. α -1 vardır ve G 1−α I F = { 1 } dir.  

 

1 ≠  G α I F ≅ ( G α I F ) G 1−α / G 1−α  

 

olduğundan G α I F abeliyandır. 

 

G α I F, F de artandır ve lokal nilpotenttir. G α I F Teorem 3.4. den dolayı F  
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nin bir H, Hirsch-plotkin radikalinde kapsanır. Teorem 4.6. dan dolayı H bir 

hipermerkez gruptur. Böylece 1≠ Z(H) <G dir. Teorem 2.25 den dolayı F,G 

nin trivial olmayan normal abeliyan altgrubu A yı içerir. 

 

1 ≠ a ∈ A olsun. N = a G olsun. N <  G ve exp (N) < ∞  olduğundan ve G 

minimal şartını sağladığından N sonludur. Böylece G / C G (N) sonludur. 

Böylece F ≤  C G (N) dir. a ∈ Z (F) ise A ≤  Z (F) dir. Bundan dolayı Z (F)≠ <1>  

dir. G = G /  Z (F) olsun. Z (G / Z (F)) ≤  Z 2 (F) / Z1 (F) ≠  1 dir. Böylece 

Z 1 (F)≤Z 2 (F) dir. z ∈ Z 2 (F)  \ Z1  (F) olsun. 

 

O zaman [zZ1 (F) , xZ 1 (F)] = 1 ise [z, x] ∈ Z1 (F) dir. Böylece z 1− x 1− zx∈Z1 (F) 

dir. Dolayısıyla x 1− zx ∈ z Z 1 (F) dir. O halde z x = zz1  olacak şekilde z1∈Z1 (F) 

dir. Böylece 1z , z  yi böler. Z1 (F) min şartını sağladığı için z1  in sayıları 

sonludur. Böylece { z x : x∈ F } < ∞  dur. 

 

F : C F ( z ) < ∞  ise F = C F (z) 

 

dir. O halde z ∈Z 1 (F) dir. Bu bir çelişkidir. Böylece F = Z (F) dir. Bundan 

dolayı G çözülebilir Černikov gruptur. 
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7. LOKAL ÇÖZÜLEBİLİR GRUPLAR 
 

Her sonlu üreteçli altgrubu çözülebilir olan gruba lokal çözülebilir grup denir. 

Genel olarak bu grup tipiyle uğraşmak lokal nilpotent gruplara göre daha 

zordur. Çünkü sonlu üreteçli altgrupların max ı sağlamasına gerek yoktur. 

Örneğin Hirsch-Plotkin teoreminin karşılığı yoktur [7]. 

 

7.1. Teorem 

 

Eğer G bir lokal çözülebilir grup ise, G nin her esas faktörü abeliyandır. 

 

İspat 

 

Açık olarak G nin bir minimal altgrubu N nin abeliyan olduğunu göstermek 

yeterlidir. Kabul edelim ki N abeliyan olmasın. O zaman c = [ a,b ] ≠ 1 olacak 

şekilde a,b ∈ N vardır. c ∈ N ve N, G nin minimal normal altgrubu 

olduğundan  

 

c G  = N dir. Böylece a,b ∈ < c 1g ,…,c mg > olacak şekilde g1 , g 2 ,…,g m ∈G 

vardır. H = < a,g 1 ,…,g m ,b > olsun. G lokal çözülebilir olduğundan, H 

çözülebilirdir. A = c H  olsun. a,b ∈ A olduğundan c = [ a,b ] ∈ A′ dür. A <  H 

olduğundan A′<  H dır. c H ≤  A′ ise A = A′ olur ki bu bir çeilşkidir. Böylece A=1 

ve c = [a,b ] = 1 dir. Bundan dolayı N abeliyandır. 

 

7.2. Teorem 

 

Her lokal çözülebilir G grubu bir SI-grubudur. Böylece bir basit lokal 

çözülebilir grup asal mertebelidir. 
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İspat 

 

Teorem 6.1 den dolayı G bir esas seriye sahiptir. G lokal nilpotenttir.Teorem 

7.1 den dolayı faktörleri abeliyandır. Böylece G bir SI-grubudur. Diğer yandan 

sonsuz basit SN-grupların varlığı P.Hall tarafından gösterildi [7]. 

 

7.3. Teorem 

 

Normal altgruplarda minimal şartı sağlayan bir lokal çözülebilir grup 

hiperabeliyandır.  

 

Genel olarak min-n yi sağlayan bir lokal çözülebilir grup, bir Cernikov grup 

değildir. Hatta lokal çözülebilir grupların sınıfları ve hiperabeliyan gruplar 

kıyaslanamaz. Bu konularda daha fazla bilgi için [7] ye başvurunuz. 

 

7.1. Normal Altgruplar Üzerinde Maksimal Şartını Sağlayan Lokal            
       Çözülebilir Gruplar 

 
7.4. Teorem (Mc Lain) 

 

G max-n yi sağlayan bir lokal çözülebilir grup olsun. O zaman bir p≥0 

sayısına, p nin her r1 , r 2 ,…, r p  pozitif tamsayılar dizisi için 

G )m(
pr

γ≤ (…
2r

γ (
1r

γ (G))...) olacak şekilde m = m (p,G) karşılık gelir. 

 

İspat  

 

m(0,G) = 0 olarak tanımlansın. O zaman iddia p = 0 için doğrudur. Kabul 

edelim ki m = m (p,G) tanımlanan özellik olsun. Yani  

 

G )m(
pr

γ≤ (…
2r

γ (
1r

γ (G))…) 
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dir. G/G 1m+  max-n yi sağlayan çözülebilir bir grup oldugundan Teorem 2.27 

den dolayı G/G 1m+  sonlu üreteçlidir. Böylece G = X G 1m+  olacak şekilde sonlu 

üreteçli bir X altgrubu vardır. G lokal çözülebilir olduğundan X çözülebilirdir. 

Kabul edelim ki X in derived uzunluğu d olsun. 

 

G = X G )1m( +  = X(G )m( )′ ve G 1m+ <G 

 

olduğundan Lemma 2.2 den dolayı G = X
1pr +

γ (G )m( ) dir. Fakat X )d( = 1 

olduğundan 

 

G )d( ≤  X )d(
1pr +

γ  (G )m( ) = 
1pr +

γ  (G )m( ) 

 

 dir. Böylece  

 

G )d( ≤  
1pr +

γ  (
pr

γ ….
1r

γ (G)…) 

 

 olduğundan m (p+1, G) = d dir. 

 

7.5. Teorem  

 

G normal altgruplarda maksimal şartı sağlayan bir lokal çözülebilir grup 

olsun. O zaman G nin çözülebilir olması için gerek ve yeter şart G nin sonlu 

üreteçli altgruplarının sınırlı nilpotent uzunluğuna sahip olmasıdır. 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki G nin her sonlu üreteçli altgrubunun nilpotent uzunluğu ≤  l  

olsun. Teorem 7.4 den dolayı m = m (l ,G) vardır öyle ki s1 ,…,s l  için 

 

G )m( ≤
ls

γ  (…
1s

γ (G)…) 
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dir. G/G 1m+  sonlu üreteçli olduğundan, X sonlu sonlu üreteçli olmak üzere 

G=XG )1m( +  şeklinde yazılır. Ayrıca X in nilpotentlik sınıfı l≤  olduğundan öyle 

r1 , r 2 ,…,r l  pozitif tamsayısı vardır ki  

 

lr
γ (…

1r
γ (x)…) = 1 

 

 dir. Böylece 

 

G )m( ≤
lr

γ (…
1r

γ (G)…) ≤  
lr

γ (…
1r

γ (X)…) G )1m( +  = G )1m( +  

 

dir. O halde G )m( ≤   G )1m( +  olduğundan G )m(  = (G )m( )′ dır. 

 

G )m( ≠ 1 olsun. G max-n yi sağladığından M, M ≤  G )m(  ye göre maksimal 

olan G nin normal altgrubu olsun. G )m( /M G nin esas faktörü olduğundan ve 

Teorem 7.1 den dolayı G )m( /M abeliyandır. Böylece (G )m( )′ ≤  M < G )m(  dir. 

Bu bir çelişkidir. O halde G )m(  = 1 dir. G çözülebilirdir. 

 

7.6. Teorem ( Mc Lain ) 

 

Normal altgruplarda maksimal şartı sağlayan bir lokal süperçözülebilir G 

grubu süperçözülebilirdir. 

 

İspat 

 

Eğer X G nin bir sonlu üreteçli altgrubu ise, o zaman X süperçözülebilirdir. 

Teorem 2.28 den dolayı X′ nilpotenttir. Böylece X in nilipotentlik uzunluğu 2 

yada daha azdır. Şimdi G nin çözülebilir olması sonucuna ulaşmak için 

Teorem 7.5. i uygulayalım. 
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Teorem 2.27 den dolayı G grubu sonlu üreteçlidir ve böylece 

süperçözülebilirdir.  

 

7.1. Örnek 

 

Max-n yi sağlayan çözümlü ve sonlu üreteçli olmayan lokal çözülebilir grular 

vardır. 

 

Her i sayısı için bir tek minimal normal N i  olan sonlu üreteçli olmayan G i  

grupları elde edilebilir.  

 

G 1 = S3  ise N 1  = A3 <S 3  

 

dür. G i  sonlu üreteçli ve N i , G i  nin bir tek minimal normal altgrubu olsun. p 

bir asal sayı ve p+ iG  olsun. R, GF(p) üzerinde G nin grup cebiri olsun. O 

zaman R sol R-modül olarak düşünüldüğünde Maschke’s Teoreminden tam 

indirgenir. R nin her bir indirgenmez  altmodülü sadık değil ise o zaman N i , 

G i  nin indirgenmez gösterimlerinin çekirdeği içindedir. Bundan başka R 

sadık değildir. Böylece R nin sadık indirgenmez altmodülleri vardır.  

 

Buna N 1i+  diyelim. G 1i+  i N 1i+  toplamsal altgrubu ile G i  nin yarıdirek çarpımı 

olarak alırsak G 1i+  sonlu çözümlü grup ve N 1i+ = C
1iG +
(N 1i+ ) dir. Böylece N 1i+ , 

G 1i+  in tek minimal normal altgrubu olur. G, 

 

G 1 < G 2 < … 

 

artan zincirinin birleşimi olsun. G lokal çözümlü ve torsiyon gruptur. G sonlu 

üreteçli değildir. 
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1≠N <  G olsun. O zaman bir j için NIG j ≠  1 ise N i , G i  nin tek minimal 

normal altgrubu olduğundan N i  ≤  N dir ve i > 1 ise 

 

N∩G i  = N∩ (N i G 1i− ) = N i (N∩  G 1i− ) 

 

dir. J, N∩G j ≠ 1 yi sağlayan ilk sayı olsun. O zaman  

 

N = < N∩G j , N∩  G 1j+ ,…> 

N = <N j, N 1j+ , N 2j+ ,…> 

 

G )j( , G nin derived serisinin (J+1) inci terimi olsun. 

 

G 1j+  = N 1j+  G j  = N 1j+ ( N j) G 1j−  

G 2j+ = N 2j+  G 1j+ = (N 2j+  N 1j+  N j) G 1j−  

M  

G k ≤  N G 1j−  

 

bulunur. O zaman  

 

G =
∞

= jk
U G k  ⊂  NG 1j− ⊆G 

 

olduğundan  G = NG 1j−  dir. Bundan dolayı G max-n yi sağlar. d(G j ) = d j  

olsun. d 1j+ ≥d j +1 olduğunu gösterelim. G 1j+  = N 1j+ G j  olduğundan  

 

(G 1j+ ) )d( 1j−  = (N 1j+  G j )
)d( 1j−  ≥  G j

)d( 1j−  ≠ 1 

 

dir. Bundan dolayı G 1j+
)d( 1j− ≠ 1 dir. Böylece N 1j+  ≤  G 1j+

)d( 1j−  olduğundan  



     88 

G 1j+
)d( 1j−  = NG j

)d( 1j−  dir. 

 

G 1j+
)d( j  ≥  [N 1j+  G j

)d( 1j− ] ≠ 1⇒  G 1j+
)d( j ≠ 1 

 

dir. d1  = d(S3 ) = d(G1 ) = 2 olduğundan d j (G j ) ≥  J dir. Bundan dolayı G 

çözülebilir değildir. 

 

G 1j+  = N 1j+ G i  

G 1j+
)1(  = [N 1j+ , G j] G j

)1(  = N G j
)1(  

M  

G 1j+
)d( 1j−  = N 1j+  G j

)d( 1j−  ve G j
)d( 1j− ≠ 1 

 

olduğundan 

 

G 1j+
)d( j  = N 1j+  ⇒  d 1j+  = d j +1 

 

dir. d(G1 ) = d 1 =2 olduğundan her j ≥  1 için d(G j ) = j+1 dir. Bundan dolayı 

d(G) =∞  dur.   
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