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ONUR SOZU

Doktora tezi olarak sundugum “Lokal Rough Kiimeler ve Rough Altgrupoidler”
baglikli bu caligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima
bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bigcimde gosterilenlerden olustugunu belirtir,
bunu onurumla dogrularim.

Hatice TASBOZAN
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Bes boliimden olusan bu tezin birinci boliimii Girig boliimii olarak diizenlendi ve
literatiir 6zeti de bu boliimde verildi.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlara yer
verildi. Bu boliimde, temel topolojik kavramlar olan kategori teorisi ve demet teorisi
tanim ve teoremler ile birlikte verildi. Demet teoride, demetin global kesiti olan lokal
denklik bagintis1 kavramindan bahsedildi.

Ugilincii boliimde, rough kiimelerin bazi tanimlari ve temel 6zellikleri verildi.
Ayrica, rough cebirsel yapilarindan olan rough grup kavrami, grubun bir alt kiimesinin
alt ve iist yaklasimlart yardimiyla verildi.

Dordiincii ve besinci boliimler bu tezin orjinal boliimlerini olugturmaktadir.

Dordiincii boliimde, grupoid ve rough teori kavramlari kullanilarak yeni bir kavram
olan rough altgroupoid kavrami tanimland1 ve bazi teoremler verildi.

Son boliimde ise lokal denklik bagintis1 kavrami yardimiyla yeni bir rough kiime

olan lokal rough kiime tanitildi. Ayrica, lokal rough kiimelerin alt ve iist yaklagimlari
tanimland1 ve bazi ozellikler verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Grupoid, Lokal denklik bagintis1, Rough kiime, Rough
alt grup, Rough (normal) altgrupoid, Lokal Rough kiime, Lokal rough yaklagim uzay1,
Coherent lokal yaklasim uzay1, Lokal baglantililik.
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The first chapter of this thesis, which is consisting of five chapters, has been
arranged as an introduction chapter and the literature survey has also been given in this
chapter.

In the second chapter, basic concepts to be used in the upcoming chapters are
introduced. In this chapter, the basic topological concepts; category theory and sheaf
theory are presented with relevant definitions and theorems. In sheaf theory, the concept
of local equivalence relation,which is the global section of sheaf, are given.

In the third chapter, some definitions and basic features of rough sets are given. In
addition, the concept of rough group, which is a rough algebraic structures, is presented
with the help of the lower and the upper approximations of a subset of a group.

Fourth and fifth chapters constitute the original parts of this thesis.

In the fourth chapter, the concept of rough subgroupoid, which is a new definition,
is introduced by using the concepts of groupoid and rough theory and relevant theorems
are given.

In the final chapter, local rough set that is a new rough set is presented with the
help of the concept of local equivalence relation. In addition, the lower and the upper
approximations of local rough sets are presented and some of their features have been
given.

KEY WORDS: Groupoid, Local equivalence relation, Rough set, Rough subgroup,
Rough (normal) subgroupoid, Local Rough set, Local rough approximation space,
Coherent local approximation space, Local connectedness.
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1. GIRIS

Rough kiime teorisi, 1982’ de ilk olarak Pawlak [1] tarafindan ortaya atilmistir.
Bu teori kesin olmayan bilginin belirsizligi ve anlagilmazlig ile ilgili bir yontem olarak
tanitildi. Bu teoride nesnelerin siniflandirmasinin temeli bir denklik bagintisidir. Teorinin
temeli olan rough (yaklasimli) kiime kavrami, evrensel kiimenin herhangi bir alt kiimesi
olup, evrensel kiime iizerinde tanimlanan bir denklik bagintisi ile olusturulan alt ve iist
yaklagimlar ikilisi ile tanimlanir. Rough kiimeler; belirsiz veya kesin olmayan bilginin
tamimlanmasi, analizi, eksik bilgiye dayanan akil yiiriitme gibi ¢esitli problemlerin
cOziimiinde bir ara¢ oldu. Ayrica kesin olmayan bilgiler icin yeni bir matematiksel

yontemdir. Bu yontemde; belirsizlik, bir kiimenin sinir bolgesi ile agiklanir [1].

Rough cebirsel yapilardan, rough grup kavrami iki sekilde tanimlanmustir.
Bunlardan birincisi, Bismas ve Nanda [2] tarafindan sadece iist yaklagim tanimi
kullanilarak verilmis, ikincisi ise Kuroki ve Wang [3] tarafindan hem {iist hem de alt
yaklagim tanimi kullanilarak verilmistir. Yani bir G grubu iizerinde N alt grubuna gore
tanimlanan x = y(modN) < xy~! € N denklik bagintis1 kullanilarak, grubun bir alt

kiimesinin alt ve iist yaklagimlar1 tanmmlanmistir [4].

Rough altgrupoid ve lokal rough kiime kavramlarinin olusturulmasi i¢in oncelikle
kategori ve grupoid kavramlarindan bahsedilerek altgrupoidlerle ilgili 6rnekler ele alindi.
Sonrasinda ise demet teorisine gegilerek demet ve ondemet arasindaki iligkiden yola
cikarak bir topolojik uzayin agiklari {izerindeki tiim denklik bagintilarindan olusan kiime
ile elde edilen E 6ndemetine karsilik gelen £ demetinin r—global kesiti olan lokal denklik

bagintist tanimi verildi [5].

Bu calismada, rough altgroupoid kavraminin olusturulabilmesi i¢in grupoid ve
rough alt grup kavramlar ile yeni bir tamim verildi. Bir grupoid {izerinde, normal
altgrupoidine gore verilen bir kiimenin alt ve iist yaklasimlar1 bulunarak bu kiimenin
rough kiimesi elde edildi. Rough kiimedeki alt ve iist yaklagimlar, grupoidin birer
altgrupoidi ise bu rough kiimeye grupoidin alt ve iist yaklagimlarina gore rough

altgrupoididir denildi. Rough alt gruplarda teoremlerle verilen durumlarin rough



altgroupoidler i¢in de incelenebilecegi goriildii.

Son olarak, lokal denklik bagintis1 kavramindan hareketle yeni bir kavram olan
“lokal rough kiime” tamitilarak, bu kavram alt ve iist yaklagim islemleri ile tanimlandi.
Lokal rough kiimeler ile ilgili ornekler verilerek, lokal rough kiimedeki yaklagimin
kesinligi ile rough kiimedeki yaklasimin kesinligi karsilastirildi. Ayrica lokal yaklasim
uzayinda coherentlik ve baglantililik gibi kavramlar elde edildi ve bu kavramlar ile ilgili

bazi teoremler verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Kategori

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Tamim 2.1.1. Nesnelerin kiimesi Ob (C), morfizmlerin kiimesi Mor (C) = C olmak iizere,

morfizmlerin kompozisyon islemi,
m=Mor (C)q xpgMor (C) ={(f,8) € Mor(C) x Mor (C) | a(g) =B (f)}

m(f,8) =g-f
kaynak ve hedef doniigiimleri sirasiyla o, 3 : Mor(C) — Ob(C) ve nesne doniisiimii
€:0b(C) — Mor(C),X — €(X) = Ix olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan
(C,0b(C),0,B,e,u) altilisina kategori denir [6].

KAT1) ¥ (f,g) € Mor(C)q xpMor(C) icin au(g.f) = a(f) ve B(g.f) = B (g)-
KAT2) Vf,g,h € Mor(C) ile a(h) = B(g) ve au(g) = B(f) igin h. (g.f) = (h.g) .f.
KAT3) Vx € Ob(C) igin au(I;) = x = B ().

KAT4) Vf € Mor (C) igin f.lo(p) = f ve Iip).f = .

Ornek 2.1.1. Bazi kategori orneklerini ve onlarin nesneleri ile morfizmleri asagida

verilmistir [6].

KATEGORI NESNELERI MORFIZMLERI

Grp Gruplar Grup morfizmleri

Set Kiimeler Kiimeler arasi doniisiimler
Cat Kategoriler Funktorlar

Top Topolojik uzaylar  Siirekli fonksiyonlar

Gpd Tiim grupoidler  Grupoid morfizmleri

Tanim 2.1.2. C bir kategori olsun. Bir C°? kategorisi;

Ob(C) = 0b(CP)



ve VX,Y € Ob(CP) igin
Morcop(X,Y) = More(Y,X)

sartlarin1 saglayan kategoridir. Bu kategoriye C kategorisinin dual (veya zit) kategorisi

denir [7].
Ornek 2.1.2. X bir topolojik uzay ve X’ in biitiin agiklarini nesne kiimesi ve
OX)={f:U—V| U,V CXagik}
kiimesinin dualini de morfizm kabul eden O(X)°? kategorisi asagidaki gibi tanimlidur.
1. Nesneler kiimesi,

Ob(0(X)°P) ={U : U,X uzaynn acik altkiimesi} .

2. Morfizmler kiimesi,

Mor(O(X)?P)={f | f:U" — U siirekli déniigim , U,U’ C X agik}.

3. Kompozisyon iglemi,

Mor(U',U) x Mor(U",U") — Mor(U",U)

(f,g) — gof.

4. Kaynak ve hedef doniisiimleri,

5. Nesne doniigiimii ise

seklinde tanimlidir [7].

Tamim 2.1.3. C ve D iki kategori olmak iizere; VX € Ob(D) igin



i. Ob(D) C 0b(C),

ii. Morp(X,Y)C More(X,Y),

iii. D ve ( kategorilerinde taniml1 kompozisyon kurallar1 ayni,
iv. Morp(X,X) ve Morc(X,X) in birim elemanlari ayn

ozelliklerini saglayan D kategorisine C kategorisinin bir altkategorisi denir [8].

Tanim 2.1.4. D kategorisi C kategorisinin altkategorisi olmak iizere;

1. D kategorisinden secilen X, Y nesneleri icin
Morp(X,Y)=Mors(X,Y)
ise D kategorisine C kategorisinin tam(full)altkategorisi denir [8].

2. D kategorisinin nesneleriyle C kategorisinin nesneleri esitse, yani
Ob(D) = 0b(C)

ise D kategorisine C kategorisinin genis(wide) altkategorisi denir [8].

2.2 Funktor

Tanmm 2.2.1. C, D iki kategori ve ¢ : C — D olmak iizere; C kategorisinin bir X nesnesi
ve bir f morfizmi icin agagidaki sartlar saglamyorsa; C ve D kategorileri arasindaki bu ¢

doniisiimiine bir kovaryant funktor denir [9].
1) VX € Ob(C) igin ¢(X) € Ob(D).
2) f:X — Y € Mor(C) morfizmine karsilik ¢(f) : 6(X) — 0(Y) € Mor(D).

3) VX € Ob(C) icin 1¢(X) = ¢(lx).



4) Vf,g € Mor(C) i¢in go f islemi D kategorisinde ¢(g) o 0(f) = d(go f) saglaniyorsa

R

o(X

)
f J(D(f )
(8)

<;

— % 0(r)

!

0(Z)

h.<

%

X

diyagrami degisimlidir.
Tamim 2.2.2. C ve D iki kategori ve D°P, D nin dual kategorisi olsun.

o:C— D

tanimli kovaryant funktora kontravaryant funktor denir. Burada ¢(g) o ¢(f) = ¢(go f)

islemi korunmaz yani;

d0(g)od(f) = d(go f) ise kovaryant,

d(g) o 0(f) = 0(f og) ise kontravaryanttir.
seklindedir [9].

Tanmm 2.2.3. Bir C kategorisindeki her X nesnesi ve her f morfizmi i¢in

le:C—C
le(X) =X,
le(f)=f

seklinde tanimli 1, funktoruna birim funktor denir [10].

Tanim 2.2.4. D kategorisi C kategorisinin altkategorisi olmak iizere;

i:D—C
i(X) =X,
i(f)=r

seklinde tanimlanan i funktoruna dahil etme funktoru denir [10].

2.1)

(2.2)



Ornek 2.2.1. ¢ : Grp — Set funktoruna unutkan funktor denir. Bu funktor Grp
kategorisindeki grup yapisini unutarak Set kategorisine doniistiiri. Burada her G
grubunu onun grup yapisinin ihmal edildigi ¢G kiimesine ve her f: G — H doniislimiinii

0f : G — OH doniisiimiine gotiiriir [11].

Bu kistmda H.Brandt [12] tarafindan olusturulan, Brown[13, 14] ve Icen[15, 16]
tarafindan gelistirilen, kategori teorideki her morfizmin tersinin bulundugunu baz sartlar

altinda saglatan bir kavram olan grupoid kavramindan bahsedecegiz..
2.3 Grupoid

Tanmm 2.3.1. Nesnelerin kiimesi Ob(G), morfizmlerin kiimesi Mor(G) = G

olmak iizere, morfizmlerin kompozisyon iglemi, m = Mor(G), xg Mor(G) =

{(f,8) € Mor(G) xMor (G) | a(g) =B(f)}, m(f,8) = g.f kaynak ve hedef
dontigiimleri sirasiyla o, : Mor(G) — Ob(G) ve nesne doniigiimii € : Ob(G) —

Mor(G),X — €(X) = Ix olan (G,0b(G),a,B,e,m) kategorisinde her bir f € G
morfizmi i¢in o(f) = B(f~'), B(f) = a(f "), flof = lgy ve fof' = 1p

sartlarni saglayan f~! € G tersi varsa yani i : Mor(G) — Mor(G) ters doniisiimiinde

i(f) = f~lise G’ ye Ob(G) iizerinde bir grupoiddir denir [13].

Ornek 2.3.1. G birim elemani e olan bir grup olsun. Bu durumda G, {e} nesne kiimesi

ve grup islemi ile bir grupoiddir. G’ nin morfizmleri grubun elemanlarindan olusur.

Tammm 2.3.2. G bir grupoid ve H C G olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa H
grupoidine G grupoidinin altgrupoidi denir [13].

AGRP1) «a ve B, G grupoidinin kaynak ve hedef doniisiimleri olmak iizere;
o(H)COb(H)ve(H)COb(H).
AGRP2) VX € Ob(G) i¢in 1x € Mor (H).

AGRP3) H kismi carpim altinda kapalidir.



AGRP3) Vf € Mor(H) i¢in f~' € Mor (H) dr.

Tanim 2.3.3. H,G grupoidinin altgrupoidi olsun.

1. Eger Ob(H) = Ob(G) ise H grupoidine G grupoidinin genis(wide) altgrupoidi
denir [17].

2. Eger her bir X,Y € Ob (H )igin
Mory (X,Y) =Morg (X,Y)
ise H grupoidine G grupoidinin tam(full) altgrupoidi denir [17].

3. Bir G grupoidinin X € Ob(G)’ deki start StgX = o~ '(X) = {g € G: a(g) =X}
kiimesi ve costar1 da CoStgX = B~ '(X) = {g€G:B(g) =X} kiimesidir.
Morg(X,X) kiimesi G* deki kompozisyon altinda bir gruptur. Bu gruba X’ deki
verteks grubu ya da nesne grubu denir ve kisaca G {X} ile gosterilir. Sadece tek

nesneden olusan grupoidler gruptur [11, 17].

4. G grupoidinin bir N genis altgrupoidi her bir X,Y € Ob(G) ,N{X} € Mory (X,X)
ve f € Morg (X,Y) igin N{Y} = fN{X} f~! € Mory (Y,Y) ise veya buna denk
olarak fN {X}=N{Y} fise N grupoidine G grupoidinin normal altgrupoidi denir
[17, 18].

x -

N{k lf -

X

Ornek 2.3.2. X bostan farkli bir kiime olsun. Nesneler kiimesi X ve morfizmler kiimesi
X x X olacak sekilde bir grupoid elde edilebilir. Burada (x,y) ikilisi x — y morfizmini
gostermek iizere kismi carpim iglemi (x,y).(y,z) = (x,z) olarak verilir. Buna gore, R,
X x X’ in altgrupoidi ve X lizerinde tam ise; R C X X X denklik bagintis1 X {izerinde bir
grupoiddir. Gergekten, R’de kismi ¢arpim islemi ise (x,y),(y,z) € R C X x X olup (x,z) €
R dir. Bu grupoidi ele alarak bir R grupoidi:

. Nesneler kiimesi Ob (R) =X,



. Morfizmlerin kiimesi Mor (R) =R = {(x,y) | x,y € X},
. Hedef ve kaynak doniisiimleri
a:R—X B:R—X
(x,9) = ot (x,y) = x (x,y) = Bx,y) =y
. Ters doniisiim
i:R—R
(5,3) = (63) " = (),

. Nesne dontistimii

€:X—R
x = Iy,
. Kismi carpim islemi
m:RxXR—R

((x,9),(32)) = (x,2)

seklinde tanimli olup her denklik bagintis1 bulundugu kiime iizerinde bir grupoiddir [9].

Ornek 2.3.3. Topolojik uzaylar ve bu uzaylar arasindaki homeomorfizmler kategorisi bir

grupoid olusturur[9].

Ornek 2.3.4. . Nesneler kiimesi Ob(G) = {0,1},

. Morfizmlerin kiimesi Mor(G) = {a | a: Ob(G) — Ob(G), 0,1 € Ob(G)},
. Hedef ve kaynak doniisiimleri

o: Mor(G) — Ob(G) B:Mor(G) — Ob(G)
(a,b) — a(a,b) =a (a,b) — B(a,b)=b

veE



. Ters doniisiim
i:Mor(G) — Mor(G)
a—al:i1— 0,
. Nesne doniisiimii

€:0b(G) — Mor(G)

0 — 1
1 — 1
Kismi carpim islemi ise m = Mor(G), xg Mor(G) =

{(a,b) € Mor(G) x Mor (G) | a.(b) =B (a)}, m(a,b) = b.a olup G, Ob(G)kiimesi

tizerinde bir grupoiddir.

Ornek 2.3.5. G = {lg,a,a',1;}, Ob(G) = {0, 1} kiimesi iizerinde bir groupoid oldugu
verilmisti. Buna gore, Ob(N) = Ob(G) = {0,1} ile N = {1, 1| } normal altgrupoididir.

Ornek 2.3.6. X = {x,y,z} kiimesini gozoniine alalim. X kiimesi ile R =

X x X = {(xx),»y),(z,2),(*y), »x),(x,2),(z,%),(»,2), (z,y)} groupoidi igin N =
{(x,x),(»,5),(z,2)} normal altgroupoiddir.

Tanim 2.3.4. G ve H iki grupoid olmak iizere; ¢ : G — H doniistimii,

1) G grupoidinin her bir X nesnesini H grupoidinin bir ¢(X) nesnesine gotiiriir.

2) Her bir f € Morg (X,Y) morfizmini 0(f) € Mory(¢(X),d(Y)) morfizmine gotiiriir.
3) X € G’de Iy € G(X) dzdes morfizm ise ¢ (Ix) = ly(x), §(X) € H’da 6zdes morfizmdir.

4) f:X —>Yveg:Y —Z, Gdemorfizmise 0(gf) = 0(g).0(f) esitligi gecerlidir.

Grupoidler arasinda yukaridaki sartlar1 saglayan morfizme grupoid morfizmi denir [9].
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Ornek 2.3.7. N, G grupoidinin normal altgrupoidi olsun. ¢ : G — N grupoid morfizmi
G grupoidindeki tiim f morfizmlerini N normal altgrupoidinde ¢ f morfizmlerine gotiiriir.
Kerd = {f € G| ¢f = Iy} olan ¢ grupoid morfizminin cekirdegi Kerd, G grupoidinin
genis altgrupoididir ve G grupoidindeki tiim f morfizmlerini N normal altgrupoidinde ¢ f

= [y birimine gotiiren G grupoidinin bir normal altrupoiddir.

Ornek 2.3.8. N, G grupoidinin normal altgrupoidi ve ¢ : G — N grupoid morfizmi olsun.
Im¢ = {¢f | f € G} olan ¢ grupoid morfizminin goriintiisii (Ngy)(0f)Nox = 0(f) € Imd
saglayan, N grupoidinin bir normal altgrupoiddir.
Tanim 2.3.5. N, G’ nin tiim birim elemanlarini i¢eren bir normal altgrupoidi olmak iizere;
G grupoidi iizerinde N altgrupoidine gore tanimlanan f = g(modN) < f = xgy, x,y € N
bagntisi bir denklik bagintisidir. G/N bolim grupoidi, T : G — G/N 6rten doniisiimii ile
G ’deki grupoid yapisint G/N ’e aktarir. Burada f € Morg(x,y) morfizminin 7t doniistimii
altindaki goriintiisii;
n:G — G/N
= r

f € Morg y(x,y) yani f morfizminin denklik sinifidur.

G/N ’de boliim grupoidi sdyle tanimlanir;
1. Morfizmleri: } € Morgy(x,y),

2. Kismi ¢arpim iglemi: fj € ;‘ ve g1 € g icin  f1g1, G grupoidinde bir morfizm
olmak iizere; ]_‘?g = ];1571 dir. Iyi tanimli oldugunu gorebilmek icin f> € ]_‘ ve

g2 € gicin  frgor tamml olup
f2 = xfiy, x,y€Ob(N)
g = Y81z, ¥z€ Ob(N)

dir. Buradan fogo = (xf1y)(ygi1z) islemi G grupoidinde tammhdir. fig;, G

grupoidinde bir morfizm, y vertex grup oldugu icin

u=gy'yg1 € Ob(N)
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dir. Boylece fogr = xf1g1uz = fig1(modN) , x,u,z € Ob(N) olur.

Burada G/N, N nin birlesenleri birimler olan bir kategoridir ve t: G — G/N 6rten boliim
doniigiimii ile G/N bir bolim grupoiddir. G/G bir elemanli bir grupoid degildir, G’ nin
her bir bileseni icin bir vertex grup olan bir asikar grupoiddir. Dolayisiyla H, N normal
altgrupoidini igeren G’ nin bir altgrupoidi ise H/N’ de G/N’ nin bir altgrupoididir

G bir grupoid ve N, G’ nin tiim birim elemanlarim igeren bir normal altgrupoidi

olmak tizere G/N boliim grupoidi; nesnelerin kiimesi Ob(G/N) = Ob(G), morfizmlerin

kiimesi Morgy(x,y) = {foN{x}: f € Morg(x,y)} ve g € Morcg(y,z) igin (§oN{y})o
(foN{x}) = go foN{x} kompozisyonu ile seklinde de gosterilebilir [11, 13, 19].

2.4 Ondemetler

Tanimm 2.4.1. X bir topolojik uzay, C bir kategori olsun. C’deki degerleriyle X iizerinde
F ondemeti agsagidaki sartlar1 saglayan bir {F (U), Fyy,X } sistemidir :

1. Her U C X agik kiimesine bir F (U) kiimesi kargilik gelir.
2. Her U,V C X acik kiimeler , V C U olmak iizere; Fyy : F (U) — F (V) doniigimi
vardir.
i) Fuu = Ir).
ii) FywoFyy = Fyw,(W CV CU).
Bu durumda {F (U), Fyv,X }, X iizerinde bir 6ndemettir denir[20].

Bu tanim kategori teoride asagidaki gibi ifade edilebilir :

X bir topolojik uzay, O(X); X in acik altkiimelerinin ailesi ve i dahil etme doniigtimii

olsun. X in acik altkiimeleriyle bir kategori

Ob(O(X)) ={U |U C X acik},

Mor(0(X))={i|i:U—UCV}
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ile tanimlanir. Ayni nesnelerle fakat tiim morfizmlerin yoniiniin degistirilmesi ve
kompozisyon igleminin sirasinin degistirilmesiyle O(X)°P kategorisi elde edilir. X
topolojik uzayr ilizerinde F Ondemeti, X in acik altkiimelerinin ve onlarin dahil
etme doniisiimlerinin O(X) kategorisinin O(X)°? dual kategorisinden kiimelerin ve

fonksiyonlarin Set kategorisine bir funktordur. Yani
F:0(X)% — Set

seklindedir. Bu taktirde F = {F (U),Fyy,X} sistemine X iizerinde kiimelerin bir
ondemeti denir. X iizerinde Abel gruplarin 6ndemetinde F(U) Abel grup 6zelliklerini

saglamal1 ve Fyy kisitlama doniisiimii bir grup homomorfizmas: olmalidir.

Ornek 2.4.1. X topolojik uzay ve U, V kiimeleri X’ te agik, U iizerindeki tiim denklik

bagntilarinin kiimesi E (U ) ve

Eyle(U) —>E(V)

R—R|y=RN((V xV)
olmak iizere; E = {E(U),Eyv,X } 6ndemeti tanimlar;
. Eyy(R) =R |y=R = Ig(p)
- (EvwoEyy)(R) = Evw(R lv) = (R|v) [w=R |w
[20].

Tanmm 2.4.2. F ve G, X lizerinde ondemetler olmak iizere bir f : F — G 6ndemet

morfizmi V C U C X igin

seklindedir. Eger F 1G24 Hise (go f)(U) =g(U) o f(U) morfizmlerin bileskesidir.

f : F — G abel gruplarin ya da kiimelerin 6ndemetlerinin izomorfizmleri ise g : G — F
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morfizmi vardir. Dolayisiyla fog = idg ve go f = idr yazilir. Burada idr : F — F, X
teki U aq181 igin idrp (U) = idp(yy ile verilir [20].

Tanim 2.4.3. X topolojik uzay olmak iizere x € X noktasini iceren iki acik kiime U ve V

olsun. F bir dndemet olmak iizere; s € F (U) vet € F (V) igin
M ={(U,s) |U C X agik kiime, s € F (U)}

olarak alalim. M iizerinde bir denklik bagintis1 ya da X’ te ayni hiicreye sahip olma
bagintist

Syt <= IWCUNV >s|w=t|weF (W)

seklinde tanimlansin. s’ nin x noktasindaki denklik sinifina s’ nin hiicresi denir ve germys
yerine [s], veya(U,s), notasyonlari da kullamilabilir.
F={U,s), =germes |sec F(U),x € U C X acik kiime}

kiimesi, X uzayi lizerindeki biitiin hiicrelerin kiimesidir. Bu ¥, kiimesine x noktasindaki

saplar kiimesi denir. [14].

Tanmim 2.4.4. X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere X’ teki her x noktasini iceren U acgik

kiimesinin Y~ deki goriintiisii f(U) olsun. Eger

flu:U— f(U)

homeomorfizm ise f : X — Y lokal homeomorfizmdir. Her lokal homeomorfizm siirekli

ve acgik doniistimdiir [20].

2.5 Demetler

Tanim 2.5.1. X topolojik uzayi ilizerinde bir demet (sheaf)
1. ¥ topolojik uzay,

2. p: ¥ — X lokal homeomorfizm
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Yy by Vo
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Vi Vo
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\ I

U

Sekil 2.1 (¥, p) demeti
sartlarini saglayan (7, p) ciftidir [17].

Hatirlatalim ki, X topolojik uzay olmak iizere x € X noktasini iceren bir acik kiime
U olsun. F bir 6ndemet olmak iizere; s € F (U)ve X’ te ayni hiicreye sahip olma bagintisi

ile s’ nin x noktasindaki denklik simfi(U, s), i¢in
Fe={(U,s),=germys|se€ F(U),x €U CX agik kiime }
kiimesi, X uzay1 iizerindeki biitiin hiicrelerin kiimesidir. Buna gore;

F-U*%

xeX

ile bir demet tanimlanabilir [14].

Tanmm 2.5.2. F, X topolojik uzay1 iizerinde bir demet ve p : # —X olsun. ¥ C X ise
p ' (Y) = F |, de Y iizerinde bir demet olur. Bu demete ¥ demetinin alt demeti denir

[15].

Tanim 2.5.3. X topolojik uzayi lizerinde bir # demeti ve x € X olmak iizere x noktasini
iceren X uzayinda bir U agik kiimesi alinsin. U kiimesi iizerinde bir lokal kesit(section),
pos = Iy sartin1 saglayan s : U — F doniistimdiir [15].

F demetinin global kesitlerinin kiimesi
X, F)={s|s:X— F,pos=1Ix}
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seklinde tanimhidir. Eger U C X alinirsa, lokal kesitlerin kiimesi
LU, F)={s|s:U—F,pos'=Iy}

seklindedir. Boylece I'(U, ¥) yardimiyla bir 6ndemet tanimlanir. Daha net bir sekilde

V C U acik kiimeler olmak iizere
Tyy :T(U,F) = T(V,F)
s'—Tyy (s) =5"|v

dontistimii ile birlikte I" bir 6ndemettir. I" doniisiimiiniin bir funktor oldugu
i) [(s)=y¢ lv=Irw),V CU,
i) (Cywoluy)(s) =Tvw (s v) = (5" Iv) lw=+s"|w
ozellikleri ile kolayca goriiliir [15].

Boylece su sonug elde edilir:

Sonug 2.5.1. Bir X topolojik uzay1 iizerinde tanimlanan her demet bir 6ndemet belirler

[15].

Tamim 2.5.4. X topolojik uzay ve F, X iizerinde bir ondemet olsun. U, X’ te acik kiime
veU = UXUX’ U’ nun acik kiimelerinin ortiisii olmak iizere; F' 6ndemeti agsagidaki sartlari
xe

saglarsa demettir denir.
1. 5,5’ € F(U),F’ nin iki kesiti olsun. Vx € X i¢in
Fyu,(s) = Fyu,(s)
iken s = 5/ durumunu saglarsa F monodemet (parcalanmis 6ndemet) dir .

2. Vx € X ve sy € F(U,) ile birlikte F” nin kesitlerinin (sy ) cx ailesi verilsin. Vx,y € X

olmak tizere
Fux uxnuy) (8x) = Fuy)wanu,) (Sy)
icin s € F(U) vardir ki Fyy,(s) = sy olur. Bu durum glueing (yapistirma)

durumudur [17].
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Ornek 2.5.1. Simdi demet olmayan bir 6ndemeti gosterelim. X reel sayilar kiimesi, U,
X’ te agik kiime ve F(U), U iizerindeki sinirl siirekli fonksiyonlarmn kiimesi olsun. Bu
durumda, F demet degildir. Ciinkii yapistirilmas: miimkiin degildir. U;’ ler, her x i¢in
| x | < i kiimeleri olarak alindiginda f(x) = x birim fonksiyon Uj iizerinde simirlidir. Sonug
olarak U; iizerinde s; kesiti alinabilir. Fakat bu kesit yapistirilamaz. Ciinkii f fonksiyonu
reel sayilarda sinirh degildir. Sonug olarak F' ondemettir fakat demet degildir. Aslinda F

parcalanmustir, ¢linkii siirekli fonksiyonlarin demetinin altdemetidir [21].

Ornek 2.5.2. X C R? ve U, = {(1,y) | 0 < y < 1} olmak iizere
X={(05) 0y < U{(51) [0 <5< 1}U U T,
ne

verilsin. X’ in her bir V; ortiisii lizerinde yol baglantili denklik bagintisi olsun. Boylece

X, (0,1) arahginda asagidaki gibi bir lokal sekil olugturur.

V3
Sekil 2.2 X’ in (0, 1) aralifindaki lokal sekli

V; ortiisii izerindeki yol baglantilik bagintisina gore V;” de x ~y ve V2” de y ~ z olur.
Fakat, x ile 7’ yi birlestirecek yol olmadigindan V3’de x ~ z dir. Eger E : O(X )P — Set
funktoru bir demet ise X iizerinde R denklik bagintis1 ve herbir V; iizerinde R | V; yol
baglantilik bagintist bulunmalidir. R bagntisi < x,z =€ R verir. Fakat < x,z =¢ R | V3

olur. Dolayisiyla E(—) demet degildir. Boylece, Ex ilgili demeti gosterir [22].

Tanmm 2.5.5. p;: /1 — X ve py : F» — X iki demet olsun. Eger pr ou = p; ise
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u: F — %, doniisiimiine saplari Koruyor denir. Burada 71 = | (F1)xve fo= U (%2)x
xeX xeX
olmak iizere; u((F1)x) C (F2)x seklindedir [15].

Tanim 2.5.6. Saplar1 koruyan siirekli doniisiime bir demet morfizmi, saplar1 koruyan

homeomorfizme de bir demet izomorfizmi denir [15].

Tanmm 2.5.7. X, Y topolojik uzaylar ve f : X — Y siirekli doniisiim olsun. X uzayi
tizerindeki # demeti, Y uzayi lizerinde bir f, F demetini tamimlar ve V C Y acik kiimesi
icin

(LF)V)=F('(V))

olur. Bu demete ¥ demetinin direkt goriintii demeti denir. Burada f : X — Y siirekli
fonksiyonu,

S Sh(X) — Sh(Y)
funktorunu tanimlar [15].

Tamm 2.5.8. ¥ demeti Y uzayi iizerinde tanimli bir demet olsun. F demetinin X uzay1

tizerindeki f* F ters goriintii demeti

[T ={(x,0) eXx F : f(x) = p(0)}

seklinde tanimlanir. Burada p : # — Y lokal homeomorfizmdir. f*¥ {izerinde bir

izdiigiim

PifF =X

(x,6) —x
seklinde verilir. Benzer sekilde, f : X — Y siirekli doniigtimii
fr:Sh(Y) — Sh(X)

funktorunu verir. Y uzayi iizerinde bir F demeti i¢in bu funktorun f*F € Sh(X) degerine

F demetinin f altindaki ters goriintiisii denir [15].
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Tamm 2.5.9. F, X topolojik uzayi iizerinde bir éndemet olsun. F' dndemetinde bir atlas

(veya F 6ndemetine karsilik gelen ¥ demetinin global kesiti)
U= {(Ui,si) |Si S F(Ui),i € I}
seklinde tanimlanir 6yle ki,

i) X =JUi. Ui C X agik,
iel
ii) Her i, j € I, U;NU; kiimesinin her agik ortiisii i¢in en az bir W C (U; N U;) vardir

oyle ki S,‘|W = Sj|W
ozellikleri saglanir. U atlasindaki her bir (U;, s;) elemanina harita denir [15].

Lemma 2.5.1. F ondemetine karsilik gelen F demetinin her s—global kesiti bir atlas ile

verilebilir. Tersine, F ondemetinde her atlas F demetinde bir global kesit tanimlar [16].
Ispat. F: O(X)°P — Set 6ndemetinin bir atlast
U={(Ui,si):i€l,si € F(Uj)}

olsun. U atlasinin yukaridaki ondemetten elde edilen ¥ demetinin bir global kesiti

oldugunu gosterecegiz.

U atlast iizerinde bir denklik bagintis1 tanimlayabiliriz. Bunun i¢in bir x € X alalim.
x € U;NU; olacak sekilde U atlasinn iki (U;,s;) ve (Uj,s;) elemani olsun. (Uj,s;) ve
(Uj,sj) * nin denk olmast i¢in gerek ve yeter sart x €¢ W C U;NU; ve s; [w= s, |wolacak
sekilde bir W komsulugunun olmasidir. (U, s;)x ile (Uj,s;) > nin denklik siniflarin

gosterelim. Boylece bildigimiz saplar1 ve demetleri elde ederiz:

Fe={(U,si)r:x€U;, ;€ F(U)}, F ngxf

Boylece her (U;,s;),, siirekli bir s doniisiimii tanimlar.
Si . U,' — T

x — (Ui,si)x
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Burada U atlas oldugundan x € U; i¢in
s(x) = 5i(x)

formiilii X topolojik uzaymdan F demetine bir s doniisiimii tanimlar. ¥ demeti icinde

acik olan keyfi bir U icin
—1 —1
s (U)=Us (U)

iel
vardir. §; 1(U ) kiimesi, U;” de agiktir. Buradan S;I(U ) kiimesinin X uzay: iizerinde de
acik oldugunu elde ederiz. Boylece
s:X — F

stirekli olur.

Simdi; p : F — X lokal homeomorfizm oldugundan p o s = I oldugunu géstermek
zorunday1z. Herhangi x € X i¢in x € U; agik kiimesi vardir. Boylece

pos(x) = posi(x) = p((U,si)x) = x

olur. Buradan s, F demetinin global kesiti olur.

Tersine; bir demetin global kesiti bir atlas belirtir:

s, F ondemetinden elde edilen F demetinin bir global kesiti olsun.Bu p: ¥ — X
lokal homeomorfizm ve pos = I, olacak sekilde bir s : X — ¥ siirekli doniisiimiiniin
oldugu anlama gelir. s siirekli oldugundan x € X , s |y, olacak sekilde bir x € U; agik

komsuluguna sahiptir. s |¢.= s; olsun. Boylece
Si o Ui— F
x = (Ui, si)x

stirekli doniisiimii elde edilir. Her bir x € X icin, bu sekildeki kiimeler iizerinde bir denklik
bagintis1 mevcuttur. Bunun anlami her x € X noktasinda x € U; ile birlikte bir U; ac181 var

ve U, tizerindeki her s; doniisiimii bir (U;, s;) verir demektir. Gercekten bu (U, s;)’ ler
U= {(Uiasi) |si S F<Ul)7l € I}

seklinde bir atlas olusturur [16]. [l
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Tanim 2.5.10. X topolojik uzayi iizerindeki demetlerin kategorisi Sh(X) olsun. Sh(X)
kategorisinin Secx seklinde gosterilen global kesitlerinin kategorisi agagidaki gibi elde
edilir [20]:

Nesneler kiimesi Ob(Secx), Sh(X) kategorisinin global kesitleridir. ~ Secx
kategorisindeki bir morfizm asagidaki diyagrami degisimli yapan ¢ : F; — %> seklindeki
bir demet morfizmidir.

T

AV

Bu kisimda Grothendieck ve Verdier[5] tarafindan verilen, Brown[13, 14] ve

2.6 Lokal Denklik Bagintisi

Icen[15, 16] tarafindan genisletilen lokal denklik bagintis1 kavramini verecegiz.

Tanmm 2.6.1. X bir topolojik uzay, X’ in U agik altkiimesi icin E(U) =
{R | R,U iizerinde tiim denklik bagintilar1i} olsun.  E(U) nun o6ndemet oldugunu

gostermistik. Buna gore; V C U ve ayn1 zamanda X te agik ise
EUV . E(U) —>E<V)
R (Rly) = {RN(V x V)}
seklinde bir kisitlama morfizmi bulunur. Buradan

E:0(X)? — Set

U; — E (U;) = {R | R,U; lizerinde denklik bagintisi}

funktoru X iizerinde bir E = {E (U;),Eyv,X} ondemetini tamimlar. Her demete bir
ondemet karsilik gelir [16]. E Ondemetine kars1 gelen bu demeti £ ile gosterelim. £
demetinin r—global kesitine X topolojik uzayi iizerinde bir lokal denklik bagintisi denir

[S].
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Lokal denklik bagintisinin bir doniisiim olmasinin yaninda yapisinda X = 'UIUi
IS

olmak iizere
R, €E(U),
R; € E(U))

iken bir z € (Ui N Uj) vardirvez e W C (U,- N Uj) dir oyle ki
Rilw=R; |w

olan lokal bagdasabilirlik sart1 vardir. Yani

r— U={(U;,R;) | U; C Xacik kiimeler, R; € E (U;) }
seklinde olup U bir atlastir [22].

X bir topolojik uzay olsun. X deki U agig1i¢in E(U) = {U iizerindeki tiim denklik
bagmtilari}, V C U agig1 icin E(U) — E(V) kisitlama morfizmi vardir ve boylece X
iizerinde bir 6ndemet vardir, fakat demet degildir. Bunu 6rnek 2.5.2° de gordiik.

E denklik bagintilarinin hiicrelerinin demeti dogal siralamaya sahiptir. E =
{E (Uj),Eyv,X} 6ndemetinde E(U;) = {R; | R; C U; x U;} olmak iizere x” yi igeren U; ve
U, agiklart igin x € X in hiicreleri ry = (U;, R;)x , sx = (U}, R;) dir. R; € E(U;), Rj € E(Uj)
olup ry, R;’ yi, sy, R;’1 belirtir. Yani

(Ui,Ri) ~x (Uj,Rj) & Ix e W CU;NUji¢inR; lw= Ry |w

olup x’in W agigricin W CU;NU;, R; |W CR; | Wise ry < s, [22].

Tamm 2.6.2. r ve s, X iizerinde lokal denklik bagintisi olsun. r = (ry)xex ve s = (8x)xex
olmak iizere

r<s & ry<s,mweX

lokal denklik bagntilar1 dogal siralamaya sahiptir [22].
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Ornek 2.6.1. Bir X uzayi, U; ortiisii ve gereken lokal bagdasabilirlik sart: ile herhangi bir
Y uzay1 alinsin.

fi: X—>Y
sirekli doniisiim olmak iizere U; lizerinde bir R; denklik bagintisi tanimlanabilir. Burada
fi(x) = fi(y) < xRiy
seklinde tamimlanir. R; ve R; sirasiyla U; ve U; lizerinde denklik bagintist olsunlar. x €
(Ui NnU j) icinx € Uy C (Ui NnU j) alinirsa lokal bagdasabilirlik sarti
Ri|y,=R; |y,
sOylenir [22].

Tanmm 2.6.3. X bir topolojik uzay olsun. X’ deki U agqg ig¢in E(U) =
{R| R,U iizerinde tiim denklik bagintilar1} ile R € E(X) olur. loc(R) = {(U;,R |y;) | R C

X x X}, X tizerindeki tiim lokal denklik bagintilarini gostersin. X = .UIU,- olmak iizere;
e
RieE (U i) 5
R; € E (U))
iken bir z € (Ui N Uj) vardirvez € W C (U,- N Uj) dir oyle ki
Rilw=R; |w
saglar. Buna gore; her atlas bir global kesit tanimladigindan [16] r € ‘E, icin glob(r) =
N{R | r <loc(R)} seklindedir [22].

Uyan 2.6.1. r, X iizerinde bir lokal denklik bagintisi olsun. r’ ye r’ nin karakterinin
bolgesel yansimast olan global denklik bagintisi yarduimiyla yaklasilabilir.  Yani
glob(—) su sekilde tanumlanabilir: r lokal denklik bagintisimi iceren tiim lokal denklik

bagintilarinin kesigsimlerinde olan bir denklik bagintisidir [22].

Teorem 2.6.1. Vx € X icin R, € E(Uy), V = {Vi }rex agik ortii, Vx € X icin x C Vi C Uy
ise V.<U ve Ry, {Ry | Vy}rex tarafindan elde edilen denklik bagintisi olsun. r € E, ise
glob(r) =N{R, |V < U} dir [22].
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Ispat. r < loc(S) ile S € E(X) olsun. x € W, C U, olacak sekilde W, agigive R, | W, C
Sy | Wy segilsin. W = {W, }ex olsun. Ry C S ve boylece, N{R, |V < U} C glob(r) elde
edilir. Tersine eger V < U ise Ry lokal olarak {R, | V;} tarafindan olusturuldugundan

Ry | Wy C Ry | Wy olup, r < loc(Ry) ve glob(r) = N{R, |V < U} bulunur. O

2.7 Coherent Lokal Denklik Bagintisi

Bir R denklik bagintis1 igin glob(loc(R)) C R gegerlidir. r lokal denklik bagintisi
r <loc(glob(r)) sartin1 saglar. Denklik bagintilarinin kesigimi alindiginda, lokal denklik
bagintilarinin trivial(asikar) olmasi beklenmez. Buna ragmen, glob ve loc arasinda
funktoryal iligki elde edebilmek icin coherent bir r lokal denklik bagintist vardir. Yani,
r <loc(glob(r)) olan r lokal denklik bagintist kullanilacaktir [23].

Tamim 2.7.1. r, X {izerinde lokal denklik bagintis1 ve U C X acik olsun.
1. r coherenttir < r < loc(glob(r)).
2. r global coherenttir < r = loc(glob(r)).
3. rtotal coherenttir < her U a¢ig1 i¢in r | U coherenttir [23].

Tamim 2.7.2. R, X iizerinde bir denklik bagintisi olsun. Bu taktirde,

1. Rlokal olarak coherenttir < loc(R) coherenttir.

2. R coherenttir < R = glob(loc(R)) [22].

R denklik bagintisinin coherent olmast igin {Vy}rex acik ortii olmak iizere {R |
Vi}xex’ den elde edilen denklik bagintis1 R, igin R = Ry olmalidir. Boylece coherentlik

icin gerekli durum inga edilebilir [23].

Ornek 2.7.1. R’ nin denklik simiflart koni iizerindeki dairesel kesitler olarak alinsin ve
koninin tabam P ile gosterilsin. P’ nin denklik siniflar1 baglantisizdir ve loc(R)’ ye

bakildiginda P tabaninda baglantililik bilgisi kaybolur. R lokal olarak coherent olsa bile
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coherent degildir. Ciinkii glob(loc(R))’ de P’ nin denklik siniflar1 { P} olur ve bu yiizden
glob(loc(R)) & R dir [23].

Ornek 2.7.2. R iizerinde a ~ b < b = +a denklik bagintis1 tanimlansm. r bu sekilde
tanimlanan lokal denklik bagintis1 olsun. Buradan glob(r) tek denklik sinifi ile agikar
denklik bagintisidir. Bunu gormek i¢in reel eksende orjinin (_71,%) acik komsulugu
olan V, ortiisti almsm. glob(r) = nQNRvnolur. 0 noktasindaki glob(r) = {0} olup,
r < loc(glob(r)) orjinin herhangi komsulugunda olmadigindan r agikar denklik bagintist

olmayip, r coherent degildir [23].

Teorem 2.7.1. A coherent lokal denklik bagintilarinin kategorisi ve B lokal coherent

global denklik bagintilarimin kategorisi olsun. Bu taktirde, A l—>b B,B l—> A globtloc
glo oc

adjoint funktor c¢iftleri olusur [23].

Ispat. r € A ve R € B icin unit ve counitlerin birlesimleri r < loc(glob(r)) ve

glob(loc(R)) C R dir. Bu birlesimler altinda global olarak coherent r ve coherent R

arasinda bir denklik vardir. ]

Teorem 2.7.2. R, X iizerinde bir denklik bagntisi, X’ in {Vy }rex ortiisii icin Ry C R ve

Ry, {R | Vi }xex tarafindan olusturulmus denklik bagintist olsun. Ry’ nin denklik siniflart
R nin denklik siniflarinda agik ve kapalidir [23].

Teorem 2.7.3. r coherent lokal denklik bagintisi olsun. glob(r)’ nin denklik stmflart X’

in baglantili bilesenleridir [23].

Teorem 2.7.4. r = loc(R) lokal denklik bagintisi, R € E(X) olsun. Vx € X igin bir Ny
actk komgulugu icin R | Ny baglantili denklik suiflart oldugu kabul edilsin. Boylece r

lokal denklik bagintist coherenttir.

Ispat. r lokal denklik bagintisi coherent olmazsa sadece bazi a € X elemanlari icin r, <
loc(glob(r)), olur. Yani @’ nin herhangi bir N ag181 igin {V, } ey Ortiisii var ve y,y2 € N
icin (y1,y2) € Riken (y1,y2) ¢ Ry dir. Bu N, i¢in de dogrudur. R | W,” da y;” in denklik
sinifinda, Ry | N, daki y;’ in denklik siniflar1 kapali oldugundan baglantilidir. Bu ise

(y1,y2) € R olmasina ters diiger. 0
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Teorem 2.7.5. r, X iizerinde lokal denklik bagintisi olsun. x € X’ in Uy komsulugu icin

R, € E(U,) lokal denklik bagintisi tanimlansin.

1. r global ve total coherent lokal denklik bagintist olsun. X’ te U agiksa R | U global

coherenttir.

2. xeV, CUy, Vx X icinr|Vy total ve global coherent lokal denklik bagintist olacak

sekilde {V, }rex acik ortiisii varsa r total coherent lokal denklik bagintisidir[22].

Teorem 2.7.6. R € E(X) ve R’ nin baglantili denklik siniflart olsun. Bu taktirde R =
glob(loc(R)) dir. Tersine R kapali denklik siniflarina sahip ve R = glob(loc(R)) ise, R
baglantili denklik siniflarina sahiptir{22].

Teorem 2.7.7. Eger r total coherent lokal denklik bagintisi ise baglantili denklik siniflari

ile denklik bagintilar: tarafindan lokal olarak tanimlanabilir [22].

Ispat. | U , = loc(glob(r | Uy)) idi. r total coherent lokal denklik bagimtis1 olmast
r|U coherent lokal denklik bagintis1 olmasini saglar. Boylece baglantili denklik siniflart

vardir. ]
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3. ROUGH KUME VE ROUGH ALTGRUP

Rough kiime teorisi, 1982’ de ilk olarak Pawlak [1] tarafindan ortaya atilmistir.
Bu teori kesin olmayan bilginin belirsizligi ve anlagilmazlig ile ilgili bir yontem olarak
tanitildi. Bu teoride nesnelerin siniflandirmasinin temeli bir denklik bagintisidir. Teorinin
temeli olan rough (yaklasimli) kiime kavrami, evrensel kiimenin herhangi bir alt kiimesi
olup, evrensel kiime iizerinde tanimlanan bir denklik bagintisi ile olusturulan alt ve iist
yaklagimlar ikilisi ile tanimlanir. Rough kiimeler; belirsiz veya kesin olmayan bilginin
tamimlanmasi, analizi, eksik bilgiye dayanan akil yiiriitme gibi ¢esitli problemlerin
cOziimiinde bir ara¢ oldu. Ayrica kesin olmayan bilgiler icin yeni bir matematiksel

yontemdir. Bu yontemde; belirsizlik, bir kiimenin sinir bolgesi ile agiklanir [1].
3.1 Rough Kiime

Tanimm 3.1.1. U nesnelerin bostan farkli sonlu bir kiimesi ve R C U x U ikili islemi
verilsin. U’ ya evrensel kiime, R’ ye ayirtedilemezlik bagintis1 denir. Bu bagintt U’
nun elemanlart hakkindaki bilgi eksikligini ortaya cikaracak bir bagintidir. R, U iizerinde
bir denklik bagintisi olarak alindiginda S = (U, R) ikilisine rough(yaklagim) uzay1 denir
[24].

Tanmm 3.1.2. U nesnelerin bostan farkli sonlu bir kiimesi ve R, U {izerinde bir denklik

bagintis1 ve x € U olsun. U lizerinde R bagintis1 yardimiyla x’in denklik sinif1
R(x) = [x]g = {x eleman ile belirlenen R bagintisina gore x’in denklik sinif1}

olarak tanimlanir. Bu denklik siniflari, verilen bilgilerin tam olarak anlagilmasi i¢in bilgi

parcalarini olusturur [24].

Tanim 3.1.3. S = (U, R) yaklagim uzay1 ve 0 # X C U olsun.
RX)={x[Wr X} = U {[xlr | [x]r € X}

kiimesine S yaklasim uzayinda X kiimesinin alt yaklagimi denir. Burada [x]g, x” i igeren R

denklik bagintisinin denklik sinifidir. Buna gore X’ in alt yaklagimi X tarafindan tamamen
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kapsanan denklik siniflarinin birlesiminden olusur. Ya da denklik sinifi X’ in i¢cinde olan

elemanlarin olusturdugu kiimedir [25].
Tanmm 3.1.4. S = (U,R) yaklagim uzay1 ve 0 # X C U olsun.
RX)={x[WrNX #0} = U {[x]r | [x]rNX # 0}

kiimesine S yaklasim uzayinda X kiimesinin iist yaklasimi denir. X’ in iist yaklagimi,

denklik sinifi ile X~ in arakesiti bostan farkli elemanlarinin olusturdugu kiimedir [25].

Bir kiime iizerindeki denklik bagintisina gore belirlenen denklik siniflar1 yardimiyla

verilen kiimenin alt ve iist yaklasimlar1 asagidaki sekilden daha kolay anlasilir [26].

Elemanlar Evrensel Kame

=

LY

Alt vaklasim  Kame UstYaklasim

Sekil 3.1 Bir kiimenin alt ve iist yaklagimlar1

Tamm 3.1.5. U evrensel kiime ve R, U iizerinde bir denklik bagntis1 olsun. R(X) =

(R(X ),IE(X )) ikilisine de S = (U,R) rough uzayimnin rough(yaklagimli) kiimesi denir.

R(X) = (R(X),R(X)) rough kiimesi S” de X in rough kiimesidir. Herhangi bir § = (U,R)

yaklagim uzay1 ve U’ nun bir X kiimesi i¢in R(X) rough kiimesi tektir [1].

Tanim 3.1.6. Her satir bir nesne ve her bir siitun da bir 6zelligi gosterecek sekilde bir bilgi
tablosu olusturulabilir. Nesnelerin sonlu kiimesi U ile ozelliklerin sonlu kiimesi de A ile
gosterilmek tizere bu sekilde olusturulan tabloya S = (U,A) bilgi sistemi denir. Va € A
ozelligi icin

a:U—YV,

x — Vu(x)

olacak sekilde a’ nin bir V, deger kiimesi vardir [26].

28



Tamim 3.1.7. Bir kiimenin alt ve {ist yaklasimlari; sirasiyla, ayirtedilemezlik bagintisi ile

tiretilen topoloji i¢inde bu kiimenin ici ve kapanisidir [1].

Tanim 3.1.8. X’ in siir bolgesi BndR, iist ve alt yaklagimlar arasindaki farktir. Yani
BndR(X) = I_Q(X ) —R(X) dir. Buna gore X" in sumr bolgesi, X ve —X = U — X in eleman1

olarak R bagintistyla siniflandirilamayan elemanlarin olusturdugu kiimedir [1].

Tanim 3.1.9. X’ in sinir bolgesi bos ise X kiimesine R bagintisi ile crisp (tam,kesin) kiime

denir. Tam kiime klasik kiime kavramimizi verir [1].

Tanim 3.1.10. X’ in sinir bolgesi bogstan farkli ise X kiimesi R bagintisi ile rough kiimedir

denir [1].

Ornek 3.1.1. U = {x1,x2,x3,%4,X5,X6,X7,X8,X9,X10} nesnelerinin kiimesi, A =
{a1,az,a3} oOzelliklerin kiimesi, V; = {1,2,3}, Vo, = {1,2}, V3 = {1,2,3,4} deger

kiimeleri ve U tizerindeki denklik bagintisi
R(x;) = {xj 1 xj, x;* ler ile aym olg¢iilere sahip, 1 <i,j <10}

olmak tizere

U |a | a| a3
X1 2 1 3

X2 3 2 1

x3 | 2113

x4 | 21213

x5 | 1|11 4
x6 | 1| 11| 2
X7 3 2 1

x| 1|11 4
xo | 2113
xi0] 312 |1
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bilgi tablosu veriliyor.

(x1)
R(x2) = R(x7) = R(x10) = {x2,x7,x10},
R(x4) = {x4},
R(xs) = R(xg) = {xs,x3},
R(x6) = {x6}

denklik siniflar1 yardimiyla U’ nun bir X = {x},x3,x4,xs,x9 } kiimesi i¢in

R(X) = {x1,x3,%4,x9},
R(X) = {x1,x3,X4,X5,X8,%9 },

BndR(X) = F(X) —R(X) = {xs,x3}
elde edilir [26].

Teorem 3.1.1. R, U iizerinde bir denklik bagintisi, (U,R) yaklasim uzayrve 0 #X,Y CU

alt kiimelerinin alt ve iist yaklasimlart asagidaki ozellikleri saglar [1].

1. R(X) C X C R(X).

7. X CYise R(X) CR(Y).

8. R(XUY) 2 R(X)UR(Y).
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10. R(—X) = — R(X).
11. R(—X) = —R(X).
12. RR(X) = RR(X) = R(X).
13. RR(X) = RR(X) = R(X).

Tanm 3.1.11. |X|, X # 0 kiimesinin kardinalitesi olmak iizere (U,R) yaklasim

uzayindaki bir X rough kiimesinde yaklasimin kesinligi,

IR(X)]|
O(R(X) =3

[R(X)
seklindedir [1].

Tanim 3.1.12. Eger ag(X) = 1 ise X kiimesine R yardimiyla bir tam kiimedir denir. Eger

og(X) < 1 ise X kiimesine R araciliiyla bir rough kiimedir denir [1].

Ornek 3.1.2. Ornek 3.1.1”° in verileri kullanilarak X kiimesinde yaklasimin kesinligi

or(X) = % < 1 olup X kiimesi R araciligiyla bir rough kiimedir.

Tamim 3.1.13. Rough kiimeler dort kategoride simiflandirilabilir [1].

1. X kiimesi rough R—tanimlanabilirdir& R(X) # 0 ve I_Q(X ) # U. R araciligiyla U’

nun bazi elemanlarinin X’ e veya —X’ e ait olduklarini sdylenebilir.

u
]
3) R0
\f'f_/
R0 x

Sekil 3.2 Rough R—tanimlanabilir kiime



2. X kiimesi internal R—tammlanamazdir& R(X) =0 ve R (X)#U. R aracthgiyla U’

nun bazi elemanlarinin a € —X oldugu soylenebilir. Fakat x,y € R(X) iken x € X

veya y € X oldugu kesin olarak sdylenemez.

u

‘\\
B

A

it
=
et

Ax

Sekil 3.3 Rough internal R—tanimlanamaz kiime

3. X kiimesi external R—tamimlanamazdir< R(X) # 0 ve I_Q(X )=U. RaracihiiylaU’

nun bazi elemanlarinin a € X oldugu soylenebilir. Fakat x,y € R(X) iken x € —X

veya y € —X oldugu kesin olarak soylenemez.

RFX)=U

—_

f

x|

Sekil 3.4 Rough external R—tanimlanamaz kiime

4. X kiimesi total R—tanimlanamazdir& IS(X ) =0 ve I_Q(X ) =U. R aracthgiyla U’

nun bir elemaninin X veya —X’ e ait oldugu kesin olarak soylenemez.

RF(X)=U

C

X

D

Sekil 3.5 Rough total R—tanimlanamaz kiime

Klasik (tam) kiime teorisinde bir elemanin kiimeye iiyeligi 1 ve O degerini alirken

rough kiimelerde iiyelik fonksiyonu notasyonu farklidir. Rough kiimeler, yaklagimlar
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yerine yaklagim iiyelik fonksiyonu ,u§ :U — [0, 1] alinarak da tanimlanabilir. Yaklagimli
tiyelik fonksiyonunda x in ait oldugu R(x) denklik smnifi ile X kiimesinin birbiriyle

ortiisme derecesi Olciiliir.

Tamm 3.1.14. |X|, X kiimesinin kardinalitesini gostermek tizere yaklasgimli iiyelik

fonksiyonu

XNRG)
#0) = =Ry

seklinde tanimlanir [26].

Bu fonksiyon x” in X’ e ait olmasinin sarth ihtimalini ve R tarafindan x hakkinda
verilen bilgi gbz Oniine alinarak x’ in X’ e ait olma derecesini aciklar. Yaklasimli iiyelik
fonksiyonu i¢in

XNR(x)=0 ise uf(x)=0,
XNR(x)#0 ise 0<p¥(x) <1,
R(x)CX ise ufx)=1

olur. Yaklagimlh iiyelik fonksiyonu, yaklasimlari ve bir kiimenin sinir bolgelerini

tanimlamak i¢in

R(x) = {x € Ulu(x) = 1},

R(x) = {x € Ulux (x) > 0},
BndR(x) = R(X)(x) — R(X)(x) = {x € U0 < i§ (x) < 1}
seklinde hesaplanir.

Uyelik fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri saglar [26]:
L g (x) =1 xeR(x).
2. 1B (x) =0 x €U —R(x).
3. 0 < ¥ (x) < 1 & x € BndR(x).
4.8 (x)=1-pR(x),xeU.

33



5. muy (%) > max{u (x), 4y (x) },x € U.
6. My (x in{u (x), 5 (X) },x € U.

Rough kiimelerde birlesim ve kesisim kiimelerinin iiyelikleri hesaplanamaz. Bu
ozelligi ile yaklagimh iiyelik fuzzy iiyeliginin daha genel bir halidir. Ciinkii yaklagiml
iyelik fonksiyonunda bir ihtimal vardir [26].

Ornek 3.1.3. Ornek 3.1.1. in verileri kullanilarak X kiimesinin her bir elemaninn iiyelik

degerleri
15 (x1) = g (x3) = pi (x0) =
= i (x7) = i (x10) = 0,
uy (x4) =1,
W es) = 18 (xs) = 5
15 (x6) =0

seklindedir. Buna gore iiyelik fonksiyonu yardimiyla

IS(X) = {X] 7x37x47-x9}7

R(X) - {x1,X3,X4,X5,Xg,X9},
BndR(X) = {xs,x3}

oldugu goriiliir [26].
3.2 Rough Topoloji

Tanmm 3.2.1. U nesnelerin sonlu kiimesi, R C U xU, U iizerinde bir denklik bagintis1

olsun. X C U i¢in tg = {U,0,R(X),R(X),Bnd(X)} uzay1,

1. U,0 € 1g,

2. Tg uzayindaki elemanlarin sonlu kesisimleri Tz uzayindadir,
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3. Tg uzayindaki elemanlarin keyfi birlesimleri yine Tg uzayindadir,

sartlarini saglar boylece Tg, U iizerinde X’ e bagl rough topoloji olarak adlandirilir. Buna

gore, {U,tg, X}’ e rough topolojik uzay denir [27].

Ornek 3.2.1. U = {a,b,c,d, e} nesnelerin sonlu kiimesi, U /R = {{a,b},{c,d},{e}} U’
nun denklik siniflarinin kiimesi ve X = {a, ¢,d} olsun. Buna gore, R(X) = {c,d}, IE(X) =
{a,b,c,d} ve Bnd(X) = {a,b} olup

g ={U,0,{a,b,c,d},{c,d},{a,b}}

U iizerinde X’ e baglh rough topolojidir [27].
3.3 Rough Alt Gruplar

Rough kiimeler, evrensel kiime iizerinde tanimlanan denklik bagintilar1 ile
belirlenmektedir. Buna gore bir G grubu iizerinde N alt grubuna gore tanimlanan
x = y(modN) < xy~! € N bagintis1 bir denklik bagintis1 olup bu baginti kullanilarak

grubun bir alt kiimesinin alt ve iist yaklasimlar1 tammmlanmistir [4].

Rough grup kavrami Biswas ve Nanda [2] tarafindan sadece iist yaklagim tanimi
kullanilarak, Kuroki ve Wang [3] tarafindan iist ve alt yaklasim tanimi kullanilarak iki
farkli sekilde tanimlanmistir. Biz bu tez boyunca Kuroki ve Wang [3] tarafindan verilen

tanimi1 kullanacagiz. Ama Oncelikle bazi cebirsel kavramlardan bahsedecegiz.

29 9

Tammm 3.3.1. Bostan farkli bir G kiimesi lizerinde tanimli “o”ikili islemi kapalilik,
birlesim, birim ve ters eleman 6zelliklerini sagliyorsa (G, o) cebirsel yapisina bir grup

denir.

Tamm 3.3.2. G bir grup, H, G’ nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. H, G’ deki igsleme

gore bir grup ise veyaV a,b € H icin a.b~! € H ise H’ ya G’ nin bir alt grubu denir.

Tanmim 3.3.3. G bir grup ve N, G grubunun bir alt grubu olsun. Her a € G icin aNa~' CN

ise N’ ye G grubunun normal altgrubu denir.
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Ornek 3.3.1. Asikar alt gruplar {e} ve G kiimeleri G grubunun normal alt gruplaridir.

Eger G grubu degismeli ise G’ nin her alt grubu normal alt gruptur.

Teorem 3.3.1. N, G grubunun altgrubu olsun. Asagidakiler denktir.

1. N, G grubunun normal altgrubudur.
2. Ya € G icin aNa~' = N dir.

3. Va € G igin aN = Na dir.

4. Ya,b € G igin (aN)(bN) = abN dir.

Tamm 3.3.4. G ve H iki grup olsun. Eger Va,b € G icin ¢(ab) = ¢(a)d(b) oluyorsa

0 : G — H doniisiimiine bir homomorfizm denir.

Tamm 3.3.5. G ve H iki grup ve ¢ : G — H bir homomorfizm olsun. ¢’ eleman1 H' nin
birimi olmak iizere ¢/ nin ¢ekirdegi Kerd = {a € G | ¢(a) = €'} dir. ¢(e) = ¢’ oldugundan

Ker¢ kiimesi bogtan farklidir.

Teorem 3.3.2. 0 : G — H bir grup homomorfizmi olsun. Kerd G grubunun, Im¢ ise H

grubunun alt grubudur.

Ispat. a,b € Ker¢ icin ¢(ab™') = 0(a)d(b) ™' = €'’ = ¢’ dir. Dolayisiyla ab~! € Kero
olur. Boylece Ker¢ G’ nin alt grubudur. s¢,p € Im¢ alahm. ¢(a) = », ¢(b) = p olacak
sekilde a,b € G vardir. Dolayisiyla sep~! = ¢(a)0(b) ™' = ¢(ab™!) € Im¢ dir. Bu ise Im¢/

nin H grubunun alt grubu oldugunu verir. [
3.3.1 N normal alt grubuna gore X kiimesinin N(X) Rough Kiimesi
Simdi bu tez boyunca kullanacagimiz Kuroki ve Wang [3] tarafindan tanimlanan;

bir G grubundaki N normal alt grubuna gore bir X kiimesinin alt ve iist yaklagimlari ile

elde edilen N(X) rough kiimesinin tanimini verecegiz.
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Tamm 3.3.6. N, G grubunun normal alt grubu ve X, G’ nin bogtan farkli bir alt kiimesi

olsun. N normal alt grubuna gore X alt kiimesinin alt ve list yaklagimlari sirasiyla
NX) = {xeG|xNCX}= UG{xN\xNQX},
- xe
NX) = {xeG|xNNX #0} = UG{xN|xNﬂX7é(Z)§X}
xe

seklinde tanimlanmir. Buna gore G* de X’ in N(X) = (N(X ),Kf (X)) rough kiimesi vardir
[3].

3.4 Alt ve Ust Yaklasimh Rough Alt Gruplar

Bu kisim, ileride grupoidler i¢in verecegimiz rough alt grupoid kavraminin temelini

olusturacaktir.

Tanimm 3.4.1. X, G’ nin bostan farkli bir alt kiimesi ve N, G’ nin bir normal alt grubu

olsun. G’ de X’ in N(X) = (N(X),N(X)) rough kiimesi i¢in,

1. N(X), G’ nin (normal) alt grubu ise X’ e G’ nin 1:7 rough (normal) alt grubu

2. N(X), G’ nin (normal) alt grubu ise X’ ¢ G’ nin N rough (normal) alt grubu

denir [3].

Ornek 3.4.1. Islem tablosu

4
4
3
2

W N = =
N = W W

2
2
1
4
3

AW N =

4 1
olarak verilsin ve G degismeli grup, H = {1,2} ve N = {1,3} olsun. O halde H ve N, G

degismeli grubunun normal alt gruplaridir. A = {1,4} olmak iizere,

HA) ={xeG:xHNA#0} = {x € G:x{1,2YN{1,4} £ 0} = {1,2,3,4},

NA) ={x€G:xNNA#0} = {xe G:x{1,3}n{1,4} £0} = {1,2,3,4}
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dir. Benzer sekilde,

HA)={xeG:xH CA} ={xeG:x{1,2} C{1,4}} =0,

NA)={xeG:xNCA} ={xeG:x{1,3} C{1,4}} =0

dir. Buna gére G’ de A’ nin N(A) = (N(A),N(A)) ve G’de A" nin H(A) = (H(A),H(A))

rough kiimeleri vardir.
N (A), G’ nin (normal) alt grubu oldugundan A’ ya G’ nin N rough normal alt grubu denir.
Ayni sekilde H (A), G’ nin (normal) alt grubu olup A’ ya G’ nin H rough normal alt grubu

denir [28].
3.5 Alt ve Ust Yaklasimh Rough Alt Gruplar icin Ozellikler

Teorem 3.5.1. N, G’ nin normal alt grubu ve (G,N) yaklasum uzay olmak iizere G’ nin

X ve Y alt kiimelerinin alt ve iist yaklagimlar: asagidaki ozellikleri saglar [3]:

1. N(X) CX C N(X).

4. N(XUY)=N(X)UN(Y).

5. N(XNY)=N(X)NN().

6. X CY ise N(X) CN(Y).

7. X CYise N(X) C N(Y).
8. N(XUY) 2 N(X)UN(Y).

9. N(X)(XNY) C N(X)NN(Y).
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10. N(—X)=— N(X).
11. N(—X)=—-N(X).
12. NN(X) =NN(X) :]Y(X).
13. N(X)N(X)=NN(X) =N(X).
Lemma 3.5.1. G bir grup, N, G ’nin normal alt grubu ve X, G ’nin bir alt grubu olsun.
NCX :>JY(X) =X
dir[3].

Lemma 3.5.2. G bir grup, N, G ’nin normal alt grubu ve X, G ’nin bostan farkl bir alt

kiimesi olsun.

N(X)=XN

dir[3].

Teorem 3.5.2. N, G’ nin normal alt grubu, X ve Y, G’ nin bostan farkli alt kiimeleri ise

N(X)N(Y)=N(XY)
olur [3].
ispat.

z€NX)N(Y) z=xy € N(X)N(Y)

xGN(X) VeyEN(Y)

xNNX #OQveyNNY #0
xexNNX veyeyNNY
xy=z€ XY vexy € (xy)N =zN

z€ZNNXY #0

R S 2

z € N(XY)
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olur. Boylece N (X)N(Y) C N (XY) oldugu goriiliir. Tersine

z€ N(XY) ZE€ENNXY #£0
z=xyezNvez=xye XY

z€ (xy)N = (xN)(yN),vexcX,yeY
xexNNXveyeyNNY

xEZTJ(X) VeyEJIT(Y)

R T S T

z=xy € N(X)N(Y)

elde edilir. Boylece N (XY) C N (X)N(Y) oldugu goriiliir. Bu iki durumdan

NX)N(Y)=N(XY)
esitligi bulunur. O]
Teorem 3.5.3. N, G’ nin normal alt grubu, X ve Y, G’ nin bostan farkli alt kiimeleri ise

NX)N(Y) € N(XY)

olur [3].
Ispat. Teorem 3.5.2 ispatina benzer olarak elde edilir. ]

Teorem 3.5.4. H ve N, G grubunun normal alt grubu ve X, G’ nin bostan farkli alt kiimesi

olsun. Bu taktirde,

(HNN)(X) = H(X) NN(X)

olur [3].
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ispat.

Vze (HON)(X) & z(HNN)N(X)#£0
dxez(HNN)N(X)
xez(HNN)vexeX

xezH, xezNvexeX
IxezHNX #£Qvedx € zZNNX #£0

Z€ f_I(X)Vez EN(X)

r ¢ ¢ ¢ T O

z€ H(X)NN(X)

bulunur. Boylece (H NN )(X) = H (X)NN(X) elde edilir. O

Ornek 3.5.1. 6rnek 3.4.1°da G degismeli grup, H = {1,2} ve N = {1,3}, G degismeli

grubunun normal alt gruplari ve A = {1,4} olmak iizere,

H(A)NN(4) = {1,2,3,4)

(HAN)(A) = {xe G:x(HNN)NA £ 0} = {xe G: x{1} N {1,4} #0} = {1,4}

elde edilir. Benzer sekilde,
H(A)NN(A) =0

veE

(HNN)(A) = {x € G : x(HNN) CA} = {x € G:x{1} C {1,4}} = {1,4}

elde edilir. Sonug olarak H(A) NN(A) C (HNN)(A) dir [28].

Teorem 3.5.5. H ve N, G grubunun normal alt grubu ve X, G’nin bostan farkl alt kiimesi

olsun. Bu taktirde,

(HNN)(X) € H(X)N(X)

dir [3, 28].
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ispat.

Vze (HNN)(X) = z(HNN)C (X)
ZHC X vezZNCX

zEILI(X) Vf:zG]Y(X)

I

z€EHX)NN(X)

olarak yazilir. Boylece (HNN)(X) C H(X)NN(X) elde edilir. Yukaridaki 6rnekte elde
edilen sonugla birlikte (HNN)(X) = H(X) NN(X) oldugu bulunur. O

Teorem 3.5.6. N, G grubunun normal alt grubu olsun. X, G’ nin alt grubu ise X, G’ nin

N rough alt grubudur [3].

Ispat. e, G’ nin birim elemam olsun. N ve X, G’ nin alt grubu oldugundan e € X ve
e = ee € eN olur. Buradan e € eNNX ve eNNX # 0 oldugundan e € N (X) bulunur.
a,be N (X) olsun. Bu taktirde x € aNNX ve y € bNNX olacak sekilde x ve y elemanlart
vardir. Buna gore x € aN, y € bN ve x € X, y € X olur. X, G’ nin alt grubu oldugundan

xy € X ve N, G’ nin normal alt grubu oldugundan
xy € (aN)(bN) = abN

yazilir. Boylece xy € abN NX ve bundan dolay1 ab € N (X) denilebilir. a € N (X) olsun.
Buradan x € aN N X olacak sekilde x € G vardir. Buna gore x € aN ve x € X olur. X, G’
nin alt grubu oldugundan x~! € X dir. Diger taraftan # € N icin x = ah olarak yazilabilir.

Ayrica N, G nin normal alt grubu oldugundan 2~ € N dir. Boylece
x'=@h) '=hlateNa ' =a'N

olarak bulunur. Buradan x~! = a~!NNX oldugundan a~! € N (X) olur. Boylece N(X),

G’ nin alt grubu olup X, G’ nin N rough alt grubudur. ]

Teorem 3.5.7. N, G grubunun normal alt grubu olsun. X, G’ nin normal alt grubu ise X,

G’ nin N rough normal alt grubudur [3].
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Ispat. N (X) rough alt grup oldugundan N (X)’ in normal oldugunu gostermek yeterli
olacaktir. a € N (X) ve x € G olsun. Bu taktirde y € aN NX olacak sekilde y € G vardir.

Buradan y € aN ve y € X yazilabilir. N normal oldugundan
xyx ' =x(aN)x' = (xa)(Nx ) = (xa)(x"'N) = (xax "N

ve X normal oldugundan

xyx_1 —xXx ' CXx

elde edilir. Boylece

xyx e (xax HNNX
olup xax~! € N (X) bulunur. O halde N (X) normaldir. O

Teorem 3.5.8. N, G grubunun normal alt grubu olsun. N C X olmak iizere X, G’ nin alt

grubu ise X, G’ nin N rough alt grubudur [3].

Ispat. eN = N C X oldugundan e € N(X) olur. x,y € N(X) olsun. O halde xN C X ve

yN C X dir. N normal alt grup ve X, G’ nin alt grubu oldugundan
xyN = (xN)(yN) CXX C X

elde edilir. Boylece xy € N(X) dir. x € N(X) olsun. Dolayisiyla x = xe € xN C X

yazilabilir. X, G’ nin alt grubu oldugundan x~' € X olup,
xINCXXCX

ifadesi elde edilir. Bu ise x ! € N(X) olmasmni gerektirir. Boylece N(X), G’ nin alt

grubudur. [

Teorem 3.5.9. N, G grubunun normal alt grubu olsun. N C X olmak iizere X, G’ nin

normal alt grubu ise X, G’ nin N rough normal alt grubudur [3].

Ispat. N(X) rough alt grup oldufundan N(X)’ in normal oldufunu gostermek yeterli

olacaktir. a € N(X) ve x € G olsun. Buradan aN C X olur. N ve X normal oldugundan

(xax )N =x(aN)x ' Cxxx 1 CX
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yazilabilir. Buradan

xax~! € N(X)

olup, N(X) normaldir. O

Teorem 3.5.10. H ve N, G grubunun normal alt gruplart olsun. X, G’ nin alt grubu ise

H(X)N(X) C (HN)(X)
dir [3].
ispat.

xy=z€HX)N(X) = xeH(X)veyeN(X)
= acxHNXvebeyNNX

= ac€xH,beyN,aeX, beX
yazilir. H normal oldugundan,
ab € (xH)(yN) = x(Hy)N) = (x(yH)N) = ((xy)H)N = (xy)HN = zHN

elde edilir. Buradan X, G’ nin alt grubu oldugundan ab € X olup, zZHNNX ve z € (H_N )(X)
dir. Boylece H (X )](7 (X) C (HN)(X) bulunur. O

Teorem 3.5.11. H ve N, G grubunun normal alt gruplart olsun. X, G’ nin alt grubu ise
(HN)(X) C H(X)NNN(X)H
dir [3].

Ispat. z € (HN)(X) olsun. Bu taktirde, 3x € G vardir dyleki x € z(HN)NX olur. Buradan
x € z(HN) ve x € X bulunur. x = zab i¢ina € H ve b € N olacagindana ™' € Hve b~' €N

yazilir. H normal oldugundan

x=zabezHbxec zbHNX
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dir. Bundan dolay1 zb € H (X) olup,
e HX)b"' CH(X)N
bulunur. Benzer olarak z € N (X)H oldugu goz Oniine alinirsa,
z€ HX)NNN(X)H
oldugundan (HN)(X) C H(X)N NN(X)H elde edilir. 0
Teorem 3.5.12. H ve N, G grubunun normal alt gruplari olsun. X, G’ nin alt grubu ise
HXN(X) € (HN)(X)

dir [3].

Ispat. z € H(X)N(X) olsun. Buradan x = ab i¢ina € H(A) ve b € N(A) olup aH C X ve

bN C X elde edilir. X, G’ nin alt grubu ve H normal alt grup oldugundan
(ab)HN = {a(bH)}N = {a(HD)}N = {(aH)b}N = (aH)(PN) C XX C X

dir. Buradan z = ab € (HN)(X) olacagindan H(X)N(X) C (HN)(X) olur. O
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4. ROUGH ALTGRUPOID

Bu boliimde, matematikte son yillarda yaygin olarak kullanilan grupoid ve rough
kiime kavramlari birlikte diisiinecegiz. Once grupoidin normal alt grupoidi kavramini
kullanarak rough normal alt grupoid kavramini daha sonra da rough alt groupoid
kavramini verecegiz. Ayrica bu boliimde rough alt gruplarda verilen teoremleri rough

altgroupoidler icin de inceleyebilecegiz.
4.1 N normal alt grupoidine gore A kiimesinin N(A) Rough Kiimesi

Tanim 4.1.1. G, Ob(G) iizerinde bir grupoid, N de G grupoidinin normal altgrupoidi

olsun. G’ nin bostan farkl1 bir A alt kiimesi i¢in,

W(A) = {a€G|aoN,CA,x€0b(G)},

N_(A) = U N(A),
A) erb(G)—()

W(A) = {a€G|aoN,NA#0,x € Ob(G)},

N(A) = U NJ(A
(4) x€0b(G) (4)

kiimelerine sirasiyla G grupoidi iizerinde N normal altgrupoidine gore A kiimesinin alt
ve list yaklagimlari denir. N(A) = (N (A),];/ (A)), G grupoidi iizerinde A kiimesinin rough

kiimesidir.

Simdi grupoidler i¢cin 6nemli olan bir teoremi hatirlatalim.

Teorem 4.1.1. Ob(G) iizerindeki bir G grupoidi Vx,y,z € Ob(G) icin a € Mor(z,y), b €
Mor(x,z) ve a.(b) =B (a) icin aob € Mor(x,y) ile verilsin. N, G grupoidinin altgrupoidi

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1. N, G grupoidinin normal altgrupoididir.
2. Yac GicinaoN,oa ! = N, dir.

3. Yae GiginaoN, = Nyoadir
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4. Ya,b € Gigin (aoN;)o(boNy) =aoboN,dir[17, 18]
4.2 Alt ve Ust Yaklasimli Rough Alt Grupoidler

Tanmim 4.2.1. A, G grupoidinin bostan farkli bir alt kiimesi ve N, G’ nin bir normal alt

grupoidi olsun. G’ de A’ min N(A) = (N(A),N(A)) rough kiimesi igin,

1. N(A), G’ nin (normal) alt grupoidi ise A’ya G’ nin N rough (normal) alt grupoidi

2. N(A), G’ nin (normal) alt grupoidi ise A’ya G’ nin N rough (normal) alt grupoidi

denir.

Ornek 4.2.1. Her rough alt grup tek nesneli bir rough alt grupoiddir. Gercekten A, G
grubunun bostan farkli bir alt kiimesi ve N, G grubunun bir normal alt grubu olsun. G

grubunda A’ in N(A) = (N(A),N(A)) rough kiimesi igin, N (A) ve N(A), G grubunun
(normal) alt grubu olsun. Bu durumda A G grubunun N rough (normal) alt grubu ve N

rough (normal) alt grubu olur. Her grup tek nesneli bir grupoid oldugundan N rough
(normal) alt grubu ve N rough (normal) alt grubu tek nesneli bir rough (normal) alt

grupoiddir denilebilir.

Ornek 4.2.2. Daha 6nce grupoid oldugunu verdigimiz morfizmleria: 0 — 1,a7 ' : 1 —
0 olan G = {1¢,a,a”',1;} groupoidinin nesneleri Ob(N) = Ob(G) olan N = {19,1;}
normal altgrupoidi ve bir A = {a} C G verilsin. aoNy = {a} CAvea 'oN; = {a"'}
oldugundan

No(A)={a€G|laoNyCA}=A, Ni(A)=0,

Ni(A)={acG|a'oNiNA#0} =0, ]\_fo(A) ={a€GlaoNgNA#0}=A

elde edilir. O halde G grupoidi iizerinde N normal altgrupoidine gore A kiimesinin alt ve

tist yaklagimlari sirasiyla,

NA)= U NxA)=A
VA) X€0b(G) —X( ) =4,
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NA)= U Ny(A)=A
(4) X€0b(G) x(4)

olarak bulunur. N(A) = N(A) = A olup A kiimesi her elemani birim doniigiim olan bir
grupoid olmasina ragmen sinir bolgesi bos kiimeye esit oldugundan A, G’ nin rough alt

grupoidi degildir.

Ornek 4.2.3. X = {x,y,z} kiimesini gozoniine alalim. X kiimesi iizerinde R = X x X =
{(x,x), ), (z,2), (x,¥), (y,x), (x,2), (z,%), (¥,2),(z,y)} denklik bagmntis1 verilsin. Her
denklik bagintis1 bulundugu kiime iizerinde bir grupoid oldugundan R, X kiimesi iizerinde
bir grupoiddir. N = {(x,x), (,¥),(z,2)}, R grupoidinin bir normal altgroupoidi ve A =
{(x,x),(»,¥), (y,x),(z,x), (»,2)} C R olsun. Buradan

aoN, = {(x,x),(x,y),(x,2)},
aoNy = {(y),(»x),(»2)},

aoN, = {(Z;Z); (va)v (Zay)}

olup,
]YX(A) = 0;
Ny(4) = {a€R[aoN, CA}={(y), (%), (n2)},
N.(A) = 0

seklindedir. Boylece R grupoidi lizerinde N normal altgrupoidine gore A kiimesinin alt ve

iist yaklasimlari
N@A) = Ne(A)UN(A)UN:(A) = {(3,), (), (0, 2)
N(A) = Ne(A)UN,(A)UN;(A)=A

olarak elde edilir. Dolayisiyla N (A), G’ nin alt grupoidi oldugundan A’ya G’ nin N rough
alt grupoidi denir. Fakat N(A), G’ nin alt grupoidi olmadi8: i¢in A, G* nin N rough alt
grupoidi degildir.
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4.3 Alt ve Ust Yaklasimh Rough Alt Grupoidler icin Ozellikler

Teorem 4.3.1. G, Ob(G) iizerinde bir grupoid, N ve H, G’ nin normal altgrupoidi ve G’

nin A ve B alt kiimelerinin alt ve iist yaklasimlar: agsagidaki ozellikleri saglar:

1. N(A) CAC N(A).

2. N(AUB) = N(A)UN(B).

7. N(ANB) C N(A)NN(B).
8. NCH = N(A) CH(A).

Ispat. 1. Vac N(A)ise Vx € Ob(G) igina=ao 1, € aoN, C A dir. Buradan N(A) C
A bulunur. Eger Va € A ise a =aol, € ao N, olacagindan a € ao N, N A ise
Vx € Ob(G) i¢in ao N,y NA # 0 yazilabilir. Buradan a € N (A) olup A C N (A) elde
edilir.
2. a€N(AUB) < aoN, N (AUB) # 0, Vx € Ob(G)
& (aoNyNA)U(aoN,NB) # 0, Vx € Ob(G)
< (aoNyNA) # 0 veya (aoN,NB) # 0,Vx € Ob(G)
Sac N(A) veyaa € N(B)
& aeN(A) UN(B)

yazilabilir. Buradan N (AUB) = N (A)UN(B) olur.
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3. a€N(ANB) < aoN: CANB
< aoNy CAveaoN, CB
< a€N(A)veaeN(B)
< a€N(A)NN(B)

elde edilir. Buradan N(ANB) = N(A) N N(B) olur.

4. A C B oldugundan AN B = A olur. (3)’den,

N(A) = N(ANB) = N(A) N\N(B)

olacagindan N(A) C N(B) bulunur.
5. A C B oldugundan AUB = B olur. (2)’den,

N(B) =N(AUB) =N(A)UN(B)
olacagindan N (A) C N (B) elde edilir.
6. ACAUB ve BC AUB oldugundan (4)’den,
N(A) C N(AUB) ve N(B) C N(AUB)
bulunur. Buradan N(A) UN(B) C N(AUB) olur.
7. ANBCA,ANB C B ve (5)den,
N(ANB) C N(A) ve N(ANB) C N(B)
bulunur. Buradan N (ANB) C N (A) NN (B) olur.
8. EgerVc e III(A) ise dx € coN,NA olur ve boylece

x€ coNy CcoH,

bulunur. Bu yiizden x € coH, N A olup ¢ € ;I(A) saglanir ve ]Q(A) - ;I(A) elde

edilir.
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Teorem 4.3.2. N, G grupoidinin normal altgrupoidi, A ve B, G’nin bostan farkli alt

kiimeleri olsun. Bu taktirde,

N(A)oN(B) =N(AoB)
dir.

Ispat. Ob(G) iizerindeki bir G grupoidi Vx,y,z € Ob(G) igin a € Mor(z,y), b € Mor(x,z),
aob € Mor(x,y) ile verilsin. N, G grupoidinin normal altgrupoidi olsun. G grupoidinde
(aoN;)o(boNy) = (aob)oN, saglanir.

e, N (A o B)’ nin herhangi bir elemani olsun. Buradan Vx € Ob(G) igin coNyNAoB # 0

dir. Boylece G’ de bir m elemam vardir 6yleki m € coN,MNA o B olup
mecoN,vemeAoB
bulunur. m =aob, a € A ve b € B ile verilsin.
ce€moNy=(aoN,;)o(boN,) = (aob)oN,

oldugundan N = (aoN;) o (boNy) elde edilir. c = kol ile k € aoN, ve | € bo N, bulunur.
Buradan

ackoN;,veackoN,NA

seklindedir. Yani k € N (A) olur. Benzer olarak [ € N (B) bulunur. Buradan ¢ = kol €
N (A) oN (B) olacagindan

N(AoB) C N(A)oN(B)
olur.

Tersine, c, N (A) oN (B)’nin herhangi bir elemani olsun. Buradan ¢ = aob
oldugundan a € N (A) ve b € N (B) dir. Boylece G’de r ve s elemanlart vardir 6yleki
Vz € Ob(G) igin r € aoN,NA ve Vx € Ob(G) i¢in s € bo N, N B dir. Bdylece r € aoN,,

reA,s € boNy ves € Bdir. N normal oldugundan,

ros € (aoN;)(boNy) =aoboN;,

ros € AoB
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bulunur. Buradan

ros € aoboNyNAoB,

¢ = aobeN(A)(AoB)

saglanir ve

N(A)oN(B) C N(AoB)

olur. Boylece N (A)oN(B) = N (A o B) olarak elde edilir. O

Teorem 4.3.3. N, G grupoidinin normal altgrupoidi, A ve B, G’ nin bostan farkli alt

kiimeleri olsun. Bu taktirde,

N(A)oN(B) C N(AoB)

dir.

Ispat. Ob(G) iizerindeki bir G grupoidi Vx, y,z € Ob(G) i¢in a € Mor(z,y), b € Mor(x,z),
aob € Mor(x,y) ile verilsin. N, G grupoidinin normal altgrupoidi olsun. G grupoidinde
(@oN;) o (boNy) = (aob)oNy saglanir. ¢, N(A)oN(B)’ nin herhangi bir elemant olsun.
Buradan ¢ = aob oldufundan a € N(A) ve b € N(B) dir. Yani

Vz € Ob(G),aoN; C A veVx € Ob(G),boN, CB
seklindedir. N normal altgrupoid oldugundan,
coNy=aoboN,= (aoN;)o(boN,) CAoB
bulunur ve ¢ € N(A o B) olur. Béylece N(A) oN(B) C N(A o B) elde edilir. O

Uyan 4.3.1. H| ve H,, G grupoidinin iki alt grupoid olsun. Hy N"H, de G grupoidinin bir
alt grupoididir. Gergekten,

f € Mory,nm,(x,y) icin f € Morg,(x,y) ve f € Morg,(x,y)

g € Mory,nn,(y,2) igin g € Mory, (y,2) ve g € Morp,(y,2)
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olsun. go f € Mory, (x,z) ve go f € Mory,(x,z) oldugu igin go f € Mor(y,p,)(x,2) dir
Ayrica
£ € Mor g, ) (x,) icin f € Mory, (x,y) ve f € Morm, (x,y)

olur. Buise f~1 € Mory, (y,x) ve f~' € Mory, (y,x) verir. Yani f~' € Mory,np, (y,x) dir.

Teorem 4.3.4. H ve N, G grupoidinin normal altgrupoidleri ve A, G’ nin bostan farkl

alt kiimesi olsun. Bu taktirde,

HNN(A) = H(A)NN(A)
dir.

ispat. Ve € HON(A) & co (HNN) NA % 0,Yx € Ob(G)
< Jdac€co(HNN),NA,Vx € Ob(G)
<acco(HNN),,Vx € Ob(G) veac A
< accoHy,acAveac coNy,a€A,Vxe O0b(G)
< Ja € coHyNA ve Ja € coN,NA, Vx € Ob(G)
&c EITI(A) ve ¢ GN(A)

bulunur. Béylece H NN (A)=H(A) NN (A) olur. O

Teorem 4.3.5. H ve N, G grupoidinin normal altgrupoidleri ve A, G’ nin bostan farkl

alt kiimesi olsun. Bu taktirde,

HNN(A) = H(A)NN(A)

dir.

Ispat. Ve e HNN(A) & co (HNN), C A, Vx € Ob(G)
< coHy CAvecoN, CA,Vx € Ob(G)
< ceH(A)veceN(A)
< ¢ € H(A)NN(A) olacagindan

HNN(A) = H(A)NN(A) elde edilir. O
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Teorem 4.3.6. N, G grupoidinin normal altgrupoidi ve A, G grupoidinin altgrupoidi
olsun. Bu durumda A, G grupoidinin N rough altgrupoididir.

Ispat. Ob(G) izerindeki bir G grupoidi Vx, y,z € Ob(G) i¢in a € Mor(z,y), b € Mor(x,z),
aob € Mor(x,y) ile verilsin. N, G grupoidinin normal altgrupoidi oldugundan G
grupoidinde (ao N;) o (boN;) = (aob) o Ny saglanir. Vx € Ob(G) i¢in 1, € G dir. N

ve A, G grupoidinin altgrupoidleri oldugundan 1, € A ve 1, € N, olur. Boylece
1,=1,01,€1,0N,

elde edilir. Buradan 1, € 1,0N,NA olur. O halde 1,0N,NA # 0 olup Vx € Ob(G) igin
I, € N (A) saglanir. a ve b, N (A)’ nin herhangi elemanlar: olsunlar. G’ de k ve [ igin
k€aoN,NA vel € boN,NA olur. Bylece Vz € Ob(G) i¢in k € ao N, Vx € Ob(G)
icin/ € boN,vek €A, € Adir. A, G’ nin altgrupoidi oldugundan, kol € A olur. N, G

grupoidinin normal altgrupoidi oldugundan,
kol e (aoN;)o(boNy) =aoboNy

yazilabilir. Boylece

kol €aoboN,NA veaObEN(A)

olur. a, N (A)’nin herhangi bir elemani olsun. Buradan bazi k € G ler igin
keaoN,NA

olup Vz € Ob(G) igin k € aoN; ve k € A bulunur. A, G grupoidinin altgrupoidi
oldugundan, k! € A elde edilir.

Diger taraftan 4 € N elemani icin k = a o h olcak sekilde & € N, ve N, G grupoidinin
normal altgrupoidi oldugundan Vz € Ob(G) i¢in h~! € N, yazilabilir. Boylece

k'=(aoh)y ' =htoa ' eNoa =a"toN,
elde edilir. Buradan
k'ealoNynA

olur. Sonug olarak, ! € N (A) olur. Buise N (A)’ min G grupoidinin altgrupoidi oldugunu

verir. Yani A, G grupoidinin N rough altgrupoididir. [
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Teorem 4.3.7. N, G grupoidinin normal altgrupoidi olsun. A, G grupoidinin normal

altgrupoidi ise A, G grupoidinin N rough normal altgrupoididir.

Ispat. Bir 6nceki teoremde N (A)’ nin altgrupoid oldugunu gostermistik. Simdi N (A)’ nin

normal oldugunu gosterecegiz. Vx,y € Ob(G) i¢in a € Mor(x,y), k € Mor(x,y) sirastyla

N(A) altgrupoidinin ve G grupoidinin herhangi elemanlar1 olsunlar. Bu taktirde / € ao
N;NA olacak sekilde G” de I € Mor(x,y) vardir. Buradal € aoN, ve [ € A olur. N normal
oldugundan
kolok ' €ko(aoN,)ok™' = (koa)o(N;ok™ 1)

= (koa)o (k™! oNy)

= (koaok ')oN,
ve A normal oldugundan

kolok™' ekAk ' CA

bulunur. Buradan

kolok™ € (koaok™")oN,NA
olur ve béylece koaok™! € N (A) elde edilir. Buise N (A)’ nin normal oldugunu verir. [

Teorem 4.3.8. N, G grupoidinin normal altgrupoidi olsun. A, G grupoidinin N C A
saglayan altgrupoidi ise A, G grupoidinin N rough altgrupoididir.

Ispat. Ob(G) iizerindeki bir G grupoidi Vx,y,z € Ob(G) igin a € Mor(z,y), b € Mor(x,z),
aob € Mor(x,y) ile verilsin. Vx € Ob(G) i¢in 1, € G dir. N ve A, G grupoidinin
altgrupoidleri oldugundan 1, € A ve 1, € N, olur. Vz € Ob(G) i¢in 1,oN, =N, C A
oldugundan 1; € N(A) ve Vx € Ob(G) igin 1,0 Ny = Ny C A oldugundan 1, € N(A) elde

edilir. @ ve b N(A)’ nin herhangi elemanlari olsunlar. Buradan
aoN, CAveboN,CA
olur. N, G grupoidinin normal altgrupoidi ve A, G grupoidinin altgrupoidi oldugundan

aoboN, = (aoN;)o(boNy) CAcACA
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olup bu, aob € N(A) oldugunu gosterir. a, N(A)’ nin herhangi bir elemani olsun. Buradan
a=aol,€aoN, CA,Vze 0b(G)

olur. A, G grupoidinin altgrupoidi oldugundan a—! € A bulunur. Béylece
al oNy CAoA CA,Vye€ 0b(G)

elde edilir. Buise a~! € N(A) olmasi demektir. Boylece N(A), G nin altgrupoididir.
Yani A, G grupoidinin N rough altgrupoididir. [

Teorem 4.3.9. N, G grupoidinin normal altgrupoidi olsun. A, G grupoidinin N C
A bagimntisimi saglayan normal altgrupoidi ise A, G grupoidinin N rough normal

altgrupoididir.

Ispat. Bir 6nceki teoremde N(A)’ nin altgrupoid oldugunu gostermistik. Simdi N(A)” nin
normal oldugunu gosterecegiz. Vx,y € Ob(G) i¢in a € Mor(x,x), k € Mor(x,y) sirastyla

N (A) altgrupoidinin ve G grupoidinin herhangi elemanlar1 olsunlar. Buradan
aoN, CA
olur. N ve A normal oldugundan,
(koaok™)oNy=ko(aoNy)ok ' CkoAok ' CA

bulunur. Béylece koAok™! € N(A) olur. BuN(A)’ nin normal oldugunu verir. Yani A,

G grupoidinin N rough normal altgrupoididir. ]

Uyan 4.3.2. H| ve Hy, G grupoidinin iki alt grupoidi olsun. H; o Hy de G grupoidinin bir
alt grupoiddir. Gergekten,

fiofa € Moryon,(x,2) icin fi € Morg, (y,z) ve f> € Morg,(x,y)

8108 € Mory,om,(2,k) icin g1 € Mory, (t,k) ve g2 € Morg, (t,z)
olsun. (g10g2) o (fio f2) € Morp,on,(x,k) dir. Ayrica
(fiof2) € Morw,om, (x,k) igin fl_1 € Morg, (z,y) ve fz_l € Morg, (y,x)
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olur. Buradan (fi0 f2)~' = fy Lo f;! € (Hy 0 Hy)(z,x) verir. Yani G grupoidinin Hy ve
H, altgroupoidlerinin bileskesi Hy o Hy, G grupoidinin altgroupoididir. Bu yiizden G’ nin
bostan farkli A alt kiimesi icin HoN(A) ve H oN (A) bulunabilir.

Teorem 4.3.10. H ve N, G groupoidinin normal altgroupoidleri olsunlar. A, G
grupoidinin altgrupoidi ise

H(A)oN(A) C HoN(A)
dir.

Ispat. Ob(G) izerindeki bir G grupoidi Vx, y,z € Ob(G) igin a € Mor(z,y), b € Mor(x,z),
aob € Mor(x,y) ile verilsin. c, H (A) oN (A)’ min herhangi elemani olsun. Buradan a €
H (A)vebe N (A) oldugundan ¢ = aob bulunur. G’ de k ve [ elemanlart icin k € ao H;NA
ve [ € boN,NA vardir. Boylece k € aoH_, | € bo N, olacak sekilde k € A ve [ € A bulunur.

Buradan H normal oldugundan

kole€ (aoH;)o(boNy) = {ao(H,ob)oN,}
= {ao(boHy)oN}
= {(aob)oH,}oN;
= (aob)oH,oNy

= coH,oN,
olur. A, G grupoidinin altgrupoidi oldugundan kol € A dir. Bu yiizden Vx € Ob(G) i¢in

kol € coHyoN,NA

olupc € H oN (A) elde edilir. Boylece H (A)oN(A)CH oN (A) oldugu goriiliir. O

Teorem 4.3.11. H ve N, G groupoidinin normal altgroupoidleri olsunlar. A, G

grupoidinin altgrupoidi ise

H(A)oN(A) C HoN(A)

dir.
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Ispat. Ob(G) iizerindeki bir G grupoidi Vx,y,z € Ob(G) igin a € Mor(z,y), b € Mor(x,z),
aob € Mor(x,y) ile verilsin. ¢, H(A) o N(A)’ mn herhangi bir elemani olsun. a € H(A)
ve b € N(A) oldugundan ¢ = aob olur. Buradan ao H, C A ve bo N, C A bulunur. H, G

grupoidinin normal altgrupoidi ve A da G grupoidinin altgrupoidi oldugundan

(aob)oHyoN, = {ao(boHy)}oNy={ao(H,0b)}oN,

= {(aoH;)ob}oNy= (aoH;)o(boNy) CAcACA

elde edilir. Dolayisiyla c =aob € HoN(A) dir ve boylece H(A) oN(A) C HoN(A)

bulunur. L]
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5. LOKAL ROUGH KUMELER

Bu boliimde, Grothendieck ve Verdier[5] tarafindan verilen, Brown[13, 14] ve
Icen[15, 16] tarafindan genisletilen lokal denklik bagintis1 kavramimi rough teoriye
aktaracagiz. Bu kavrami kullanarak rough kiime kavraminin lokali olan “lokal rough

kiime” kavramini tanimlayacagiz ve bu kavramla ilgili baz1 teoremler verecegiz.
5.1 Lokal Yaklasim Uzay:

Tamm 5.1.1. U nesnelerin sonlu kiimesi, U; C U alt kiimesi olmak iizere U = UU; ile

verilsin. R; C U; x U; bagintisi ile R;, U; iizerinde bir denklik bagintis1 olarak alindiginda,
U={(U;,R)) | i € I,U; C Unesnelerin sonlu kiimesi, R; C (U; x U;)denklik bagintis1 }

ailesine, eger lokal yaklasim uzayindaki (U;,R;) ve (U;,R;) ikililerinden segilen bir x €
W C (U;NUj) igin
Rily = Rjly

saglanirsa lokal yaklasim uzay1 denir.
5.2 Lokal Rough Kiimeler

Tanmm 5.2.1. U nesnelerin sonlu kiimesi, U; C U alt kiimesi ve U = UU; verilsin. R;
C U; xU; denklik bagintist ile U = {(U;,R;) | i € I,U; C Unesnelerin sonlu kiimesi, R; C
U; x U;denklik bagintisi} lokal yaklagim uzayi olsun. [x]; = {R; bagintisina gére x'in
denklik sinif1} ve x € U olmak iizere; herhangi bir X C U kiimesinden elde edilen
Ri(X) = {xeUllcxviel}= U {[i| ki € X},
Ri(X) = {xeU|}x,NX#0Viel}= gU{[xM [X;NX #0,Viel}

X

kiimelerine sirastyla X kiimesinin lokal alt yaklasimi ve lokal iist yaklasimi denir. Eger

Ri(X) = Ri(X) #0
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sart1 saglaniyorsa X kiimesine lokal rough kiime denir.

Teorem 5.2.1. Lokal rough kiime X,Y C U icin asagidaki ozellikleri saglar:

5. Ri(XUY) = i(X)URi(Y).

6. Rl'(XﬂY) =Rl'(X)ﬁRi(Y).

7. X C Y ise Ri(X) CRi(Y).

8. X CYise Ri(X) CRi(Y).

9. ]Si(XUY) D) ]SZ(X) U}El'(Y).

10. R(XNY) C Ri(X)NRi(Y).

11. Ri(—X) = — Ri(X).
12. Ri(X)(—X) = —Ri(X).

13. RiRi(X) = RiRi(X)(X) = Ri(X).

Ispat. 1. Vx € R, (X)icin R;(X) = UU{[x]i | [x]i CX} olup [x]; CX CU,Vielolur.
— xe
Buise R;(X) C (X) C U verir.

60



2.U;CUveU= ‘UIUi oldugundan [x]; C X C [x];NX # 0, Vi € I olur. Yani IE,-(X) =
S
UU{[XM [x];NX #0,Vi e I} dir. Buise R;(X) C (X) C Igi(X) verir.
xXe —

Digerleride benzer sekilde yapilabilir. [

Ornek 5.2.1. Ornek 3.1.1°"den U = {x1,x2,x3,%x4,X5,X6,X7,X8,X9,X10} nesnelerinin
kiimesi, E = {e}, ez, e3} 6zelliklerin kiimesi Dy = {1,2,3}, D, = {1,2}, D3 ={1,2,3,4}

deger kiimeleri
R(x;) = {x; : xj, x} ler ile aym degerlere sahip, 1 <i,j <10}

olmak tizere

U |e e e
x1 |21/ 3
x [ 3121
x3 [ 21113
x4 | 21213
xs | 1| 1] 4
x¢ | 1| 1|2
x| 312 |1
x3 | 1| 1] 4
X9 2 1 3
xi0| 3121

bilgi tablosu verilsin. U nesnelerin sonlu kiimesi, U; C U alt kiimesi icin, R; C U; X U;
denklik bagmtis1 ve U = UU; verilsin. {(U;,R;) | i € I} lokal yaklagim uzay1 olmak iizere,
U= {xl,x4,X5,x6,xg} velU; = {XQ,X3,X4,X7,X9,X1()} alt kiimeleri ile (Ul,Rl) ve (UZ,RZ)

lokal yaklasim uzaylari verilsin.

il = {xa
sl = {xs,x8},
pai = {xat,
el = {xe}
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veE

22 = {x2,x7,x10},
32 = {x3,%0},
[xala = {xa}

denklik siniflarina sahiptir. x4 € Uy NU; i¢in x4 € {x4} =W C U; NU; olup

Ri lw=R> |w= (x4,x4)

lokal bagdasabilirlik sart1 saglanir.
Buna gore, X = {x{,xs5,x¢} kiimesinin U; = {x1,x4,x5,%6 xg} kiimesi ile elde edilen

(U1, Ry) lokal yaklagim uzayi igin

Ri(X) = {xeU|x;CX,Viel}={x1,x},
Ri(X) = {xeU|}xinX #0,Yiel} = {x1,x5,x6x3}
olur. X bir lokal rough kiimedir.

Teorem 5.2.2. U nesnelerin sonlu kiimesi iizerinde (U,R;), (U,Ry) lokal yaklagim

uzaylari verilsin. (U,Ry NRy) de lokal yaklasim uzayidir [30].

ispat. U nesnelerin sonlu kiimesi iizerinde R| ve R, denklik bagintilar verildiginde Ry N

R>’de U nesnelerin sonlu kiimesi lizerinde bir denklik bagintisidir. 0

Tamm 5.2.2. (U;,R;) lokal yaklagim uzayindaki bir X lokal rough kiimesinde yaklagimin

kesinligi; |X|, X # 0 kiimesinin eleman sayis1 olmak iizere;

Ri(X)

seklindedir.
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Ornek 5.2.2. Ornek 3.1.1°de ki U kiimesi iizerinde R denklik bagimtisi ile denklik siniflart

=

(x1) =[] = {x1x3,%},
(x2) =[] ={xx,x0},
R(xs) = [xa] = {xa},
(xs5)
(x6)

X2

xs) = [xs] = {xsxs},

=

= [x6] = {x6}

X6
seklindedir. X = {x1 x2,x3,x4,x5,x9 } kiimesi i¢in
IS(X) = {)C],X?,,X4,X9},

R(X) = {x1X2,X3,X4,X5,X7,X8,X9,X10},

R(X)—R(X) # 0

oldugundan X bir rough kiimedir. X rough kiimesinin yaklasiminin kesinligi ise

RX)
ur(X) = —— =2
RX)

olarak elde edilir.

U; = {x1x2,x3,%4,X5,%9,x10} C U kiimesi tizerinde R; lokal denklik bagintisi ile

U el | e | e3
X1 2 1 3
x | 3121
x3 | 21113
X4 2 2 3
xs | 1] 1] 4
x | 2113
X10 3 2 1

tablosu verilsin. Bu tabloya gore elde edilecek denklik siniflart

i(x1) = li={x1x3,%},

i(xa) = [xa]i={w},

~ XN N X

1

(x1)
i) = [eli={xnxo},
(%4)
(xs)

= [xs]i = {xs}

X5

63



seklindedir. Aym1 X kiimesi icin

RZ(X> - {X],X3,X4,X5,x9},

Ri(X) = {x1,x2,x3,X4,X5,X9,X10},

Ri(X)—Ri(X) # 0

olarak bulunur. Boylece
1R (X) > ur(X)

oldugu gorilir. U; = {xjx2,X3,%4,X5,%7,X8,%9,x10} C U kiimesi iizerinde R; lokal

denklik bagintis1 ile verilsin. X kiimesi i¢in
RJ(X) == {x17x37-x47x9}7

Ri(X) = {x1,x,x3,X4,X5,X7,X8,X9,X10},

Ri(X)~Ry(X) # 0

olarak bulunur. Burada

oldugu goriiliir.

Sonu¢ 5.2.1. Lokal rough kiimede yaklagimin kesinligi, rough kiimedeki yaklagimin

kesinliginden biiyiik veya esit olabilir.
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5.3 Lokal Rough Kiimeler Icin Ozellikler

U nesnelerin sonlu kiimesi iizerinde bir topoloji ile verilsin ve (U,R) yaklasim
uzay1 olsun. U = UU; olmak tizere U = {(U,R; =R | U;) | i € LU; CU,R; C U; X

U; denklik bagintisi } lokal yaklagim uzayini gosterir.

Tamm 5.3.1. U nesnelerin sonlu kiimesi iizerinde bir topoloji ile verilsin. U = {(U;,R;) |
iel}veV={(V,S)|ie€l}, U iizerinde iki lokal yaklagim uzayi ve U;,V; CU, W C
UiNV;ig¢in R; | W C S; | W oldugunda

UCY < (Ui |R) S (Vi|Si), Ui CVi,Viel
dir. Buradan lokal yaklagim uzayinin dogal siralamaya sahip oldugu goriiliir..

Tamm 5.3.2. U nesnelerin sonlu kiimesi iizerinde bir topoloji ile verilsin. (U, R) yaklagim

uzay1 ve U = UU; olmak tizere U = {(U;,R;) | i € I'} lokal yaklagim uzay1 olsun.

1. locR={(Uy,R |y,) |RCU x U}, U={(U;,R;) | i € I} yaklagim uzay1 iizerindeki
lokal denklik bagintisidir.

2. glob(U)=n{U| U< loc(R)} dir.

Tamm 5.3.3. U = {(U;,R;) | i € I} 1okal yaklagim uzay1 olsun. Eger Vi € I olmak iizere
bir W; C U; agik komsulugu icin R |w,= W; x W; ise U lokal yaklasim uzayma coarsest

lokal yaklagim uzay1 denir.

Tamm 5.34. U= {(U;,R;) | i € I}, U; C U lizerinde lokal yaklagim uzay1 olmak iizere

1. U <loc(glob(U)) ise U lokal yaklagim uzayina coherent lokal yaklagim uzay1

denir.

2. U = loc(glob(U)) ise U lokal yaklagim uzayina global olarak coherent lokal

yaklasim uzayi denir.

3. U’ daki her W agig1 igin R | W coherent ise U lokal yaklagim uzayina total olarak

coherent lokal yaklasim uzay1 denir.
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Tamm 5.3.5. (U,R), U iizerinde bir yaklagim uzay1 olsun.

1. loc(R), coherent lokal yaklagim uzay1 ise (U,R) yaklagim uzayina lokal olarak

coherent yaklasim uzayi denir.
2. R=glob(loc(R)) ise (U,R) yaklasim uzayina coherent denir.

Ornek 5.3.1. Simdi coherent olan ve coherent olmayan lokal yaklagim uzaylarina 6rnek

verelim. Ornek 3.1.1°den U nesnelerin kiimesinde

filu = {x1,x3,x0},
polu = {x,x7,x10},
sl = {x},

xsly = {xs,xs},
elu = {x6}

denklik siniflar1 vardir.

Uy = {x1,x2,x4,x5,x } kiimesinin U = (U;,R; = R | U;) lokal yaklasim uzay1 i¢in

glob(U) = N{U| U< loc(R)} =N{U| U< (U1,R =R | Uy)}

dir. U kiimesinin tiim denklik siniflarinin birer elemanini iceren U; kiimesi i¢in ele
alindiginda

glob(‘u) =U= (Ul,Rl =R | Ul)

dir. Buradan U < loc(glob(U)) olup, loc(glob(U)), U(Uy,R;) kiimesinin herhangi bir

komsulugundadir. Sonug olarak, U coherenttir.

Diger taraftan, U, = {x1,x2,x3} kiimesinin U = (Up,R, = R | U,) lokal yaklagim

uzay1 i¢in
glob(W)=n{U|U<loc(R)} =n{U| U< (Us,R, =R |U3)}

dir. Boylece
glob(U) = U= ((x1,%2), (R | (x1,%x2)))
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dir. Burada U £ loc(glob(U)) olur. Yani loc(glob(U)), U(Us,R,) kiimesinin herhangi

bir komsulugunda degildir. Sonug olarak U coherent degildir.

Tanmmm 5.3.6. (U,R) yaklagim uzay1 verilsin. Eger R’ nin denklik simiflari U’nun
baglantil alt kiimeleri ise yani
x € U igin [x] C U baglantil
ise (U, R) yaklagim uzayina baglantihdir denir.
Benzer sekilde U’ nun U; agik alt kiimeleri i¢in R | U; = R;” nin denklik simiflar1 U’
nun baglantili alt kiimeleri ise yani

x € U i¢in [x]; C U baglantih

ise (U,R) yaklasim uzay:1 lokal baglantihdir veya (U;,R;) lokal yaklasim uzayi

baglantihdir denir.

Ornek 53.2. U = {a,b,c,d,e,f} nesnelerin kiimesi U/R = {{b,d,e},{a,c,f}}
Uiizerindeki R denklik bagintisina gore U’ nun boliim kiimesi olsun. U tizerindeki topoloji
t={0,U,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e},{a,b,c,d,e}} ise (U,R) yaklasim uzayinin
baglantilili§ini inceleyelim.

(U,R) yaklasim uzayinin baglantili olmasi i¢in R ’nin denklik smiflari U’nun
baglantili alt kiimeleri olmalidir. (U,T) topolojisinde kapalilarin kiimesi K =
{X,0,{b,c,d,e, f},{a,b,c,e,f},{b,e,f},{a,f},{f}} olur. U nun denklik siniflarindan
A={b,d, e} icin

4 = {ANU|U e} ={0,A,{d}}
tw = {ANV |V eK}={0,A{b,e}}

olup (A,t4) uzayi baglantilidir. U nun diger denklik sinifi B = {a,c, f} i¢in

= {BNU|Uec1}=1{0,B{a},{c} {a,c}}
w = {BNV|VeK}={0,B{c,f}.{a f}.{f}}

olup (B,Tp) uzay: baglantihdir. R ’nin denklik simiflari olan A ve B kiimeleri U’nun

baglantil alt kiimeleri oldugu icin (U, R) yaklasim uzay1 baglantilidir.
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Ornek 5.3.3. U = {a,b,c,d, e} nesnelerin sonlu kiimesi, U /R = {{a,b},{c,d},{e}} U’
nun denklik siniflarinin kiimesi ve X = {a,c,d} olsun. R_(X) = {c,d} alt yaklagimi,
R™(X) = {a,b,c,d} ist yaklasimi ve Bnd(X) = {a,b} smur kiimesi i¢cin X’ e bagh
g ={U,0,{a,b,c,d},{c,d},{a,b}} rough topolojisinde R’nin denklik simiflari, U’ nun
baglantili altkiimeleri oldugu i¢in (U, R) yaklagim uzay1 baglantilidir.

Benzer sekilde bu yaklasim uzaymda U; = {a,b,c,d} C U agig1 alinsin. R |
Ui = R; = {{a,b},{c,d}} olur. Buna gore, R;_(X) = {c,d}, R; (X) = {a,b,c,d},
Bnd(X) ={a,b} olup X’ ebagh tg, = {U;,0,{c,d},{a,b}} rough topolojisi elde edilir.
Burada R;” nin denklik siniflari, U;” nin baglantili alt kiimeleri olmadig1 i¢in (U, R;) lokal
yaklagim uzay1 baglantili degildir. Yani yaklagim uzayi baglantili iken lokal yaklagim

uzay1 baglantili olmayabilir.

Tanmm 5.3.7. (U,R) yaklasim uzay1 verilsin. Eger R’ nin denklik siniflart U nun yol

baglantil1 alt kiimeleri ise yani
x € U i¢in [x] C Uyol baglantili

ise (U,R) yaklagim uzayina yol baglantihdir denir.

Benzer sekilde U’ nun U; agik alt kiimeleri i¢in R | U; = R;” nin denklik siniflart U’

nun yol baglantili alt kiimeleri ise yani
x € U i¢in [x]; C U yol baglantili

ise (U, R) yaklasim uzay1 lokal yol baglantihdir veya (U;, R;) lokal yaklasim uzay: yol

baglantihdir denir.

Ornek 5.3.4. R kiimesi iizerinde baglantililik veya yol baglantililik bagintilara gore

olusacak yaklagim uzay1 coherenttir.

Tamm 5.3.8. (U,R) yaklasim uzay1 ve loc(R), (U,R) yaklasim uzay1 iizerindeki lokal
denklik bagintis1 olsun. U’ nun {V, } ey Ortiisii i¢in {R | V, } ey tarafindan olusturulmus

denklik bagintis1 Ry C R dir.

68



Teorem 5.3.1. Ry’ nin lokal olan denklik siniflart R nin global denklik siniflarinda alt

uzay topolojisine gore hem actk hem kapalidir.

Ispat. [x]y ve [x] sirasiyla Ry’ nin lokal olan denklik siniflar1 ve R’ nin global olan denklik
siniflart olsun. [x]y C [x] oldugu agiktir. Burada U’ nun wi,ws ...,W,,a1,a2,...,dn41
elemanlar ile V,, ortiisii i¢in (V,,,R | V,,) lokal yaklagim uzayinda (y,w;) € R | V,,
denklik bagintisi, V,, ortiisii i¢in (V,,,R | V,,) lokal yaklasim uzayinda (wi,w2) € R |V,
denklik bagintist,..., V,

An+1

ortiisii i¢in (V,,,,,R | V,,.,) lokal yaklasim uzayinda (w,,x) €
R|V,,., denklik bagintilar1 vardir. V,,, N[x] i¢in z € V,, N[x] almsin. Buradan (y,x) € R ve
(v,z) € R| Vg, oldugundan (z,x) € R dir. Béylece (y,z) € R |V olup z € [x]y dir. Buradan

y € [x]NV,, C [x]y olarak bulunur. Béylece [x]y, [x] de agiktir.

Kapalilik i¢in z € [x]y olsun. x” in her U a¢i81 i¢in (U N [x]) N [x]y # 0 dir. y € VN
[x]y olarak alinirsa (x,y) € Ry ve (z,x) € R oldugundan (y,z) € R dir. y,z € V; oldugundan
(v,z) € Ry dir. Boylece (x,z) € Ry yani z € [x]y dir. Buradan [x]y = [x]y olur. Buise [x]y’

nin [x]” de kapaliligin1 verir. O

Teorem 5.3.2. (U,R) yaklasum uzayt ile loc(R), (U, R) yaklasim uzayt iizerindeki denklik
bagintisi olsun. ¥x € U igin bir Ny actk komsulugu icin R | Ny baglantili denklik siniflart

oldugu kabul edilsin. Boylece U lokal yaklasim uzayi coherenttir.

Ispat. U lokal yaklasim uzay1 coherent olmazsa sadece bazi a € U elemanlari icin U, <
loc(glob(U)), olur. Yani @’ nin herhangi bir N agig1 i¢in {V, },cp Ortiisii var ve yj,y, € N
icin (y1,y2) € R iken (y1,y2) ¢ Ry dir. Bu N, igin de dogrudur. R | N,” da y;” in denklik
sinifinda, Ry | N, daki y;’ in denklik siniflar1 kapali oldugundan baglantilidir. Bu ise

(y1,y2) € R olmasina ters diiger. 0

Teorem 5.3.3.

1. U global ve total coherent lokal yaklasim uzayt oldugunu kabul edelim. V, U’da

actksa R |V global coherenttir.

2. xeV, CU,, Vx € X icin U|Vy total ve global coherent lokal yaklagim uzay olacak

sekilde {V, }rex acik ortiisii varsa U total coherent lokal yaklasum uzayudur.
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Ispat. 1. U = loc(glob(U)) esitligi mevcuttur. Tamimdan glob(U | V) C glob(U) | V

olur. Buradan
loc(glob(U|V)) <loc(glob(U) | V) =loc(glob(U)) |V =U|V

bulunur. U |V coherent lokal yaklasim uzay1 oldugu i¢in U lokal yaklagim uzay1 total

coherent lokal yaklagim uzay1 tanimindan U | V < loc(glob(U | V)) olur.

2. I’den X’ de U agik ve U |V, ¥x € X i¢in global coherent lokal yaklagim uzay1
ise U | U NV, global coherent lokal yaklagim uzayidir. Boylece

U|UNVy=loc(glob(U|UNVy)) <loc(glob(U|U)) | Vy

seklindedir. Burada U | U < loc(glob(U | U)) olur. U total coherent lokal yaklagim

uzayidir. O]

Teorem 5.3.4. (U,R) yaklasim uzayr baglantili olsun. Bu taktirde R = glob(loc(R))
dir. Tersine R kapali denklik siniflarina sahip ve R = glob(loc(R)) ise, (U,R) baglantili

yaklasim uzayidir.

Ispat. {V,}.cy, U’ nun herhangi bir acik ortiisii olsun. R’ de {R | V,}4ey tarafindan
olusturulan Ry lokal denklik bagintist kapali ve baglantilidir. Buradan Ry = R dir.
Boylece
R = glob(loc(R))

olarak bulunur.

Tersine eger R = glob(loc(R)) ise her V ortiisii i¢in Ry = R dir. [a] denklik sinifi
nda baglantili olmayan a € U elemant ele alinsin. U ve V agiklan [a] denklik sinifini
boler. [a] kapali oldugundan U — [a] a¢iktir. U,V ve U — [a] agiklari i¢in a; € U N [a] ve

ap € VN [a] olmak iizere aj,a; € [a] elemanlarini secelim. (a1,a2) € R olur. Fakat
(UNla)u(vnlal) =[d

oldugundan (a;,a;) ¢ Ry dir. Buradan Ry C R olup glob(loc(R)) C R elde edilir. Bu ise

kabule ters diiser. [
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Teorem 5.3.5. Eger U total coherent lokal yaklagim uzay: ise baglantili denklik siniflart

ile denklik bagintilar: tarafindan lokal olarak tanimlanabilir.

Ispat. Eger U total coherent lokal yaklasim uzayi ise U, ortiisii icin (Uy, U | Uy) lokal
yaklagim uzaymda U | U, denklik bagintis1 vardir ve U | U = loc(glob(U | Uy)) dir.
U total coherent lokal denklik bagintist olmast U | U coherent lokal denklik bagintist

olmasini saglar. Boylece baglantili denklik siniflar1 vardir. [
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6. SONUCLAR

Bu calismada, Kuroki ve Wang tarafindan verilen rough altgrup kavrami ele
aliarak, bir grupoid iizerindeki normal altgrupoide gore rough (normal) altgrupoid
tanimlandi. Ayrica Pawlak tarafindan verilen rough (yaklasim) uzayi, Grothendieck ve
Verdier tarafindan verilen ve Rosenthal tarafindan gelistirilen lokal denklik bagintisi
kavramlar1 yardimiyla lokal yaklasim uzayi, lokal rough kiime ve lokal baglantililik

kavramlari elde edildi.

Boliim 4” te, her rough alt grubun tek nesneli bir rough altgrupoid oldugu gosterildi.
Bir grupoid iizerinde N normal altgrupoidine gore verilen bir kiimenin alt ve {ist
yaklagimlar1 bulunarak grupoid iizerinde verilen kiimenin rough kiimesi elde edildi ve
orneklerle gosterildi. Bu alt ve {ist yaklagimlarin sagladig1 6zellikler teoremlerle verildi.
Olusan rough kiime i¢in alt ve iist yaklagimlar grupoidin (normal) altgrupoidi ise verilen
kiimeye grupoidin rough (normal) altgrupoidi denildi.

Boliim 5’ te, nesnelerin sonlu kiimesi lizerinde denklik bagintisi ile lokal yaklasim
uzay1 tanimlandi. Herhangi bir kiimeden, lokal yaklasim uzayinda lokal alt yaklasim
ve lokal iist yaklasim elde edilerek, lokal rough kiime kavrami olusturuldu ve lokal
rough kiimenin sagladig1 6zellikler verildi. Lokal rough kiime 6rnekle gosterilerek lokal
rough kiimede yaklasimin kesinliginin, rough kiimedeki yaklagimin kesinliginden daha
biiyiik oldugu goriildii. Bunlara ek olarak, coherent yaklagim uzay1 ve lokal baglantililik

kavramlar1 tanimlanarak bu kavramlarla ilgili teoremler verildi.
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