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OZET
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, literatiir taramasi yapilmistir.

Ikinci boliimde, kategori, fanktor, topolojik fanktor, baslangic ve bitis kaldirmalari,
diskre objeler ile baz1 gerekli teorem ve 6rnekler verildi.

Uciincii boliimde, sabit siizge¢ yakinsak uzaylar tanimlandi ve &rnekler verildi.
ConFCO (Objeleri sabit siizgec¢ yakinsak uzaylar ve morfizimleri siirekli doniisiimler)
kategorisinin topolojik kategori oldugu gosterildi. Dahasi, ConFCO kategorisindeki
bazi 6zel obje ve morfizimler tanimlandi.

Dérdiincii béliimde, ConFCO kategorisindeki Ty, Ty ve Ti objeler arastirildi ve
teoremlerin bir uygulamasi olarak drnekler verildi. Lokal Ty, Tj ve Ti sabit yakinsak
stizge¢ uzaylardan olusan ve sabit yakinsak siizge¢ uzaylarin kategorisinin dolu alt
kategorilerinin kalitsal, ¢arpimsal ve co-g¢arpimsal olduklar1 gdsterildi. Daha sonra
ConFCO nun dolu alt kategorileri olan TyConFCO ve T;ConFCO (T, ConFCO ve
ConFCO) kategorilerinin izomorfik kategoriler olduklar1 gosterildi.

Besinci boliimde, teoremlerden elde edilen sonuglar bir araya getirilerek sonug,
degerlendirme ve Onerilerde bulunulmustur.
Anahtar Kelimeler: Topolojik kategori, To ve Ti objeler, sabit siizge¢ yakinsak

uzaylar.
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LOCAL Ty, AND T, CONSTANT FILTER CONVERGENCE SPACES
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ayhan ERCIYES
ABSTRACT
This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, there is a literature review.

In the second chapter, the concepts of category, functor, topological functor, initial-
final lifts, discrete objects, and some necessary theorems and examples about them are
given.

In the third chapter, constant filter convergence spaces are defined and examples are
given. The relationships between constant filter convergence spaces and topological
spaces is examined. The category ConFCO (Objects are constant filter convergence
spaces and morphisms are continuous maps) is shown topological category.
Furthermore, some special objects and morphisms in the ConFCO category are
defined.

In the fourth chapter, the local Ty, Ty, and T objects in ConFCO are investigated and
simple examples are given as an application of theorems. It is shown that the full
subcategories of the category of constant filter convergence spaces consisting of local
Ty, Ty, and T constant filter convergence spaces are hereditary, productive, and co-
productive. Furthermore, it is shown the subcategories ToConFCO and T; ConFCO
(ToConFCO and ConFCO) of ConFCO are isomorphic categories

In the fifth chapter, the results obtained from from the theorems are brought together,
results, evaluations, and suggestions are given.

Keywords: Topological category, To and Ti objects, constant filter convergence
spaces.

January, 2022; 53 pages
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1. GIRIS

Stizge¢ kavrami 1937 yilinda Cartan [1] tarafindan ortaya atildi. Yakinsaklik kavrami
siizge¢ veya aglarin yakinsakligi kavramini temel alan topolojik uzaylarin bir
genellestirmesidir. Stizgecler topolojik uzaylarda yakinsakligi tanimlamak, kapalilik,
stireklilik ve kompaktlik gibi kavramlar1 karakterize etmek i¢in kullanilirlar. Bu
kavram yakinsaklik konusunda temel bir rol almakla birlikte topolojik uzaylar ile
yakinsak uzaylar arasinda iliski kurar. Siireklilik, yakinsaklik ve ayirma aksiyomlar1
gibi topolojik kavramlarda kullanilan komsuluk kavrami yerine yakinsama alinarak bu
kavramlart daha soyut bir sekilde tanimlamak miimkiindiir. Bu yaklagimi Choquet [2],
Hausdorff [3], Katetov [4], Kent [5] ¢alismalarinda kullanmislardir.

Kategori teorisi, 1942-1945 li yillarda, topolojideki ve 6zellikle cebirsel topolojideki
caligmalarinin bir parcasi olarak Eilenberg ve Mac Lane [6] tarafindan ortaya atildi.
Kategorinin tanimi calisanin segtigi hedeflere gore matematiksel ¢ergeveye gore
zaman i¢inde gelisti. Eilenberg ve Mac Lane ilk 6nce bir kategorinin tanimini bir
grubun tanimini kullanarak verdiler. Onlarin ¢aligmalart geometrik homolojiden,
homolojiye gecisin onemli bir pargasiydi ve asil amaglari dogal doniisiim kavramini
tanimlamakti. Bunun i¢inde fanktorlar1 kullandilar. Fanktorlar1 karakterize etmek
topolojik yapilar cebirsel yapilar ile iliskilendirmek ve fanktorlar1 anlamlandirmak
icin kategori teorisine giris yaptilar. Topolojik fanktor ve topolojik kategori
kavramlarmi ilk kez Herrlich [7] ve Wyler [8] calismalarinda kullandilar. Onlar
baslangi¢ ve bitis topolojilerin bir genellemesi olarak baslangi¢c kaldirmasi ve bitis

kaldirmasi kavramlarini kullandilar.

Genel topolojik uzaylarda tek bir kavram topolojik kategori de bir¢ok kavrama karsilik
gelebilir. Ornegin topolojik uzaylarin kategorisinde hepsi T, aksiyomuna (sirasiyla
baglantililik, kapali morfizm, kompaktlik) denk olan farkli kategorik Ty, T , T; ve T,
(sirastyla giiclii  baglantilik (strongly connectedness), D-baglantililik, kapali
fonksiyon, kompaktlik) kavramlart mevcuttur [9-11]. Lokal T, ayirma aksiyomu
topolojik kategorilerde lokal (pre)Hausdorff objeleri (KT,,LT,,MT,ve NT,)
tanimlamakta kullanilirlar. Dolayisiyla lokal pre-Hausdorff objeler ile iliskili olan
lokal T; objeler ve lokal T, objeleri tanimlamada ve karakterize etmede 6nemli bir rolii

vardir.



Lokal T; ayirma aksiyomu ise kiime tabanli topolojik kategoride kapalilik ve giiclii
kapalilik kavramlarii tanimlamakta kullanilir. Béylece igerisinde kapalilik kavrami
gecen hemen hemen de tiim topolojik kavramlarda T; ayirma aksiyomu kullanilir.
Ornegin Erciyes ve digerleri [12-14] genel topolojideki Hausdorf¥, regiiler ve normal
uzaylarin sabit siizge¢ yakinsak uzaylarindaki genellestirmelerini verdiler. Weck-
Schwarz [15] topolojik kategorilerde ayrilmis (separated) objeler ile T, objeleri
arasindaki iliskileri inceledi. Bunlarin disinda Schwarz. ve Hannover [16], 1978
yilinda siizgeclerin yakinsakliginin bir genellemesi olarak yigin yakinsak uzaylarin
kategorisine giris yaptilar ve yakinsaklik ile yakinlik (nearness) arasindaki iliskiyi

gosterdiler. Onlar yakinsakligin, yakinligi igerdigini ispatladilar.

Bu ¢alismanin amaci, topolojik uzaylarda bilinen T, ve T; ayirma aksiyomlarinin 1991
yilinda Baran [9] tarafindan verilen genellestirmeleri kullanalarak ConFCO
kategorisindeki T, ve T; objeleri noktada karakterize etmektir. Ardindan, lokal T,
uzaymnin T, ve Tj ile gosterilen formlar1 arasinda ki iliskileri arastirmaktir. Daha sonra
ise ConFCO kategorisinin dolu alt kategorisi olan T, ConFCO, T,ConFCO ve
T,;ConFCO seklinde gosterilen kategorileri olusturmaktir ve bu kategorilerin
carpimsal, co-¢arpimsal, kalitsallik gibi degismeyen o6zelliklerine sahip olup
olmadigimi incelemektir. Son olarak da ConFCO nun dolu alt kategorileri olan
ToConFCO ve T;ConFCO (T,'ConFCO ve ConFCO) kategorilerinin izomorfik

kategoriler olduklarin1 gostermektir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde kategori, fanktor, topolojik fanktor, baslangic ve bitis kaldirmalari, diskre

objeler ile baz1 gerekli teorem, 6nerme ve ornekler verilecektir.
2.1 Kategori

Kategori yapisal sistemlerin ve yapilarin genel matematiksel teorisidir. Kategori
Teorisi gelismekte oldugundan, onun islevleri ve kullanim alanlar1 da gelismekte ve
cogalmaktadir. Kategori Teorisi hem ilging bir felsefi caligma nesnesi hem de uzay,
sistem gibi kavramlarin felsefi arastirmalari i¢in potansiyel olarak giiclii bir aragtir. Bu
haliyle matematiksel ontoloji ve epistemoloji hakkinda bir¢cok konuyu giindeme
getirmektedir. Dolayisiyla kategori filozoflara ve mantik¢ilara kullanmalart ve

tizerinde diistinmeleri i¢in pek ¢ok fikir vermektedir.

Dikkat edelim ki bir kategori objelerinden ziyade morfizmleri ile karakterize edilir. Bu
durumda, acgik doniisiimlerden olusan topolojik uzaylarin kategorisini, siirekli
dontistimlerden olusan topolojik uzaylarin kategorisinden farkli kilar veya daha
onemlisi, ikinci ifade edilen yapinin kategorik 6zellikleri birincisinden farklidir. Tiim
kategorilerin dontisiimleri koruyan bir yapiya sahip olmadigr durumunu ifade etmek
gerek. Ornegin 6n sirali kiimelerden olusan simif bir kategori olmasina ragmen her 6n

siral1 kiime i¢in morfizm tanimli olmayabilir.

Tanim 2.1.1 ([17,18]) Bir C nin tim nesnelerin (objeler) sinift Ob(C), tiim
morfizmlerin (donlisiim) sinifi Mor(C) ve bu iki doniisiim i¢in bileske islemi

tanimlandiginda asagidaki sartlarin saglaniyorsa C ye bir kategori denir.

(i) C deki her bir A ve B objesi icin 14, 15 birim morfizmleri vardir 6yle ki her

f: A — B morfizmi i¢in
fola=f=1geof

(ii) C de ki her f:A— B, g:B — C, h:C — D morfizmi igin birlesme 6zelligi

saglanmalidir.

(hog)ef=ho(gef)
3



C de herhangi iki obje arasindaki morfizmlerin kiimesi
C(A,B) = Mor(C) = {f|f:A — B morfizm } ile gosterilir. Ayrica verilen iki

morfizmin bileskesi de asagidaki sekilde tanimlanir.
0:C(A,B) x C(B,C) — C(4,0)

.9 —gef

Asagida verilen drnekler Kategori Teorisinde sézili gecen yap1 kavramini tekdiize bir

sekilde nasil ele aldigin1 giizel bir sekilde gostermektedir.

Ornek 2.1.2 (1) Objeleri kiimeler, morfizmleri bilinen fonksiyonlar olan yap1 bir
kategoridir. Bu kategoriye tiim kiimelerin kategorisi denir ve Set ile gosterilir. Burada
fonksiyonlar yerine parcali fonksiyonlar, birebir fonksiyonlar veya orten fonksiyonlar

da diisiiniilebilir. Boylece, her durumda olusan kategoriler farklilik gosterir.

(2) Objeleri tiim topolojik uzaylar, morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan yap1 bir
kategoridir ve Top ile gosterilir. Burada morfizmler acik (kapali) siirekli fonksiyonlar

seklinde de kisitlanabilir. Dolayisiyla elde edilen kategoriler farklidir.

(3) Objeleri tiim diferansiyellenebilir manifoldlar, morfizmleri smooth doniistimler
olan bu yap1 bir kategoridir. Bu kategoriye diferansiyellenebilir manifoldlarin

kategorisi denir ve Diff ile gosterilir.

(4) Objeleri tim gruplar (degismeli gruplar), morfizmleri grup homomorfizmi olan
yap1 bir kategoridir. Bu kategoriye gruplarin (abel gruplarin) kategorisi denir ve Grp
(AbGrp) ile gosterilir.

(5) Objeleri tiim bagint1 uzaylar1 (yansima bagintili uzaylar), morfizmleri baginti
koruyan morfizmler olan yap1 bir kategoridir Bu kategoriye tiim baginti (yansima

bagintil1) uzaylarin kategorisi denir ve Rel (RRel) ile gosterilir.

(6) Objeleri tiim halkalar, morfizmleri halka homomorfizmi olan yap1 bir kategoridir.

Bu kategoriye tiim halkalarin kategorisi denir ve Ring ile gosterilir.



(7) Objeleri tiim 6n siralama bagintili uzaylar, morfizmleri siralama baglantis1 olan
yap1 bir kategoridir. Bu kategoriye 6n siralama bagintili uzaylarin kategorisi denir ve

Prord ile gosterilir.

(8) Objeleri tiim aile uzaylari, morfizmleri bu uzaylar tizerindeki fonksiyonlar olan

yap1 bir kategoridir. Bu kategoriye aile uzaylar1 kategorisi denir ve Fam ile gosterilir.

(9) Objeleri tiim pre-bornolojik (bornolojik) uzaylar, morfizmleri bu uzay iizerindeki
doniistimler olan yapi bir kategoridir. Bu kategoriye pre-bornolojik (bornolojik) uzay

kategorisi denir ve PBorn (Born) ile gosterilir.

(10) Objeleri tiim vektdor uzaylar, morfizmleri lineer doniistimler olan yapr bir

kategoridir. Bu kategoriye vektor uzaylar kategorisi denir ve Vect ile gosterilir.

Tamm 2.1.3 ([17,18]) C bir kategori olsun. Verilen bir D kategorisi i¢in eger D nin
obje ve morfizmleri C nin bazi obje ve morfizmlerinden olusuyorsa ve C deki islem
D ye kisitlandiginda kategori olma sartlarini sagliyorsa D kategorisine C nin alt
kategorisi denir. Eger objelerde kisitlama olup morfizmlerde kisitlama olmuyorsa D

kategorisine C nin dolgun (full) alt kategorisi denir.

Ornek 2.1.4 (1) Her kategori kendisinin bir dolu alt kategorisidir.

(2) Ring: birimli halkalar kategorisi Ring halkalar kategorisinin alt kategorisidir.
(3) AbGrp kategorisi Grp nin dolu alt kategorisidir.

Tamm 2.1.5 ([17,18]) C bir kategori olmak {izere,
(1) I € Ob(C) olsun. Eger herhangi bir B € Ob(C)
Mor(l,B) = {f | f: | — B morfizm }

tek elemanli ise I ya C kategorisinin bagslangi¢ (ilk, initial) objesi denir.

(2) T € Ob(C) olsun. Eger C nin herhangi bir B objesi i¢in
Mor(B,T) ={f | f: B — T morfizm }
tek elemanli ise 7" ye C kategorisinin bitis (terminal, final, son) objesi denir.

5



(3) Ze Ob(C) olsun. Z hem baslangi¢c hem de bitis objesi oluyorsa Z ye C nin sifir

(zero) objesi denir.

Ornek 2.1.6 Her kategorinin baslangig, bitis veya sifir objesi olmak zorunda degildir.
Eger bu objeler varsa izomorfizme gore tektir. Bu diislince altinda bazi kategorilerdeki

0zel objeler su seklide verilebilir.

(1) Set, Top, Fam ve Rel kategorilerinde bos kiime iizerindeki yapiyla birlikte
baslangig objesidir. Yani sirastyla @, (9, {0,{}}), (9, 0), (8, 9?) dir.

(2) Grp kategorisinin baslangi¢ objesi birim elemandan olusan {e} dir.
(3) Ring kategorisinde baslangi¢ objesi, tam sayilar kiimesidir.

(4) Set, Top, Fam, Grp, Met kategorilerinde bitis objesiler esit olup iizerindeki yap1

ile birlikte tek elemanli kiimeden ibarettir.
(5) Grp kategorisi bir sifir objeye sahiptir ve birim elemandan olusan {e} dir.
2.2 Ozel Obje ve Morfizmler

Bir kategorideki bazi 6zel morfizmleri tanimlamadan 6nce Set kategorisinde bilinen

bir 6zelligi hatirlayalim.
Tanim 2.2.1 ([17]) Bir f: X — Y fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) ffonksiyonu birebirdir.

(2) Her f, g ve h fonksiyonu i¢in fog = fohise g = h dir, yani f fonksiyonlarm

bileskesine gore soldan sadelestirmedir.
Tanim 2.2.2 ([17]) Bir f: X — Y fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) f fonksiyonu ortendir.

(2) Her f, g, h fonksiyonlar1 i¢cin gof = hof ise g = h dir. ffonkiyonlarin bileskesine

gore sagdan sadelestirmedir.



Onerme 2.2.3 f: X — Y bir fonksiyon olsun. Asagidaki 6nermeler denktir:
(1) f birebir ve orten bir fonksiyon.
(2) gof = 14 ve fog = 1y olacak sekilde g: Y — X fonksiyonu vardir.

Tanim 2.2.4 ([17]) (1) C bir kategori olsun. Bir f: X — Y morfizmi i¢in gof = 1y

ve fog = 1y olacak sekilde bir g: Y — X morfizmi varsa f'ye izomorfizm denir.

(2) f:B — C morfizmi i¢in fog = foh olacak sekilde C kategorisindeki her

g, h: A — B morfizmleri i¢in g = h ise f'ye bir monomorfizm (monik) denir.

(3) f:A— B morfizmi icin gof = hof olacak sekilde C kategorisindeki her
g,h: B — C morfizmleri i¢cin g = h ise f ye epimorfizm (epik) denir.

(4) f morfizmi hem monomorfizm hem de epimorfizm ise f'ye bimorfizm denir.
Ornek 2.2.5 (1) Herhangi bir kategoride birim morfizm, izomorfizmdir.

(2) Set kategorisinde bir morfizm izomorfizmdir ancak ve ancak bu morfizm birebir

ve Ortendir.

(3) Grp kategorisinde bir morfizm izomorfizmdir ancak ve ancak bu morfizm grup

izomorfizmasidir.

(4) Top kategorisinde bir morfizm izomorfizmdir ancak ve ancak bu morfizm

homeomorfizmdir
(5) Set, Top ve Grp kategorilerinde monomorfizmler birebir fonksiyonlardir.
(6) Set, Top ve Grp kategorilerinde epimorfizmler 6rten fonksiyonlardir.

(7) Set ve Grp kategorilerinde bimorfizm birebir ve 6rten fonksiyonlardir. Ancak Top

kategorisinde bimorfizm izomorfizm olmak zorunda degildir.



2.3 Fanktor

Kabaca fanktorlar kategoriler arasindaki yapiyr koruyan doniisiimler olarak
belirtilebilir. Genel olarak verilen iki kategori arasinda birgok fanktor tanimlanabilir.
Ornegin verilen bir C kategorisi igin objeyi objeye ve morfizmi morfizme gotiiren C
den C ye her zaman birim fanktor vardir. Aceba bu fanktorlarin birbirleriyle iligkisi

var midir? gibi sorular akla gelebilir.

Tanim 2.3.1 ([17,18]) C ve D iki kategori ve f: A — B morfizm olsun. C nin her bir
A objesini D nin bir F(A) objesine, C nin her bir f: A — B morfizmini ise D nin
F(A) — F(B) morfizmine  doniistiren ve  asagidaki  sartlar1  saglayan

F: C — D doniisiimiine bir fanktor denir.
(i) Her f, g € Mor(C) igin,

F(gof) = F(g)oF(h)
(ii) Her A € Ob(C) i¢in F(1,) = 1p(s) dir.

C ve D iki kategori ve F: C — D bir fanktor olsun. Buna gore asagidaki tanimlari

verelim:

Tanim 2.3.2 ([17,18]) (1) Her A,B € Ob(C) ve her f € C(4,B) icin 1, (A) = A ve
1. (f) =f'seklinde tanimh 1, : C — C fanktoruna birim fanktor denir.

(2) Her A, B € Ob(C) veher f: F(A) — F(B) i¢in F(g) = f olacak sekilde en az bir
g: A — B doniistimii varsa F' ye dolgun (full) fanktor denir.

(3) Egerher A, B € Ob(C) ve f,g: A — B doniisiimleri i¢in F(f) = F(g) oldugunda
f = g oluyor ise F ye diizenli (faithfull) fanktor denir.

(4) U: Top — Set, U(X,t) = X doniisiimii bir fanktordur ve bu fanktora unutkan

fanktor denir.

(5) A4 bir kiime olmak iizere F: Set — Top doniisiimii 4 y1 (4, P(A)) diskre topolojik

uzayina gotiiren doniisiim bir faktordur ve bu fanktora diskre fanktor denir



(6) 4 bir kiime olmak iizere I: Set — Top doniisiimii 4 y1 (4,{@, A}) indiskre

topolojik uzayina gotiiren doniisiim bir faktordiir ve bu fanktora indiskre fanktor denir.

(7) Eger GoF = I ve FoG = I}, olacak sekilde bir G: D — C fonktoru varsa F ye bir
izomorfizm denir. C, D kategorileri arasinda bir izomorfizm varsa C ve D ye izomorfik

kategoriler denir ve C = D ile gosterilir.

(8) Eger C de ki her 4 objesi ve her f: A — A morfizmi i¢in F(f) = 1g,) ve f

izomorfizm oldugunda f = 1, oluyorsa F' ye amnestik fanktor denir.
(9) F hem diizenli hem de amnestik ise F'ye belirli (concrete) fanktor denir.

(10) D kategorisinin her B nesnesi i¢in F~1(B) = {A € Ob(C) |F(A) = B} bir kiime

ise F ye kiiciik demetlere sahip fanktor denir.

Ornek 2.3.3 F: Top — Set ve G: Grp — Set unutkan fanktorlar1 diizenli, amnestik

ve belirli fanktordur.
2.4 Dogal Doniisiim

Tanim 2.4.1 ([17]) C ve D iki kategori ve F, G: C — D iki fanktor olsun. C nin her 4
objesini D nin bir pu,: F(A) — G(A) morfizmine dontstiiren u: Ob( C) — Mor(D)

doniigiimii verilsin. Eger C nin her bir f: A — B morfizmi i¢in
FA) —2 5 G)
F(f) G(f)
F(B) T) G(B)

Sekil 2.1. Dogal doniisiim diyagrami.

diyagram degismeli ise yani G(f)eo u 4 =pupgo F(f) oluyorsa u ye bir dogal

doniisiim denir ve u : F — G ile gosterilir.



Tamim 2.4.2 ([17]) Cve D iki kategori olsun.

(1) F,G:C — D fanktorlar1 verilsin. Bir u : F — G dogal doniisiimiinde her bir
A €0b(C) i¢in bir py: F(A) — G(A), D de bir izomorfizm ise u ye bir dogal
izomorfizm, F ve G ye dogal olarak denktir denir ve F = @ ile gosterilir.

(2) F,G: C — D fanktorlan i¢in F = G ancak ve ancak gow = 1y ve wop = 1,
olacak sekilde w: F — G ve ¢: G — F dogal doniistimleri vardir.

(3) mF:C — D, G:D — Ciki fanktor olsun. Eger asagida ki sartlar saglanirsa F' ye

G nin sol adjointi veya G ye F nin sag adjointi denir.
()u:l — GoF ve FoG — Idogal doniistimler olmalidir.
(ii) (¢G) 0 (G u) = 1ve (Fe) o (uF) = I esitlikleri saglanmalidir.

Tanim 2.4.3 ([17]) (1) F: C — D topolojik fanktoru bir G:D — C sol adjointine
sahiptir ki bu sol adjointe diskre fanktor denir. Yani C = G(F(C)) objesi C de diskre

obje olarak adlandirilir.

(2) F: C — D topolojik fanktoru bir G*:D — C sag adjointine sahiptir. Bu sag
adjointe indiskre fanktor denir. Yani C = G*(F(C)) objesi C de indiskre obje olarak

adlandirilir.

Bir C kategorisindeki X ve Y seklindeki iki objenin ¢arpimi X ve Y nin ¢arpimi1 demek
degildir. Asil olan evrensel 6zellik ile beraber carpimin tek bir izomorfizm ile
kaldirilabilir olmasidir. Boylece kategori teorisinde bazi yapilari olusturan elemanlarin
ozellikleri onemli degildir. Onemli olan bir objenin diger objelerle, diger yapilarla

veya diger doniisiimlerle olan baglantisidir.

Ornek 2.4.4 (1) Top ve Set kategorileri verilsin. U:Top — Set unutkan ve
D: Set — Top diskre fanktorlari i¢in D ye U nun sol adjointi veya U ya da D nin sag

adjointi denir.

(2) U:Top — Set unutkan fanktoru D:Set— Top diskre fanktoru ve
ID:Set — Top indiskre fanktoru olsun. U nun sag adjointi /D, indiskre fanktoru ve

sol adjointi D diskre fanktorudur.
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(3) T2Top ve Top kategorileri verilsin. U:T2Top — Top Hausdoffluk sartin1 unutan
fanktor ve F:Top— T2Top diskre fanktorlar i¢in F' ye U nun sol adjointi veya U ya

da F nin sag adjointi denir.

Tamm 2.4.5 ([17]) C bir kategori, / bir indis kiimesi ve {4;};c; de C nin objelerin
siift olsun. Bir P € Ob(C) objesi ve her i € [ i¢in p;: P —» A; morfizmleri igin
X € 0b(C) objesi ve her i €[ i¢in f;: X — A; morfizmleri verildiginde p;o¢ = f;
olacak sekilde bir tek ¢: X — P varsa (P, {p;}ie; ) ikilisine {4;};c; objelerinin ¢arpimi
(product) denir.

Ornek 2.4.6 Setkategorisinde iki objenin carpimi bilinen anlamda kartezyen
carpimdir. Grp kategorisinde iki objenin ¢arpimi direkt carpimdir. Top kategorisinde

iki objenin ¢arpimi ¢arpim uzaydir.

Tanim 2.4.7 ([17]) C bir kategori, / bir kiime ve {4;};¢; ise C objelerin sinifi olsun.
Bir C € 0Ob(C) objesi ve her i € I igin ¢;: A; = C morfizmleri i¢in X € Ob(C) objesi
ve her i € [ i¢in f;: A; = X morfizmleri verildiginde @oc;=f; olacak sekilde bir tek
@: C > X varsa (C, {c;}ie;) ikilisine {A;};; objelerinin dual ¢arpimi (coproduct)

denir.

2.5 Topolojik Fanktor ve Ornekler

Tanim 2.5.1 ([17]) C bir kategori ve B, B; € Ob(C),i € I olsun.

fi:B = B;, i € I donlistimler ailesine kaynak (source) denir.

fi: B — B, i € I doniistimler ailesine kavsak (sink) denir.

Tanim 2.5.2 ([17]) C kategorisinde i € [ icin f;: B — B; ailesi bir kaynak olsun.

Her A € Ob(C) ve her g,h: A — B morfizm ¢ifti i€/ i¢in f;og = f;0h oldugundan

g = hise f;: B — B; kaynagina mono-kaynak (mono-source) denir.
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C ve D iki kategori U: C — D bir fanktor olsun.

Tanmm 2.5.3 ([17]) {A4; i € I} smifi C nin objeleri, D € Ob(D) ve i€l igin
fi:D — U(4;) ailesi D de U-kaynagi olsun. f;:D — U(A;) ailesinin bir baslangi¢
kaldirmasi (initial lift) A € Ob(C) objesi ve U(g;) = f; ve U(A) = D olacak sekilde

gi: A — A;, i€l, C de dontistimler ailesidir ve asagidaki sart1 saglamalidir.

Eger her C € Ob(C) ve Cde ki her h;: C — A;,i € I doniisiimlerin bir ailesi ve her
i €1 igin f;oh = U(h;) olacak sekilde bir h: U(C) — D doniigiimii varsa her i € |
icin g;ok = h; olacak sekilde en az bir k- C — A doniigiimii vardir ve U (k) = h dir.

Tamm 2.5.4 ([17]) { 4;, i € [}, C nin objeleri, D € Ob(D) ve f;:U(4;) — D, i €1,
ailesi D de U-kavsagi olsun. i € [ i¢in f;: U(A;) — D ailesinin bir bitis kaldirmasi
(final lift), A € Ob(C) nesnesi U(g;) = f; ve U(A) = D olacak sekilde g;- A; — 4,

i€l, C de doniisiimler ailesidir ve asagidaki sart1 saglamalidir.

Eger her C € Ob(C) ve C deki her h;: A; — C,i € I doniisiimlerin bir ailesi ve her
i € I i¢in hof; = U(h;) olacak sekilde bir h: D — U(C) doniisiimii varsa her i € |
icin kog; = h; olacak sekilde en az bir k&: A — C doniisiimii vardir ve U(k) = h dur.

Ornek 2.5.5 Top da baslangi¢ kaldirma baslangig topolojisini, bitis kaldirma ise bitis

topolojisini verir.

Tanim 2.5.6 ([17]) C ve D iki kategori ve U:C — D bir fanktor olsun.
Eger U fanktoru asagidaki sartlar1 sagliyorsa U ya topolojik fanktor veya C ye D

tizerinde topolojik kategori denir.

(i) U belirlidir,

(ii) U kigik demetlere sahiptir, yani D kategorisinin her D objesi igin
U~1(D) = {A € 0b(C) |U(A) = D} bir kiimedir,

(i) {A4;,i€el}, C nin objeleri ve De€Ob(D)igin D deki her
firtD — U(4;), i €1, U-kaynag1 C de bir baslangi¢c kaldirmaya sahiptir veya bu
ifadeye denk olarak D deki her f;:U(4;) — D, i €1 U-kavsagt C de bir bitis
kaldirmaya sahiptir.
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Teorem 2.5.7 ([17]) D kategorisi keyfi carpimlara ve U: C — D fanktoru belirli ve
kiiclik demetlere sahip olsun. C kategorisi D iizerinde topolojik kategoridir ancak ve

ancak asagidaki sartlar saglanir.

(i) C kategorisi keyfi carpanlara ve alt uzaylara sahiptir,
(ii) C kategorisi indiskre objelere sahiptir.

Ornek 2.5.8 (1) U: Top — Set unutkan fanktoru topolojik kategoridir.

(2) U:Met — Setve U:Grp — Set unutkan fanktorlar1 topolojik kategori
degillerdir ¢iinkii Met de keyfi sayida ki (sonsuz) metrik uzaylarin carpimi metrik uzay

degildir. Grp da ise bir grubun alt kiimesi alt grup degildir.

Not: U: C — D topolojik fanktorunda her B € D sabiti i¢in U~1(B) tek bir yapiya
sahip ise bu taktir de U ya normallestirilmig denir. B sabittir ancak ve ancak B bitisg

objesinin bir alt objesidir.

Ornegin U: Top — Set, topolojik kategorisinde {x} tek nokta kiimesi Set de bitis
obje oldugundan U~1(@) ve U~1({x}) nin tek bir topolojiye sahip olmasi demek U

nun normallestirilmis oldugunu gdsterir.
Tanim 2.5.9 ([17]) C kategorisi D iizerinde topolojik kategori ve A € Ob(C) olsun.

(1) Her X € 0Ob(C)icin D deki her U(X) — U(A) morfizmi C de X — A morfizmine
kaldiriliyorsa 4 ya indiskre obje denir.
(2) Eger her X € Ob(C) igin D deki her U(A) — U(X) morfizmi C kategorisinde

A — X morfizmine kaldiriliyorsa A ya diskre obje denir.
Teorem 2.5.10 U: Top — Set normallestirilmis topolojik fanktordur.
Ispat : (i) U nun belirli oldugunu gésterelim.

f,9:(X,t) — (Y,o0) sirekli iki  fonksiyon veU(f) =U(g) olsun.
U: Top — Set unutkan fanktor oldugundan U(f) = fvelU(g)=g dir.
Boylece f = g olur. Dolayisiyla U fanktoru diizenlidir.
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f:(X,t) — (Y,0) sirekli U(f) = 1x ve f homemorfizm olsun. U(f) = f = 14
oldugundan X =Y dir. Dolayisiyla f:(X,7) — (X,0) olur. Bu durumda
T = 0 oldugunu gostermeliyiz. f'siirekli oldugundan f~* (0) c zdur. fof "*(0) € f(2)

dan o € f(7) olur. f = I idi boylece 6 C 1 dur.

g: (X,0) — (X, 1) olsun. g siirekli oldugundan g~ (t) € o dur. gog~*(z) cg o dan
Tt cgo olur. f71 =g =1 idi 6yleyse T € o dir. Boylece T=0 dir yani U

amnestiktir. O halde U hem diizenli hem de amnestik oldugundan belirlidir.

MU TXO={X,DIUX, 1) =X,7cPX)}, f:(X,t) — (X,7,) siireklidir ve
U(f) = 14: X — X ise her X € Set icin U™1(X) in bir kiime oldugunu gésterecegiz.
U~1(X), Top un bir alt kategorisidir.

Ote yandan ¢ = {r |7, X inbirtopolojisi} olsun. 8:U"1(X) — ¢ alalm.
0(X,t) = t seklinde tanimlanirsa kolayca goriilir ki 6 birebir ve oOrtendir.

Dolayisiyla U™1(X) =~ ¢ < P?(X) dir yani U~1(X) bir kiimedir.

(iii) Eger {f;: X — U(X;,t;) = X;,i €1}, Set de herhangi bir U-kaynag ve T,
tiretilen topoloji olsun. f;: (X,7) — (X;, t;) siirekli fonksiyonlar ailesi olsun. 7 = 7,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart (Y, o) topolojik uzay1 ve siirekli g;: (Y, 0) — (X;, T;)
fonksiyonlar ailesi i¢in eger g;= f;oh olacak sekilde en az bir h: Y — X fonksiyonu
varsa h siireklidir. Bu onermeden dolayr f;: (X, 7.) — (X;, t;) verilen kaynagin
baslangi¢ kaldirmasidir. Yine { f;: U(X;, ;) = X; — X,i € I } smufi, Set de herhangi
bir U kavsagi ve 7" zayif (coinduced) topoloji olsun. f;:(X;,t;) —(X, t*) verilen

kavsagin bitis kaldirmasidir.

Set de son obje tek nokta kiimesi oldugundan, Set {lizerindeki Top kategorisinin
normallestirilmis olup olmadigini anlamak igin U ‘1({a})=({a}, {{a}, (Z)}) uzayl ve

U™ (@)= (®,0) tek bir yap1 olusturdugundan U: Top — Set normallestirilmis bir

topolojik fanktordur, Top ise normallestirilmis bir topolojik kategoridir.

Ornek 2.5.11 4 bir kiime ve Bc A olsun. f:(4A;,B;) — (4,, B,) doniisiimii
f+ Ay — A, fonksiyon olmak {iizere f(B;) € B, seklinde tanimlanan (4,B) ye
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¢iftler uzayr denir. Objeleri ¢iftler uzayr ve morfizmleri yukaridaki gibi tanimlanan

fonksiyonlardan olusan yapiya ¢iftler kategorisi denir ve CP ile gosterilir.

U: CP — Set fanktoru normallestirilmigtir
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3. SABIT SUZGEC YAKINSAK UZAYLAR
3.1 Siizgecler

Stizgec kavrami ilk kez 1937 de Cartan [1] tarafindan ve 1954 yilinda Kowalsky [19]
tarafindan da siizgecin yakinsakligi tanimi verilmistir. Stizgecler fonksiyonel analizde
yakinsakligi tanimlama da arastirmacilara 6nemli bir yol gostermistir. Bilgisayar
bilimleri ve miihendislik uygulamalar1 gibi alanlarin ¢alisilmasinda da énemli bir rol

oynamistir.

Stizgecler uzayda noktalara ya da yerlere yon veren cebirsel bir harita gibidir. Daha

dogrusu kismi siral1 bir kiimenin alt kiimesi olarak da diisiintilebilir.

Tammm 3.1.1 X bos olmayan bir kiime ve P(X), Xin kuvvet kiimesi olsun.
F c P(X) olsun. Eger F asagidaki 6zellikleri sagliyorsa F' ye X lizerinde bir siizgectir

denir.

HoeF,

(ii)Her U,V € FiginUNV EF,
(iii) HerU € FiginU S ViseV € F.

(i) ve (ii) ozelliklerinden F slizgecine ait sonlu sayida kiimelerin arakesitinin bos
olamayacag ve (iii) 6zelliginden F siizgecine ait keyfi sayidaki kiimelerin birlesiminin

yine F siizgecine ait oldugu anlagilir.

Tanim 3.1.2 X # @ ve F, X kiimesi iizerinde bir siizge¢ olsun. O halde
(1) Eger @ € F ise F= P(X) ye 0z olmayan (improper) siizge¢ denir.
(2) @ & F ise F ye 6z (proper) siizgeg¢ denir.

(3) U € F ve U c X oldugundan X € F tir.

4)U; e F,i € Iolsun. U; € U ;¢ U; ve U; € F oldugundan U;¢; U; EF tir.
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(5) F = {x} ise F ye asikar siizge¢ denir.

(6) F ={U S X : Usonlu}ise Fye Frechet siizgeci denir. Eger X sonsuz ise Frechet

stizgeci 0z siizgectir. X sonlu ise 6z olmayan siizgectir.

Ornek 3.1.3 (1) X = {a}, P(X) = {0, {a}} kiimesi verilsin. F c P(X) in bir siizge¢

olup olmadigini aragtiralim.

F = {0,{0},{X}, P(X)} tir ancak siizge¢ tanimindan dolay1 F = @ olamaz.
F = {X} ise F siizgeci bir 0z slizgeg olur.

F = P(X) ise F siizgeci 6z olmayan siizgeg olur.

(2) X = {a, b} olsun. X iizerindeki slizgegleri bulahm. P(X) = {9, {a}, {b}, X } dir.
F c P(X) igin F, 2* = 16 tane farkh kiimeden olusabilir. Bu kiimelerden sadece ii¢
tanesi siizgectir. Bunlar F; = {X}, F, = {{a}, X'}, F5; = {{b}, X } dir.

(3) X = {a, b, ¢} kiimesi verilsin. Bu durumda X iizerindeki baz1 siizgegler;
F, ={X}=[X]

F, = {{a b}, X}=[{a, b}],

F3 ={{a c}, X} = [{a,c}],

Fy ={{b, ¢}, X} = [{b, c}],

Fs = {{a, b}, {a, ¢}, {a}. X'} =[a],

Fs = {{a, b}, {b, c}, {b}, X'} =[b],

F; = {{b, ¢} {a, c}, {c}, X} =[c],

Fy = P(X)=[0] seklindedir.

Fakat X tizerindeki siizge¢ olmayan yapilardan bazilar1 asagidadir.

17



Fy = {{a b}, {a, c}, {a}, X},
Fio = {{b, ¢} {a, ¢}, {a}.{c}, X'}

Tamm 3.1.4 Bir X kiimesi ilizerinde F ve G siizgecleri verilmis olsun. F €G ise F

stizgeci G siizgecinden daha kabadir ya da G slizgeci F slizgecinden daha incedir denir.
Ornek 3.1.5 X bos olmayan bir kiime ve 4, X in bostan farkl bir alt kiimesi olsun.
F=[A]={Uc X | A C U} kiimesi X tlizerinde bir siizgectir.

(i) @ & F tir.

(ii) Her U,V € F olsun.

AcSUveACViseACS UNVdir. Buradan U NV € F dir.

(iii) U € F ve U € V olsun.

AcUCcCViseACVdir. Buradan V € F tir.

Ornek 3.1.6 X bostan farkl1 bir kiime olmak iizere a € X igin N, sinifi siizgectir. Bu
stizgece a nin komguluklariin slizgeci denir. Fakat a nin a¢ik komsuluklarinin sinifi

stizge¢ degildir. Burada
N, = {UEX|enazbirVErveaEVc U} c P(X)

Tanim 3.1.7 X bos olmayan bir kiime ve B, = {x, | n =k} = {xy, Xg4q, --- } X de bir

dizi olsun. F={U | en az bir k € N icin vardir oyle ki B, c U} kiimesi bir slizgegtir.

Bu stizgece (x,,) dizisi tarafindan dogrulan (iiretilen) siizge¢ denir.

(i) (x,), X kiimesinde bir dizi oldugundan en az bir k € N i¢in U = X dir. Bdylece
@ & F tir.

(i) Her U,V € FicinU NV € F oldugunu gosterelim. U € F ise en azbir k € N igin

By, c U vardr.
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V € F ise en az bir /€ N i¢in B; € V vardir. Maks{k, [} = t olsun. B, = U NV olup
UNYV EF tir.

(iii) U € F ise U c V i¢in V € F oldugunu gosterelim. U € F ise en az bir k € N i¢in
By c U vardir. U c V oldugundan dolay1 B, € V olur. Boylece V € F tir.

Tammm 3.1.8 X bos olmayan bir kiime, FF ve G X lizerinde iki slizge¢ ve
f:X — Y fonksiyon olsun. Bu durumda siizgecler icin sonraki boliimlerde
kullanilmak iizere asagidaki esitlikleri verebiliriz. Bu esitlikte bulunan her bir ifade

birer siizgectir.

(1) FNG={UcX:Ue€FvelU € G} dir.

2) FUG= {U:enazVeFveaWeG> UV nW}dir.
3) f(F)={U:UcXveenazV € (G ise f(V) c U}dir.

@ f71(F)= {V:enazV € Gise f(V) c U} dir.

Tanim 3.1.9 (X, 1) topolojik uzay F, X iizerinde bir siizgeg, N, komsuluklar siizgeci

ve x € X olsun.

(1) F o N, ise F, x noktasina yakinsaktir denir ve F — x seklinde gosterilir.

(2) F c N, 6z slizgeg ise x noktasina F' siizgecinin kapanis noktas: denir.

Teorem 3.1.10 (1) (X, t) uzay1 Hausdorff tur ancak ve ancak (X, 7) da ki yakinsak her

0z slizgecin limiti tektir.

(2) (X, 1) topolojik uzay A € X olsun. x € A ancak ve ancak 4 da x noktasinda

yakinsak F' siizgeci vardir.

Teorem 3.1.11 X ve Y topolojik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun x € X i¢in
f fonksiyonu x de siireklidir ancak ve ancak x noktasina yakinsayan her bir F siizgeci

F — xise f(F) — f(x) tir.

Tanim 3.1.12 X bir kiime S P(X) olsun. Asagidaki sartlari1 sagliyorsa f ya siizge¢

tabani denir.

iNo¢& Bvef+0
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(ii) Her B;, B, € Bigin B3 € B; N B, olacak sekilde B; € B vardir. Yani f ya ait

herhangi iki kiimenin kesisimi 3 ya ait bir kiimeyi kapsar.

Tamm 3.1.13 X bos olmayan bir kiime ve  # @ icin § € P(X) slizge¢ baz1 olsun.
F ={U c X:en az bir B € B vardir dyle ki B ¢ U} bir siizgectir ve bu siizgece S

tarafindan iiretilen siizgeg¢ denir.

Tamm 3.1.14 F, X{izerinde en biiylik 0z siizgeg ise F'ye maksimum stizge¢ (ultrafilter)
denir ve F' agagidaki gibi karakterize edilebilir.

Egerher A c X icinya A € F yada A® € F' tir.
3.2 Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar

Tamim 3.2.1 ([16]) B bir kiime F(B) ise B tlizerindeki tiim siizgeglerin smifi ve
K:B — P(F (B )) doniisiimil, B in a noktasina yakinsayan ve bos kiimeden farkli tiim
stizgeglerin kiimesi K olacak sekilde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Eger K agagidaki

sartlar1 sagliyorsa (B, K) ya yakinsak siizge¢ uzay (filter convergence space) denir.
(i) Her a € B i¢in [a] € K(a) dir, burada [a] ={Y c B | a €Y }dir,
(ii) F, B kiimesi tizerinde iki slizge¢ ve F € G olsun. Eger F € K(a) ise G € K(a) dir.

Ornek 3.2.2 B= {a} olsun. P(B) = {{a}, @} dir. [a] = {{a}}, [@] = {{a}, ®} dir ve
F(B) = {[a],[?]} dir. Bu durumda B iizerinde 1 tane yakinsak siizge¢ yapis1 vardir.
K(a) = {[a],[D]} dir ve (i) ve (ii) sartlar1 saglanir (B, K ) siizge¢ yakinsak uzayidir.

Ornek 3.2.3 B = {a, b} ve a #b olsun. P(B) = {{a}, {b},{a, b}, @} dir.
[a] = {{a}, {a, b3}, [b] = {{b}.{a, b}}, [{a b}] = {{a b}},[0] = {{a}, (b}, {a, b}, 0}
Buna gore Biizerindeki tiim slizgeclerin kiimesi, F(B) = {[a], [b], [{a, b}], [D]} dir.

Asagidaki yapilar B iizerindeki yakinsak slizge¢ yapilaridir.
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L(a) = {[a], [D]}, L(b) = {[b], [@]} diskre yakinsak siizge¢ yapisi,
L(a) = {[a], [2]}, L(b) = F(B),

L(a) = F(B), L(b) = {[®], [P]},

L(a) = {[a], [9], [P]}, L(b) = {[a], [@], [D]},

L(a) = {[a], [?], [b]}, L(D) = F(B),

L(a) = {[a], [@], [b]}, L(D) = {[D], [P]},

L(a) = F(B), L(b) = {[@], [a], [P]},

L(a) = {[a], [®]}, L(b) = {[a], [@], [D]},

L(a) = F(B), L(b) = F(B) indiskre yakinsak siizge¢ yapisidir.

A A

(X,K) dan (Y,L) ye bir f donligiimii f: X — Y fonksiyondur ve her a € X i¢in
F € K(a)ise f(F) € L(f(a)) ise f stireklidir.

[f (F)]={U:UcYve3dZe€FiginU D f (Z) } seklinde tanimlanir.

Objeleri yakinsak siizge¢ uzaylar ve morfizmleri yukarida tanimlanan sinifa yakinsak

stizge¢ uzaylar kategorisi denir ve FCO ile gosterilir.

Tanim 3.2.4 ([16]) (1) (X, K) yakinsak siizge¢ uzay olsun. Eger K sabit ise (X, K) ya
sabit stizge¢ yakinsak uzay (constant filter convergence space) denir. (X, K) ve (Y, L)
sabit slizge¢ yakinsak uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olsun. F€ Koldugunda f{F) € L
ise fdoniistimiine stireklidir denir. Objeleri sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri
[f (F)]={U:UcYveenazbirZ € FicinU D f (Z)} seklinde tanimlanan sinifa

sabit yakinsak siizge¢ uzaylar kategorisi denir ve ConFCO ile gosterilir.

(2) B bir kime (B;,K;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylarin bir ailesi ve
{fi:B — B;:i €1 } siifi Set de bir kaynak olsun. { f;: B — (B, K;):i € I } smufi
ConFCO da bir baslangi¢ kaldirmasidir ancak ve ancak her i €I icin ¢ € K
oldugundan f;(@) € K; dir.

(3) B bir kime (B;,K;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylarin bir ailesi ve
{fi: By — B|i € I} smifi Set de bir kavsak olsun. { f;: (B;,K;) — B|i €1} sinifi
ConFCO da bir final kaldirmasidir ancak ve ancak a € K ise f;(B;) = a olacak sekilde

enazbiri € I ve 3; € K; vardir.
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Tanim 3.2.5 (1) {(B,L): i € I} sabit yakinsak siizge¢ uzaylarin bir sinifi,
B = [l;e; B; B; kiimelerinin kartezyen ¢arpimi olsun. B iizerindeki ¢arpimsal sabit
yakinsak slizge¢ uzay yapi tim 7;: ([1;¢; B;, L) —(B;, L;) izdiisiim fonksiyonlarini
stirekli yapan her x € B ve L = {a € F(B) : her i € I i¢in m;(«) € L;} seklinde tanimli

yapidir). (B, L) sabit yakinsak siizge¢ uzayina ise carpim uzay1 denir.

(2) (B, L) bir sabit yakinsak siizge¢ uzayi, M € B ve i: M — B alt kiime fonksiyonu
olsun. M iizerindeki sabit yakinsak slizge¢ uzay yapi Ly, ={a € F(M):i(a) € L} dir
ve (M, L) ye (B, L) uzaymin bir alt uzay1 denir.

Teorem 3.2.5 Her topolojik uzay sabit siizge¢ yakinsak uzayidir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, T) topolojik uzay ve x € Bigcin L = {a € F(B) |« D N,}

olsun. Simdi (B, L) nin sabit slizge¢ yakinsak uzay1 oldugunu gosterelim.

(i) Her x € B igin [x] € L oldugunu, yani [x] 2 N, oldugunu gosterelim. Kabul edelim
ki U € N, olsun. Bu durumda en az bir ¥ € t vardir dyle ki x € V' < U olur. Buradan

x € Uolur ki U € [x] dir. Sonug olarak [x] € L dir..

(ii) Kabul edelim ki ¢ € L ve a < f olsun. f € L oldugunu gosterelim. « O N, ve

Bo>a>N,den DN, vep € Lolur.
Teorem 3.2.6 Her metrik uzay sabit slizge¢ yakinsak uzaydir.

Ispat: B+#@bir kime ve (B,d) de bir metrik uzay olsun.
D ={(5y)|dxy)<ee>0}ved ={Uc Bl|enazbire > 0i¢in D, € U} olsun.
Bu takdirde LY = { € F(B)| B © &} smifi B iizerinde bir sabit siizge¢ yakinsak uzayi
yapisidir.

(i) Kabul edelim ki U € 6 olsun. Bu takdirde en az bire > 0 i¢in D, € Udir. Here > 0
ve her x € B i¢in d (x, x) = 0 < € oldugundan (x, x) € D, dir. (x, x) € D, ve D, c U
oldugundan (x, x) €U ve dolayistyla U € [x] dir. Buradan her x € B i¢in§ C [x] ve

sonug olarak [x] € L¢ dir.
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(i) Kabul edelim ki a € LY ve a c B olsun. f € L oldugunu gosterelim a € L? ise
§cadr. acpoldugundan 8 c ¢ c Bdir. Buradan S c B ve P €L? oldugu

goruliir.
3.3 ConFCO Topolojik Kategorisi ve Ozellikleri
Teorem 3.3.1 U: ConFCO — Set normallestirilmis topolojik fanktordur.

Ispat: Her (B, K) € 0b(ConFCO) icin U((B,K)) = B veher f: (B,K) — (C, L) igin
U(f) = f dir. Buradaf'siirekli doniistimdiir. ConFCO nun topolojik kategori oldugunu

gostermek i¢in Teorem 2.5.7 nin sartlarini saglattigin1 géstermek yeterlidir.
(i) U: ConFCO — Set belirli oldugunu gosterecegiz.
Kabul edelim ki f, g: (B, K) — (C, L) siirekli doniistimler ve U(f) = U(g) olsun.

U(f) =f ve U(g) = g oldugu i¢in f = g olur. Boylece U diizenli (faithfull) olur.
Diger taraftan f: (B, K) — (B, L) izomorfizm, U(f) = 1z birim doniisim ve a € K

olsun. f'siirekli oldugundan
a=1g(@) =f(a) €L

ve boylece K c L olur.
a € L olsun. Bu durumda f 1 siirekli oldugu igin

a=1p(@) =f" (@) €K
Ve boylece L c K olur.
Dolayistyla K = L dir. Bu ise U nun amnestik oldugunu gosterir.
U hem diizenli hem amnestik oldugu i¢in belirlidir.
(ii) U nun kiiciik demetlere sahip oldugunu gosterelim. Yani her B kiimesinde U~1(B)
kiime oldugunu gosterelim.
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Burada dikkat edelim ki
U~'(B) = {(B,K):U((B,K)) = B}.
o = {K: K, B lizerindeKi sabit stizge¢ yakinsak yap1 } ¢ P(P(B)) olsun. Burada
f:UYB)—>o0o
(B,K) — f((B,K)) =K

olacak sekilde bir fonksiyon tamimlayalim. Bu fonksiyon birebir ve Ortendir.

Dolayistyla f'bir izomorfizmdir. Bu ise U ~1(B) nin kiime oldugunu gdsterir.
(iii) ConFCO nun keyfi ¢arpimlara sahip oldugunu gosterelim.

{(B;,K;) : i € I} sabit slizge¢ yakinsak uzaylarmn bir smifi, B =[[;;B; ve
K ={a € F(B):m;(a)€eK;,i € I} olsun.

a € B olsun. Her a € B i¢in m;(a) = a; € B; ve m;([a]) = [a;] € K; olsun. Bu
[a] € K oldugunu gosterir. Kabul edelim ki@ € K ve @ € f olsun. « € K den heri €
I i¢in m;(a) € K ve sonug olarak her i € [ i¢in m;() € K; olur. Boylece f € K dir.

Kabul edelim ki (C,L) sabit siizge¢ yakinsak uzay, f;:(C,L) — (B;, K;) stirekli
doniisiim ve h: C — B, m;oh = f; saglayan fonksiyon olsun. % nin siirekli oldugunu
gosterecegiz. Kabul edelim ki a € L olsun. her i € I igin f; ler siirekli oldugundan

fi(a) € K; dir.

Dikkat edelim ki (m;0h)(a) = m;(h(a)) = fi(a) € K;. Bu ise h(a) € K oldugunu

T
B—" B
C

Sekil 3.1. ConFCO daki baslangi¢ kaldirmasi.

gosterir. Sonug olarak /4 siireklidir.
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Yukarida ki sekilden dolay1r m;oh = f; dir.

Dolayisiyla (B,K) c¢arpim sabit siizge¢ yakinsak uzaylardir ve ConFCO keyfi

carpimlara sahiptir.
(iv) ConFCO keyfi alt uzaylara sahip bir kategori oldugunu gosterecegiz. (B, K) sabit
stizgec yakinsak uzay, M € B ve i: M — B, i(a) = a igine fonksiyon olsun.
Ky ={a e F(M):i(a) € K}
olusturalim.

Dikkat edelim ki (M, K, ) sabit siizge¢ yakinsak uzay ve i: (M, K,) — (B,K)
stireklidir. Boylece ConFCO keyfi alt uzaylara sahiptir.

(v) ConFCO indiskre sabit slizge¢ yakinsak uzay oldugunu gosterecegiz.
B # @ bir kiime ve K = F(B) olsun. (B, (F(B)) € ConFCO oldugunu biliyoruz.

(C,L) herhangi bir sabit siizge¢ yakinsak uzay ve f:C — B fonksiyon olsun. f nin

stirekli oldugunu gosterecegiz.

a € Lise f(a) € F(B) = K olur ki f'stireklidir.
Eger B + @ ise K= {[@]} dir.

Eger B = {x} ise K= {[?], [x]} = F(B) olur.

Yukaridaki sartlar saglandigindan, Teorem 2.5.7 dolayr U:ConFCO — Set bir

topolojik fanktordur. Simdi ise U nun normallestirilmis oldugunu gosterelim.

Set de son obje tek nokta kiimesi oldugundan, Set iizerindeki herhangi bir topolojik
kategorinin normallestirilmis olup olmadigin1 anlamak i¢in U™ ({x}) ve U"1(@ ) un

tek bir yap1 olusturup olusturmadigina incelemek gerekir.
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UY(@)= (2, 8) = (@, K) yani K=@ dur. U~ ({x}) = ({x},K), K={[x] [8]} dur.
Dolayistyla bos ve tek nokta kiimesi lizerinde yalniz tek bir yap1 vardir. Bundan dolay1
U: ConFCO — Set normallestirilmistir.

Teorem 3.3.2 (1) (X,K), ConFCO nun bir objesi olsun. (X, K) nin bir diskre uzay

olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € X icin K = {[x], P(X) = [ O] | x € X } olmaldir.
(2) (X, K) nin indiskre uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart K = F(X) olmasidir.

Ispat: Tanim 2.5.9 den yapilabilir.

26



4. LOKAL T, VE T; AYIRMA AKSIYOMLARI
4.1 Noktada Eksen Doniisiimleri

Tamm 4.1.1 ([9]) B bir kiime ve p € B olsun. BUB, B nin ayrik iki kopyasi olsun. B
nin p de Wedge ¢arpimi BUB nin p de ¢akismasidir ve BV, B seklinde gosterilir.

B B

Sekil 4.1. B kiimesinin p noktasindaki Wedge carpimi.

BV,B de ki bir x noktasi birinci bilesende ise x; olarak, ikinci bilesende ise x; ile

gosterilecektir. x = p ise x; = x, dir, yani p; = p, olur.

() p B
p L
' v

B iy BV,B

Sekil 4.2. p noktasindaki pushout diyagrama.

diyagrami pushout diyagramidir. Dolayisiyla, iyp = i,p esitligi saglamr. BV, B deki
bir x noktas1 eger birinci bilesende ise x;, ikinci bilesende ise x, olarak gosterilir.
Burada p; = p, olduguna dikkat edilmelidir ve daha anlasilir olmas1 icin p ile

gosterelim.
Burada id: B — B birim doniisiimdiir ve p: {*} — B, p de doniisiim olmak tizere
Apiy = (id,p): B — B2, Ayi, = (p,id): B — B2, S,i; = (id,id): B — B2,

Spi, = (p,id): B — B?
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ve j = 1,2 i¢in V,i; = id yukaridaki pushout diyagramina uygulandiginda asagidaki

Ay, S, ve V, eksen doniistimleri elde edilir.

Tamm 4.1.2

(1) p de Temel Eksen Doniisiimii (Principle p Axis Map):
A,: BV,B — B?,

(x,p), i =1ise

Ap(xi) =
(p,x), i =2ise

(2) p de Skewed Eksen Doniisiimii (Skewed p Axis Map):
Sp: BV,B — B2,

(x,x), i =1ise

Sp(xi) =
(p,x), i = 2ise

(3) p de Katlama Doniisiimii (The Fold Map):
V,: BV,B — B,i=12i¢in V,(x;) = x
olarak tanimlanir.
Ornek 3.4.3 B = R reel sayilar ve p = 0 alahm.
Temel eksen doniisiimii asagidaki sekilde olur.
Ay RVoR— R?

X1 —» Ao(x1) = (%, 0)

X —» Ap(xz) = (0, x)
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R 0 X1 (0,x)

R 0 X, 0 (x,0)

Sekil 4.3. p=0 noktasindaki temel eksen doniistimii.
Skewed eksen doniisiimii asagidaki sekilde olur.
So:RVy R —R?

X1 —» So(x1) = (x, x)

x, —» Sp(x2)=(0, x)

R 0 X1 (x, x)

—
«—— & 0 e » <
R 0 % ‘/1(0, x)

Sekil 4.4. p = 0 noktasindaki Skewed Eksen Dontigiimii.
Katlama Doniisiimii asagidaki sekilde olur.

Vo:RVoR— R

x; —» Voy(xq) =x

x, —» Vh(xy)=x

R 0 X1

A
[
[
v

A

Sekil 4.5. p = 0 noktasindaki Katlama Dontistimii.
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4.2 Lokal T, Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar

Tanim 4.2.1 ([9]) U: E — Set topolojik fanktor Xe€ Ob(E), p e U(X) =B ve D

diskre fanktor olsun.
(1) Xinpde Ty uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A,:BV,B — U(X*) = B*ve V,, BV,B — UD(B) = B
U- kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir.
(2) X'in p de T,' olmasi i¢in gerek ve yeter sart
id:BV,B — U(XV,X) = BV,,B ve V,: BV,B — UD(B) =B

U-kaynagmin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir. Burada XV,X kiimesi,
{i;,i;:UX) =B — BVPB} U-kavsagmin  bitis kaldirmast  ve id birim

dontistimdiir.
(3) X'in p de T; olmasi icin gerek ve yeter sart
Sp:BV,B — U(X*) = B*veV,: BV,B — UD(B) =B
U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir.
Tanim 4.2.2 ([9]) (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun.

(1) Her x € Bve x # picin x € G, olacak sekilde p nin bir G, agik komsulugu veya
p & G, olacak sekilde x in bir G, agik komsulugu mevcutsa (B, t) ya p de T, dir denir.

(2)Herx, y € Bvex # yi¢inx € G, olacak sekilde y nin bir G,, agik komsulugu veya
V€& G, olacak sekilde x in G, agik komsulugu varsa (B, T) ya T, dir denir.

(3) Her x € B ve x # p i¢in x & G, olacak sekilde p nin bir G, agik komsulugu ve
p & G, olacak sekilde x in bir G, agik komsulugu mevcut ise (B, 7) ye p de T; dir denir.
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(4) Her x,y € B ve x #y iginx €& Gy, olacak sekilde y nin bir G,, agik komgulugu ve
y €& G, olacak sekilde x in bir G, agik komsulugu mevcut ise (B, 7) ye T; dir denir.

Teorem 4.2.3 ([9]) Top kategorisi olsun. U: Top — Set topolojik fanktor i¢in,
(1) X, p noktasinda T, dir ancak ve ancak BV, B lizerinde
A,: BV,B — (B?1,) ve V,: BV,B — (B,P(B))
fonksiyonlar1 tarafindan dogrulan baslangic topolojisi diskredir.
(2) X, p noktasinda T; dir ancak ve ancak BV, B lizerinde
Sp: BV,B — (B?,t,) ve V,: BV,B — (B,P(B))
fonksiyonlar1 tarafindan dogrulan topoloji diskredir.
Burada 7,, B? iizerinde ¢arpim topolojisi ve P(B) ise B iizerinde diskre topolojidir.

Baran [9] 1991 yilinda eksen doniisiimlerini kullanarak topolojik uzaylardaki bu
ayirma aksiyomlariin herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilecegini

gostermistir.
Not: Tanim 4.2.1 de ad1 gegen T, ve Ty' objeleri Top da birbirine denktir.
Simdi (B, 7) uzayinin T, ve Ty olmasi ile ilgili drnek verelim.

Ornek 4.2.4 B = {a, b} kiimesi iizerinde ve T = {Q), B, {b}} topolojisini diistinelim.
(B, 1), a noktasinda T, uzayidir. Bunu Tanim 4.2.1 kullanarak pushout diyagrami ile

gosterelim:

31



) » Bi={a, b}

v v

B2= {a, b} > BvaB ={a31 =qa= aBZ, bBl’ bBZ}

(B, P(B)) (B?,7.)

Sekil 4.6. B={a, b} i¢in pushout diyagrami.

. ={(B%0,{(a,b), (b,b)},{(b,a), (b, b)},{(b, b)},{(a, b), (b,a), (b, b)} } smifi B
iizerindeki garpim topolojisi ve P(B)={B, @,{a}, {b}} diskre topoloji olmak iizere,

V;1(B) = BV,B A71(B?) = BV,B
V.N(2) =0 A7X @) =0

Vo '({a}) ={a} AT {b,D) =0

Vo '({b}) = { bs,, bg,} AZ'({(a,b), (b, b)}) = {bg,}

A1 ({(b,a), (b,b)}) = { bs,}

Aal({(a; b)' (b, Cl), (b, b)}) = { bBli bBZ}

6 = {BVaB, 8,10} { by}, {0, }{ ba, b5, )}
:8 = {BVaB' ﬂ, {a}’ { b31}’ {sz}’ { b31’ sz}}

T= {B VB, 8,{a},{ bs, }{bs,}.{ bs,. b, }. {a bs,}{a sz}}

T = P(BV,B)
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Dolayisiyla A, ve V, tarafindan dogrulan topoloji diskre olup (B, T) uzay1 a noktasinda

TO dir.

Ornek 4.2.5 B = {a, b} kiimesi iizerindeki T = P(B) diskre topolojisini diisiinelim.

(B, ) nun a noktasinda T; uzay1 oldugunu biliyoruz.

Bu gosterimi Tanim 4.2.1 yi kullanarak gosterelim.

Sz1(B%) = BV,B V;(B) = BV,B
S:'(@) =0 V(@) =0
Sa'({(a,)}) = {a} Vo *({a}) = {a}
Sa*({(a,b)} = {bs,} Vo' ({b}) = { bg,, bs,}

S (b)) =0

S {(b, b)) = { b,}

Sz'({(a, @)}, {(a, b)) = {a, bp,}
S (@ @)} {b, )} = {a}

Sz ({(a, D)} {(b,b)}) = {bg, bs,}
L (b, @)}, {(b, b)) = { b, }

é

{B VaB, @, {a},{ bp,},{bs,}.{ s, bs, }. {a, sz}}

B {B VaB, @, {a},{ b, }, {bs,}, { bs,, bs, },{a b, }}

T= {B VB, 0,{a},{ bs, }{bs,}.{ bs, b5, }. {a bs,}{a, sz}}

T = P(BV.B)
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olup S, ve V, tarafindan dogrulan topoloji diskre olup (B, T) uzay1 a noktasinda T; dir.
Simdi ise ConFCO kategorisinde T, objeyi karakterize edelim.

Teorem 4.2.6 (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p € B noktasinda T, dir ancak ve
ancak x # p olacak sekildeki her x € B i¢in [x] N [p] € L dir.

ispat: Kabul edelim ki (B, L) sabit yakinsak siizge¢ uzay1 p € B noktasinda T, olsun.
[x] N [p] € L oldugunu gosterecegiz. Eger x # p olmak iizere baz1 x € B ler i¢in
[x] N [p] € L olsaydi Wedge ¢arpimu iizerindeki o siizgeci o = [x;] N [x,] seklinde

olmak lzere

S
Ap —_—

(BV,B,K py5) —— (B%L.) _, (B,L)
%)

(B, N)
Sekil 4.7. T, i¢in 7;4, diyagramu.

M Ayo = Ay ([x] 0 [x,])
= 11 Ap ([{x1, 23D
= ([{Cx, p), (p, ¥)3D
= [{x, p}]
=[xIn[pl €L

myA,0 = 1A, ([x1] N [x;])
= mA,({x1, X))

= T[Z [{(x' p)) (p' X)}]
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= [{p,x}]
=[pInix] €L
ve
Voo = Vp([x1] N [x2])
= Vo ([{x1, x23D)
—[x]EN

Burada 7;: B> — B, i=1,2 i¢in izdiisiim fonksiyonlar1, N ve L, yapilar1 sirasiyla B ve

B? lizerindeki diskre yapilardir. Ayrica K BV, B ise BV,B lzerindeki A, ve T,

tarafindan {iretilen sabit slizge¢ yakinsak yapidir.

Bu ise (B,L) nin p noktasinda T, olmasiyla gelisir. Ciinkii BV,B iizerindeki
K py,s = {[@], [p]} diskre yapis1 her p € Bigin {[@],[p]} olmasi gerekirken

o= [x;]Nn[x,] EK BV,B bulundu.
Boylece x#p olmak lizere her x € B i¢in [x] N [p] & L olmalidir.

Tersine olarak kabul edelim ki x#p olacak sekildeki her x € B igin [x] N [p] & L ve

o ise BV, B lizerinde mA,0 € L, myA,0 € Lve V0 € N sartini saglayan bir stizgeg

olsun. (B,L) sabit yakinsak siizge¢ uzaymin p € B noktasmmda T, oldugunu

gosterecegiz.

ConFCO kategorisindeki baslangi¢ kaldirma tanimindan baz1 x € B ler i¢in

dir.

Kabul edelim ki V,0 = [@] olsun. Bu taktirde ¢ = [@] dir. Kabul edelim ki Vj,0 = [x]
olsun. Burada x=p ise Vj,0 = [p] olur ki bu ise 0 = [p;] = [p,] olmas:1 gerektigini

ifade eder.
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x#p ise bu durumda o = [x,], 0 = [x,] veya g D [{x;, x,}] olur. Simdi bu durumlari

inceleyelim:
Eger 0 = [{xy,x,}] ise bu durumda,
1 Apo = 1A, [{x1, x5 }]
= 1, [{(x, p), (p, ¥)}]
= [{x,p}]
=[x]n[p] €L
ve
My A,0 = oA, [{x1, %,}]
=, [{(x,p), (p, x)}]
=[{p, x}]
=[pln[x] €L
dir.
Bu ise x#p i¢in [x] N [p] € L olmasi ile gelisir. Bu yiizden o # [{xy, x,}] dir.

Eger [@] # 0 # [{x1,x2}] icin 0 D [{xq,x,}] ise U # {xy,x,} ve U+ @ olacak

sekilden az bir U € o vardir.

Biz 0 = [x;] veya o = [x,] oldugunu gostermeliyiz. {x;,x,} € 0 ve o slizgeg

oldugundan
Un{xy,x}={x} veya Un{xy,x} = {x,}

dir.
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Bunun anlami ¢ = [x;] veya ¢ = [x,] olmasidir. Sonug olarak Tanim 3.2.4 ve Teorem

3.3.2den V, ve A, nin baslangi¢ kaldirmas: diskredir. Tanim 4.2.1 den (B, L) sabit

stizgec yakinsak uzay1 p noktasinda T, dur.
Teorem 4.2.7 Her sabit siizge¢ yakinsak uzay p noktasinda T, dir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay, p € B, o ise BV}, B iizerinde
k=1,2 olmak iizere baz1 f € L siizgecleri igin o D i} () sartin1 saglayan bir slizgec

olsun. Ayrica V,0 € N olsun. Burada N, B iizerindeki diskre yapidir.

Teorem 3.3.2 den baz1 x € B i¢in V,0 = [@] veya V,0 = [x] dir.

Eger V,0 = [@] ise bu taktirde 0 = [@] olur. Baz1 x € B igin V,0 = [x] olsun.
X = p olmasi durumunda V,,6 = [p] olur ki bu ise 0 = [p] olmasin1 gerektirir.
X # p olmasi durumunda o = [x;], 0 = [x;] veya ¢ D [{xy, x,}] olur.

Eger 0 = [{xy, x,}] ise bu durumda &k =1,2 ve baz1 8 € L ler igin ¢ D i} (B) dir ki bu
ise {x1,x,} nin bir eksen {izerinde bulundugunu gosterir. Bu ise x # p oldugundan

celigkidir. O halde o # [{x;, x,}] olmak zorundadir.

Eger 0 D [{x;,x,}] ise Teorem 4.2.6 nin ispatinda kullanilan yonteme benzer olarak
o = [x4] veya 0 = [x;] oldugu goriiliir. Sonug olarak, o = [x;], [x;] veya [@] olur ki
bu ise Tamm 3.2.4 ve Tanim 4.2.1 den dolayr (B,L) uzaymmn p noktasinda T,

oldugunu gosterir.

id
(BVpr KBVpB) — (BVyB, (BV,B)")

(B, N) (B,L)

Sekil 4.8. T, i¢in diyagram.
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Teorem 4.2.8 (1) (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzayi p noktasinda T, ve M c B olmak

iizere (M, L,,) alt uzay1 da p noktasinda T, dir. Burada L,,, M iizerindeki alt uzay

yapisidir.

(2) Her i€l i¢in (B;L;) ler p; € B; noktasinda T, dir ancak ve ancak

(B = [lie; B; , L) ¢arpim lokal sabit yakinsak uzay1 da p = (p4, p2, ... ) noktasinda Ty
dir. Burada L, B iizerindeki ¢arpim yapisidir ve p € B dir.

(3) Her i € I i¢in (B;,L;) ler p; € B; noktasinda T, ise (B = ;e B;,L) co-¢arpim
uzay1 da (i,p) noktasinda T, dir. Burada L, B iizerindeki co-arpim yapisidir ve

(i,p) € B dir.

ispat: (1) Kabul edelim ki (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda T, ve Ly,
yapist M lizerinde ki i: M — B i¢ine doniisiimii ile elde edilen baslangic yapist ve

X € M olmak tizere x # p i¢in [x] N [p] € Ly olsun.

i(lx] n[pD) = i([x]) ni([pD

=[x]n[p] €L

olur ki bu ise (B, L) nin p noktasinda T, olmast ile gelisir. Boylece x # p, x € M igin

[x] N [p] € L, dir. Sonug olarak Teorem 4.2.6 dan (M, L,,;) uzay1 p noktasinda T, dir.

(2) Kabul edelim ki her i € I, p; € B; icin (B;, L;) sabit siizge¢ yakinsak uzaylari p;
noktasinda T, ve x #p i¢in [x] N[p] €L olsun. Burada p = (py,pz ...) ve
x = (X1, Xz, ...) dir. x # p oldugundan en az bir j € J i¢in x; # p; dir.

[x] N [p] € L oldugundan asagidaki dontisiim dikkate alindiginda

i€l
m;: ([x] N [p]) = m;([xD nm;([pD

=[x]nlp] €L
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olur ki bu ise her i €1 icin (B L;)lerin T, olmas: ile celisir. Dolayisiyla

[x] N [p] & L olur. Sonug olarak Teorem 4.2.6 dan (B, L) nin p noktasinda T, dir.

Tersine olarak kabul edelim ki (B, L) ¢arpim sabit yakinsak uzayi da p = (py,p2, ---)

noktasinda T, olsun. Her i € [ i¢in (B;, L;) sabit yakinsak uzaylar1 (B, L) uzayinmn bir
alt uzayina izomorf oldugundan (1) den dolay1 her i € I i¢in (B;, L;) ler p; noktasinda

T, dir.

(3) Kabul edelim ki her i € I, p; € B; olmak iizere (B;, L;) sabit siizge¢ yakinsak
uzaylart p; noktasinda T, olsun. (B =]l;g Bi,L) nin (i,p) de T, oldugunu

gosterecegiz.

Kabul edelim ki her i € I, p; € B; igin (B;, L;), p; de T, olsun ve (i,x) # (i, p) olmak

tizere (i, x) € B i¢in

[ n[@Ep)]€eL

olsun. ConFCO da ki bitis kaldirma tanimindan
Jic: B L) = (3 - ]_[&L)
i€l
seklindeki doniistim i¢in [(i,x)] N [(i,p)] € L oldugundan

olacak sekilde B; € L; vardir. Burada ji: (By, L) — (B, L) kanonik dontisimdiir.

Her tarafa j, ~' uygularsak
Ji k(B < it (L@ 0] n [Gp)D
Bi < Ji G201 0 i G p)]

Bi < [x;] N [p;]

olur ki [x;] N [p;] € L olur. x; # p;, i € I igin (B;, L;) sabit stizgeg yakinsak uzaylar
olmasi ile ¢eligkidir.
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Bu yiizden (i, x) # (i, p) olacak sekilde her (i, x) € B igin
[l n[Ep)] &L

olmalidir. Bu ise Teorem 4.2.6 dan dolay1 (B, L) nin (i, p) noktasinda Ty oldugunu

gosterir.

Ornek 4.2.9 B = {x} olsun. Bu durumda B iizerindeki sabit siizge¢ yakinsak yapi
L = {[x], [@]} olur. (B, L) hem diskre hem de indiskre sabit siizge¢ yakinsak uzaydir.
p # x olacak sekilde p € B mevcut olmadigindan Teorem 4.2.6 den dolay1 sabit

siizge¢ yakinsak uzayi p de T, dir ve Teorem 4.2.7 den dolay1 T, olur.

Ornek 4.2.10 B = {x, y} olsun. Bu durumda B iizerindeki asagidaki gibi tamimlanan

sabit siizgec yakinsak uzaylar1 yazalim.
Ly = {lx], [y], [9]} diskre yap,
L, = {[x],[y], [x] n [¥], [@]} indiskre yapidur.

L; = {[x], [¥], [@]} diskre sabit yakinsak siizge¢ uzay1 Teorem 4.2.6 den dolay1 x, y

noktalarinda T, uzayi ve Teorem 4.2.7 den dolay1 x ve y noktalarinda T, dur.

L, = {[x], [y], [x] N [y], [@]} indiskre sabit slizge¢ yakinsak uzay1 Teorem 4.2.6 den

dolay1 x ve y noktalarinda T, uzay: degildir ve Teorem 4.2.7 den dolay1 x ve y

noktalarinda T, dir.

Ornek 4.2.11 B = {x, y, z} olsun. Bu durumda B iizerinde asagidaki gibi tamimlanan

sabit siizgeg yakinsak uzaylari diisiinelim.
L= {[x], [¥], [2], [9] } diskre yapt,
Lo={[x], [v], [2], [x]n[y], [9]},

Ls={[x], [v], [z], [x]N[z], [D]},

L= {[x], ], [z], VIN[z], [9]},
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Ls={[x], v}, [z], x]ny], [vInlz], [D1},
Le= {[x], v}, [z], [x]nDy], [x]N[z], [D]},
L7= {[x], ], [z], vInlz], [xIn[z], [D]},
Lg= {[x], V], [z], IxInly], [x]n[z], [vIn[z], [B], [D]} indiskre yapidur.

L, ={[x],[y] [z], [x] n [y],[@]} i¢in (B,L) sabit silizge¢ yakinsak uzayi,
[x] N [y] € K oldugundan Teorem 4.2.6 dan dolay1 x ve y noktalarinda T, uzayi

degildir, fakat [x] N [z] € K, [y] N [z] € K oldugunda z noktasinda T, dir. Teorem
4.2.7 den dolay1 yukaridaki B iizerindeki tiim sabit siizge¢ yakinsak yapilar T, dir.

Teorem 4.2.12 ([9]) (1) (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay T, dir ancak ve ancak her
X,y €B, x # yi¢in [x] N [y] € L dir.

(2) Her sabit siizgec yakinsak uzay T, dir.

Teorem 4.2.13 (1) (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay T, dir ancak ve ancak her p € B
icin (B, L), p noktasinda T_O dir.

(2) Her sabit siizge¢ yakinsak uzay T,’ dir ancak ve ancak p de T, dir.
Ispat: Teorem 4.2.6, 4.2.7 ve 4.2.12 den dolayn ispat agiktir.

4.3 Lokal T, Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar ile Tlgili Sonuclar

(1) Objeleri T_O(Tol) sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri ise sabit siizgec

yakinsak uzaylar arasindaki doniistimler olan bir sinif bir kategoridir. Bu kategoriler

T,ConFCO ve T,'ConFCO seklinde gosterilir ve ConFCO kategorisinin dolu alt

kategorileridir.
(2) Teorem 4.2.7 den Ty’ ConFCO ve ConFCO kategorileri izomorfiktir.

T, ConFCO = ConFCO
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(3) T,ConFCO ve T, ConFCO topolojik kategorileri tiim limit (ilk obje, carpim,
equalizer, pullback) ve co-limitlere (son obje, co-¢arpim, co-equalizer, pushout)

sahiptir.

(4) Teorem 4.2.8 den, TyConFCO ve T, ConFCO topolojik kategorileri alt uzaylar,

carpim, co-¢arpim ve boliim doniisiimleri altinda kapalidir.

(5) ConFCO kategorisinde Teorem 4.2.6 ve Teorem 4.2.7 den dolay1 (B, L) objesi
p € B noktasinda T, ise p noktasinda T, dir. Fakat tersi genelde dogru degildir.
Omegin B = {x,v,z} ve L = {[x],[y],[z], [x] n [y],[®]} i¢in (B,L) sabit siizgeg
yakinsak uzay Teorem 4.2.6 ve Teorem 4.2.7 den dolay1 x noktasinda T,' dir fakat x

noktasinda T, degildir.

Not: (1) Top kategorisinde Teorem 4.2.2 dolayr (X,t) nun herhangi bir p € X

noktasinda T, olmasi p noktasinda T,’ olmas1 demektir.

(2) U:E — Set normallestirilmis topolojik fanktor, x € Ob(E) ve p € U(X) olsun.

Bu durumda

(i) [20] de ki Teorem 2.10 dan dolay1 X objesi p noktasinda T, ise X, p noktasinda Ty’
dir.

(ii) [20] de ki Teorem 2.6 ve Sonug 2.7 den X objesi T_O ise X, p noktasinda T_O dir.

(3) Bir topolojik kategoride, Teorem 4.2.2 den X objesi p noktasinda T, olmas ile p

noktasinda Ty" olmasi denk olabilir. Ornegin, Top kategorisinde T,’, T, ve T sirasiyla

bilinen T ve T; ayirma aksiyomlarina indirgenir [9].

Dahas1 [21] deki gibi p noktast T, olanlar yalmizca diskre obje olabilir. Oregin
pqsMet (objeleri pseudo-quasi-semi  metrik  uzaylar, morfizmleri ise
f:(X,d) — (Y,e) sireklidir & her x,y € X i¢in e(f(x),f(y) <d(x,y) dir.)
kategorisinde p noktasinda T, objeler sadece diskre objelerdir. p noktasinda T, objeler

tiim objeler olabilir.
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Bir topolojik kategori de, her obje p noktasinda T, ve T, olabilir. Ornegin, ConLim
(sabit limit uzaylar kategorisi) kategorisinde her obje T, ve T,’ dir. Bu ¢alismada da

Teorem 4.2.7 den dolay1 ConFCO daki tiim objeler T, dir.

(4) Lokal T, ve lokal T, kiimeleri, kiime tabanli topolojik kategorilerde kapali

(closed), local pre T,, local T, objeleri tanimlama da kullanilir [12-14], yani
preT, + Ty =T, ve preT, +Ty =T,
4.4 Lokal T; Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar

Teorem 4.4.1 (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 T; dir ancak ve ancak x # p olacak

sekilde her x € B igin [x] N [p] € L dir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p € B noktasinda T; olsun
ve x # pigin [x] N [p] € L olsun.

U5t
S —

BV,B —— (B%1.) _ (B,L)
Uy

BV,B
Sekil 4.9. T; i¢in 7,5, diyagramu.

doniigsiimlerinde K* carpim topolojisi ve Kg, B tizerindeki diskre sabit siizge¢ yakinsak
uzay olsun. Ayrica ¢ = [x;] N [x,] Wedge carpim kiimesi {izerindeki yapinin

elemanlart olsun.
18,0 = 1,8, ([%,] N [x,])
= 11, (Sp[{x1, 2,31)
= 11 [{(x, x), (, x)}]
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= [{x, p}]
=[x]n[p]l €L
ve

38,0 = 8, ([x1] N [x2])
= 103 (Sp[{x1, x231)
= 1, [{(x, %), (p, )}
= [{x}]
= [x] € L dir.

Ayrica

olur ki bu ise [x{] N [x,] € LEUN: oldugunu gosterir. Fakat bu ise (B, L) sabit siizge¢
yakinsak uzayimin p noktasinda T; olmasi tanimi ile ¢elisir. Boylece x # p olacak

sekilde her x € B i¢in [x] N [p] & L dir.

Tersine olarak kabul edilir ki x # p olacak sekilde her x € B igin [x] N [p] € L ve &

ise BV, B lizerinde m,S,0 € L, m,5,0 € L ve V,0 € N sartin1 saglayan siizge¢ olsun.
ConFCO kategorisindeki baglangi¢ kaldirma tanimindan bazi x € B ler i¢in

V,o0 = [@] veya V,0 = [x] dir.
V,0 = [@] ise 0 = [@] tur.
V,0 = [x] ise burada x = p ve x # p olmasi durumlari vardir.
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X = p olmasi durumunda o = [p;] = [p,] olur.

x #p olmasi durumunda ¢ = [x;], 0 = [x;] veya o D [{x1,x3}] = [x1] N [x;]

olabilir. Simdi bu durumlari inceleyelim.
Eger o = [{x1, x,}] ise
15,0 = 1S, [{x1, x2}]
= 1y [{(x, %), (p, x)}]
= [{x, p}]
=[x]n[p] €L
ve

T[ZSpa = T[ZSp [{x1,x23]

Uy [{(xr .X'), (p: X)}]
= [{x}]
=[x] €L

olur bu ise [x] N [p] & L olmast ile gelisir. Bu yiizden o = [{x, x5}] = [x1] N [x;]

olamaz.
Eger o D [{x,, x,}] ise

o # [@] ve g # [{x1,x,}] olmak {lizere U € ¢ ise U # @ ve U # {xq,x,} dir. Biz

o = [x1] veya ¢ = [x;] oldugunu gostermeliyiz.
{x1,x,} € 0 ve o siizgeg oldugundan

{x1, %23 N U = {x;} veya {xq,x,} N U = {x,} dir. Bu ise 0 = [x;] veya o = [x;]

oldugunu gosterir.
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Sonug olarak Tanim 3.2.4 ve Teorem 3.3.2 den §,, ve V, nin baglangi¢ kaldirmasi

diskredir. Yani Teorem 4.2.3 den (B,L) sabit siizge¢ yakinsak uzay T, dir.

Teorem 4.4.2 (1) (B, L) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda T; ve M C B olmak
tizere (M, Ly,) alt uzay1 da p noktasinda T, dir. Burada L,;, M iizerindeki alt uzay

yapisidir.

(2) Her i€l icin (B;,L;) ler p; € B; noktasinda T; dir ancak ve ancak
(B = [lie; Bi, L) carpim lokal sabit yakinsak uzayi da p = (p4, p,, ... ) noktasinda T;
dir. Burada L, B iizerindeki ¢arpim yapisidir ve p € B dir.

(3) Her i € I igin (B;, L;) ler p; € B; noktasinda Ty ise (B = [l;¢; B;, L) co-¢carpim
uzay1 da (i,p) noktasinda T; dir. Burada L, B iizerindeki co-¢arpim yapisidir ve

(i,p) € B dir.
Ispat: Teorem 4.2.8 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.4.3 (B, L,) ve (B, L,) sabit siizge¢ yakinsak uzaylari izomorf olsunlar. Bu
durumda (By,L;) uzay1 p noktasinda T, (T;) dir ancak ve ancak (B,,L,) de p
noktasinda T, (T,) dir.

ispat: Kabul edelim ki (B, L,) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasinda T, (T;) ve
X # pvex,p € B, olsun. (By, L) ve (B,, L,) sabit siizge¢ yakinsak uzaylari izomorf
olduklarindan bir f:(By,L;) — (By, L) izomorfizmi vardir ki gf = 1¢p,1,) Ve
fg9 =1e@,.1,) olacak sekilde g:(By, Ly) — (By,L;) morfizmi vardir. x #p

oldugundan g(x) # g(p) dir. Eger g(x) = g(p) olsaydi f(g(x))=f(g(p)) ve
(f9)(x) = (fg)(p) olurdu ve sonug olarak x=p olurdu.

Kabul edelim ki (B, L,) sabit siizge¢ yakinsak uzay1 p noktasimnda (T,)T; olmasin.
Bu durum da Teorem 4.4.1 geregince [x] N [p] € L, dir. g siirekli oldugundan

[g(x)] N [g(p)] € L, olur. Bu ise (By,L;) in p noktasinda T, (T;) olmasiyla ¢elisir.
Bu taktirde (B,,L,) sabit siizge¢c yakinsak uzayr p noktasinda T, (T;) olmak

zorundadir.
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Tersine olarak kabul edelim ki (B,, L,) sabit siizge¢ yakinsak uzayi p noktasinda

T, (Ty) olsun. g izomorfizm oldugundan ispatmn ilk kismi geregi (B;, L,) sabit siizgec

yakinsak uzayi p noktasinda T; dir.

Ornek 4.4.4 B = {x} olsun. Bu taktirde B iizerindeki sabit siizge¢ yakinsak yap1
L = {[x], [@]} olur. (B, L) hem diskre hem de indiskre sabit siizge¢ yakinsak uzaydir
p # x olacak sekilde p € B mevcut olmadigindan Teorem 4.4.1 den dolay1 sabit

stizge¢ yakinsak uzayi p de T; dir.

Ornek 4.4.5 B = {x, y} olsun. Bu durumda B iizerindeki asagidaki gibi tanimlanan

sabit slizgec yakinsak uzaylar1 yazalim.
Ly = {[x], [y], [2]} diskre yap1

L, = {[x]. [yl. [x] 0 [y], [®]} indiskre yap:

(B, L,) diskre sabit siizgeg yakinsak uzayi1 Teorem 4.4.1 den dolay1 x ve y noktalarinda
T, uzayidir, fakat (B, L,) indiskre sabit siizge¢ yakinsak uzay1 x ve y noktalarinda T;

uzayi degildir.

Ornek 4.4.6 B = {x,y, z} olsun. Bu taktirde B iizerindeki asagidaki gibi tanimlanan

sabit siizgeg yakinsak uzaylari diigiinelim.
L= {[x], V], [2], [D]} diskre yapu,
Lo={[x], v], [2], [x]n[¥], [D1},

Lz={[x], [v], [z], [x]N[z], [D]},

L= {[x], [v], [2], VInlz], [D]},

Ls={[x], V], [z], x]nDy], vIN(z], [D1},
Le= {[x], V], [2], [x] N [v], [x]N[z], [D]},

Lr={[x], v}, [z], vInz], [x]n[z], [D]},
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Ls= {[x], ], [z], [x]N[y], [x]N[z], [¥]IN[z], [B], [D]} indiskre yapidir.

L, ={[x],[y] [z], [x] n [y],[@]} i¢in (B,L) sabit silizge¢ yakinsak uzayi,
[x] N [y] € K oldugundan Teorem 4.4.2 den dolayr x ve y noktalarinda T, uzayi
degildir fakat [x] N [z] € K, [y] N [z] & K oldugunda z noktasinda T; dir.

4.5 Lokal T; Sabit Siizge¢ Yakinsak Uzaylar ile Tlgili Sonuclar

(1) Objeleri T; sabit slizge¢ yakinsak uzaylar, morfizmleri bu uzaylar arasindaki
dontistimler olan sinif bir kategoridir. Hatta Set tizerinde Top bir topolojik kategoridir.
Bu kategori T; ConFCO seklinde gosterilir. T; ConFCO, ConFCO kategorisinin dolu

alt kategorisidir.
(2) Teorem 4.2.6, 4.4.1 den T;ConFCO ve ToConFCO kategorileri izomorfiktir, yani

T,ConFCO = T, ConFCO

(3) T;ConFCO nun tiim limitlere (¢carpim, alt uzay, equalizer, pullback) ve tiim

co-limitlere (co-¢arpim, boliim, co-equalizer, pushout) sahiptir.

Not: (1) Dikkat edelim ki kiime tabanli topolojik kategorilerde tiim objeler lokal T;
olabilir. Ayrica lokal T; objeler yalnizca diskre objelerde olabilir.

(2) Lokal T; uzaylann kiime tabanli bazi topolojik kategorilerde giiclii kapalilik
(strongly closedness) kavramini ve topolojik kategorilerde lokal, regiiler ve normal

objeleri tanimlamakta kullanilir [12-14].

(3) Kiime tabanli baz1 keyfi topolojik kategorilerin biitiin objeleri p noktasinda Ty

olabilir ayrica p noktasinda T; objeler yalnizca diskre objeler olabilir.

(4) T; uzayi, Stone uzaylarindan sifir boyutlu uzaylarin bir bazini elde etmek i¢in
cebirsel bir model olarak kullanilabilir. Ayrica T; uzay1 Tz ve T, uzaylarin

tanimlamada kullanilir.

(5) Bir topolojik kategori de p noktasinda T; ve T, objeler denk olabilir. p noktasinda

tiim Ty, T, ve T, objeler denk olabilir. p noktasinda ki T, objeler yalmizca diskre obje

48



olabilir ve p noktasinda ki T, objeler tiim objeler olabilir. Ornegin ConLim, sabit

limit uzaylar kategorisinde her obje p noktasinda T,, T,’ ve T, dir.

(6) Bir topolojik kategoride tiim objeler p noktasinda T, ve T, olabilir. Ornegin Born,

bornolojik uzaylarin kategorisinde her obje p noktasinda T, ve T, dur.

(7) B sonlu olmak iizere (B,L) diskre sabit siizge¢ yakinsak uzayir her noktasinda

T_(), TOI ve T1 dir.

(8) RRel yansimal1 bagint1 uzaylar kategorisinde (objeleri yansima bagintili uzaylar,

morfizmleri ise f:(X,R) — (Y,S) doniisiimiinde her a,b € X i¢in aRb oldugunda
f(a)Sf (b)), (X, R) yansimali bagint1 uzay1 p de T; ise p de Ty dir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda T,', T, ve T, sabit siizge¢ yakinsak uzaylar p noktasinda
karakterize edildi. Sabit slizge¢ yakinsak uzaylarin tanimi verilerek sabit silizgeg
yakinsak uzaylarin kategorisi olan ConFCO nun bir topolojik kategori oldugu
gosterildi. Daha sonra bir p noktasinda Wedge ¢arpimi, Temel Eksen, Skewed Eksen

ve Katlama Déniisiimleri tamimlanarak p noktasinda T,’, T, ve T, sabit siizge¢

yakinsak uzaylar karakterize edildi, noktada ve genelde T,’, T, ve T, sabit siizge¢

yakinsak uzaylar aralarindaki iliskiler arastirildi. Sabit slizge¢ yakinsak uzaylarin
kategorisinin, objeleri lokal Ty', T, ve T, sabit siizge¢ yakimsak uzaylardan olusan
Ty’ ConFCO, ToConFCO ve T; ConFCO dolu alt kategorileri olusturuldu. Ardindan

bu dolu alt kategorilerin ¢arpimsallik, co-carpimsallik ve kalitsallik o6zellikleri

incelendi.

Sabit slizge¢ yakinsak uzaylarin kategorisinde elde edilen T, ayirma aksiyomu
KT, (T,  ve preT, ), LT, (T, vepreT,'), MT,(T, ve preT,'), NT,(T, ve preT, ),
regiiler ve normal objelerin karakterize edilmesinde kullanilabilir. T; ayirma aksiyomu
topolojik kategorilerde bir noktanin kapaliligimi tanimlamak i¢in kullanilmaktadir.
Dolayisiyla irtibatlilik, kompaktlik, soberlik, kapanis operatorleri gibi kavramlar
ConFCO da veya baslangi¢c kaldirmasi ConFCO ile ayni olan diger topolojik

kategorilerde karakterize edilebilir.
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