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Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dog. Dr. Ayhan ERCIYES

OZET

SULIm, yari diizgiin limit yakinsak uzaylarin (ve diizgiin siirekli fonksiyonlar)
kategorisi kuvvetli evrensel topolojik kategoridir yani kartezyen kapali ve kalitsaldir.
Ayrica bu kategoride bolim morfizmlerin ¢arpimi da boliim morfizmidir. Bu
caligmanin amact p noktasinda lokal To yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylari
karakterize etmektir. Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, yari diizgiin limit yakinsak uzaylarin tarihgesi tlizerinde durulmus
olup, literatiir taramas1 mahiyetindedir.

Ikinci béliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan kategori, fanktor, dogal
donitisim ve topolojik fanktor gibi bazi temel topolojik ve kategorik kavramlar
verilmistir.

Ucgiincii boliimde, siizgec, diizgiin uzay kavramlar ile ilgili temel tanimlar, 6zellikler
ve besinci boliimde teoremlerde kullanacagimiz bazi sonuglar verilmistir.

Dordiincti boliimde, SULIm, yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar kategorisinin
topolojik kategori oldugu gosterilmistir. Sonrasinda SULIm kategorisindeki bazi1 6zel
objeler ve morfizmler karakterize edilmistir.

Besinci bolimde, SULIm kategorisinde p noktasinda yari diizgiin limit yakinsak
uzay karakterize edilmistir. Son olarak, ToSULiIm kategorisi olusturulmus ve bazi
onemli sonuglar verilmistir.

Son boliimde, sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik kategori, To objeler, Diizgiin uzaylar, Yar1 diizgiin

limit yakinsak uzaylar.
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M.Sc. THESIS
LOCAL To SEMI UNIFORM LIMIT CONVERGENCE SPACES
Nezahat IMZALI
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ayhan ERCIYES

ABSTRACT

The category SULim of semi uniform limit convergence spaces (and unifomly
continuous maps) is a strong topological universe, i.e., a cartesian closed and
hereditary topological category. Moreover, in topological category SULim, products
of quotients are quotients. The aim of this paper is to characterize local To semi
uniform limit convergence spaces at a point p. This thesis is divided into six
chapters. A brief description of the contents of each follows:

In the first chapter, the history of semi uniform limit convergence spaces is
emphasized and it is a literature review.

In the second chapter, some basic definitions such as the category, functor, natural
transformation and topological functor which will be needed later are given.

In the third chapter, basic definitions, properties related to filter and uniform space
concepts and some results that we will use in the fifth chapter are given.

In the fourth chapter, the category of semi uniform limit convergence spaces SULIm
has been shown to be the topological category. Later, some special objects and
morphisms in this category are characterized.

In the fifth chapter, in the category SULim, To semi uniform limit convergence
space at a point p is characterized. Finally, the category ToSULiIm is created and
some important results are given.

In the last chapter, results and recommendations were given.

Keywords: Topological category, To objects, Uniform spaces, Semi uniform limit

convergence spaces.

April, 2019; 50 pages



C

F

F(X)

Fil
FinSets
Grp
Haus
Met
Mon
P(X)
Poset
R

Rel
Ring
Set
SGrp
SUConv
SULIm
Uconv
Unif
Top
TopGrp
TiTop
Vec

1
T

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Kategori
Fanktor
X tizerindeki Siizgeclerin Kiimesi
Stizgecler Kategorisi
Sonlu Kiimeler Kategorisi
Gruplarin Kategorisi
Hausdorff Uzaylar Kategorisi
Metrik Uzaylar Kategorisi
Monoidlerin Kategorisi
X in Kuvvet Kiimesi
On Siralama Bagintili Uzaylar Kategorisi
Reel sayilar Kiimesi
Bagint1 Uzaylar Kategorisi
Halkalar Kategorisi
Ciimleler Kategorisi
Yar1 Gruplarin Kategorisi
Yar1 Diizglin Yakinsak Uzaylar Kategorisi
Yari Diizgiin Limit Yakinsak Uzaylar Kategorisi
Diizgiin Yakinsak Uzaylar Kategorisi
Diizgiin Uzaylar Kategorisi
Topolojik Uzaylar Kategorisi
Topolojik Grup Uzaylar Kategorisi
To yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar kategorisi
Ti Topolojik Uzaylar Kategorisi
Tim Vektor Uzaylar Kategorisi
Dogal Déniisiim
Topoloji



1. GIRIS

Bu boliimde diizgiin yakinsak limit uzay kavraminin tarihgesi iizerinde durulacaktir.

Metrik uzay kavrami, 1906 yilinda Fréchet [1] tarafindan ortaya atildi fakat metrik
uzaylar, noktasal yakinsakligi fonksiyon uzaylarinda tanimlamakta yetersiz kalmistir.
Bu yiizden noktasal yakinsakligin tanimlanabildigi metrik uzaylardan daha genis
olan topolojik uzaylara ihtiyag duyulmustur. 1914’te Hausdorff [2] ve 1922 yilinda
Kuratowski’nin [3] ¢alismalarinda topolojik uzaylari ilk kullanan matematikgilerdir.
Objeleri metrik uzaylar ve morfizimleri biiziilme doniisiimler olan sinif olan tiim
metrik uzaylar kategorisi Met de sonlu ¢arpimlar ve alt uzaylar mevcuttur. Objeleri
topolojik uzaylar, morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan Top kategorisinde sonlu
carpimlar, alt uzaylar, bolimler, dual ¢arpimlar gibi daha fazla 6zellik vardir. Fakat
Top kategorisinin de eksik oldugu taraflar vardir. Ornegin Top Kkategorisi homotopi
teorisinde sikca kullanilan kartezyen kapali (Dogal fonksiyon uzaylarinin varligi) bir
kategori degildir, boliim fonksiyonlarmin ¢arpimlart boliim fonksiyonu olmayabilir
ve Top kategorisinde boliim doniistimlerinin kalitsal olmasi gerekmez. Bu durum
uzayin baglantili olup olmamasi ile yakindan iligkili bir durumdur. Topolojik
uzaylarda, Cauchy siizgeci, tamlik, diizgiin siireklilik, diizglin yakinsaklik gibi
diizgiin kavramlar da tanimli degildir. Ciinkii diizgiin siireklilik ve diizgiin
yakinsaklik  gibi  kavramlarda wuzaym farkli noktalarinda komsuluklarin
biiyiikliiklerine gore karsilastirilabilir olmasi1 gerektiginden, topolojik uzaylarda bu
durum miimkiin degildir. Bu durum topolojik uzaylarin diizgiinlik anlaminda
yetersiz oldugunun bir gostergesidir. Bu sebeplerden dolay1 diizgiin uzay kavramina

ithtiya¢ duyulmustur.

Diizgiin uzaylar ilk kez 1937 yilinda Weil [4] tarafindan bir metrik uzayin
genellemesi olarak, diizglin kavramlari tanimlayabilmek i¢in ortaya atildi. Verilen bir
kiime tizerindeki diizgiin yap1 ayn1 kiime {izerindeki topolojik yapiy1 belirler. Fakat
farkli diizglin yapilar ayni topolojik uzayir temsil edebilir. Weil, bir X kiimesi
lizerindeki diizgiin yapiy1 X ? iizerindeki baz1 sartlar1 saglayan bir siizge¢ olarak ifade
etti. Diizgiin siirekli fonksiyonlar ile verilen diizgiin uzaylar kategorisi olan Unif

normallestirilmis bir topolojik kategori olmasina ragmen 1978’de Husek ve Rice [5]



Unif in kartezyen kapali kategori olmadigini gosterdi. Ayrica tek nokta geniglemesi
bu kategoride yoktur.

1965°te Cook ve Fischer [6] diizgiin uzaylarin bir genellestirilmesi olarak diizgiin
yakinsak uzaylar1 tanimladi ve objeleri diizglin yakinsak uzaylar, morfizmleri diizgiin
stirekli fonksiyonlar olan UConv nun kartezyen kapali oldugunu 1976 yilinda Lee
[7] gosterdi.

UConv kategorisi kalitsal, boliim doniisiimleri kalitsal, (keyfi) carpimlarinin boliim

dontisiimii oldugu bir topolojik kategoridir.

X #@ bir cimle ve F(XxX), XxXiizerindeki tiim silizgeglerin smifi olsun.

JcF(X xX) olsun.

(i) Her x EX i¢in [x] X [x] € J dur,
(ii) o € J and a c B i¢in BE J dur,
(iilaeJvepeJisea e Jdr,
(iv) o, BE T i¢in ve aNP € J dir.

(V) BE I i¢in ve aof € I dir, burada aof = {(x,y) |(x,z) € B olacak seklide 3z € X

vardir 6yle ki (z,y) € a }.

olmak tizere 3 yukaridaki ilk iki sart1 saglarsa (X,J) ya prediizgiin yakinsak uzay
denir. I yukaridaki ilk ti¢ sart1 saglarsa (X, ) ya yari diizgiin yakinsak uzay denir. 3
yukaridaki ilk dort sart1 saglarsa (X,J) ya yar1 diizgiin limit yakinsak uzay denir. J
yukaridaki sartlarin tamamini saglarsa (X,J) ya diizgiin limit uzay denir.3 nin

elemanlarina ise (pre, yar1)diizgiin siizgegler denir [8], [9], [10], [11], [12].

(X,31) ve (Y,3,) (pre, semi) diizgiin yakinsak uzaylar f: X — Y fonksiyon olsun.

f:(X,31) - (Y,3,) diizgiin siireklidir ancak ve ancak (f X f)(J,)€ST, dur.

Objeleri prediizgiin yakinsak uzaylar, morfizmleri yar1 diizgiin yakinsak uzaylar
arasindaki diizgiin siirekli fonksiyonlar olan sinif bir kategoridir ve PUConv seklinde

gosterilir. Objeleri yar1 diizglin yakinsak uzaylar, morfizmleri yar1 diizgiin yakinsak

2



uzaylar arasindaki diizgiin siirekli fonksiyonlar olan sinif bir kategoridir ve SUConv
seklinde gosterilir. Objeleri yar1 diizglin limit yakinsak uzaylar, morfizmleri yari
diizglin yakinsak uzaylar arasindaki diizgiin siirekli fonksiyonlar olan smif bir
kategoridir ve SULIm seklinde gosterilir. Objeleri yar1 diizgiin yakinsak uzaylar,
morfizmleri yart diizgiin yakinsak uzaylar arasindaki diizgiin siirekli fonksiyonlar

olan sinif bir kategoridir ve UConv seklinde gosterilir.

1992°de Behling [12] ve 1995°de Preuss [9] objeleri yar1 diizgiin yakinsak uzaylar ve
morfizmleri diizglin siirekli fonksiyonlar olan SUConv kategorisini ortaya atti. Bu
kategori simetrik limit uzaylari, diizglin uzaylar1 ve diizglin yakinsak uzaylar1 igine
alan kuvvetli topolojik evrensel bir kategoridir. (C kategorisi kartezyen kapali,

kalitsal ve boliim morfizmlerin ¢arpimi boliim morfizmidir) [10].

SULIm kartezyen kapali, bolim doniistimlerinin kalitsal ve bolim doniisiimlerinin
keyfi carpimlarinin da bolim doniisiimii oldugu bir topolojik kategoridir. SULIm
kategorisinde topolojik ve diizglin kavramlar mevcut oldugundan siireklilik, Cauchy
stirekliligi, diizgiin siireklilik, diizgiin yakinsaklik, tamlik, kompaktlik, baglantililik
yapilart i¢in uygun bir kategoridir. Asagida verilen kategorilerden herbiri bir 6nceki
kategorinin izomorfizim kapali dolu alt kategorisidir (her biri bir 6nceki kategoriye

bireflectif olarak gémiilebilir) [10].
SUConv o SULim o UConv > Unif

Topolojik uzaylar, Kent [13], Wyler [14], Herrlich [15], Schwarz [16], Adamek [17]
gibi pek ¢ok matematik¢i tarafindan topolojik kategoriye genellestirilmistir.
Topolojide Ti, i=0, 1, 2, 3, 4 ayirma aksiyomlari, Urysohn Lemmasi Urysohn,
Metriklestirme Teoremi, Tietze Genisleme Teoremi gibi teoremler ana kavramlardir.
Bu kavramlart herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek i¢in bu
kavramlar1 baglangi¢ ve bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre yapilar ile tanimlamak
gerekmektedir. Kompaktlik, baglantililik, kapalilik, ayirma aksiyomlar1 gibi 6nemli
topolojik kavramlar zaman i¢inde pekc¢ok bilim insani tarafinan topolojik kategoriye

genellestirildi.

1990 yilinda Baran baslangic ve bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeler

kullanarak, topolojik kategorilerde “kapalilik” ve “kuvvetli kapalilik” kavramlarin



direkt olarak tanimladi ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen baz1 topolojik kategorilerde
kapanis operatorii olusturdugunu gosterdi [18,19]. Genel topolojide sozii gegen Ti,
i=0, 1, 2, 3, 4 ayirma aksiyomlar1 Baran tarafindan topolojik kategoriye
genellestirmek i¢in ¢alisilmistir [20-25]. Bu ayirma aksiyomlarindan &zellikle T,
1977 yilinda Harvey [26], 1990 yilinda Baran [20] tez ¢alismasinda da sozii gegen T,
objeyi topolojik kategoriye genisletti ve bu kavramm T, seklinde gosterdi. 1991
yilinda Weck-Schwarz [27] tarafindan g¢alisilmistir. Baran [20], topolojik uzaylar
kategorisindeki alisilmis T, aksiyomuna denk olan dort farkli kategorik tanim verdi.
2013 yilinda Baran vd., yar diizgiin yakinsak uzaylarin kategorisinde hem noktada

hem de genel olarak T, ve T,ayirma aksiyomlarini karakterize ettiler [28].

X bostan farkls bir ciimle p€X ve XV, X ise X in p noktasindaki Wedge ¢arpimi olsun.

Yani X in ayrik iki kopyasinin p noktasinda ¢akismasi olsun.

1) p de temel eksen doniisiimii, A,:XV,X — X? olmak iizere A,(x;) =
p 4 P

(x,p) ve A, (x3) = (p, x) seklinde tanimlanur.

(2) p de Skewed eksen dénisimii, S,:XV,X — X? olmak iizere S,(x;) =

(x, x) ve A, (x2) = (p, x) seklinde tanimlanur.

(3) p de katlama doniisiimii ise V,: XV,X — X olmak iizere V,(x;) =x, (=

1,2 seklindedir.

Baran, yukarida verilen eksen doniisiimlerini kullanarak topolojik uzaylardaki bu
ayirma aksiyomlarinin herhangi bir topolojik kategoriye genellestirilebilecegini

gostermistir[22].
(X, 7) topolojik uzay ve p € X olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) Bu taktirde (X, 7) p de T, dir.

(2) Ap: XV, X — (X3,7%) ve V,: X V, X — (X, P(X)) doniisiimlerinden elde edilen
baslangi¢ topolojisi diskre dir. Burada t*topolojisi X? {izerindeki ¢arpim
topolojisidir. P(X) ise X iizerindeki diskre topolojidir [23].

(3) (X, 7) en az iki elemanl: higbir indiskre alt uzay ihtiva etmez [27].

4



(4) iki elemanl bir indiskre topolojik uzaydan (X, ) topolojik uzayma tanimli her

morfizm sabittir [29].
(5) Tanim ciimlesi (X, 7) olan her baslangi¢ kaynagi mono-kaynaktir [30].
(6) Tanim ciimlesi (X, ) olan her baslangi¢ morfizmi bir monomofizmdir [31].

T, objeyi ilk kez 1971 yilinda Briimmer [31], 1973 yilinda Marny [29], 1974 yilinda
Hoffman [30] ve 1977 yilinda ise Harvey [26] topolojik kategoride tanimladilar.
1991°de Weck-Schwarz [27] topolojik kategorilerde genellestirilmeleri arasindaki
iliskiyi inceledi. 1990 yilinda Baran T, objeyi topolojik kategoriye genisletti [20].

Bu tez ¢aligmamizda, (X,3J) bir yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylarin kategorisi olan
SULIm incelendi. Bitis objesi, diskre obje, indisre obje, baslangi¢ kaldirmasi, final
kaldirmas1 gibi yapilar incelendi. Ayrica ve peX olmak iizere bu topolojik kategoride
p noktasinda T, yar1 diizgiin limit yakinsak obje karakterize edildi. Son olarak ise
objeleri T, yar1 diizgiin limit yakisak uzaylar morfizmleri diizgiin siirekli
fonksiyonlar olan ve SULim Kategorisinin dolu alt Kkategorisi olan T,SULim
tanimlandi. ToSULim kategorisinin SULim kategorisinin carpim ve alt uzaylar

altinda kapal1 oldugu gosterildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Kategori

Kategori teorisi, 1945 li yillarda, Eilenberg ve MacLane tarafindan birbirinden
oldukca farkli goriinen iki alan olan topoloji ve cebir arasinda bir baglant1 kurmak
i¢in kategori teorisini ortaya attilar [32]. Onlar kendi ifadelerine gore, bu kurami
gelistirirken dogal doniistimleri anlama ¢abasindaydilar. Bunu yapabilmek igin
fanktorlar: tanimlamak, fanktorlar1 tanimlamak igin ise kategoriler tanimlamak
gerekiyordu. “General Theory of Natural Equivalences” isimli kitaplarinda kategori
kavraminin tamimini verdiler. Kategori kullanarak, cebirsel topolojinin kavramsal
gelisiminin kaginilmaz oldugu fanktor, dogal doniisiim gibi temel kavramlar1 da

tanimladilar.

Cagdas matematik ve teorik bilgisayar bilimlerinde merkezi bir konuma sahip olan
kategori teorisi, kiime teorisine bir alternatif ortaya ¢ikmistir. Kategori teorisi kabaca,
yapilarin ve yapi sistemlerinin genel bir matematik teorisidir. Kategori teorisi, hala
gelismekte oldugundan, ilgi alanlar1 da buna bagli olarak genislemekte ve
cogalmaktadir. Kategori teorisi belirli bir yap1 ailesinin evrensel bilesenlerini ve
farkl: tiirdeki yapilarin birbiriyle nasil iligkili oldugunu gérmemizi saglayan giiglii bir
dil ya da kavramsal bir ¢ercevedir. Teorik bilgisayar biliminde (programlama dili,
programlama mantig, tip sistemleri, bigimsel anlambilim vb.) 6nemli bir ara¢ haline
gelen cebirsel yapi ¢aligmalarina matematiksel bir yaklasim olan kategori teorisi hem
felsefi caligmalarin ilging bir objesi hem de uzay, sistem ve hatta gercek gibi
kavramlardaki felsefi bakis i¢in potansiyel bir aragtir. Bu nedenle, kategori teorisi,

filozoflar ve mantikgilar i¢in 6nem arz etmektedir.

Tammm 2.1.1 Nesneler (objeler) ile bu nesneler arasindaki tiim doniisiimlerin
(morfizimler) smifi ve iki doniisiim igin bileske isleminin tanimli oldugu ve ayrica

bileske isleminin asagidaki sartlari saglandig1 bir yapiya kategori denir.

(i) Her bir obje i¢gin 1,:A — A birim morfizm mevcut 6yle ki her f:A4 —

B morfizmi i¢in



foly=1gef=f
dir,

(ii) Bileske islemi birlesme 6zelligine sahiptir. Yani f:A — B, g:B — Cve h:C —
D iken

(heg)ef=ho(gef)
dir.

Bir K kategorisinde objelerin sinifi kisaca Ob(C), her bir A, B € Ob(C) obje cifti
icin A dan B ye tiim morfizmlerin smifi Mor(C) = C(4,B) = Hom¢(A,B) =

{f| f:-A—>B morfizm} seklinde ve verilen iki morfizmin bileskesi de
0:C(A,B) X C(B,C) - C(4,0)
fo=geof

seklinde gosterilebilir.

Ornek 2.1.1 (1) Objeleri kiimeler, morfizmleri kiimeler arasindaki fonksiyonlar ve
bileske ise fonksiyonlarin bileskesi olan yapi bir kategoridir. Bu kategoriye tiim

kiimelerin kategorisi denir ve Set ile gosterilir.

(2) Objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri siirekli fonksiyonlar ve bileske ise siirekli
fonksiyonlarin bileskesi olan yapi bir kategoridir. Bu kategoriye tiim topolojik

uzaylarin kategorisi denir ve Top ile gosterilir.

(3) Objeleri metrik uzaylar, doniisiimleri metrik uzaylar arasindaki biiziilme
fonksiyonlar1 ve bileske ise fonksiyonlarin bileskesi olan yapi bir kategoridir. Bu
kategoriye tiim metrik uzaylarin kategorisi denir Met ile gosterilir. Burada
f: (X, d)— (Y, e) fonksiyonu verilsin. Eger her x, y€ X icin d(f(x), f(y)) <e(x;y) ise f

ye biiziilme fonksiyonu denir.



(4) Objeleri gruplar, dontisiimleri grup homomorfizmleri ve bileske ise grup
homomorfizmlerin bileskesi olan yap1 bir kategoridir. Bu kategoriye tiim gruplarin

kategorisi denir ve Grp ile gosterilir.

(5) Objeleri halkalar, dontisiimleri ise halka homomorfizmleri olan ve bileskesi halka
homomorfizmlerin bileskesi olan yap1 bir kategoridir. Bu kategoriye tiim halkalarin

kategorisi denir ve Ring ile gosterilir.

(6) Obijeleri (X, R), (Y, S) bagint1 uzaylari, morfizmleri f : (X, R) —(Y, S) baginti
koruyan doniistimleri ( f : X —Y bagint1 koruyan dontisiimdiir ancak ve ancak x,y €
X olmak tiizere xRy oldugunda f(x)Sf(y) dir.) olan yap1 bir kategoridir. Bu

kategoriye tiim bagint1 uzaylarin kategorisi denir ve Rel ile gosterilir.

(7) Verilen bir C kategorisinin tiim morfizmleri birim morfizm ise, C kategorisine

diskre kategori adi1 verilir.

Tammm 2.1.2 C bir kategori ve 1€Ob(C) olsun. Eger her A€Ob(C) i¢in
Home(l, Y)= { f| f:1 — Y morfizm } tek elemanli ise | ye C nin ilk (baslangic)
objesi denir. Eger her TEOb(C) igin Hom¢(X, T)= { f| f: X — T morfizm } tek

elemanli ise T ye C nin son (bitig=terminal) objesi denir.

Set kategorisinde I=@ ilk obje ve T= { x } tek elemanli climlesi son objedir. Yine
benzer diisiince ile Top kategorisinde 1=(@,7z ={@}) ilk obje ve T=({x}, 7=
{®,{x}}) nin son obje oldugu goriilebilir.

Tamm 2.1.3 C bir kategori Z€ Ob ( C) olsun. Herhangi bir Xe Ob ( C) i¢in en fazla bir
X—Z morfizmi tanimlaniyorsa Z ye C kategorisinin alt son objesi (subterminal)
denir. Bagka bir degisle her X€ Ob ( C) igin en az bir X—Z morfizmi varsa Z ye zayif
terminal obje (weak terminal) denir. Bir obje terminaldir ancak ve ancak hem

subterminal hem de weak terminal objedir [17].

Tamm 2.1.4 C bir kategori olsun. Verilen bir D kategorisi i¢in, eger D nin obje ve
morfizmleri C nin baz1 obje ve morfizmlerinden olusuyorsa ve C da ki islem D ye
kisitlandiginda yani  Homp, (A, B) € Hom¢(A, B) oldugunda kategori igin gerekli
sartlar saglaniyorsa D ye C nin bir alt kategorisi denir [17]. Eger objelerde kisitlama



olup ta, morfizmlerinde kisitlama olmuyorsa D ye C nin dolgun (full=dolu) alt
kategorisi denir. Yani Homp, (A, B) = Hom¢(A, B) dir.

Ornek 2.1.2 (1) Her kategori, kendisinin bir full alt kategorisidir.
(2) FiniteSets, objeleri sonlu kiimeler olan kategorisi, Set nin dolu alt kategorisidir.

(3) Objeleri kiimeler, morfizmleri birebir fonksiyonlar ve bileske ise bilinen
fonksiyonlar arasindaki islem olan yap1 bir kategoridir ve Set nin bir alt kategorisidir
fakat full alt kategorisi degildir.

(4) Grp kategorisi Mon, objeleri monoidler olan kategorinin full alt kategorisidir.

(5) Mon kategorisi SGrp, objeleri yar1 gruplar olan kategorinin alt kategorisidir.
Fakat full alt kategorisi degildir.

(6) TiTop (i=0,1,2,3,4) Ti-topolojik uzaylar kategorisi Top nin full alt kategorisidir.
(7) Grp, Top kategorileri Set kategorisinin alt kategorileri degildir.
2.2 Fanktor

Fanktor, bir kategorinin her objesini baska bir kategorinin bir objesiyle ve bir
kategorideki morfizmini diger bir kategorinin morfizmine
iliskilendiren fonksiyonlarin  genellestirilmis halidir. Fanktor kavrami, kisaca
kategoriler arasindaki doniisiimler olarak tanimlanabilir. Fanktorlar ilk Onceleri
cebirsel objelerin (temel grup gibi) topolojik uzaylar ile iliskili oldugu cebirsel
topolojide ele alind1 ve bu cebirsel objeler arasindaki morfizmler, uzaylar arasindaki
stirekli morfizimler ile iligkilendirildi. Bu yiizden, fanktorlar kategori teorisinin
bulundugu bilgisayar miithendisligi, fizik, malzeme miihendisligi, jeoloji, klimatoloji

vb. matematik alanlarinda onemlidir.

Tamm 2.2.1 C ve D iki kategori olmak iizere F: C — D doniisiimii verilsin. C nin
her A objesi igin F(A), Y de bir obje ve C deki her f:A — B morfizmi igin
F(f):F(A) — F(B), Dde bir morfizm olup asagidaki sartlar1 saglayan F ye bir
fanktor denir [17].


https://tr.wikipedia.org/wiki/Fonksiyon

(i) Her A € 0b(C) igin
F(14) = 15
dir,
(i) g o f tanmimli olacak sekildeki f, g € Mor(C) i¢in
F(gef)=F(g)°F(f)
dir.

Ornek 2.2.1 U:Top—Set, U(X,7) = X déniisiimii bir fanktordur. Bu sekilde (obje
tizerindeki yap1 ihmal edilerek) tanimlanan fanktorlara unutkan fanktor denir. Benzer

sekilde U:Grp — Set, U(G,*) = G dontisiimii de unutkan fanktordur.

Ornek 2.2.2 U:Set—Top, U(X) = (X,P(X)) déniisimii bir fanktordur. Bu
fanktora diskre fanktor denir. U(X) = (X, {@, X}) seklinde tanimlanmis olsaydi U bir

fanktor olurdu. Bu fanktora ise indiskre fanktor denir.

Ornek 2.2.3 C bir kategori olmak iizere her A, B € Ob(C) her f € C(4, B) igin
1c(A) = A ve 1¢(f) = f seklinde taniml1 1¢:C — C fantoruna birim fanktor denir.

Tanim 2.2.2 F:C — D fanktoru verilsin.

(1) Her A,B € 0b(C) i¢in ve her f:F(A) — F(B) doniisiimii i¢in en az bir g €
C(A,B) dontsiimii var dyle ki F(g) = f ise F ye dolgun (full) fanktor denir [17].

(2) Her A,B € 0b(C) igin ve her f, g € C(A, B) doniistimleri i¢in F(f) = F(g) iken
f=g ise F diizenli (faihtful) fanktor denir [17].

(3) Her A € 0Ob(C) igin her f : A — A doniisiimii izomorfizm ve F(f) = 1y, iken
f=1, ise F ye amnestik fanktor denir [17].

(4) F diizenli ve amnestik ise F ye belirli (concrete) fanktor denir [17].

(5) Eger G o F=1¢ ve U o G=1p olacak sekilde bir G:ID — C fanktoru varsa F bir

izomorfizmdir [17].
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Tamm 2.2.3 F,G : C — D iki fanktor olsun. Her A,B € Ob(C) ve her f:A — B
doniigimii i¢in ay: F(A) — G(A) D de bir doniisim ve G(f) o a4 =ago F(f)
isea:F — G ye bir dogal doniisim denir [17]. Fanktor kavramini, kategoriler
arasindaki dontistimler olarak diistinebildigi gibi dogal donilisim kavrami da

fanktorlar arasindaki doniigiimler olarak diisiiniilebilir.

C D
A F(A) 2 > G(A)

fl F(f)d ¥ G(f)
B F(B) > G(B)

ag

Tammm 2.2.4 C,D kategorileri i¢in R:C - D ve L: D — C fanktorlar1 verilsin.
Asagidaki sartlar saglayan L ye R nin sol adjointi veya R ye L nin sag adjointi denir
[17].

()n:I—>RolLve €:LoR — 1 dogal doniisiim,

(i) L—" > LRL—%— L igin (eL) o (L) = I dur,

(iii)R—2 5 RLR—R >R icin (Re) o (nR) = I esitlikleri saglanmalidir.

Ornek 2.2.5 U:Top—Set unutkan, D:Set—Top diskre fanktorlar olsun. Top ~ Set

ol <

seklinde tanimlanan fanktorlar i¢in U fanktoru D nin sag adjointidir.
2.3 Topolojik Fanktor

Topolojik problemler ¢ozmek icin sadece topolojik uzaylar degil, ayn1 zamanda
diizglin uzaylar, siizge¢ uzaylar, yakinsak uzaylar, vb. kullanilir. Bu uzaylarin
belirttigi kategorilerdeki yapilar biiyiik bir benzerlik gostermektedir. Yapi, objeleri
kiime tabanli olan kategoriler anlammna gelmektedir. Ornegin diizgiin uzaylar,

diizgiin yakinsak uzaylar, siizge¢ uzaylar, yakinsak uzaylar, aile uzaylari, Cauchy
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uzaylari, ciftler uzaylari, vb., uzaylarin hepsinin objeleri kiime tabanhidir. Bir
topolojik yap1 baslangi¢ kaldirmalara sahip, verilen X kiimesi tizerindeki yapilar bir
climle ve tek elemanli bir climle tizerindeki yap1 tek ise bu kategoriye topolojiktir
denir. Bir topolojik kategoride alt uzaylar, boliim uzaylari, ¢arpim uzaylari, toplam

uzaylari olusturulabilir.

Tanmmm 2.3.1 Cve D herhangi iki kategori, U:C — D bir fanktor olmak iizere
asagidaki sartlar saglanirsa U ya topolojik fanktor veya U ya topolojik kategori denir
[17].

(1) U belirlidir,

(i) U kiigiik demetlere sahiptir. Yani her A€ 0b(D)i¢cin U 1(A)={X €
Ob(C)|U(X) = A} bir ciimle olmalidir. Burada U~1(A) ifadesi A iizerindeki demet

olarak adlandirilir.

(iii) Her U kaynag bir baslangi¢ kaldirmasina sahiptir. Yani D deki her f;: U(X) =
A— U(X;) i€l ailesi i¢in (f;) = f; olacak sekilde C de bir f;: X — X;, i €1
ailesi  vardr ve U(hgY —>X)=fiok:UY)—>UX)=A—U(X;) iken
k:U(Y) — U(X) doniisimiine karsiik 3k :Y — X doniisimii mevcuttur ve
U(k) =k, fiok=4g

Burada kaynak ifadesi su seklide belirtilmektedir. C bir kategori ve B, B; € Ob(C)

i€l olmak iizere f;: B — B;, i € | ailesine kaynak denir.

C — D
X —iy X, U(X)=B—»B, =U(X,
k Ji k U(g_|)_ 0i
Y u(y)

Tamim 2.3.2 U: C — D topolojik fanktor olsun. Eger D nin her X sabit nesnesi igin
U~1(B) tek bir yapiya sahipse U ya normallestirilmis topolojik fanktor denir. Burada

sOzili gegen sabit obje demek subterminal obje demektir [17].
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Teorem 2.3.1 U:C — D fanktoru belirli ve kiiglik demetlere sahip, D ise keyfi
carpimlara sahip kategori olsun. C kategorisi ID kategorisi tlizerinde bir topolojik
kategoridir ancak ve ancak C kategorisinde indiskre obje, keyfi ¢arpimlar ve alt
uzaylara sahiptir [17], [26].

Teorem 2.3.2 f;: (X,t) — (X;,7;) sirekli fonksiyonlar ailesi olsun. T = 7, olmasi
icin ancak ve ancak (Y,o) topolojik uzayr ve her g;: (Y,0) — (X;, ;) stirekli
fonksiyonlar1 igin eger g;= f; e h olacak sekilde 3 h:Y — X fonksiyonu varsa h

sureklidir.

Burada T, topolojisi f; ler tarafindan dogrulan topoloji S = U;e; {fi *(U) : U € 1;}
alt baz1 tarafindan dogrulan(induced) topolojidir. Ayrica bu topoloji

fi fonksiyonlarini siirekli kilan en kiiciik topolojidir.
Ornek 2.3.1 U:Top—Set, U(X,7) = X topolojik fanktordur.

(i) U unutkan fanktor yani U(X,7) =Xve f : (X,t) = (Y,0) icin U(f) = f : X —
Y seklinde tanimlansin. f, g : (X,t) — (Y, 0) siirekli doniisiimleri i¢in kabul edelim
ki U(f) =U(g) olsun. Buradan f = g olur. Yani U diizenlidir. Diger taraftan
f:(X,t) = (X, ) sirekli U(f) = 1x ve f homeomorfizm olsun. Bu durumda f =
1xr Yani 7=¢ oldugunu gosterelim. f ve f~' sirekli ve U(f)=f=1
oldugundan f~1(¢) c Toldugundan ¢ c 7 dir. f~1 () < ¢ oldugundan 7 C
@ olup T = @ dir. Yani U amnestik. Dolayisiyla U hem diizenli hem de amnestik

oldugundan belirlidir.

(i) UX)={X,DUX,7)=A}ve f:(X,T) — (X,7;) siirekli veU(f) =
1x: X — X }olmak iizere ciimle oldugunu gosterelim. @ ={ 7| t,A {lizerinde bir
topoloji } olsun. 8: U71(X) — ® ve O(X,7) = T olarak alimirsa 6 nin birebir ve
orten oldugu aciktir. Dolayisiyla U™1(X) ile @ denktir. @ bir ciimle oldugundan
U~1(X) de bir ciimledir. O halde U kiiciik demetlere sahiptir.

(i) {fi: X » UX;,t;) = X;,i € I} Setde bir U kaynagi ve t, iiretilen topoloji

olmak tizere f; : (4,7.) — (4;,7;) verilen kaynagin baslangi¢ kaldirmasidir.
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Yukaridaki 6rnekte gegen Top yerine Unif, Rel, Fil kategorileri alindiginda da bu

kategorilerin topolojik kategori oldugunu gorebilir.

Ornek 2.3.2 U:Grp—Set, U(G,*) =G scklinde tamimlanan fanktor da Grp
kategorisinde verilen b, grubun alt kiimesi grup olmadigindan U topolojik fanktor
degildir. Benzer sekilde Grp yerine Met metrik uzaylar kategorisi, Haus tiim
Hausdorff uzaylar kategorisi, Vec tim reel vektor uzaylar kategorisi, Poset 6n
siralama bagint1 uzaylar1 kategorisi alindiginda da U nun topolojik fanktor olmadig:

goriilebilir.

Ornek 2.3.3 TopGrp siirekli homomorfizmler ile verilen tiim topolojik gruplarin
kategorisi i¢in U:TopGrp—Grp topolojik kategoridir fakat U:TopGrp—Top veya
U:TopGrp—Set topolojik kategori degildir.

Ornek 2.3.4 U:Top—Set unutkan, D:Set—Top diskre fanktorlar olsun. a:1 — UD
ve B:DU — I olmak iizere ise a:U — D dogal doniisiimdiir. Burada | birim
fanktordur, yani I(A)=A dir.

Tammm 2.3.3 C,D kategorileri i¢in U:C — DD topolojik fanktoru D:ID — C sol
adjointine sahipse bu sol adjointe diskre fanktor, D*: D — C sag adjointe sahipse bu
sag adjointe indiskre fanktor denir. Yani X € Ob(C) i¢in X = D(U(X)) objesine C
de diskre obje ve Y = D*(U(Y)) objesine ise C indiskre obje denir [17].

Teorem 2.3.3 C, D kategorileri i¢in U: C — D topolojik fanktoru olsun.

X € Ob(C) diskredir ancak ve ancak C nin her Y objesi i¢in U(X) — U(Y)

doniisiimii X — Y kaldirilabilirdir.

X € 0b(C) indiskredir ancak ve ancak C nin her Y objesi i¢in U(Y) — U(X)
dontistimi Y — X kaldirilabilirdir [17].

Ornek 2.3.5 Top kategorisinde diskre obje diskre topolojik uzaya karsilik gelir. Grp
kategorisinde diskre obje yoktur. Fam aile uzaylar1 kategorisinde bos aile diskre

yapidir. Rel tiim bagint1 uzaylarinin kategorisinde bos baginti diskre yapidir.
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Ornek 2.3.6 Top kategorisinde indiskre obje indiskre topolojik uzaya karsilik gelir.
Grp kategorisinde tek elemanli ciimle iizerindeki asikar gruplar indiskre objedir.
Fam aile uzaylar1 kategorisinde F=P(X) indiskre yapidir. Rel tiim bagint1 uzaylarinin
kategorisinde R=XxX bagintis diskre yapidir.

Ornek 2.3.7 U:TopGrp—Grp topolojik fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre
objesi discre topoloji ile verilen topolojik gruplardir. Fakat U:TopGrp—Top

fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre objesi yoktur.

Ornek 2.3.8 U:TopGrp—Grp topolojik fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre
objesi discre topoloji ile verilen topolojik gruplardir. Fakat U:TopGrp—Top

fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre objesi yoktur.
2.4 Kartezyen Kapal Kategoriler

Tamm 2.4.1 Asagidaki sartlari saglayan C kategorisine kartezyen kapali kategori adi
verilir [10].

(i) C sonlu ¢arpimlara sahip olmalidir veya buna denk olarak C bitis objeye sahip ve
her X,Y € Ob(C) i¢in X X Y tanimli olmahdir.

(i) Y,Z € 0b(C) igin &y z:Z¥ XY — Z morfizmi vardir dyle ki her X € 0b(C)
objesi ve f: X XY — Z morfizmi igin (fx L'dy) o gy z = f olacak sekilde tek bir

f:X — Z¥ morfizmi vardur.

C > C

AL 7' xy &2 y 7
Ellfl f X idy f

X XXY

Ornek 2.4.1 Top, Unif kategorisi Kartezyen kapali degildir fakat PUConv, SUConv,
SULim, UConv kategorileri kartezyen kapalidir [5], [7], [9], [12], [18], [40], [41].
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3. DUZGUN UZAYLAR

3.1 Siizgecler

Dizilerin (sequences), aglarin (nets) ve siizgeclerin (filters) yakinsamasindan
hareketle bir topoloji belirlenebilir. 1914 yilinda Hausdorff [2], birinci sayilabilir bir
X uzaymda, A € X olmak iizere A da alinan bir dizinin yakinsadigi noktanin yine A
kiimesinde olmasinin A kiimesinin kapali bir kiime olmasini gerektirdigini ispatladi.
1948 yilinda Choquet [33], bir X topolojik uzayin A ¢ X olmak iizere A da alinan
yakinsak bir siizgecin yakinsadigi noktanin yine A kiimesinde olmasinin A kiimesinin
kapali bir kiime olmasini gerektirdigini ispatladi. Benzer sekilde aglar ile kapal

kiime arasindaki baginti ise 1958 yilinda Mrowka [34] tarafindan verildi.

Aglar, 1922 yilinda Moore ve Smith tarafindan tanimlandi [35]. Topolojik uzaylarin
bir genellemesi olan siizgec¢ uzaylar ilk kez 1937 yilinda Fransiz matematikg¢i Cartan
tarafindan tanimlandi [36]. 1940 yilinda Bourbaki, siizge¢ kavramini ¢alismalarinda
kullanmigtir [37]. 1948 yilinda G. Birkhoff tarafindan bir latisteki yakinsakligi
tanimlamak icin aglari kulland1 [38]. 1954 yilinda Kowalsky [39] tarafindan bir

stizgecin yakinsakligi tanimi1 verilmistir.

Siizge¢ uzaylar, bilgisayar ve miihendislikte uygulama alanlar1 olan fuzzy uzaylar
konusunun gelisiminde Onemli bir role sahip olmasmin yaninda fonksiyonel
analizde, topolojik olmayan yakinsaklik kavramlarinin tanimlanmasinda kullanilan
onemli bir aragtir. Siizgecler stireklilik, baslangig-final yapilari, kompakthik vb. gibi

onemli kavramlari karakterize etmek i¢in genel topolojide kullanilir.

Calismanin bu boliimiinde, siizgeg, ultra siizgeg, siizge¢ (alt)bazi, yakinsak siizgec,
komsuluklar siizgeci, bir siizgecin yakinsakligi gibi kavramlar1 tanimlanmistir. Bu

kavramlar ile ilgili teorem ve Onermeler ifade ve ispat edilmistir.

Tamim 3.1.1 X # @ bir cimle ve @ # F c P(X) olsun. Asagidaki sartlar saglayan F

siifina X tizerinde bir stizgeg ve (X, F) ikilisine ise bir slizge¢ uzay denir [10], [16].

(i) @ & F dir,

(i) Her U,V € FiginU NV € F dir,
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(i) U e FveU c ViseV € F dir.

Ornek 3.1.1 X # @ bir ciimle ve X€X olmak iizere, [x] = {4 c X |x € A }olsun.
[x] ailesi X iizerinde bir siizgectir. Bu slizgece X noktasindaki ayrik (diskre) siizgeg
denir [10]. F = {X} ise F, X iizerinde bir siizge¢ olup bu siizgece ayrik olmayan
(indiskre) stizgeg denir [10].

Ornek 3.1.2 X = {x,y, z} ciimlesi verilsin. Bu durumda X iizerindeki baz1 siizgegler;

Fl = {X}: FZ = {{x,y},X}, F3 = {{X,Z},X},

F4- = {{y,Z},X}, FS = {{x,y},{y,z},{y},X}, F6 = {{X'Z}'{x'y}'{X};X},
F7 = {{X, Z}' {Z, y}; {Z}, X}’ F8: { {X}’ {X’ y}’ {X’ Z}’ X }:[X],

F9: { {y}v {Xv y}’ {y’ Z}v X }:[y]’ FlO: { {Z}’ {X’ Z}’ {yv Z}’ X }:[Z]

seklindedir. Fakat X {izerindeki siizge¢ olmayan yapilarda vardir bunlardan bazilari

Ise;
F11: { {X}! {X! y}v {yv Z}! X }

F12: { {X}! {Z}v {Xv Z}! {y! Z}}

Ornek 3.1.3 X # @ bir ciimle X iizerindeki tiim siizgeglerin bir simfi F(X) ve de
F,,F, € F(X) igin F; ile F, siizgeglerinin kesisimi F; N F, ={U |U € F;veU € F, }
ve birlesimi F{UF, ={U c X |3V € F,ve AW € F, vardir oylekiV NnW c U }
seklinde tanimlanan siniflar birer siizgectir. Burada siizgeclerin bilegke isleminin
climlelerin bileske isleminden farkli oldugu unutulmamalidir. Ciink{i normal bileske
islemi alinsa idi iki siizgecin bileskesi siizge¢ olmayabilirdi. Ornegin, F; =
{{a}, X}Ve F, = {{b}, X} , X lizerinde iki slizgeg¢ olmak tizere F; UF, = {{a}, {b}, X}
olup bir siizgec degildir.

Ornek 3.1.4 X sonsuz bir ciimle ve @ = { U c X | U€ sonlu } olmak iizere, a smifi X
lizerinde bir siizge¢ olup bu siizgece sonlu tiimleyenler siizgeci (cofinite) denir.

Ayrica X=N dogal sayilar climlesi alinirsa «a silizgecine Frechet siizgeci adi verilir.
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Ornek 3.1.5 Bir X topolojik uzayinda x € X noktasinin tiim komsuluklarmnmn smifi
Nx bir siizgegtir. Bu silizgece X in komsuluklar siizgeci denir. Fakat x in agik
komsuluklarinin sinifi bir siizgeg¢ degildir. Ciinkii agik bir komsulugu igeren bir

kiimenin agik olmasi gerekmez. R nin aligilmis topolojisine gore [0,1] kapali araligi

Ornegin % nin bir komgulugudur, fakat agik komsulugu degildir.

Bir (X, 1) topolojik uzayinda bir x € X noktasinin tiim komsuluklarmin sinifi N, ile
gosterilsin. X in tim komsuluklarinin smifi N, olacak sekilde X flizerinde T =
{A € X |herx € Aicin A € N, }topolojisi vardir. Bu topoloji komsuluklar
sisteminden elde edilen topoloji veya kisaca komsuluklar topolojisi olarak
adlandirtlir. [10].

Teorem 3.1.1 X kiimesi ile x € X i¢in asagidaki kosullar1 saglayan F(x) stizgeci
verilsin. Bu takdirde x € X noktasinin komsuluklar siizgeci F(x) olacak sekilde X

tizerinde bir tek topoloji vardir.
(1) Her bir A € F(x) i¢in x € A dur.

(2) Her bir A € F(x) igin y € B oldugundan A € F(y) olacak sekilde bir B € F(x)
vardir [10].

Yukarida verilen teoreme bir ornek vermek gerekirse; X = { x,y,z } kiimesi ile

birlikte

FO) = {{xh iy {2 X} F() = (v} (e v} v, 23, X3, F(2) = {{y, 2}, X3

stizgegleri verilsin.

Bu stizgeclerin sinifi komsuluk aksiyomlarini sagladigindan yukarida soézii gecen X
tizerinde T = {4 € X | her x € Ai¢in A € F(x)} seklinde tek bir topoloji tanimlanir.
Bu topoloji T = {{x}, v} {y, 2z}, {x, ¥}, X, (D} seklindedir. Bu sinifi yazarken her
kiimenin kendisini olusturan elemanlarin komsulugunda olanlardan segildigine
dikkat edilmelidir. Ornegin T nun iginde {x,z} yoktur. Ciinkii {x,z} kiimesi X in

komsulugundadir fakat z nin komsulugunda degildir.
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Tanmm 3.1.2 X # @ bir ciimle ve @ # F < P(X) olsun. B # @ bir siif olmak tizere

asagidaki sartlari saglayan 8 ya X tizerinde bir siizgeg¢ bazi denir.

Hoep
(it) Her A, B € B i¢in C S A N B olacak sekilde en az bir C € 8 vardir.

Tammm 3.1.3 X kiimesi {izerinde bir F silizgeci verilsin. Her Uc X icin U € F
veyaU® € F ise veya kendisinden ince bir siizge¢ yok ise F ye X iizerinde ultra
siizgeg denir. Ornegin, X = {x,y,z} olmak iizere [x] = {{x}, {x,y},{x, 2}, X} bir
ultra stizgectir fakat F = {X}igin A={x,y} €X igin A¢F veya A°¢F
oldugundan F ultra siizgeg degildir.

Ornek 3.1.6 X ve Y iki ciimle ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

(1) B,X igin bir siizgeg baz1 ise f(B) = { f(B): B € B} smfi da Y igin bir siizgeg

bazidir.
(2) a, Xigin bir stizgeg ise f(a) = { f(U):U € a } smifi da Y i¢in bir siizgeg¢ bazidir.

(3) Eger f:X - Y orten ise a,X iizerinde bir siizgeg ise f(o) = { f(U):U € a }

goriintlisli de Y i¢in bir siizgegtir.

(4) y, Y igin bir siizgeg bazi ise f~1(y) = { f~1(U): U € y} simif da X igin bir siizge¢

bazidir.
(5) v, Y igin bir siizgeg ise f~1(y) = { f~1(U): U € y} siuf da X igin bir siizgegtir.
(6) a, X igin bir ultra siizgeg ise f(a) goriintlisii Y tizerinde ultra siizgegtir.

Tammm 3.1.4 (X, t) topolojik uzay ve F ailesi, X climlesi iizerinde bir siizge¢ olsun.
Eger F siizgeci, bir x € X noktasinin Nx komsuluklar siizgecinden daha ince yani F ©
JVy ise F siizgeci x noktasina yakinsiyor denir. Bu durumda x noktasina F siizgecinin

bir limitidir, ya da limit noktasidir denir ve F— x seklinde gosterilir [10].

F slizgeci bir X noktasina yakinsiyorsa F den daha ince olan her siizge¢ de X

noktasia yakinsar. Benzer disiiniisle, eger daha kaba topoloji alirsak, komguluklar
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stizgeci daha kaba olacagindan F silizgecinin yakinsakligi bozulmaz. Baska bir
deyisle, topolojik yap1 inceldikce yakinsak siizgecler azalir; topolojik yap1
kabalastikca yakinsak silizgecler c¢ogalir. Bir siizge¢ birden ¢ok noktaya
yakinsayabilir.

Tamm 3.1.5 (X, 1) topolojik uzayinda x € X noktasi i¢in NV, komsuluklar siizgeci

olmak tizere F U JV,, 6zsiizgeg ise X noktasina F nin kapanis noktasidir denir [10].

Ornek 3.1.7 X ={x,y,z,t}, 1 = {0, X, {x},{x,z}, {x,z t} } ve X iizerinde F= [x]
stizgeci tanimlansin. Bu takdirde F siizgeci x,y,z,t noktalarina yakinsar ve bu

noktalar ayn1 zamanda F nin kapanis noktalaridir.

Ornek 3.1.8 (X,P(X)) diskre topolojik uzay, x € X ve F smfi X de bir siizgec
olsun, FUN,= F U [x]= P(X) ise x noktast F nin kapanis noktas1 degildir. F U

[x]= [x] ise X noktas1 F nin kapanis noktasidir.

Ornek 3.1.9 X # @ bir ciimle ve 7={@,X} olmak iizere (X, 7) indiskre topolojik
uzay, F bir ozslizge¢ olsun. N, ={Uc X | x € X c U} ={X} dir. F siizge¢
oldugundan her zaman X € F dir. Dolayistyla F D Ny dir. Bu ise F siizgecinin her
zaman X noktasina yakinsadigini gosterir. F U N,= F U {X}=F 6zslizge¢ oldugundan

her x noktasi F nin kapanis noktasidir

Teorem 3.1.2 X ve Y topolojik uzaylar ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. x € X i¢in
f fonksiyonu x de siireklidir ancak ve ancak x noktasina yakinsayan her bir F

slizgeci igin yani F — x ise f(F) — f(x) dir [10].

Tamm 3.1.6 ([10]) X # @ bir ciimle olmak {izere a ve B, X lizerindeki iki siizgeg,

f: X — Y fonksiyon olsun.

Danp={UcX|U€eavelU € p }dir.
Qaup={UcX|3aVeavedaW epoylekiUDdV NW }dir.
) f(a)={VcY|3aU eaodylekiV > f(U)}dir.

ADaxp={UcXxX|3VeavedW € foylekiU DV xW }dir.
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Tamm 3.1.7 ([10] X # @ bir kiime olmak iizere A, B, C, D © X igin,
(1) AcB ve CeD olmak iizere [C] x [D] < [A] x [B] dir.

(2) [A] x [B] = [A x B] dir.

(3) [A] N [B] = [A U B] dir.

Teorem 3.1.3 ([10], [40], [41]) X # O bir kiime, a ve 8, X X X tizerindeki iki slizgeg

ve f:X — Y, g:Y — Z fonksiyonlar olsun. f X f:X? — Y2 olmak iizere,
D) (FxNanB) = x @) n(f*xfH(P) dur.

(2) Eger a c Bise (f x f)(a) < (f X f)(B) dur.

3) (gxg) o (fxN)axp)=(gof)a)x(ge)B) dr

@) (Fx H@ U xNHB) e (fxfHlaup)dr.

(5) @ ve B, X tizerindeki iki siizge¢ olmak tizere, (f X f)(a X B) = f(a) x f(B) ve
fXFXXX—>YxYicin(fxf)(xy) = f(x)x f(y) dir.

3.2 Diizgiin Uzay

Caligmanin bu boliimiinde diizgiin uzaylar ve diizgiin uzaylarin diger uzaylar ile
arasindaki 1iliskiyi aciklayan teoremler verilecektir. Ardindan objeleri diizgiin
uzaylar, morfizimleri diizgiin siirekli fonksiyonlar olan Unif kategorisinin topolojik

kategori oldugu gosterilecektir.

Tamim 3.2.1 A ve B bostan farkli iki cimle ve U € A X B climlesine A dan B ye bir

bagint1 denir. U,V € A X B iki bagint1 olmak iizere,
DUV ={(x,2)|3yicin (x,y) € Vve (x,y) € U }dir.
@ U™ ={(xy) | (yx) €U }dir.

) A={(x,x)|x €A } dir.
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seklinde tanimlanir. Bundan bagka U,V,W < A X A bagintilar olmak {izere,
D UcViseU ! cv1dir.

Q WUoeV)t=v-1loutdir

B)Y(WUoV)oW =Uo (VoW)dir.

Verilen bir X ciimlesi tizerindeki tiim stizgeglerin climlesi F(X) ile gosterilir. U € X
olmak tlizere [U] ={Vc X |UcV} ve [{x}] =[x] ={V c X|{x} c V} seklinde
tanimlanir. Eger @ €aise yani « =P(X) = [@] ise @ ya X iizerinde bir 6z

olmayan siizge¢ (improper) denir.

Ornek 3.2.1 X # @ bir ciimle ve U € X olmak iizere @ = { X }, a = [x] ve a = [U]

smiflar1 X {izerinde birer stizgegtir.

Tanim 3.2.2 X # @ bir ciimle ve @ cP(X X X) bir siizge¢ olmak {izere asagidaki

saglayan  ye X lizerinde diizgiin yap1 ve (X,) ikilisine ise diizgiin uzay denir [10].
(i) Her Ue @ i¢in A c Udrr,

(ii) Her Ue @ i¢in U™ € ¢ dir,

(iii) Her U€ @ igin en az bir V€ ¢ vardir 6yleki W oV < U dur.

Ornek 3.2.4 X={a,b } olsun.

p1={A{(a, a), (b, b), (a, b}, {(a, a), (b, b), (b, @)}, X?} ailesi X iizerinde diizgiin
bir yapidir.

0,={ A, {(a, a), (a, b)}, X2} ailesi X iizerinde diizgiin bir yap1 degildir.
os={ A, {(a, a), (b, b), (a, b)}, X? }ailesi X iizerinde diizgiin bir yap1 degildir.

Ornek 3.2.5 X # @ bir ciimle olmak iizere ¢ = {U c X X X | Ac U } ailesi igin
(X,p) diskre (ayrik) diizgiin uzaydir. Diskre diizgiinlik X ftizerindeki en giiglii
diizglinliiktiir.
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@ ={X x X} ailesi icin (X,p) indiskre (ayrik olmayan) diizgiin uzaydir. Indiskre

diizgiinliik X tizerindeki en zay1f diizglinliiktiir

Tamm 3.2.3 ([42]) X # @ bir ciimle ve @ + B c P(X?) olsun. Asagidaki sartlari

saglayan B simifina X i¢in bir diizgiin baz denir.

(i) Ue Bise A cUdir,,

(i) U€ B ise en az bir Ve B vardir dyle ki Vc U1 dir,

(iii) V€ B ise en az bir Ve B vardir 6yle ki Vo V c Udir,
(iv) U, VeB ise en az bir We B vardir 6yle ki W Un Vdir.

Teorem 3.2.1 X # @ bir ciimle ve B smifi X iizerinde diizglin bir baz olsun. Bu
takdirde @ ={U c B xB |3V € BoylekiU oV} ailesi X tizerinde diizglin bir
yapidir.

Ornek 3.2.6c>0ve D, = { (x,y)|lx-y| <&} c R? olmak iizere B={ D, |3&>0}
ailesi R tizerindeki diizgiin bir yapi1 igin bazdir. Bu diizgiinliige R tizerindeki dogal

diizgiinliik denir.
Teorem 3.2.2 Her metrik uzay diizgiin uzaydir.

Ispat. (X,d) metrik uzay ve S,={(x)):d(x,y)<¢e } olmak iizere B,={S,
|e>0} ailesi bir dizgin bazdir. Teorem 3.1.1 den dolay1 @,={U
| 3V eB, oyle ki Vc U } X igin bir diizgiinliktiir. Dolayisiyla (X, ¢,) bir dizgin

uzaydir.
Simdi bu teoremin tersinin dogru olmadigini gosterelim.

Her metrik uzaya iizerinde verilen metrige uygun bir diizgiin yap1 karsilik gelir.
Fakat her diizgiin uzay bir metrik uzay degildir. X # @ bir climle olmak iizere X
tizerindeki @ = { X X X } indiskre diizgiin yap1 olsun. Eger bu ¢ diizglin yapisi bir
metrik tarafindan elde edilseydi iizerindeki her nokta X X X in elemani olurdu.

Dolayistyla bu noktalar i¢in d(x,y) <€ olmak iizere (x,y)€ S; olmasina ragmen
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(x, y)& S, olur. Fakat gerek S, gerekse S/, siniflar1 X X X den olusmaktadir. Bu ise

celiski meydana getirir.
Teorem 3.2.3 Her diizgiin uzay topolojik uzaydir.

Ispat. Kabul edelim ki (X,p) diizgiin uzay, her x€X ve her U€¢ igin
Ux)={yeX|(x,y)eU } olsun. N,={Ux)|Ue ¢ ailesi x noktasindaki
komsuluklar ailesidir. Bu aileden elde edilen t,= { US X' | 3V € N, vardir dyle ki

V€ U }ailesi X tizerinde bir topolojidir.

Her diizgiin uzaya iizerindeki yapiya uygun bir topolojik karsilik gelir. Fakat her
topolojik uzay bir diizgiin uzay degildir.

Bunun disinda diskre diizgiin uzaydan olusan topoloji diskre topoloji, indiskre

diizgiin uzaydan olusan topoloji indiskre topolojidir.
Teorem 3.2.4 Her diizgiin uzay siizge¢ uzaydir.

Ispat. (X,¢) diizgin uzay olmak iizere, F, = {a€F(X) |[VV €@ i¢inIU €
a vardir 6yle ki U x U c V } ailesi X {izerinde bir siizgectir. Fakat bu teoremin tersi

genelde dogru degildir.

Tanim 3.2.4 (X, ¢) ve (7, p) iki diizgiin uzay ve f: X — Y fonksiyon olsun. Asagida
birbirine denk olan sartlardan herhangi biri saglanirsa f:X — Y fonksiyonuna

diizgiin siireklidir denir.

(i) Her U € p i¢in en az bir V € ¢ vardir dyle ki (f x f)(V) c U dur,

(i) Her U €p icin (f X f)"}(U) € o dur.

Teorem 3.2.5 Diizgiin siirekli fonksiyonlarin bileskesi diizgiin stireklidir.

Tanmm 3.2.5 Objeleri diizglin uzaylar, doniisiimleri diizgiin siirekli fonksiyonlar ve
bileskesi ise diizgiin siirekli fonksiyonlar arasindaki bileske olarak tanimlanan yap1
bir kategoridir. Bu kategoriye tim diizglin uzaylar kategorisi denir ve Unif seklinde

gosterilir. Unif kategorisi SULim in kategorisinin dolu alt kategorisidir.
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Teorem 3.1.6 U:Unif— Set, unutkan fanktoru topolojik fanktordur.

25



4. YARI DUZGUN LIiMIiT YAKINSAK UZAYLAR

1965 te Cook ve Fischer [6] diizgiin uzaylarin bir genellestirilmesi olarak kartezyen
kapali bir kategori olusturan diizglin yakinsak uzaylar1 (diizgiin limit uzaylari)
gelistirdi. Uniform uzaylarin kategorisi, diizgiin yakinsak uzaylarin kategorisine
gomiilebilir. 1976 yilinda Lee [7] diizgiin yakinsak uzaylarin kategorisinin kartezyen
kapali oldugunu gosterdi. 1992 yilinda Behling [12] diizgiin yakinsak uzaylarin ve
yar1 diizgiin yakinsak uzaylarn bir genellermesi olan yar1 diizgiin limit yakinsak
uzay kavramini tanimladi. Yar diizgiin limit yakinsak uzaylar (ve diizgiin siirekli
fonksiyonlarin) kategorisi olan SULIm kartezyen kapali, boliim doniisiimlerinin
kalitsal ve boliim doniisiimlerinin keyfi ¢arpimlarinin da boliim doniistimii oldugu bir
topolojik kategoridir. SULim kategorisinde topolojik ve diizgiin kavramlar mevcut
oldugundan siireklilik, Cauchy siirekliligi, diizglin siireklilik, diizgiin yakinsaklik,
tamlik, kompaktlik, baglantililik yapilari i¢in uygun bir kategoridir.

Calismanin bu boliimde yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar (ve diizgiin siirekli

fonksiyonlarin) kategorisi olan SULiIm incelenmistir.
4.1 Yan Diizgiin Limit Yakinsak Uzaylar

Tamim 4.1.1 (1) X # @ bir ciimle ve F(X*X), XxX lizerindeki tiim slizgeglerin sinifi
olsun. ICF(X xX) olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan J ailesine yar1 diizgiin
limit yakinsak yap1 ve (B, ) ikilisine ise yart diizgiin limit yakinsak uzay adi verilir

[10].

(i) Her x EX igin [x] X [x] € J dur,
(ii) o € J and a c B icin BE J dur,
(lii)oeIveBeJise a te Jdr,
(iv) a, P€ J igin ve aNP € I dur.

Yukarida belirtilen ilk sartlara ilave olarak oo € J ve B € J olmak lizere aoBE€ J olmasi
durumunda 3 ailesine yar1 diizgiin yakinsak yap1 ve (X, <) ikilisine ise yar1 diizgiin

yakinsak uzay ad1 verilir. Objeleri yar1 diizgiin yakinsak uzaylar, morfizmleri yar1 diizgiin
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yakinsak uzaylar arasindaki diizgiin siirekli fonksiyonlardan olusan yap1 bir kategoridir. Bu
kategoriye yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar kategorisi denir ve SUConv seklinde

gosterilir. SUConv kategorisi SULim in kategorisinin dolu alt kategorisidir.

(2) (X,31) ve (Y,3,) dizgin limit yakinsak uzaylar f:X — Y fonsiyon olsun.
fi(X,31) - (¥,3,) diizgiin siireklidir ancak ve ancak (f X f)(a)€S, dir [10].

(3) Objeleri yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar, morfizmleri yar1 diizgiin limit
yakinsak uzaylar arasindaki diizglin siirekli fonksiyonlardan olusan yapi bir
kategoridir. Bu kategoriye yari diizgiin limit yakinsak uzaylar kategorisi denir ve
SULim seklinde gosterilir [10].

(4) SULim Kkategorisinde {f:(X,3) —» (X;,3;),i €1} kaynag bir baslangig
kaldirmasidir ancak ve ancak her i€l igin (f; X f;)(a)€SJ;dir [10].

Teorem 4.1.1 SULim kategorisinde,
(1) X = @ olmak tizere (@, ) ilk objesidir.

(2) X = {x} olsun. Bu taktirde tek elemanli ciimle igerisindeki yar1 diizgiin limit

yakinsak yap1 I = {[@], [x] x [x] } dir. (X, ) son objesidir.
Ispat. SULim kategorisinde I= ilk obje, T= Son objeyi temsil etmek iizere,

(1) I = @ olarak segersek X tlizerindeki yar1 diizgiin yakinsak limit yapi1 tek olup J =
{[D]} seklindedir. (X,J') herhangi bir yar1 diizgiin limit yakinsak uzay olmak iizere
f:U3J) - (X,J') fonksiyonu sadece bos fonksiyondur. Dolayisiyla (I,) ikilisi
SULIm kategorisinde ilk objesidir.

(2) T = {x} olsun. T tizerindeki tek yar1 diizgiin limit yakinsak yap1 J = { [@], [x] X
[x] }dir. (X,3") herhangi bir yar1 diizgiin limit yakinsak uzayr igin
f:(X,3') = (T, ) fonksiyonu sabit fonksiyon olacagindan (f X f)([@]) = [0] € F’
ve (fxf)([x] x[x]) =[c]X [c] €F" olur. Dolaysiyla (T,S) ikilisi SULiIm

kategorisinde bitis objesidir.
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Teorem 4.1.2 SULiIm kategorisinde,

(1) X iizerindeki 34 diskre yar1 diizgiin limit yakinsak yapi,

Ja ={ 9], [x] % [x], Nxealx] X [x] |A, Xin sonlu alt ctimlesidir }
seklindedir.

(2) X tizerindeki J; indiskre yar1 diizgiin limit yakinsak yapi,

Ji= F(XxX)

seklindedir.

Ispat. (1) X # @ bir ciimle olmak iizere, (X,S,) yar1 diizgiin limit yakinsak uzaydr.
Her (Y,3) yar dizgiin limit yakinsak uzay olmak {izere f: X — Y fonksiyonu igin

£ (X,34) - (¥,3) nin diizgiin siirekli oldugunu gésterelim. o € 3 igin
a=[@] ise (f X /H([2]) = [?] € I

a=[x] x [x] ise (f x F)([x] X [xD) = [F)] X [f(x)] €3I

o0=Nyealx] X [x] ise bu durumda,

(f X FH)(Nxealx] X [x]) = Nxea(f X HUAx] X [x]) = Nxealf (D] X [f(x)] € I dir.
Burada A, X in sonlu alt ciimlesidir. Dolayisiyla (X,J,) diskre yar1 diizgiin limit

yakinsak uzaydir.

(2) 3;= F(XxX) olsun. Bu taktirde (Y,3) yar diizgiin limit yakinsak uzay olmak
tizere f:Y — X fonksiyonu i¢in f:(Y,3J) = (X,3J;) nin diizgiin siirekli oldugunu

gosterelim. a€J ise (f X f)(a) € J; olup f fonksiyonu siireklidir.

Ornek 4.1.3 X={x} olsun. Bu takdirde X iizerindeki yar1 diizgiin limit yakinsak yap1
Ja=Ji={[0], [x] X [x] } = F(XXX) seklinde olup tektir.

Ornek 4.1.4 X={x, y} olsun. Bu takdirde X iizerindeki yar1 diizgiin limit yakinsak
yapilar iki tane olup asagidaki gibidir.
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Se={[0], [x] x [x], [yl x [yl ([x] x [xD) 0 (Iy] % [y])} diskre yap:.

(2], [x] % [x], [y]x [yl [x] x [X], [X]x[x], [X]x[y], [y]x[X] [x]xI[y],
X [x], ([x] % [xD n (vl x [yD, (Iy] x [yD n ([x] x [X]), ([y] x [y]) n

X1 x [x]), ([x] x [X]) n ([X] x [x]), ([x] x [X]) n ([y] x [x]), ([x] x [y]) N
y] X [x]), [X] X [X] }=F (X X X) indiskre yap.

= <

Ornek 4.1.5 X={x, y, z} olsun. Bu takdirde X iizerindeki diskre ve indiskre yari
diizgiin limit yakinsak yap1 asagidaki gibidir.

Se={[0], [x] x [x], [y] % [y], [z] x [2z] ([x] % [x]) n ([y] x [yD, ([x] x [x]) n
([z] x [z]), (Iy] % [yD) N ([z] x [z]), ([x] x [x]) n ([y] % [y]) N ([z] X
[z])} diskre yap1.

Fi=F (X xX)

Ornek 4.1.7 X # @ bir cimle olmak iizere 6§ ={UcXxX|Ac U} icin
I={a€ F(XXxX)|& ca}olsun. (X,3) yar diizgiin limit yakinsak uzaydir.

a €X ve U € § olsun. Ac U oldugundan (a,a) € U ve dolayisiyla U€E [a] X [a]

olur. Bu ise [a] X [a] €T oldugunu gosterir.

a €I veac folsun. a €3 ve § € aoldugundan § € a c B dir. Dolayisiyla f €3
dir.

a €3 olsun. § c a olur. Buradan § =61 c a! yazlabilir. Bu ise a ! €3

oldugunu gosterir.

a, f €3 olmak iizere a N f €I oldugunu gosterelim. a, f €T oldugundan § € a ve
dc B dir. Buradan § canf olur ki bu ise anf €3 oldugunu gosterir.

Dolayisiyla (X, ) yar1 diizgiin limit yakinsak uzaydir.
Teorem 4.1.3 Her diizgiin uzay yar1 diizgiin limit yakinsak uzaydir.

Ispat: (X,o) diizgiin uzay olsun. Jp={0€ F(X?) |pc a} ailesiicin (X, ) ikilisinin

yar1 diizgiin limit yakinsak uzay oldugunu gosterelim.
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(i) xeX ve Ueg olsun. Ac U oldugundan (x,x) € U dur. Bu durumda

U € [x] x [x] ve dolayistyla [x] x [x]€ 3, olur.
(ii) o € 3, ve o c B olsun. ¢ € a c B oldugundan B €3, dir.

(iii) o € 3, olsun. Buradan ¢ < o olur. U € ¢ iken U € ¢ dolayisiyla U™ € a olur.

Buradan ¢ c ™! €, olur.

(iv) o B €J, olmak iizere oaNnp €, oldugunu  gosterelim. a,f €
J¢ oldugundan ¢ < a ve @ c B dir. Buradan ¢ € an g olur ki bu ise anpg €

Jp oldugunu gdsterir. Dolayisiyla (X, ) yar diizgiin limit yakinsak uzaydir.

4.2 SULiIm Topolojik Kategorisi

Teorem 4.2.1 U: SULim —Set her (X, ) € 0b(SULIm) igin U((X,S)) = X ve her
f:(X,3) — (Y, ') diizgiin siirekli fonksiyonunu f:X — Y fonksiyona gétiiren,

unutkan fanktoru topolojik fanktordur.
Ispat. Topolojik kategori sartlarini saglatalim.

(i) Ik 6nce U nun belirli oldugunu, yani diizenli ve amnestik oldugunu gdsterelim.
f,9:(X,3) — (V,J') diizgin siirekli fonksiyonlar ve U(f) = U(g) olsun. U
unutkan fanktor oldugundan U(f) = f = g = U(g) olur ki bu da f = g oldugunu
gosterir. Dolayisiyla U diizenlidir. f: (X,J) — (X, J') izomorfizm ve U(f) = f =
idy olsun. f =idxy) oldugunu gosterelim. a € F olmak iizere f izomorfizm
oldugundan f birebir orten siirekli ve tersi de siireklidir. (f X f)(a) = (idy X
idy)(a) = a € §'olur. Dolayisiyla § € §' dir. Diger taraftan « € §' olsun. 1
siirekli oldugundan (f~! X f~Y(a) = (idX_1 X idx_l)(a) = (idy X idy)(a) = a
€ J dir. Dolayisiyla ' € J dir. O halde § = J' olur ve U amnestiktir.

(if) U nun kiiciik demetlere sahip oldugunu gosterelim.
U0 ={ ) [u((x) =x}

ve
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® = {33, X lizerindeki yar diizgiin limit yakinsak yap1 } ¢ P(P(X x X))

olsun. Bu taktirde, f:U~1(X) — &, f((X, S)) = J§ seklinde tanimlanan fonksiyon
birebir ve drten oldugundan dolay1 U~1(X) ve @ denktir. ® bir ciimle oldugundan
U~1(X) de bir ciimledir.

(iii) SULIm kategorisinin keyfi ¢arpimlara sahip oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
{(X;,3:)}ie; yan diizglin limit yakinsak uzaylar ailesi olmak tizere X = [[;¢; X; ve
F={a eFXxX)| (m; xm;)(a) € F;,i €1 }olsun. (X,J) nun yar1 diizgiin limit

yakinsak uzay sartlarini sagladigini gosterelim.
(1) Her x € X i¢in m;(x) = x; € X; olmak tizere,

(rmy X ) ([x] X [x]) = 7 ([x]) % m; ([x])

oldugundan dolayi [x] X [x] €  dir.

(2) a €3 ve a c B olmak lizere B € J oldugunu gosterelim. a € § oldugundan
(r; X ;) () € F; olur. a c Bise (m; X m;)(a) < (m; X m;)(B) oldugundan ve her
i €1 igin J; ler X; ler iizerinde yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar oldugundan (7; X

m;)(B) € J; olur. Buise € J olmasi demektir.

(3) ¢ €3 ise a™! € J oldugunu gosterelim. a € § oldugundan (7; X m;)(a) € ;
olur. Her i €I i¢in J; ler X; ler iizerinde yar1 diizgiin limit yakinsak uzaylar
oldugundan ((m; X m))(@)) ' = (m; Xxm)(a™ ) €SF; olur. Bu ise a l€g

oldugunu gosterir.

4) a,f €T ise anpB eZF oldugunu gosterelim. «a,f € F oldugundan (m; X
m)(a) €J; ve (m; X m;))(B) €F; olur. Her i €1 igin J; ler X; ler tizerinde yari
diizgiin limit yakinsak uzaylar oldugundan (m; X m;)(@) N (m; X m;)(B) = (m; X

m;))(an B) € J; olur. Buise @ N B € J oldugunu gosterir.
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Dolayisiyla (X = [[;; X; ,J) yar diizgiin limit yakinsak uzaydir ve a € § igin
(m; xm)(a) € oldugundan X =1laX ) 3) — X, 30) izdiigim

fonksiyonlar1 diizgiin stireklidir

Simdi ise (X,J) nin ¢arpim uzay oldugunu gosterelim. (Y, J’) herhangi bir yari
diizgiin limit yakinsak uzay olmak tizere her i € I i¢in f;: (Y,J') — (X;, J;) diizgin
stirekli fonksiyonlar ve m; e h = f; olacak sekilde bir h: Y — X fonksiyonu mevcut
olsun. Bu durumda h: (Y,3') — (X,3) nin siirekli oldugunu gosterelim. a € J'
olsun. Her i € I igin f;: (Y, J') — (X;, ;) diizgiin siirekli oldugundan (f; X f;)(a) €

3, dir. Buradan,

(fi X fi)(@) = (myo h X m; o h)(a) = (r; o h X ; o h)(a)
= (m; Xm0 h x h)(a) = (m; X m))((h X h)(a)) € J;

olur ki bu ise (h X h)(a) €J; olmasi demektir. Bu ise h: (Y,J') — (X,J) nin

diizgiin siirekli oldugunu gosterir.
(iv) SULIm kategorisinin keyfi alt uzaylara sahip oldugunu gosterelim.

(X, ) yar1 diizgiin limit yakinsak uzay ve A € X olsun. i: A — X, i(x) = x altkiime
fonksiyonu olsun. Bu durumda 3, ={a € F(Ax A)| (ixi)(a) €} olsun.
(A,34) nin yari dizgin limit yakinsak uzay oldugunu ve daha sonra

i: (A4,34) — (X,3) nin diizgiin siirekli fonksiyon oldugunu gosterelim.

(1) Her x € A icin i(x) =x € X ve (i xi)([x] % [x]) =i([x]) x i([x]) = [x] x
[x] € I oldugundan dolay1 [x] X [x] € J4 dur.

(2) @ € 34 ve a c B olmak iizere € J4 oldugunu gosterelim. a € J,4 oldugundan
(ixi)(a)eJ dir. acpise (i xi)(a)c (i xi)(B) oldugundan ve (X,J) yari
diizgiin limit yakinsak uzaylar oldugundan (i X i)(8) €J olur. Bu ise B € 3,4

olmas1 demektir.

B)a €T, ise a ! €J, oldugunu gosterelim. a € J, oldugundan (i X i)(a) € J
olur. (X,3) yan diizgiin limit yakinsak uzaylar oldugundan ((i X i)(a))™! =

(i xi)(a™1) € J; olur. Buise a~! € I, oldugunu gosterir.
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4 a,peI, ise anpBeT, oldugunu gosterelim. a,B € J, oldugundan
(ixi)(a)eJ ve (ixi)(B)EZ olur. (X,J) yar diizgiin limit yakinsak uzaylar
oldugundan (i X )(@) N (i xi)(B) =({ x)(anB) € J olur. Buise anp € J,

oldugunu gosterir.

Dolayisiyla (A, J4) yari diizgiin limit yakinsak uzaydir ve a € J,4 i¢in (i X i)(a) €
3 oldugundan i: (4,3,4) — (X, ) altkiime fonksiyonu diizgiin siireklidir.

(v) Son olarak SULiIm kategorisinin indiskre objelere sahip oldugunu gosterelim.
X # @ climlesi tlizerindeki indiskre yar1 diizgiin limit yakinsak yapt 3 = F(X X X)
dir. Burada herhangi bir (Y,J') yar diizgiin limit yakinsak uzay olmak iizere
f:(Y,3) — (X,3) fonksiyonu a € §' icin (f X f)(a) € J oldugundan diizgiin

stireklidir. Yani SULiIm kategorisinin indiskre objelere sahiptir.

Dolayistyla U: SULim—Set unutkan fanktoru topolojik fanktordur, yani SULim,

Set tizerinde topolojik kategoridir.

Son olarak U nun normallestirilmis olup olmadigina bakalim. U: SULim—Set
oldugundan, Set iizerindeki herhangi bir topolojik kategorinin normallestirilmis olup
olmadigim anlamak i¢in U7*({x}) ve U™(@) un tek bir yap1 olusturup
olusturmadigina bakilir. SULim de son obje T = {x} tek nokta ciimlesi iizerinde
oldugundan bunun alt objeleri {x} ve @ dir. {x} iizerindeki tek yar1 diizgiin limit
yakinsak yap1 I3 = {[@], [x] X [x] } dir ve @ {izerindeki tek yar1 diizgiin limit yakinsak
yap1 3 = {[@]} dir. Dolayisiyla SULim normallestirilmis bir topolojik kategoridir.
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5. LOKAL To YARI DUZGUN LIMIT YAKINSAK UZAYLAR

Bu bolimde, T, yar1 diizgiin limit yakinsak uzaymmin bir p noktasindaki

karakterizasyonu verilecektir.
5.1 Topolojik Kategorilerde To Objeler

Tamim 5.1.1 X bir kiime ve p € X olsun. X in p de wedge ¢arpimi demek X in farkli
iki kopyasi olan X [[ X nin p noktasinda ¢akigmasi demektir. Diger bir ifadeyle, {x}
tek nokta ciimlesi Set kategorisinin bitis objesi ve p : {x} — X, i;,i;: X — XV, X
Ontigiimleri sirastyla X deki birinci ve ikinci igerme doniisiimleri olarak ifade edilirse,
pushout diyagramindan dolay1 i;p = i,p esitligi saglanir. Daha agik bir sekilde, eger
XV, X de bir x noktas1 eger XV, X nin ilk bileseninde ise x; ikinci bileseninde ise x;

ile gosterilir. Burada p; = p, dir.

Simdi bu boélimde kullanacagimz eksen doniisiimleri adi verilen A,, S,, V,

seklinde gosterilen doniigiimlerini tanimlayalim.
Tamm 5.1.2 ([5], [43]) X2= X x X, X in kartezyen ¢arpim1 olsun.

(1) p de temel eksen doniisimi, A,:XV,X — X? olmak iizere A,(x;) =

(x,p) ve A, (x;) = (p, x) seklinde tanimlanur.

(2) p de Skewed eksen doniisimi, S,:XV,X — X? olmak iizere S,(x;) =

(x,x) ve A, (x;) = (p, x) seklinde tanimlanur.

(3) p de katlama doniisiimii ise V,: XV,X — X olmak iizere V,(x;) =x, i =

1,2 seklindedir.

Baran, yukarida verilen eksen doniistimlerini kullanarak topolojik uzaylardaki bu
ayirma aksiyomlarinin herhangi bir topolojik kategoriye genellestirilebilecegini

gostermistir.

Tamm 5.1.3 (X, 7) topolojik uzay ve p € X olsun. p den farkli her bir x noktasi igin
p nin X noktasini igermeyen bir komsulugu veya X in p noktasini igermeyen bir

komsulugu varsa (X, T) uzayma p de T, dir denir.
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Teorem 5.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve p € X olsun. (X, ) uzayinin p noktasinda
To olmasi i¢in gerek ve yeter sart XV, X lizerinde Ap: XV, X — (X?%,t*) ve
V,: XV, X — (X,P(X)) fonksiyonlar tarafindan dogrulan(induced) topolojinin

diskre olmasidir. Burada 7*, X? iizerindeki ¢arpim topolojisi ve P(X) ise X

tizerindeki diskre topolojidir.

Ispat. (X, 7) uzay1 p noktasinda T, olsun. X V, X iizerindeki baslangi¢ topolojisinin
diskre oldugunu gosterelim. Bunun i¢in X V, X de alman her tek nokta climlesinin
acik oldugunu gostermemiz yeterlidir. (X, ) uzay1 p noktasinda T, oldugundan eger
X # p ise p nin x yi igermeyen N, komsulugu veya x in p yi icermeyen bir N,

komsulugu vardir.

Kabul edelim x & N, olsun. Eger U = {x} ve W = N, X X almirsa ki bunlar P(X)
ve X? de acik ciimlelerdir. Buradan {x} = Ap_l(W) nv, ~1(U) olacaktir. Ciinkii
x €A, W) N, THU) ise B (x) = x €U = {x} = A,(x) = (x,p) veya A, (x) =
(p,x) dir.x € N, oldugundan A,(x) = (p,x) € W olacaktir. Buradan {x,} =
7, " (U) N A, (W) dir.

Simdi kabul edelim ki p & N, olsun. U = {x} ve W = N, X X sirasiyla P(X) ve X2
de agik ciimlelerdir. A,(x) = (x,p) € W veya A,(x) = (p,x) € W dir. (p,x) € W
oldugundan {x,} = 4, (W) N %, “*(V) dir. Eger p = x ise U = {x} kiimesi P(X)
de ve W = X? kiimesi de X? de agik oldugundan A,(x) = (p,x) € W ve p € U dur.
Buradan {p} =V, TW)n Ap_l(W) saglanir. Boylece X V, X lizerindeki V, ve A,

nin dogurdugu uzay diskredir.

Tersine olarak kabul edelim ki XV, X {izerindeki ¥, ve A, nin dogurdugu uzay
(baslangi¢ topolojisi) diskre olsun. X in p noktasinda T, uzay1 oldugunu gosterelim.
Yani her x # p icin p yi kapsayan, x nin her N, komsulugu i¢in p nin en az bir

N,, komsulugu vardir 6yle ki x € N, oldugunu gostermek yeterlidir.

x #p ve XV, X diskre oldugundan {x,} =V}, “Hx}n Ap_l(W) olacak sekilde X2
de W agik ciimlesi vardir. W, X? de agik oldugundan X de N, ve V agiklar1 vardir
oyle ki Ap(x) = (x,p) € N, XV c Wdir. Eger x ¢ V = N, =V olsun. Eger x €
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V ise (p,x) € Ny xV cW dir. Ciinkiix nin her N, komsulugu p yi igerir.
Fakat {x;,x,} = 4,7 (W) n %, ~*({x}) dir. x; # x, oldugundan bu uzaym diskre

olmasi ile gelisir. Dolayisiyla x & V dir.

Tamm 5.1.4 ([43]) (X, 7) topolojik uzay ve p € X olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) (X;1) p de T, dur.

(2 Ap: XV, X — (X% t) ve V,: XV, X — (X, P(X)) doniisiimlerinden elde edilen

baslangi¢ topolojisi diskredir.

@) id: XV, X > XV, X, t") ve ,: XV, X — (X,P(X)) doniisiimlerinden elde
edilen baslangi¢ topolojisi diskredir. Burada 7*, XV, X lizerinde iy,i,: (X,7) —
XV, X kanonik doniisiimleri tarafindan dogrulan bitis topolojisidir. Ayrica

id: XV, X — X V, X birim doniigiimdiir.

Tammm 5.1.5 ([43]) Cve D herhangi iki kategori, U: C —» D bir fanktor U(X) = B

olmak tizere B, D de bir nesne ve p de herhangi bir nokta olsun.

(1) X objesi p de To dir ancak ve ancak {A,:XV,X — U(B?) =X? ve
V,: X V,X — UD(X) = X } U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmas: diskredir. Burada D,

U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.

(2) X objesi p de T," dir ancak ve ancak {id : XV, X - UXV, X)' =XV, X ve
Vo: XV,

ifadesi i;(x) = x; ve i(x) = x, olmak iizere {ij,i,:U(B)=X—>XV,X} U-

X — UD(X) =X} baslangic kaldirmas: diskredir. Burada (X V, X)'

kavsaginin bitis kaldirmasi ve olmak iizere kanonik doniisiimlerdir.
5.2 Lokal To Yar: Diizgiin Limit Yakinsak Uzaylar

Teorem 5.2.1 (X, 3) yar diizgiin limit yakinsak uzay ve p € X olsun. (X,3) p de To

dir ancak ve ancak X deki her bir x # p noktasii¢in [x] X [p] &  dir.

Ispat: (X,S) yar diizgiin limit yakinsak uzaymin her bir x € X, x # p i¢inp de To

oldugunu kabul edelim. Tanim 5.1.5, Tanim 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 den, i=1,2 igin
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m;: X? — X izdiisiim fonksiyonlar1 olmak {izere Ay, ve V, doniistimleri tarafindan
XV, X lizerinde iiretilen yar1 diizgiin limit yakinsak yap: Jy, olsun. Teorem 4.1.2 ve

Teorem 3.1.3 den eger [x] X [p] € Jp ise a = [x;] X [x,] igin,
(my Ay x T 4,) (@) = (M Ay X m3A,) ([x1] X [x5])

= [ 4, (x1)] X [m14,(x2)]

=[x] x[p] €3
(4, x T4, ) (@) = (14, X TA,) ([x1] X [x2])

= [7T1Ap (x1)] X [7T1Ap(xz)]

ve
(% X B)(a) = (Vp X Vp ) ([x1] X [x2])
= [x] X [x] €34

olur. Burada Jw yapist X V, X lizerindeki diskre yari diizgiin limit yakinsak yap:
oldugundan [x] X [p] € Iy olur. Bu ise (X, ) nin A, ve V,, doniisiimleri tarafindan
liretilen yar1 diizgiin limit yakinsak uzayimn diskre, yani (X,3) ninp de To olmasiyla

celisir. Dolayisiyla X de ki her bir x # p i¢in [x] X [p] € I olmalidir.

Simdi teoremin diger tarafini ispatlayalim. Tersine olarak her bir x # p igin,
[x] X [p] € I oldugunu kabul edelim. (X,J) nin p de To oldugunu gostermeliyiz.

Sw, XV, X lizerinde
Ay XV, X — U((X2,39) = X?
ve

7 XV X = U((X,30)) =X
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ile olusturulan yar diizgiin limit yakinsak yap1 olsun. Burada 32, X? iizerinde yar1
diizgiin limit yakinsak yapilarin ¢arpimi ve 3, ise X tizerindeki diskre yari diizgiin
limit yakinsak yapidir. Simdi 3y, nin diskre oldugunu gostermeliyiz. Yani Jy,
XV, X nin sonlu alt climlesi iizerindeki tek elemanli siizgeglerin kendisi ile

kesisimleri tizerindeki yapi, yani

. a=[0]
i. a=[p]x][p],
i, a = ([x1] X [x1]) 0 ([x2] X [x2]),

[
iv. a=[x]x[x], i=1,2 icin,
esitliklerinden birisi oldugunu géstermek yeterlidir.

a, Iy de herhangi bir siizge¢ olsun, Teorem 4.1.2 den i=1,2 igin (m;A, X

miAy)(a) EIve (V, X V,)(a) €I, dir.

I. Eger (V, x V,)(a) = [@] ise (a) = [@] dir.

ii. Eger (V, x ,)() = [p] X [p] ise (%,)7'{p} = {p; = (p,p)} oldugundan a =
[pl] X [pl] dir, i=1, 2 igin.

iii. Eger @ = ([x1] X [x1]) N ([x2] X [x,]) ise

(T[lAp X 7T1Ap)(“) = (7T1Ap X 7T1Ap)(([x1] X [x1]) N ([xz] X [xz]))

=([x]x [xDn(Ip] X [PD €3

olur ve sonug olarak 3, diskre yap1 oldugundan

iv.Eger p den farkli bazi x € X igin (V, X V},)(a) = [x] X [x] ise bu takdirde
kolaylikla su sonuglar1 yazabiliriz.

a) a=[x] X[x], 1, j=1,2icin
veya
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b) a> [x;] x [{x;x}], i,j=1,2vei # jigin

veya

¢) a> [{x;x}] x[x], I,J=1,2vei # jigin

veya

d) a2 [{x1,x23}] X [{x1, x,}]

Simdi yukarida belirttigimiz tiim alternatifleri inceleyelim.

a) Eger i # j i¢in, i=1, j=2 veyai=2 ve j=1i¢in, a = [x;] X [x;] olmas1 durumunu

inceleyelim:

(m Ay x mA) (@) = [x] X [p] €T
veya

(m A, x mAy) (@) = [p] X [x] €T

olur. Bu ise Iy nin secimine bir celiski olusturur. O halde i # j icina # [x;] X [x;]

olmak zorundadir.
b) @ o [x;] X [{x,%}], i,j=1, 2 Ve i # j icin, olmas1 durumunu inceleyelim:
Eger a = [x;] X [{x, x;}], { % j Ve i=1, j=2 igin,

(m1Ap X 1 Ap) ([x1] X [{x1, x23]) = [x] X [{x,p}] © [x] X [P] €3

ve

a = [x;] X [{x;,5}], i # jvei=2, j=1igin,

(m1Ap X 1 Ap) ([x2] X [{x2, %3] = [P] X [{p, x}] < [P] X [x] €I

olur. Sonug olarak [x] X [p] € J ve [p] X [x] € T olur. Bu ise Iy, nin se¢imine bir

celiski olusturur geliskidir. O halde i # j icin a # [x;] X [{x;, x;}] olmak zorundadur.
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Diger taraftan eger i # j i¢in

[0] # a # [x;] X [{x;,x;}] ise @ D [x;] X [{x;, x; }] dir

ancak ve ancak

a = [x;] X [x;] veya [x;] X [x;]

oldugunu gosterecegiz.

Eger a = [x;] X [x;] veya [x;] X [x;] ise @ D [x;] X [{x;, x; }] dir.

Eger a D [x;] X [{x;,x;}] ve[0] # a # [x;] X [{x;,x;}] ise U € a vardir dyle ki
U=+0, U=+ {x;}X{x;x;} olacak sekilde U € a vardir. U € @, {x;} X {x;,%; } € a
ve a siizge¢ oldugundan U N ({x;} X {x;, x;}) = {x;} X {x;} veya {x;} X {x;} olur,

yani a = [x;] X [x;] veya [x;] X [x;] olmak zorundadr.

[ #jicin a = [x;] X [xj] oldugu yukarida a) kisminda gosterildi. Dolayisiyla i=1,2

icin @ = [x;] X [x;] olmak zorundadir.

¢) a D [{x;,x; }] X [x;] i # j veli, =1, 2ig¢in olmasi durumunu inceleyelim:
Eger a = [x;] X [{x;, x;}] i # j vei=1, j=2ig¢in,

(m1Ap X 1 Ap) ([{x1, X231 X [x1]) = [{x, p}] X [x] © [x] X [p] €3
ve

a = [x] % [(x;,5}], i #jvei=2j =1icin,

(m1Ap X 1 Ap) ([{x2, x13] X [x1]) = [p] X [{p, x}] < [P] X [x] €3

olur. Sonug olarak [x] X [p] € J ve [p] X [x] €T olur. Bu ise 3y, nin se¢imine bir

celiski olusturur geliskidir. O halde i # j icin a # [x;] X [{x;, x;}] olmak zorundadur.

Eger a O [{x;,x; }] X [x;], i #j ve i, ] =1, 2 i¢in ise [@] # a # [{x;, x;}] X [x;]

olacak sekilde U € a vardir 6yle ki U # @, U # {x;,x; } X {x;} dir.

U € a, {x;,x;} X {x;} € a ve a bir siizge¢ oldugundan,
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Un {x,x} x{x;}) ={x;} X {x;} veya {x;} X {x;} dir, yani a = [x;] X [x;] veya

[x;] X [x;] olmak zorundadir.

[ #j igin a = [x;] X [x;] oldugu yukarida a) kisminda gosterildi. Yani i=1,2 igin

a = [x;] X [x;] olmalidur.
d) Eger a = [{x1,x3}] X [{x1,x2}] olmasi durumunu inceleyelim:
(mAp X 1 Ap) (@) = [{x,p}] X [{x,p}] = [x] X [p] €3

olur ve bu durum [x]X[p] €I olmast ile ¢elisir. Dolaysiyla

a # [{x1,x3}] X [{x1,x,}] olmak zorundadir.

Eger a D [{xy,x; }] X [{x,x, }] ise bu durumda [@] # a # [{x1, x2}] X [{x1, x5 }]
ise U € a vardir 6yle ki U # @ ve U # {x, x5}

X{x,x,} dir. U €a, {x1,x;}X{x1,x,} €Ea dir vea slizge¢ oldugundan

U N ({x1,%,} X {x1,%, }) € olur.
Dikkat edelim ki burada

Un({x1,x2} X {x1,x2}) = {(x1, %7 )}
veya

{xi} < {(xi, )}

veya

{Cxs 20} X {x:}

veya

{(x1,x2), (22, 1)}

veya

{1, %1), (%2, %2)}
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veya

(fx1} X {x1, %2 1) U ({(x2, x1)})

veya

(fx1} X {x1, 223) U ({(x2, x2)})

veya

({x, 22} X {x1}) U ({x2, x2)}

veya

({1, %23 X {223) U ({2, x1)})

ifadelerinden biri olabilir.

Eger a = ([x1] X [x2]) N ([x2] X [x1]) ise

(m14p X M1 Ap) (@) = (m14p X 114p) J(([x1] X [x2]) N ([x2] X [x1]))
={xpinl{xp} clx] X [p] €3

olur ve sonug olarak [x] X [p] € I olup geliskidir. Dolayistyla

a # ([x1] X [x2]) N ([x2] X [x1])

olmalidir.

Eger a = ([{x1} X {x1,x2}]) 0 ([x2] X [x1]) ise

(mAp X M Ap) (@) = (m1Ap X 11 Ap) ([{x1} X {21, X23]) N ([x2] X [x1]))
= (] x [{x.p}D n([p] X [xD c [x] X [P] €3

ve sonug olarak, [x] X [p] € J bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
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a # ([{x1} X {x1, 223 0 ([x2] X [x1])
olmalidir.

a nin diger durumlar1 da benzer diisiince verilen iadeler olamayacagi gosterilebilir.

O halde Iy, (X V, X)? iizerinde diskre yar1 diizgiin limit yakisak yapidir. Bu ise
(X,3) nun p de To oldugunu gosterir.

Ornek 5.2.1 X={x} olsun. Bu takdirde X iizerindeki yap1 I4=3; = {[®], [x] x

[x]} olup X noktasinda To yar1 diizgiin limit yakinsak yapidir.

Ornek 5.2.2 X={x, y} olsun. Bu takdirde X iizerindeki yapilardan diskre olan 34
hem x hem de y noktasinda To yar1 diizgiin limit yakinsak yapidir. indiskre olan ;

ise hicbir noktada To yar diizgiin limit yakinsak yap1 degildir.
3a={[0], [x] % [x], [y] x [y], (Ix] % [xD n ([y] x [yD} diskre yapr.

X [x], [yI < [yL [x] < [X], [X]x [x], [X]x [yl [yl x [X], [x] X
, (] x xD) n (vl < [yD, (vl < IyD n (Ix] x (XD, (Iy] x [yD n

[
), (
x] x [X]) 0 ([X] x [xD), (Ix] x [XD n ([y] x [xD), (Ix] x [yD) n
[X] X [X] }=F (X x X) indiskre yapi.

Ornek 5.2.3 X={x, y, z} olsun. Bu takdirde X iizerindeki yar1 diizgiin limit yakinsak
bes yap1 asagidaki gibidir;

J1=3a={ 0] [x] x[x], [yl x[yl, [z] x [z], (Ix] x [x]) 0 ([y] x [y]), ([x]
[x]) 0 ([2] % [2]), (Iy] % [yD n ([z] % [z])}

J2={ [0], xIxIx], [yl xyl, [zl x[z], [x]x[yl, [yl]xI[x], (Ix] x [x]) n
(IxyD, (xIx[xD 0zl x[z]),  (x] x[xD) n([x] x [yD, Ix]x[x]D)n
(Ix[xD, (WIxyDndzlx [z, (yIxDndx]xyD, (yIxyDn
(I1x[xD, (zl x[zDn({x]x[yD, z]x[zDny]x[xD, {xIx[yDn
(] x [xD, (([x]x [xD n (y] x [yD 0 ([z] x [z]), ((Ix] x [xD) n (y] x [yD N
(] x [yD), ((Ix]x [xD n (yI x [yl n[yI x [xD),  ((Ix] x [x]) n ([z] x [z] n
[x] X< [y, ((Ax]x [xD) 0 ([z] x [z1 n [y] x [x])),  (([x] x [x]) n ([x] X [y] n
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[zD n (vl x [zl n [z] x [yD), ((Iy] x [yInlz] x [z]) n (Iy] x [z] n [z] x [y]),
(([x] x [xD) n ([yl x [yI n [z] x [z] n [y] x [z] n [z] x [y]) }

5 =3 = FX xX)

Yukaridaki bu bes yapidan diskre olan J; hem X, y, z noktalarinda To yar1 diizgiin
limit yakinsak yapidir. indiskre olan F(XxX) ise hicbir noktada To yar1 diizgiin limit
yakinsak yap1 degildir. Icerisinde [x] X [y] bulunduran yap: sadece z noktasinda,
icerisinde [x] X [z] bulunduran yap1 sadece Yy noktasinda, igerisinde [y] X [z]

bulunduran yap1 sadece X noktasinda, To yar1 diizgiin limit yakisak yapadir.

Ornek 5.2.4 SULIim yari diizgiin limit yakinsak uzaylarin dolu alt Kategorisi

ToSULim kategorisi alt uzaylar ve ¢arpimlar altinda kapali bir kategoridir.

Ornek 5.2.5 R reel sayilar ciimlesi olmak iizere, § = F(R X R) ciimlesi herhangi bir

p € R noktasinda To yar1 diizgiin limit yakinsak yap1 degildir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda yar1 diizglin limit yakinsak uzaylar (ve diizgiin siirekli

fonksiyonlar) kategorisi olan SULIm incelenmistir ve asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

1. SULim kategorisi Set tizerinde topolojik bir kategori oldugu gosterilmistir.

2. SULim kategorisindeki diskre ve indiskre objeler 6rneklendirildikten sonra
genel olarak karakterize edilmistir.

3. SULim kategorisinde ilk ve son (final) objeler belirlenmistir.

4. SULIm kategorisinin baslangi¢ ve bitis kaldirmalari karakterize edilmistir.

5. SULim kategorisinin kartezyen kapali bir kategori oldugu belirtilmistir.

6. SULim kategorisinde verilen bir p noktasinda To yari diizgiin limit yakinsak
uzaylar karakterize edildi. Verilen teoremin uygulamasi olarak sayisal drnekler
verildi.

7. To yan diizgiin limit yakinsak uzaylar (ve diizgiin siirekli fonksiyonlarin)

kategorisi olan ToSULim kategorisi elde edildi. Ve bu kategorinin SULim

kategorisinin dolu alt kategorisi oldugu gosterildi.

Ilerleyen zamanlarda SULim kategorisi ile alakali olan calismalarda asagidaki

oneriler dikkate alinacaktir.

1.
2.

SUL.im kategorisinde p noktasinda T, objeler nasil karakterize edilebilir?
SULiIm kategorisinde noktadan bagimsiz olarak To ve T," objeler nasil
karakterize edilebilir?

SULIm kategorisinde gerek noktada gerekse noktadan bagimsiz olarak
Tanim 5.1.5 kullanarak Ty, T," preT,, preT,’, T;, T, objeler nasil karakterize
edilebilir?

Kompakt ve baglantili yar1 diizglin limit yakinsak uzaylar karakterize edilebilir
mi?

ToSULIm kategorisi alt uzaylar ve ¢arpimlar altinda kapali bir kategori oldugu

gosterilebilir mi?
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