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ÖZET 

 

SULim, yarı düzgün limit yakınsak uzayların (ve düzgün sürekli fonksiyonlar) 

kategorisi kuvvetli evrensel topolojik kategoridir yani kartezyen kapalı ve kalıtsaldır. 

Ayrıca bu kategoride bölüm morfizmlerin çarpımı da bölüm morfizmidir. Bu 

çalışmanın amacı p noktasında lokal T0 yarı düzgün limit yakınsak uzayları 

karakterize etmektir. Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, yarı düzgün limit yakınsak uzayların tarihçesi üzerinde durulmuş 

olup, literatür taraması mahiyetindedir. 

İkinci bölümde, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan kategori, fanktor, doğal 

dönüşüm ve topolojik fanktor gibi bazı temel topolojik ve kategorik kavramlar 

verilmiştir.  

Üçüncü bölümde, süzgeç, düzgün uzay kavramları ile ilgili temel tanımlar, özellikler 

ve beşinci bölümde teoremlerde kullanacağımız bazı sonuçlar verilmiştir.  

Dördüncü bölümde, SULim, yarı düzgün limit yakınsak uzaylar kategorisinin 

topolojik kategori olduğu gösterilmiştir. Sonrasında SULim kategorisindeki bazı özel 

objeler ve morfizmler karakterize edilmiştir. 

Beşinci bölümde, SULim kategorisinde p noktasında yarı düzgün limit yakınsak 

uzay karakterize edilmiştir. Son olarak, 𝐓̅0SULim kategorisi oluşturulmuş ve bazı 

önemli sonuçlar verilmiştir. 

Son bölümde, sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Topolojik kategori, T0 objeler, Düzgün uzaylar, Yarı düzgün 

limit yakınsak uzaylar.   
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ABSTRACT 

 

The category SULim of semi uniform limit convergence spaces (and unifomly 

continuous maps) is a strong topological universe, i.e., a cartesian closed and 

hereditary topological category. Moreover,  in topological category SULim, products 

of quotients are quotients. The aim of this paper is to characterize local T0 semi 

uniform limit convergence spaces at a point p. This thesis is divided into six 

chapters. A brief description of the contents of each follows: 

In the first chapter, the history of semi uniform limit convergence spaces is 

emphasized and it is a literature review. 

In the second chapter, some basic definitions such as the category, functor, natural 

transformation and topological functor which will be needed later are given.  

In the third chapter, basic definitions, properties related to filter and uniform space 

concepts and some results that we will use in the fifth chapter are given. 

In the fourth chapter, the category of semi uniform limit convergence spaces SULim 

has been shown to be the topological category. Later, some special objects and 

morphisms in this category are characterized. 

In the fifth chapter, in  the category SULim, T0 semi uniform limit convergence 

space at a point p is characterized. Finally, the category 𝐓̅0SULim is created and 

some important results are given. 

In the last chapter, results and recommendations were given. 
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Vec                 Tüm Vektör Uzaylar Kategorisi          
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1. GİRİŞ 

Bu bölümde düzgün yakınsak limit uzay kavramının tarihçesi üzerinde durulacaktır.  

Metrik uzay kavramı, 1906 yılında Fréchet [1] tarafından ortaya atıldı fakat metrik 

uzaylar, noktasal yakınsaklığı fonksiyon uzaylarında tanımlamakta yetersiz kalmıştır. 

Bu yüzden noktasal yakınsaklığın tanımlanabildiği metrik uzaylardan daha geniş 

olan topolojik uzaylara ihtiyaç duyulmuştur. 1914’te Hausdorff [2] ve 1922 yılında 

Kuratowski’nin [3] çalışmalarında topolojik uzayları ilk kullanan matematikçilerdir. 

Objeleri metrik uzaylar ve morfizimleri büzülme dönüşümler olan sınıf olan tüm 

metrik uzaylar kategorisi Met de sonlu çarpımlar ve alt uzaylar mevcuttur. Objeleri 

topolojik uzaylar, morfizmleri sürekli fonksiyonlar olan Top kategorisinde sonlu 

çarpımlar, alt uzaylar, bölümler, dual çarpımlar gibi daha fazla özellik vardır. Fakat 

Top kategorisinin de eksik olduğu taraflar vardır. Örneğin Top kategorisi homotopi 

teorisinde sıkça kullanılan kartezyen kapalı (Doğal fonksiyon uzaylarının varlığı) bir 

kategori değildir, bölüm fonksiyonlarının çarpımları bölüm fonksiyonu olmayabilir 

ve Top kategorisinde bölüm dönüşümlerinin kalıtsal olması gerekmez. Bu durum 

uzayın bağlantılı olup olmaması ile yakından ilişkili bir durumdur. Topolojik 

uzaylarda, Cauchy süzgeci, tamlık, düzgün süreklilik, düzgün yakınsaklık gibi 

düzgün kavramlar da tanımlı değildir. Çünkü düzgün süreklilik ve düzgün 

yakınsaklık gibi kavramlarda uzayın farklı noktalarında komşulukların 

büyüklüklerine göre karşılaştırılabilir olması gerektiğinden, topolojik uzaylarda bu 

durum mümkün değildir. Bu durum topolojik uzayların düzgünlük anlamında 

yetersiz olduğunun bir göstergesidir. Bu sebeplerden dolayı düzgün uzay kavramına 

ihtiyaç duyulmuştur. 

Düzgün uzaylar ilk kez 1937 yılında Weil [4] tarafından bir metrik uzayın 

genellemesi olarak, düzgün kavramları tanımlayabilmek için ortaya atıldı. Verilen bir 

küme üzerindeki düzgün yapı aynı küme üzerindeki topolojik yapıyı belirler. Fakat 

farklı düzgün yapılar aynı topolojik uzayı temsil edebilir. Weil, bir X kümesi 

üzerindeki düzgün yapıyı X 2 üzerindeki bazı şartları sağlayan bir süzgeç olarak ifade 

etti. Düzgün sürekli fonksiyonlar ile verilen düzgün uzaylar kategorisi olan Unif 

normalleştirilmiş bir topolojik kategori olmasına rağmen 1978’de Husek ve Rice [5] 
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Unif in kartezyen kapalı kategori olmadığını gösterdi. Ayrıca tek nokta genişlemesi 

bu kategoride yoktur.  

1965’te Cook ve Fischer [6] düzgün uzayların bir genelleştirilmesi olarak düzgün 

yakınsak uzayları tanımladı ve objeleri düzgün yakınsak uzaylar, morfizmleri düzgün 

sürekli fonksiyonlar olan UConv nun kartezyen kapalı olduğunu 1976 yılında Lee 

[7] gösterdi. 

UConv kategorisi kalıtsal, bölüm dönüşümleri kalıtsal, (keyfi) çarpımlarının bölüm 

dönüşümü olduğu bir topolojik kategoridir.  

𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve F(X×X), X×X üzerindeki tüm süzgeçlerin sınıfı olsun. 

ℑ⊂F(X ×X) olsun.  

(i) Her x ∈X için [𝑥] × [𝑥] ∈ ℑ dır, 

(ii) α ∈ ℑ and α ⊂ β için β∈ ℑ dır, 

(iii) α ∈ ℑ ve β ∈ ℑ ise 𝛼−1∈ ℑ dır, 

(iv) α, β∈ ℑ için ve α∩β ∈ ℑ dır. 

(v) β∈ ℑ için ve α∘β ∈ ℑ dır, burada α∘β = {(𝑥, 𝑦) |(𝑥, 𝑧) ∈ 𝛽 olacak şeklide ∃𝑧 ∈ 𝑋 

vardır öyle ki (𝑧, 𝑦) ∈ α }.  

olmak üzere ℑ yukarıdaki ilk iki şartı sağlarsa (𝑋, ℑ) ya predüzgün yakınsak uzay 

denir. ℑ yukarıdaki ilk üç şartı sağlarsa (𝑋, ℑ) ya yarı düzgün yakınsak uzay denir. ℑ 

yukarıdaki ilk dört şartı sağlarsa (𝑋, ℑ) ya yarı düzgün limit yakınsak uzay denir. ℑ 

yukarıdaki şartların tamamını sağlarsa (𝑋, ℑ) ya düzgün limit uzay denir.ℑ nin 

elemanlarına ise (pre, yarı)düzgün süzgeçler denir [8], [9], [10], [11], [12]. 

(𝑋, ℑ1) ve (𝑌, ℑ2) (pre, semi) düzgün yakınsak uzaylar 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyon olsun. 

𝑓: (𝑋, ℑ1) → (𝑌, ℑ2)  düzgün süreklidir ancak ve ancak (𝑓 × 𝑓)(ℑ1)∈ℑ2 dır.   

Objeleri predüzgün yakınsak uzaylar, morfizmleri yarı düzgün yakınsak uzaylar 

arasındaki düzgün sürekli fonksiyonlar olan sınıf bir kategoridir ve PUConv şeklinde 

gösterilir. Objeleri yarı düzgün yakınsak uzaylar, morfizmleri yarı düzgün yakınsak 
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uzaylar arasındaki düzgün sürekli fonksiyonlar olan sınıf bir kategoridir ve SUConv 

şeklinde gösterilir. Objeleri yarı düzgün limit yakınsak uzaylar, morfizmleri yarı 

düzgün yakınsak uzaylar arasındaki düzgün sürekli fonksiyonlar olan sınıf bir 

kategoridir ve SULim şeklinde gösterilir. Objeleri yarı düzgün yakınsak uzaylar, 

morfizmleri yarı düzgün yakınsak uzaylar arasındaki düzgün sürekli fonksiyonlar 

olan sınıf bir kategoridir ve UConv şeklinde gösterilir. 

1992’de Behling [12] ve 1995’de Preuss [9] objeleri yarı düzgün yakınsak uzaylar ve 

morfizmleri düzgün sürekli fonksiyonlar olan SUConv kategorisini ortaya attı. Bu 

kategori simetrik limit uzayları, düzgün uzayları ve düzgün yakınsak uzayları içine 

alan kuvvetli topolojik evrensel bir kategoridir. (ℂ kategorisi kartezyen kapalı, 

kalıtsal ve bölüm morfizmlerin çarpımı bölüm morfizmidir) [10]. 

SULim kartezyen kapalı, bölüm dönüşümlerinin kalıtsal ve bölüm dönüşümlerinin 

keyfi çarpımlarının da bölüm dönüşümü olduğu bir topolojik kategoridir. SULim 

kategorisinde topolojik ve düzgün kavramlar mevcut olduğundan süreklilik, Cauchy 

sürekliliği, düzgün süreklilik, düzgün yakınsaklık, tamlık, kompaktlık, bağlantılılık 

yapıları için uygun bir kategoridir. Aşağıda verilen kategorilerden herbiri bir önceki 

kategorinin izomorfizim kapalı dolu alt kategorisidir (her biri bir önceki kategoriye 

bireflectif olarak gömülebilir) [10].  

SUConv ⊃ SULim ⊃ UConv ⊃ Unif 

Topolojik uzaylar, Kent [13], Wyler [14], Herrlich [15], Schwarz [16], Adamek [17] 

gibi pek çok matematikçi tarafından topolojik kategoriye genelleştirilmiştir. 

Topolojide Ti, i=0, 1, 2, 3, 4 ayırma aksiyomları, Urysohn Lemması Urysohn, 

Metrikleştirme Teoremi, Tietze Genişleme Teoremi gibi teoremler ana kavramlardır. 

Bu kavramları herhangi bir topolojik kategoriye genelleştirebilmek için bu 

kavramları başlangıç ve bitiş kaldırmaları, diskre ve indiskre yapılar ile tanımlamak 

gerekmektedir. Kompaktlık, bağlantılılık, kapalılık, ayırma aksiyomları gibi önemli 

topolojik kavramlar zaman içinde pekçok bilim insanı tarafınan topolojik kategoriye 

genelleştirildi. 

1990 yılında Baran başlangıç ve bitiş kaldırmaları, diskre ve indiskre objeler 

kullanarak, topolojik kategorilerde “kapalılık” ve “kuvvetli kapalılık” kavramlarını 



 

4 
 

direkt olarak tanımladı ve bu kavramların bazı iyi bilinen bazı topolojik kategorilerde 

kapanış operatörü oluşturduğunu gösterdi [18,19]. Genel topolojide sözü geçen Ti, 

i=0, 1, 2, 3, 4 ayırma aksiyomları Baran tarafından topolojik kategoriye 

genelleştirmek için çalışılmıştır [20-25]. Bu ayırma aksiyomlarından özellikle T0 

1977 yılında Harvey [26], 1990 yılında Baran [20] tez çalışmasında da sözü geçen T0 

objeyi topolojik kategoriye genişletti ve bu kavramı T̅0 şeklinde gösterdi. 1991 

yılında Weck-Schwarz [27] tarafından çalışılmıştır. Baran [20], topolojik uzaylar 

kategorisindeki alışılmış T0 aksiyomuna denk olan dört farklı kategorik tanım verdi. 

2013 yılında Baran vd., yarı düzgün yakınsak uzayların kategorisinde hem noktada 

hem de genel olarak T0 ve T1ayırma aksiyomlarını karakterize ettiler [28].    

X boştan farklı bir cümle p∈X ve 𝑋𝑉𝑝𝑋 ise X in p noktasındaki Wedge çarpımı olsun. 

Yani X  in ayrık iki kopyasının p noktasında çakışması olsun.  

(1) p de temel eksen dönüşümü, 𝐴𝑝: 𝑋𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑋2 olmak üzere 𝐴𝑝(𝑥1) =

(𝑥, 𝑝) ve 𝐴𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) şeklinde tanımlanır. 

(2) p de Skewed eksen dönüşümü, 𝑆𝑝: 𝑋𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑋2 olmak üzere 𝑆𝑝(𝑥1) =

(𝑥, 𝑥) ve 𝐴𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) şeklinde tanımlanır. 

(3) p de katlama dönüşümü ise 𝛻𝑝: 𝑋𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑋 olmak üzere 𝛻𝑝(𝑥𝑖) = 𝑥, 𝑖 =

1,2 şeklindedir. 

Baran, yukarıda verilen eksen dönüşümlerini kullanarak topolojik uzaylardaki bu 

ayırma aksiyomlarının herhangi bir topolojik kategoriye genelleştirilebileceğini 

göstermiştir[22].  

(𝑋, 𝜏)  topolojik uzay ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. Bu taktirde aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(1) Bu taktirde (X, τ )  𝑝 de T0 dır. 

(2) 𝐴𝑝: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋2, 𝜏∗) ve 𝛻𝑝 : 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋, 𝑃(𝑋)) dönüşümlerinden elde edilen 

başlangıç topolojisi diskre dir. Burada 𝜏∗ topolojisi 𝑋2 üzerindeki çarpım 

topolojisidir. 𝑃(𝑋) ise X üzerindeki diskre topolojidir [23].   

(3) (X, 𝜏) en az iki elemanlı hiçbir indiskre alt uzay ihtiva etmez [27]. 
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(4) İki elemanlı bir indiskre topolojik uzaydan (X, 𝜏) topolojik uzayına tanımlı her 

morfizm sabittir [29]. 

(5) Tanım cümlesi (X, 𝜏) olan her başlangıç kaynağı mono-kaynaktır [30]. 

(6) Tanım cümlesi (X, 𝜏) olan her başlangıç morfizmi bir monomofizmdir [31]. 

T0 objeyi ilk kez 1971 yılında Brümmer [31], 1973 yılında Marny [29], 1974 yılında 

Hoffman [30] ve 1977 yılında ise Harvey [26] topolojik kategoride tanımladılar. 

1991’de Weck-Schwarz [27] topolojik kategorilerde genelleştirilmeleri arasındaki 

ilişkiyi inceledi. 1990 yılında Baran T0 objeyi topolojik kategoriye genişletti [20]. 

Bu tez çalışmamızda, (X,) bir yarı düzgün limit yakınsak uzayların kategorisi olan 

SULim incelendi. Bitiş objesi, diskre obje, indisre obje, başlangıç kaldırması, final 

kaldırması gibi yapılar incelendi. Ayrıca ve pX olmak üzere bu topolojik kategoride 

p noktasında T0 yarı düzgün limit yakınsak obje karakterize edildi. Son olarak ise 

objeleri T0 yarı düzgün limit yakınsak uzaylar morfizmleri düzgün sürekli 

fonksiyonlar olan ve SULim kategorisinin dolu alt kategorisi olan 𝐓̅𝟎SULim 

tanımlandı. 𝐓̅𝟎SULim kategorisinin SULim kategorisinin çarpım ve alt uzaylar 

altında kapalı olduğu gösterildi.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

2.1 Kategori 

Kategori teorisi, 1945 li yıllarda, Eilenberg ve MacLane tarafından birbirinden 

oldukça farklı görünen iki alan olan topoloji ve cebir arasında bir bağlantı kurmak 

için kategori teorisini ortaya attılar [32]. Onlar kendi ifadelerine göre, bu kuramı 

geliştirirken doğal dönüşümleri anlama çabasındaydılar. Bunu yapabilmek için 

fanktorları tanımlamak, fanktorları tanımlamak için ise kategoriler tanımlamak 

gerekiyordu. “General Theory of Natural Equivalences” isimli kitaplarında kategori 

kavramının tanımını verdiler. Kategori kullanarak, cebirsel topolojinin kavramsal 

gelişiminin kaçınılmaz olduğu fanktor, doğal dönüşüm gibi temel kavramları da 

tanımladılar.  

Çağdaş matematik ve teorik bilgisayar bilimlerinde merkezi bir konuma sahip olan 

kategori teorisi, küme teorisine bir alternatif ortaya çıkmıştır. Kategori teorisi kabaca, 

yapıların ve yapı sistemlerinin genel bir matematik teorisidir. Kategori teorisi, hala 

gelişmekte olduğundan, ilgi alanları da buna bağlı olarak genişlemekte ve 

çoğalmaktadır. Kategori teorisi belirli bir yapı ailesinin evrensel bileşenlerini ve 

farklı türdeki yapıların birbiriyle nasıl ilişkili olduğunu görmemizi sağlayan güçlü bir 

dil ya da kavramsal bir çerçevedir. Teorik bilgisayar biliminde (programlama dili, 

programlama mantığı, tip sistemleri, biçimsel anlambilim vb.) önemli bir araç haline 

gelen cebirsel yapı çalışmalarına matematiksel bir yaklaşım olan kategori teorisi hem 

felsefi çalışmaların ilginç bir objesi hem de uzay, sistem ve hatta gerçek gibi 

kavramlardaki felsefi bakış için potansiyel bir araçtır. Bu nedenle, kategori teorisi, 

filozoflar ve mantıkçılar için önem arz etmektedir.  

Tanım 2.1.1 Nesneler (objeler) ile bu nesneler arasındaki tüm dönüşümlerin 

(morfizimler) sınıfı ve iki dönüşüm için bileşke işleminin tanımlı olduğu ve ayrıca 

bileşke işleminin aşağıdaki şartları sağlandığı bir yapıya kategori denir. 

(i) Her bir obje için 1𝐴 : 𝐴 ⟶ 𝐴 birim morfizm mevcut öyle ki her 𝑓: 𝐴 →

𝐵 morfizmi için    
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𝑓 ∘ 1𝐴 = 1𝐵 ∘ 𝑓 = 𝑓    

dir, 

(ii) Bileşke işlemi birleşme özelliğine sahiptir. Yani 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵, 𝑔: 𝐵 ⟶ 𝐶 ve ℎ: 𝐶 ⟶

𝐷 iken         

(ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 = ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)   

dir. 

Bir 𝐾 kategorisinde objelerin sınıfı kısaca 𝑂𝑏(ℂ),  her bir 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(ℂ)  obje çifti 

için A dan B ye tüm morfizmlerin sınıfı 𝑀𝑜𝑟(ℂ) = ℂ(𝐴, 𝐵) = 𝐻𝑜𝑚ℂ(𝐴, 𝐵) =

{ 𝑓 BAf : morfizm }  şeklinde ve verilen iki morfizmin bileşkesi de            

𝑜: ℂ(𝐴, 𝐵) × ℂ(𝐵, 𝐶) → ℂ(𝐴, 𝐶) 

(f, g)↦ 𝑔 ∘ 𝑓 

şeklinde gösterilebilir. 

Örnek 2.1.1 (1) Objeleri kümeler, morfizmleri kümeler arasındaki fonksiyonlar ve 

bileşke ise fonksiyonların bileşkesi olan yapı bir kategoridir. Bu kategoriye tüm 

kümelerin kategorisi denir ve Set ile gösterilir.  

(2) Objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri sürekli fonksiyonlar ve bileşke ise sürekli 

fonksiyonların bileşkesi olan yapı bir kategoridir. Bu kategoriye tüm topolojik 

uzayların kategorisi denir ve Top ile gösterilir.   

(3) Objeleri metrik uzaylar, dönüşümleri metrik uzaylar arasındaki büzülme 

fonksiyonları ve bileşke ise fonksiyonların bileşkesi olan yapı bir kategoridir. Bu 

kategoriye tüm metrik uzayların kategorisi denir Met ile gösterilir. Burada                  

f : (X, d) → (Y, e) fonksiyonu verilsin. Eğer her x, y∈ 𝑋 için d(f(x), f(y)) ≤e(x; y) ise f 

ye büzülme fonksiyonu denir. 
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(4) Objeleri gruplar, dönüşümleri grup homomorfizmleri ve bileşke ise grup 

homomorfizmlerin bileşkesi olan yapı bir kategoridir. Bu kategoriye tüm grupların 

kategorisi denir ve Grp ile gösterilir.  

(5) Objeleri halkalar, dönüşümleri ise halka homomorfizmleri olan ve bileşkesi halka 

homomorfizmlerin bileşkesi olan yapı bir kategoridir. Bu kategoriye tüm halkaların 

kategorisi denir ve Ring ile gösterilir.  

(6) Objeleri (X, R), (Y, S) bağıntı uzayları, morfizmleri f : (X, R) ⟶(Y, S) bağıntı 

koruyan dönüşümleri ( f : X ⟶Y bağıntı koruyan dönüşümdür ancak ve ancak 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋 olmak üzere 𝑥𝑅𝑦 olduğunda 𝑓(𝑥)𝑆𝑓(𝑦) dir.) olan yapı bir kategoridir. Bu 

kategoriye tüm bağıntı uzayların kategorisi denir ve Rel ile gösterilir.  

(7) Verilen bir ℂ kategorisinin tüm morfizmleri birim morfizm ise, ℂ kategorisine 

diskre kategori adı verilir.  

Tanım 2.1.2 ℂ bir kategori ve I∈Ob (ℂ) olsun. Eğer her A∈Ob (ℂ) için                                    

  𝐻𝑜𝑚ℂ(I, Y)= { 𝑓| 𝑓: 𝐼 ⟶ 𝑌 morfizm } tek elemanlı ise I ye ℂ nin ilk (başlangıç) 

objesi denir. Eğer her T∈Ob (ℂ) için Homℂ(X, T)= { 𝑓| 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑇 morfizm } tek 

elemanlı ise T ye ℂ nin son (bitiş=terminal) objesi denir.  

Set kategorisinde I=  ilk obje ve T= { 𝑥 }  tek elemanlı cümlesi son objedir. Yine 

benzer düşünce ile Top kategorisinde I=(∅, ={∅}) ilk obje ve T=({𝑥}, 𝜏 =

{∅, {𝑥}}) nin son obje olduğu görülebilir.  

Tanım 2.1.3 ℂ bir kategori Z∈Ob ( ℂ) olsun. Herhangi bir X∈Ob ( ℂ) için en fazla bir 

X⟶Z morfizmi tanımlanıyorsa Z ye ℂ kategorisinin alt son objesi (subterminal) 

denir. Başka bir değişle her X∈Ob ( ℂ) için en az bir X⟶Z morfizmi varsa Z ye zayıf 

terminal obje (weak terminal) denir. Bir obje terminaldir ancak ve ancak hem 

subterminal hem de weak terminal objedir [17]. 

Tanım 2.1.4 ℂ bir kategori olsun. Verilen bir 𝔻 kategorisi için, eğer 𝔻 nin obje ve 

morfizmleri ℂ nin bazı obje ve morfizmlerinden oluşuyorsa ve ℂ da ki işlem 𝔻 ye 

kısıtlandığında yani   𝐻𝑜𝑚𝔻 (A, B) ⊂ 𝐻𝑜𝑚ℂ(A, B) olduğunda kategori için gerekli 

şartlar sağlanıyorsa 𝔻 ye ℂ nin bir alt kategorisi denir [17]. Eğer objelerde kısıtlama 
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olup ta, morfizmlerinde kısıtlama olmuyorsa 𝔻 ye ℂ nin dolgun (full=dolu) alt 

kategorisi denir. Yani 𝐻𝑜𝑚𝔻 (A, B) = 𝐻𝑜𝑚ℂ(A, B) dir. 

Örnek 2.1.2  (1) Her kategori, kendisinin bir full alt kategorisidir. 

(2) FiniteSets, objeleri sonlu kümeler olan kategorisi, Set nin dolu alt kategorisidir.  

(3) Objeleri kümeler, morfizmleri birebir fonksiyonlar ve bileşke ise bilinen 

fonksiyonlar arasındaki işlem olan yapı bir kategoridir ve Set nin bir alt kategorisidir 

fakat full alt kategorisi değildir.  

(4) Grp kategorisi Mon, objeleri monoidler olan kategorinin full alt kategorisidir. 

(5) Mon kategorisi SGrp, objeleri yarı gruplar olan kategorinin alt kategorisidir. 

Fakat full alt kategorisi değildir.  

(6) TiTop (i=0,1,2,3,4) Ti-topolojik uzaylar kategorisi Top nin full alt kategorisidir. 

(7) Grp, Top kategorileri Set kategorisinin alt kategorileri değildir. 

2.2 Fanktor  

Fanktor, bir kategorinin her objesini başka bir kategorinin bir objesiyle ve bir 

kategorideki morfizmini diğer bir kategorinin morfizmine 

ilişkilendiren fonksiyonların genelleştirilmiş halidir. Fanktor kavramı, kısaca 

kategoriler arasındaki dönüşümler olarak tanımlanabilir. Fanktorlar ilk önceleri 

cebirsel objelerin (temel grup gibi) topolojik uzaylar ile ilişkili olduğu cebirsel 

topolojide ele alındı ve bu cebirsel objeler arasındaki morfizmler, uzaylar arasındaki 

sürekli morfizimler ile ilişkilendirildi. Bu yüzden, fanktorlar kategori teorisinin 

bulunduğu bilgisayar mühendisliği, fizik, malzeme mühendisliği, jeoloji, klimatoloji 

vb. matematik alanlarında önemlidir.  

Tanım 2.2.1 ℂ ve 𝔻 iki kategori olmak üzere 𝐹: ℂ ⟶ 𝔻 dönüşümü verilsin. ℂ nin 

her A objesi için 𝐹(𝐴), 𝑌  de bir obje ve ℂ deki her 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵  morfizmi için 

𝐹(𝑓): 𝐹(𝐴) ⟶ 𝐹(𝐵), 𝔻 de bir morfizm olup aşağıdaki şartları sağlayan F ye bir 

fanktor denir [17].                            

https://tr.wikipedia.org/wiki/Fonksiyon
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(i) Her 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) için 

𝐹(1𝐴) = 1𝐹(𝐴) 

dır, 

 (ii) 𝑔 ∘ 𝑓 tanımlı olacak şekildeki  𝑓, 𝑔 ∈ Mor(ℂ) için 

𝐹(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(𝑓) 

dır. 

Örnek 2.2.1 U:Top⟶Set, 𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝑋 dönüşümü bir fanktordur. Bu şekilde (obje 

üzerindeki yapı ihmal edilerek) tanımlanan fanktorlara unutkan fanktor denir. Benzer 

şekilde U:Grp ⟶ Set, 𝑈(𝐺,∗) = 𝐺 dönüşümü de unutkan fanktordur. 

Örnek 2.2.2 U:Set ⟶Top, 𝑈(𝑋) = (𝑋, 𝑃(𝑋)) dönüşümü bir fanktordur. Bu 

fanktora diskre fanktor denir. 𝑈(𝑋) = (𝑋, {∅, 𝑋}) şeklinde tanımlanmış olsaydı U bir 

fanktor olurdu. Bu fanktora ise indiskre fanktor denir.  

Örnek 2.2.3 ℂ  bir kategori olmak üzere her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(ℂ)  her 𝑓 ∈ ℂ(𝐴, 𝐵) için 

1ℂ(𝐴) = 𝐴 ve 1ℂ(𝑓) = 𝑓 şeklinde tanımlı 1ℂ:ℂ ⟶ ℂ fantoruna birim fanktor denir. 

Tanım 2.2.2  𝐹: ℂ ⟶ 𝔻 fanktoru verilsin. 

(1) Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) için ve her 𝑓: 𝐹(𝐴) ⟶ 𝐹(𝐵) dönüşümü için en az bir g ∈

 ℂ(𝐴, 𝐵)    dönüşümü var öyle ki 𝐹(𝑔) = 𝑓 ise F ye dolgun (full) fanktor denir [17]. 

(2) Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) için ve her 𝑓, 𝑔 ∈ ℂ(𝐴, 𝐵) dönüşümleri için 𝐹(𝑓) = 𝐹(𝑔) iken 

f=g ise F düzenli (faihtful) fanktor denir [17].   

(3) Her 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(ℂ)  için her 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐴 dönüşümü izomorfizm ve 𝐹(𝑓) = 1𝑈(𝐴) iken 

f =1𝐴  ise F ye amnestik fanktor denir [17]. 

(4) F düzenli ve amnestik ise F ye belirli (concrete) fanktor denir [17]. 

(5) Eğer 𝐺 ∘ 𝐹=1ℂ ve 𝑈 ∘ 𝐺=1𝔻 olacak şekilde bir 𝐺: 𝔻 ⟶ ℂ fanktoru varsa F bir 

izomorfizmdir [17]. 
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Tanım 2.2.3 𝐹, 𝐺 ∶ ℂ ⟶ 𝔻  iki fanktor olsun. Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) ve her 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 

dönüşümü için  𝛼𝐴: 𝐹(𝐴) ⟶ 𝐺(𝐴)  𝔻 de bir dönüşüm ve  𝐺(𝑓)  ∘  𝛼𝐴  = 𝛼𝐵 ∘  𝐹(𝑓)  

ise 𝛼: 𝐹 → 𝐺 ye bir doğal dönüşüm denir [17]. Fanktor kavramını, kategoriler 

arasındaki dönüşümler olarak düşünebildiği gibi doğal dönüşüm kavramı da 

fanktorlar arasındaki dönüşümler olarak düşünülebilir.   

        ℂ    𝔻   

         A                                      AF   
                                       A   AG  

   f                       fF                                 fG  

     B                           BF   
                                       B

  BG  

Tanım 2.2.4 ℂ, 𝔻 kategorileri için 𝑅: ℂ → 𝔻 ve 𝐿 ∶  𝔻 → ℂ fanktorları verilsin. 

Aşağıdaki şartlar sağlayan L ye R nin sol adjointi veya R ye L nin sağ adjointi denir 

[17].   

(i) ƞ ∶ 𝐼 → 𝑅 ∘ 𝐿 ve  𝜀 ∶ 𝐿 ∘ 𝑅 → 𝐼   doğal dönüşüm, 

(ii) LLRLL LLn    için (𝜀𝐿) ∘ (𝐿ƞ) = 𝐼  dır, 

(iii) RRLRR RnR     için  (𝑅𝜀) ∘ (ƞ𝑅) = 𝐼 eşitlikleri sağlanmalıdır. 

Örnek 2.2.5 U:Top⟶Set unutkan, D:Set⟶Top diskre fanktorlar olsun. Top

𝑈
→

 
𝐷
← 

Set 

şeklinde tanımlanan fanktorlar için U fanktoru D nin sağ adjointidir. 

2.3 Topolojik Fanktor  

Topolojik problemler çözmek için sadece topolojik uzaylar değil, aynı zamanda 

düzgün uzaylar, süzgeç uzaylar, yakınsak uzaylar, vb. kullanılır. Bu uzayların 

belirttiği kategorilerdeki yapılar büyük bir benzerlik göstermektedir. Yapı, objeleri 

küme tabanlı olan kategoriler anlamına gelmektedir. Örneğin düzgün uzaylar, 

düzgün yakınsak uzaylar, süzgeç uzaylar, yakınsak uzaylar, aile uzayları, Cauchy 
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uzayları, çiftler uzayları, vb., uzayların hepsinin objeleri küme tabanlıdır. Bir 

topolojik yapı başlangıç kaldırmalara sahip, verilen X kümesi üzerindeki yapılar bir 

cümle ve tek elemanlı bir cümle üzerindeki yapı tek ise bu kategoriye topolojiktir 

denir. Bir topolojik kategoride alt uzaylar, bölüm uzayları, çarpım uzayları, toplam 

uzayları oluşturulabilir.    

Tanım 2.3.1 ℂ ve 𝔻 herhangi iki kategori, 𝑈: ℂ ⟶ 𝔻 bir fanktor olmak üzere 

aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝑈 ya topolojik fanktor veya U ya topolojik kategori denir 

[17].                                                                

(i)  U belirlidir, 

(ii) U küçük demetlere sahiptir. Yani her 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝔻) için 𝑈−1(𝐴)={ 𝑋 ∈

𝑂𝑏(ℂ)|𝑈(𝑋) = 𝐴 }  bir cümle olmalıdır. Burada  𝑈−1(𝐴) ifadesi A üzerindeki demet 

olarak adlandırılır.                                 

(iii) Her 𝑈 kaynağı bir başlangıç kaldırmasına sahiptir. Yani 𝔻 deki her 𝑓𝑖: 𝑈(𝑋) =

𝐴 ⟶ 𝑈(𝑋𝑖)  𝑖 ∈ 𝐼 ailesi için (𝑓𝑖̅) = 𝑓𝑖 olacak şekilde ℂ de bir 𝑓𝑖 : 𝑋 ⟶ 𝑋𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 

ailesi vardır ve 𝑈(ℎ̅𝑖: 𝑌 ⟶ 𝑋𝑖) =𝑓𝑖 ∘ 𝑘: 𝑈(𝑌) ⟶ 𝑈(𝑋) = 𝐴 → 𝑈(𝑋𝑖) iken 

𝑘: 𝑈(𝑌) ⟶ 𝑈(𝑋) dönüşümüne karşılık ∃ 𝑘̅ ∶ 𝑌 → 𝑋 dönüşümü mevcuttur ve 

𝑈(𝑘̅) = 𝑘, 𝑓𝑖̅ ∘ 𝑘̅ = 𝑔̅𝑖 

Burada kaynak ifadesi şu şeklide belirtilmektedir. ℂ bir kategori ve  𝐵, 𝐵𝑖 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) 

𝑖∈ 𝐼  olmak üzere 𝑓𝑖 : 𝐵 ⟶ 𝐵𝑖, 𝑖 ∈ I ailesine kaynak denir. 

              ℂ                                           ⟶                                               𝔻    

             i

f
XX i                                                                   XU =  ii

f
XUBB i   

             𝑘̅               𝑔̅𝑖                                                                                   k                 ii ggU   

                  Y                                                                                                      U(Y ) 

Tanım 2.3.2 𝑈: ℂ ⟶ 𝔻 topolojik fanktor olsun. Eğer 𝔻 nin her X sabit nesnesi için 

𝑈−1(B)tek bir yapıya sahipse U ya normalleştirilmiş topolojik fanktor denir. Burada 

sözü geçen sabit obje demek subterminal obje demektir [17].   
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Teorem 2.3.1 𝑈: ℂ ⟶ 𝔻 fanktoru belirli ve küçük demetlere sahip, 𝔻 ise keyfi 

çarpımlara sahip kategori olsun. ℂ kategorisi 𝔻 kategorisi üzerinde bir topolojik 

kategoridir ancak ve ancak ℂ kategorisinde indiskre obje, keyfi çarpımlar ve alt 

uzaylara sahiptir [17], [26].   

Teorem 2.3.2 𝑓𝑖 : (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑋𝑖, 𝜏𝑖) sürekli fonksiyonlar ailesi olsun. 𝜏  = 𝜏∗ olması 

için ancak ve ancak (𝑌, 𝜎)  topolojik uzayı ve her  𝑔𝑖 ∶ (𝑌, 𝜎) ⟶ (𝑋𝑖, 𝜏𝑖) sürekli 

fonksiyonları için eğer  𝑔𝑖= 𝑓𝑖 ∘ ℎ  olacak şekilde  ∃ ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑋    fonksiyonu varsa h 

süreklidir. 

Burada 𝜏∗ topolojisi  𝑓𝑖  ler tarafından doğrulan topoloji 𝒮 = ⋃ {𝑖∈ 𝐼 𝑓𝑖
−1(𝑈) ∶ 𝑈 ∈ 𝜏𝑖} 

alt bazı tarafından doğrulan(induced) topolojidir. Ayrıca bu topoloji 

𝑓𝑖  fonksiyonlarını sürekli kılan en küçük topolojidir. 

Örnek 2.3.1 U:Top⟶Set, 𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝑋  topolojik fanktordur. 

(i) U unutkan fanktor yani 𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝑋 ve 𝑓 ∶ (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, σ) için 𝑈(𝑓) = 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶

𝑌  şeklinde tanımlansın. 𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, σ) sürekli dönüşümleri için kabul edelim 

ki 𝑈(𝑓) = 𝑈(𝑔)  olsun.  Buradan 𝑓 = 𝑔 olur. Yani U düzenlidir. Diğer taraftan 

𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑋, 𝜑)  sürekli  𝑈(𝑓) = 1𝑋 ve f homeomorfizm olsun. Bu durumda 𝑓 =

1(𝑋,𝜏) yani 𝜏 = 𝜑  olduğunu gösterelim. 𝑓  ve 𝑓−1 sürekli ve 𝑈(𝑓) = 𝑓 = 𝐼  

olduğundan 𝑓−1(𝜑) ⊂ 𝜏 olduğundan 𝜑 ⊂ 𝜏  dır.  𝑓−1 (𝜏)   ⊂ 𝜑 olduğundan 𝜏 ⊂

𝜑 olup 𝜏 = 𝜑 dir. Yani 𝑈 amnestik. Dolayısıyla U hem düzenli hem de amnestik 

olduğundan belirlidir.                 

(ii) 𝑈−1(𝑋) = { (𝑋, 𝜏)|𝑈(𝑋, 𝜏) = 𝐴 } ve  𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑋, 𝜏1) sürekli ve 𝑈(𝑓) =

1𝑋 : 𝑋 ⟶  𝑋  } olmak üzere cümle olduğunu gösterelim. Φ ={ 𝜏| 𝜏, 𝐴   üzerinde bir 

topoloji } olsun. 𝜃: 𝑈−1(𝑋) ⟶ Φ ve 𝜃(𝑋, 𝜏) = 𝜏  olarak alınırsa  𝜃 nin birebir ve 

örten olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝑈−1(𝑋) ile Φ denktir. Φ bir cümle olduğundan 

𝑈−1(𝑋) de bir cümledir. O halde U küçük demetlere sahiptir.    

(iii) { 𝑓𝑖 : 𝑋 →  𝑈(𝑋𝑖 , 𝜏𝑖)  =  𝑋𝑖 , 𝑖 ∈  𝐼 } Set de bir 𝑈 kaynağı ve  𝜏∗  üretilen topoloji 

olmak üzere 𝑓𝑖 : (𝐴, 𝜏∗) ⟶ (𝐴𝑖 , 𝜏𝑖)    verilen kaynağın başlangıç kaldırmasıdır. 
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Yukarıdaki örnekte geçen Top yerine Unif, Rel, Fil kategorileri alındığında da bu 

kategorilerin topolojik kategori olduğunu görebilir.  

Örnek 2.3.2 U:Grp⟶Set, 𝑈(𝐺,∗) = 𝐺 şeklinde tanımlanan fanktor da Grp 

kategorisinde verilen b, grubun alt kümesi grup olmadığından U topolojik fanktor 

değildir. Benzer şekilde Grp yerine Met metrik uzaylar kategorisi, Haus tüm 

Hausdorff uzaylar kategorisi, Vec tüm reel vektör uzaylar kategorisi, Poset ön 

sıralama bağıntı uzayları kategorisi alındığında da U nun topolojik fanktor olmadığı 

görülebilir.  

Örnek 2.3.3 TopGrp sürekli homomorfizmler ile verilen tüm topolojik grupların 

kategorisi için U:TopGrp⟶Grp topolojik kategoridir fakat U:TopGrp⟶Top veya 

U:TopGrp⟶Set topolojik kategori değildir.  

Örnek 2.3.4 U:Top⟶Set unutkan, D:Set⟶Top diskre fanktorlar olsun. 𝛼: 𝐼 ⟶ 𝑈𝐷 

ve 𝛽: 𝐷𝑈 ⟶ 𝐼 olmak üzere ise 𝛼: 𝑈 ⟶ 𝐷 doğal dönüşümdür. Burada I birim 

fanktordur, yani I(A)=A dır. 

Tanım 2.3.3 ℂ, 𝔻 kategorileri için 𝑈: ℂ ⟶ 𝔻  topolojik fanktoru  𝐷: 𝔻 ⟶ ℂ sol 

adjointine sahipse bu sol adjointe diskre fanktor,  𝐷∗: 𝔻 ⟶ ℂ sağ adjointe sahipse bu 

sağ adjointe indiskre fanktor denir. Yani 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) için  𝑋 = 𝐷(𝑈(𝑋)) objesine ℂ 

de diskre obje ve 𝑌 = 𝐷∗(𝑈(𝑌)) objesine ise ℂ indiskre obje denir [17]. 

Teorem 2.3.3 ℂ, 𝔻 kategorileri için 𝑈: ℂ ⟶ 𝔻 topolojik fanktoru olsun.  

𝑋 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) diskredir ancak ve ancak ℂ nin her Y objesi için 𝑈(𝑋) ⟶ 𝑈(𝑌) 

dönüşümü 𝑋 ⟶ 𝑌  kaldırılabilirdir. 

𝑋 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) indiskredir ancak ve ancak ℂ nin her Y objesi için 𝑈(𝑌) ⟶ 𝑈(𝑋) 

dönüşümü 𝑌 ⟶ 𝑋  kaldırılabilirdir [17]. 

Örnek 2.3.5 Top kategorisinde diskre obje diskre topolojik uzaya karşılık gelir. Grp 

kategorisinde diskre obje yoktur. Fam aile uzayları kategorisinde boş aile diskre 

yapıdır. Rel tüm bağıntı uzaylarının kategorisinde boş bağıntı diskre yapıdır. 
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Örnek 2.3.6 Top kategorisinde indiskre obje indiskre topolojik uzaya karşılık gelir. 

Grp kategorisinde tek elemanlı cümle üzerindeki aşikar gruplar  indiskre objedir. 

Fam aile uzayları kategorisinde F=P(X) indiskre yapıdır. Rel tüm bağıntı uzaylarının 

kategorisinde R=X×X bağıntısı diskre yapıdır. 

Örnek 2.3.7 U:TopGrp⟶Grp topolojik fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre 

objesi discre topoloji ile verilen topolojik gruplardır. Fakat U:TopGrp⟶Top 

fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre objesi yoktur. 

Örnek 2.3.8 U:TopGrp⟶Grp topolojik fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre 

objesi discre topoloji ile verilen topolojik gruplardır. Fakat U:TopGrp⟶Top 

fonktorunda TopGrp kategorisinin diskre objesi yoktur. 

2.4 Kartezyen Kapalı Kategoriler 

Tanım 2.4.1 Aşağıdaki şartları sağlayan ℂ kategorisine kartezyen kapalı kategori adı 

verilir [10]. 

(i) ℂ sonlu çarpımlara sahip olmalıdır veya buna denk olarak ℂ bitiş objeye sahip ve 

her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) için  𝑋 × 𝑌 tanımlı olmalıdır. 

(ii) 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) için 𝜀𝑌,𝑍: 𝑍𝑌 × 𝑌 ⟶ 𝑍 morfizmi vardır öyle ki her 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(ℂ) 

objesi ve 𝑓: 𝑋 × 𝑌 ⟶ 𝑍 morfizmi için (𝑓̅ × 𝑖𝑑𝑌) ∘ 𝜀𝑌,𝑍 = 𝑓 olacak şekilde tek bir 

𝑓:̅ 𝑋 ⟶ 𝑍𝑌 morfizmi vardır.   

                             ℂ                                                             ℂ 

                                𝑍𝑌                                 𝑍𝑌 × 𝑌                  𝜀𝑌,𝑍                         Z 

              ∃! 𝑓 ̅                   𝑓̅ × 𝑖𝑑𝑌                      f 

                   X                       𝑋 × 𝑌  

Örnek 2.4.1 Top, Unif kategorisi kartezyen kapalı değildir fakat PUConv, SUConv, 

SULim, UConv kategorileri kartezyen kapalıdır [5], [7], [9], [12], [18], [40], [41]. 
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3. DÜZGÜN UZAYLAR 

3.1 Süzgeçler 

Dizilerin (sequences), ağların (nets) ve süzgeçlerin (filters) yakınsamasından 

hareketle bir topoloji belirlenebilir. 1914 yılında Hausdorff [2], birinci sayılabilir bir 

X uzayında, 𝐴 ⊂ 𝑋 olmak üzere A da alınan bir dizinin yakınsadığı noktanın yine A 

kümesinde olmasının A kümesinin kapalı bir küme olmasını gerektirdiğini ispatladı. 

1948 yılında Choquet [33], bir X topolojik uzayın 𝐴 ⊂ 𝑋 olmak üzere A da alınan 

yakınsak bir süzgecin yakınsadığı noktanın yine A kümesinde olmasının A kümesinin 

kapalı bir küme olmasını gerektirdiğini ispatladı. Benzer şekilde ağlar ile kapalı 

küme arasındaki bağıntı ise 1958 yılında Mrowka [34] tarafından verildi. 

Ağlar, 1922 yılında Moore ve Smith tarafından tanımlandı [35]. Topolojik uzayların 

bir genellemesi olan süzgeç uzaylar ilk kez 1937 yılında Fransız matematikçi Cartan 

tarafından tanımlandı [36]. 1940 yılında Bourbaki, süzgeç kavramını çalışmalarında 

kullanmıştır [37]. 1948 yılında G. Birkhoff tarafından bir latisteki yakınsaklığı 

tanımlamak için ağları kullandı [38]. 1954 yılında Kowalsky [39] tarafından bir 

süzgecin yakınsaklığı tanımı verilmiştir.  

Süzgeç uzaylar, bilgisayar ve mühendislikte uygulama alanları olan fuzzy uzaylar 

konusunun gelişiminde önemli bir role sahip olmasının yanında fonksiyonel 

analizde, topolojik olmayan yakınsaklık kavramlarının tanımlanmasında kullanılan 

önemli bir araçtır. Süzgeçler süreklilik, başlangıç-final yapıları, kompaktlık vb. gibi 

önemli kavramları karakterize etmek için genel topolojide kullanılır. 

Çalışmanın bu bölümünde, süzgeç, ultra süzgeç, süzgeç (alt)bazı, yakınsak süzgeç, 

komşuluklar süzgeci, bir süzgecin yakınsaklığı gibi kavramları tanımlanmıştır. Bu 

kavramlar ile ilgili teorem ve önermeler ifade ve ispat edilmiştir. 

Tanım 3.1.1 𝑋 ≠ ∅  bir cümle ve ∅ ≠ 𝐹 ⊂ P(𝑋) olsun. Aşağıdaki şartlar sağlayan F 

sınıfına X üzerinde bir süzgeç ve (𝑋, 𝐹) ikilisine ise bir süzgeç uzay denir [10], [16].   

(i) ∅ ∉ 𝐹 dir, 

(ii) Her 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐹 için 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝐹 dir, 
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(iii) 𝑈 ∈ 𝐹 ve 𝑈 ⊂ 𝑉 ise 𝑉 ∈ 𝐹 dir. 

Örnek 3.1.1 𝑋 ≠ ∅  bir cümle ve x∈X olmak üzere, [𝑥] = { 𝐴 ⊂ 𝑋 |𝑥 ∈ 𝐴 } olsun. 

[𝑥] ailesi X üzerinde bir süzgeçtir. Bu süzgece x noktasındaki ayrık (diskre) süzgeç 

denir [10]. 𝐹 = {𝑋} ise F, X üzerinde bir süzgeç olup bu süzgece ayrık olmayan 

(indiskre) süzgeç denir [10].  

Örnek 3.1.2 𝑋 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} cümlesi verilsin. Bu durumda X üzerindeki bazı süzgeçler;   

𝐹1 = {𝑋},   𝐹2 = {{𝑥, 𝑦}, 𝑋},   𝐹3 = {{𝑥, 𝑧}, 𝑋},   

𝐹4 = {{𝑦, 𝑧}, 𝑋}, 𝐹5 = {{𝑥, 𝑦}, {𝑦, 𝑧}, {𝑦}, 𝑋},   𝐹6 = {{𝑥, 𝑧}, {𝑥, 𝑦}, {𝑥}, 𝑋}, 

𝐹7 = {{𝑥, 𝑧}, {𝑧, 𝑦}, {𝑧}, 𝑋},  𝐹8= { {x}, {x, y}, {x, z}, X }=[x],    

𝐹9= { {y}, {x, y}, {y, z}, X }=[y],  𝐹10= { {z}, {x, z}, {y, z}, X }=[z]                   

şeklindedir. Fakat X üzerindeki süzgeç olmayan yapılarda vardır bunlardan bazıları 

ise; 

𝐹11= { {x}, {x, y}, {y, z}, X }   

𝐹12= { {x}, {z}, {x, z}, {y, z} } 

Örnek 3.1.3 𝑋 ≠ ∅ bir cümle X üzerindeki tüm süzgeçlerin bir sınıfı 𝐹(𝑋) ve de                 

𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝐹(𝑋) için 𝐹1 ile 𝐹2 süzgeçlerinin kesişimi 𝐹1 ∩ 𝐹2 = { 𝑈 | 𝑈 ∈ 𝐹1ve 𝑈 ∈ 𝐹2 } 

ve birleşimi 𝐹1 ∪ 𝐹2 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 ∣∣ ∃𝑉 ∈ 𝐹1 ve ∃𝑊 ∈ 𝐹2 vardır öyle ki 𝑉 ∩ W ⊂ 𝑈 } 

şeklinde tanımlanan sınıflar birer süzgeçtir. Burada süzgeçlerin bileşke işleminin 

cümlelerin bileşke işleminden farklı olduğu unutulmamalıdır. Çünkü normal bileşke 

işlemi alınsa idi iki süzgecin bileşkesi süzgeç olmayabilirdi. Örneğin, 𝐹1 =

{{𝑎}, 𝑋}ve  𝐹2 = {{𝑏}, 𝑋} , X üzerinde iki süzgeç olmak üzere  𝐹1 ∪ 𝐹2 = {{𝑎}, {𝑏}, 𝑋}  

olup bir süzgeç değildir. 

Örnek 3.1.4 X sonsuz bir cümle ve 𝛼 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 | 𝑈𝑐 𝑠onlu } olmak üzere, 𝛼 sınıfı X 

üzerinde bir süzgeç olup bu süzgece sonlu tümleyenler süzgeci (cofinite) denir.  

Ayrıca X=ℕ doğal sayılar cümlesi alınırsa  𝛼 süzgecine Frechet süzgeci adı verilir.  
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Örnek 3.1.5 Bir X topolojik uzayında 𝑥 ∈ 𝑋 noktasının tüm komşuluklarının sınıfı 

Nx bir süzgeçtir. Bu süzgece x in komşuluklar süzgeci denir. Fakat x in açık 

komşuluklarının sınıfı bir süzgeç değildir. Çünkü açık bir komşuluğu içeren bir 

kümenin açık olması gerekmez. ℝ nin alışılmış topolojisine göre [0,1] kapalı aralığı 

örneğin 
1

2
 nin bir komşuluğudur, fakat açık komşuluğu değildir. 

Bir (𝑋, τ) topolojik uzayında bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasının tüm komşuluklarının sınıfı 𝑁𝑥 ile 

gösterilsin. x in tüm komşuluklarının sınıfı 𝑁𝑥 olacak şekilde 𝑋 üzerinde τ =

{ 𝐴 ⊆ 𝑋 ∣ her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝐴 ∈ 𝑁𝑥 } topolojisi vardır. Bu topoloji komşuluklar 

sisteminden elde edilen topoloji veya kısaca komşuluklar topolojisi olarak 

adlandırılır. [10].  

Teorem 3.1.1 𝑋 kümesi ile 𝑥 ∈ 𝑋  için aşağıdaki koşulları sağlayan 𝐹(𝑥) süzgeci 

verilsin. Bu takdirde 𝑥 ∈ 𝑋 noktasının komşuluklar süzgeci 𝐹(𝑥) olacak şekilde 𝑋 

üzerinde bir tek topoloji vardır. 

(1) Her bir 𝐴 ∈ 𝐹(𝑥) için 𝑥 ∈ 𝐴 dır. 

(2) Her bir 𝐴 ∈ 𝐹(𝑥) için 𝑦 ∈ 𝐵 olduğundan 𝐴 ∈ 𝐹(𝑦) olacak şekilde bir 𝐵 ∈ 𝐹(𝑥) 

vardır [10].   

Yukarıda verilen teoreme bir örnek vermek gerekirse; 𝑋 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 } kümesi ile 

birlikte                       

𝐹(𝑥) = { {𝑥}, {𝑥, 𝑦}, {𝑥, 𝑧}, 𝑋 }, 𝐹(𝑦) = { {𝑦}, {𝑥, 𝑦}, {𝑦, 𝑧}, 𝑋}, 𝐹(𝑧) = { {𝑦, 𝑧}, 𝑋} 

süzgeçleri verilsin.  

Bu süzgeçlerin sınıfı komşuluk aksiyomlarını sağladığından yukarıda sözü geçen X 

üzerinde τ = {𝐴 ⊆ 𝑋 ∣ her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝐴 ∈ 𝐹(𝑥)} şeklinde tek bir topoloji tanımlanır. 

Bu topoloji τ = {{𝑥}, {𝑦}, {𝑦, 𝑧}, {𝑥, 𝑦}, 𝑋, ∅} şeklindedir. Bu sınıfı yazarken her 

kümenin kendisini oluşturan elemanların komşuluğunda olanlardan seçildiğine 

dikkat edilmelidir. Örneğin 𝒯 nun içinde {𝑥, 𝑧} yoktur. Çünkü {𝑥, 𝑧} kümesi x in 

komşuluğundadır fakat z nin komşuluğunda değildir. 
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Tanım 3.1.2 𝑋 ≠ ∅  bir cümle ve ∅ ≠ 𝐹 ⊂ P(𝑋) olsun. β ≠ ∅  bir sınıf olmak üzere 

aşağıdaki şartları sağlayan β ya 𝑋 üzerinde bir süzgeç bazı denir. 

(i) ∅ ∉ β 

(ii) Her 𝐴, 𝐵 ∈ β için 𝐶 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 olacak şekilde en az bir 𝐶 ∈ β vardır.  

Tanım 3.1.3 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝐹 süzgeci verilsin. Her U⊂ 𝑋 için 𝑈 ∈ 𝐹 

veya 𝑈c ∈ 𝐹   ise veya kendisinden ince bir süzgeç yok ise F ye X üzerinde ultra 

süzgeç denir. Örneğin, 𝑋 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧 } olmak üzere [𝑥] = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}, {𝑥, 𝑧}, 𝑋} bir 

ultra süzgeçtir fakat 𝐹 = {𝑋} için 𝐴 = {𝑥, 𝑦} ∈ 𝑋 için 𝐴 ∉ 𝐹  veya 𝐴c ∉ 𝐹 

olduğundan F ultra süzgeç değildir.  

Örnek 3.1.6 𝑋 ve Y iki cümle ve  𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌  bir fonksiyon olsun. Bu durumda,  

(1) β , 𝑋 için bir süzgeç bazı ise 𝑓(β) = { 𝑓(𝐵): 𝐵 ∈ β } sınıfı da Y için bir süzgeç 

bazıdır. 

(2) α,  X için bir süzgeç ise 𝑓(α) = { 𝑓(𝑈): 𝑈 ∈ α } sınıfı da Y için bir süzgeç bazıdır. 

(3) Eğer 𝑓: 𝑋 → 𝑌  örten ise α , 𝑋 üzerinde bir süzgeç ise 𝑓(α) = { 𝑓(𝑈): 𝑈 ∈ α } 

görüntüsü de Y için bir süzgeçtir. 

(4) γ, 𝑌 için bir süzgeç bazı ise 𝑓−1(γ) = { 𝑓−1(𝑈): 𝑈 ∈ γ} sınıf da X için bir süzgeç 

bazıdır. 

(5) γ, 𝑌 için bir süzgeç ise 𝑓−1(γ) = { 𝑓−1(𝑈): 𝑈 ∈ γ} sınıf da X için bir süzgeçtir. 

(6) α,  X için bir ultra süzgeç ise 𝑓(α) görüntüsü Y üzerinde ultra süzgeçtir. 

Tanım 3.1.4 (𝑋, τ) topolojik uzay ve F ailesi, 𝑋 cümlesi üzerinde bir süzgeç olsun. 

Eğer F süzgeci, bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasının Nx komşuluklar süzgecinden daha ince yani F ⊃

𝒩x ise F süzgeci 𝑥 noktasına yakınsıyor denir. Bu durumda 𝑥 noktasına F süzgecinin 

bir limitidir, ya da limit noktasıdır denir ve F⟶ 𝑥 şeklinde gösterilir [10].   

F süzgeci bir x noktasına yakınsıyorsa F den daha ince olan her süzgeç de x 

noktasına yakınsar. Benzer düşünüşle, eğer daha kaba topoloji alırsak, komşuluklar 
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süzgeci daha kaba olacağından F süzgecinin yakınsaklığı bozulmaz. Başka bir 

deyişle, topolojik yapı inceldikçe yakınsak süzgeçler azalır; topolojik yapı 

kabalaştıkça yakınsak süzgeçler çoğalır. Bir süzgeç birden çok noktaya 

yakınsayabilir. 

Tanım 3.1.5 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝑥 ∈ 𝑋 noktası için 𝒩x komşuluklar süzgeci 

olmak üzere F ∪ 𝒩𝑥 özsüzgeç ise x noktasına F nin kapanış noktasıdır denir [10].   

Örnek 3.1.7 𝑋 = { 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 }, 𝜏 = { ∅, 𝑋, {𝑥}, {𝑥, 𝑧}, {𝑥, 𝑧, 𝑡} } ve X üzerinde F= [𝑥] 

süzgeci tanımlansın. Bu takdirde F süzgeci 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 noktalarına yakınsar ve bu 

noktalar aynı zamanda F nin kapanış noktalarıdır.  

Örnek 3.1.8  (𝑋, P(𝑋)) diskre topolojik uzay, 𝑥 ∈ 𝑋 ve F sınıfı X de bir süzgeç 

olsun, 𝐹 ∪ 𝑁𝑥=  𝐹 ∪ [𝑥]= P(𝑋) ise x noktası F nin kapanış noktası değildir. F ∪

[𝑥]= [𝑥] ise x noktası F nin kapanış noktasıdır. 

Örnek 3.1.9 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve  𝜏 = {∅ , 𝑋}  olmak üzere (𝑋, 𝜏) indiskre topolojik 

uzay, F bir özsüzgeç olsun. 𝑁𝑥 = {𝑈 ⊂ 𝑋 ∣  𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ 𝑈} = {𝑋} dir. F süzgeç 

olduğundan her zaman 𝑋 ∈ 𝐹 dir. Dolayısıyla F ⊃ Nx dır. Bu ise F süzgecinin her 

zaman x noktasına yakınsadığını gösterir. F ∪ 𝑁𝑥= F ∪ {𝑋}=F özsüzgeç olduğundan 

her x noktası F nin kapanış noktasıdır    

Teorem 3.1.2 𝑋 ve Y topolojik uzaylar ve  𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 bir fonksiyon olsun. 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓 fonksiyonu 𝑥 de süreklidir ancak ve ancak 𝑥 noktasına yakınsayan her bir F 

süzgeci için yani 𝐹 ⟶ 𝑥 ise 𝑓(𝐹) ⟶ 𝑓(𝑥) dir [10].   

Tanım 3.1.6 ([10]) 𝑋 ≠ ∅ bir cümle olmak üzere 𝛼 ve 𝛽, X üzerindeki iki süzgeç, 

𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun. 

(1) 𝛼 ∩ 𝛽 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 |𝑈 ∈ 𝛼 ve 𝑈 ∈ 𝛽  } dir. 

(2) 𝛼 ∪ 𝛽 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 | ∃𝑉 ∈ 𝛼 ve ∃𝑊 ∈ 𝛽 öyle ki 𝑈 ⊃ 𝑉 ∩ 𝑊  } dir. 

(3) 𝑓(𝛼) = { 𝑉 ⊂ 𝑌 | ∃𝑈 ∈ 𝛼 öyle ki 𝑉 ⊃ 𝑓(𝑈)} dir. 

(4) 𝛼 × 𝛽 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 × 𝑋 | ∃𝑉 ∈ 𝛼 ve ∃𝑊 ∈ 𝛽 öyle ki 𝑈 ⊃ 𝑉 × 𝑊  } dir. 
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Tanım 3.1.7 ([10] 𝑋 ≠ ∅ bir küme olmak üzere A, B, C, D ⊂ 𝑋 için, 

(1) A⊂B ve C⊂D olmak üzere [𝐶] × [𝐷] ⊂ [𝐴] × [𝐵] dir. 

(2) [𝐴] × [𝐵] = [𝐴 × 𝐵] dir. 

(3) [𝐴] ∩ [𝐵] = [𝐴 ∪ 𝐵] dir. 

Teorem 3.1.3 ([10], [40], [41]) 𝑋 ≠ ∅ bir küme, 𝛼 ve 𝛽, 𝑋 × 𝑋 üzerindeki iki süzgeç 

ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌, 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑍 fonksiyonlar olsun. 𝑓 × 𝑓: 𝑋2 ⟶ 𝑌2 olmak üzere, 

(1) (𝑓 × 𝑓)(α ∩ β) = (𝑓 × 𝑓)(α) ∩ (𝑓 × 𝑓)(β) dır.  

(2) Eğer α ⊂ β ise (𝑓 × 𝑓)(α) ⊂ (𝑓 × 𝑓)(β) dır.  

(3)  ((𝑔 × 𝑔) ∘ (𝑓 × 𝑓))(𝛼 × 𝛽) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝛼) × (𝑔 ∘ 𝑓)(𝛽) dır. 

(4) (𝑓 × 𝑓)(α) ∪ (𝑓 × 𝑓)(𝛽) ⊂ (𝑓 × 𝑓)(α ∪ 𝛽) dır. 

(5) 𝛼 ve 𝛽, 𝑋 üzerindeki iki süzgeç olmak üzere, (𝑓 × 𝑓)(α × 𝛽) = 𝑓(α) × 𝑓(𝛽) ve 

𝑓 × 𝑓: 𝑋 × 𝑋 ⟶ 𝑌 × 𝑌 için (𝑓 × 𝑓)(𝑥, 𝑦) =  𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦) dir. 

3.2 Düzgün Uzay 

Çalışmanın bu bölümünde düzgün uzaylar ve düzgün uzayların diğer uzaylar ile 

arasındaki ilişkiyi açıklayan teoremler verilecektir. Ardından objeleri düzgün 

uzaylar, morfizimleri düzgün sürekli fonksiyonlar olan Unif kategorisinin topolojik 

kategori olduğu gösterilecektir.  

Tanım 3.2.1 A ve B boştan farklı iki cümle ve 𝑈 ⊆ 𝐴 × 𝐵 cümlesine A dan B ye bir 

bağıntı denir. 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝐴 × 𝐵 iki bağıntı olmak üzere, 

(1) 𝑈 ∘ 𝑉 = { (𝑥, 𝑧) |∃𝑦 için (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 } dir. 

(2) 𝑈−1 = { (𝑥, 𝑦) | (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑈 } dir. 

(3) ∆= { (𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐴  }  dir. 
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şeklinde tanımlanır. Bundan başka 𝑈, 𝑉, 𝑊 ⊆ 𝐴 × 𝐴 bağıntılar olmak üzere, 

(1) 𝑈 ⊂ 𝑉 ise 𝑈−1 ⊂ 𝑉−1 dir. 

(2) (𝑈 ∘ 𝑉)−1 = 𝑉−1 ∘ 𝑈−1 dir. 

(3) (𝑈 ∘ 𝑉) ∘ 𝑊 = 𝑈 ∘ (𝑉 ∘ 𝑊) dir. 

Verilen bir X cümlesi üzerindeki tüm süzgeçlerin cümlesi 𝐹(𝑋) ile gösterilir. 𝑈 ⊂ 𝑋 

olmak üzere [𝑈] = {𝑉 ⊂ 𝑋 | 𝑈 ⊂ 𝑉} ve [{𝑥}] = [𝑥] = {𝑉 ⊂ 𝑋| {𝑥} ⊂ 𝑉} şeklinde 

tanımlanır. Eğer    ∅ ∈ 𝛼 ise yani 𝛼 = 𝑃(𝑋) = [∅] ise 𝛼 ya X üzerinde bir öz 

olmayan süzgeç (improper) denir. 

Örnek 3.2.1 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve 𝑈 ⊂ 𝑋  olmak üzere 𝛼 = { 𝑋 }, 𝛼 = [𝑥] ve 𝛼 = [𝑈] 

sınıfları X üzerinde birer süzgeçtir.  

Tanım 3.2.2 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve φ ⊂P(𝑋 × 𝑋) bir süzgeç olmak üzere aşağıdaki 

sağlayan φ ye X üzerinde düzgün yapı ve (𝑋,φ) ikilisine ise düzgün uzay denir [10]. 

(i) Her U ∈ φ için ∆ ⊂ U dır, 

(ii) Her U ∈ φ için 𝑈−1 ∈ φ dir, 

(iii) Her U ∈ φ için en az bir V ∈ φ vardır öyle ki V𝑉 ∘ 𝑉 ⊂ 𝑈 dur. 

Örnek 3.2.4 X = { 𝑎, 𝑏 } olsun. 

𝜑1= { ∆,{(a, a), (b, b), (a, b)}, {(a, a), (b, b), (b, a)}, 𝑋2 } ailesi X üzerinde düzgün 

bir yapıdır.                                         

 𝜑2={ ∆, {(a, a), (a, b)}, 𝑋2 }  ailesi X üzerinde düzgün bir yapı değildir.                                          

𝜑3={ ∆, {(a, a), (b, b), (a, b)}, 𝑋2 } ailesi X üzerinde düzgün bir yapı değildir.                                          

Örnek 3.2.5 𝑋 ≠ ∅ bir cümle olmak üzere φ = { 𝑈 ⊂ 𝑋 × 𝑋 | ∆⊂ 𝑈  } ailesi için 

(𝑋,φ) diskre (ayrık) düzgün uzaydır. Diskre düzgünlük X üzerindeki en güçlü 

düzgünlüktür. 
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φ = { 𝑋 × 𝑋 } ailesi için (𝑋,φ) indiskre (ayrık olmayan) düzgün uzaydır. İndiskre 

düzgünlük X üzerindeki en zayıf düzgünlüktür 

Tanım 3.2.3 ([42]) 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve ∅ ≠ 𝔅 ⊂ P(𝑋2) olsun. Aşağıdaki şartları 

sağlayan 𝔅 sınıfına X için bir düzgün baz denir.  

(i) U ∈ 𝔅 ise  ∆ ⊂U dir,, 

(ii) U ∈ 𝔅 ise en az bir V ∈ 𝔅 vardır öyle ki V ⊂ 𝑈−1 dir, 

(iii) U ∈ 𝔅  ise en az bir V ∈ 𝔅 vardır öyle ki V o V ⊂ U dir, 

(iv) U, V ∈𝔅 ise en az bir W ∈ 𝔅 vardır öyle ki W ⊂ U ∩ V dir.  

Teorem 3.2.1 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve 𝔅 sınıfı X üzerinde düzgün bir baz olsun. Bu 

takdirde φ = { 𝑈 ⊂ 𝐵 × 𝐵 | ∃𝑉 ∈ 𝔅 öyle ki 𝑈 ⊃ 𝑉 } ailesi X üzerinde düzgün bir 

yapıdır. 

Örnek 3.2.6 ε > 0 ve Dε = { (x, y)||x - y| < ε } ⊂ ℝ2 olmak üzere 𝔅 ={ Dε  | ∃ ε > 0 } 

ailesi ℝ üzerindeki düzgün bir yapı için bazdır. Bu düzgünlüğe ℝ üzerindeki doğal 

düzgünlük denir. 

Teorem 3.2.2 Her metrik uzay düzgün uzaydır. 

İspat. (𝑋, 𝑑) metrik uzay ve Sε={ (x, y) : d(x, y) < ε  }  olmak üzere 𝔅d = { Sε  

| ε > 0 }  ailesi bir düzgün bazdır. Teorem 3.1.1 den dolayı φd = { U  

|  ∃ V ∈𝔅d   öyle ki V ⊂ U  } X için bir düzgünlüktür. Dolayısıyla (𝑋, φd)  bir düzgün 

uzaydır.                                                                                                                                                                     

Şimdi bu teoremin tersinin doğru olmadığını gösterelim. 

Her metrik uzaya üzerinde verilen metriğe uygun bir düzgün yapı karşılık gelir. 

Fakat her düzgün uzay bir metrik uzay değildir. 𝑋 ≠ ∅ bir cümle olmak üzere X 

üzerindeki φ = { 𝑋 × 𝑋 } indiskre düzgün yapı olsun. Eğer bu φ düzgün yapısı bir 

metrik tarafından elde edilseydi üzerindeki her nokta 𝑋 × 𝑋 in elemanı olurdu. 

Dolayısıyla bu noktalar için d(x, y) < ε  olmak üzere (x, y)∈ Sε olmasına rağmen 
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(x, y)∉ Sε/2  olur. Fakat gerek Sε gerekse Sε/2 sınıfları 𝑋 × 𝑋 den oluşmaktadır. Bu ise 

çelişki meydana getirir. 

Teorem 3.2.3 Her düzgün uzay topolojik uzaydır. 

İspat. Kabul edelim ki (𝑋,φ) düzgün uzay, her x ∈ X ve her U∈ φ için 

U(x) = { y ∈ X | (x, y)∈ U  } olsun. 𝑁𝑥 = { U(x) | U∈ φ ailesi x noktasındaki 

komşuluklar ailesidir. Bu aileden elde edilen τφ= { U ⊆ X | ∃ V ∈ Nx vardır öyle ki 

V ⊆ U  } ailesi X üzerinde bir topolojidir.  

Her düzgün uzaya üzerindeki yapıya uygun bir topolojik karşılık gelir. Fakat her 

topolojik uzay bir düzgün uzay değildir. 

Bunun dışında diskre düzgün uzaydan oluşan topoloji diskre topoloji, indiskre 

düzgün uzaydan oluşan topoloji indiskre topolojidir. 

Teorem 3.2.4 Her düzgün uzay süzgeç uzaydır. 

İspat. (𝑋,φ) düzgün uzay olmak üzere, 𝐹φ = {𝛼∈F(X) |∀𝑉 ∈φ için ∃U ∈

𝛼 vardır öyle ki 𝑈 × 𝑈 ⊂ 𝑉 } ailesi X üzerinde bir süzgeçtir. Fakat bu teoremin tersi 

genelde doğru değildir. 

Tanım 3.2.4 (X, φ) ve (Y, ρ) iki düzgün uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyon olsun. Aşağıda 

birbirine denk olan şartlardan herhangi biri sağlanırsa 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonuna 

düzgün süreklidir denir. 

(i) Her U ∈ ρ için en az bir V ∈ φ vardır öyle ki (𝑓 × 𝑓)(𝑉) ⊂ 𝑈 dır, 

(ii) Her U ∈ρ için (𝑓 × 𝑓)−1(U) ∈ φ dır. 

Teorem 3.2.5 Düzgün sürekli fonksiyonların bileşkesi düzgün süreklidir. 

Tanım 3.2.5 Objeleri düzgün uzaylar, dönüşümleri düzgün sürekli fonksiyonlar ve 

bileşkesi ise düzgün sürekli fonksiyonlar arasındaki bileşke olarak tanımlanan yapı 

bir kategoridir. Bu kategoriye tüm düzgün uzaylar kategorisi denir ve Unif şeklinde 

gösterilir. Unif kategorisi SULim in kategorisinin dolu alt kategorisidir.   
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Teorem 3.1.6 U:Unif⟶ Set, unutkan fanktoru topolojik fanktordur. 
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4. YARI DÜZGÜN LİMİT YAKINSAK UZAYLAR 

1965 te Cook ve Fischer [6] düzgün uzayların bir genelleştirilmesi olarak kartezyen 

kapalı bir kategori oluşturan düzgün yakınsak uzayları (düzgün limit uzayları) 

geliştirdi. Uniform uzayların kategorisi, düzgün yakınsak uzayların kategorisine 

gömülebilir. 1976 yılında Lee [7] düzgün yakınsak uzayların kategorisinin kartezyen 

kapalı olduğunu gösterdi. 1992 yılında Behling [12] düzgün yakınsak uzayların ve 

yarı düzgün yakınsak uzayların bir genellermesi olan yarı düzgün limit yakınsak 

uzay kavramını tanımladı. Yarı düzgün limit yakınsak uzaylar (ve düzgün sürekli 

fonksiyonların) kategorisi olan SULim kartezyen kapalı, bölüm dönüşümlerinin 

kalıtsal ve bölüm dönüşümlerinin keyfi çarpımlarının da bölüm dönüşümü olduğu bir 

topolojik kategoridir. SULim kategorisinde topolojik ve düzgün kavramlar mevcut 

olduğundan süreklilik, Cauchy sürekliliği, düzgün süreklilik, düzgün yakınsaklık, 

tamlık, kompaktlık, bağlantılılık yapıları için uygun bir kategoridir. 

Çalışmanın bu bölümde yarı düzgün limit yakınsak uzaylar (ve düzgün sürekli 

fonksiyonların) kategorisi olan SULim incelenmiştir.  

4.1 Yarı Düzgün Limit Yakınsak Uzaylar 

Tanım 4.1.1 (1) 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve F(X×X), X×X üzerindeki tüm süzgeçlerin sınıfı 

olsun. ℑ⊂F(X ×X) olmak üzere aşağıdaki şartları sağlayan ℑ ailesine yarı düzgün 

limit yakınsak yapı ve (𝐵, ℑ) ikilisine ise yarı düzgün limit yakınsak uzay adı verilir 

[10].   

(i) Her x ∈X için [𝑥] × [𝑥] ∈ ℑ dır, 

(ii) α ∈ ℑ and α ⊂ β için β∈ ℑ dır, 

(iii) α ∈ ℑ ve β ∈ ℑ ise 𝛼−1∈ ℑ dır, 

(iv) α, β∈ ℑ için ve α∩β ∈ ℑ dır. 

Yukarıda belirtilen ilk şartlara ilave olarak α ∈ ℑ ve β ∈ ℑ olmak üzere α∘β∈ ℑ olması 

durumunda ℑ ailesine yarı düzgün yakınsak yapı ve (𝑋, ℑ) ikilisine ise yarı düzgün 

yakınsak uzay adı verilir. Objeleri yarı düzgün yakınsak uzaylar, morfizmleri yarı düzgün 
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yakınsak uzaylar arasındaki düzgün sürekli fonksiyonlardan oluşan yapı bir kategoridir. Bu 

kategoriye yarı düzgün limit yakınsak uzaylar kategorisi denir ve SUConv şeklinde 

gösterilir. SUConv kategorisi SULim in kategorisinin dolu alt kategorisidir.   

(2) (𝑋, ℑ1) ve (𝑌, ℑ2) düzgün limit yakınsak uzaylar 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonsiyon olsun. 

𝑓: (𝑋, ℑ1) → (𝑌, ℑ2)  düzgün süreklidir ancak ve ancak (𝑓 × 𝑓)(𝛼)∈ℑ2 dır [10].     

(3) Objeleri yarı düzgün limit yakınsak uzaylar, morfizmleri yarı düzgün limit 

yakınsak uzaylar arasındaki düzgün sürekli fonksiyonlardan oluşan yapı bir 

kategoridir. Bu kategoriye yarı düzgün limit yakınsak uzaylar kategorisi denir ve 

SULim şeklinde gösterilir [10]. 

 (4) SULim kategorisinde {𝑓: (𝑋, ℑ) → (𝑋𝑖, ℑ𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼 } kaynağı bir başlangıç 

kaldırmasıdır ancak ve ancak her i∈I için (𝑓𝑖 × 𝑓𝑖)(𝛼)∈ℑ𝑖dır [10].       

Teorem 4.1.1 SULim kategorisinde, 

(1) 𝑋 = ∅ olmak üzere (∅, ℑ) ilk objesidir.  

(2) X = {𝑥} olsun. Bu taktirde tek elemanlı cümle içerisindeki yarı düzgün limit 

yakınsak yapı {[∅], [𝑥] × [𝑥] }dir. (𝑋, ℑ) son objesidir. 

İspat. SULim kategorisinde 𝐼= İlk obje, T= Son objeyi temsil etmek üzere, 

(1) 𝐼 = ∅ olarak seçersek X üzerindeki yarı düzgün yakınsak limit yapı tek olup 𝔍 =

{[∅]} şeklindedir. (𝑋, 𝔍′) herhangi bir yarı düzgün limit yakınsak uzay olmak üzere 

𝑓 ∶ (𝐼, 𝔍) → (𝑋, 𝔍′) fonksiyonu sadece boş fonksiyondur. Dolayısıyla (𝐼, 𝔍) ikilisi 

SULim kategorisinde ilk objesidir.  

(2) 𝑇 = {𝑥} olsun. T üzerindeki tek yarı düzgün limit yakınsak yapı 𝔍 = { [∅], [𝑥] ×

 [𝑥] } dır. (𝑋, 𝔍′) herhangi bir yarı düzgün limit yakınsak uzayı için            

𝑓: (𝑋, 𝔍′) → (𝑇, 𝔍) fonksiyonu sabit fonksiyon olacağından (𝑓 × 𝑓)([∅]) = [∅] ∈ 𝔍′ 

ve (𝑓 × 𝑓)([𝑥] × [𝑥]) = [𝑐] ×  [𝑐] ∈ 𝔍′ olur. Dolayısıyla (𝑇, 𝔍) ikilisi SULim 

kategorisinde bitiş objesidir.  
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Teorem 4.1.2 SULim kategorisinde, 

(1) X üzerindeki ℑ𝑑 diskre yarı düzgün limit yakınsak yapı,  

ℑ𝑑 = { [∅], [𝑥] × [𝑥], ⋂ [𝑥] × [𝑥]𝑥∈𝐴    | A, X in sonlu alt cümlesidir } 

şeklindedir. 

(2) X üzerindeki ℑ𝑖 indiskre yarı düzgün limit yakınsak yapı, 

ℑ𝑖= F (X ×X ) 

şeklindedir. 

İspat. (1) 𝑋 ≠ ∅ bir cümle olmak üzere, (𝑋, ℑ𝑑) yarı düzgün limit yakınsak uzaydır. 

Her (𝑌, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzay olmak üzere 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonu için 

𝑓: (𝑋, ℑ𝑑) → (𝑌, ℑ) nin düzgün sürekli olduğunu gösterelim. α ∈ ℑ𝑑 için 

 α=[∅] ise (𝑓 × 𝑓)([∅]) = [∅] ∈ ℑ  

α=[𝑥] × [𝑥] ise (𝑓 × 𝑓)([𝑥] ×  [𝑥]) = [𝑓(𝑥)] × [𝑓(𝑥)] ∈ ℑ 

α=⋂ [𝑥] × [𝑥]𝑥∈𝐴   ise bu durumda, 

(𝑓 × 𝑓)(⋂ [𝑥] × [𝑥]𝑥∈𝐴 ) = ⋂ (𝑓 × 𝑓)([𝑥] × [𝑥]) =𝑥∈𝐴  ⋂ [𝑓(𝑥)] × [𝑓(𝑥)]𝑥∈𝐴 ∈ ℑ dir. 

Burada A, X in sonlu alt cümlesidir. Dolayısıyla (𝑋, ℑ𝑑) diskre yarı düzgün limit 

yakınsak uzaydır. 

(2) ℑ𝑖= F (X ×X ) olsun. Bu taktirde (𝑌, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzay olmak 

üzere 𝑓: 𝑌 → 𝑋 fonksiyonu için 𝑓: (𝑌, ℑ) → (𝑋, ℑ𝑖) nin düzgün sürekli olduğunu 

gösterelim. α∈ℑ ise (𝑓 × 𝑓)(α ) ∈ ℑ𝑖 olup f fonksiyonu süreklidir. 

Örnek 4.1.3 X={x} olsun. Bu takdirde X üzerindeki yarı düzgün limit yakınsak yapı 

d=i={[∅], [𝑥] × [𝑥] } =  F (X ×X ) şeklinde olup tektir. 

Örnek 4.1.4 X={x, y} olsun. Bu takdirde X üzerindeki yarı düzgün limit yakınsak 

yapılar iki tane olup aşağıdaki gibidir. 
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d{[∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦])}diskre yapı. 

i{[∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], [𝑥] × [𝑋], [𝑋] × [𝑥], [𝑋] × [𝑦], [𝑦] × [𝑋], [𝑥] × [𝑦],

[𝑦] × [𝑥], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑋]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩

([𝑋] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑋]) ∩ ([𝑋] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑋]) ∩ ([𝑦] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑦]) ∩

([𝑦] × [𝑥]), [𝑋] × [𝑋] }𝐹(𝑋 × 𝑋)indiskre yapı. 

Örnek 4.1.5 X={x, y, z} olsun. Bu takdirde X üzerindeki diskre ve indiskre yarı 

düzgün limit yakınsak yapı aşağıdaki gibidir. 

d{[∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], [𝑧] × [𝑧]  ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩

([𝑧] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] ×

[𝑧])}diskre yapı. 

i=F (X ×X ) 

Örnek 4.1.7 𝑋 ≠ ∅ bir cümle olmak üzere 𝛿 = {𝑈⊂𝑋 × 𝑋 |∆⊂ 𝑈 } için          

{ α ∈ F (𝑋 × 𝑋) | 𝛿 ⊂ α }olsun. (𝑋, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzaydır.  

𝑎 ∈ 𝑋 ve 𝑈 ∈ 𝛿 olsun. ∆⊂ 𝑈 olduğundan (𝑎, 𝑎) ∈ 𝑈 ve dolayısıyla U∈ [𝑎] × [𝑎] 

olur. Bu ise [𝑎] × [𝑎] ∈olduğunu gösterir. 

α ∈ ve α ⊂ 𝛽 olsun. α ∈ ve  𝛿 ⊂ α olduğundan  𝛿 ⊂ α ⊂ 𝛽 dir. Dolayısıyla 𝛽 ∈ 

dir. 

α ∈ olsun.  𝛿 ⊂ α olur. Buradan  𝛿 = 𝛿−1 ⊂  α−1 yazılabilir. Bu ise α−1 ∈ 

olduğunu gösterir.  

α, 𝛽 ∈olmak üzere α ∩ 𝛽 ∈olduğunu gösterelim. α, 𝛽 ∈olduğundan 𝛿 ⊂ α ve 

𝛿 ⊂ 𝛽 dir. Buradan 𝛿 ⊂ α ∩ 𝛽 olur ki bu ise α ∩ 𝛽 ∈olduğunu gösterir. 

Dolayısıyla (𝑋, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzaydır.  

Teorem 4.1.3 Her düzgün uzay yarı düzgün limit yakınsak uzaydır.  

İspat: (X,φ) düzgün uzay olsun. 𝔍φ= { α ∈ F(X 2) |φ⊂ α }  ailesi için (𝑋, ℑ) ikilisinin 

yarı düzgün limit yakınsak uzay olduğunu gösterelim.  
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(i) x ∈ X ve U ∈ φ olsun.  ∆ ⊂ U olduğundan (x, x) ∈ U dur. Bu durumda 

U ∈ [x] × [x] ve dolayısıyla [x] × [x]∈ 𝔍φ olur. 

(ii) α ∈ 𝔍φ ve  α ⊂ β  olsun. φ ⊂ α ⊂ β olduğundan  β ∈ 𝔍φ dır. 

(iii) α ∈ 𝔍φ olsun. Buradan φ ⊂ α  olur. U ∈ φ iken U-1 ∈ φ dolayısıyla U -1 ∈ α olur. 

Buradan φ ⊂ α-1 ∈ 𝔍φ olur. 

(iv) α, 𝛽 ∈ 𝔍φ olmak üzere α ∩ 𝛽 ∈ 𝔍φ olduğunu gösterelim. α, 𝛽 ∈

𝔍φ olduğundan φ ⊂ α ve φ ⊂ 𝛽 dir. Buradan φ ⊂ α ∩ 𝛽 olur ki bu ise α ∩ 𝛽 ∈

𝔍φ olduğunu gösterir. Dolayısıyla (𝑋, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzaydır.  

4.2 SULim Topolojik Kategorisi 

Teorem 4.2.1 𝑈: SULim ⟶Set her (𝑋, 𝔍) ∈ 𝑂𝑏(SULim) için 𝑈((𝑋, 𝔍)) = 𝑋 ve her 

𝑓: (𝑋, 𝔍) ⟶ (𝑌, 𝔍′) düzgün sürekli fonksiyonunu 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyona götüren, 

unutkan fanktoru topolojik fanktordur.  

İspat. Topolojik kategori şartlarını sağlatalım. 

(i) İlk önce U nun belirli olduğunu, yani düzenli ve amnestik olduğunu gösterelim. 

𝑓, 𝑔: (𝑋, 𝔍) ⟶ (𝑌, 𝔍′) düzgün sürekli fonksiyonlar ve 𝑈(𝑓) = 𝑈(𝑔) olsun. U 

unutkan fanktor olduğundan 𝑈(𝑓) = 𝑓 = 𝑔 = 𝑈(𝑔) olur ki bu da 𝑓 = 𝑔 olduğunu 

gösterir. Dolayısıyla U düzenlidir. 𝑓: (𝑋, 𝔍) ⟶ (𝑋, 𝔍′) izomorfizm ve 𝑈(𝑓) = 𝑓 =

𝑖𝑑𝑋 olsun. 𝑓 = 𝑖𝑑(𝑋,𝔍) olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ 𝔍 olmak üzere f izomorfizm 

olduğundan f birebir örten sürekli ve tersi de süreklidir. (𝑓 × 𝑓)(𝛼) = (𝑖𝑑𝑋 ×

𝑖𝑑𝑋)(𝛼) = 𝛼 ∈ 𝔍′olur. Dolayısıyla 𝔍 ⊂ 𝔍′ dır. Diğer taraftan 𝛼 ∈ 𝔍′ olsun. 𝑓−1 

sürekli olduğundan (𝑓−1 × 𝑓−1)(𝛼) = (𝑖𝑑𝑋
−1 × 𝑖𝑑𝑋

−1)(𝛼) = (𝑖𝑑𝑋 × 𝑖𝑑𝑋)(𝛼) = 𝛼 

∈ 𝔍 dır. Dolayısıyla  𝔍′ ⊂ 𝔍  dır.  O halde 𝔍 = 𝔍′ olur ve U amnestiktir.  

(ii)  U nun küçük demetlere sahip olduğunu gösterelim.  

𝑈−1(𝑋) = { (𝑋, 𝔍) |𝑈((𝑋, 𝔍)) = 𝑋 } 

ve  
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Φ = { 𝔍 | 𝔍,   𝑋 üzerindeki yarı düzgün limit yakınsak yapı } ⊂ 𝑃(𝑃(𝑋 × 𝑋)) 

olsun. Bu taktirde, 𝑓: 𝑈−1(𝑋) ⟶ Φ, 𝑓((𝑋, 𝔍)) = 𝔍 şeklinde tanımlanan fonksiyon 

birebir ve örten olduğundan dolayı 𝑈−1(𝑋) ve Φ denktir. Φ bir cümle olduğundan 

𝑈−1(𝑋) de bir cümledir.  

(iii) SULim kategorisinin keyfi çarpımlara sahip olduğunu gösterelim. Bunun için 

{(𝑋𝑖, 𝔍𝑖)}𝑖∈𝐼 yarı düzgün limit yakınsak uzaylar ailesi olmak üzere 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  ve                              

𝔍 = { 𝛼 ∈ 𝐹(𝑋 × 𝑋)|  (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼  } olsun. (𝑋, 𝔍) nun yarı düzgün limit 

yakınsak uzay şartlarını sağladığını gösterelim.  

(1)  Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝜋𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 olmak üzere, 

(𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)([𝑥] × [𝑥]) = 𝜋𝑖([𝑥]) × 𝜋𝑖([𝑥])  

                                  = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] ∈ 𝔍𝑖 

olduğundan dolayı [𝑥] × [𝑥] ∈ 𝔍 dir.  

(2) 𝛼 ∈ 𝔍 ve 𝛼 ⊂ 𝛽 olmak üzere 𝛽 ∈ 𝔍 olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ 𝔍 olduğundan 

(𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍𝑖 olur.  𝛼 ⊂ 𝛽 ise (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼) ⊂ (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛽) olduğundan ve her 

𝑖 ∈ 𝐼  için 𝔍𝑖 ler 𝑋𝑖 ler üzerinde yarı düzgün limit yakınsak uzaylar olduğundan (𝜋𝑖 ×

𝜋𝑖)(𝛽) ∈ 𝔍𝑖 olur. Bu ise 𝛽 ∈ 𝔍 olması demektir. 

(3) 𝛼 ∈ 𝔍 ise 𝛼−1 ∈ 𝔍 olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ 𝔍 olduğundan (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍𝑖 

olur. Her 𝑖 ∈ 𝐼  için 𝔍𝑖 ler 𝑋𝑖 ler üzerinde yarı düzgün limit yakınsak uzaylar 

olduğundan ((𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼))−1 = (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼−1) ∈ 𝔍𝑖 olur. Bu ise 𝛼−1 ∈ 𝔍 

olduğunu gösterir. 

(4) 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔍 ise 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝔍 olduğunu gösterelim. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔍 olduğundan (𝜋𝑖 ×

𝜋𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍𝑖 ve (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛽) ∈ 𝔍𝑖 olur. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝔍𝑖 ler 𝑋𝑖 ler üzerinde yarı 

düzgün limit yakınsak uzaylar olduğundan (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼) ∩ (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛽) = (𝜋𝑖 ×

𝜋𝑖)(𝛼 ∩ 𝛽) ∈ 𝔍𝑖 olur. Bu ise 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝔍 olduğunu gösterir.  
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Dolayısıyla (𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  , 𝔍) yarı düzgün limit yakınsak uzaydır ve 𝛼 ∈ 𝔍 için 

((𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍𝑖 olduğundan 𝑖: (𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  , 𝔍) ⟶ (𝑋𝑖 , 𝔍𝑖) izdüşüm 

fonksiyonları düzgün süreklidir  

Şimdi ise (𝑋, 𝔍) nin çarpım uzay olduğunu gösterelim. (𝑌, 𝔍′) herhangi bir yarı 

düzgün limit yakınsak uzay olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑓𝑖: (𝑌, 𝔍′) ⟶ (𝑋𝑖, 𝔍𝑖) düzgün 

sürekli fonksiyonlar ve 𝜋𝑖 ∘ ℎ = 𝑓𝑖  olacak şekilde bir ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑋 fonksiyonu mevcut 

olsun. Bu durumda ℎ: (𝑌, 𝔍′) ⟶ (𝑋, 𝔍) nin sürekli olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ 𝔍′ 

olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑓𝑖: (𝑌, 𝔍′) ⟶ (𝑋𝑖, 𝔍𝑖) düzgün sürekli olduğundan (𝑓𝑖 × 𝑓𝑖)(𝛼) ∈

𝔍𝑖 dır. Buradan,  

(𝑓𝑖 × 𝑓𝑖)(𝛼) = (𝜋𝑖 ∘ ℎ × 𝜋𝑖 ∘ ℎ)(𝛼) = (𝜋𝑖 ∘ ℎ × 𝜋𝑖 ∘ ℎ)(𝛼) 

                                 = (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖 ∘ ℎ × ℎ)(𝛼) = (𝜋𝑖 × 𝜋𝑖)((ℎ × ℎ)(𝛼)) ∈ 𝔍𝑖 

olur ki bu ise (ℎ × ℎ)(𝛼) ∈ 𝔍𝑖 olması demektir. Bu ise ℎ: (𝑌, 𝔍′) ⟶ (𝑋, 𝔍) nin 

düzgün sürekli olduğunu gösterir.  

(iv) SULim kategorisinin keyfi alt uzaylara sahip olduğunu gösterelim.  

(𝑋, 𝔍) yarı düzgün limit yakınsak uzay ve 𝐴 ⊂ 𝑋 olsun. 𝑖: 𝐴 ⟶ 𝑋, 𝑖(𝑥) = 𝑥 altküme 

fonksiyonu olsun. Bu durumda 𝔍𝐴 = { 𝛼 ∈ 𝐹(𝐴 × 𝐴)|  (𝑖 × 𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍 } olsun. 

(𝐴, 𝔍𝐴) nin yarı düzgün limit yakınsak uzay olduğunu ve daha sonra        

𝑖: (𝐴, 𝔍𝐴)  ⟶ (𝑋, 𝔍) nin düzgün sürekli fonksiyon olduğunu gösterelim. 

(1) Her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑖(𝑥) = 𝑥 ∈ 𝑋 ve (𝑖 × 𝑖)([𝑥] × [𝑥]) = 𝑖([𝑥]) × 𝑖([𝑥]) = [𝑥] ×

[𝑥] ∈ 𝔍 olduğundan dolayı [𝑥] × [𝑥] ∈ 𝔍𝐴 dır.   

(2) 𝛼 ∈ 𝔍𝐴 ve 𝛼 ⊂ 𝛽 olmak üzere 𝛽 ∈ 𝔍𝐴 olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ 𝔍𝐴 olduğundan 

(𝑖 × 𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍  dir.  𝛼 ⊂ 𝛽 ise (𝑖 × 𝑖)(𝛼) ⊂ (𝑖 × 𝑖)(𝛽) olduğundan ve (𝑋, 𝔍) yarı 

düzgün limit yakınsak uzaylar olduğundan (𝑖 × 𝑖)(𝛽) ∈ 𝔍 olur. Bu ise 𝛽 ∈ 𝔍𝐴 

olması demektir. 

(3) 𝛼 ∈ 𝔍𝐴 ise 𝛼−1 ∈ 𝔍𝐴  olduğunu gösterelim. 𝛼 ∈ 𝔍𝐴 olduğundan (𝑖 × 𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍 

olur. (𝑋, 𝔍) yarı düzgün limit yakınsak uzaylar olduğundan ((𝑖 × 𝑖)(𝛼))−1 =         

(𝑖 × 𝑖)(𝛼−1) ∈ 𝔍𝑖 olur. Bu ise 𝛼−1 ∈ 𝔍𝐴 olduğunu gösterir. 
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(4) 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔍𝐴 ise 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝔍𝐴 olduğunu gösterelim. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔍𝐴 olduğundan             

(𝑖 × 𝑖)(𝛼) ∈ 𝔍 ve (𝑖 × 𝑖)(𝛽) ∈ 𝔍 olur. (𝑋, 𝔍) yarı düzgün limit yakınsak uzaylar 

olduğundan (𝑖 × 𝑖)(𝛼) ∩ (𝑖 × 𝑖)(𝛽) = (𝑖 × 𝑖)(𝛼 ∩ 𝛽) ∈ 𝔍 olur. Bu ise 𝛼 ∩ 𝛽 ∈ 𝔍𝐴 

olduğunu gösterir. 

Dolayısıyla (𝐴 , 𝔍𝐴) yarı düzgün limit yakınsak uzaydır ve 𝛼 ∈ 𝔍𝐴 için (𝑖 × 𝑖)(𝛼) ∈

𝔍 olduğundan 𝑖: (𝐴, 𝔍𝐴)  ⟶ (𝑋, 𝔍) altküme fonksiyonu düzgün süreklidir.  

(v) Son olarak SULim kategorisinin indiskre objelere sahip olduğunu gösterelim. 

𝑋 ≠ ∅ cümlesi üzerindeki indiskre yarı düzgün limit yakınsak yapı 𝔍 = 𝐹(𝑋 × 𝑋) 

dir. Burada herhangi bir (𝑌, 𝔍′) yarı düzgün limit yakınsak uzay olmak üzere 

𝑓: (𝑌, 𝔍′) ⟶ (𝑋, 𝔍) fonksiyonu 𝛼 ∈ 𝔍′ için (𝑓 × 𝑓)(𝛼) ∈ 𝔍 olduğundan düzgün 

süreklidir. Yani SULim kategorisinin indiskre objelere sahiptir. 

Dolayısıyla 𝑈: SULim⟶Set unutkan fanktoru topolojik fanktordur, yani SULim, 

Set üzerinde topolojik kategoridir. 

Son olarak 𝑈 nun normalleştirilmiş olup olmadığına bakalım. 𝑈: SULim⟶Set 

olduğundan, Set üzerindeki herhangi bir topolojik kategorinin normalleştirilmiş olup 

olmadığını anlamak için   xU 1
 ve 1U (Ø) un tek bir yapı oluşturup 

oluşturmadığına bakılır. SULim de son obje 𝑇 = {𝑥} tek nokta cümlesi üzerinde 

olduğundan bunun alt objeleri {𝑥} ve ∅ dir. {𝑥} üzerindeki tek yarı düzgün limit 

yakınsak yapı {[∅], [𝑥] × [𝑥] } dir ve ∅ üzerindeki tek yarı düzgün limit yakınsak 

yapı {[∅]} dir. Dolayısıyla SULim normalleştirilmiş bir topolojik kategoridir. 
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5. LOKAL T0 YARI DÜZGÜN LİMİT YAKINSAK UZAYLAR 

Bu bölümde, T0 yarı düzgün limit yakınsak uzayının bir p noktasındaki 

karakterizasyonu verilecektir. 

5.1 Topolojik Kategorilerde T0 Objeler 

Tanım 5.1.1 X bir küme ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. X in p de wedge çarpımı demek X in farklı 

iki kopyası olan 𝑋 ∐ 𝑋 nin 𝑝 noktasında çakışması demektir. Diğer bir ifadeyle, {𝑥} 

tek nokta cümlesi Set kategorisinin bitiş objesi ve 𝑝 ∶ {𝑥} ⟶ 𝑋,  𝑖1 , 𝑖2: 𝑋 ⟶ 𝑋𝑉𝑝𝑋 

önüşümleri sırasıyla X deki birinci ve ikinci içerme dönüşümleri olarak ifade edilirse, 

pushout diyagramından dolayı 𝑖1𝑝 = 𝑖2𝑝 eşitliği sağlanır. Daha açık bir şekilde, eğer 

𝑋𝑉𝑝𝑋 de bir 𝑥 noktası eğer  𝑋𝑉𝑝𝑋 nin ilk bileşeninde ise 𝑥1 ikinci bileşeninde ise 𝑥2 

ile gösterilir.  Burada   𝑝1 = 𝑝2 dir.  

Şimdi bu bölümde kullanacağımız eksen dönüşümleri adı verilen 𝐴𝑝, 𝑆𝑝, 𝛻𝑝 

şeklinde gösterilen dönüşümlerini tanımlayalım. 

Tanım 5.1.2 ([5], [43]) 𝑋2= X X, X in kartezyen çarpımı olsun. 

(1) p de temel eksen dönüşümü, 𝐴𝑝: 𝑋𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑋2 olmak üzere 𝐴𝑝(𝑥1) =

(𝑥, 𝑝) ve 𝐴𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) şeklinde tanımlanır.  

(2) p de Skewed eksen dönüşümü, 𝑆𝑝: 𝑋𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑋2 olmak üzere 𝑆𝑝(𝑥1) =

(𝑥, 𝑥) ve 𝐴𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) şeklinde tanımlanır. 

(3) p de katlama dönüşümü ise 𝛻𝑝: 𝑋𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑋 olmak üzere 𝛻𝑝(𝑥𝑖) = 𝑥, 𝑖 =

1,2 şeklindedir.   

Baran, yukarıda verilen eksen dönüşümlerini kullanarak topolojik uzaylardaki bu 

ayırma aksiyomlarının herhangi bir topolojik kategoriye genelleştirilebileceğini 

göstermiştir.  

Tanım 5.1.3 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. 𝑝 den farklı her bir 𝑥 noktası için 

𝑝 nin x noktasını içermeyen bir komşuluğu veya x in p noktasını içermeyen bir 

komşuluğu varsa (𝑋, 𝜏) uzayına p de T0 dır denir.  
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Teorem 5.1.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. (𝑋, 𝜏) uzayının 𝑝 noktasında 

T0 olması için gerek ve yeter şart 𝑋 𝑉𝑝 𝑋  üzerinde  𝐴𝑝: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋2, 𝜏∗)  ve 

𝛻𝑝 : 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋, 𝑃(𝑋))  fonksiyonları tarafından doğrulan(induced) topolojinin 

diskre olmasıdır. Burada 𝜏∗, 𝑋2 üzerindeki çarpım topolojisi ve 𝑃(𝑋) ise X 

üzerindeki diskre topolojidir. 

İspat. (𝑋, 𝜏) uzayı p noktasında T0 olsun. 𝑋 𝑉𝑝 𝑋   üzerindeki başlangıç topolojisinin 

diskre olduğunu gösterelim. Bunun için 𝑋 𝑉𝑝 𝑋  de alınan her tek nokta cümlesinin 

açık olduğunu göstermemiz yeterlidir. (𝑋, 𝜏) uzayı p noktasında T0 olduğundan eğer 

𝑥 ≠ 𝑝 ise 𝑝 nin 𝑥 yi içermeyen 𝑁𝑝 komşuluğu veya  𝑥 in 𝑝 yi içermeyen bir 𝑁𝑥 

komşuluğu vardır.  

Kabul edelim 𝑥 ∉ 𝑁𝑝 olsun. Eğer 𝑈 = {𝑥} ve 𝑊 = 𝑁𝑝 × 𝑋 alınırsa ki bunlar 𝑃(𝑋) 

ve 𝑋2 de açık cümlelerdir.  Buradan {𝑥} = 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ 𝛻𝑝 

−1(𝑈) olacaktır. Çünkü 

𝑥 ∈ 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ 𝛻𝑝 

−1(𝑈) ise 𝛻𝑝(𝑥) = 𝑥 ∈ 𝑈 = {𝑥} ⇒ 𝐴𝑝(𝑥) = (𝑥, 𝑝) veya 𝐴𝑝(𝑥) =

(𝑝, 𝑥) dir. 𝑥 ∉ 𝑁𝑝 olduğundan 𝐴𝑝(𝑥) = (𝑝, 𝑥) ∉ 𝑊 olacaktır. Buradan {𝑥2} =

𝛻𝑝 
−1(𝑈) ∩ 𝐴𝑝

−1(𝑊) dir.  

Şimdi kabul edelim ki 𝑝 ∉ 𝑁𝑥 olsun. 𝑈 = {𝑥} ve 𝑊 = 𝑁𝑥 × 𝑋 sırasıyla 𝑃(𝑋) ve 𝑋2 

de açık cümlelerdir. 𝐴𝑝(𝑥) = (𝑥, 𝑝) ∈ 𝑊 veya 𝐴𝑝(𝑥) = (𝑝, 𝑥) ∈ 𝑊 dir. (𝑝, 𝑥) ∉ 𝑊 

olduğundan {𝑥1} = 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ 𝛻𝑝 

−1(𝑈) dir. Eğer  𝑝 = 𝑥 ise 𝑈 = {𝑥} kümesi  𝑃(𝑋)  

de ve 𝑊 = 𝑋2 kümesi de 𝑋2 de açık olduğundan  𝐴𝑝(𝑥) = (𝑝, 𝑥) ∈ 𝑊 ve 𝑝 ∈ 𝑈 dır. 

Buradan {𝑝} = 𝛻𝑝 
−1(𝑈) ∩ 𝐴𝑝

−1(𝑊)  sağlanır. Böylece 𝑋 𝑉𝑝 𝑋  üzerindeki  𝛻𝑝  ve 𝐴𝑝 

nin doğurduğu uzay diskredir.  

Tersine olarak kabul edelim ki  𝑋 𝑉𝑝 𝑋  üzerindeki 𝛻𝑝  ve 𝐴𝑝 nin doğurduğu uzay 

(başlangıç topolojisi) diskre olsun. 𝑋 in 𝑝 noktasında T0 uzayı olduğunu gösterelim. 

Yani her 𝑥 ≠ 𝑝 için 𝑝 yi kapsayan, 𝑥 nin her 𝑁𝑥 komşuluğu için 𝑝 nin en az bir 

𝑁𝑝 komşuluğu vardır öyle ki 𝑥 ∉ 𝑁𝑝 olduğunu göstermek yeterlidir.  

𝑥 ≠ 𝑝 ve  𝑋 𝑉𝑝 𝑋  diskre olduğundan {𝑥1} = 𝛻𝑝 
−1{𝑥} ∩ 𝐴𝑝

−1(𝑊) olacak şekilde 𝑋2 

de  𝑊 açık cümlesi vardır. 𝑊, 𝑋2 de açık olduğundan 𝑋 de 𝑁𝑥 ve 𝑉 açıkları vardır 

öyle ki 𝐴𝑝(𝑥) = (𝑥, 𝑝) ∈  𝑁𝑥 × 𝑉 ⊂ 𝑊dir. Eğer  𝑥 ∉ 𝑉 ⇒ 𝑁𝑝 = 𝑉 olsun. Eğer 𝑥 ∈
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𝑉 ise  (𝑝, 𝑥) ∈  𝑁𝑥 × 𝑉 ⊂ 𝑊 dir. Çünkü 𝑥 nin her 𝑁𝑥 komşuluğu 𝑝 yi içerir. 

Fakat {𝑥1, 𝑥2} = 𝐴𝑝
−1(𝑊) ∩ 𝛻𝑝 

−1({𝑥}) dir. 𝑥1 ≠ 𝑥2 olduğundan bu uzayın diskre 

olması ile çelişir. Dolayısıyla  𝑥 ∉ 𝑉 dir. 

Tanım 5.1.4 ([43]) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine 

denktir. 

(1) (X,τ)  𝑝 de  T0 dır.  

(2)  𝐴𝑝: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋2, 𝜏∗) ve 𝛻𝑝 : 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋, 𝑃(𝑋)) dönüşümlerinden elde edilen 

başlangıç topolojisi diskredir.  

(3) 𝑖𝑑: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋 𝑉𝑝 𝑋,  𝜏∗) ve 𝛻𝑝 ∶  𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋, 𝑃(𝑋)) dönüşümlerinden elde 

edilen başlangıç topolojisi diskredir. Burada  𝜏∗, 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 üzerinde 𝑖1, 𝑖2: (𝑋, 𝜏) ⟶

𝑋 𝑉𝑝 𝑋 kanonik dönüşümleri tarafından doğrulan bitiş topolojisidir. Ayrıca 

𝑖𝑑: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 birim dönüşümdür.  

Tanım 5.1.5 ([43]) ℂ ve 𝔻 herhangi iki kategori, 𝑈: ℂ → 𝔻 bir fanktor 𝑈(𝑋) = 𝐵 

olmak üzere  𝐵,  𝔻 de bir nesne ve  𝑝  de herhangi bir nokta olsun. 

(1) 𝑋 objesi 𝑝 de T̅0 dır ancak ve ancak { 𝐴𝑝: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ 𝑈(𝐵2) = 𝑋2 ve 

 𝛻𝑝 : 𝑋 𝑉𝑝𝑋 ⟶ 𝑈𝐷(𝑋) = 𝑋 } 𝑈-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir. Burada D, 

U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.  

(2) 𝑋 objesi 𝑝 de  T0′ dır ancak ve ancak { 𝑖𝑑 ∶ 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ 𝑈(𝑋 𝑉𝑝 𝑋)′ = 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ve  

𝛻𝑝 : 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ 𝑈𝐷(𝑋) = 𝑋 } başlangıç kaldırması diskredir. Burada  (𝑋 𝑉𝑝 𝑋)′ 

ifadesi 𝑖1(𝑥) = 𝑥1 ve 𝑖2(𝑥) = 𝑥2 olmak üzere { 𝑖1, 𝑖2: 𝑈(𝐵) = 𝑋 ⟶ 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 } U-

kavşağının bitiş kaldırması ve olmak üzere kanonik dönüşümlerdir. 

5.2 Lokal T0 Yarı Düzgün Limit Yakınsak Uzaylar 

Teorem 5.2.1 (𝑋, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzay ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. (𝑋, ℑ) 𝑝 de  T̅0 

dır ancak ve ancak 𝑋 deki her bir 𝑥 ≠ 𝑝  noktası için  [𝑥] × [𝑝] ∉ ℑ dir. 

İspat: (𝑋, ℑ) yarı düzgün limit yakınsak uzayının her bir 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑝 için 𝑝 de  T̅0 

olduğunu kabul edelim. Tanım 5.1.5, Tanım 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 den, i=1,2 için 
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𝜋𝑖: 𝑋2 ⟶ 𝑋 izdüşüm fonksiyonları olmak üzere 𝐴𝑝 ve 𝛻𝑝  dönüşümleri tarafından 

𝑋 𝑉𝑝 𝑋 üzerinde üretilen yarı düzgün limit yakınsak yapı  ℑ𝑊  olsun. Teorem 4.1.2 ve 

Teorem 3.1.3 den eğer [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ𝑃 ise  α = [𝑥1] × [𝑥2] için,  

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)(𝛼) = (𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)([𝑥1] × [𝑥2]) 

                                = [𝜋1𝐴𝑝(𝑥1)] × [𝜋1𝐴𝑝(𝑥2)] 

                               = [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ 

(𝜋2𝐴𝑝 × 𝜋2𝐴𝑝)(𝛼) = (𝜋2𝐴𝑝 × 𝜋2𝐴𝑝)([𝑥1] × [𝑥2]) 

                                = [𝜋1𝐴𝑝(𝑥1)] × [𝜋1𝐴𝑝(𝑥2)] 

                                = [𝑝] × [𝑥] ∈ ℑ 

ve 

  (𝛻𝑝  ×  𝛻𝑝 )(𝛼) = (∇p × ∇p )([𝑥1] × [𝑥2]) 

                          = [𝑥] × [𝑥]  ∈ ℑd 

olur. Burada ℑW yapısı 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 üzerindeki diskre yarı düzgün limit yakınsak yapı 

olduğundan [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑW olur. Bu ise (𝑋, ℑ) nin 𝐴𝑝 ve 𝛻𝑝  dönüşümleri tarafından 

üretilen yarı düzgün limit yakınsak uzayın diskre, yani (𝑋, ℑ) nin 𝑝 de  T̅0 olmasıyla 

çelişir. Dolayısıyla 𝑋 de ki her bir 𝑥 ≠ 𝑝 için [𝑥] × [𝑝] ∉ ℑ   olmalıdır.   

Şimdi teoremin diğer tarafını ispatlayalım. Tersine olarak her bir 𝑥 ≠ 𝑝 için,             

[𝑥] × [𝑝] ∉ ℑ olduğunu kabul edelim. (𝑋, ℑ) nın 𝑝 de  T̅0 olduğunu göstermeliyiz.  

 ℑ𝑊 , 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 üzerinde 

𝐴𝑝: 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶  𝑈((𝑋2, ℑ2)) = 𝑋2 

 ve 

𝛻𝑝 : 𝑋 𝑉𝑝 𝑋 ⟶ 𝑈((𝑋, ℑ𝑑) ) = 𝑋 
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ile oluşturulan yarı düzgün limit yakınsak yapı olsun. Burada ℑ2, 𝑋2 üzerinde yarı 

düzgün limit yakınsak yapıların çarpımı ve ℑ𝑑 ise 𝑋 üzerindeki diskre yarı düzgün 

limit yakınsak yapıdır. Şimdi ℑ𝑊  nin diskre olduğunu göstermeliyiz. Yani ℑ𝑊, 

𝑋 𝑉𝑝 𝑋 nin sonlu alt cümlesi üzerindeki tek elemanlı süzgeçlerin kendisi ile 

kesişimleri üzerindeki yapı, yani  

i. 𝛼 = [∅]  

ii. 𝛼 = [𝑝] × [𝑝],   

iii. 𝛼 = ([𝑥1] × [𝑥1]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥2]),  

iv. 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖], i=1,2 için, 

eşitliklerinden birisi olduğunu göstermek yeterlidir.    

𝛼, ℑ𝑊 de herhangi bir süzgeç olsun, Teorem 4.1.2 den i=1,2 için (𝜋𝑖𝐴𝑝 ×

𝜋𝑖𝐴𝑝)(𝛼) ∈ ℑ ve (𝛻𝑝  ×  𝛻𝑝 )(𝛼) ∈ ℑ𝑑   dır. 

i. Eğer (𝛻𝑝 × 𝛻𝑝 )(𝛼) = [∅]  ise  (𝛼) = [∅] dir.   

ii. Eğer  (𝛻𝑝 × 𝛻𝑝 )(𝛼) = [𝑝] × [𝑝] ise (𝛻𝑝)−1{𝑝} = {𝑝𝑖 = (𝑝, 𝑝)} olduğundan 𝛼 = 

[𝑝𝑖] × [𝑝𝑖] dir, i=1, 2 için.  

iii. Eğer  𝛼 = ([𝑥1] × [𝑥1]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥2])  ise  

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)(𝛼) = (𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)(([𝑥1] × [𝑥1]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥2])) 

                                =([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑝] × [𝑝]) ∈ ℑ  

olur ve sonuç olarak ℑ𝑊 diskre yapı olduğundan   

𝛼 = ([𝑥1] × [𝑥1]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥2]) 

olur.                                     

iv. Eğer p den farklı bazı 𝑥 ∈ 𝑋 için (𝛻𝑝 × 𝛻𝑝 )(𝛼) = [𝑥] × [𝑥]  ise bu takdirde 

kolaylıkla şu sonuçları yazabiliriz. 

a) 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗], i, j=1, 2 için 

veya 
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b) 𝛼 ⊃ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖 , 𝑥𝑗}],  i, j=1, 2 ve 𝑖 ≠ 𝑗 için  

 veya                                                                 

c)  𝛼 ⊃ [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] × [𝑥𝑖],  i, j=1, 2 ve 𝑖 ≠ 𝑗 için                                           

 veya  

d) 𝛼 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2}] × [{𝑥1, 𝑥2}]                               

Şimdi yukarıda belirttiğimiz tüm alternatifleri inceleyelim. 

a) Eğer 𝑖 ≠ 𝑗 için, i=1,  j=2 veya i=2 ve j=1 için,  𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] olması durumunu 

inceleyelim: 

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)(𝛼) = [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ 

veya  

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)(𝛼) = [𝑝] × [𝑥] ∈ ℑ 

olur. Bu ise ℑ𝑊 nin seçimine bir çelişki oluşturur. O halde 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝛼 ≠  [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] 

olmak zorundadır. 

b) 𝛼 ⊃ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖 , 𝑥𝑗}],  i, j=1, 2 ve 𝑖 ≠ 𝑗 için, olması durumunu inceleyelim: 

Eğer 𝛼 = [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}], 𝑖 ≠ 𝑗 ve i=1,  j=2 için,                                       

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)([𝑥1] × [{𝑥1, 𝑥2}]) = [𝑥] × [{𝑥, 𝑝}] ⊂ [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ  

 ve 

𝛼 = [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖 , 𝑥𝑗}], 𝑖 ≠ 𝑗 ve 𝑖 = 2, 𝑗 = 1 için,  

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)([𝑥2] × [{𝑥2, 𝑥1}]) = [𝑝] × [{𝑝, 𝑥}] ⊂ [𝑝] × [𝑥] ∈ ℑ  

olur. Sonuç olarak [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ ve [𝑝] × [𝑥] ∈ ℑ  olur. Bu ise ℑ𝑊 nin seçimine bir 

çelişki oluşturur çelişkidir. O halde 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝛼 ≠ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] olmak zorundadır. 
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Diğer taraftan eğer 𝑖 ≠ 𝑗 için 

[∅] ≠ 𝛼 ≠ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] ise 𝛼 ⊃ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖 , 𝑥𝑗  }] dir 

ancak ve ancak 

𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] veya [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] 

olduğunu göstereceğiz.  

Eğer 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] veya [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] ise 𝛼 ⊃ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗  }] dir.  

Eğer 𝛼 ⊃ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] ve [∅] ≠ 𝛼 ≠  [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] ise 𝑈 ∈ 𝛼 vardır öyle ki 

𝑈 ≠ ∅, 𝑈 ≠ {𝑥𝑖} × {𝑥𝑖, 𝑥𝑗} olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝛼 vardır. 𝑈 ∈ 𝛼, {𝑥𝑖} × {𝑥𝑖, 𝑥𝑗  } ∈ 𝛼 

ve 𝛼 süzgeç olduğundan 𝑈 ∩ ({𝑥𝑖} × {𝑥𝑖 , 𝑥𝑗})  = {𝑥𝑖} × {𝑥𝑖} veya {𝑥𝑖} × {𝑥𝑗} olur, 

yani  𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] veya [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] olmak zorundadır. 

𝑖 ≠ 𝑗 için 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] olduğu yukarıda a) kısmında gösterildi. Dolayısıyla i=1,2 

için 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] olmak zorundadır. 

c) 𝛼 ⊃ [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗  }] × [𝑥𝑖] 𝑖 ≠ 𝑗 ve i, j =1, 2 için olması durumunu inceleyelim:  

Eğer 𝛼 = [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] 𝑖 ≠ 𝑗 ve i=1,  j=2 için, 

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)([{𝑥1, 𝑥2}] × [𝑥1]) = [{𝑥, 𝑝}] × [𝑥] ⊂ [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ  

ve 

𝛼 = [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖 , 𝑥𝑗}], 𝑖 ≠ 𝑗 ve 𝑖 = 2, 𝑗 = 1 için, 

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)([{𝑥2, 𝑥1}] × [𝑥1]) = [𝑝] × [{𝑝, 𝑥}] ⊂ [𝑝] × [𝑥] ∈ ℑ  

olur. Sonuç olarak [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ ve [𝑝] × [𝑥] ∈ ℑ  olur. Bu ise ℑ𝑊 nin seçimine bir 

çelişki oluşturur çelişkidir. O halde 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝛼 ≠ [𝑥𝑖] × [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] olmak zorundadır. 

 Eğer 𝛼 ⊃ [{𝑥𝑖 , 𝑥𝑗  }] × [𝑥𝑖], 𝑖 ≠ 𝑗 ve i, j =1, 2 için ise [∅] ≠ 𝛼 ≠ [{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}] × [𝑥𝑖] 

olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝛼 vardır öyle ki 𝑈 ≠ ∅, 𝑈 ≠ {𝑥𝑖, 𝑥𝑗  } × {𝑥𝑖} dir.  

𝑈 ∈ 𝛼, {𝑥𝑖, 𝑥𝑗} × {𝑥𝑖} ∈ 𝛼 ve 𝛼 bir süzgeç olduğundan, 
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𝑈 ∩ ({𝑥𝑖, 𝑥𝑗} × {𝑥𝑖})  = {𝑥𝑖} × {𝑥𝑖} veya {𝑥𝑖} × {𝑥𝑗} dir, yani 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] veya 

[𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] olmak zorundadır. 

𝑖 ≠ 𝑗 için 𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑗] olduğu yukarıda a) kısmında gösterildi. Yani i=1,2 için    

𝛼 = [𝑥𝑖] × [𝑥𝑖] olmalıdır. 

d) Eğer  𝛼 = [{𝑥1, 𝑥2}] × [{𝑥1, 𝑥2}] olması durumunu inceleyelim: 

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝) (𝛼) = [{𝑥, 𝑝}] × [{𝑥, 𝑝}] ⊂ [𝑥] × [𝑝]  ∈ ℑ 

olur ve bu durum [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ olması ile çelişir. Dolayısıyla                                  

𝛼 ≠ [{𝑥1, 𝑥2}] × [{𝑥1, 𝑥2}] olmak zorundadır.  

Eğer 𝛼 ⊃ [{𝑥1, 𝑥2 }] × [{𝑥1, 𝑥2 }] ise bu durumda [∅] ≠ 𝛼 ≠ [{𝑥1, 𝑥2}] × [{𝑥1, 𝑥2 }] 

ise 𝑈 ∈ 𝛼 vardır öyle ki 𝑈 ≠ ∅ ve 𝑈 ≠ {𝑥1, 𝑥2} 

× { 𝑥1, 𝑥2 } dir. 𝑈 ∈ 𝛼, {𝑥1, 𝑥2 } × {𝑥1, 𝑥2} ∈ 𝛼 dır ve 𝛼 süzgeç olduğundan           

𝑈 ∩ ({𝑥1, 𝑥2} × {𝑥1 , 𝑥2 }) ∈ 𝛼 olur.  

Dikkat edelim ki burada 

𝑈 ∩ ({𝑥1, 𝑥2} × {𝑥1, 𝑥2})  = {(𝑥𝑖, 𝑥𝑗  )} 

veya 

{𝑥𝑖} × {(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)} 

veya  

{( 𝑥𝑖, 𝑥𝑗)} × {𝑥𝑖} 

 veya 

{(𝑥1, 𝑥2), (𝑥2, 𝑥1)} 

veya 

{(𝑥1, 𝑥1), (𝑥2, 𝑥2)} 
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veya 

 ({𝑥1} × {𝑥1 , 𝑥2 }) ∪ ({(𝑥2 , 𝑥1)}) 

veya 

({𝑥1} × {𝑥1, 𝑥2}) ∪ ({(𝑥2 , 𝑥2)})  

veya 

({𝑥1, 𝑥2} × {𝑥1}) ∪ ({𝑥2 , 𝑥2)} 

veya 

({𝑥1, 𝑥2} × {𝑥2}) ∪ ({(𝑥2 , 𝑥1)}) 

ifadelerinden biri olabilir. 

Eğer  𝛼 = ([𝑥1] × [𝑥2]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥1]) ise  

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝) (𝛼) = (𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝) )( ([𝑥1] × [𝑥2]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥1])) 

                                =[{ [{𝑥, 𝑝}] ∩ [{𝑥, 𝑝}] ⊂ [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ  

olur ve sonuç olarak [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ olup çelişkidir. Dolayısıyla 

𝛼 ≠ ([𝑥1] × [𝑥2]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥1]) 

olmalıdır. 

Eğer  𝛼 = ([{𝑥1} × {𝑥1, 𝑥2}]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥1]) ise  

(𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝) (𝛼) =  (𝜋1𝐴𝑝 × 𝜋1𝐴𝑝)([{𝑥1} × {𝑥1, 𝑥2}]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥1])) 

       = ([𝑥] × [{𝑥, 𝑝}]) ∩ ([𝑝] × [𝑥]) ⊂ [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ  

 ve sonuç olarak, [𝑥] × [𝑝] ∈ ℑ bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 
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𝛼 ≠ ([{𝑥1} × {𝑥1, 𝑥2}]) ∩ ([𝑥2] × [𝑥1]) 

olmalıdır. 

𝛼 nın diğer durumları da benzer düşünce verilen iadeler olamayacağı gösterilebilir. 

O halde ℑ𝑊, (𝑋 𝑉𝑝 𝑋)2 üzerinde diskre yarı düzgün limit yakınsak yapıdır. Bu ise 

(𝑋, ℑ) nun p de  T̅0 olduğunu gösterir. 

Örnek 5.2.1 X={x} olsun. Bu takdirde X üzerindeki yapı ℑ𝒅ℑ𝒊 = {[∅], [𝑥] ×

[𝑥]}olup x noktasında T̅0 yarı düzgün limit yakınsak yapıdır. 

Örnek 5.2.2 X={x, y} olsun. Bu takdirde X üzerindeki yapılardan diskre olan ℑ𝒅 

hem x hem de y noktasında T̅0 yarı düzgün limit yakınsak yapıdır. İndiskre olan ℑ𝒊 

ise hiçbir noktada T̅0 yarı düzgün limit yakınsak yapı değildir. 

ℑ𝒅{[∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦])}diskre yapı. 

ℑ𝒊{[∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], [𝑥] × [𝑋], [𝑋] × [𝑥], [𝑋] × [𝑦], [𝑦] × [𝑋], [𝑥] ×

[𝑦], [𝑦] × [𝑥], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑋]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩

([𝑋] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑋]) ∩ ([𝑋] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑋]) ∩ ([𝑦] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑦]) ∩

([𝑦] × [𝑥]), [𝑋] × [𝑋] }𝐹(𝑋 × 𝑋)indiskre yapı. 

Örnek 5.2.3 X={x, y, z} olsun. Bu takdirde X üzerindeki yarı düzgün limit yakınsak 

beş yapı aşağıdaki gibidir; 

ℑ1 = ℑ𝑑 = { [∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], [𝑧] × [𝑧], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]), ([𝑥] ×

[𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧])}  

ℑ2 = {  [∅],  [𝑥] × [𝑥],  [𝑦] × [𝑦],  [𝑧] × [𝑧],  [𝑥] × [𝑦],  [𝑦] × [𝑥], ([𝑥] × [𝑥]) ∩

([𝑦] × [𝑦]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑥] × [𝑦]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩

([𝑦] × [𝑥]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑦]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩

([𝑦] × [𝑥]), ([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑦]), ([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑦] × [𝑥]), ([𝑥] × [𝑦]) ∩

([𝑦] × [𝑥]), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]) ∩

([𝑥] × [𝑦])),  (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑦] × [𝑥])),  (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩

[𝑥] × [𝑦])),  (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑦] × [𝑥])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑥] × [𝑦] ∩
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[𝑦] × [𝑥])),  (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑥] × [𝑦])), (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩

[𝑦] × [𝑥])),  (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑦] ∩ [𝑦] × [𝑥])), (([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑦] ∩

[𝑦] × [𝑥])), (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑥] × [𝑦])), (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] ×

[𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑦] × [𝑥])),(([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑦] ∩ [𝑦] × [𝑥])),  

(([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑦] ∩ [𝑦] × [𝑥])), (([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧]) ∩

([𝑥] × [𝑦] ∩ [𝑦] × [𝑥])), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑦]) ∩

([𝑦] × [𝑥]) } 

ℑ3 = { [∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], [𝑧] × [𝑧], [𝑥] × [𝑧], [𝑧] × [𝑥], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] ×

[𝑦]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]),  ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑥] × [𝑧]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑥]), 

([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑥]),  

([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑧]),  ([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑧] × [𝑥]),  ([𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥]),  

(([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑥] × [𝑧])), 

 (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑥])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑥] × [𝑧])), 

 (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])), 

 (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑥] × [𝑧])), (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])), 

 (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])), (([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])), 

(([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑥] × [𝑧])),   (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩

([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])),  (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])),   

(([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])), (([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑥] ×

[𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥])),   ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑥] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑥]) } 

ℑ4 = {  [∅], [𝑥] × [𝑥], [𝑦] × [𝑦], [𝑧] × [𝑧], [𝑦] × [𝑧], [𝑧] × [𝑦], ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] ×

[𝑦]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑧]), ([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑦]), 

([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑦] × [𝑧]), ([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑦]), 

([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑦] × [𝑧]), ([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑧] × [𝑦]),  ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦]),  (([𝑥] ×

[𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑦] × [𝑧])),  (([𝑥] ×

[𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑦])),  (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑦] × [𝑧])),  (([𝑥] ×

[𝑥]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])), (([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])),  (([𝑦] ×

[𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑦] × [𝑧])), (([𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])),  (([𝑦] ×

[𝑦]) ∩ ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])), (([𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])), (([𝑥] ×

[𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑦] × [𝑧])), (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑧] × [𝑧] ∩

[𝑧] × [𝑦])), (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑦] × [𝑦]) ∩ ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])), (([𝑥] × [𝑥] ∩ [𝑧] ×
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[𝑧]) ∩ ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])), (([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧]) ∩ ([𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])),  

(([𝑥] × [𝑥]) ∩ ([𝑦] × [𝑦] ∩ [𝑧] × [𝑧] ∩ [𝑦] × [𝑧] ∩ [𝑧] × [𝑦])) } 

ℑ5 = ℑ𝑖 = 𝐹(𝑋 × 𝑋) 

Yukarıdaki bu beş yapıdan diskre olan ℑ𝒅 hem x, y, z noktalarında T̅0 yarı düzgün 

limit yakınsak yapıdır. İndiskre olan F(X×X) ise hiçbir noktada T̅0 yarı düzgün limit 

yakınsak yapı değildir. İçerisinde [𝑥] × [𝑦] bulunduran yapı sadece z noktasında, 

içerisinde [𝑥] × [𝑧] bulunduran yapı sadece y noktasında, içerisinde [𝑦] × [𝑧] 

bulunduran yapı sadece x noktasında,  T̅0 yarı düzgün limit yakınsak yapıdır. 

Örnek 5.2.4 SULim yarı düzgün limit yakınsak uzayların dolu alt kategorisi 

𝐓̅0SULim kategorisi alt uzaylar ve çarpımlar altında kapalı bir kategoridir. 

Örnek 5.2.5 ℝ reel sayılar cümlesi olmak üzere, ℑ = 𝐹(ℝ × ℝ) cümlesi herhangi bir 

𝑝 ∈ ℝ noktasında T̅0 yarı düzgün limit yakınsak yapı değildir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında yarı düzgün limit yakınsak uzaylar (ve düzgün sürekli 

fonksiyonlar) kategorisi olan SULim incelenmiştir ve aşağıdaki sonuçlar elde 

edilmiştir. 

1. SULim kategorisi Set üzerinde topolojik bir kategori olduğu gösterilmiştir. 

2. SULim kategorisindeki diskre ve indiskre objeler örneklendirildikten sonra 

genel olarak karakterize edilmiştir. 

3. SULim kategorisinde ilk ve son (final) objeler belirlenmiştir. 

4. SULim kategorisinin başlangıç ve bitiş kaldırmaları karakterize edilmiştir. 

5. SULim kategorisinin kartezyen kapalı bir kategori olduğu belirtilmiştir. 

6. SULim kategorisinde verilen bir p noktasında T̅0 yarı düzgün limit yakınsak 

uzaylar karakterize edildi. Verilen teoremin uygulaması olarak sayısal örnekler 

verildi. 

7. T̅0 yarı düzgün limit yakınsak uzaylar (ve düzgün sürekli fonksiyonların) 

kategorisi olan 𝐓̅0SULim kategorisi elde edildi. Ve bu kategorinin SULim 

kategorisinin dolu alt kategorisi olduğu gösterildi. 

İlerleyen zamanlarda SULim kategorisi ile alakalı olan çalışmalarda aşağıdaki 

öneriler dikkate alınacaktır. 

1. SULim kategorisinde p noktasında T0′ objeler nasıl karakterize edilebilir? 

2.  SULim kategorisinde noktadan bağımsız olarak T̅0 ve T0′ objeler nasıl 

karakterize edilebilir? 

3. SULim kategorisinde gerek noktada gerekse noktadan bağımsız olarak            

Tanım 5.1.5 kullanarak T1, T0′ preT2, preT2′, T3, T4 objeler nasıl karakterize 

edilebilir? 

4. Kompakt ve bağlantılı yarı düzgün limit yakınsak uzaylar karakterize edilebilir 

mi? 

5. 𝐓̅0SULim kategorisi alt uzaylar ve çarpımlar altında kapalı bir kategori olduğu 

gösterilebilir mi? 
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