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The aim of this thesis is to comparative study of the geometric systems that can be

introduced in the afine plane, namely Euclidean geometry and Lorentzian geometry.

This thesis consist of seven chapters. The first chapter is reserved for introduction.

In the second chapter, a literature summary about the historical development of the

handle subjects is given.

In the third chapter, the definitions and the theorems that form the basis of our study are

given.

In the fourth chapter, the Lorentz analogues of the subjects including the concept of

distance in the Euclidean plane are examined.

In the fifth chapter, the angles, the triangles, circumcircle, incircle, excircle and the

polygons are investigated in the Lorentz(Minkowski) plane.

In the sixth and seventh chapters, the findings and results obtained in the thesis are

summarized briefly and suggestions for possible future studies are presented.

2023, vii + 103 pages

Keywords: Lorentz plane, Lorentz distance function, Lorentz polygon, Lorentz circle.



TESEKKUR

Bu arastirmanin  konusu, deneysel c¢alismalarin yoOnlendirilmesi, sonuglarin
degerlendirilmesi ve yazimi agsamasinda yapmis oldugu biiyiik katkilarindan dolay1 tez
danismanim Saym Prof. Dr. Nilgiin SONMEZ’e, arastrma ve yazim siiresince
yardimlarin1 esirgemeyen her konuda Oneri ve elestirileriyle yardimlarini gordigiim

hocalarima ve arkadaslarima tesekkiir ederim.

Bu arastirma boyunca maddi ve manevi desteklerinden dolay1 aileme tesekkiir ederim.

Abdulaziz ACIKGOZ
Afyonkarahisar 2023



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa
OZET ...ttt i
ABSTRACT ..t i
TESEKKUR ....covuiiiiiiiieiisscieisie ettt st bbbt ii
ICINDEKILER DIZINT ..ottt iv
SIMGELER DIZINI......cooiiiiiiiiiiiiiiniiisees et v
SEKILLER DIZINI.....cooiiiiiiiiiieieiissiee ettt Vi
L GIRIS oot 1
2. LITERATUR BILGILERI ....coovuiiiiiiiiiciiscieees e 3
3. TEMEL KAVRAMLAR ..ottt bbb 4
3.1 LorentZ(MInKOWSK1) UZAYT ....c.eeiiiiiiiiiiiiiciieeie e 4
3.2 Lorentz(Minkowski) DUZICMI .....c.uviiiiiiiiiieiiiic i 7
4. OKLID VE LORENTZ UZAKLIKLARI ARASINDAKI ILISKI ......covvviveveeeree, 11
4.1 Lorentz Uzakliginin Geometrik YOTUMU .....ocveiviiriiieiieiinieiie e 11
4.2 Oklid ve Lorentz Uzakliklar1 Arasindaki Fonksiyonel Iigki ........ccccocvriereriinennnne, 16
4.3 Oklid Diizlemindeki Baz1 Bagint: ve Teoremlerin Lorentz Benzerleri..................... 25
4.4 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Cember............ccoocveviiiiiiiiinii e 33

4.5 Analitik  Diizlemde Oklid ve Lorentz Esit Uzunluklu Dogru Pargalarinin
GEOMELITK YEIIEIT ...t 43
4.6 Analitik Diizlemde Oklid Diizgiin Cokgenlerinin Lorentz Diizgiinliigii................... 48
5. LORENTZ(MINKOWSKI) DUZLEMINDE COKGENLER ..........ccccceoeviiriirirererennne, 50
5.1 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Agilar ve Uggenler............ccocvvevreerirererirnneerennnns 50
5.2 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Cevrel, I¢ ve Disg Teget Cemberler ..................... 57
5.3 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Diizgiin Cokgenler...........cccoceniiviiiiiiniiniennn, 82
B. BULGULAR ...ttt bbbt 100
7. TARTISMA VE SONUC ..ottt 101
8. KAYNAKLAR ...ttt bbb 102
(0Z€) 21011, 1 13 103



SIMGELER DIiZIiNi

Simgeler
R Reel sayilar cismi
R™ n-boyutlu vektor uzayi
L" n-boyutlu Lorentz(Minkowski) uzay1
R? Oklid diizlemi
L? Lorentz(Minkowski) diizlemi
11, Lorentz norm fonksiyonu
I Il g Oklid norm fonksiyonu
d; Lorentz uzaklik fonksiyonu
dg Oklid uzaklik fonsiyonu
(,.)g Oklid i¢ carpimi
(., )1 Lorentz i¢ garpimi




SEKILLER DiZIiNi

Sayfa
Sekil 3.1 L2 A8 dOFIUIAT... ...cvcviviiriieieieiieeeetetete ettt 9
Sekil 3.2 Pseudo-ortogonal iKi dOGrU..........cccviiiiieiieiciieseee e 9
SeKil 4.1 L2 08 CEMDET .. ...c.cvcvveeiieieieieeee ettt 33
Sekil 4.2 L2 de hiperbolik radyan.............cccoeeeviviieceeeciseeeeeeee e 34
Sekil 4.3 L2 de timelike LOIreNntZ ¢emberi..........c.ccceucveueveeeieeeeeieeeee e, 36
Sekil 4.4 L2 de spacelike LOrentz ¢emberi..........ccccuevevevevevevereieieieee e, 37
Sekil 4.5 L? de cemberin ¢ap Ve KiriSIETi... ovvvevivivereiiiiiieietceee e 38
Sekil 4.6 L2 08 METKEZ VE GEVIE ACL... .vovveveverereeeeeieeeieieeeteteieteieee ettt e e seeeeesesens 39
Sekil 4.7 L? de teget dogrularin kirisle arasindaki agilar... ..........ccccceevevevevererererererennan, 40

Sekil 48m =0 ve m — oo icin analitik diizlemde Oklid ve Lorentz esit uzunluklu
dogru parcalarinin geometrik yerleri... .....ccooeiiiiiiiiiiiiniiiicee e 46

Sekil 4.9 m & {—1,0,1, o} icin analitik  diizlemde Oklid ve Lorentz esit uzunluklu

dogru parcalarinin geometrik yerleri... ...coccovvriiiiiiiiniiiiiie e 47
Sekil 5.1 L2 de iKiZKeNar GiG@EN.......c.cucveviveriverereieieiereieieiere ettt 56
SekKil 5.2 L2 A€ dik TIGZEN.... wovevevveveeieeeieiete ettt ettt 56

Sekil 5.3 L2 de koseleri P; = (0,0), P, = (2,1), P; = (5,—1) noktalari olan iiggenin
CEVIEL CEIMDIBI ... .eviiiiiiiciie ettt 61
Sekil 5.4 L? de koseleri P; = (0,0), P, = (1,2), P; = (—2,6) noktalar1 olan iiggenin
)Y (<] W TS 11113 PO TR UPRUPRPIN 63
Sekil 5.5 L2 de koseleri P = (3,1),Q = (0,0), R = (6,—1) noktalari olan iiggenin i¢
LTS o1 00 Lo 1) o DO ST RPROT 68
Sekil 5.6 L? de koseleri P = (1,3),Q = (0,0), R = (—2,7) noktalar1 olan iiggenin i¢
LTS o1 00 o ) o PSPPSRSO 71
Sekil 5.7 L? de koseleri P = (3,1),Q = (0,0), R = (6,—1) noktalar1 olan iiggenin
[PR] kenarina teget olan dig teget GemMDETi... ..ccerveveiieiieieireeeee e 80
Sekil 5.8 L? de koseleri P = (3,1),Q = (0,0), R = (6,—1) noktalar1 olan iiggenin
[QR] kenarina teget olan dis teZet CEMDBETL.......coceveiierieieiieiee e 80
Sekil 5.9 L2 de koseleri P = (3,1),Q = (0,0), R = (6,—1) noktalar1 olan iiggenin
[QP] kenarina teget olan dis teget CEMDETi.......cocevvevierieieiiiieece e 81
Sekil 5.10 L2 de késeleri P = (3,1),Q = (0,0), R = (6,—1) noktalar1 olan iiggenin
dis teget CEMDBEIICTL. .. ...viiiiiiiiiie e 81

Vi



Sekil 5.11 Oklid ve Lorentz(Minkowski) diizlemlerinde ¢emberin merkezinden gecen

dogrunun ¢emberi kestigi noktadaki tegete paralel olan dogru... .........ccoueeee. 82
Sekil 5.12 L2 de spacelike gemberin tegeti ve tegetin paralel dogrusu........................ 85
Sekil 5.13 L? de timelike ¢emberin tegeti ve tegetin paralel dogrusu..............c.ceue.... 85
Sekil 5.14 R? de yari-dizIemIer... .......c.coeveviiiiirireieiiieccise e 86

Sekil 5.15 L? de timelike future-pointing (pozitif) bolgesinde bulunan diizgiin
KONVEKS COKZON... .ot 94
Sekil 5.16 L2 de spacelike pozitif bolgesinde bulunan diizgiin konveks gokgen......... 99

Vil



1. GIRIS

Geometri zamanla degisen dinamik bir konudur. Kendi zamanlarinin ve yerlerinin
iiriinleri olan insanlar tarafindan yaratilan ve gelistirilen insan kiiltlirlinlin bir parcasidir.
Geometrinin kokleri binlerce yillar oncesine dayanir ve hemen hemen her insan
kiiltiiriinde su ya da bu tiirden geometrik fikirler bulunur. Bildigimiz sekliyle geometri
calismast 4000 yildan daha uzun bir siire dnce Mezopotamya, Misir, Hindistan ve
Cin’de ortaya cikti. Nil nehri her yil genis arazileri sular altinda biraktigi ve miilk
siirlarini yok ettigi i¢in, sinirlarin yeniden olusturulmasinda gokyiiziinde gézlemlenen
ticgen, dortgen vb. sekillerden yararlanilmistir. Bu ilgi, onlar1 geometri ¢alismalarina
motive etmis olabilir. Misir geometrisi cogunlukla deney, gézlem ve deneme yanilma
yoluyla ulagilan pek ¢ok pratik prosediirden olusuyordu. Formiiller ise yarayan yaklasik
formiillerdi ya da en azindan pratik amaglar i¢in yeterince yakin cevaplar veriyordu.
Yaklagik 2500 yil dnce geometrinin uygulanma bi¢iminde derin bir degisiklik oldu:
Yunan matematik¢iler geometriyi soyutlamayi, mantiksal tiimdengelim ve ispati
getirdiler. Ayrica geometriyi giinliik deneyim alanindan c¢ikardilar ve onu soyut
varliklar1 inceleyen bir konu haline getirdiler. Mantig1 geometriye sokma siireci
goriiniise gore MO 600 yillar1 civarinda Thales ile bagladi ve yaklasik MO 300 yilinda
Iskenderiyeli Oklid’in calismasiyla doruga ulastr. Oklid, Yunan geometricilerinin en
unlisiidir ve adi evrensel olarak bugiin okullarda incelenen geometri ile
iliskilendirilmektedir. “Oklid Geometrisi” dedigimiz geometrinin icerdigi fikirlerin
¢ogu, muhtemelen Oklid’in kendisinden kaynaklanmadi; daha ziyade Oklid’in katkis
Yunan geometrisinin sonuglarint mantikli ve tutarli bir sekilde organize etmek ve
sunmakti. Elde ettigi sonuclar1 “Elements” olarak bilinen on {i¢ kitaplik bir seride
yayinladi. Daha sonraki yillarda Descartes tarafindan kartezyen koordinatlarin ve
Fréchet tarafindan metrigin tanimlanmasiyla (Fréchet 1906), Oklid uzay: en iyi bilinen

metrik uzay halini almigtir.

Oklid geometrisinde yapilan bu 8lgme sekli birgok problemin ¢oziimiinde eksik kalmasi
ilerleyen yillarda farkli metrikler kullanilarak farkli geometriler olusturulmasiyla
sonuglanmistir. Bunlardan biride Lorentz ve Poincaré’nin 6nceki ¢alismalarina dayanan
Einstein'in 6zel gorelilik kuramiyla iligkili 1908 yilinda {inlii Alman matematik¢i ve
fizik¢i H.Minkowski (1864-1909) tarafindan Lorentz(Minkowski) geometrisinde

tanimlanan Lorentz metrigidir. Boylece uzaklik 6lgme ydntemindeki degisiklik, Oklid

1



geometrisindeki uzaklik iceren kavramlarda degisiklige neden olabilmektedir. Bu
nedenle afin diizlemde tamitilabilen iki geometrik sistem Oklid geometrisi ve
Lorentz(Minkowski) geometrisinin karsilastirilmali bir incelemesi ilging olabilir. Bu

fikirden yola ¢ikarak bu tez ¢alismasinda;

1) Lorentz uzakliginin geometrik yorumu nasil yapilabilir?

ii) Oklid ve Lorentz metrikleri arasinda fonksiyonel iliski nasil ifade edilebilir?

iii) Lorentz uzakligini koruyan Oklid diizleminin izometrileri hangileridir?

iv) Oklid diizlemindeki Thales bagintisi, Manelaus ve Ceva teoremleri ile I¢ ve Dis
aclortay teoremlerinin Lorentz benzerleri nasil ifade edilebilir?

v) Oklid cemberlerinin hangi 6zellikleri Lorentz cemberlerinde vardir?

vi) Oklid diizgiin ¢okgenlerinin Lorentz diizgiinliigii nasil incelenebilir?

vii) Oklid diizlemindeki ii¢genlerin ¢evrel, i¢ ve dis teget cemberlerin
Lorentz(Minkowski) diizlemindeki benzerleri var olma kosullar1 ve grafikleri nasil
ifade edilebilir?

viii) Lorentz(Minkowski) diizleminde diizgiin ¢okgenler nasil olusturulabilir?

sorularma cevap aranmustir. Lorentz metrigi Oklid metrigi gibi pozitif tanimli olmamasi
vektor cesitliligi olusturmustur. Bu nedenle Lorentz (Minkowski) uzayinda vektorler
timelike, spacelike ve lightlike (null) olarak siniflandirilmistir. Vektorler arasindaki bu
cesitlilik metrik anlamindaki kavramlarda cesitlilie sebep olmustur. Boylece
yukaridaki sorularin cevaplari, bu c¢esitlilik dikkate alinarak aranacaktir. Ayrica tez

biitlinliigii i¢in tezin orijinal boliimleri tezin sira dizini iginde verilecektir.



2. LITERATUR BIiLGILERI

Lorentz(Minkowski) uzayinin temel yapisi (O’neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996 ve
Ratchliffe 1994) referanslarinda verilmistir. Lorentz uzakliginin geometrik yorumu
(Yaglom 1979) tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada; Oklid ve Lorentz metrikleri
arasindaki fonksiyonel iliski dogru parcasinin e§imine gore ifade edildi. Bu fonksiyonel
iliski kullanilarak Oklid diizlemindeki Thales bagintis1, Menelaus ve Ceva teoremleri ile
ic ve dis aciortay teoremlerinin Lorentz benzerleri elde edildi. Lorentz uzakligini
koruyan Oklid diizleminin izometrilerinin hangileri oldugunu belirlendi. Ayrica Oklid
ve Lorentz esit uzunluklu dogru pargalarmin geometrik yerleri ve bu geometrik
yerlerden faydalanarak Oklid diizgiin cokgenlerinin Lorentz diizgiinliigiinii incelenmesi

icin bir yol elde edildi.

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki dogrularin egimlerine gore siiflandirilmas: (Catoni
vd. 2008 ve Shonoda 2016) referanslarinda ve dogrularin dikligi (pseudo-ortogonallik)
ile bir noktanin bir dogruya uzakligi (Catoni vd. 2008) referansinda verilmistir.
Lorentz(Minkowski) diizlemindeki ¢emberlere (Yaglom 1979, Birman ve Nomizu 1983
ve Catoni vd. 2008) referanslarinda deginilmistir. Lorentz(Minkowski) diizlemindeki
ticgenler genel olarak (Yaglom 1979) tarafindan ¢alisilmistir. Daha sonra kenarlari
future-pointing timelike vektorlerden olusan pure tiggenler igin alan ve Lorentz
trigonometrik bagintilar (Birman ve Nomizu 1984) tarafindan incelenmistir. Devaminda
daha kapsamli olarak kenarlar1 non-null vektorler (yani spacelike ve timelike) olusan
icgenler i¢in aci, alan ve Lorentz trigonometrik bagmtilar (NeSovi¢ ve Petrovié-
Torgasev 2003) verilmistir. Bu tezde, Oklid diizlemindeki iiggenlerin ¢evrel, i¢ ve dis
teget cemberlerin Lorentz(Minkowski) diizlemindeki benzerleri ve var olma kosullar

incelendi.

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki konveks cokgenler (Fillastre 2014) referansinda
incelenmistir. Bu tezde, (Fillastre 2014) referansindaki konveks cokgenin nasil
olusturuldugu agiklanmis ve Ornekler verilerek matlab programi kullanilarak sekilleri

olusturulmustur.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin geri kalan kisminda ele alinacak olan Lorentz(Minkowski)
geometrisinin temel tanim, teorem ve Ozellikleri (O’neill 1983, Duggal ve Bejancu
1996, Birman ve Nomizu 1984, Ratchliffe 1994, Catoni vd. 2008 ve Shonoda 2016)
referanslarina gore ozetlenerek verilecektir. Oncelikle Lorentz(Minkowski) uzayinin
temel yapist ve devaminda Lorentz(Minkowski) diizlemindeki temel kavramlar

verilecektir.

3.1 Lorentz(Minkowski) Uzayi

Tamm 3.1.1 (Simetrik Bilineer Formlar) V bir reel vektor uzay1 olsun.

g:VxV-NR

doniisimii Va, b € R ve Vu, v,w € V igin,

0 gwv)=gmuw
(i) glau+ bv,w) = ag(u,w) + bg(v,w)
@iy  g(u,av+ bw) =ag(u,v) + bg(u,w)

ozelliklerine sahipse bu durumda g doniisiimiine V vektor uzayr iizerinde simetrik

bilineer formdur denir (O’neill 1983).

Tanmim 3.1.2 V reel vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. O zaman

(i) Vv € V ve v 0 igin g(v,v) > 0 ise g ye pozitif tanimli,

(i) VYveVvev#0icin g(v,v) <0 ise g ye negatif tanimli,

(i) Vv eV vev# 0icin g(v,v) = 0 ise g ye yari pozitif taniml,

(iv) Vv eVvev#0icin g(v,v) <0 ise g ye yari negatif tanimli denir (O’neill
1983).



Tanim 3.1.3 V bir reel vektdr uzayr ve g : V X V — R doniistimii V {izerinde simetrik

bilineer form olsun. O zaman

Q) g non — dejeneredir & g(u,v) = 0ve Vv € Viginu = 0 dir.

(i)  gdejeneredir & g(w,v) =0ve Vv € Viginw # 0 dir.

V reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik bilineer form g ise V nin herhangi bir W
altuzay: icin g |y, kisitlamasi da yine bir simetrik bilineer formdur (O’neill 1983,

Duggal ve Bejancu 1996).

Tamm 3.1.4 V bir reel vektor uzayr ve g : VXV — R donilisiimii V iizerinde simetrik
bilineer form olsun. g |, negatif tanimli olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu W
altuzayinin boyutuna g simetrik bilineer formunun indeksi denir ve indV =v ile

gosterilir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tamim 3.1.5 (Skaler Carpim Uzay1) V bir reel vektor uzayr olmak iizere, V {izerinde

tanimli,

g:VxVvV-V

doniistimii bilineer, simetrik ve non-dejenere ise g ye V tlizerinde bir skaler ¢arpim, bu
durumda V vektor uzayina da bir skaler ¢arpim uzayi denir. Bir i¢ ¢arpim, pozitif
taniml1 bir skaler ¢arpimdir. Ornegin, R" uzaymdaki v = (vy, ..., 1), w = (Wy, ..., Wy)
olmak iizere, (v,w)g = Y™, v;w; i¢ carpmmdir. I¢ ¢arpimm bircok &zelligi skaler
carpima tagmir. Ancak skaler carpim tanimsiz oldugunda bazi farklar ¢ikar. Ornegin,

g = R? x R? - Rigin,

g, w) = vywy — v,w,

dontisiimiiniin simetrik ve bilineer oldugu agiktir. Burada, v,w yerine (1,0) ve (0,1)
vektorleri alinarak g doniisiimiiniin non-dejenere oldugu gosterilebilir. Boylece g bir
skaler garpimdir. Bir v € V vektorii, g(v) = v;2 — v,%,v # 0 oldugunda, g skaler

carpimi tanimsizdir (O’neill 1983).



Tanim 3.1.6 v,w € V,v # 0,w # 0 i¢in g(v,w) = 0 ise v ve w vektorlerine ortogonal

(diktir) denir ve v L w ile gosterilir (O’neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).
Teorem 3.1.1 Eger W, V skaler ¢carpim uzayinin bir altuzay ise o zaman,

0) dimW + dimW+ =n = dimV
(i) wbHHt=w

dir (O’neill 1983).

Tammm 3.1.7 V bir reel vektor uzayi, g, V tzerinde skaler ¢arpim ve W, V nin bir
altuzay1 olsun. Eger g |, non-dejenere ise, W altuzayi non-dejenere olarak adlandirilir
(O’neill 1983).

Teorem 3.1.2 V bir skaler ¢arpim uzayr ve W, V nin bir altuzay1 olsun. W nin non-
dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart V nin W ve W+ nin direkt toplam1 yani
V=W @ W olmasidir (O’neill 1983).

Tamm 3.1.8 Bir V vektor uzayi lizerinde skaler carpim g olsun. Bir v € V vektoriiniin

normu

Ivll = lg(v, v)| /2

olarak tanimlanir. Normu 1 birim olan vektore birim vektdr ve ortogonal birim vektor
kiimesine ortonormal sistem denir. n = dimV i¢in, V deki herhangi bir n-boyutlu

ortonormal vektor kiimesi, V i¢in bir tabandir (O’neill 1983).

Teorem 3.1.3 Bir V # {0} skaler ¢arpim uzay1 bir ortonormal sisteme sahiptir (O’neill
1983).

Teorem 3.1.4 Bir V reel vektor uzayr igin ortonormal taban {e,,e,,...,e,} Ve

g = g(e;, e;) olsun. O zaman Vv € V vektorii



n

v = z g, e)e;

i=1
olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’neill 1983).

Teorem 3.1.5 Bir V reel vektor uzaymin bir {ey, ey, ..., e,} ortonormal tabani igin

{e1, &5, ..., £, } isaretlerindeki negatif terimlerinin sayisi indV = v dir (O’neill 1983).

Tamm 3.1.9 V vektor uzay: iizerinde tanimlanan g skaler carpimi 6zel olarak pozitif
tanimli ise Oklid metrigi adin1 alir, V ye de Oklid uzay1 denir. Eger g nin indeksi v = 1
ise, g skaler ¢arpimi Lorentz(Minkowski) metrigi olup, V ye de Lorentz(Minkowski)
uzayl denir ve n = dimV igin, R} veya L" ile gosterilir (O’neill 1983, Duggal ve
Bejancu 1996).

3.2 Lorentz(Minkowski) Diizlemi
Tanim 3.2.1 Lorentz i¢ ¢arpimi x = (x5, x,) € R?,y = (y1,y,) € R? i¢in,

(X;Y)L =X1Y1 — X2Y2

biciminde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte R? afin diizlemine Lorentz(Minkowski)

diizlemi denir ve L? veya R? ile gosterilir. Herhangi bir x € L? vektdriiniin normu

x|, = +/I{x, x).| seklinde tanimlanir (Birman ve Nomizu 1984).

Boylece ||x||, nin anlam1 x noktasindan orijine uzakliktir. O zaman iki nokta arasindaki

uzaklik fonksiyonu,

dy(x,y) =llx—yll, = \/l(x1 —y1)? = (%3 — y2)?|
seklindedir.

Tammm 3.2.2 (Lorentz(Minkowski) Diizleminde Vektor Smmflandirma) Bir

x = (xq,x) € L? vektori,



i) (x,x); < 0ise x timelike vektor,

ii) (x,x), > 0 veya x = 0 ise x spacelike vektor,

iii) (x,x), = 0 ve x # 0 ise x lightlike (null) vektor
seklinde tanimlanir (O’neill 1983).

Tamm 3.2.3 e = (0,1) olsun. Bir x = (x, x,) timelike vektorii,
)] (x, e);, < 0 i¢in future-pointing (pozitif) timelike vektor,
i) (x,e);, > 0 i¢in past-pointing (negatif) timelike vektor
olarak adlandirilir. Buradan bir x = (x4, x,) vektoriiniin;
future-pointing vektér olmasi igin gerek ve yeter sart x;% —x,2 <0ve x, >0
olmasidir,
past-pointing vektor olmast i¢in gerek ve yeter sart x;2 — x,%2 < 0 ve x, < 0 olmasidir

(Birman ve Nomizu 1984).

Tamm 3.2.4 (Lorentz(Minkowski) Diizleminde Dogrular) L? de iki nokta P = (x,y),

Py = (xg,yo) olsun. Bu noktalardan ge¢en dogrunun egimi,

olmak tizere,
i) |m| < 1 dogrusuna spacelike dogru (1.gesit),
ii) |m| > 1 dogrusuna timelike dogru (2.¢esit),
iii) |m| = 1 dogrusuna lightlike (null) dogru
denir (Shonoda 2016).

Tanmm 3.2.5 L? de bir P = (x,,V,) noktasindan gecen dogru denklemleri, hiperbolik

trigonometrik fonksiyonlarla ifade edilebilir:

)] m| < 1 ise bu dogru (1.¢esit) denklemi,

(x — xg)sinh8 — (y — yo)coshf = 0

dir (0 agis1 x ekseniyle yapilan ag1 olarak alinmistir).
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i) |m| > 1 ise bu dogru (2.¢esit) denklemi,

(x — xo)cosh8 — (y — yo)sinh8 = 0

dir (8" ag1s1 y ekseniyle yapilan a¢1 olarak alinmistir, Catoni vd. 2008).

v
Ligthlike dogru Timelikt dogru Ligthlike dogru
\‘\~ ‘/‘/'
\. ‘/
Sy N
7’
Spacelike dogru Spacelike dogru
A’ 7’ \.\ x
e ~
e N,
ol \~\
/‘/. \.\.
Timelike dogru N

Sekil 3.1 L? de dogrular.

Tamm 3.2.6 Lorentz(Minkowski) diizleminde x ve y vektorlerinin Lorentz ortogonal

olmasi igin gerek ve yeter sart (x, y); = 0 olmasidir (Ratchliffe 1994).

Teorem 3.2.1 L? de sifirdan farkli x ve y vektdrleri Lorentz ortogonal olsunlar. O

zaman x timelike vektor ise y spacelike vektordiir (Ratchliffe 1994).

Teorem 3.2.2 (Pseudo-ortogonal) Lorentz(Minkowski) diizlemindeki iki dogru,
ligthlike dogrularina paralel bir ¢ift dogruya gore simetrik ise pseudo-ortogonaldir
(Catoni vd. 2008).

NP e

7 -
/ AN

Sekil 3.2 Pseudo-ortogonal iki dogru.



Teorem 3.2.3 L2 deki her dogru pargasi, bir tek orta dikmeye sahiptir (Catoni vd. 2008).

Ispat : P, = (p1,q1) ve P, = (p,, q,) Lorentz(Minkowski) diizleminde iki nokta olsun.

Bu noktalardan esit uzaklikta olan nokta Q = (x,y) ise,

dL(Pll Q) = dL(PZF Q)
yazilabilir.

Eger P, P, ligthlike ise asikardir.
Eger P, P, spacelike ise, yukarida ifade edilen esitlikte gerekli islemler yapilirsa,

(x=p)? =@ —q)*=x—p)* = —q2>

= (1 —P2)2x —p1 = p2) = (41— 42D (2Y — 41 — q2), 3.1)
sy =i P), T (0:° — 42°) — (p1* — p2?)
y (g1 — q2) 2(q, — q3) ,

(@1% — 42%) — (p1* — p2?)
2(q91 — q2)

1
= [ y=Ex+ (3.2)

bulunur. Boylece (3.2) denklemindeki [ dogrusu, P;P, ye pseudo-ortogonal ve (3.1)

denkleminden [ dogrusu, P; P, orta noktasi olan Py, = <(p1 + Pz)/z , (g1 + qZ)/2> den

gecer.

Eger P, P, timelike ise benzer sonug elde edilir.

Not olarak Teorem 3.2.3 {in ispat1 bu diizlemde kdse koordinatlari verilen herhangi bir

ticgenin kenarlariin orta dikmelerinin denklemlerinin elde edilmesinde kullanilacaktir.

Teorem 3.2.4 L? de bir P, = (x;,y;) noktasmnmn y :y —mx —q =0 dogrusuna

uzaklig1 |m| # 1 olmak tizere,

lys —mx; —q|
|m? — 1|

dL(Pli y) =

dir (Catoni vd. 2008).
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4. OKLID VE LORENTZ UZAKLIKLARI ARASINDAKI ILiSKi
4.1 Lorentz Uzakhiginin Geometrik Yorumu

Lorentz uzaklhigmmin geometrik yorumu (Yaglom 1979) referansi temel alinarak
verilecektir. Lorentz(Minkowski) geometrisinde, P = (x,y), P’ = (x',y") olmak lizere,

T : P - P’ bir kat1 hareket olsun. v, a, b kat1 hareketin keyfi parametreleri olmak iizere,

, 1 v 4 , v 4 1
x' = x — a, =— X
V1 — p2 \/1—v2y Y V1 — p2 V1 —v2

y+b (4.1)

dir. Lorentz(Minkowski) geometrisinde {x, y} ve {X, Y} koordinat sistemleri arasindaki

baginti,
X 1( +7vy),Y 1( +y) 1(X Y) 1(X+Y) (4.2)
=—(x Y =—(—x veya x=—X-Y),y=— .
N R, A V2 ’T 2
seklindedir.

(4.2) denklemleri, Lorentz(Minkowski) geometrisinin hareketlerini X ve Y koordinatlar

cinsinden ifade edilmesini saglar.

y=1—v/ 1/ =1+v/
V= 7 VI=v?

ot _(a+b)
1= BT

olmak tizere;
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1—-v X-Y 1—-v X+Y

ﬁX,zW' 5 +m. 5 + (a+b)
V2V = —\/11J:_UUZ.X\/_§Y + \/11J:—vvz'X\7§Y + (—a+b)

veya

X' =yX + A, Y'=%Y+B (4.3)
yazilabilir. (4.3) denkleminden, bu diizlemdeki donme,

X,=vyX, Y= %Y (4.4)

oldugundan

X'=X+4, Y=Y, +B (4.5)

otelemesi ile bulunur.

Diger taraftan,

h2g — sinh?p = 1 ( ! ) ( v )2 1
cos — sin =1, —-|- =
@ ¢ —

oldugundan (4.4) denklemi {x, y} koordinatlar1 cinsinden,

x' = coshpx + sinhpy
y' = sinh@x + coshey

bi¢iminde yazilir. Bu donme, hiperbolik donme olarak adlandirilir. (4.3) doniisimii

paralel dogrular1 paralel dogrulara doniistiiriir ve paralel dogru pargalarmin oranini

korur. Bu nedenle herhangi bir hareket altinda OX ve OY eksenlerine paralel bir

12



dogrunun goriintiisiic  yine bu eksenlere paraleldir. Bu, Lorentz(Minkowski)

geometrisinde iki “null dogru” ailesine sahip oldugumuz anlamina gelir.

Simdi ilk 6nce OX ve OY eksenlerinden birine paralel olmayan bir dogru pargasi ele
alinsin. AKBL, kenarlart 0X ve OY eksenlerine paralel ve kdsegeni AB olan asagidaki
sekildeki gibi bir dikdortgen olsun. (4.1) veya (4.3) hareketi, bu dikdortgeni kenarlari
0X ve OY eksenine paralel olan ve alanit AKBL ile ayn1 olan A'K'B’'L' dikdortgenine

esler.

Eger A ve B birbirine yakin ise AKBL dikdortgeninin alani kiigiiliir. Bu nedenle A
noktasini B ye ¢ok yaklastirdigimizda s(AKBL) sifira yaklasir. Bu alani, A ile B veya A'
ile B’ noktalarinin ayrilma Olgiisii olarak kabul ederiz. O halde A dan B ye Lorentz
uzakligint s(AKBL) ile belirtebiliriz.

dy ,p uzakhigi, AKBL dikdortgenin alaninin karekokiiyle orantilidir yani,

dy .5 = ky/s(AKBL)

dir. k katsayisin1 uzunluk ve alan birimlerini dikkate alarak segilirse yukaridaki esitlik,

dy s = /25(AKBL)

bi¢ciminde yazilabilir.
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Eger C noktas1 AB nin arasinda ise,

digg = dige tdicy

olur. Yukaridaki sekildeki AKBL, AK,CL,, CK,BL, dikdortgenlerin alanlari, bu
dikdortgenlerin AB, AC ve CB kosegenlerinin kareleriyle orantilidir.

Simdi AB dogru parcas1 Oklid uzunlugunu koruyarak A noktasi etrafinda sekildeki gibi

dondurulsiin.

g Bf

Boylece AB, AB, || 0X (veya AB° || OY) konumuna yaklasirken, AKBL nin alani1 azalir
ve AB, ABy Il 0X ile g¢akistigi zaman karsilik gelen dikdortgen kaybolur. Boylece
lightlike dogru tizerindeki uzaklik sifir degerini alir. Bu nedenle lightlike dogrudan
uzaklastik¢a alan tekrar artmaya baglar. O halde bu diizlemdeki dogru veya dogru

pargalar1 birinci gesit, ikinci gesit veya lightlike olur.

Not olarak (4.1) veya (4.3) hareketiyle iligkili olarak iki dogru pargasinin es olabilmesi

icin gerek ve yeter sart ayni uzunlukta ve ayni ¢esitte olmasidir.
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Simdi A ve B noktalarmin asagidaki sekildeki gibi {X,Y} koordinat sistemindeki

koordinatlar1 sirasiyla (X;,Y;), (X3, Y,) ve {x, y} koordinat sistemindeki koordinatlar1

(xlr 3’1), (xz, yZ) olsun.

O zaman AKBL dikdortgeninin kenar uzunluklar1 |X; — X,| ve |Y; — Y,| dir. Buradan,
S(AKBL) = [(X; — X3).(Y; — Y,)| ve

dLAB = \/ZS(AKBL) = \/2|(X1 —X3). (Y, = Y5)|

elde edilir. (4.2) denkleminden, (X,Y) koordinatlari, (x,y) koordinatlar1 cinsinden

yazilirsa, A = (x1,y1) v B = (x5, y,) noktalar1 arasindaki uzaklik,

1
dLAB = \/2 |§ [(er = x2) + (1 — ¥2) 1 [ — x2) — (71 — ¥2)]

= V10 = %)% = 01 — y2)?] (4.6)
bulunur. AB birinci gesit ise (4.6) pozitif, AB ikinci gesit ise (4.6) negatiftir. O halde

birinci ve ikinci ¢esit dogru pargalarmin uzunluklarmin farkli sekilde olgtildigi

soylenebilir.
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4.2 OKklid ve Lorentz Uzakliklar1 Arasindaki Fonksiyonel iliski

Lorentz(Minkowski) diizlemdeki noktalar, dogrular Oklid diizlemindekiyle ayni, agi
ol¢iimii de Oklid diizlemindekine benzer yolla yapilir. Ancak uzaklik fonksiyonu Oklid
diizleminden farklhidir. Analitik diizlemde alinan herhangi bir P; = (x;,y,) Ve

P, = (x,,y,) noktalar1 arasindaki Oklid uzakligs,

dg(Py, P) = \/(xl —x2)%+ (1 — ¥2)?

iken, Lorentz uzakligi,

dy (P, P;) = \/l(x1 —x2)% = (y1 — ¥2)?
bi¢imindedir.

Asagidaki 6nerme Lorentz metrigi ile Oklid metrigi arasindaki fonksiyonel iliskiyi ifade

etmektedir.

Onerme 4.2.1 Analitik diizlemde P = (xy,%,), Q = (y1,y,) iki nokta ve PQ

dogrusunun egimi m olmak {iizere,

. 1+m?2 .
) dg(P,Q) = /m-dL(P.Q), Im| = 1vem € Rise,

i) dg(P,Q) =d,(P,Q), m = 0 veyam — o ise
dir.

Ispat :

i) Analitik diizlemde P = (x;,x5), Q = (y4,y,) iki nokta ve w dogrusunun egimi

m, (Im| # 1) olsun. O zaman p(m) = flii—zzl icin,
dg(P,Q) = p(m).d,(P,Q)
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esitliginin saglandig1 gosterilsin.

dg(P,Q) = |x; —y1|V1+m?

Ve

d,(P,Q) = |x; — y1|4/11 —m?|

oldugundan, bu esitliklerden faydalanarak,

dg(P,Q) _ |2, — y11V1 + m?
d,(P,Q) 1 = y1l/11 —m?|

2

1+m
= dg(P,Q) = m-dL(P.Q)

= dg(P,Q) = p(m).d,(P,Q)

bulunur. Burada p(m) degeri igin,

m nin |m| < 1 (spacelike) durumunda,

+ m?2

dE(P'Q): dL(P'Q)

1—m?2

ve [m| > 1 (timelike) durumunda,

/1+m2
dE(P'Q): mz_ldL(P'Q)

i) m=0ise, x, =y, vem - wise, x; = y; olacagindan,

olacaktir.

dE(Pﬂ Q) = dL(Pi Q)

elde edilir.
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Bu 6nermeden anlasildig1 iizere dikey ve yatay dogrultudaki iki nokta arasindaki Oklid
ve Lorentz uzakliklar esit fakat diger dogrultularda birbirinden farklidir.

Sonug¢ 4.2.1 P, Q ve R analitik diizlemde birbirinden farkli dogrudas ii¢ nokta olsun. O

Zaman
dg(P,R) = dg(Q,R) & d,(P,R) =d,(Q,R)
dir.

Ispat :(=)d;(P,R) = dz(Q,R) olsun. P,Q ve R dogrudas noktalar oldugundan ayni

dogru iizerindedirler. Bu dogrunun egimi m olsun. O zaman Onerme 4.2.1 den,

dg(P,R) = ’ | .d,(P,R)
dp(Q,R) = / mz) W@ R)

yazilabilir. Boylece dg (P, R) = dg(Q, R) oldugundan,

2
L en = [ 0w

= d,(P,R) =d.(Q,R)
bulunur.

(e)d,(P,R) =d,.(Q,R) olsun. P,Q ve R dogrudas noktalar oldugundan ayni dogru

iizerindedirler. O halde dogrunun egimi m olsun. O zaman Onerme 4.2.1 den,

|1—m?|

WPR) = Tme

.dg(P,R)



|1 —m?|

d,(Q,R) = W-dE(QﬁR)

yazilabilir. d;(P,R) = d;(Q, R) oldugundan,

|1 —m?| |1 —m?2|

W'dE(P'R) = W-dE(QﬁR)

= dg(P,R) =dg(Q,R)
elde edilir.

Simdi Oklid diizlemindeki yonlendirilmis uzunluk tanmimma benzer asagidaki tanim

verilsin.

Tamm 4.2.1: L? de, K ve L yonlendirilmis bir [ dogrusu iizerinde herhangi iki nokta

olsun. [KL] dogru pargasmin yonlendirilmis Lorentz uzunlugu,

4. [KL] ={ d;(KL) egergve [ ayn1 yonde,

—d;(KL) eger KL vel zityonde
seklinde tanimlanir. Burada spacelike i¢in yonlendirme pozitif ve negatif bolgeler,
timelike igin future-pointing (pozitif) ve past-pointing (negatif) bolgelerdir. Eger
K, L, M ayn1 yonlendirilmis dogru tizerindeki noktalar ve M noktasi, K ve L arasinda ise
KML seklinde gosterilir. Eger KML ise 0 zaman M noktasi [KL] dogru pargasini igten
boler ve d;[KM]/d,[KL] = p > 0 olur. Eger KLM ve MKL ise 0 zaman M noktasi
[KL] dogru pargasini distan boler ve d; [KM]/d,[KL] = p < 0 olur.

@- - --mm- . ° [ ° °
M K L K M L
d,[KM]/d,[ML] =p <0 d,[KM]/d,[ML] =p >0

Burada birinci durumda [KM] ve [ML] zit yonli, ikinci durumda [KM] ve [ML] ayni

yonliidiir.
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Asagidaki teoremde, Oklid yonlendirilmis uzunluklar1 orani ile Lorentz ydnlendirilmis

uzunluklart oraninin degismedigi gosterilmistir.

Teorem 4.2.1 K = (kq,k,) ve L = (1,1,) analitik diizlemde birbirinden farkli iki nokta

olsun. Eger M = (x, y) noktasl, KL dogrusu iizerinde bir nokta ise,

dL(K’M) _ dE(KlM)
d,(M,L) dg(M,L)

olur.

Ispat :

[ @ L J
K = (kq,k2) M = {x, ) L={I4.15)

K = M ise o zaman her iki oranda sifir olur ve esitlik saglanir. K # M # L olsun. O
Zaman

|(ky — %) = (ky — ¥)?| _ (ky — %)% + (ky — ¥)?
(x = 1)*— (@ —1)?* (=12 + (y—1;)?

dir. Burada KL dogrusunun spacelike, timelike, lightlike olmasi durumlart ayr1 ayr
incelensin.

Durum 1: KL dogrusu spacelike ise |k; —x| > |k, —y| ve |x =1 > |y — 5]
oldugundan,

(ky — x)? = (kp — ¥)? _ (ky — x)* + (kp — ¥)?
(x—4L)?2 = —1p)? (x— L)+ —1p)?
= (kg —x)?(x = 1)? + (kg — x)*(y — [)? — (kp = ¥)*(x = 11)? = (kp — ¥)*(y — 15)?
= (ks =) = 11)? = (ks —0)?(y — L)% + (kp = )2 (x — 1)? — (ky — ¥)* (v — 15)?
= (k1 =)y =) =k —y)(x = 1y)
S —0)y—L)—(k=y)(x—=1) =0 (4.7)
=>ky—kily,—xy+xl, —kyx+kyly +yx—yl; =0
= (ke — L)y = (ky = L)x + kyly — kyly
L, _famh kbl
ki =1 ki =1

(4.8)
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bulunur. Béylece M noktast KL dogrusu tizerindedir. (4.8) denklemini (4.7) de yerine
yazarsak,

kox —Lx+ kil, —kyl kox —Lx + kil, — kyl
(kl—x)< 2 2 1t2 21—lz>—< , -2 2 1t2 21)(x—ll)=0
ki—1 ki—1
kzx - lzx + kllz - k2l1 - lzkl + lzll kzkl - kzll - kzx + lzx - kllz + kzll
ey — - —1)=0
( 1 X)[ kl_ll ] [ kl_ll ](x 1)

(ky — %) x(k, — ljc)l__llll(kz - lz)] S =1 [kl(kz - l;l):i(kz — lz)] _
1

=L [y =) (x = L) (ky — 1) = (x = 1) (kg = x)(kz = 12)] = 0

elde edilir. Bdylece (4.7) denklemi saglanir. Yani Oklid ve Lorentz uzunluklari orani

aynidir.

Durum 2: KL dogrusu timelike ise |ky —x| < |k, —y| ve |x —L| < |y — L]
oldugundan,

(ke —y)? = (s —=x)* _ (ke —2)* + (ko — ¥)°
-0L)P-C-4L)? @=L+ -L)?
= (ka =) (x = 1))% + (ky — )2 (v — p)? = (kg — 0)?(x — 1)? — (kg —0)* (v — 1p)?
= (ky — )2y = 2)* = (kg = 0)*(x = 1))* + (kp =) (y = 12)* = (kp = ¥)*(x — 11)?
= (k=) (x— 1) =k —0)(y — 1)
= (ky =) —1) — (kg —x)(y— 1) =0 (4.9)
= kox —kyly —yx+yly —kyy+kil, +xy—xl, =0
=y, — k) = x(l; — ky) + kply — Kyl
et

>y = (4.10)

bulunur. Béylece M noktasi KL dogrusu tizerindedir. (4.10) denklemini (4.9) de yerine
yazarsak,

Lx —kox+ kol — k4l Lx —kox + kol —kql
(x—ll)<k2—2 2 201 12)—(k1—x)(2 2 2l 12_12>:0
b=k lhy =k
=1y [kzh — kyk, — lz:j]l;zx —koli + k1lz] — (ky — %) [lzx —kyx + kzlll :II:IZ Ll + kllz] “o
(x —1,) [kl(lz kz)_ kx(lz_kZ)]_(k1— )[X(lz kz)_l1(lz kz)
1

T L = W (ky —20)(Lp = kp) = (kg =) = L) (L2 — k)] = 0
1 1
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elde edilir. Bdylece (4.9) denklemi saglanir. Yani Oklid ve Lorentz uzunluklar1 orani
aynidir.

Durum 3: KL dogrusu lightlike ise |k; —x| = |k, —y| ve |x—1;]| =]y — 1]
oldugundan esitlik asikardir.

Eger KLM ve MKL ise 0 zaman M noktas1 [KL] dogru par¢asini distan bolerse ispat
ayn sekildedir.

Onerme 4.2.2 Analitik diizlemde A, B, C ve D dort farkli nokta, dz(A,B) = dg(C,D)

ve m; ile m, sirastyla AB ve CD dogrularinin egimleri olmak iizere,

i)  Eger my; # |1| # m, ise, d,(4,B) = d,(C, D) olmasi igin gerek ve yeter sart
Im,| = |m,| veya |[m;m,| = 1 dir.

i)  Eger i € {1,2} i¢gin m; =0 veya m; —» c olmasi i¢in gerek ve yeter sart
d;(A,B) =d;,(C,D) dir.

Ispat :

P = (x1,x5), Q = (y1,y,) analitik diizlemde iki nokta ve (F@ dogrusunun egimi m,
1+m2 . .
(lm] # 1) olsun. O zaman p(m) = /|1—m2| icin,

dg(P,Q) = p(m).d,(P,Q)

esitliginin saglandigi Onerme 4.2.1 de gdsterilmisti.

i)  Boylece dg(A4,B) = dg(C,D) ve m; ile m, sirastyla AB ve CD dogrularimin
egimleri olsun. O zaman Onerme 4.2.1 den p(m;)d, (4, B) = p(m,)d,(C,D)
elde edilir.

Buradan, p(m;) = p(m,) olur dyleki,

1+m,?
1—m,?

‘1+m22

1—m,2

bulunur. Burada mutlak degerden dolay1 olusan iki durumu inceleyelim.
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Durum 1:

1+m? 1+my?

1-m2  1—my2

=>1+m?—my2—(mm,)?=1+m,?2 —m? - (mm,)?

= 2m,? = 2m,?

= |my| = |m,|
elde edilir.
Durum 2:
1 + m12 _1 - mzz
1-my2  1—m,?
= 1 + m12 - mzz = (mlmz)z == _1 - mzz + m12 + (m1m2)2
= 2 == Z(mlmz)z
= |m1m2| - 1
bulunur.

Tersine |m,| = |m,| veya [m;m,| = 1 ise,

1+m,?
1—m,2

= p(my)

|1+m22

p(ml) = | 1-— mZZ

esitligi kolayca goriiliir. Boylece d; (4, B) = d;(C, D) elde edilir.

i)  i1€{1,2} i¢cin m; =0 veya m; — o olsun. O zaman p(m;) = mt:; =1
oldugundan, d;(A,B) = d,;(C,D) elde edilir. Tersine, d;(A4,B) =d,(C,D)

1+m?2
[1-m2|

olsun. Bu durumda p(m;) = = 1 oldugundan, i € {1,2} i¢cin m; =0

veya m; — oo dir.

Sonu¢ 4.2.2 Analitik diizlemde A,B ve C, dgz(A,B) = dg(B,C) olacak sekilde
dogrusal olmayan farkli ii¢ nokta olsun. O zaman d;(A4,B) =d, (B,C) ise 2ABC
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acisinin Olciisii % ve 3?71 veya A ve C , B den gegen dogruyave y = x,y = —x,x = 0,

y = 0 dogrularma paralel olan dogrulara gore simetriktir.

Onerme 4.2.2 ve Sonug 4.2.2 analitik diizlemdeki herhangi iki nokta arasindaki Lorentz

uzakligmi koruyan Oklid diizleminin izometrilerini gdstermektedir. Bu izometriler; tiim
otelemeler, bir nokta etrafindaki g ve 37” radyan donmeler,y =x,y=—-x,x =0,y =0

dogrularina paralel olan dogrulara gére yansimalar ve bunlarin birlesimleridir.
Ornek 4.2.1 Analitik diizlemde P = (2,1) noktasinin orijine olan Lorentz uzakligim

koruyan Oklid diizleminin izometrilerini bulunuz.

Coziim: P = (2,1) noktasinin orijine olan Lorentz uzakhigi,

d, (0,P) = /|22 — 12| =3

diir. Sonug 4.2.2 den, g radyanlik donmeyle P = (2,1) noktasinin goriintiisti,

ve

d (0,P") = /|12 = 22| =3
olur. Ayni sekilde 3771 radyanlik donmeyle P = (2,1) noktasinin goriintiisi,
2\(0 IN_/1\_
(1) (—1 0) B (_2) =P
d,(0,P") =12 - 2?| =3

Ve

dir. P =(2,1) noktasinin; y = x dogrusuna goére yansimast P’ = (1,2) noktasi,
y = —x dogrusuna gore yansimasi P’ = (—1,—2) noktasi, x = 0 dogrusuna gore
yansimasi P’ = (—2,1) noktasi, y = 0 dogrusuna gore yansimast P’ = (2, —1) noktasi
olup, bu noktalarin orijine olan Lorentz uzakligi, P = (2,1) noktasinin orijine olan

uzakligiyla aymdir.
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4.3 OKklid Diizlemindeki Baz1 Baginti ve Teoremlerin Lorentz Benzerleri

Bu béliimde Oklid diizleminde iiggenlere ait iyi bilinen bazi formiillerin Lorentz
benzerleri elde edilecektir. Lorentz(Minkowski) diizleminde ayni ¢esit dogrular ayni
cesit dogrulara paralel oldugu igin, paralel dogru terimiyle ayni ¢esit dogrularin
kastedildigini kabul edecegiz.

Teorem 4.3.1 (Oklid Diizleminde Thales Bagmtilar1) Oklid diizleminde birbirine
paralel olan ii¢ veya daha fazla dogru, kendilerini kesen dogrular iizerinde, uzunluklari
karsilikli orantili dogru pargalarina ayirirlar (Balci, 2020).

Yani l; Il I, |l I3 ve kq ¥ k, dogrulart igin,

|AB| _|AD| _|BD|
|AC| — |AE|  |CE]|

ve
|AB| _|AD| _|BD|
|AF| ~ |AG|  |GF|

dir.

Teorem 4.3.2 (Thales Bagmtisimin Lorentz Benzeri) L? de birbirine paralel olan iig
veya daha fazla dogru, kendilerini kesen dogrular iizerinde, uzunluklar1 karsilikli
orantili dogru pargalarina ayirirlar. Yani [y, [, I3, kq, k, dogrularmin egimleri -1 ve 1

den farkli olmak tizere ; Il [, Il I3 ve kq ¥ k, olsun. O halde,
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C E Iy

/

d,(A,B) _d;(A,D) dy(B,D)
d,(A,C)  d,(AE) d,(CE)

ve
d,(4,B) _ d.(4,D) y d.(B,D)
d,(AF) d,(AG) d,(G,F)
dir.
Ispat :

[, I I, Il I3 dogrular paralel oldugu igin egimleri esittir. O halde [y, [,, l3 dogrularinin
egimleri my, k; dogrusunun egimi m, ve k, dogrusunun egimi ms; ve my, m,, ms #

+1 olsun. Onerme 4.2.1 den,

1+m22
de(4,B) Nima @B g (4 B)

dp(4,0)  [1m,? —d,(4,0)
E llJ_rZ;l.dL(A,C) L
1+m32
de(4,0) ima WAD) g 4,
dz(4,E) 2 " d. (4 E)
O g aan
1+m,2
dg(B,0) Nmma 4B D) g, (5 D)
dz(C,E) 2 ~d,(CE)
O ftacs

bulunur. Sonug olarak Teorem 4.3.1 geregince,
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dg(A,B) _dg(A,D) dg(B,D)
d;(A,C)  dz(AE) dg(CE)

oldugundan,

d,(A,B) _d,(A,D) d,(B,D)
d,(A,C) d,(AE) d,(CE)

elde edilir. Benzer sekilde,

d,(A,B) d,(A,D) dy(B,D)
d,(AF) d,(A4,6) d,(G,F)

esitligi bulunur.

Teorem 4.3.3 (Oklid Diizleminde Menelaus Teoremi) Oklid diizleminde d dogrusu
AABC tggeninin kenarlarini P, Q, R noktalarinda kestiginde,

QA 1PBI IRC]
0B8] TPCI ' 1RA]

olur (Balci, 2020).

Teorem 4.3.4 (Oklid Diizleminde Ceva Teoremi) Oklid diizleminde herhangi bir
AABC tggeninde [AE], [BF], [CD] bir O noktasinda kesismektedir.

|AD| |BE| |CF| _
|DB|"|EC| " |FA|
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dir (Balc1, 2020).

Teorem 4.3.5 (Menelaus Teoreminin Lorentz Benzeri) L? de AABC bir iiggen ve
P;, P,, P; noktalar sirasiyla [BC],[CA], [AB] kenarlar tizerinde birer nokta olsunlar.

P;, P,, P; noktalar1 dogrudas ise,

dL(Bipl) dL(CiPZ) dL(A'PB) —
d,(Py,C) d,(Py,A) d (P, B)

dir. Burada P;, P,, P; noktalar1 A, B, C noktalarindan farkli ve AABC iiggeninin ii¢

kenarida ya spacelike veya timelike dogrular tizerinde olmalidir.

Ispat :

AB, BC, CA dogrularinin egimleri sirasiyla my, m,, ms ve my, m,, ms # +1 olsun.

Teorem 4.3.3 den Oklid diizleminde,
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dE(Brpl) dE(CtPZ) dE(AﬂPS)

. . =-1
dE(Pl,’C) dE(PZIA) dE(P3FB)

esitligi saglanir. Onerme 4.2.1 den,

14 m,? 14 m,?

dg(B,Py) = /m-dL(prl): dg(P,C) = m-dL(Pl;C)
/ 1+ m3?

dg(C,Py) = dL(C P,), dp(Py, A) = m d, (P, A)

2

dg(4,Ps) = dL(A Py), dg(Ps;,B) = .d(P3,B),

|1 —m,?|

dir. Tanim 4.2.1 den dolayi, |BP; | and | P, C| z1t yonliidiir. Boylece,

dE(Br Pl) dE(C' PZ) dE(A: P3)
dg(Py,C) dg(P,,A) dg(Ps, B)

T4y (B, [T dy(CPy) [ dy(4,P)

l1-m;2| |1-m32|”

Lma dL(Pl,C) L g op A) ”"‘1 . dy (Ps, B)

[1-my2|" [1-m32|

=-1

- d,(B,P) d,(C,P,) dL(A.P3) _
dL(PL,C).dL(PZ'A).dL(Psz)

bulunur.

Teorem 4.3.6 (Ceva Teoremi Lorentz Benzeri) L? de AABC bir ii¢geni ve A,B,C
koselerinden gecen ve karsilarindaki kenarlar1 sirasiyla P;, P,, P; noktalarinda kesen
l1, 1, I3 dogrulan verilsin. l;, l,, 13 dogrularinin ayni noktada kesismesi igin gerek ve

yeter sart

dL(Bipl) dL(CﬁPZ) dL(AﬂP3) —
dL(Pl,;C).dL(PZJA).dL(P3lB)
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olmasidir. Burada Py, P,, P; noktalar1t A, B, C noktalarindan farkli ve AABC iiggeninin

tic kenarida ya spacelike veya timelike dogrular {izerinde olmalidir.

Teorem 4.3.7 (Oklid Diizleminde I¢ ve Dis Agiortay Teoremi) Oklid diizleminde
herhangi bir AABC tiggeni igin, A agisinin i¢ agiortay1 [AD], dis agiortay1 [AE] ise,

|AB| _|DB| _|EB|
|AC| — |DC|  |EC]

dir (Balc1, 2020).

)

B D c E

Simdi i¢ ve dis agiortay teoremlerinin Lorentz benzerini verelim.

Teorem 4.3.8 (Ii¢ Aciortay Teoreminin Lorentz Benzeri) L? de herhangi bir AABC
ticgeninin A kosesine ait i¢ agiortaymin [BC] kenar1 ile kesisimi D noktasi,
a, =d;(B,C), b, =d,(A,C), ¢, =d,(A,B), k, =d,(B,D), m; =d,(D,C) olsun.
[AB], [BC], [AC] kenarlarinin egimleri sirasiyla m., mg,, m;, Ve m.,mgm;, # +1

olmak iizere,

i ky _ oy | 14+mi [1-mZ|

my by |[|[1-m2|" 1+m}
.. _ c ok oy [ 14mg
i) m, = 0 veya m;, — oo igin, by [Il—m§|

. . kL Cy, |1—m127|
i m.=0veyam, » «©icin, — =—.|——=
) c y C (;’ ) my bL [1+m127

dir. Burada AABC tiggeninin ii¢ kenarida ya spacelike veya timelike dogrular tizerinde

olmalidir.
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Ispat :

Cr b;_

ag

Onerme 4.2.1 den dolayi,

1+m.? 1+my?
deg(4,B) = /m-cb deg(4,0) = |1_—mb2|-bL

1+ m,? 1+m,?
dg(B,D) = /H_—M L dg(D,0) = T =m ™

yazilabilir. Teorem 4.3.7 den,

=

dg(A,B) _dg(B,D)
dg(4,¢)  dg(D,C)

oldugu bilinmektedir. Burada Oklid uzakliklar1 yerine Lorentz uzakliklarini

yazarsak,
1+mc2 c 1+mg? k
l1-m2| L l1-mg2| "L
= (4.11)
1+mp? 1+mg2
e e T
b a

bulunur ve (4.11) denkleminden,
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ky o [14mE |1 —m3| (4.12)
my by {11 —m2|]" 1+ m? '

elde edilir.

i) (4.12) denkleminde m; = 0 veya m,;, — o i¢in,
ki _ cL 1+ m? l
my b, |11 —mZ|

bulunur.

iii) (4.12) denkleminde m, = 0 veya m, — oo i¢in,

f _a [Loml
my 1+ m}

elde edilir.

Teorem 4.3.9 (D1s Aciortay Teoreminin Lorentz Benzeri) L? de herhangi bir AABC
ticgeninin A kosesine ait dis aciortaymin BC dogrusunu kestigi nokta D noktasi,
aL = dL(B, C), bL = dL(A, C), CL = dL(A,B), kL = dL(B,D), mL = dL(C,D) O|SUI’] ve

[AB], [BC], [AC] kenarlarinin egimleri sirasiyla m., m,, m;, ve m.,mg,m;, # +1

olmak tizere,

|) kL _ CL [1+mc |1 lle]

my |1-mZ|" 1+m
. ..k 1+
i) my = 0 veyam, — o igin, —= = =&, m¢

mp by’ |1 mcl

.. k [+ 1-m
i) m.=0veyam, - ©igin, —= ==, | ’2’|
my by, 1+my,

dir. Burada AABC figgeninin li¢ kenarida ya spacelike veya timelike dogrular iizerinde

olmalidir.

Ispat : I¢ aciortay teoreminin ispatina benzer sekildedir.
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4.4 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Cember

Cemberler geometride her zaman 6nemli bir rol oynar. Sonraki boliimlere temel olmasi
icin bu boliimde Lorentz(Minkowski) diizlemindeki ¢gemberler (Yaglom 1979, Birman
ve Nomizu 1984, Catoni vd. 2008) referanslari temel alinarak bahsedilecektir.

Tamim 4.4.1 Analitik diizlemde merkezi Q (a, b) ve yarigap1 r olan Lorentz gemberi,

G ={Cy):Ix-a)? - -b)?=r? xy€eR}

biciminde tanimlanir. Oklid geometrisinde Lorentz ¢emberinin, asimptotlar: merkezden

gecgen hiperbolii temsil ettigi asikardir.

Sekil 4.1 L? de cember.

Yukaridaki sekilde ortak merkezleri O noktasi olan C ve € ¢emberleri esleniktir. 0U ve

ov lightlike dogrulardan olusan “capraz” O dan sifir birim uzaklikta olan noktalarn
geometrik yeridir. Bu noktalar kiimesine bazen yarigapi sifir olan bir cember (veya bos

cember) denir.
L? de merkezi 0(0,0) olan S: x2 — y? = 1 birim ¢emberi iizerindeki M (x, y) noktasinin

parametresi £AOM yonli acisinin radyan olarak Olgiisii olan ¢ sayisina esittir
(Sekil 4.2).
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Sekil 4.2 L% de hiperbolik radyan.

Bu ag1, Oklid anlaminda S hiperboliiniin AOM gélgeli alaninm iki katma esittir. Bu

esitligi gdstermek i¢in yay uzunlugundan yararlanalim. Bir y = f(x) egrisinin x = a ve

2
x = b arasmdaki Oklid yay uzunlugu, As? = Ax? + Ay? = |1 + (Ay / Ax) Ax? igin,

b
f 1+ (y)?%dx

a

dir. O halde bir y = f(x) egrisinin x = a ve x = b arasindaki Lorentz yay uzunlugu,

2
As? = |Ax? — Ay?| = |1 - <A3’/Ax> Ax? icin,

b
[ V= G7ax

olur. Buradan S hiperboliiniin AM yaymin Lorentz uzunlugu,

L jx < i ) 1d Jx dx l ( +/x2 1)
= —1ldx = =log(x x2% —
AM ) 2 — 1 . e —1 g

bulunur. Oklid anlaminda S hiperboliiniin AOM gélgeli alanin,
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X X X xz — 1 X

2E4om = 2<—y—f ydx> = 2<——f Va2 —1dx> = log(x+ x2 —1)
2 1 2 L

dir. O halde LAM = 2EA0M dir.

Burada M(x,y) noktasinin x = OP > 0 ve y = PM koordinatlar1 sirasiyla, ¢ agisinin

hiperbolik cosiniisii ve hiperbolik siniisii olarak adlandirilir ve cosh¢ ve sinh¢ olarak

gosterilir. PM/qp = sinhg /

cosh Orant @ agisinmn hiperbolik tanjant1 olarak

adlandirilir ve tanhg ile gosterilir (Yaglom 1979).

Boylece merkezi 0(0,0) ve yarigapi r olan Lorentz ¢emberi,

)} spacelike (|x| > |y|) pozitif ve negatif bolgeleri igin,

pozitif bolge
X = rcoshg

y = rsinh@

negatif bolge
X = —rcoshgo

y = —rsinhg

i) timelike (|x| < |y|) future-pointing (pozitif) ve past-pointing (negatif)

bolgeleri icin,

future-pointing (pozitif) bolge

X = rsinhe
y = rcoshe
past-pointing (negatif) bdlge
X = —rsinhg
y = —rcoshg

bi¢imlerinde yazilabilir (Catoni vd. 2008).
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Bu diizlemdeki C ve € g¢emberleri diferansiyel geometri acisindan, teget vektdrlerine

gore adlandirilirlar. Yani denklemi,

(x—a)? - —-b)?=r?

olan C ¢emberinin  bir kolu  x(t) = (rcoshe + a,rsinheo + b)  olarak

parametrelendirilirse, bu ¢emberin teget vektord,

dx
T (rsinhe, rcoshg)

olacaktir. Buradan

dx dx

E'E)L = r2(sinh?¢@ — cosh?p) = —7r?

(

olur. O halde teget vektor timelike vektor oldugundan C g¢emberi timelike Lorentz
cemberi olarak adlandirilir (Sekil 4.3).

Sekil 4.3 L? de timelike Lorentz ¢emberi.
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Denklemi,
(x —a)* — (y — b)? = —r?

olan €  cemberinin  bir kolu  x(t) = (rsinhg + a,rcoshg +b)  olarak

parametrelendirilirse, bu ¢cemberin teget vektori,

dx
i (rcoshe, rsinhg)

olacaktir. Buradan

dx dx

E'Eh = r2(cosh?@ — sinh?¢p) = r?

(

olur. O halde teget vektor spacelike vektor oldugundan € ¢emberi spacelike Lorentz
¢emberi olarak adlandirilir (Sekil 4.4) (Birman ve Nomizu 1984).

WV

TR

Sekil 4.4 L2 de spacelike Lorentz cemberi.
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Asagida  Oklid c¢emberi ile timelike Lorentz ¢emberinin  baz1  &zellikleri

karsilastirilmistir.

Tanim 4.4.2 Oklid diizleminde ug¢ noktalar1 cember {izerinde bulunan dogru parcasina
kiris denir. Bu kirisi i¢ine alan dogruya kesen denir. Merkezden gegen kirise ¢ap denir.
Bir ucu merkezde ve 6teki ucu gember iizerinde olan bir dogru pargasina yaricap denir

(Hizarc1 vd. 2003).

Tamim 4.4.3 Eger A ve B Lorentz ¢emberi tizerinde iki nokta ise, [AB] dogru pargasi
¢emberin Kirisi olarak adlandirilir. Eger A ve B ¢gemberin ayni kollar1 tizerinde ise “dis
kiris” farkli kollarinda ise “i¢ kirig” olarak adlandirilir ve [AB] dogru pargast merkezden

gecerse ¢ap olarak adlandirilir (Sekil 4.5) (Catoni vd. 2008).

2 | Cap

A
D ’\ 7 Dis Kiris
ey —
Ry N
1 H" il 1 1 1

4 T
- 4 2 - -~ 2 4 6
// '\-\.ﬁ‘_‘%x‘ e
) 2+ e

ic Kiris

4+

Sekil 4.5 L? de cemberin cap ve kirisleri.

Teorem 4.4.1 Oklid diizleminde ¢emberin merkezinden kirise indirilen dikme, kirisi
ortalar (Hizarci vd. 2003).

Teorem 4.4.2 Oklid diizleminde ¢emberin merkezini kirisin ortasmna birlestiren dogru

parcast, kirise diktir (Hizarci vd. 2003).

Teorem 4.4.3 Lorentz ¢gemberinin merkezini kirisin orta noktasina birlestiren dogru o
kirige diktir (Catoni vd. 2008).
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Tanim 4.4.4 Oklid diizleminde ¢emberi yalmz bir noktada kesen ¢cember diizlemine ait
dogruya teget dogrusu veya tegeti denir. Tegetin ¢embere degdigi noktaya degme

noktast ve dogruya da ¢emberin bu noktadaki tegeti denir (Hizarci vd. 2003).

Teorem 4.4.4 Oklid diizleminde bir ¢emberin her tegeti degme noktasindan gegen
yarigapa diktir (Hizarci vd. 2003).

Teorem 4.4.5 Lorentz ¢emberi {izerindeki herhangi bir nokta M olsun. M tizerindeki

teget dogrusu, yarigapa diktir (Catoni vd. 2008).

Tanmm 4.4.5 Oklid diizleminde tepesi ¢cemberin merkezinde olan agiya merkez aci
denir. Tepe noktast ¢ember iizerinde ve kollar1 ¢ember yaymi kesen agiya cevre agi

denir (Hizarci vd. 2003).

Teorem 4.4.6 Oklid diizleminde bir gevre acmin 6lciisii ayirdign yaym &lgiisiiniin

yarisina esittir (Hizarci vd. 2003). Yani o yay1 goren merkez aginin yarisina esittir

Teorem 4.4.7 A ve B noktalar1 Lorentz ¢gemberi iizerinde iki nokta olsun. O zaman
[AB] kirisi ile Tp teget dogrusu arasindaki a¢i, [AB] kirisini goren merkez aginin
yarisina esittir (Sekil 4.6).

Sekil 4.6 L? de merkez ve cevre agi.

39



Ispat : Denklemi x2 —y? =12, x > 0 olan Lorentz ¢cemberi iizerindeki iki nokta
A = r(coshg, sinhg) ve B = (r,0) olsun. B noktasindaki teget ¥ = (0,7) vektdriine
paralel  oldugundan, 6zel olarak B =(1,00 ve X¥=(0,1) alinirsa,
AB = (coshg — 1,sinhg) olur. Bdylece Tz ve AB timelike oldugundan, ikisi

arasindaki agi,

(J_C)) ZE)>L
IAB|.

coshp = —

dir. O halde
sinho
\JsinhZp — (coshp — 1)2
sinh
- ¢ (4.13)

\2(coshep — 1)

coshp =

bulunur. Boylece coshg — 1 = 2sinh?(¥/,) ve sinhep = 2sinh(%/,)cosh(?/,)

degerleri (4.13) denkleminde yerine yazilirsa,

coshg = cosh(q)/z) (4.14)

elde edilir. Sonug olarak ¢ = |¢|/2 olur (Birman ve Nomizu 1984). Yani ¢evre ag1

merkez aginin yarisidir.

Sonuc¢ 4.4.1 A ve B noktalar1 Lorentz ¢emberi tizerinde iki nokta olsun. O halde [AB]
kirisinin T, ve Ty tegetleriyle yaptiklari agilar birbirine esittir (Sekil 4.7) (Birman ve
Nomizu 1984).

Qe

Sekil 4.7 L? de teget dogrularin kirisle arasindaki agilar.
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Tamim 4.4.6 Oklid diizleminde £ bir cember ve O, f iizerinde olmayan bir nokta
olsun. O dan gecen ve 8 ¢emberini kesen herhangi bir [ dogrusu verilsin. Eger [, 8
¢emberini Q ve R noktalarinda keserse O noktasinin kuvveti |0Q|g.|OR|g ¢arpimudir.
Ozel olarak [, B c¢emberine P noktasinda teget ise o zaman O noktasinin kuvveti

(JOP|g)? olarak tanimlanir. (Venema 2012).

Tanim 4.4.7 S bir Lorentz ¢cemberi ve M, S iizerinde olmayan bir nokta olsun. M den
gecen ve S cemberini kesen herhangi bir [ dogrusu verilsin. Eger [, S ¢cemberini A ve B
noktalarinda keserse M noktasmin kuvveti |MA|,.|MB|, ¢arpimidir. Ozel olarak I, S
cemberine P noktasinda teget ise o zaman M noktasmin kuvveti (JMP|,)? olarak

tanimlanir. Burada Kuvvetin pozitif olmasi igin,

a) [MA] ve [MB] dogru pargalariim yo6nleri ayni ve [ spacelike ,
b) [MA] ve [MB] dogru par¢alarinin yonleri zit ve [ timelike

olmasi gerekir. Diger tiim durumlarda kuvvet negatiftir. Burada yon ile kastedilen
spacelike bolgesinin pozitif ve negatif bolgeleri, timelike bolgesinin future-pointing

(pozitif) ve past-pointing (negatif) bolgeleridir (Yaglom 1979).

Teorem 4.4.8 Eger iki hiperbolik {iggen ayni hiperbolik agilara sahipse kenarlari
orantilidir. (Catoni vd. 2008).

Teorem 4.4.9 Lorentz ¢emberinin disinda bir nokta P olsun. P noktasindan gegen [;
dogrusu ¢emberi A ve B noktalarinda ve P noktasindan gecen [, dogrusu ¢emberi C ve
D noktalarinda kessin. Bu durumda kuvvet |PA|.|PB| = |PC|.|PD] olur. Ozel olarak;
P noktasindan ¢izilen dogru ¢embere T noktasinda tegetse kuvvet |PT|? = |PA||PB]|

olur.
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Ispat :

APAD ve APBC iiggenlerini géz 6niine alalim. Bu iiggenlerde P ortaktir ve ayn1 yay1
goren agilar es oldugu icin B = D olur. O halde A = C dir. Boylece Teorem 4.4.8 den,
APAD~APBC olur. Benzer iiggenlerin karsilikli kenarlar1 orantili oldugundan,

|PA| _|PD|

1PCl ~ 1PB] (4.15)

bulunur. O zaman (4.15) den |PA|.|PB| = |PC|.|PD| elde edilir.

ATPA ve ABPT iiggenlerini gdz oniine alalim. Bu iiggenlerde P ortaktir ve ayni yayi
goren agilar es oldugu igin £ZATP = «BTP dir. Bdylece Teorem 4.4.8 den,
AATP~ABTP olur. Benzer tiggenlerin karsilikli kenarlar1 orantili oldugundan,

PA|_|PT]

- = 4.16
PT| ~ |PB] (4.16)

bulunur. O zaman (4.16) den |PT|? = |PA||PB] bulunur.
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45 Analitik Diizlemde Oklid ve Lorentz Esit Uzunluklu Dogru Parcalarmin
Geometrik Yerleri

Diizgiin cokgenlerinin hepsi bir ¢emberin iginde oldugu igin, Oklid diizgiin
cokgenlerinin Lorentz diizgiinliigli ¢emberler kullanilarak bulunabilir. Bu nedenle bu
boliimde Analitik diizlemde verilmis olan [0A] dogru pargasi i¢in bu dogru pargasina
Oklid ve Lorentz uzunluklari esit olacak sekilde [OB] dogru parcalar tespit edilecektir.
Yani dz(0,A) = dg(0,B) ve d,(0,A) = d,(0, B) kosulunu saglayan B noktalarinin
geometrik yerleri bulunacaktir. Bunu gergeklestirmek i¢in O merkezli dg(0,A)

yarigaph Oklid ve d;, (0, A) yarigapl Lorentz cemberlerinden yararlanilacaktir.

Vv

dz(0,4) = rise OA dogrusunun egimi m olmak iizere, Onerme 4.2.1 geregince,

|1 —m?|

dL(O,A) = W.T

yazilabilir. Buradan O merkezli ve r yaricapli Oklid ¢cember denklemi,

[1-m2|

dir. O merkezli ve >
1+m

.7 yaricapl Lorentz cember denklemi,

|1 — m?|
2 _ .2

x4 — =——17
| vl 1+ m?

2
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bulunur. Burada Lorentz ¢emberinin spacelike, timelike olmasi ve yarigapinin egimine

gore iki denklem ortak ¢oziiliirse,

Durum1:

Cember spacelike ve |m| > 1 i¢in,

x?+y=r?
(m* - 1)

2_.,2 _ 2

yx 1+m2r

denklemleri taraf tarafa toplanirsa,

2y% = :
y 1+m?
) 2_2m2r2
Y T 1+m?
] mr
y =
1+ m?2
bulunur. O halde
x%=1r2—y2
2..2
2 mér
1+ m?
X r2 + m?r? — m?r?
x% = )
1+ m?2
T
x| = ———
V1 + m?

elde edilir.
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Durum 2:

Cember timelike ve |m| < 1 i¢in,

xt+y2=r?

r? —m?r? +r?2 + m?r?

2x% = ,
1+ m?2
2
2x% = :
1+ m?2
r
x| = —=
V1 + m?
bulunur. O halde,
y2 =12 — 2,
2
y2 =12 — r
1+m?
5 _r2+m2r2—r2
Y 1+ m?2 ’
mr
ly| =
1+ m?

elde edilir.

Buna gére m = 0 veya m — o icin iki ¢emberin 4 ortak noktast vardir ve ¢cemberler
birbirine teget olurlar. m nin diger durumlar i¢in 8 ortak nokta bulunur. Bu haller iki

durumda incelenebilir.
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Durum 1:m = 0 veyam — o olsun (Sekil 4.8).

L-Cemberi
6 | -

Sekil 4.8 m = 0 veya m — o igin analitik diizlemde Oklid ve Lorentz esit uzunluklu dogru
pargalarmin geometrik yerleri.

dg(0,4) =dg(0,T;) ve d,(0,4)=d,(0,T;)), j=123

olur ve bu sart1 saglayan baska nokta yoktur. Buradan B noktalarinin geometrik yerleri

Tj noktalaridir.

Dolaysiyla,

A noktasinin y = x dogrusuna gore simetrigi T; noktasidir.
A noktasinin x = 0 dogrusuna gore simetrigi T, noktasidir.
A noktasinin y = —x dogrusuna gore simetrigi T3 noktasidir.

T, noktas1 da A noktasinin kendisidir.
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Durum2:m & {—1,0, 1,0} olsun (Sekil 4.9).

L-Gemberi
6 -
11 4l A
12 > 17
2 -
1 L L 1 1 1
6 4 -2 2 4 B
X
2k
13 16
T4 4 T5
& F

Sekil 4.9 m & {—1,0,1,} icin analitik diizlemde Oklid ve Lorentz esit uzunluklu dogru
parcalarinin geometrik yerleri.

dg(0,4) = dg(0,T;) ve d,(0,4) =d,(0,T;)), 1<j<7

olur ve bu sart1 saglayan baska nokta yoktur. Buradan B noktalarinin geometrik yerleri

Tj noktalaridir.

Dolaysiyla,

A noktasinin x = 0 dogrusuna gore simetrigi T; noktasidir.

A noktasiin 6nce x = 0 sonra da y = —x dogrusuna gore dogrusuna gore simetrigi T,
noktasidir.

A noktasinin y = —x dogrusuna gore simetrigi T3 noktasidir.

A noktasmin 6nce y = —x dogrusuna sonra y = x dogrusuna gore simetrigi T,
noktasidir.

A noktasinin y = 0 dogrusuna gore Simetrigi T5 noktasidir.

A noktasmin 6nce y = 0 dogrusuna sonrada y = —x dogrusuna gore simetrigi Ty
noktasidir.

A noktasinin y = x dogrusuna gore simetrigi T, noktasidir.

Tg noktast da A noktasinin kendisidir.
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Sonug 4.5.1 Analitik diizlemde O = (0,0) olmak tizere [0A] dogru pargast igin,
dE(O,A) = dE(O, B) ve dL(O,A) == dL(O, B)

olacak  sekilde = B(by,b,) noktalarinin  geometrik  yerleri, A  noktasinin
x =0,y =0,y =x,y = —x dogrularinin biriyle veya birkagina gore art arda simetrileri

alinarak bulunabilir. Sonug olarak B(x,y) noktalarinin geometrik yeri,

{C, »|x,y € (£by, £by), |by1| # |b,| iken x # y}
dir.

4.6 Analitik Diizlemde OKklid Diizgiin Cokgenlerinin Lorentz Diizgiinliigii

Analitik diizlemde Oklid ve Lorentz esit uzunluklu dogru parcalarinin geometrik yerleri
onceki boliimde belirlenmisti. Boylece analitik diizlemdeki Oklid ve Lorentz diizgiin
cokgenlerinin diizgiinliigiinii incelemek igin bir yol bulunmustur. Bu yol Oklid ve

Lorentz diizgiin cokgenlere farkli bir bakis acis1 kazandirmig olacaktir.

Teorem 4.6.1 Analitik diizlemde n > 3 ve P; = (p;,q;) i¢in n-kenarli Oklid diizgiin
¢okgen P;P, ... P, olsun. P;P, ...P, nin aynt zamanda Lorentz diizgiin ¢okgen olmasi

i¢in,

[PLP,], [PPs), . [PaPi] € (¥l y € (£(p; — p) £(a; — 41)) oy — ol # 4 — ail,

li—jl= 1veyali—jl=n—1 ikenx # y}

olmalidur.

Ispat :

Analitik diizlemde P, P, ... B, n-kenarli Oklid diizgiin ¢okgenin Lorentz diizgiin ¢okgen
olmasi i¢in Lorentz eskenarli olmas1 gerekir. O halde Sonug 4.5.1 geregince, analitik
dizlemde P = (0,0), Q =(q1,q,) noktalar1 i¢in dg(P,Q) =dg(P,R) ve
d,(P,Q) = d;(P,R) olacak sekilde R = (x, y) noktalarinin geometrik yeri,

{Co,)x,y € (£q1,1492), 11| # 1q2| iken x # y}
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kiimesidir. Buradan P; = (p;, q;), P; = (pj,qj), |i —j| = 1veyali—jl|=n—-1 igin

PiP; = (p; — pi,q; — q;) oldugundan q; = p; —p;, g, = q; —q; i¢in [P;P;] dogru

parcasina esit uzunluktaki Lorentz dogru parcalarinin kiimesi,

wyleye (2o -p) (e —a)),  Ipi—pil #lay—al.
li—jl= 1lveyali—j|=n—1 ikenx # y}

bulunur. Bu kiime P, P, ... B, Lorentz n-kenarli diizgiin ¢okgenin kenarlarini olusturan

dogru pargalariin kiimesidir.

Teorem 4.6.2 Analitik diizlemde n € Z* igin n-kenarli Oklid diizgiin ¢okgenlerden
n > 8 olacak sekilde Lorentz diizgiin ¢okgen yoktur.

Ispat : Sonug 4.5.1 geregince, analitik diizlemde P = (0,0), Q = (q,, q,) noktalar1 icin
dr(P,Q) = dg(P,R) ve d;,(P,Q) =d,(P,R) olacak sekilde R = (x,y) noktalarinin

geometrik yeri,

{CoY)x,y € (£q1,£q2), 1911 # |qz| iken x # y}

kiimesidir. Bu kiimenin eleman sayis1 8 oldugundan dolay: Oklid diizgiin ¢okgenlerden

kenar sayisi1 8 den fazla olanlar Lorentz diizgiin ¢cokgen degildir.

Boylece analitik diizlemde n = 3,4, 5, 6,7, 8 i¢cin n-kenarli Oklid diizglin ¢okgenlerinin
Lorentz diizgiinliigii incelenmelidir. Ornegin; Oklid diizlemdeki herhangi bir eskenar
ticgenin kenarlarini olusturan vektorlerin, konum vektorleri arasindaki ac1 120° dir. O
halde Oklid diizgiin iicgenin Lorentz diizgiin iiggen olmasi icin, kenarlar1 olusturan
konum vektorlerinin ug¢ noktalart hem Oklid hemde Lorentz ¢ember iizerinde olmalidir.
Oklid ve Lorentz gemberlerin Sekil 4.8 ve Sekil 4.9 de oldugu gibi farkli durumu vardir.
Sekil 4.8 deki durum i¢in vektorlerin arasindaki ag1 90° oldugundan herhangi bir
eskenar tliggenin konum vektorii olmazlar. Sekil 4.9 deki durum igin ise, li¢ vektor
arasindaki acinin 120° oldugu herhangi bir eskenar tiggenin konum vektorii bulunamaz.
O halde hem Oklid hemde Lorentz diizgiin iiggeni yoktur. Diger Oklid diizgiin

cokgenlerin Lorentz diizgiinliigli benzer sekilde incelenir.
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5. LORENTZ(MINKOWSKI) DUZLEMINDE COKGENLER

5.1 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Acilar ve Ucgenler

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki {iggenler genel olarak (Yaglom 1979) tarafindan
calisilmistir. Kenarlar1 future-pointing timelike vektorlerden olusan pure tiggenler igin
alan ve Lorentz trigonometrik bagintilar (Birman ve Nomizu 1984) tarafindan
incelenmis. Devaminda daha kapsamli olarak kenarlar1 non-null vektorler (yani
spacelike ve timelike) olusan ticgenler icin ag1, alan ve Lorentz trigonometrik bagintilar
(Nesovi¢ ve Petrovi¢-TorgaSev 2003) verilmistir. Burada bu referanslar temel alinarak

bu diizlemdeki agilar ve tiggenler incelenecektir.
Tamm 5.1.1 Lorentz(Minkowski) diizleminde u € R olmak iizere,

__[coshu sinhu
A(w) = [sinhu coshu

-

matrisi alinsin ve X ve y iki birim future-pointing timelike vektorler olsun. Eger
A(u)X = y ise, u agisma X den y ye yonlendirilmis hiperbolik a¢1 denir.

Bu durumda y den ¥ e yonlendirilmis hiperbolik a¢1 —u olur. I¢ carpimdan,

(.’)_C), 5/)>L

coshu = ——————
(B4 (AR

olur (Birman ve Nomizu 1984).

R? nin birinci kdsegenine {(x,y) | x € R,y = x} gore Oklid yansimasinin matrisi,

b0 1]

1o
olsun. O zaman B(u) = A(u)D igin,

B(w) = [sinhu coshu

eER
coshu sinhu] U
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olur. Simdi non-null vektorler (yani spacelike ve timelike) i¢in a¢1 tanimlari verilsin.

1.

3.

X = (x1,%,) ve y = (y4,y,) iki birim spacelike vektor ise,
sgnx, = sgny, olmak iizere, u € R i¢in, A(u)X = y olup, 0 zaman ¥ den y ye
yonlendirilmis hiperbolik aci,

coshu = (X,y),, sinhu = (¥, Dy),

dir.

sgnx,; # sgny, olmak iizere, u € R igin, —A(u)X = y olup, 0 zaman X den y

ye yonlendirilmis hiperbolik ag1,
coshu = —(X, y),, sinhu = —(X,Dy),
dir.
X = (xq,x,) birim spacelike vektor ve y = (yy, y,) birim timelike vektér ise,
sgnx,; = sgny, olmak iizere, u € R i¢in, B(u)X = y olup, 0 zaman X den y ye
yonlendirilmis hiperbolik ag1,
coshu = (X,Dy),, sinhu = (X,y),

dir.

sgnx, # sgny, olmak iizere, u € R i¢in, —B(u)X = y olup, 0 zaman X den y

ye yonlendirilmis hiperbolik ag1,

coshu = —(%,Dy),, sinhu = —(%,y),

dir.

X = (xq,x,) ve ¥ = (4, y,) iki birim timelike vektor ise,
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sgnx, = sgny, olmak iizere, u € R igin, A(u)X = y olup, 0 zaman X den y ye

yonlendirilmis hiperbolik ag1,
coshu = —(X, y),, sinhu = —(X,Dy),
dir.

sgnx, # sgny, olmak iizere, u € R igin, —A(—u)X = —y olup, 0 zaman X den

y ye yonlendirilmis hiperbolik ag1,
coshu = (X,y),, sinhu = (X, Dy),
dir (NeSovi¢ ve Petrovié-Torgasev 2003).
Simdi Lorentz(Minkowski) diizleminde ti¢genler ele alinsin.

L? de koseleri dogrudas olmayan A,B ve C noktalar: iizerinde ve kenar uzunluklar:

|AB||, = ¢, ||IBC||, = a ve ||CA||, = b olan AABC tiggeni disiinelim.

Teorem 5.1.1 AABC pure liggeninin alani,
T
A(AABC) = Ebcsmh(AB,AC)

dir (Birman ve Nomizu 1984).

Teorem 5.1.2 Eger AB’ spacelike vektor ve AC timelike vektor ise AABC licgeninin

alani,
1 ——
A(AABC) = 3 bccosh(AB,AC)

dir (NeSovi¢ ve Petrovi¢-Torgasev 2003).
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Teorem 5.1.3 Eger AB" ve AC dogrudas olmayan spacelike vektorler ise, AABC

licgeninin alani,
1 -
A(AABC) = > bcsinh(AB, AC)

dir (NeSovi¢ ve Petrovi¢-Torgasev 2003).

Teorem 5.1.4 (Hiperbolik Siniis Kural) AABC tg¢geninde AB ,AC ve BC dogrudas
olmayan spacelike vektorler ve a = (ZB), /TC), B = (E, B—C)), y = (A—C", B—C)) ise,

b a c

|sinhf| 3 |sinhal| - |sinhy|
dir (NeSovic¢v ve Petrovi¢-Torgasev 2003).

Teorem 515 (Hiperbolik Siniis Kurall) AABC pure iiggen ve
« = (4B, 4C), B = (4B,BC), y = (4C,BC) ise,

b a c

|sinhf| - |sinhal| - |sinhy|
dir (Birman ve Nomizu 1984).

Teorem 5.1.6 (Hiperbolik Siniis Kural)) AABC iiggeninde AB ve AC dogrudas
olmayan spacelike (timelike) vektorler, BC timelike (spacelike) vektor ve

« = (4B,4C), § = (AB,BC), y = (AC,BC) ise,

b a c

coshp - |sinhal| - coshy

dir (NesSovi¢ ve Petrovi¢-Torgasev 2003).
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Teorem 5.1.7 (Hiperbolik Siniis Kural)) AABC iicgeninde AB ve BC dogrudas
olmayan spacelike (timelike) vektorler, AC timelike (spacelike) vektor ve

« = (AB,AC), B = (AB,BC), y = (AC,BC)ise,

b a c

|sinhf| ~ cosha coshy
dir (NeSovi¢ ve Petrovi¢-TorgaSev 2003).

Teorem 5.1.8 (Hiperbolik Siniis Kurall)) AABC {i¢geninde AC ve BC dogrudas
olmayan spacelike (timelike) vektorler, AB timelike (spacelike) vektor ve

« = (4B,4C), § = (4B, BC), y = (A€, BC) ise,

b a c

coshf ~ cosha |sinhy|

dir (Nesovi¢ ve Petrovi¢-Torgasev 2003).

Teorem 5.1.9 (Hiperbolik Kosiniis Kural)) AABC iiggeninde AB,AC ve BC
dogrudas olmayan spacelike vektorler ve a = (E,R), p = (E, ﬁ), y = (R, ﬁ)

ise,
a? = b? F 2bccosha + c?,
b? = a® ¥ 2accoshf + c?,
c? = a? ¥ 2abcoshy + b?

dir (Nesovi¢ ve Petrovi¢-Torgasev 2003).

Teorem 5.1.10 (Hiperbolik Kosiniis Kurali)) AABC tiggeninde AB ve AC dogrudas
olmayan spacelike vektorler, BC timelike vektor ve a = (ﬁ, R), B = (ﬁ, ﬁ),

y = (AC,BC) ise,

54



a® = —b? F 2bccosha — c?,
b? = ¢? ¥ 2acsinhf — a?,

c? = b? F 2absinhy — a?
dir (NeSovi¢ ve Petrovi¢-TorgaSev 2003).

Teorem 5.1.11 (Hiperbolik Kosiniis Kurah) AABC pure iicgen ve a = (AB,AC),
B = (4B,BC), y = (AC,BC) ise,

a® = b? — 2bccosha + c?,
b? = a? + 2accoshf + c?,
c? = a® — 2abcoshy + b?

dir (Birman ve Nomizu 1984).

Teorem 5.1.12 AABC ii¢geninin en uzun kenar1 diger iki kenarin toplamindan daha

biiytiktiir. Yani en uzun kenar ||AB||, = c ise, ¢ > a + b dir (Yaglom 1979).

Sonu¢ 5.1.1 Lorentz(Minkowski) diizleminde ikizkenar ve dik {iggenler var olup

eskenar ticgenler yoktur.

AABC tiggeninin [CA] ve [CB] kenarlan esit (0yleki [CA] ve [CB] ayni gesit dogru
tizerinde) ise o zaman A ve B koseleri merkezi C ve yarigapi ||CA||, = [|CB]|,, olan bir
cember tizerindedir (Sekil 5.1). Boylece AABC ti¢geninin kenarortayr [CM] yi (M, [AB]
kenarinin orta noktasi) x — ekseni lizerindeki bir noktaya tagiyan bir hiperbolik donme
vardir. AABC ftiggeninin bu donme altindaki goriintiisii AA'B'C (Sekil 5.1) ise, bu
tiggeninin [CA’] ve [CB'] kenarlar1 x — eksenine gore simetriktir. Bu [CM] nin ayn1
zamanda agilortay ve yikseklik oldugunu gosterir. [CM] L [AB] oldugundan bir
ikizkenar tiggenin tabani kenarlarindan zit tiirde (gesit) bir dogru tizerinde olur. Yani bir
ikizkenar tiggenin kenarlar1 spacelike dogrular {izerinde ise tabani timelike dogru

tizerindedir. Bunun tersi de dogrudur.
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Sekil 5.1 L? de ikizkenar iiggen.

AABC tiggeni bir dik tiggen ve [AC] L [BC] olsun (bkz sekil 5.2). O zaman [AC] ve
[BC] kenarlar1 farkli gesit dogrular olmak zorundadir. Kabul edelim ki hipotentiis [AB]
ve [BC] kenarlar1 ayni gesit dogrular olsun. O halde,

O coshB) D =ginhg, <2 tann
C—cosﬁ, C—smﬁ, e anhf
a’ b?
z -t

a? — p? = 2

bulunur (Yaglom 1979).

Son esitlik Pisagor teoreminin Lorentz benzeridir.

Sekil 5.2 L? de dik iicgen.
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5.2 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Cevrel, i¢c ve Dis Teget Cemberler

Bu bolimde Lorentz(Minkowski) diizlemindeki ti¢genlerin ¢evrel ve i¢ teget
¢emberlerinin var olma sartlar1 incelenecektir. Ayrica bu diizlemdeki dis teget

cemberlerde arastirilacaktir.

Teorem 5.2.1 Lorentz(Minkowski) diizleminde bir liggenin kenarlarinin orta dikmeleri

ticgenin ¢evrel ¢gemberinin merkezinde kesisir (Yaglom 1979).

Sonu¢ 5.2.1 Lorentz(Minkowski) diizleminde bir iiggenin ¢evrel ¢emberinin var olmasi
icin tiggenin tiim kenarlar1 ayni tiir (gesit) dogrular {izerinde olmalidir. Cilinkii kenarlari
farkli ¢esit dogrular iizerinde olan bir tiggenin kenar orta dikmeleri de farkli cesit

dogrular tizerinde olur.

Teorem 5.2.2 Lorentz(Minkowski) diizleminde bir iiggenin tiim kenarlar1 ayni gesit

dogrulardan olusursa ti¢ agiortaya sahiptir. (Yaglom 1979).

Sonug¢ 5.2.2 Lorentz(Minkowski) diizlemindeki bir iiggenin {i¢ agiortay1 varsa o zaman

bu ticgen ikizkenar ve dik liggen degildir.
Ispat : L? de ikizkenar iiggenin tabani ve kenarlar1 farkli gesit dogrular olmak
zorundadir. Dik liggenin de dik kenarlar1 farkli ¢esit dogrular olmak zorundadir. Bu

nedenle bir liggenin li¢ aciortay1 varsa bu iicgen ikizkenar ve dik {iggen olamaz.

Teorem 5.2.3 Lorentz(Minkowski) diizleminde bir {iggenin agiortay dogrulart tiggenin

i¢ teget gemberinin merkezinde kesisir (Yaglom 1979).

Sonug¢ 5.2.3 Lorentz(Minkowski) diizleminde bir {iggenin ¢evrel ve i¢ teget cemberinin

var olmasi i¢in gerek ve yeter sart tiim kenarlar1 ayni ¢esit dogrular lizerinde olmalidir.
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Teorem 5.2.4 L[? de bir APQR iiggeninin koseleri P = (py,p5), Q = (q1,q2),
R = (r1,73) ve [PQ], [QR], [RP] kenarlarmin egimleri sirasiyla m,, m,, mg, olsun. O

zaman bu liggenin ¢evrel cemberinin merkezinin koordinatlari,

(QZZ - Pzz) - (‘hz - Plz)

a= 2(q2 — p2) ’

c, = (22 — @) — (> = ‘hz)'
2(r; — q2)

C = (p2° —12%) — (p1° — 7"12),
2(p; —132)

olmak tuzere,

)

mym,(c; — ¢1) mym,(c; — ¢;) + my(m, —m,)cs
ML -
My = My mq(m, —m,)

dir.

Ispat : Teorem 3.2.3 den, APQR iicgeninin kenar orta dikmelerinin denklemleri,

1 (QZZ - Pzz) - (‘hz - P12)

hipo1: v = — ,
LN my T 2(q2 — p2)

B = ix + (r,* = q2.°) = (n* — q1%)
leR]? Y my 2(r; — q2) '

Biors v = ix n (p2? —1%) — (p,> — %)
[RP1: Y mg 2(p; — 1)

seklindedir. O halde,
(92° —p2») — (@1* — p1?)

s 2(q2 — p2) '

c, = (22 = q2%) — (= ‘hz)’
2(r; — q2)

¢ = (p2* —12%) — (1 —1?)
2(p; —132)

iken,
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1
h’[QR]: y=—X + Cy,
p
1
h[pQ]: y=—X + C3
q

yazilir. Teorem 5.2.1 den dolayi, APQR {i¢geninin ¢evrel ¢emberinin merkezinin

koordinatlar1 bu dogrularin kesim noktasi oldugundan dolay,

1
_x+C1 :_x+C2,
m, my

1 1
—X——X=Cy — (1
m, m, ’
(mp —m,)
——=X=C; — (4,

mym,
mpmr(cz Cl)
X = )
m, —m,

elde edilir. Yani,

(QZZ - Pzz) - (‘hz - P12)

c, = )
! 2(qz — p2)
oo = (% — q2%) — (n? — q1°)
2 2(r, — q2) '
o = (p2? —1%) — (p* — %)
¥ 2(py —13)
iken,
M, = <mpmr(cz —¢1) mymy(c; —¢p) +my (mp — mr)c3>
my—my mq (mp —m,)
bulunur.
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Ornek 5.2.1 Koseleri P, = (0,0), P, = (2,1), P; = (5,—1) olan iiggenin Lorentz

¢evrel cemberini bulunuz.

Coziim : Kose noktalart P; = (0,0), P, = (2,1),P; = (5,—1) oldugundan {iggen
spacelike bolgesindedir. Bu tiggenin [P;P,], [P,Ps;], [P3P;] Kenarlarmin egimleri
sirasiyla, mg, m;, m, olsun. Buradan,

1-1 2
™mT=EF 2773
“1-0 1
™=%5 0 "%
1-0 1
M= -0" 2

elde edilir. O halde [P, P,], [P,P;], [PsP,] kenarlarinin orta dikmelerinin denklemleri,

1

h’[P1P2]: y= m_3x + ¢3,
1

h[PZPB]: y—m—1x+61,
1

h[p3p1]: y——x+C2

olur.
(1-1)-(4-25 0+21 21
Cl = = = —
2(1+1) 4 4
(0-1)—(0—25) —1+25
Cy = = = 12,
2(0 + 1) 2
_(0-1D-(0-4) -1+4 3
ST 20-1 | -2 2
oldugundan

hippy: ¥ = 2x =,

3 21
h[Pzps]: y= _Ex +T’
h[p3p1]: y = —5X + 12
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yazilir. Buradan,

Y=41am 27

14

bulunur. Sonu¢ olarak AP,;P,P;

licgeninin

27 3 _54-21 33

T 14

gevrel ¢emberinin  merkezi

M (27/ 14 33/ 1 4) noktasidir. Merkez noktas: liggenin koselerine esit uzaklikta olup

cevrel gemberin yarigapi,

729 1089

dL(ML;P1) =R, = 196 196

dir (Sekil 5.3).

L-Cevrel Gember
6

|_ 90 310
49 7

Sekil 5.3 L? de késeleri P; = (0,0), P, = (2,1),P; = (
¢emberi.
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Ornek 5.2.2 Késeleri P, = (0,0), P, = (1,2), P; = (—2,6) olan iiggenin Lorentz
cevrel cemberini bulunuz.

Coziim: Kose noktalann P; = (0,0), P, = (1,2), P; = (—2,6) oldugundan {iggen
timelike bolgesindedir. Bu ti¢genin [Py P,], [P,P;], [P3P;] Kenarlarinin egimleri

sirasiyla, mg, m;, m, olsun. Buradan,

6-2 4
™M= 1Ty
6—0
(i h
2-0
m3=m=2

elde edilir. O halde [P, P,], [P,P;], [P3P;] kenarlarinin orta dikmelerinin denklemleri,

1

h[P1P2]: y= m_3x + ¢3,
1

hip,p): ¥ = m_1x + c1,
1

h[p3p1]: y = m_zx + Cy

olur.
4-36)—(1—-4) -3243 29
“="7722-6¢ -8 8
(0-36)—(0—4) -36+4 8
=" 20-6 -1z 3
0-4)—-(0-1 -4+1 3
=T 20-2) -4 a
oldugundan
1 3
hip,p,): y=Ex+Z,
3 29
h[png]: y=—1x+§,
1 8
h[ngl]: y=—§x+§
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yazilir. Buradan,

4 3 3 8
5 23
BEV R
23
X—E,
123 3 23+15 38 19
Y=770%2" 20 ~20 10

bulunur.  Sonu¢ olarak AP;P,P; liggeninin  ¢evrel

¢emberinin

merkezi

M (23/ 10" 19/ 1 0) noktasidir. Merkez noktasi iiggenin koselerine esit uzaklikta olup

cevrel cemberin yarigapi,

529

100

361 \/168 _2V42

10

dir (Sekil 5.4).
L-Cevrel Gember
3 6
NS
>
N 2 P2
AN
AN
AN .
1 1 1 N ;I 1 1 1
6 4 2 P74\ 2 4 6
Vi
y X
s ok
4+
6

Sekil 5.4 L2 de késeleri P; = (0,0), P, = (1,2), P; = (—2,6) noktalar1 olan iiggenin gevrel

¢cemberi.
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Otelemeler L? de bir izometri oldugu igin koordinat eksenlerinin 6telenmesi ile herhangi

bir tiggenin bir kdsesi orijine taginabilir. O halde asagidaki teoremi verilsin.

Teorem 5.2.5 L? de bir APQR iiggeninin koseleri P = (py,p,), Q = (0,0), R = (ry,13)
ve [PQ],[QR], [RP] kenarlarmin egimleri sirastyla m,, m,, m, olsun. O zaman bu

iicgenin i¢ teget gemberinin merkezinin koordinatlari,

olmak tizere,

- c(k —t) c(tm, — kmy,)
Lo (mp(k —2)+my(t—k)+m.(z—t) mylk—2)+mg(t—k)+m,(z- t)>

dir.

Ispat :
APQR fggeninin i¢ teget ¢emberinin merkezi I, = (x,,, V) Olsun. Bu merkezin,
iicgenin kenarlarina olan en kisa Lorentz uzaklif1 i¢ teget cemberin yarigapidir. O halde

Teorem 3.2.4 den dolay1 I;, = (X, Vi) noktasi

PQ Py =mX,
OR Py = myx,

RP ry=mgx+c (c=p2—mqp1)

dogrularina uzakliklar esit olacaktir. Boylece,
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mrxml y mpxml |y - MgXm — |

VIm:? =1 ’mz—l ’mq —1]

dir.

=|m2-1|, t= “mpz — 1|, zZ= “qu — 1| olsun. APQR tiggeninin kenarlar1

spacelike dogrular yada timelike dogrular lizerinde olmasina gore iki durum vardir:

Durum 1: APQR ti¢geninin kenarlar1 spacelike dogrular iizerinde ise,

|y — mp Xl |Ym = Mpxm| A |ym — mgxm — c|

[1-m,? 1-my,? /l—qu

[y — Mp Xl |ym — MpXm| _ |Ym = mMgXm — ¢
k B t B z ’

tYm — tMyXm = kY — kmpxpy,

(t - k)ym = (tmr - kmp)xm;

Ym = me (5.1)
diger taraftan,
ZYm — ZMyp Xy = kY — kMmgxy — Kc,
(z—K)y, = (zmr — kmq)xm — ke,
Vim = (Zm;%';m")xm = Zk_—ck (5.2)

bulunur. (5.1) ve (5.2) denklemlerinden,

(tmr - kmp) . = (zmr - kmq)xm —kc
t—k m z—k '

(ztm, — zkmy, — ktm, + k*m,)x,, = (tzm, — tkmg — kzm, + k*mg)x,, — tke + k?c,
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[mp(k —z)+my(t—k)+m,.(z— t)]xm =c(k —1t),

B c(k—1t)
B my(k—2z) + my(t —k) + m.(z—t)

X (5.3)

elde edilir. O zaman (5.3) degeri (5.1) denkleminde yerine yazilirsa,

c(tmr — kmp)
“my(k—2) +my(t —k) + m.(z—¢t)

Ym =

bulunur. Elde edilen bu sonug iiggenin ii¢ kenarina da esit uzakliktaki noktalarin
geometrik yeridir. Bu nedenle elde edilen (x,,, y,,) ifadesi liggenin i¢ teget gemberinin
merkez noktast olup, Lorentz i¢ agiortaylarmin kesim noktasidir. Boylece
Lorentz(Minkowski) diizleminde kenarlar1 spacelike dogrular {izerinde olan tiggenlerin
i¢ teget ¢gemberi vardir. Ayrica bu merkez noktasinin herhangi bir kenara uzakligindan,

i¢ teget cemberin yarigap1 bulunabilir.

Durum 2 : APQR ii¢geninin kenarlar1 timelike dogrular iizerinde i¢cin Durum 1°‘e benzer

sonug elde edilir.

Ornek 5.2.3 Koéseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6,—1) noktalar1 olan iiggenin

Lorentz i¢ teget cemberini bulunuz.

Coziim : Koseleri P =(3,1), Q =(0,0),R =(6,—1) olan iiggen spacelike

bdlgesindedir. Bu tiggenin [PQ], [QR], [RP] kenarlarinin egimleri sirasiyla m,., m,,, mq

olsun.
—-1-0 1
-1-1 2
=63 "3
1-0 1
T30 3

ve [PQ], [QR], [RP] kenarlarinin denklemleri,
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PG: y =1
Q'y_gx’
0R: y= -
Q 'y_ 6x’
—s 2
RP: y—1=—§(x—3),
__Z +3
y=-3%
olur.
1 242
k=m= 1_§=T'
[ _ | 1 35
Ty T 36 6
4 5
— 1— = 1—=—=—
Z / mg 5= 3"
c=3
degerleri
< clk—1t) c(tm, — km,,) >
IL=

my(k—2) + m.(t —k) +mg(z— )" m,(k —2) + m,(t —k) + my(z — t)

denkleminde yerine yazilirsa,

(2 5)
3 6
Xm = )
L AEDE- D HE-D)
3(55)
_ % (2@3—@) _ g(x/ﬁ:}ﬁ) n § (zﬁ;\/ﬁ)
12v2-3v35

_ 6
T —2VZ+V5-2V35+8v2+2V5—V35’
18

36V2 — 9435 —2.33302980247
= = = 0.91328748572,
3v/5 + 6V2 — 3v/35 —2.55475404256
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[£2-2 (Yl

_le '3 3

Ym 35 + 6v2 — 3V35
B V35 + 22

© 18V5 +36v2 — 18V35
—8.74450690785

= 1532852442554 O/ 047284298

bulunur. Boylece i¢ teget cemberin merkezi I; = (0.91328748572,0.57047284298)

elde edilir. Yarigapu ise,

. |0.57047284298 — g (0.91328748572)
r, =d,(I,PQ) =

2V2 |
/3
_ 026604368107 _ 58218193646
0.94280904158 ~

dir (Sekil 5.5).

L-i¢ Teget Cember

6 4 -2 \\ 2 6
N X R
N
2+ N
2 N
AN
N
AN
-4 + \\
AN
N
N
AN
-6 N

Sekil 5.5 L? de koseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6,—1) noktalar1 olan {icgenin i¢ teget
¢cemberi.
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Ornek 5.2.4 Késeleri P = (1,3), Q = (0,0),R = (—2,7) noktalar1 olan ii¢genin
Lorentz i¢ teget cemberini bulunuz.

Coziim : Koseleri P = (1,3), Q = (0,0),R = (—2,7) noktalar1 olan iliggen timelike
bolgesindedir. Bu iiggenin [PQ], [QR], [RP] kenarlarmin egimleri sirastyla m,., m,, m,

olsun.

7-0 7
=0 2
7-3 4
M= 521773
3 -
mr—TO:S

olur.

ﬁj?”

degerleri
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L= c(k—1t) c(tmr — kmp)
L <mp(k —D+m(t—k)+mg(z—t) my(k—2) +m.(t—k) +my(z— t)>

denkleminde yerine yazilirsa,

_ b (oi7-20)
[ R R Y PR )

3 3 2

Xm

7 ()
- _%(m/i—ﬁ) _33 (w;m) T3 (zﬁ—wﬁ)’

3 3 2 6

52v2-39V5

6
T —2V2+V5-235+8v2+2v/5—y35’
6

_ 52y2-39V35 = —13.6675458791
—26VZ —39V5 + 13v7 —89.5814367004
= 0.15257118419,

M=

[F3-2v2(-9)].(-%)
—26v2 — 395 + 13V7

_ 13.(9V5 + 14/2)

T —156vZ — 2345 + 78V7
—519.006821719

~ 537.488620202

= 0.96561453063

bulunur. Boylece i¢ teget cemberin merkezi I; = (0.91328748572,0.57047284298)
elde edilir. Yaricapu ise,

10.96561453063 — 3.(0.15257118419)|
242 '
/3

= dL(I,(P—Q>) =

_0.507190097806
"~ 2.82842712475

= 0.17931877875

dir (Sekil 5.6).
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L-i¢ Teget Cember

6_

Sekil 5.6 L? de koseleri P = (1,3), Q = (0,0),R = (—2,7) noktalar1 olan iiggenin i¢ teget
¢emberi.

Teorem 5.2.6 L? de bir APQR ii¢geninin koseleri P = (py,p,), Q = (0,0), R = (1, 132)

ve [PQ], [QR], [RP] kenarlarmin egimleri sirastyla m,, m,, mg, olsun. O zaman

k= |m1"2_1|i
t= [|m,2—1]|,
z= |mq2—1|,

olmak tizere,

)] (z+1t) [mq (k—t)+m(t+2z) —my(z+ k)] # 0 sarti saglamyorsa APQR

ticgeninin [RP] kenarina teget olan dis teget cemberi vardir.



i) (z+1t) [mp z—k)+my(t+k)—m.(t+ z)| #0 sarti saglaniyorsa APQR
tiggeninin [QR] kenarina teget olan dis teget ¢emberi vardir.

i) (z—-1) [mp(z +k)+m.(t—2z) —my(t+ k)] # 0 sartt1 saglamiyorsa APQR

tiggeninin [PQ] kenarina teget olan dis teget gemberi vardir.

Burada APQR ii¢geninin kenarlar1 ayni ¢esit dogrular tizerinde olmalidir. Yani, APQR

iicgeninin {i¢ kenar1 ya spacelike veya timelike dogrular iizerinde olmalidir.

ispat :
APQR, koseleri P = (p1,p2), Q = (0,0), R = (r,1,) ve [PQ],[QR], [RP] kenarlarinin
egimleri sirastyla m,, m,, m, olmak iizere Lorentz(Minkowski) diizleminde bir {icgen

olsun. O halde APQR iiggeninin kenarlarinin tizerinde bulundugu dogru denklemleri,

PQ :y =m,x,
QR 1y =myx,

ﬁ ry=mgx+c (c=p2—mqp1)

dir. APQR iggeninin kenarlar1 spacelike dogrular {iizerinde olsun. Boylece

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki bir noktanin bir dogruya uzakligi ve aciortay
dogrularinin yonlendirilmesi dikkate almarak, k =./|m,2—-1| , t= “mpz -1,

zZ= |mq2 — 1| olmak tizere,

i) APQR tiggeninin, Q kosesindeki i¢ agiortayr ile P ve R koselerindeki dis
aglortaylarinin kesim noktasi mevcut ise [RP] kenarina teget olan dis teget gember

bulunabilir. Q kosesindeki i¢ agiortay,

ly—mexl |y —my

\/1—mr2 \/1—mp2

ly —myx| |y —myx|
k a t
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ty —tm,x = ky — kmyx,
(t—k)y = (tm, — kmp)x,

tm, — km
(e —iomy)
t—k
olur, P kosesindeki dis agiortay,

ly — mx| _ |y—qu—c|

)

1_mr 1_mq

ly —mx| |y —mgx—c|
k z ’
zy —zm,x = —ky + kmgx + kc,

(z+k)y = (Zmr + kmq)x + ke,

_ (zmy + kemg)x + ke
- zZ+k

)

y
bulunur, R kdsesindeki dis agiortay,

ly = mpx| |y =mqx—c|

/l—mp2 /l—qu

ly —mpx| |y —mgx—|
t B z

zy — zmpx = —ty + tmgx + tc,

(z+t)y = (Zmp + tmq)x + tc,

_ (zmy, +tmg)x + tc
- z+t

elde edilir. Boylece bu agiortay dogrularinin kesim noktasiin koordinatlar1 gerekli

hesaplamalar yapilarak,

B c(t—k)
- mg(k —t) + m.(t +2) —my,(z + k)’

X
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c [(zmp + tmq)(t —k)+t (mq(k —t)+m(t+2z)—m,(z+ k))]
- (z + t)[mg(k — £) + m(t + 2) —m,(z + k)]

seklinde bulunur. Bu dis teget cemberin yarigapi,

|C|\/|(t —k)?2(z+1t)? - [(zmp +tmy)(t—k)+ ¢ (mq(k —t)+m.(t+2z)—m,(z+ k))]2|

TL—

|(z + ©)[mg(k — ) + m,.(t + 2) — m,(z + k)]

olur. Boylece (z +t) [mq (k—t)+m.(t+2z) —my(z+ k)] = 0 i¢in merkez ve

yarigap bulunamaz. Bu nedenle bu kosul altinda dis teget cember yoktur.

i) APQR iggeninin, P kosesindeki i¢ agiortayr ile Q ve R koselerindeki dis
aglortaylarinin kesim noktas1 mevcut ise [QR] kenarina teget olan dis teget gember

bulunabilir. P kosesindeki i¢ agiortay,

ly — mx| 4 |y—qu—c|

)

1-—m, 1-m,

ly —mx| |y —mgx —c|
k z ’
zy —zm,x = ky — kmgx — kc,

(z—k)y = (Zmr — kmq)x — ke,

_ (zmr — kmq)x —kc
Y z—k ’

olur, Q kosesindeki dis agiortay,

ly —m,x| |y —mpx|

\/1—mr2 \/1—mp2
ly —myx| |y —myx|
k t
ty —tm,x = —ky + km,x,

(t+k)y= (tmr + kmp)x,
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_ (tmr + kmp)

Y t+k

)

bulunur, R kosesindeki dis agiortay,

ly = myx| _ |y = mqx—c|

/l—mp2 /l—qu

ly —mpx| |y —mgx—|
t B z

zy —zmyx = —ty + tmyx + tc,

(z +t)y = (zm, + tmy)x + tc,

_ (zmy +tmg)x + tc
- z+t

y

elde edilir. Boylece bu agiortay dogrularinin kesim noktasinin koordinatlar1 gerekli

hesaplamalar yapilarak,

c(t+k)
“my(z—k) +my(k +t) —m,(t +2)

X =

c|t (mp(z — k) + mg U +£) = m, (£ +2)) = (zmy, + tmg) (¢ + k)|
(z + t)[my(z — k) + my(k +t) —m,.(¢t + 2)]

y:

seklinde bulunur. Bu dis teget cemberin yarigapi,

|c|\/|(t +k)2(z + 1) — [t (mp(z — k) +my(k +t) —m, (¢t + z)) — (zm, + tm,) (¢t + k)]2|
"o |(z + t)[m,(z — k) + my(k + £) — m,(t + 2)]|

olur. Boylece (z+t) [mp z—k)+mgk+t) —m.(t+ Z)] = 0 ic¢in merkez ve

yarigap bulunamaz. Bu nedenle bu kosul altinda dis teget cember yoktur.
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iii) APQR tggeninin, R kosesindeki i¢ agiortayr ile P ve Q koselerindeki dis
agrortaylarin kesim noktasi mevcut ise [PQ] kenarina teget olan dis teget cember

bulunabilir. R kdsesindeki i¢ agiortay,

ly = myx| |y = mgx —c|

/1—mp2 /1—mq2

ly = mpx| |y = mgx —cf

)

t VA

zy — Zmpx =ty — tqu — tc,

(z—-t)y = (zmp — tmq)x — tc,

_ (zm, — tmy)x — tc

z—t
olur, Q kosesindeki dis agiortay,

ly — mx| _ |y—mpx|

\/l—mrz Jl—mpz
ly —m,x| |ly — mpx|
k t
ty —tm,x = —ky + km,x,

(t+k)y= (tmr + kmp)x,

_ (tmr + kmp)

Y t+k

)

bulunur, P késesindeki dis agiortay,

zy —zm,x = —ky + kmgx + kc,
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(z+k)y = (zm, + kmq)x + ke,

_ (zmy + kemg)x + ke
B z+k

y

)

elde edilir. Boylece bu agiortay dogrularinin kesim noktasinin koordinatlar1 gerekli

hesaplamalar yapilarak,

B c(t+k)
Gtk +m(t—2) —mg(k+ 1)

c [(zmp —tmgy)(t+k) — t(mp(z + k) + m, (¢t — z) —my(k + t))]
B (z = O)[my(z + k) + m.(t —2) —m,(k + t)]

seklinde bulunur. Bu dis teget ¢emberin yaricapi,

|c|\/|(t +k)2(z —t)? — [(zmp —tmy)(t+k)—t (mp(z +k) +m,(t —2) —my(k + t))]2|
=

|(z = ©)[m,(z + k) + m,.(t — 2) — my(k + 0)]|

olur. Baylece (z—t)[m,(z+k)+m,(t —2z) —my(k+t)] =0 icin merkez ve

yarigap bulunamaz. Bu nedenle bu kosul altinda dis teget cember yoktur.

APQR fggeninin kenarlar1 timelike dogrular iizerinde olmasi durumu da benzer

sekilde incelenebilir.

Ornek 5.2.5 Koseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6,—1) noktalar1 olan {i¢genin

Lorentz dis teget gemberlerini bulunuz.

Coziim : Koseleri P =(3,1), Q =(0,0),R =(6,—1) olan iiggen spacelike
bdlgesindedir. Bu tiggenin [PQ], [QR], [RP] kenarlarinin egimleri sirasiyla m,., m,,, m,

olsun. O halde,




55 1
Q-y_gx'
R 1
Q Y= gx,
RP: y—1=—=(x—3)
F 4 +3
seklindedir.
2v2
fo=y1-m* = /1‘5 3
I PR 1 35
1—mp = ——:T,
4 5
1-my* = ——=?,
olmak tizere;

[RP] kenarina teget olan dis teget cemberin merkezinin koordinatlari

c(t—k)
mg(k —t) + m.(t +2) —my,(z + k)’

X =

(2 -%)
D)) ED)
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3v/35-12v2
_ 6
V35+2V5+v5+2v2+2v35-8v2’
18

_ 9V35-36v2 2333029980247
T 3vV35+3V5 —6v2 159711619076
= 0.1460776502,

V5 1) , V35 2 V35
y:?'(_€)+7'(_§) s
e NP
3 6 3 6
V5+2v35 3V35
_ __ 18 x + 6
2V5+v35 2V5+v35’
6 6

V5 + 2v/35 s 335
= - X ,
6v5 + 3v/35 2+/5 ++/35

14.0682275437 17.7482393493

= T3116464721a3 »1460776502 + Thmees e 7381

—0.06594182208 + 1.70849737787 = 1.64255555579

bulunur. Buradan

|1.64255555579 — § (0.1460776502)
242 '
/3

= dL(I,W) =

_ 1.59386300572
"~ 0.94280904158

= 1,69054700945

dir. [PQ] ve [QR] kenarlarina teget olan dis teget gemberlerde benzer sekilde
bulunabilir. Asagidaki sekillerde bu dis teget gemberler gosterilmektedir.
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L-dis teget cember

151

Sekil 5.7 L? de koseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6,—1) noktalar1 olan iicgenin [PR]
kenarina teget olan dis teget gemberi.

L-dis teget cember

15

-15 -10 5 10 15

Sekil 5.8 L? de koseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6,—1) noktalar1 olan iicgenin [QR]
kenarina teget olan dis teget gemberi.
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L-dis teget cember

15

10 -

-15 -10 -5

Sekil 5.9 L? de koseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6,—1) noktalar1 olan iicgenin [QP]
kenarina teget olan dis teget gemberi.

L-dis teget cember

15

Sekil 5.10 L? de koseleri P = (3,1), Q = (0,0),R = (6, —1) noktalar1 olan iicgenin dis teget
¢emberleri.
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5.3 Lorentz(Minkowski) Diizleminde Diizgiin Cokgenler

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki diizglin c¢okgenler (Fillastre 2014) referansinda
calisilmistir. Bu boliimde bu referans temel alinarak bu diizlemdeki diizgiin ¢okgenlerin

nasil olusturulabilecegi incelenecektir.

Diizgiin ¢okgenlerin koseleri ¢gember iizerinde oldugundan, kdseleri birlestiren dogru
parcalar1 yani diizgiin ¢okgenlerin kenarlar1 ¢emberin kirigleridir ve kirislerde teget
dogrulara paraleldir. Bu nedenle oncelikle Lorentz(Minkowski) diizlemindeki teget

dogru ve diklik kavramimi (Yaglom 1979) referansini temel alarak arastiralim.
Oklid diizlemindekine benzer olarak, Lorentz cemberinin merkezinden gecen bir [

dogrusunun ¢emberi kestigi noktadaki tegete paralel olan [; dogrusu vardir (Sekil 5.11).

Burada teget dogruyla spacelike veya timelike dogruyu kastediyoruz.

It

~

B !
Lt Lt U

t

v

Sekil 5.11 Oklid ve Lorentz(Minkowski) diizlemlerinde c¢emberin merkezinden gecen
dogrunun ¢emberi kestigi noktadaki tegete paralel olan dogru.

Boylece spacelike bir dogruya dik olan bir dogrunun timelike oldugunu sdylemek

kolaydir ve terside dogrudur. Eger bir [ dogrusu Q noktasinin etrafinda dondiiriiliir ve
(Q_U) dogrusuna yaklasirsa, Q noktasindan gecen [ dogrusuna dik [; dogrusu Oklid

geometrisinden farkli olarak ayni anda QTf dogrusuna yaklasir (Sekil 5.11). Yani
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Lorentz anlaminda dik olan [ ve l; dogrular lightlike dogrularina gére simetriktir. Bu
nedenle Lorentz(Minkowski) diizleminde lightlike dogrularin kendilerine dik oldugunu
soylemek dogaldir (Yaglom 1979).

Burada dikkat etmemiz gereken sey Ornegin, y2 — x? = 1 birim Lorentz ¢emberinin
iizerindeki timelike 1 = (0,1) vektoriiniin ortogonali spacelike v = (1,0) vektoriidiir. O
halde Lorentz diizgiin ¢okgenlerini bulmak i¢in bu spacelike ¥ = (1,0) vektoriiniin,
timelike bolgesine tasinmasi gerekir. Bu tasima 6telemeler yardimiyla yapilabilir.
Teorem 5.3.1 Otelemelerde;

a) Sabit nokta yoktur.

b) Oteleme vektdriine paralel olan dogrular kendilerine ve diger dogrular da
kendilerine paralel dogrulara dontisiirler (Hacisalihoglu 2010).

Ispat :

Q) x' =x+a, y =y+b denklemlerinde x'=x ve y' =y alinirsa ¢6ziim
bulunamaz yani x = x + a, y = y + b denklem sisteminin ¢oziimii yoktur. O
halde higbir nokta kendisinin resmi degildir.

b) m ve n ikisi birden sifir olmamak tizere denklemi,

gmx+ny+r=20

olan bir g dogrusu alalim. x' = x + a, y' = y + b ifadesinde x ve y cekilip

burada yerlerine yazilarak,

mx'—a)+n(y'—b)+r=0

veya

g:mx'+ny'—ma—-nb+r=0
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bulunur. Buradan goriiliiyor ki g dogrusu g’ gibi yine bir dogruya doniisiiyor ve
g ile g’ niin egimleri aymdir. O halde bu iki dogru paraleldir ve ozel olarak
ma + nb = 0 olmasi halinde g ve g’ dogrular ¢akigiktir.

Bu da

2|3
QI

olmasii gerektirir. O halde egimi b/ a olan dogru kendisine doniisiir. Egimi

b / q dan farkli olan dogrularda kendilerine paralel dogrulara doniisiirler.
O zaman Teorem 5.3.1 den asagidaki tanim verilebilir.
Tamm 5.3.1 y € L? olsun. O zaman

yt={x eR? | (x,y), = (¥, y).}

kiimesi y den gegen ve Lorentz i¢ ¢arpimi altinda y ye dik 1-boyutlu alt uzaya paralel
olan dogru denklemidir (Fillastre 2014).

Buna gore, bir ¢gemberin yarigapt ¢emberin kirisine dik oldugu i¢in, yarigapt spacelike

olan bir gember i¢ine ¢izilmis bir ¢okgenin tiim kenar dogrular1 timelike dogru parcalari

olduguna dikkat etmeliyiz ve bunun terside dogrudur (Sekil 5.12) (Sekil 5.13).
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Spacelike Cember

. ) rd
", P e
it s
: 6 [ Gap
- : P -
~, j g /4
. = L . -~
N K -
SR
h A" Teget
. —Zf s ¢ . )
~ 7 Tegetin paraleli
L 1 1 | - 1 1 1 ]
-6 -4 2 7. 2 4 6
- -,
p
s -2r ~
/’ A
7
s “
’ 6F .
ra
) & ~ .
- . | )
Sekil 5.12 L? de spacelike cemberin tegeti ve tegetin paralel dogrusu.
Timelike Cember
-
. 6L ) -
- Tegetin paraleli - -~
-~
. 7
A Cap
L [ ] 1 [ ]
-6 -4 4 6
- Kiris
p . < -4 - )
et “
._,.' - _6 B
- -

Sekil 5.13 L? de timelike ¢emberin tegeti ve tegetin paralel dogrusu.
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Simdi konveks kiime ve yari-diizlem tanimlarimi (Stephen ve Vanderberghe 2004)

referansini temel alarak verelim.

Tanmm 5.3.2 (Konveks Kiime) C kiimesindeki herhangi iki nokta arasindaki dogru
pargasi C kiimesinde bulunuyorsa, bu kiimeye konveks kiime denir.

Yani x;,x, ECve 0<60 <1igin,

dir.
Tamm 5.3.3 (Hiperdiizlem) a € R",a # 0 ve b € R olmak iizere,

{x|a"x = b}

kiimesine R™ de bir hiperdiizlem denir.

Hiperdiizlem R" i iki yar1 uzaya ayirir.

Tamim 5.3.4 (Yar1-Uzay) a € R",a # 0 ve b € R olmak iizere,

{x | a"x < b}

kiimesine R™ de bir yari-uzay denir.

Yari-uzaylar konvekstir.

Sekil 5.14 R? de yari-diizlemler.

Bu yari-diizlemler konveks oldugundan, bunlarin kesisimleri de konvekstir.
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Tanmim 5.4.5 (Zarf Egrisi) Bir C, egrisi lizerinde karakteristik noktalar, ayrik
noktalardir. Ayrik karakteristik noktalarin geometrik yerine C, egri ailesinin zarfi, C,

egrilerinin her birine de zarfli egri ad1 verilir.

F(x,y,C) = 0 egri ailesinin zarfinin denklemi,

F(x,y,C) =0
0F(x,y,C) 0
ac

sisteminde C nin yok edilmesiyle elde edilir. Burada aileye ait dogrular egrinin

tegetleridirler. Bu dogrularin karakteristik noktalari, genel olarak degme noktalaridir.

Ornek 5.4.1y = mx — 1/4 m?, m € R dogru ailesini ele alalim. Bu dogru ailesi (eger

y ve y’ arasindaki m yok edilirse)

R
y=xy' =707
diferansiyel denkleminin integral egrilerinin ailesidir. Bu dogru ailesi y = x? parabol
egrisiyle ilgilidir. Soyle ki dogru ailesinin her bir dogrusu bu parabole tegettir. Tersine
paraboliin herhangi bir noktasindaki tegeti dogru ailesinin bir tiyesidir. Bunun i¢indir ki

y =x? paraboline y=mx—1/ 4m? me€ER dogru ailesinin zarfidir denir.

(Hacisalihoglu 2010).
L? deki timelike ve spacelike dogrularmin zarfin1 aragtiralim.

L? de L, (timelike dogrular) ve L, (spacelike dogrular), v € R ve p dogrularin orijinden

uzaklig1 olmak tizere,
L; = xcoshv — ysinhv —p =0 (5.4)

Lg = xsinhv — ycoshv —p =0 (5.5)
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seklindedir (Birman 2001).

O halde (5.4) denkleminden,

bulunur. O halde,

elde edilir. Benzer sekilde,

L, = xsinhv — ycoshv = 0,

xsinhv = ycoshv,

sinhv _y

coshv  x’

tanhv = X,

X

eZv -1 y

eZv:x+y
xX=y
x+y
e +1 o, t1
coshv = =
2ev x+y
2
x=y
2x
_x—y _ 2x 1 |x—y
_2 ﬂ_x—y'Z x+y
x=y
B X _ x 5.6)
Jx—yJx+y [x2—y2 -
smhsz (5.7)
yZ — 2
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JFT =

bulunur ki bu da timelike Lorentz ¢emberinin denklemidir. Benzer sekilde spacelike

dogrunun zarfinin da spacelike Lorentz ¢gemberi oldugu bulunabilir.

Boylece L? de bir egrinin tegetlerinin kesisimlerinden gegen bir konveks kiime ve bu

kiimenin sinir1 bir konveks egri bulunabilir.

Bu 6n hazirliktan sonra Lorentz(Minkowski) diizlemindeki yari-diizlemlerin kesisimi
olan konveks ¢okgenlerinin tanimi verilebilir. Asagidaki tanim bu diizlemdeki timelike
future-pointing (pozitif) bolgesinde olan konveks c¢okgeni tanimlamaktadir. Bu

diizleminin diger bolgeleri i¢cinde benzer tanimlar yapilabilir.

Tammm 5.3.6 (u;,uy,...,u,), n =1 Lorentz(Minkowski) diizleminde farkli birim

future-pointing timelike vektorler ve hq, hy, ..., h, pozitif sayillar olsun. Bir
t — konveks cokgeni,

g 1

(HXhaw)) . vkez, Vi=12..n

dogrulartyla sinirlanan yari-diizlemlerin kesisimidir (Fillastre 2014).

Buradan L? deki konveks ¢okgen yari-diizlemlerin normalleri arasindaki agiya gore
adlandirilmaktadir. Ornegin, Tanim 5.3.6 daki ¢okgen ag1 t oldugu igin t — konveks

cokgen olarak adlandirilmaktadir.
Simdi bir baslangi¢ noktasi alarak timelike future-pointing (pozitif) bolgesinde ve

spacelike pozitif bolgesinde bulunan konveks c¢okgenleri ve bunlarin diizgiinligiinii

arastiralim.
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Ornek 5.3.2 sinh=(1) = v olsun.

cosh?v — sinh®v =1

cosh?v =2
coshv = FV2
oldugundan
V2 o1
=" 1)
v 1 \/E

yazilir. Keyfi olarak 1 = (0,1) ve h = 1 i¢in v — konveks ¢okgen olusturalim.
Buradan, Tanim 5.3.1° den,
ry=1
bulunur. ¥ vektoriinii v agis1 kadar dondiirerek,
=0 9-(
(H,,l(u))l tx —V2y=-1

elde edilir. O halde

L
Py = @wh)n (H,' @)
y=1
x—V2y=-1
y = 1degeri x — V2y = —1 denkleminde yerine yazilirsa,
x—V2.1=-1=x=v2-1

bulunur. Bylece P; = (v2 — 1,1) dur.
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(307 1)- ()

(H,,Z(u))l :2V2x =3y = -1

elde edilir. O halde

P, = (H1@) 0 (M)
{ x—V2y=-1
2V2x — 3y = -1

{—3x+3\/§y=3
4x — 32y = =2

x=3-12

x = 3 —+/2 degeri x — /2y = —1 denkleminde yerine yazilirsa,

I~

4 —
V2

422
2

3-V2-V2y=-1>y= =y

bulunur. Boylece P, = (3 —2,2V2 - 1) dir.

ww-(AT 1= ()

(H,,3(u))l 1 7x — 5V2y = -1

elde edilir. O halde

Py = (B, @) n (12 w)"
{Zﬁx -3y=-1
7x — 5V2y = -1

{—ZOx +15V2y = 5v2
21x — 15V2y = -3

x=5V2-3
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x = 5v2 — 3 degeri 7x — 5V2y = —1 denkleminde yerine yazilirsa,

35v2-20  7V2-4

sv2 0 V2 =72

35V2-21-5V2y =—-1=y=

bulunur. Boylece P; = (5\/§ —-3,7— 2\/§) dir.
_(T\(E 1)_(1242
= ()T 5)-(29)
(Hv‘"(u))l :12v2x — 17y = —1

elde edilir. O halde

P = (Hw) 0 (H, W)

{ 7x — 5V2y = -1
12V2x — 17y = =1

{ —119x + 85V2y = 17
120x — 85V2y = —52
x =17 —5V2

x = 17 — 5v2 degeri 7x — 5v2y = —1 denkleminde yerine yazilirsa,

120 — 35v2 _24-7V2

= 122 -7
5v2 Y V2

119-35V2-5V2y =-1=y =

bulunur. Béylece P, = (17 — 5v/2,12v2 — 7) dur.
Simdi bu v — konveks ¢okgeninin diizgiinliigline bakalim.

v — konveks  ¢okgenin  koseleri P; = (\/7 - 1,1), P, = (3 —2,2V2 - 1),
P; = (5\/5 - 3,7 — 2\/5) ve P, = (17 —5v2,12V2 — 7) olmak {izere, kenarlari
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PP, = (4—2V2, 2v2-2), P,P; = (6V2 -6, 8 — 4V2) ve

P;P, = (20 — 10v2, 14v/2 — 14) olur. O halde

||P1P2||L=\/|(4—2\/§)2—(2\/§—2)2|=\/|16—16\/7+8—8+8\/7—4|=\/|12—8\/§|

||P2P3||L=\/|(6\/§—6)2—(8—4\/§)2|=\/|72—72\/§+36—64+64\/§—32|=\/|12—8\/§|

P3Pl = J|(20 —10v2)" - (142 - 14)2| = J|4oo — 400V2 + 200 — 392 + 392v2 — 196| = J|12 - 8V2|
bulunur. Boylece kenar uzunluklari esittir. Buradan,

PP, = (4 —2V2,2v2-2) = (1,1715...,0,82 ...)
P,P; = (6V2 — 6,8 — 4V2) = (2,4852 ...,2,3431 ...)
P;P, = (20 — 10v2,14V2 — 14) = (5,8578 ..., 5,7989 ...)

olup, spacelike vektorlerdir. Tanim 5.1.1 den, P;P, ve P,P; spacelike vektorler ve

birinci bilesenleri ayni isaretli yani pozitif oldugundan, 2P, P,, P, P; = ¢4 igin,

(PiPy, PP3),
PPl 1P Ps ]I,
_((4-2v2,2v2-2),(6V2 - 6,8 — 42)),
- 12 — 8v2
_(4—-2v2).(6v2—6) — (2v2 - 2).(8 — 4V2)
- 12 —8v2
_ [24v2 - 24 - 24 + 12V2] - [16v2 — 16 — 16 + 8V2]
B 12 — 82
_36V2-48-24V2+32 12v2-16 3vV2-4
- 12 — 82 S 12-8V2 3-2V2

coshp, =

bulunur.
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£P,P3, P3Py = @, i¢in,

(P,P3, P3Py),
IP2P3l.. P3P, Il

_{(6v2— 6,8 —4v2), (20 — 10V2,14V2 — 14)),

coshp, =

12— 8v2
_ (6V2—16).(20 — 10v2) — (8 — 4v2).(14v2 — 14)
12— 8V2
_ [120v2 - 120 — 120 + 60v2] — [112v2 — 112 — 112 + 56V2]
12 -8V2
180V2 — 240 — 168V2 + 224 12vV2—-16 3V2 -4
E 12— 8V2 T 12-8V2 3-2V2

elde edilir. O halde v — konveks gokgenin kenarlar1 ve agilari esit oldugundan Lorentz
diizgiindiir (Sekil 5.15).

L-Diizgiin Gokgen

Sekil 5.15 L2 de timelike future-pointing (pozitif) bélgesinde bulunan diizgiin konveks gokgen.
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Ornek 5.3.3 sinh™1(1) = v olsun.

cosh?v — sinh®v =1

cosh?v =2
cosh = T2
dir. O halde
V2 o1
=% 1)
v 1 \/E

olur. Keyfi olarak # = (1,0) ve h = 1 i¢in v — konveks ¢okgenini olusturalim.
Tanim 5.3.1° den,
(H,’ @)t ix =1

bulunur. ¥ vektoriinii v agis1 kadar dondiirerek,

mra=)(F 5)=(D)
(A @) Vax-y =

elde edilir. O halde

L
Py = (H,°W)* n (H,' W)
x=1
V2x — y=1
x = 1 degeri V2x — y = 1 denkleminde yerine yazilirsa,
V2.1l—y=1=2y=+2-1

bulunur. Boylece P; = (1, V2 - 1) dir.
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mw=(F)(F )= ()

(Hvz(u))l :3x —2V2y =1

elde edilir. O halde

P, = (1 W) (1 w)

{\/Ex—yzl
3x —2V2y =1

{4x —2V2y =2V2
—3x +2V2y = -1
x=2v2-1
x = 2v/2 — 1 degeri V2x — y = 1 denkleminde yerine yazilirsa,
4—-\2—y=—12y=3-12
bulunur. Boylece P, = (2\/5 -1,3 - \/E) dir.
3 \(V2 1 5v2
1w =(,05) (Y 5)= ()
=L\ 7
1
(Hf(u)) :5V2x — 7y =1

elde edilir. O halde

Py = (W) n (M)
{3x —2\V2y=1
5V2x — 7y =1

{ 21x — 142y = 7
—20x + 142y = =22

x=7-22
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x = 7 — 24/2 degeri 3x — 2v/2y = —1 denkleminde yerine yazilirsa,

20-6¥2 _ _10-3v2

vz )T 2 W2-3

21-6V2—-2V2y=1=y=

bulunur. Boylece P; = (7 — 22,52 — 3) dir.
_(SV2\(VZ 1) _( 17
Hy' () = (572)( 12 \/1§> - (12\/5)'
(H,,‘*(u))l 1 17x — 12V2y = 1

elde edilir. O halde

P = (Hw) 0 (H, W)

{ 5V2x —7y =1
17x —12V2y =1

{120x — 84V2y = 12V/2
—119x + 842y = =7
x=12V2 -7

x = 12v/2 — 7 degeri 5v2x — 7y = 1 denkleminde yerine yazilirsa,

119 — 352

120-35vV2 -7y =1=y= -

=>y=17-5V2

bulunur. Boylece P, = (12\/§ - 717 — 5\/7) dir.
Simdi bu v — konveks ¢okgeninin diizgiinliigline bakalim.

v —konveks  c¢okgenin  koseleri P, = (1,\/? — 1), P, = (2\/7 -1,3-— \/E),
P; = (7 —2v2,5v2 — 3) ve P, = (12\/7 -7,17 — 5\/?) olmak {izere, kenarlar
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PP, = (2vV2 — 2,4 — 2V/2), P,P; = (8 — 42,62 —6) ve

P;P, = (14v2 — 14,20 — 10v/2) olur. O halde

||P1P2||L=\/|(2\/§—2)2—(4—2\/7)2|=\/|8—8\/§+4—16+16\/§-8|=\/|8\/§—12|

||P2P3||L=\/|(8—4\/§)2—(6\/7—6)2|=\/|64—64\/§+32—72+72\/§—36|=\/|8\/§—12|

P3Pl = \/|(14x/7— 14)° — (20 - 10\/E)z| = J|392 —392V2 + 196 — 400 + 400v2 — 200| = J|8\/E— 12|

bulunur. O halde kenar uzunluklar1 esittir. Buradan,

PP, = (2V2 - 2,4 — 2v2) = (0,82 ...,1,1715 ...,)
P,P; = (8 —4V2,6V/2—6,) = (2,3431...,2,4852 ...,)
PP, = (14V2 — 14,20 — 10v2) = (5,7989 ...,5,8578 ...,)

olup, timelike vektorlerdir. Tanim 5.1.1 den, P; P, ve P,P; timelike vektorler ve birinci

bilesenleri ayni isaretli yani pozitif oldugundan, 2P, P,, P,P; = ¢ i¢in,

(PyP;, P,P3),

R VTR TN
(2V2 - 24 -2v2),(8 - 4V2,6V2 — 6)),
12 — 8v2
(2v2-2).(8 —4v2) — (4 —2v2).(6v2 - 6)
12 — 8v2
_ [16V2 - 16 — 16 + 8v2] — [24V2 — 24 — 24 + 12V/2]
12 — 8v2

24+/2 — 32 — 362 + 48 16 —12v2 3V2 -4

- 12— 82 T T 12-8V2 3-2v2

bulunur.
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£P,P3, P3Py = @, i¢in,

(PyP3, PsPy),
PP IPsPyl,
_ ((8—4v2,6V2—6),(14V2 — 14,20 — 10v2)),
T 12 — 82
_ (8—-4v2).(14V2 - 14) — (6v2 - 6). (20 — 10v2)
T 12 — 82
[112V2 — 112 — 112 + 56v2] — [120vV2 — 120 — 120 + 60v2]

- 12 - 8V2
_ 168V2-224—180vV2+240—  16-12v2 3vV2-4
B 12 -8V2 C 12-8V2 3-2V2

coshp, =

elde edilir. O halde v — konveks gokgenin kenarlar1 ve agilari esit oldugundan Lorentz
diizgiindiir (Sekil 5.16).

L-Diizgiin Gokgen

Sekil 5.16 L? de spacelike pozitif bolgesinde bulunan diizgiin konveks ¢okgen.
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6. BULGULAR

Oklid geometrisi en iyi bilinen metrik geometri olmasina ragmen birgcok problemin
¢oziimiinde eksik kalmasi nedeniyle ilerleyen yillarda farkli metrikler kullanilarak farkli
geometriler olusturulmustur. Bunlardan biride Einstein'in 6zel gorelilik ilkesiyle iliskili

geometri olan Lorentz(Minkowski) geometrisidir.

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki noktalar, dogrular Oklid diizlemindekiyle ayn1 ve
ac1 ol¢iimii Oklid diizlemindekiyle ayn1 yolla yapilir. Fakat uzaklik fonksiyonu Oklid
diizlemindekinden farklidir. Bu nedenle uzaklik kavramii igeren konular Oklid ve
Lorentz(Minkowski) geometrisinde farkli sonuglarin ortaya c¢ikmasma neden

olmaktadir.

Bu baglamda bu tez calismasinda;

Oklid ve Lorentz metrikleri arasindaki fonksiyonel iliski dogru parcasinin egimine gére
ifade edildi. Bu fonksiyonel iliski kullanilarak Oklid diizlemindeki Thales bagmtisi,
Menelaus ve Ceva teoremleri ile i¢ ve dis agiortay teoremlerinin Lorentz benzerleri elde
edildi.

Lorentz uzakligmi koruyan Oklid diizleminin izometrileri hangileri oldugu ifade edildi.

Oklid diizlemindeki cemberlerin baz1 6zelikleri Lorentz(Minkowski) diizlemindeki

cemberler i¢in elde edildi.

Oklid diizgiin gokgenlerinin Lorentz diizgiinliigiiniin nasil bulunabilecegi elde edildi.

Oklid diizlemindeki iicgenlerin ¢evrel, i¢ ve dis teget c¢emberlerinin

Lorentz(Minkowski) diizlemindeki benzerleri ve var olma kosullar1 olusturuldu.

Lorentz(Minkowski) diizleminde diizgiin c¢okgenlerin nasil olusturulabilecegi ifade
edildi.
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7. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasi esas olarak, afin diizlemde tanitilabilen iki geometrik sistemin,
okuyucunun karsisina cikan tanidik Oklid geometrisi ve Einstein'in &zel gorelilik
ilkesiyle iligkili geometri olan Lorentz(Minkowski) geometrisi karsilastirmali bir

caligmasina ayrilmistir.

Bu tez ¢alismasinda; Oklid ve Lorentz metrikleri arasindaki fonksiyonel iliski dogru
parcasinin egimine gore ifade edildi. Bu fonksiyonel iliski kullanilarak Oklid
diizlemindeki Thales bagintisi, Menelaus ve Ceva teoremleri ile i¢ ve dis agiortay
teoremlerinin Lorentz benzerleri elde edildi. Lorentz uzakligmi koruyan Oklid
diizleminin izometrileri hangileri oldugu ifade edildi. Oklid diizgiin gokgenlerinin
Lorentz diizgiinliigiiniin nasil bulunabilecegi elde edildi. Oklid diizlemindeki ¢emberin
baz1 ozelikleri Lorentz(Minkowski) diizlemindeki ¢emberler icin elde edildi. Oklid
diizlemindeki tggenlerin ¢evrel, i¢ ve dig teget cemberlerinin benzerlerinin
Lorentz(Minkowski) diizlemindeki var olma kosullari olusturuldu. En son olarak
Lorentz(Minkowski) diizleminde diizgiin ¢okgenlerin nasil olusturulabilecegi ifade
edildi.

Bu c¢alismanin sonrasinda bu diizlemde bir licgen i¢in elde edilen g¢evrel gember,
mimarlikta  kemerlerin ~ yapilmasi  hesaplamalarinda  kullanilabilir.  Ayrica
Lorentz(Minkowski) uzayinda, bu diizlemde diizgiin gokgenlerin elde edilmesinden

yola ¢ikarak diizgiin ¢okyiizliiler arastirilabilir.
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