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Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu calisma sekiz bolim ve Ui¢ ek bolimden olusmaktadir:

Birinci bélimde literatur 6zeti ve tezin amaci belirtilmistir. ikinci bélumde, R” matris
uzayinda Lorentz matris carpimi, tglincl bolimde Dual uzaylar, dérdiincl bolimde ise
P Dual Matris Uzay! incelenmistir.

Tezin orijinal kisimlari olan begsinci, altinci ve yedinci béliimlerinde ise sirasiyla; R”
matris uzayinda Lorentz matris carpiminin 6zellikleri, 9" dual Lorentz uzayi, D" matris

uzayinda Lorentz Matris ¢carpimi incelenmistir.

Bununla birlikte, Ek-A, Ek-B, Ek-C ile verilen kisimlarda ise Genellestirilmis kompleks
sayilar, Lorentz Uzayi ve Ustel Matrisler ile ilgili temel bilgiler ayrintili olarak verilmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Dual sayilar ilk olarak Clifford W.K. (1849-1879) tarafindan geometrik arastirmalarda
kullanilmistir. Clifford’dan sonra E.Study (1860-1930) dual sayilari ve dual vektorleri
dogrular geometrisinde ve kinematikte kullanmistir. Ayrica kendi adiyla bilinen bir
déniisim tanimlamistir. Bu déniisiim, birim dual kiirenin noktalari ile 3 boyutlu Oklid
uzayindaki yonli dogrular arasinda birebir esleme oldugunu gostermektedir, [1]. Bu
¢alismanin ardindan Dual sayilar ve Dual vektérler ¢ok genis bir ¢alisma alanina sahip

olmustur.

1996 yilinda Ugurlu H.H. ve Caliskan A. [2] tarafindan yapilan calismada ise R* yerine
Rf 3-boyutlu Lorentz uzay! alinarak E.Study dontsimd, ”.‘1),3 de dual hiperbolik ve
dual Lorentzian birim kirelerinin, dual timelike ve dual spacelike birim vektorleri ile

Rf deki yonll timelike ve spacelike birim vektorlerinin birebir eslesir” seklinde ifade
edilmistir, [2].

2010 yilinda Kiirtiz F. [3] tarafindan Prof. Dr. Salim Yice danismanliginda hazirlanan

Lisans bitirme tezinde ise Ozel dual matrisler incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci, oncelikle Dual uzayi, Lorentz uzayi ve Lorentz matris carpimi konularinda

temel bir kaynak olusturmaktir. Ayrica, dual matrislerde de Lorentz matris ¢arpminin



reel matrislerde oldugu gibi kullanilabilcegini gostererek literatiirdeki bir eksikligi

gidermektir.

1.3 Hipotez

Lorentz uzayinda matrislerin ¢carpiminda, Oklid ¢arpimi kullanildiginda 6zel matrisleri
tanimlamada ¢ isaret matrisine gerek duyulmustur (Bakiniz Ek-B). Ancak [4] nolu
calismada Lorentz matris ¢arpimi tanimlanarak, & isaret matrisine gerek duyulmadan
0zel matrisler tanimlanabilmistir. BOylece matris g¢arpiminda kullanilan ¢arpim ile

uzayin vektorleri igin kullanilan i¢ carpimin uygunlugu saglanmistir.

Benzer olarak, dual katsayili matrislerde, Dual-Lorentz uzayinda matris islemlerinde ¢
isaret  matrisine ihtiyac duyulmadan 06zel matrislerin  tanimlanabilecegi

hedeflenmektedir.



BOLUM 2

R™ UZAYINDA LORENTZ MATRIS CARPIMI

Bu béliimde, [4] de verilen, R” uzayinda Lorentz matris carpimi tanimlanacak ve bu

carpimla ilgili bazi 6zellikler incelenecektir. Bu bélimde gegen Lorentz i¢ carpim ile ilgili

temel kavramlara Ek-B béliminde yer verilmistir.

2.1 Reel Katsayili Matrislerin Lorentz Carpimi
R" vektér uzayinda X =(x;), ¥ =(y,)€R" icin

(), R"xR" >R

n—1
(X,Y)—)(X,Y}L =Zx,.y,. -X,y,

i=1

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon R" Gzerinde pozitif tanimh olmayan bir i¢
carpim fonksiyonudur. Bu fonksiyon ile birlikte R" uzayina Lorentz uzayi veya

Minkowski uzayi denir ve genellikle L' veya R ile gosterilir.

Simdi bu i¢ carpimini kullanarak satirlarini (situnlarini) birer R Lorentz uzayinda birer
vektor olarak aldigimiz matrislerde asagidaki Lorentz matris carpimini verelim, [4] :
Tanim 2.1 A=[q,]eR] ve B=[b,]eR’ matrislerinin “. " ile gdsterilen matris

garpimi,

n—1
A, B= {z ab, —a,b, }
mxp

j=1



seklinde tanimlanir. Bu ¢arpma islemine, A ve B matrislerinin Lorentz matris ¢arpimi

veya kisaca L - ¢arpimi denir. Elde edilen A., B matrisi mx p -tipinde bir matristir.

A matrisinin i.satin A, ve B matrisinin j. satin B’ olmak uzere, bu matris

(A.B"), (A.BY, -  (A,B"),
A.LB= <A2:’B >L <A2aB >L . <A2’:BP>L
(A,.BY, (A,.B"), |

seklinde ifade edilir. Ayrica R” wuzayr Uzerinde L- carpimi ile L' seklinde

gosterecegiz, [4].

Teorem 2.2

1) VAeL!,BeL,,CeL] igin A, (B.,C)=(A,B)..C

2) VAeL},B.C<eL, igin A, (B+C)=(A,B)+(A,C)
3)VA,BeL;.CeL, igin (A+B).,C=(A,C)+(B..C)

4) VkeR,AeL;,BeL, icin k(A B)=(kA). B=A., (kB)

Ozellikleri saglanmaktadir, [4].

Tanim 2.3 L -carpimina goére nxn-tipindeki L - birim matrisi I, gosterilir ve

1 0 0
0 1

1= -
0 - —

nxn

ile tanimlanir. Bu matriste kdsegen lizerinde bulunan elemanlardan sadece sonuncusu

—1 dir.

VAeL' i¢inl,, A=A, I, =A olur.



Tanim 2.4 A nxn-tipinde bir matris olsun. A, B=B.,A=1, olacak sekilde nxn -
tipinde bir B matrisi varsa A matrisine L - terslenebilir matris adi verilir. Burada B

matrisine A matrisinin L - tersi (inversi) denirve A™' ile ifade edilir, [4].

Tanim 2.5 A=[g;]e L] matrisinin transpozu A" ile gosterilir ve AT:[aﬁ]eL:1

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6 Bir Ac L matrisi verilsin. A" =A" ise A matrisine L— ortogonal

matris adi verilir.

Tanim 2.7 A=[a,]€R] matrisinin L-determinanti detA ile gosterilir ve

det A= z S(G)ao(l)laa(Z)Z oy

oEs,

ile tanimlanir. Burada S, {1,2,---,n} kiimesinin bitlin permitasyonlarinin kiimesi ve

s(o) da o permitasyonlarinin isaretidir, [4].

Teorem 2.8 VA,BeL icin det(A., B)=—det A-det B dir.

ispat A=[a,;], B=[b,] ve A, B=C olsun. A matrisinin i. siitun matrisi A" ve C
matrisinin k. siitun matrisini C* ile gésterelim. O halde,

C =b, A" +b, A’ +---—Db,A" , 1<k<n

yazilabilir. Buradan,

b A +b, A2+ —b A", ]
b, A +b, A*+---—b A",
det(A., B) =det| 2 "2

_blnA1 +b, A>+---—b A" |



oes,

1 42
:_ZS(U) (D)1 0'(2)2 ) o'(n)n detl:A LA e,

oes,

—detAZ S(O-) (D)1 5(2)2 ' ba(n)n

oE€s,

=—detA-detB

bulunur, [4].

a(l) Ao0(2)
Z_bo-(l)lbo—(z)z"'ba(n)ndetl:A AT

Aa(n)]

A" ]



BOLUM 3

DUAL UZAYLAR

Bu bolimde, D Dual Sayilar, D° dual uzayi, D" dual uzayi ve D’ dual Lorentz uzayi
incelenecektir.

3.1 Dual Sayilar

Bu kesimde dual sayilar ile ilgili temel kavramlar incelenecektir.

3.1.1 Dual Sayilar sistemi

Tanim 3.1 Va,a*eR olmak Uzere (a,a*)eRxR sirali ikililerin kiimesi @ ile

gosterilsin.

.‘D:{(a,a*):a,a* € R} kimesi Gzerinde tanimli olan,

Toplama: (a,a*)(%(b,b*) (a+a*,b+b*)
Carpma: (a,a*)G)(b,b*) :(a.b, ab’ +a*.b)
Esitik : (a,a’)=(b,b")=a=b ,a =b'

"®@", "©@", "="Iislemleriile birlikte » kumesine dual sayilar sistemi, V(a,a*)e:’!)

ikilisine de dual sayi denir, [5].

Teorem 3.2 (D, ®,0) Uglust bir birimli ve degismeli halkadir.



ispat  Oncelikle (9,®) ikilisinin grup oldugu daha sonra da halka 6zelliklerinin

saglandigi gosterilmelidir.

i) (D,®) ikilisi bir Abel grubudur.

H: ®: DxD—>D seklinde tanimlandiginda @D kimesi @ islemine gore

kapahdir.

H,: @ isleminin birlesme 6zelligi vardir. ¥ d,,d,,d, €D igin
(d@d,)®d, = ((a.a)®(bb)) & (c.c)
= ((a+b),(a"+b")) ® (c.)
=((a+b)+c (a"+b")+c")
=(a+b+c, a’ +b +c)
d,®(d, ®d,)=(a,a")®((b,b")®(c.c"))
=(a.a")®((b+c), (b +¢"))
=(a+(b+c) , a'+(v +c))
=(a+b+c,da +b +c')

oldugundan (d,&®d,)®d,=d, ®(d,®d,) dir.

H,: ©® islemine gére 9D de bir 0 etkisiz elemani vardir. Vde® igin
d®0=0Dd=d olacak sekilde bir 0 etkisiz elemani, Oz(x,x*) seklinde ifade

edilirse d®0=d ve 0®d =d icin 0=(x,x*)=(0,0)€ P etkisiz elemani elde

edilir.



H,: ©® isleminegére Vd eD igin,
d+d'=d'+d =0 olacak sekilde bir tek d'=(x,x*)e£i) ters elemani vardir.

d=(a,a*)e."!) icin d'=(—a,—a*)efl) dir.

H,: @ isleminin degisme 6zelligi vardir. V d,,d, € D igin

=((a.a)@(b))
( a+b a +b ) ((b+a,b*+a*))
(b0

)

(d, ®d,)

:(d2 @dl)

dir. Boylece (D,®) ikilisi bir Abel grubudur.

i) O:DxD—>D icislemiigin,
Hy: O:DxD—>D islemi D de kapalidir.
;1 © isleminin birlesme 6zelligi (d, ©d,)Od; =d, O(d, ©d,) seklindedir.

H,: Vd,d,,d,e®D olmakizere, © isleminin @ islemi lzerine Uzerine sagdan ve

soldan dagilma ozelligi,
(A®B)OC=(AOC)®(BOC)
COA®B)=(COA)®(COB)
seklindedir.

Bu 6zellikler ile (D,®,®) Uglust bir halkadr, [5].



Hy: V d.,d,eD igin (d,Od,)=(d,®d,) oldugundan (D,®,0) halkasi bir

degismeli halkadir.

Hy,: O isleminde V de® i¢in (1,0)0d=dO(1,0)=d islemiyle (1,0) elemani

etkisiz elemandir.

Bu 6zellikler ile (D,®,0) Uglust bir birimli degismeli halkadr.

Teorem 3.3 (D,®,0) Uglus bir cisim degildir.

ispat D" =D—{0} alinirsa (9*,0) ikilisi grup aksiyomlarini saglamadigi igin
(ﬁ),@,@) Uglist bir cisim degildir. (ﬁ)*,e) ikilisinde her elemanin tersi yoktur.

Ornegin (0,1) elemaninin tersi yoktur.

Teorem 3.4 (R,+,.) reel sayilar cismi (9,®,0) dual sayilar halkasinin bir alt

kiimesine izomorftur.

ispat @,:{(a,O)‘ae]R}c.‘D kimesi olmak Uzere f:9, —R fonksiyonunu

(a,0)—>a olarak tanimladigimizda f lineerdir :
d,=(a,0), d, =(b,0)eD olmak iizere,
f(d, ®d,)= f(a+b,0)
=a+b
= f(a,0)+ f(0,0)
=f(d)+f(d)
f(d, ©d,)=f(ab,0)

=ab

10



f birebirdir: d, =(a,0) = d, =(b,0) ise f(d,)# f(d,) dir.

f ortendir : VxeR reelsayisiigin f(x,0)=(x,0)€ 9 dual sayisi bulunabilir.

O halde f lineer izomorfizmdir, [5].

Sonug 3.5 f fonksiyonu bir izomorfizm oldugundan (a,0) €9 dual sayisi, izomorfu

olan "a" reel sayisi ile gosterilebilir.

Tanim 3.6 d=(a,a*)e.‘1) dual sayisinda Re(d)=a ve Du(d)=a dir.VdeD

sayllarinin sistemine Dual diizlem denir. (1,0):1 dual sayisina 2P nin reel birimi

denir. (0,1)=¢ dualsayisinada 2 nin dual birimi denir.

Not 3.7 (0,1)O(0,1) = eO¢e = & =(0,0) elde edilir. Ayrica & =0 olmak iizere

2 3 no__

g =g =...=&" =...=0 oldugu aciktir.

A

dual eksen

(0.1)=¢

reel eksen

(1,0)=1

Sekil 3. 1 Dual Dizlem



Teorem3.8 Vde9 dualsayisi d=a+¢&a formunda yazilabilir.
ispat Vd=(a,a)eP icin d=(a,0) ® (0,a’) yazlir. Buradan
d=(a,0) ® ((0,1)0 (a',0))
—a+ea
elde edilir. [
O halde 9P dual sayilar kiimesi, ft):{d:a+5a* | a,a” eR, 52=O} seklinde
tanimlanabilir. d, =a+ea, d,=b+eb €D igin toplama, garpma ve esitlik iglemleri,
d, +d,= (a+Db) +g(a*+b*)
d d,= (ab) +&(a.b +a'.b)
d=d, & a=b,a =b"

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.9 Dual sayilar kiimesi reel sayilar cismi lizerinde bir vektér uzayidir.
ispat (D ,®) ikilisi bir abel grubudur. Ayrica (R,+,.) cisim oldugundan

{D.,®R,+,.,0} altilisi

O: R x9->9D
(ﬂ,a+5a*)—>(/1a)+e(la*)

dis islemiyle birlikte bir vektor uzayidir, [5].
3.1.2 Dual Vekt6r Uzayinin Bazi

Her dz(a,a*)e.‘!) icin d=a.l+a’. oldugundan, il)zsp{l,g}:sp{(l,O),(O,l)}

yazilabilir. Ayrica {(1,0),(0,1)} vektérleri lineer bagimsiz oldugundan {1, &} sistemi D

icin bir bazdir. O halde, boy D = 2 dir, [5].
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3.1.3 Dual Eslenik

Tanm 3.10 d=a+&a €D dual sayisinin eslenigi d ile gosterilir ve d=a-¢d"

ile tanimlanir.

Ozellikler

i) de® ise d nindual eslenigi d dir.Yani @:d dir.

ii) Vd.d,eD igin d +d,=d, +d, dir.

i) Vd,.d,eD igin d .d,=d,.d, ve d,#(0,x") olmak tzere [;Z—
2

dir.

N——
SR

iv) Vde® igin dd=|d| dir.

V) d+d=2Re(d), d—d=2cDu(d) ve d=d ise deR dir.

Teorem 3.11 9 uzerinde tanimlanan,

L)Y DXD—->D
(d,.d,)—>dd,

fonksiyonu bir i¢c carpim fonksiyonudur. (Pozitif tanimli degildir.)
ispat d,=x +e&x ve d,=x,+¢x, alinirsa,
(d.dy)= dpd, =(x+ex)).(x,—&x])
= X,X, +6(—x1x; +x1*x2)
elde edilir.
Eslenik-simetri 6zelligi : (d,,d,) = (d271>
Bilineerlik aksiyomu : (d,+d,.d,) = (d,.d;)+{d,.d;)
(Ad,,d,)=Ad,,d,)

(d,,Ad,)y =2(d,,d,)

13



Pozitif tanimlilk  : d=x+ex" icin (d,d)=d.d=x>>0 bulunur. {d,d)=0 iken

x =0 oldugu aciktir. Fakat x~ sifir olmak zorunda degildir. Yani d = 0 olabilir.

3.1.4 Norm

Tanm 3.12 d=x+¢&x dual sayisinin normu (O orijin noktasina olan uzakhg)

Jd|=d-dy=\dd = =

seklinde tanimlanir, [6].

Yy
______________ d=x+¢&x
N
) !
o x
Sekil 3. 2 Norm

Normun ozellikleri:
1) |dd,|=]d] ]| dir.

2) ||d,+d,|<||d||+|d,| (Ucgen esitsizligi) dir.

3.1.5 Cember

P Dual uzayda cember,
C:{d =x +&x efl)‘ ||d||:1}
seklinde tanimlanir. O halde,

d =x +é&x igin |d|=1 olmak lizere D uzerinde cember denklemi,
C .. |x|:1

14



veya
C... x=+l1

seklinde ifade edilir.

x=-1 x=+1

Sekil 3. 3 Dual Cember

3.1.6 Dual Sayilarda Bélme

d =x+ex ,d,=y+ey €D olmak lzere, dual sayilarda bélme islemi, y =0 olmak

Uzere,
d _x+ex
d, y+ey

(x+8x*).(y—8y*)

e ) (vev)

_ xy+s(—xy*+x*y)

seklinde tanimlanir.
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3.1.7 Dual Sayilarin Kutupsal Gosterimi

2 3
e” in Maclourin agilimi ¢* =1+x+5+§+... seklindedir. Buradan,
2 3
& &
e‘s"’=1+g¢+—( ?) +—( ?) +
2! 3!
olmak iizere, s’ =&’ =...=&"=...=0 igin e¥ =1+¢cp elde edilir.

elde edilir. Ayrica, d:x+5y:x(1+gzj yazilabilir.
X

Burada ||d||=x ve (pzl dir. (d dual sayisinin normu x ve argimenti ¢ dir.)

X

Sonuc olarak ; d=x+8y=x[1+81]=x(1+8(/)) olup buradan d =x.e” elde
X

edilir.

3.1.8 Dual Sayilarin Matris Gésterimi
.‘D:{d:a+5a* | a,a” R, & :O} dual sayilar kiimesinin, (R,+,.) cismi Uzerinde
vektor uzayidir. Ayrica {1,5} standart bazina sahiptir.

[, D>D
w—>d.w

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon
£y (w1+w2):fd (w1)+fd (wz)

f (/1w)=/1fd (w)

ozelliklerini sagladigindan lineerdir.

Her lineer donilsime bir matris karsilik geldiginden ve Dual vektor uzayinin bir bazi

{1,8} oldugundan ;

f,()=d1l=a+ea =al+ad.e

16



f,(e)=de = ae+0 = 0.1+ac

a 0
yazilabilir. O halde, f lineer déntisimuine karsilik gelen matris f, <—{ }
a a

seklinde bulunur.

Ozel durumlar

| E.
: 0 1

0 1
i) d=¢ = 0+¢.1 = f. = #0
, ]

m ° 0
0 O

Not3.13 &’ =0 esitligini ¢ a karsilik gelen matris yardimiyla da bulabiliriz.

ey s e

oldugu gorulir.

3.1.9 Dual Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi

f: 9 —> 9D

d=x+ex —)f(d)=w
seklinde tanimlanan fonksiyonlara dual degiskenli fonksiyonlar denir.

Burada, Re(w):u(x,x*) , Du(w):u*(x,x*) seklinde tanmli  w,u :R* >R

fonksiyonlari alinirsa,
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fld)=w = ufxx)+eu (xx")

= u+eu

yazilir.

Teorem 3.14 neN olmak tizere, d" :(x+gx*)n =x"+enx x"" dir.
ispat Timevarim ydntemiyle ispati yapabiliriz:
e n=1 igin d' =(x+<9x*)1 =x+¢&.1.x x"" dogrudur.
o n=k igin d*=(x+ex’) =x* +eka’ 2" kabul edelim,
e n=k+1 icin dogrulugunu gosterelim.
d*™' = dd" = (x+8x*).(xk +€.k.x*.xk71)

k+1 k—1 * * k 2 k—1 *
=XV +ekxx T x +ex X+ X" X x

XM ye (k.xk X +xF .x*)

*

x4y s(k +1) x*x
elde edilir.

Sonug olarak ; (x+gx* )n =x"+enx x"" dir, [5].

Teorem 3.15 (Taylor Agiimi) f(d) bir dual degiskenli fonksiyon olsun. f(d)

fonksiyonunun d, noktasindaki Taylor agilimi,

f(d):f(do)+%(d—do)+%(d—do)z+...

seklindedir.
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d, =0 alnirsa,

bulunur.

d =x+e&x olmak tzere,

=f(0)+ f'l(!O) (x+gx*)+ fz('()) (x2 +2gxx*)+...
:[f(0)+f1(!0)x+...j+gx (f (0) fl(lo)xﬁt j

elde edilir, [5].

Sonu¢ 3.16 Dual degiskenli fonksiyonlar f(x+gx*):f(x)+gx*f'(x) seklinde

yazilabilir, [5].

Ornek 3.17 Bir dual sayinin mutlak degeri;

. X { x+ex , x)0
B

‘x+8x*‘:|x|+gx = .
—(x+gx) , x(0

oldugundan, d bir dual sayi olmak Uzere,

d , Re(d)>0
‘d|= (3.1)
~d , Re(d)<0

yazilabilir.
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Sonug 3.16 yardimiyla bazi dual fonksiyonlar, asagidaki tabloda verildigi sekilde ifade

edilebilir.
Cizelge 3. 1 Bazi Dual Fonksiyonlar
Dual sin sin@ =sin @+ &6 sin O
Dual cos cos@ =cos@—&b sin
Dual tan "
tanfd =tan@+¢ 5
cos” 0
Dual cot A *
cotf =cotld—&—
sin” @
Dual arcsin A ) o
arcsin @ = arcsin@ + ¢
1-6°
Dual arccos n 9"
arccos @ = arccos @ — &
1-6°
Dual arctan n *
arctan @ = arctan @ — ¢ >
1+6
Dual kok fonksiyonu [ . « 1
¥ X+&EX =\/;+8x ?
X
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3.2 9D’ Dual Uzayi

D= DxPxD = {A:(AI,AQ,Ag) ‘Ai €D i:l,2,3} kiimesini tanimlayalim. Bu
kiime Uzerinde esitlik, toplama ve dis islem asagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 3.18 (Esitlik) A= (A.A,A) . B (B B,,B,) €9’ olmak iizere iki vektérin
esitligi A=B < A =B (i=1,2,3) seklinde tanimlanir.
Tanim 3.19 (Toplama) A= (A.A,A) ., B (B B,,B,) €D’ vektérlerinin toplami
A ® B=(A+B,A+B,, A+B, ) €D’ seklinde tanimlanir ve (2)3,@) ikilisi Abel
grubudur. 6=(0,0,0) e P? birim elemandr, [5].
Tanim 3.20 (Dis islem) VieD , ‘v’;l:(Al.)eﬁf icin ﬂ,OZ:(ZAl,AAZ,ﬂ,AS)e.‘Dé‘
islemini tanimlayalim. O halde,
0:DxD’ - P°

(1,71)—%2

bir dis islemdir. Bu dis islem ile birlikte (@3,®,®,+, . ,0)59)3 altilisi bir D -moduldur.

Tanim 3.21 9D Un her bir elemanina bir dual vektdr adi verilir.
Teorem 3.22 Z:(AI,AZ,AS)E.‘D3 dual vektdrii, A=a+ea seklinde ifade edilir.
Burada ZI,EERS ve €D dir.

ispat  VA=(A,A.A)eD® igin A,A,A €D oldugundan

A=(ALALA)= (a1+8a1 ,a, +&a, ,a, + &a, )
2(611,612,013)+(5a1 ,Ea, ,Ed, )
ES ES *
:(611,012,113)+g(a1 ,a, ,a, )

—a+éea

elde edilir.
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Not 323 VAc®D  vektdri Z:ngc?:(é,c?) seklinde  yazilabilir.

D = DxDxD =R’xR’ oldugundan D’, 6 boyutludur. Bu yapi 3 reel kisimdan ve

3 dual kisimdan olugmaktadir.

— —

Sonu¢ 324 A=a+ea :(Zz,a*) , §:E+gf:(5,l?)eﬂ)3 olsun. Béylece D

Uzerinde asagidaki islemler,

Esitik : A=B < a=b ve d =b

Toplama : Z+I§=(ﬂ+gaﬂ +(l;+gl?:)
=(Zz+l;)+g(f+l?)

Dig islem : ﬂZziZthﬂ:ﬂf ,AeD

seklinde ifade edilebilir, [6].

Teorem 3.25 R’ vektor uzayi, P-Modiiliin (21,6) elemanina sahip bir alt kiimesine

izomorftur.

- -

ispat M ={<a,0):21,()eR} olmak lizere

f:M >R
(.0)»a

seklinde tanimlanan f fonksiyonu bir lineer izomorfizmdir. O halde R* vektér uzay,

D Modilin M seklindeki bir alt kiimesine izomorftur.

3.2.1 9P’ Uzerinde Metrik
Tanim 3.26 (ig carpim) A= Zl+gc? ve B=b+sb €D vektorleri icin
(A,B)={((A,A,.A,).(B.B,.B,))
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=AB +AB,+AB,
:(a, +ga,*)(b, +gbf)+(a2 +¢9a:)(b2 +gb;)+(a3 +ga;k)(b3 +gb:)
=ab, +a,b, +ab, + g(albl* +a,b, +ab; )+ g(af b, +a,b, + a;b3)
=<&,E>+g(<&,f>+<f,é>)
elde edilir. O halde, (Z,E) :(a,5>+g(<£,f)+<§,5>) seklinde tanimlanan ig carpim

fonksiyonuna 9D° (izerinde bir i¢ carpim fonksiyonu denir. Burada (Zz,E) ifadesi

Zz,l; e R’ vektorlerinin Oklid i¢ carpimidir.
AeD® vektdrinin kendisiyle i¢ carpimi asagidaki gibidir:

(A, A) = <&,Zz>+g(<5,f>+<f,&>)

— (a,a)+2.ela,a)

Q|
Il
S

Eger (A, A)=0 ise (a,a)=0 ve {(a,a’ =0 olmalidir. (a,a)=0 esitliginden

oldugu gorilir. Ayrica (Zz,f) =0 esitliginde ise ;; =0 olmayabilir. O halde,
A=0 icin (Z,Z) =0 iken

H,ﬂ = icin A=0 olmayabilir. Bundan dolayi, Uzerinde tanimli i¢ ¢arpim
(A,A)=0 A=0 ol bilir. Bundan dolayi, 9° d |

fonksiyonu pozitif tanimli degildir.

Tanim 3.27 (9’ de Vektérel Carpim) Z:(AI,AQ,AB) , Ez(Bl,BZ,B3) ed’

vektorlerinin vektorel carpimi,
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ANDxD > D i j k
(A,B) >AAB=|A A, A
Bl B2 B3

seklinde tanimlanir. Buradan,
AANB=(AB,—AB,,AB,—AB,,AB,—A,B,))
bulunur. Ayrica,

A =a +ea , B =b +eb €D olmak lzere, iki dual vektdriin vektdrel carpimi,

— — — —

AAB:aAb+g(ZlAE+2/\l;)

seklinde de ifade edilebilir. Burada Zz/\B, R? de Zz,l; vektorlerinin vektorel carpimidir,

[7].

Tanim 3.28 (.(l)3 de norm) A=a+d €D® dual vektériinin normu HZHz«f{Z,Z)

seklinde tanimlanir. (Z,Z) :<Zz,a>+25<:1,?> oldugundan HZH:\/@,;)+25(&,E>

- - * 1 T
olur. Burada Vx+é&x :\/;+gx ——=esitligi kullanilarak,

2Jx

7= (a.d)
HAH— (a,a>+gm

veya

(a.a)

a

[4]=al+

yazilabilir, [5].
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Tanim 3.29 HZH =1+¢£.0=(1,0) € D esitligini saglayan dual vektére birim dual vektor

(b.d.v) denir. HZH:«K&,;1>+€ (a.a) =1+¢£.0 ise (&,Zz):l ve (&,E):O elde

Ja.a)

edilir.

—

Sonug3.30 A=a+sa €D® olmak iizere,

‘ZH:(I,O) olmasi icin gerek ve vyeter

kosul (Zz,&}:l ve <Zz,§>:0 olmasidir.

Tanim 3.31  §? ={}ER3‘ H;cuzl} kiimesine R® de birim kiire denir. Dual uzayda,

S2 = {Xe P’ HKH :(1,0)} kimesine D’ de birim dual kiire denir, [5].

Not 3.32 R’ deki birim dual kiire 93 deki birim dual kiirenin bir alt kimesidir.

Teorem 3.33 (E.Study Doniisiimii) Birim dual kirenin noktalari ile R deki yonlii
dogrular birebir egslenir. Yani (21,21):1 ve (Zz,;>=0 Ozelligini saglayan her

A=a+ed birim dual vektérine, R® de bir yonli dogru; tersine R* deki her yonlii

dogruya da bir birim dual vektor karsilik gelir.

ispat R* de bir dogru uzayin O orijin baslangi¢ noktasina gore lizerindeki bir M

noktasi ve dogrunun yoénini belirleyen a (birim vektor) dogrultman vektori

yardimiyla tanimlandigini biliyoruz. Dogrunun vektorel denklemi, x=m+a , AelR

—

- - - = = Ty * e - -
yazilabilir. Sonug olarak xAa=m~ana=a olup a vektériine a vektoérinin O orijin

noktasina gore vektorel momenti denir.
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Sekil 3.4 Dogrunun Vektérel Denklemi

a’ Vektoriniin Ozellikleri:

i) a vektori dogru lizerindeki X noktasinin segilisinden bagimsizdir:

X noktasinin yerine Y noktasi alirsak,
;:%+£,IER

yazilabilir. Buradan

(3-m)ra=0=yra=mna=a

bulunur. Béylece

®
xAna=yna=mna=a

yazilabilir.

ii) @ ve @ vektdrleri ortogonaldir (a L a"):
(5~ (and) o) -o
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i) z=anda :

a/\a*:a/\(Z/\a):<a,a>Z_<a’Z>:Z eldeedlllr-

—

iv) @ vektdriiniin boyu O noktasinin dogruya olan uzakligina esittir:

a’ vektéri dogru lizerinde segilen bir X noktasindan bagimsiz oldugundan dolayl Z

noktasi O orijin noktasindan dogruya inilen dikmenin ayagi olmak Uzere,

IAA=XAa=yAa=mAra=a

yazilabilir. Ayrica Z=&Af oldugundan z L a dir. O halde

—
*

HE/\‘;H:HZM;HSIHEZHZH olmak tizere ||z||:Ha H=5 elde edilir.

Sonug Olarak:

—

1) M noktasinda gegen ve a dogrultman vektdrli d dogrusu verilmis ise a” =mna

yardimiyla @~ vektérii bulunabilir.

2) a birim vektdrii ve a nin O orijin noktasina gore vektérel momenti olan a

vektord verilsin. Yani <a,a>:1 ve <a ,a*>=O olsun. a birim vektorinid dogrunun

dogrulman vektori olarak secersek ve z=and yardimiyla dogru Uzerindeki bir Z
noktasinin O orijin noktasina gore 7 konum vektdri bulunmus olur. Boylece Z

noktasindan gecen ve a dogrultman vektorli dogru elde edilir.
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Sekil 3.5 Moment Vektori

O halde, x=m+la dogrusu verilirse (Zz,a>:1 ve <Zz,§>:0 oldugundan

A=a+ga’  birim dual vektdri bulunur. Tersine, A=a+ga’ birim dual vektorii
verilirse, yani (Zz,a>:1 ve (Zz,a*>:0 ise A birim dual vektériine karsilik gelen R’

deki dogru a vektdrini dogrultman kabul eden ve OZ =z=axa’ noktasindan

gecen dogrudur, [5].

3.2.2 Dual Agi

A=a+ecd ve B=b+eb cD® birim dual vektdrlerini gbz onilne alahim. E.Study
doénistimiine gore A ve B birim dual vektdrlerine R® de, sirasiyla, d, ve d, yonli

dogrulari karsilik gelir.

d, dogrusunun dogrultman vektoéri a, vektérel momenti a ve d, dogrusunun

dogrultman vektori b , vektdrel momenti b~ olsun.

Ohalde, (a,a)=1, (a,a’)=0 ve (b,py=1, (b,b'Y=0 dr.
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(Zz,B):||&||.Hl;H.cos¢:cosgo ,0<p<rz , pecR vyazlr. Burada ¢ acsi a ile b

arasindaki agidir.
Ayrica <Z{,§>=<£,B>+g(<£,f>+<f,é>) esitliginden,
(i) (Z,E) dual sayisinin reel kismi cos ¢ dir.

(ii) (Z,E) dual sayisinin dual kismi olan <;l,l?>+<;,l;> ifadesinin geometrik yorumu
asagidaki gibidir;

—

a ,b° moment vektorleri, sirasiyla, d, ve d, dogrular Uzerindeki noktalardan

bagimsiz oldugundan, 6zel olarak d, ve d,dogrularinin orta dikmesinin dogrulari

— . — .

kestigi noktalar olan x ve y noktalar alinabilir. Yani , a =xxa ve b*:yxl;

yazilabilir. d, ve d, dogrularinin orta dikmesi Gzerindeki birim vektor n olmak tizere

ax

S

n=+

yazilabilir.

ax

S

0]

Sekil 3.6 Dual acinin R® uzayindaki geometrisi
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Ayrica x ve y noktalar arasindaki uzaklik ¢ olmak iizere ;

+ ‘fX’f @ yazlabilir. Ayrica,
axb

=
|
<l
I
|

(a,b) ={a, yx by =—y,axb)
ve
(a by =(xxa,b) =(x,axb)
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
(a,by+(d" by = (x,axby—(y,axb)
elde edilir. Buradan, i¢ ¢carpimin bilineerlik 6zelligi kullanilirsa,
(a.by+(a by =(x—y,axb)
axb . -

=(tr—=.¢ ,axl;>
axb

—+ 7 (;lx[;,;lxl;)

o

=20 |d][plsine

=+¢ sing

bulunur. Sonug olarak (A,B)=cosgoire(p*sin(p elde edilir.

Yorum 3.34 f(x+gx*) = f(x)+ex f (x) esitligi yardimiyla,
cos(x+gx*) =cosx+&x (—sinx)
=Ccosx—&x sinx

bulunur. Bu durumda,
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(A,B)=cosp—e@ sing
= cos((p+ 6‘(p*)
=cos®

yazilabilir. Buradaki @ dual agisina A ve B birim dual vektérleri arasindaki dual acl

denir. ® =@p+¢&p, burada @ nin reel kismi ¢ olup a ve b reel vektdrleri arasindaki

aclyt; ® nindualkismida ¢ olup A ve B birim dual vektérlerine karsilik gelen R’

deki dogrularin ortak dikme uzunlugunu belirtir, [5].

3.2.3 R’ deki Yonlii Dogrularin Dual Agiya Bagli Olarak Durumlari
1) (Z,E) =cos(p+&p ) =cosp—e&p sing esitliginden (Z,E) pure dual ise cosp =0
dir. O halde gozg bulunur. Ayrica ¢ #0 ise A ve B dogrular birbirlerine dik

olan aykiri dogrulardir.

2) (A,B) =cos(p+ep )=cosp—cp sing  esitliginden (A,B) sirf reel ise
@ .singp=0 olmaldir. O halde,

i. ¢ =0ise Ave B dogrulari diizlemsel ve kesisen dogrulardir.

ii. singp=0 ise =0 olur.

3) (A,B)=0 ise cosp=0 ve ¢ sing=0 olmaldir.
cosp =0 ifadesinden (o=§ ve ¢ sinp=0 ifadesindende ¢ =0 elde edilir.

Boylece Ave B dogrularinin ayni diizlemde birbirine dik oldugu gorilir.
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4) (A,B)=1+¢£0 ise cosp=1 ve ¢ sing=0 dur.

cosp=1 ifadesinden =0 ve ¢ singp=0 ifadesinden de ¢ =0 veya ¢ =0 elde
edilir. Béylece @ =0 ise A ve B dogrulari cakisiktir, aksi takdirde birbirlerine

paraleldir, [5].

3.2.4 9’ de Karma Carpim

ZEE e D’ vektorlerinin karma carpimi,
det(4,B,C)=(AxB,C)=((A,B,~AB,)C,.(AB ~AB,)C,,(AB, - A,B)C,)
seklinde tanimlidir.

A=a+ea, B =b+eb , C,=c,+ec, €D olmak lzere,

1

—

det(4,B,C) =det(a,b.¢) + o{det(a’,b.c) + det (b, ¢+ det e

esitligi elde edilir, [7].

3.2.5 9D’ de Vektorlerin Lineer Bagimsizlig

Tanm3.35 A, B,Ce®D’ ve AeD icin

4Z+@§+@6=6

iken 4, =4, =4,=0 ise {ZE@} sistemi lineer bagimsizdir denir.

Not 3.36 V bir vektor uzayi olmak Uzere O=aeV icin {5} sistemi lineer

bagimsizdir. Fakat, §=6+gfe®3 olmak lizere {Y} sistemi 0z A=geD’ igin

AX =20+ Aex =0+&°x =0
oldugundan {Y} sistemi lineer bagimhdir, [5].
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Tanim 3.37 (Ortonormal Sistem) ZﬁE birim dual vektorlerine, R* de karsilik
gelen dogrular bir noktada dik kesisiyorlarsa {Z,E,E} sistemine dual-ortonormal

vektor sistemi denir.

Teorem 3.38 {A,B,C} sistemi bir dual-ortogonal sistem ise lineer bagimsizdir.

ispat  4,4,,4,€D igin
LA+ 2,B+2,C=0 (3.2)
iken 4, =4, =4, =0 midir?

(3.2) esitligini A ile i¢ carparsak <42+@§+@E,Z>=<F),Z> bulunur. i¢ carpimin

bilineerlik o6zelliginden ve {A,B,C} sistemi dual ortogonal sistem oldugundan

A, =0 elde edilir. Benzer sekilde (3.2) esitligini B ve C ile i¢ carparsak A, =0 ve

A, =0 bulunur, [5].

Tanim 3.39 A,B.C D° vektorleri,

i. Lineer bagimsiz,
ii. D° = Sp{Z,E, E}

ozelliklerini sagliyorsa, {A,B,C} sistemine 9’ (n bir bazi denir.

3.3 9" Dual Uzayi

D= {Z:(AI,AZ,...,An) ‘Al. 9P i:l,2,...,n} kiimesini tanimlayalim.

Tanim 3.40 (Toplama) A=(A.A,.....,A,), B=(B,B,.....B,) €9" vektorlerinin
toplami A @ E:(A1+Bl, A, +B,,....,A,+B, ) €D" seklinde tanimlanir ve (_‘D",@)
ikilisi Abel grubudur. (3=(0,0,...,0)e§)” birim elemandir, [5].
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Tanim 3.41 (Disislem) VieD , VA=(A)eD" icin
/’LGZ=(AA1,/1A2,...,AA3)G.‘I)” islemini tanimlayalim.
Q:DxD" > D"

(4.4)—> 24
bir dis islemdir.

Bir Ac D" dual vektérii iki reel vektdriin dual kombinasyonu olarak, El,a* eR" olmak

Uzere,

A :(a, +ea,a,+¢a, ,....a, +an*)

* * *
:(al,az,...,an)+g(al ,Qy s, )

- *
=a+é&a

seklinde ifade edilir. O halde bu vektorlerin kiimesi,

e — R ek ® * *
D" ={A:a+8a az(al,az,...,an), a =(a1 2 Ay ey, )ER"}

olarak yazilabilir. Dual vektorlerin bazi 6zelliklerini asagida siralayalim:

— — - +

o Esitlik: Z=;l+82, B=b+ecbe®" olmak lzere A=B ise a=b ve a =b

elde edilir.

e Dual Skaler ile Carpma: A=a+éea €D ve AeD olmak lzere,
AA=(AA,AA, QA
=da+e(la +Aa)

yazilabilir.
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e D" dei¢ Carpim: A, BeD" olmak lizere,
<>:D"xPD" > D
AB)—>(AB) =Y AB
(i) ) S a0

=AB +AB,+--+AB,

:<Z¢,B>+g(<&,f>+<f,l;>
seklinde tanimlanir. Burada <;z,l;> ic carpimi Zz,l;eR” vektérlerinin Oklid i¢

carpimidir.

e D" denorm: A=a+ea €P" vektdriinin normu,
HAH JZX \/aa +28<aa>
i)
o

= |lal|+ & =
Lir
seklinde tanimlanir.
e Birim Dual Vektor: AeD" olsun. HAH H H+g< > =1+¢&0 olmasi igin

H;zuzl ve <Zz,c?>:0 olmahdir.
Bu ozelligi saglayan A vektériine birim dual vektér denir.

e D" ’de Lineer Bagimsizlk: Eeﬁ)" olmak uzere {E,E,,E} sistemi verilsin.

Eger A, A,,...4, €D icin,
> AA=0+0=0
i=l1

iken 4, =0 ise {Z{,Az,...,z} sistemi lineer bagimsizdir denir, [7].
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3.4 9 Uzay

A=(A,A,A)=d+ed ,B=(B,B,,B,)=b+eb €D’ vektorleri verilsin. A,B dual

vektorlerinin Lorentz i¢ carpimi :
<AB>,=((A.A,A).(B.B,.B,)),
=AB +A,B,— AB,
= (a1 +ga’“1)(b1 +gbf)+(a2 +8a;)(b2 +5b;)—(a3 +8a;)(b3 +5b§)
= (ab +a,b, —aby)+(ab, +ab, —ab; +ab, +ab, —ayb,)
=< a,E >, +g(< 51,13" > +<a ,I; >L)
seklinde tanimlanir. Burada d,d’,b,b" eR] olup <a,b >, carpmi R’ Lorentz

uzayinda &,E vektorlerinin Lorentz i¢ carpimidir. D? dual uzayina Lorentz i¢c carpimi ile

birlikte dual Lorentz uzayi denir ve 97 ile gésterilir. D dual Lorentz vektérlerin

kiimesi, D° = {A =d+ed

d,d e Rf} ile gésterilir.

<a,a >,

————= seklinde
la,

Tanim 3.42 Bir A=d+ea dual vektériiniin normu H;\H=||&||L+g
tanimlanir.

Not 3.43 A=d+ed € D’ vektériiniin kendisiyle ig garpimi,
(AAY, =(d,dy, +2& <d,d >, dur.

d , Re(d)>0

deD igin ‘d|={_d Re(d)<0

oldugundan
(d,dy, >0 (A, Ay, >0 ve (d,d), <0< (A,A), <0

yazilabilir.
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O halde, A=d+ed e .‘1)13 vektorunin kendisiyle i¢ garpiminin pozitif mi yoksa negatif

mi oldugu A vektériiniin reel kismi olan d e R} vektdriine baghdir.

Tanim 3.44 A=d+ed D] vektord igin,

edclR}

edeclR}

vektori spacelike ise A spacelike,

timelike ise A timelike

e iR’ lightlike ise A da lightlike vektoridir.

Ayrica zaman yonlendirmesi de, A timelike vektérii icin a e]R? future pointing ise A

da future pointing ve d € Rf past pointing ise A da past pointingdir denir, [2].

Tanim 3.45 9 de biitiin lightlike vektdrlerin kiimesi dual lightlike koni olarak ifade

edilir.

Tanim 3.46 A=(A,A,,A)=d+ed ,B=(B,B,,B,)=b+eb" €D’ olsun.

Bu vektorlerin Lorentzian vektorel garpimi ;

N
>
o
>
Il
o > I

seklinde tanimlanir. Burada

E

A,
BZ

[

_E'3
A, :Zl/\Ll;+8(Ez/\L
BS

—

an,b , an,

— —

b", @ A, b vektdrel carpimlari R’ deki

vektorel carpimlardir. Ayrica E\ A, E,=E, , E, A, E;=—E, , E, A, E, =—F, dir, [2].

Teorem 3.47 A,B,C €9 verilsin. O halde,

i) Arn, B

—-B A

—

=~

ii) <A, B,C > =—det(A,B,C)
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vii) (A/\L B)/\L 6+(1§/\L é)ALA—(é/\L A)/\L§:0

Ispat: Bu teoremdeki maddelerin ispati, Lorentz i¢ carpimi ve Lorentz vektérel carpimi

yardimiyla Ek-B de bulunan Teorem B.5 in ispati gibi yapilabilir.

Tanm3.48 A=i+ed €9 verilsin.

i) S;={A=d+zed| |A]=(1,0); d,d" €R}; <d,d>,>0} ifadesine 9 de dual

Lorentz birim kiire adi verilir.

i) Hg:{A'zmga*\ 14| =(1.0); d,a" eR}; <d,a>,< o} ifadesine de 9, de dual
hiperbolik birim kiire adi verilir.

Dual hiperbolik birim kiirenin iki bileseni vardir. H; nin (0,0,l) bileseni future dual
hiperbolik kiire olup H,* olarak ifade edilir. H; nin (0,0,—1) bileseni ise past dual

hiperbolik kiire olarak ifade edilir ve HO‘2 ile gosterilir, [2].

Budurumda H;* ve H,?,

Hy ={A=d+ed| |A]=(1,0); d.d eR] ve a fplf
ve

Hy ={A=d+zd'| |A|=(1,0); 4,d" € R} ve a ppl]

yazilabilir.
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Teorem 3.49 <d,d> =1 (<d,d>,=-1) ve <d,a >,=0 olmak tzere, R} uzayinin
spacelike(timelike) dogrulari ile (5,&*) sirali ikilisi arasinda birebir esleme vardir,
[2].

ispat

i) R® de bir spacelike dogru x =m+Aa ile verilebilir. Burada a dogrultman vektor
olup bu dogru X noktasindan gegmektedir. O halde (x—n)A, d=0 ifadesi d birim

vektdri igin de dogrudur. XA, d=mA, d=d olsun. a vektériine G vektdriiniin O

baslangic noktasina gore “vektorel momenti” denir. Ayrica bu vektér noktanin

segiminden bagimsizdir. a birim vektér oldugundan <a,a >,=1 dir. Bununla beraber,

ifadesinden <d,d" >, =0 oldugu géruliur. Boylece bir spacelike dogrusu (&,&*)
vektor ikilisi yardimiyla <a,a >, =1, <d,d >, =0 kosullari altinda belirlenir.

D’ de A=d+ead" dual spacelike birim vektorinu gdz 6niine alalim. A birim spacelike

vektor oldugundan (A,A)L =1+¢&0 dir.
(A,A)L ic carpimi kullanilirsa
<AA> =<d,i>, +£(2<a.d >,)=1+£0

olup <d,a>,=1 ve <d,d >,=0 elde edilir. Béylece d dogrultman vektérli ve

dAd noktasindan gecen spacelike dogrusunu belirlenmis olur. (&,Zz*) vektor ikilisinin

koordinatlari, R? de A spacelike dogrusunun pliicker dogru koordinatlari olarak ifade

edilir.

ii) Yonli dogrumuz timelike olsun. ispatin (i) seceneginde izlenen yolun burada da

takip edilmesi durumunda; @ nin @ moment vektérii spacelike vektdr olup (&,&*)

vektor ikilisi yardimiyla timelike dogru tek olarak belirlenir.
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A=d+¢ea dual spacelike vektériiniin kendisiyle i¢c carpimi,

<A A> =<ad,a>, +g(2<c7,c7* >L):—1

seklindedir. Burada A dual timelike birim vektori timelike bir dogru belirtir. Yani,
timelike dogrumuz dual hiperbolik kirenin bir noktasi ile eslesir. (Zz,&*) vektor

ikilisinin koordinatlari, R*f de A timelike dogrusunun pliicker dogru koordinatlari

olarak ifade edilir, [2].

3.4.1 9’ de Ag

Durum 1) A=d+ed ve B=b+eb  dual spacelike birim vektorleri R uzayinda,
sirasiyla d, ve d, gibi iki tane spacelike dogru belirtirler. Lorentz i¢ ¢arpimi ile iki dual

vektorin i¢ carpimi,

<AB>,=<d,b>, +g(< a,b >, +<ad',b >L)
olarak verilmisti. Bu i¢ garpimin reel kismi
<d,l;>L:cOS(p (0<p=<7m, peR)

seklinde olup dual kismi ise

<d,b >, +<d,b>=—¢ sing

seklindedir. Sonug olarak,

<A,B >L:cosgo—g(p*.singo:cos(¢+g¢*)=cos<I>

olur. Burada @ agisinin reel kismi olan ¢, iki dogru arasindaki aglyive ¢ ise bu iki

dogru arasindaki uzakhigi verir.

Tanim 3.50 @ =¢p +& ¢ dual sayisina A ve B dual spacelike birim vektérleri

arasindaki dual merkez a¢i adi verilir. A ve B dual spacelike vektorlerinin ug noktalari
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Lorentz birim kiresi izerinde A ve B noktalarini gostersinler. A ve B dual spacelike

birim vektérleri arasindaki ® =p+&p  dual agi S Uzerinde A ve B noktalarini

birlestiren AB dual egrisi olarak ifade edilebilir, [2].

Durum 2) A ve B dual timelike birim vektérleri icin,

<AB>,=<d,b>, +g(< a,b" >, +<a.b >L)

¢arpiminin reel kismi

<d,b >=—coshf (OeR)

ve dual kismi ise

<d,b" >, +<d ,b>,=—0 sinhd

seklindedir. Sonug olarak A ile B nin Lorentz ic carpimi asagidaki gibi elde edilir:
<AB >L:—cosh9—&9*.sinh(9=—cosh(0+59*)=—cos®

seklindedir.

Tanim 3.51 © =6 +&6 dual sayisina, future pointing timelike olan ;l,é vektorleri
arasindaki dual hiperbolik ag1 adi verilir. Bu aginin reel kismi IR? de timelike iki dogru
arasindaki aciyi1 ve dual kismi ise bu iki dogru arasindaki uzakhgi ifade eder.

ZX,E future pointing timelike vektorlerinin u¢ noktalari yani HO+2 (veya HO‘Z) Uzerine
degen noktalarr A ve B dual noktalari olsun. @ =60+&0 agisi, H,> (veya H,’)

Uzerindeki bu A ve B noktalarinin birlestiriimesiyle olusan AB dual egrisinin

uzunlugu ile iliskilidir, [2].

41



Tanim 3.52 A ve B 9 de dual timelike vektorler olsunlar. Bu iki vektor arasindaki

acl;
< AE >, = —HAH.HEH.COSh@
seklinde tanimlanir. Burada ® =8+&0  dual sayisina dual hiperbolik agi denir.

Tanim 3.53 A,E dual vektorleri .‘1),3 de spacelike vektorler olsun. Ayrica bu vektorler

dual timelike alt uzayini gersinler. O halde A , B vektorleri arasindaki agl;
<AB>,= H;\H.HEH.COSh S

seklinde tanimlanir. Burada ® dual sayisina dual merkez agi adi verilir.

Tanim 3.54 A , B dual vektérleri .‘1),3 de spacelike vektorler olsunlar. Ayrica bu

vektorler dual spacelike alt uzayini gersinler. O halde A , B vektorleri arasindaki acl;
<AB>= HAH.HEH.COS@

seklinde tanimlanir. Burada ® dual sayisina dual spacelike agi1 adi verilir.

Tanm 3.55 9’ de A bir dual spacelike ve B bir dual timelike vektérler olsunlar,

Bu A , B vektorleri arasindaki acl;
< AE >, = HAHHEHsm@

seklinde tanimlanir. Burada ® dual sayisina dual Lorentzian timelike ag¢i ad verilir,

[8].
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BOLUM 4

D" DUAL MATRIS UZAYI

Bu bolimde mxn -tipindeki dual matrisler ve 6zellikleri incelenecektir. Bu bélimin

hazirlanmasinda [3] ve [7] nolu kaynaklar referans alinmistir.

4.1 Dual Matrisler

Tanim 4.1 Elemanlari dual sayilar olan

A A,
A= Ay Ay
A A

ml m2

seklindeki diizenli tabloya m satirli n situnlu bir dual matris veya kisaca

A
Ay,

1n

A

mn

, AjeD

_ * * R
(A,-j—al-j+gaij ta; ve a; € )

mxn-

tipinden dual matris denir. Bir A dual matrisi,

All A12

A:[Ai] - A?‘ A,”
Y dmxn

Aml Am2

a11+8a11

_ 6121+€a21

am1+8a 1

A

1n
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a4y a,, a, 4, a,,
* % *
a a a a a a
21 2 2 21 2 2
= Tl+e "
# % %
aml amZ o amn aml amZ amn

=A+eA eD" A:[alj] , A*=[aij*]eR’,’Z

seklinde iki reel matrisin dual kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

1+¢&.3 5-¢
Ornek 4.2 A= 3 e .7 matrisi 3x2-tipinde bir dual matristir. Ayrica bu
—5-¢2 2+&3 |
1 5 3 -1
matris A=| 3 O|+eg| O 7| seklinde de gosterilebilir.
-5 2 -2

Tanim 4.3

i)  Bir tek satirdan olusan dual matrise satir dual matris denir. 1xn -tipindedir.
ii) Bir tek stitundan olusan dual matrise siitun dual matris denir. mx1-tipindedir.

iii) Her elemani 0+ &0 olan dual matrise sifir dual matris denir ve 0, ya da kisaca 0

ile gosterilir.

Ornek 4.4

i) [2—5 3 1+8] matrisi 1x3-tipinde bir satir dual matristir.

[ 3+¢
ii) 5 4} matrisi 2x1-tipinde bir situn dual matristir.
—&.

i [0+£0 0+£0 0+&0 - . _ o
iii) matrisi 2x3-tipinde bir sifir dual matristir.
10+£0 0+&£0 0+&.0
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Tanim 4.5 Satir sayisi situn sayisina esit olan dual matrise kare dual matris denir.

nxn -tipindedir.

d—g 3+¢&7

Ornek 4.6
5-¢&.7 &2

} matrisi 2x2 -tipinde bir kare dual matrisidir.

Tanim 4.7 A =[A,.j], nxn-tipinde bir kare dual matris ise A,,,A,,,...A  elemanlarina

A dual matrisinin esas kosegen elemanlari denir.

4—¢c 3+&7

Ornek 4.8
5-¢&.7 - )

} matrisindeki 4-—¢ ile &2 elemanlari bu matrisin

esas kosegen elemanlaridir.

Tanim 4.9 Bir kare dual matriste esas kodsegen Uzerindeki elemanlar 1+£.0 ve diger

elemanlar da 0+¢£.0 ise bu dual matrise birim dual matris denir. nxn-tipinde birim

dual matris fn ile gosterilir.

1+60 0+&0 -+ 0+&0| [1 0 - 0] [0 O - O
. [0+60 1+£0 - 0+&0| [0 1 - O] [0 O - 0
=l C o= el L
0+£0 0+£0 - 1+£0] |0 O - 1] [0 0 - 0

4.2 Dual Matrislerde islemler

Tanim 4.10 Karsilikli elemanlari esit olan ayni mertebeden dual matrislere esit dual

matrisler denir.

Az[AU] ve §=[BU] SN
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< a,+ea; :bij+gb,.j

* * g
@al.j:bij ve a; :b,.j elde edilir.

A

Burada A=A+¢A" , B=B+¢&B olarakalinrsa A=B ise A=B ve A" =B elde

edilir.

Tanim 4.11 Ayni mertebeden iki dual matrisin toplami karsilikli elemanlarin toplamiyla

elde edilen ayni mertebeden bir dual matristir. Yani iki dual matrisin toplami;
A= [Aii] =A+eA", B= [sz/] =B+&B e D" matrisleri igin

A+B= Aij]+[Bij]

a, +éq a,t+ea, - a,téaq, b11 +5b11 b12 +‘9b12 bln +‘9b1n
_| % téa, aptéa, - a,,téa,, " b, +¢&b, by, +éeb,, -+ b, +éeb,,
_aml + gaml amZ + gamZ o amn + gamn bml + gbml bm2 + gbm2 e bmn + gbmn
a,, +o, +éa, +éeb, a, to, +é&a, +&b, 4, tb, T éa, tép,
_| @ +b, +¢&a, +é&b,  a,+b,+ea, +eb, -+ a,, +b, +éea, +éb,,
* * * * * *
\a,, +b,, +&a,, +eb, a,+b,+eéa,, +eb,, - a,+b, +éea, +éb,,

= (a,.j +bij)+g(aij* +bij*)]

:(A+B)+3(A*+B*),

A

Tanim 4.12 A bir dual matris ve A bir skaler olmak tzere AA skaler ¢arpimi, A

matrisinin her elemaninin A ile carpilmasiyla olusan bir matristir.

reD, A= [AJ =A+eA eP™  olmak lzere,
MA=L[ A, ]=[1aA, = Mg, +2a, ) |[=[ra, |+e[ha, | =2A+a2A"
seklinde tanimlanir.
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Tanim 4.13 Ayni mertebeden iki dual matrisin farki karsilikli elemanlarin farkiyla elde

edilen, ayni mertebeden bir dual matristir.

A:[AU] —A+sA | B :[Bg] =B+&B €P" matrislerinin farki

A—EZ[AU]_[BH]
=[4,]+(-n[8,]=[4,-5,]

A-B=(A-B)+&(A'-FB)

seklindedir.

Teorem 4.14 A, B,C ayni mertebeden dual matrisler ve d,,d, birer dual sayi olmak

Uzere asagidaki esitlikler saglanir.

i) A+B=B+A (degisme ozelligi)

ii) A+(A+CA‘ =(A+)§)+(j‘ (birlesme ozelligi)
iii) A+0=A

iv) A-A=0

Tanim 4.15 Az[Aij], nx p-tipinde bir dual matris ve B:[BIJ pxm-tipinde bir
dual matris olsun. O halde,

A=[A/]=A+eA" ¢ D', B=|B, |=B+cB" < D! ve
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_ * _ o * n * p
A,_.].—al.j+5aﬁ, Bjk_bjk+gbjk e eRp,bjk,bjkeRm

a=[a] 4'=[4], B=[], 5 (1]

olmak Gzere,

AB=[A][B,]- {iA,-,-B i Lm = [Z((% +oa ) (b + o ))Lm

J=1

ifadesine A ve B matrislerinin ¢arpimi denir.

Ayrica,

AB= {i (al.jbjk . (a,-jb;k +ab, ))}
nxm

j=1

p p .
= [Zaijb/k} +€|:Z(aiibjk +ab, )}
j=1 nxm j=1 nxm

J
:AB+¢(ABﬂh¥B)

elde edilir.

Teorem4.16 A D", B,C eP’, D €D ve 1eP igin

) A(B.D)-(AB).D

v) A0=0

vi) Genellikle AB=BA dir.

ozellikleri saglanir.
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ispat
i) A.(BD+ &(BD + B*D)) = ABD+¢A(BD + B D)+ A'BD
= ABD+&(ABD" + AB'D+A'BD)
ve
(AB+¢.(AB"+A'B)).D = ABD+¢(ABD' +(AB' + A'B) D)
= ABD+£(ABD" + AB'D+ A'BD)

elde edilir. Buradan (4.1) ve (4.2) denklemlerinin esit oldugu gorilir.

i) A((B+C)+2(B"+C"))=A(B+C)+2(A(B +C)+A" (B+C))
=(AB+AC)+£(AB"+AC")+(A'B+A'C)
ve
AB+AC=AB+¢(AB +A'B)+AC+£(AC"+A'C)
=(AB+AC)+&(AB"+A'B+AC" +A'C)

olmak tzere (4.3) ve (4.4) denklemlerinin esit oldugu gorulir.

iii) (B+C)D=((B+C)+&(B +C))D
=(B+C)D+&((B+D)D +(B +C")D)
=(BD+CD)+&(BD" +CD" + B D+C D)

ve
BD+CD=BD+¢(BD"+B'D)+CD+¢(CD"+C’D)
=BD+CD+&(BD"+B'D+CD +C'D)
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olmak tzere (4.5) ve (4.6) denklemlerinin esit oldugu gorulir.

iv) 1(2&1@) = z(AB+g(AB* +A*B))
=AAB+£1(AB" + A'B) (4.7)
ve
(24)B=(24+224")B
= AAB+£(AAB" + AA'B)
= AAB+£)(AB" + A'B) (4.8)
ve
A(AB)=A(AB+e1B")
= AAB+£(AAB" + A'AB)
= AAB+£1(AB" + A'B) (4.9)

bulunur. O halde (4.7), (4.8) ve (4.9) denklemlerinin birbirlerine esit olduklari

goralir.
v) (A+&A)(0+£0)=A0+5(A0+A.0)=0+£0=0

Teorem 4.17 Dual matrisler kiimesi, matrislerde toplama islemine gore bir degismeli

gruptur.
ispat

i) Tanim 4.11 den dolayi Dual matrisler, matrislerde toplama islemine gore kapalidir.

i) A=A+eA", B=B+¢.B eD" igin;
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A+B=(A+cA")+(B+&B')
=A+sA +B+eB
=(A+B)+c (A +B")
=(B+A)+c(B +A)

=B+&B +A+eA

A

=B+A

bulunur. O halde, dual matrislerde toplama islemine gére degisme 6zelligi vardir.

A

i) A=A+sA", B=B+sB ve C=C+&C €D" icin;
(A+B)+C=(A+ed +B+2B )+(C+eC’)
=A+cA +B+eB +C+eC
=(A+£A")+(B+&B +C+eC)
= A+(B+C)

bulunur. O halde, dual matrislerde toplama islemine gére birlesme 6zelligi vardir.

iv) A=A+¢A’, E=E+¢E eP" igin;

~

A+E=E+A=A olacak sekilde bir E=E+¢.E eP” matrisinin  varhigini
inceleyelim:
e A=A+E esitliginden,
A+eA =A+e A +E+eE

A+eA =(A+E)+e (A +E)
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yazilabilir. Buradan A+E=A ve A"+E" =A" elde edilir. O halde, E=0 E" =0

eR” bulunur.

e A=E+A esitligin diger tarafi da benzer sekilde gosterilir.

O halde dual matrisler kiimesinin, matrislerde toplama islemine goére etkisiz elemani

E=[0] ~e®D" matrisidi.

v) A+B=E olacak sekilde bir B e D" matrisinin varligini arastiralim,

A+B=A+cA +B+&B =0+¢.0

=(A+B)+g.(A* +B*)=O+g.0

elde edilir. Buradan, A+B=0 ve A"+B =0 oldugundan B=—A ve B"'=—A" elde
edilir. O halde,

A

B=(-A)+ze(-A")=-A

~

matrisi Dual matrisler kiimesindeki herhangi bir A matrisinin matrislerde toplama

islemine gore tersidir.

O halde, dual matrisler kiimesi matrislerde toplama islemine gére degismeli bir
gruptur.

Teorem 4.18 Dual matrisler kiimesi, matrislerde toplama ve ¢arpma islemlerine goére

birimli bir halkadir.

ispat  Dual matrislerin degismeli grup oldugu ve matrislerde carpma islemine gore
birlesme 06zelliginin varhgl gosterilmelidir. Ayrica, matrislerde c¢arpma isleminin
matrislerde toplama islemi Gzerine dagilma ozelligi ve carpma islemine gore birim

elemaninin varligi gosterilirse dual matrislerin birimli bir halka oldugu soylenir.

i) Teorem 4.17 den degismeli grup oldugunu biliyoruz.
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ii) Teorem 4.14 nin (i) sikkindan dual matrislerde, matrislerde garpma islemine goére
birlesme 6zelliginin saglandigi gorulir.

iii) Teorem 4.16 nin (i) sikkindan dual matrislerde, matrislerde ¢arpma isleminin
toplama islemi Gzerine dagilma ozelligi saglandigi gorilir.

iv) fn =1 +&£0 matrisi dual matrisler igin birim matristir.

O halde dual matrisler kiimesi, matrislerde toplama ve ¢arpma islemine gére halkadir.

Tanim 4.19 nxn—tipindeki matrislere kare dual matris adi verilir. A, A e R” olmak

Uzere, A=[AU] =A+¢A" kare matrisinin esas kosegen Uzerindeki elemanlarinin

nxn

toplamina A matrisinin izi denir ve iz(A) ile gosterilir.

Bu durumda,

= izA+gizA

elde edilir.

Ozellikler:

A~

i) A ve B nxn-dual kare matrisleri icin iz(A+§):iz(A)+iz(l§)
ii) % bir dual skaler olmak Gzere iZ(kA)Zk.iz(A)

i) A ve B nxn-dual kare matrisleri icin iz(A.B)ziz(BA)
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Tanim 4.20 Bir A matrisinin satir ve sdtunlarinin yer degistirmesiyle elde edilen

matrise A matrisinin transpozu denir ve A" ile gosterilir.
A=[A;] =A+sA D"
matrisi igin
AT=[A;] =AT+sA”
seklinde tanimlanir.
1+&.3 5-¢ —-4+¢&7
g7 0

-5-&2 2+4&3 7
8+¢ 2—-&5 &2

Ornek 4.21 A= matrisinin transpozu

1+&.3 3 -5-&2 8+¢
AT =| 5—¢ &7 2+&3 2-&5| matrisidir.
—4+g7 O 7 &2

Teorem 422 A=A+cA" ve B=B+¢B' ayni mertebeden iki matris ve A bir

dual sayi olmak lizere asagidaki esitlikler saglanir.

i) (AA)T — JA”

iv) A=A+sA eD"ve D=D+eD e D) ise (A.ﬁ)r -D'A" .
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ispat

i) (A+B) =((A+B)+e(a +B))
=(A+B) +&(A+B)
=(A"+B")+& (AT +B")
=A"+eA" +B" +&B7

A"+ B

i) (14) =(A4+e24°)
=(24) +&(247)
=AA" +e2A”"
=A(AT+2AT)
= AAT
iv) (A.E)T =(AD+e.(AD + A*D))T
=(AD) +&(AD +AD)
—D'A" + g((AD* ) +(A*D)T)
=D'A" +£(DTA" +D'AT) (4.10)
ve
D" A" =(D"+&D7)(A" +£.A7)
=D'A" +£(D"AT +D7A")

=D"A" +e(D"A" +D"AT) (4.11)
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bulunur. O halde (4.10) ve (4.11) denklemlerinin birbirine esit oldugu goralir.
Tanim 4.23 A, nxn-tipinde bir dual matris olmak Uzere A.I;?:I?.A:fn esitligini

saglayan B nxn-tipindeki dual matrise, A dual matrisinin tersi (inversi) denir ve

A" ile gosterilir. Tersi olan dual matrislere terslenebilir dual matrisler denir.

4+£26 -10-¢£.70

" I+e 5 . . 4 4 .
Ornek 4.24 matrisinin tersi matrisidir.
g3 2-¢ -£.6 2+¢.16

4 4

Teorem4.25 A=A+£A dual matrisinintersi A '=A" +&(-A"A'A") dir.
ispat AB=B.A=1I_ olmak iizere,

(A+£A").(B+&B)=AB+¢.(AB" +AB)=1,+£0

(B+&B)(A+£A")= BA+c.(BA"+B'A)=1,+£0

elde edilir. Buradan,

AB=BA=1, esitliginden B=A" ve AB +A'B=0 esitligindende B =—-A"'A"A™

elde edilir.

O halde, bir A matrisinintersi A" =B=A" +g.(—A‘1A*A‘1) seklinde bulunur, [7].

Not 4.26 Burada A dual matrisi pure dual matris (yani A dual matrisinin reel kismi

olan A=0) ise A dual matrisinin tersinin olmayacagl aciktir. Bu nedenle dual

matrisler kiimesi cisim degildir.
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A

Tanim 4.27 A, nxn-tipindeki bir dual matrisin tersi yoksa A matrisine tekil

(singliler) matris denir.

2+¢2 l+¢

Ornek 4.28 { } matrisi bir tekil matristir.

6+c4 3+¢&2

Teorem 4.29 nxn- tipindeki bir A dual matrisinin tersi varsa tektir.
ispat Kabul edelim ki, A matrisinin B ve D gibi iki tane tersi olsun. (é,ﬁ D)

B=B1,=B(AD)=(BA).D=1I,D=D

olup burada B =D elde edilir.

-
(1]
o
=
(1)
3
»
W
o
<
RN
>
Mm

2
—~+
D
-
©v
1)
=)
1)
=
=
3
Q
~+
3,
©v
D
3,
S
S

—_—
>
>

I
Il
L)
=
Q.
=

olmak Gzere,
A(BR)=1,
veya
BX=A"

bulunur. Buradan, X =B".A™" elde edilir.

4.3 Ozel Dual Matrisler

Tanim 4.31 Bir dual kare matrisin esas kdsegen Uzerindeki elemanlar haricindeki tim

elemanlari 0+ &0 ise bu kare dual matrise dual diagonal (k6segen) matris denir.
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Yani, A=[AU] matrisi bir diagonal dual matrisise Vi#j i¢cin A, =0+¢£0 dir.

2—¢ 0+4e0 0+¢0
Ornek 4.32 | 0+e0 5+¢e3 0+¢&0| bir diagonal dual matristir.
0+e0 0+e0 4

Tanim 4.33 Bir diagonal dual matriste esas kdsegen elemanlari birbirine esitse yani

A, =A,=..=A =k+eck ise bu dual matrise skaler dual matris denir. Yani bir

nn

skaler dual matris,

k+ek 0+&0 -+ 0+e&0| [k O -+ O K0 - 0
0+60 k+ek - 0+&0 0 k -+ 0 0 kK - 0
. o R e O R
0+&0 0+&0 - k+ek' | |0 O - k 0o 0 - k'
=kl +ek’l,
=(k+ek").d,

seklinde tanimlanir.

Tanim 4.34 Bir skaler dual matrisin esas kosegeninin altinda (Ustliinde) kalan

elemanlari O+ &.0 ise bu dual kare matrise list(alt) liggensel dual matris denir.

Yani, A:[Ay]m bir UGst UGggen dual matrisi ise WV i>j igin A,~]-=0+5.0

(A=[4,],, ise A;=0+20 (i< j)) di.

2—¢ €4 1+¢
Ornek 4.35 | 0+e0 5+¢&3 —6+¢.7 | matrisi bir Uist Gcgensel dual matrisidir.
0+e0 0+¢€0 4
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Tanim 4.36 A bir kare dual matris olsun. A matrisinin n defa kendisiyle ¢arpiminin

sonucuna, A dual matrisinin n. kuvveti denir ve A" ile gosterilir. Ozel olarak

A~ A

A=A ise A matrisine idempotent dual matris denir.
A'=A+eA
= A" +£(AA"+ A'A)
A +5(A(AN +AA)+AA)
= A’ +£(AAA"+ AA"A+ A" AA)
A*+5(A(AAA"+ AN A+ A AA)+ A" (4))

+5(AAAA +AAA"A+ AA AA+ A" AAA)

A" = A"+ £(AAAA"+ AA AN A+ AA AN AA+.. .+ ATAA.A)

n—1 n—-2 1 n—73 2 n—1

Not 4.37 Dual matrisin n. kuvvetinin dual kismindaki toplamda n tane terim

vardir.

1 1
—+&3 —+¢

Ornek 4.38 bir idempotent dual matristir.

2-¢£.9 2—5.3
3

Teorem 439 A=A+gA"  matrisinin idempotent dual matris olmasi icin gerek ve

yeter kosul A reel matrisinin idempotent olmasi ve AA"+A"A=A" olmasidir.
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ispat
(=) A=A+eA matrisi idempotent dual matris yani A> = A> +5(AA* +A*A) =A

olsun. Bu durumda, A=A ve AA"+A'A=A" dir. Yani A reel matrisi idempotenttir

ve AA"+A'A=A" dr.

(<) A reel matrisi idempotentyani A=A ve AA"+A'A=A" olsun. O halde,

A+eA =A° +3(AA* +A*A) elde edilir. Yani, A bir idempotent dual matristir.

Tanim 4.40 Bir A kare dual matrisi icin AP = A esitligini saglayan bir pozitif p
tamsayisi varsa A kare dual matrisine periyodik dual matris denir. Bu sarti saglayan

en kiglk pozitif p tamsayisina da A dual matrisinin periyodu denir.

Teorem 4.41 A=A+gA’ periyodu p olan bir periyodik dual matris ise A reel
matrisi de periyodik matristir ve periyodu p dir.

ispat

AT = A ise

A 4 (AALAA + AAAL A A+ . +A'AAA)=A+c A’

olup buradan,

A" =A

elde edilir. Yani A reel periyodik matristir.

Tanim 4.42 Bir A kare dual matrisi icin A?=0+¢.0 olacak sekilde bir pozitif ¢

tamsayisi varsa A dual matrisine nilpotent dual matris denir. Bu sarti saglayan en

kiclk pozitif g tamsayisina da bu matrisin indeksi (derecesi) denir.
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Teorem 4.43 A=A+5A*, nilpotent dual matris ise A reel nilpotent matristir.
ispat A7 =0+¢.0 ise
AT+ (AAA...AA" + AAA...A'A+..+ A AA...A)=0+¢0

bulunur. O halde, A? =0 ise A bir reel nilpotent matristir.

Tanim 4.44 A" = A esitligini saglayan A kare dual matrisine simetrik dual matris

denir. Eger A:[Aij} bir simetrik dual matrisise her 7, j i¢cin A,;= A, dir.

1-¢ 3 5+¢&3
Ornek 4.45 3 4+¢ —2+&.5| birsimetrik dual matristir.
543 2+¢&5 3+&7

Teorem 4.46 A= A+&.A" matrisinin bir simetrik dual matris olmasi icin gerek ve yeter

kosul A ve A" matrislerinin reel simetrik matrisler olmasidir.

ispat: (=) A=A+¢eA" simetrik dual matris olsun. O halde A" = A icin
. T
A+eA’ =(A+eA")

=A"+£A”
olup buradan,

AT=A ve AT=A

elde edilir. Dolayisiyla A ve A™ reel simetrik matrislerdir.
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(<) Diger taraftan, A ve A" reel simetrik matris olsun. O halde, A" = A" esitligini

saglar. O halde, A" +£A"=A+&A" elde edilir. Bundan dolayi A simetrik dual

matristir.

Tanim 4.47 A" =—A olacak sekilde A kare dual matrisine ters simetrik dual matris

denir. Eger A:[A”] bir ters simetrik dual matris ise her i, j i¢cin A, =—A, dir.

0+¢&0 -3 5+¢&3
Ornek 4.48 3 0+ec0 —-2+¢&.5| birterssimetrik dual matristir.
-5-&3 2—-&5 0+¢&0

Teorem4.49 A=A+&.A" matrisinin bir ters simetrik dual matris olmas icin gerek ve

yeter kosul A ve A" matrislerinin reel ters simetrik matrisler olmasidir.

ispat

(:>) A=A+g.A" matrisi ters simetrik dual matris olsun. O halde,

(A+8.A* )T = —(A+ g.A*) veya A"+ AT =—A-c A

yazilir. Buradan,
Al=—A ve AT =-A
elde edilir. O halde, A ve A" reel ters simetrik matrislerdir.

(<) A ve A’ reel ters simetrik matris olsun. O halde, A" =—A ve A" =—A" sartlari

saglanir. Buradan A” +£.A7 =—A—&.A" bulunur. O halde, A" =—A elde edilir. Yani

A matrisi dual ters simetrik matristir.
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Not 4.50 A=[A,-J]€fl)'; matrisi dual ters simetrik olsun. O halde A’ =—A olup
A, =—A,; A; €D yazlabilir.

i=jicin A,=0eD

ve

i#j igin A, =-A,

elde edilir. Yani anti simetrik dual matrislerde esas késegen tzerindeki elemanlar 0 ve

esas kdsegene gore simetrik olan elemanlar ise zit isaretlidir.

Tanim 4.51 Bir A dual matrisinin herbir elemaninin esleniklerinin alinmasiyla olusan

matrise A dual matrisinin eslenigi denir. A ile gosterilir  ve A=A+eA icin
’Z:H‘J

veya

A=A A

seklinde tanimlanir.

-3+&.2
&5

-3-&2

. 1-¢
Ornek 4.52
4 -£.5

I L. |1+e .
matrisinin eglenigi 4 matrisidir.

Teorem 453 A=A+sA” ve B=B+e&B iki kare dual matris ve K =k+¢&k’

herhangi bir dual sayi olsun.
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ispat

) A=A+eA icin (A+g.A*)=(A—g.A*)=A—(—g.A*)=A+g.A*=A

i) (k+ek’)(A+ea’)= (kA+g.(kA* +k*A)) =(kA—g.(kA* +k*A)) (4.12)
(k+ek’).(A+eA") = (k—gk*).(A—gA*)=(kA—g.(lo4* +k*A)) (4.13)

bulunur. O halde (4.12) ile (4.13) denklemlerinin esit oldugu goralir.

i) A=A+¢A” ve B=B+&.B icin

(A+I§):(A+5.A* +B+g.B*)

((A+B)+2(a'B"))
=(A+B)-£(A'B) (4.14)
bulunur. Ayrica,
A+B=A-cA +B-eB'
=(A+B)-&(A"+F) (4.15)

elde edilir. O halde (4.14) ve (4.15) denklemlerinin esit oldugu gorulir.

iv) (A.é) - (AB+g.(AB* +A*B))=(AB—5.(AB* +A*B)) (4.16)
ve
AB=(A-z.A")(B-£B")=(AB)-s.(AB +A'B) (4.17)

elde edilir. O halde (4.16) ile (4.17) denklemlerinin esit oldugu gorilar.
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N\T A A
Tanim 4.54 (A) = A esitligini saglayan A kare dual matrisine Hermityen dual matris

denir. Eger A:[Aij] kare dual matrisi Hermitian dual matris ise A;= A; esitligini

saglar.

5 2—-¢7 3+4¢5
Ornek 4.55 |2+¢&.7 3 1—& | bir Hermityen dual matristir.
3—&5 l+¢ 7

Teorem 4.56 Bir dual Hermityen matrisin kosegen elemanlari reel sayilardir.

. ~ * . . . T N
Ispat A:[AJ:A+5A dual hermityen matris olsun. Yani (A) =A, A=A,
olsun. O halde A, =a;+ea, (i=1,2,n) olmak lzere a,+¢a, =a;—¢a,

*

yazilir. Buradan a, =—a, olup 2a, =0 esitliginden a,=0 elde edilir. Yani, A;

ii

elemanlari reel sayilardir.

Teorem 4.57 A=A+sA" Hermityen dual matris olmasi icin gerek ve yeter kosul A

matrisinin reel simetrik matris ve A~ matrisinin ters simetrik matris olmasidir.

Ispat:

~ * T A
(=) A=A+¢gA" Hermityen dual matris olsun. O halde (A) =A icin

AteA =(A-eA’)

=AT —c AT

yazilabilir. Buradan A" =A ve A =-A" elde edilir.
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(=) A"=A ve A =-A" olsun. Buradan A+&A =A"-£A" oldugundan

(A)T =A elde edilir.

~\T N ~
Tanim 4.58 (A) =—A olacak sekilde A dual kare matrisine ters Hermityen dual

matris denir. Eger A = (AU) dual kare matrisi ters dual Hermitian matris ise A, =—-A;

dir.

& 2—&1 3+¢&5
Ornek 4.59 | 2-¢.7 3 —1+& | matrisi ters hermityen dual matristir.
-3+&5 l+¢ el

Teorem 4.60 Bir ters Hermityen dual matrisin kosegen elemanlari O veya pure dual

sayilardir.

. ~ s . . . AT N

Ispat Az[Al.j]:AngA ters Hermityen dual matris olsun. Yani (A) =—A ve
A, :—A_ﬁ olsun halde, A.=a;+é&a; cA (i=1,2,..,n) olmak uzere
a; +ea; =—(al.i —5aﬁ*) yazilabilir. Buradan a; =—a,; esitliginden a; =0 elde edilir.

Yani A;; pure dual sayidir. Bu durumda A matrisinin kdsegen elemanlari 0 (a;. :O)

veya pure dual sayilardir.

Teorem 4.61 A ters Hermityen dual matris olmasi igin gerek ve yeter kosul A

matrisinin ters simetrik matris ve A~ matrisinin simetrik matris olmasidir.
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ispat (=) A:[AU] =A+¢A  ters Hermityen dual matris olsun. (A)T =—A olsun.
O halde,
—A-cA = (A—g.A* )T =A" - A"

olmak Gizere A" =—A ve A" =A" elde edilir.

" 5 ~N\T n v e e ope
(<) A"=—A, A'=A" olsun. O halde (A) =—A oldugu kolaylikla gériilebilir.

Tanim 4.62 A’ =fn esitligini saglayan A kare dual matrisine dual involut matris

denir.

1+£0 0+¢.0

Ornek 4.63
0+£0 1+¢0

} bir dual involut matristir.

Teorem 4.64 A=A+sA" dual matrisi involut dual matris ise A matrisi bir reel

involut matristir.

ispat A= A+s A dual matrisi involut dual matris olsun. O halde, A2 =1, olmak

lizere, A2+g.(AA*+A*A)=In+gO icin A>=1_vyani A reel involut matristir.

Tanim 4.65 A=A+£A ve B=B+&B' nxn-tipindeki kare dual matrisleri icgin;

~ A

AB=BA ise A ve B matrislerine degismeli dual matrisler denir.

Teorem 4.66 A=A+cA ve B=B+&B degismeli dual matrisler ise A ve B

degismeli matrislerdir.
ispat A.B=B.A olsun.
AB+¢.(AB +A'B)=BA+&(BA +B A)

67



esitliginden AB=BA elde edilir. O halde, A ve B degismeli matrislerdir.

PO VAN A/ ANT N A
Tanim 4.67 (A) .A:A.(A) =1, esitligini saglayan A kare dual matrisine liniter
dual matris denir.

Teorem 4.68 A=A+sA" dual Gniter matris ise A reel ortogonal matris, A".A" ve

AT.A de reel simetrik matristir.

ispat

(A+eA’) (A+eA’)=(AT—eAT)(A+eA")
=ATA+g(ATA = ATA) =1, +£0

ve

(A+eA)(A—eA’) =(A+eA ) (AT —£AT)
= AA" +&(—AAF +A*AT) =1, +£0

olmak iizere,

ATA=AA" =1,

ATA'—ATA=0

—AAT + AAT =0

esitlikleri elde edilir. O halde, A reel ortogonal matristir. A7 A ve A"A” matrisleri ise

simetrik matrislerdir.

AT A A ~A\T A A
Tanim 4.69 (A) .A:A.(A) =1 esitligini saglayan A dual matrisine ortogonal

dual matris denir.
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Teorem4.70 A=A+gA’ ortogonal dual matris ise A reel ortogonal matris, A" A" ve

AA™" de reel ters simetrik matristir.

ispat  (A+eA") (A+eA’)=(AT +eAT)(A+eA)
=ATA+e(ATA + ATA)=1,+£0

(A+eA’)(A+eA") =(A+eA’)(AT +eAT)

= AA" +5(AAT + A'AT) =1, +£0

olmak tizere

ATA=AA" =1,

ATA +ATA=0

AAT+AAT =0

esitlikleri elde edilir. Buradan A reel ortogonal matris, A7 A ve A"A” matrislerinin ise

reel ters simetrik matris oldugu bulunur.

Teorem 4.71 Bir dual ortogonal matrisin satir (slitun) vektorleri ortogonal birim

(ortonormal) dual vektorlerdir.
ispat

A= [AI ]nxn = [a,;; +g.a;] =A+eA €D’ ortogonal dual matris olsun. O halde,

~

A AT A
A.(A) =1 dir. A matrisinin satir dual vektorleri ¢, situn dual vektorleri S olsun.

n

* * * * % *

a,t+éa, a,+éa, -ooaq,téa, a,téea, a,téa,  coa,téa,

A AT _ ay +éa,, aytéeay, - a, téa,, a,+éa, ajtéeay, a4, téay,
anl + ganl anZ + ganZ o ann + gann aln + galn a2n + gaZn e ann + gann

olmak Gzere,
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esitliginden

<a19ﬂ1> <6¥1,,32> <a1,ﬂn>
<azjﬂ1> <0{2,.ﬂ2> <a2’.18n>

Il
N>

(o) {anp) o (anh)

elde edilir. iki matrisin esitliginden,

(g py = FE0 =T labilir. @, =8 (i=1,2.....n) oldugund

a,p.)= .. yazlabilir. o, =g (i=12,...,n) oldugundan

ST 0460, i# ] Y o 8
I1+£.0 , i=j e

(a,a;)= . bulunur. Bu durumda o, vektérlerinin ortonormal
0+¢.0, 1% ]

olduklari gorular.

4.4 Dual Matrislerde Elemanter Satir (Siitun) islemleri

Tanim 4.72 Bir matrisin satirlari ve situnlar Uzerinde yapilan islemlere elemanter
satir veya elemanter siitun islemleri denir.
Tanim 4.73 Bir A dual matrisine ardarda elemanter satir (sutun) islemleri

uygulayarak dual B matrisi elde edilirse A ve B dual matrislerine satirca(siitunca)

denk matrisler denir.

Tanim 4.74 Bir matris asagidaki sekilde ise satirca indirgenmis formdadir denir.

i) ik k tane satir sifirdan farkli ve (k+1). satir ile bundan sonraki satirlarin tim

elemanlari sifirdir.
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ii) Her bir satirdaki sifirdan farkl ilk eleman 1+£.0 veya O+e&.1 olup bu 1+&£.0 ve

O+é&.1 elemanlart s, <s, <....<s, olacak sekilde s;. sttunda bulunurlar.
iii) Bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman a; =1+¢.0 veya O+¢.1 ise j. sttundaki a;

elemanin altinda bulunan tim elemanlar sifirdir.

Yukaridaki (i) kosulu “a; =1+¢.0 oldugunda j sutunundaki diger elemanlar
0+¢.0, a,.j=0+g.1 oldugunda ;. sutundaki a; elemaninin altindaki elemanlar

0+&.0 dir.” seklinde alinirsa (i), (ii) kosullarini saglayan matrise satirca indirgenmis

esolon formdadir denir.

Tanim 4.75 Satirca indirgenmis formdaki bir dual matrisin sifirdan farkli satirlarinin

sayisina o dual matrisin ranki denir. rank A veya r(f\) ile gosterilir.

Ayrica satirca indirgenmis esolon formdaki bir A dual matrisinin kosegeni lGzerindeki

1+&£.0 elemanlarinin sayisi  x olmak lzere 0+&.1 elemanlarinin sayisi  sifirdan

blylkse; rank A=x+1 ve 0+&.1 elemanlarinin sayisi sifir ise rank A=x dir.

1+60 0+&0 0+&0 0+&.0

N 0+£0 1+&0 0+&0 0+&.0

Ornek 4.76 matrisinin ranki 2 dir.
0+£0 0+&0 0+&0 0+&.0

0+£0 0+&0 0+&0 0+&.0

1+60 0+&0 0+&0 0+¢.0

. 0+¢&.0 & 0+£0 0+&.0

Ornek 4.77 matrisinin ranki 3 tar.
0+£0 0+¢&.0 & 0+¢&.0

0+£0 0+&0 0+&0 1+&.0
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Teorem 4.78 Bir kare dual matrisinin inversinin bulunabilmesi igin gerek ve yeter

kosul birim matrise satirca denk olmasidir. n. mertebeden bir regiiler A matrisi icin

A

(A:iﬂ) ~ (fn :A*I) olacak sekilde bulunan A ' matrisi A matrisinin tersidir.

4.5 Dual Matrislerin Determinanti

Tanim 4.79 S ={1,2,...,n} artan sirada diizenlenmis 1 den n e kadar olan tamsayilarin

kiimesi olsun. S kiUmesinin elemanlarinin j, j,...j, seklinde yeniden diizenlenmesine

S kidmesinin bir permiitasyonu denir. Gorilecegi lizere n elemanl S kimesinin n!

permitasyonu vardir. Bunlarin kimesini S, ile gésterelim.

Tanim 4.80 Bir permitasyonda daha biylk bir j , daha kiglk bir j  den 6nce

geliyorsa bu permditasyon bir inversiyona sahiptir denir. Bir permitasyondaki
inversiyon sayisi tek ise bu permitasyona tek permiitasyon; cift ise ¢ift permiitasyon

denir.

n>2 igin S, kimesinde nl/2 tane tek, n)/2 tane cift permutasyon vardir.

Ornek 4.81 37619 sayisinin inversiyon sayisi 4 olup ¢ift permiitasyondur.

Tanim 4.82 A:[AJ nxn-tipinde bir dual matris olsun. Determinant fonksiyonu det

ile gosterilir.

det (12\) = Z sgn (O-)Alo-(l)AZJ(2) - 'Ancr(n)

oeS,

ile tanimlanir. Bu toplamda permitasyon tek ise isareti — ; cift ise isareti + dir. Ayrica

bu toplam n! terime sahiptir.

n=1 igin; A:[Aij] ise det(A):A” dir.

. . ~ All Al2
n=2 igin; A=
Ay Ay
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A dual matrisinin determinantini hesaplamak igin A, A, terimindeki bosluklara S,

nin elemanlari yerlestirilir.

det(A) =A,A, —ALA,

elde edilir.
All A12 Al3
n=3igin; A=A, A, A,
A32 A32 A33

A dual matrisinin determinantini hesaplamak icin A A, A, terimindeki bosluklara

S, tin elemanlarini yerlestirilir. (123(+), 132(-), 213(-), 231(+), 312(+), 321(-))

det(A) = A|1A22A33 _A11A23A32 - A12A21A33 + A12A23A31 + A13A21A32 - A13A21A31

elde edilir.

Tanim 4.83 A:[Aij} nxn-tipinde bir matris olsun. Ml.j , A matrisinin  i. satir j.

situn elemanlarinin silinmesiyle elde edilen (n—l)x(n—l) tipinde bir matris olmak

A

M.

. . 2 s . - iy | s Lo
;| ifadesine A matrisinin A, elemanina ait mindr, (—1) ‘Mij‘ ifadesine ise

uzere

A; elemanina ait kofaktor denir.

)

Tanim 4.84 A:[A.J, nxn-tipinde bir matris olsun. A matrisinin transpozunda

elemanlarin yerine kofaktorlerinin yazilmasiyla elde edilen matrise A nin ek matrisi

denir. ek[[l] ile gosterilir.

4.6 Dual Determinantlarin Ozellikleri

1) det(A) :det(AT)
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ispat

A:[AU] ve AT:[BU] olsun. O halde B, =A, dir.

det ( AT) = 2520(0)B, 1 Booiny - Buoiwy = 2 580(0)A, 11 A 2 -+ At

oeS, oeS,
yazilir. Bdylece

BIU B2o‘

(1)P20(2) "'Bna(n) = Acr(l)le-(2)2 - 'Ad(n)n = A10(1)A2c7(2) . 'Ana(n)

elde edilir.

En son terim det(A) nin bir terimidir. Yani det(AT) ile det(A) nin terimleri 6zdestir.

Simdi isaretlerini kontrol edelim. AIG(I)AZU( AM(”) terimindeki permitasyonun

2
inversiyon sayisi ile BIU(I)BM(Z)...BM(”) terimindeki permiitasyonun inversiyon sayisi
birbirine esit oldugu gorilebilir. Ornegin;

BI3B24B35B4IB52 = A3IA42A53AI4A25 = ]4A25A31A42A53

34512 nin inversiyon sayisi 6, 45123 Un inversiyon sayisi 6 dir.

Karsilikl terimler esit ise det(fl) = det(AT) dir.

2) A dual kare matrisinin 2 satirinin (sttununun) yer degistirmesiyle elde edilen

matris B olsun. Bu durumda det(l§>:—det(A) olur.
ispat

B dual matrisi, A dual matrisinin r. ve s. satirlarinin yerlerinin degistirilmesiyle

elde edilmis olsun. r<s alalim. Bu takdirde i#r,i#s icin B,=A;, B,=A, ve

B, =A,; elde edilir.

det(é) = Z sgn(a)Bla(l)BZG(z) ...... Bm(r) . .Bm(s) ...... Bm(n)

ceS,
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= Z sgn (O')Ala(l)A%(z) ...... Aw(r) . .Am(s) ...... AM(H)

ceS,

= 2.520(0)A 1 Asa) -+ Aoy Ay Aoty

oeS,

ki sayinin yer degistirmesiyle o (1) (2)...... o(s)...o(r)...... o(n) permitasyonu
o(l)o(2)...... o(r)...o(s)...... o(n)  permitasyonundan  elde  edilir.  Bu

permitasyondaki inversiyon sayisi bir dncekinden tek sayi farkhdir. Buradan det(é)

deki her bir terimin det(A) nin terimlerinin ters isaretlisi oldugu gorulir. O halde,
det(]%) = —det(ﬁ)

elde edilir. Sttunlarinin yer degistirme durumu da bu yolla gosterilebilir.

3) A dual kare matrisinin iki satiri (sGtunu) esitse det(A) =0+¢&0 dir.

ispat

A

A matrisinin r. ve s. satirlari esit olsun. B, A nin r. ve s. satirlarinin yerlerinin

degistirilmesiyle elde edilmis olsun. Bu durumda det(5)=—det(4) olur.
Diger taraftan B=A dir. Buradan det(é)=det(21) olur.
det(A) = ~det(B)

det(A)=det(B)

Bu iki esitlikten det(A)=0+go elde edilir.

4) A dual kare matrisinin bir satirindaki (stitunundaki) tim elemanlar O+¢&0 ise

det(A) =0+&0 dir.
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ispat

det(fl)= Zsgn(a)Aw(l)Azg(z)...Am(n) esitligini gdz éniine alalim. Bu toplamin her

oeS,

terimi . satirdan bir carpan icerdiginden her terim 0+&0 olur. Boylece

det(A) —0+¢0 elde edilir.

5) A dual kare matrisinin bir satirinin (sitununun) bir dual A sayisi ile carpilmasiyla

elde edilen matris B olsun. Bu durumda det(ﬁ):ﬂdet(ﬁ) olur.

Ispat A:[AU] matrisinin r. satirini A ile carparak E:[BU] matrisini elde edelim.
i=j ise B, =A;

i# ] ise B, =14,

det(B)="Y" sen(0)B,Baisy -+ Brogsy Bt

oeS,

= Z Sgn (G)AIG(I)A2O'(2) °tt /,lArO'(r) v 'Ancr(n)

oeS,

=4 z sgn (G)Ala(l)AZO'@) o Am'(r) T Ano‘(n)

ceSs,
= Adet(A)
elde edilir.

6) r#s olmak uzere A kare dual matrisinin 5. satirindaki (situnundaki)

A

elemanlari dual A sayisiyla ¢arpip r. satira (situna) ekledigimizde olusan matris B

olsun. Bu durumda det(;l):det(é) dir.

ispat
Satirlar icin gosterelim.

i#j igin B;=A, ve r#s, r<s olsun. O halde, B, :Arj+ﬂij dir.
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det(B)= Y sen(0)B,yBoois) -+ Brots) - Buoioy

oeS,

= Z Sgn (O-)Alcr(l)AZG(Z) . '(Ara(r) + ZAsa(s) ) o 'Asa(s) ot Ana(n)

ceS,

= 2520(0)A 1 As) - At Ao+ Arot)

ceS,

+ Z Sgn (O-)AIG(I)AZO'(Z) se /IAA‘O'(X) co Aso‘(s) i Ano‘(n)

oeS,

= det (A) + /1 Z Sgn (O-)Alo'(l)AZO'(Z) ot AS‘O'(S) ot Avo‘(s) tte Ano‘(n)

ceS,

elde edilir. Buradan

Z sgn (O-)AIU(I)AZO'(Z) tee Avo’(x) o AX‘O‘(S’) v 'Ana(n) =0+¢&0

oeS,

oldugundan det(é)zdet(fx) oldugu gorlr.

7) A kare dual matrisi ist (alt) Gicgensel matrisi ise det(A):A”AZZ...AM dir.

A

ispat A (st Giggen matrisi olsun. (i>j igin A,-j =0). Budurumda

Aoz Ay YaINIZ 1<0(1),2<0(2),....n<o(n) igin sifir olmayabilir.

det(A) =" sgn(0)A, () Asyis) -+ A,y ifadesindeki o (1)o(2)...0(n)

oeS,

permitasyonunu disinelim.

e . satirda sifirdan farkli sadece n. situn elemani vardir. Yani O'(n):n dir .

e (n—1). satirda sifirdan farki n. ve (n—1). siitun elemanlari vardir. Ancak n. ve
(n—1). situn kullanildigindan o (n—1)=(n—-1) dir.

e (n—2). satirda sifirdan farkli n. , (n—1). ve (n—2). situn elemanlari vardr.

Ancak n. ve (n—1). siitun kullanildigindan o (n—-2)=(n-2) dir.
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Gorildugi uzere o(1)o(2)...0(n) permiitasyonu sadece 123..n igin sifirdan

farklidir. O halde det(A)=4,4,,...4,, bulunur.

nn

Teorem 4.85 A nxn-tipinde bir dual matris ve AX =0 homojen sistemi tek X =0

¢Ozlimune sahip olsun. O zaman fl, fn birim matrisine satirca denktir.
ispat

A matrisinin satirca eselon forma indirgenmis hali B matirisi olsun. O zaman AX =0
ve BX =0 homojen sistemleri denktir. Bu durumda AX =0 sistemi de tek asikar

¢Oziime sahiptir (X =0). B matrisinin sifirdan farkli satirlarin sayisl r ise, BX =0

homojen sistemi B nin sifirdan farkli satirlarinin olusturdugu sisteme denktir. Boylece
sistemin boyutu rxn olur. Bu son homojen sistem sadece asikar ¢6ziime sahip

oldugundan r >n dir.

B nxn-tipinde bir matris oldugundan r <n olur. Dolayisiyla r=n dir. Bu durumda

A

B matrisinin sifir satiri yoktur. O halde B = fn elde edilir.

A

Teorem 4.86 A dual matrisinin singliler olmamasi icin gerek ve yeter kosul A

matrisinin elemanter matrislerin ¢arpimi olarak yazilmasidir.
ispat

A matrisi EI,EZ,...,ék elemanter matrislerin carpimina esit ise A= EAZIEZ...E,( her bir

elamanter matris singliler olmadigindan carpimlari da singiler degildir. O halde A
matrisi singller degildir.

~

A matrisi singiler olmasin. AX =0 iken A*I(AX):A*I.Ozo olur. Buradan

fn.X =0 ise X =0 elde edilir. O halde AX =0 sadece asikar coziime sahiptir. O halde

A matrisi fn birim matrisine satirca denk oldugu gorilir. Bu durumda

A A

I :Ek.E,H...El.A olacak sekilde E|,E,,..., E, vardir.

n
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A

A A A -1 A A A
Béylece A= (E,(.Ekf1 . ..El) =FE.E;'...E;" elde edilir. Buradan elemanter matrislerin

terslerinin de bir elemanter matris oldugu goérilir.

Teorem 4.87 A dual matrisinin singliler olmayan bir matris olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul fn birim matrisine satirca denk olmasidir.

ispat:

A A A

(<:) A dual matrisi, fn birim matrisine satirca denk ise, E,E,,....,E,_ elemanter

A A A

matrisler olmak tzere , I, =E,_E, ,...E.A olarak yazilir. Béylece A”' =E".E}...E,'
yazilir. Bir elemanter matrisin tersinin de elemanter matris olmasindan ve Teorem 7.62

den A matrisinin singliler olmayan bir matris oldugu goérulir.

A

(:>) A matrisi singliler olmasin. O halde A matrisi elemanter matrislerin carpimi

A

seklinde yazilabilir. Yani A:Ek.é‘k_l...E] dir. A=

A A A A A

I,=E_E_...E olup A matrisi

f—1**

A

I, birim matrisine satirca denktir.

Teorem 4.88 Bir nxn-tipindeki bir A matrisinin singliler olmasi icin gerek ve yeter

kosul A matrisinin , bir satiri sifir olan bir B matrisine satirca denk olmasidir.

Ispat:

A A

(<:) A matrisi, bir satir1 sifir olan B matrisine satirca denk olsun. Bu durumda B
matrisi singtlerdir. (é singller olmasin. B.b:b.ézfn olacak sekilde nxn-tipinde

bir D matrisi olmalidir. Bu ise bir celiskidir.)

A A

E E,,...,E, elemanter matrisler olmak lizere B=FE _.E, ,|...E.A olur. Eger A matrisi

singliler degilse B matrisi de singliler degildir. Bu bir celiskidir. O halde A singlilerdir.
(=) A singiler matris ise, fn birim matrisine satirca denk olamaz. Buradan A

matrisi satirca esolon forma indirgenen bir B matrisine (éifﬂ) denk olur. Esolon
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formun tanimindan nxn-tipinde bir matrisin esolon formu ya birim matrise denktir ya

da bir satiri sifirdir. Dolayisiyla B bir sifir satirina sahiptir.

A

8) A, nxn-tipinde bir dual matris olsun. O zaman A matrisinin singller olmasi igin

gerek ve yeter kosul det(A) #0 olmasidir.

ispat

?\“m)

A singliler degilse elemanter matrislerin bir carpimidir. O halde A:EI,EZ,...,

olsun. Boylece,
det(A)=det(E,).det(E,)...det(E, ).det(B)=0

yazilir. A singller ise bir sifir satira sahip olan B matrisine denktir. Bu durumda

A A A A A

A:EI,EZ,...,Ek.B olur. E.E,.....E,_ elemanter matrisler oldugundan det(fa’)zo

olur. O halde, det(A) = det(E"l).det(ﬁ2)...det(ﬁk).det(f?) =0 olur.

9) A ve B nxn-tipinde matrisler ise det(ﬁ.é):det(ﬁ).det(é) "dir.

ispat

Py

A matrisi singliler degilse fn birim  matrisine satirca  denktir.

A A

A=Ek.l:?k_1...E1. ., =Ek.Ek_1...E1 dir. (l:?n,n:I,Z,...,k elemanter matrisler)

>

Ohalde det(A)=(E, £, ,...E )=det(E,).det(E,,)..det () olur. Buradan
det(A.B)=det(E, £, ... B)

=det(E,).det(E,,)...det(E, )det(B)

= det(A).det(B)
yazilir. A singiiler ise 8. dzellikten det(A):O ‘dir. Yada A singiiler ise A satirca bir

satiri sifir olan bir D matrisine denktir. Buradan ,

80



A

D=EE, .. EA

A~ A

—E.E_, ...E.AB

>

D.
elde edilir. Boylece A.B matrisinin , D.B  matrisine satir olarak denk oldugunu

gorilir. D.B  bir sifir satira sahip oldugundan A.B singilerdir. det(A.8)=0 olur.
Boylece det(A.B)=det(A).det(B) elde edilir.

10) A singiiler degilse det(A-')=1/det(A) dr.

ispat A singiiler degilse A.A™ =1 olacak sekilde bir A™ vardir. Buradan,
det(AA™)=det(1,)

yazilir. (9). 6zellikten

det(AA™)=det(A)det(A™)=det(I,)=1+50=1

yazilir. Buradan det(A-1)=1/det(A) elde edilir.

11) A dual matrisinin herhangi bir situn (satir) elemanlari pure dual ise A matrisinin

tersi yoktur.
ispat

A matrisi asagidaki gibi olsun

* *
0 a, a, a, 4ap a,
~ |0 a a a a.
2 2 .
A=|. T . - B = A+¢gA
O am 2 amn aml am 2 amn

ise det(A) =0 dir. Yani,
det(4)=det(4)(1+¢iz(4"A"))

Esitliginden det(ﬁ):O olup A™' yoktur. (A™ =ek(fl)/det(fl))
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Teorem 4.89 Bir A:A+5A*e.‘1),:‘ dual matrisin determinanti,

det(A) = det(A)+e(det[Af‘A2|...A"]+det[A1 |A3].. A, 4.+ det[ A \A2|...A;‘])

seklinde hesaplanir. Burada A’ , A" matrisinin ve A, ler de A matrisinin sttunlarini

ifade etmektedir, [7].

Teorem 4.90 A=A+gA" €®D' dual matrisinin determinanti,
det(A)= det(A)(1+2iz(A"A")) seklindedr, [7].
ispat
det(A)=det(A+zA")

=det(A(1, +£A7A’))
yazilabilir. Buradan (C.1) esitliginden,
det(A)=det(Ae ™ )
bulunur. Teorem (A.2) deki determinant ézelliginden,
det(A)=det(4).det(e |
yazilabilir. Teorem (C.5) den dolay,,
det(A) = det(4) )
yazilabilir. ¢ =1+¢x oldugundan
det(A)=det(A)(1+&iz(A"A"))
elde edilir.

O halde, reel kismi terslenebilir olan bir dual matirisin determinanti,

det(f}):det(A).(1+g.iz(A*1A*)) seklinde bulunur, [7]. (Ustel matrisler icin Ek-C ye

bakiniz.)
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12) iki dual matrisin ¢carpiminin determinanti,
det(AB)=det(AB).(1+ziz(A"A +BB'))

seklindedir.
ispat

Lyol

det(AB) = det(A).det(B)
=det(A).(1+£iz(A"A)).det(B).(1+iz(BB'))
—det(4).det (B).(1+2iz(A"A") + iz (BB'))
=det(AB).(1+2iz(A"A"+B'B))

seklinde bulunur.

Il. yol

det(AB) det(AB+¢(AB’ +AB)

— det(( 1+g AB)'(AB +A B)))

det

(
(a5

—aet((AB)1+o(B A AB +B 4" A'B)))
(AB)(1+e(5 "5 +8"4"4'B)
[(42)

BB BAAB
=det " )

= det( A.B)det (eg(BlB”BIA'A*B)j

g.iz(B"B*+B*‘A"A*B)

=det(AB)e

iz BB e (BAAB)

=det(A.B)e"
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g.iz(B’lB*)+£4iz(A*BB’lA’l)

:det(A.B)e

iz(ATA'+B7'B”
( )

=det(A.B)e
A*‘A*+B"B*)

— det(A.B) "

=det(AB)(1+ziz(A"A"+B™'B"))

bulunur.
13) AI,AZ,...,AnduaI matrislerinin carpiminin determinanti

det(A.A,..A, ) =det(A.A,..A,).(1+ciz(A'A + A4 +..+A'A))

ile hesaplanir.

Ispat

Ispati yapmak icin tiimevarim ydntemini kullanalim:
n=2 icn det(A.4,)=det(4.4,) (1+£iz(A"A +4,'4})) dir

n=k icin det(A.A, A, )=det(A.4,.A) (1+ciz(A"A + A A +..+ A'A))
oldugunu kabul edelim.

n=k+1 igin
det(Al.Az...Ak)= det(Al).det(Az).....det( Ak ).det (AM)
= det(A, AZA,( ).det(zz\kﬂ)

=det(A.A,..A4, ) (1+2iz(A7 A + A A+ + AL A))

det(4,,).(1+2iz(A A7)
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= det(AA,..A).det(A,,).(1+2iz(ATA +AA +..+ A'A)
.(1+g.iz(A,;'1A,f+l))

—det(A.A,..ALA,,)
.(1+ iz A7A + A A L AT )+ iz (ALLAL, ))

Esitliginde matrislerin iz 6zellikleri kullanilirsa,
det(A.A,...AA ) =det(AA, AA). (1402 (ATA + A A+ A A + AL AL )

elde edilir.

3+2¢ l+¢

Ornek 4.91 A=
2—¢ 3¢

} matrisinin determinantini bulalim.

l.yol

~ |3+2¢ 1+¢ 3 1 2 1
A= e 32 | 1o olTElZy 3| seklindeyazalim.

a=| ! A= ! Kindedir. O halde, A =|> | A’ =|
= = eklindedir. O halde, A, = =
Burada > ol Ve 1 3 3 T T g

1 . |1
AZ:[O} ve Aﬁ={3} olmak Gzere,

det(A) =det(A)+8(det[A{k\Az|}+det[f" ‘AZH)

esitliginde yerine yazilirsa,

R 3 1 2 1 B3 1
det(A): +& +
2 0 -1 0 |2 3
=-2+8¢
bulunur.
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Il.yol

3 1] 2 1
+ & iciici
5 1 3 matrisi igin

0
I

o '’ -1 3

(3 1] |
A= > A = seklinde olup determinant,

det(A)=det(A).(1+£iz(A"A7))

ile bulunur. Buradan,

' det(A)=-2 ve

N W

elde edilir. O halde,
det(A)=(-2)(1+&(—4))=—2+8¢

bulunur.

(3+2¢).(3¢)—(2-¢).(1+¢)
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4.7 Dual Matrislerin Ozdeger ve Ozvektérleri
A=A+eA" seklinde verilen bir kare dual matrisin 6z deger problemi

=1X

o Y
P<i

seklinde ifade edilir. Burada X € 9" ve A=A+l €D seklindedir. Buradan,
(A—iiﬂ).)? -0 (4.18)

Lineer sisteminin X #0 ¢6zimu olacak sekilde A larin bulunmasi gerekir. Bu lineer
sistemin ¢6zimul disinda ¢6zime sahip olacak sekilde larin bulunmasi gerekir.
Bulunan bu degerlere 6z degerler adi verilir. Bu 6z degerlere karsilik gelen ¢éziimlere
de 6z vektorler adi verilir.

(4.18) deki sistem homojen bir sistem olup bu sistemin ¢6zimi her zaman vardir.

Sifirdan farkli ¢6zimiin olmasi igin det(A—ifﬂ)zo olmahdir. Bu determinant

hesaplandiginda ) ya bagl n. dereceden bir polinom elde edilir. Bu polinoma

karakteristik polinom adi verilir. Bu polinomun kékleri olan A’ ler matrisin 6z

degerleridir.

0

det(;l—/ifn)

esitliginden A" +4,4"" +...+a,_,A+d4, =0 denkleminin ¢éziilmesiyle elde edilen A’ ler

A matrisinin 6zdegerleridir, bulunan A’ ler (A—ifﬂ).)? =0 de yerine konuldugunda

bulunan X ler A matrisinin 6z vektorleri olacaktir, [16].
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BOLUM 5

R™ UZAYINDA LORENTZ MATRIS CGARPIMININ OZELLIKLERI

Tezin ilk orijinal kismi olan bu boélimde, ikinci bélimde incelenen Lorentz matris

carpiminin ek bazi 6zellikleri verilecektir.

Teorem 5.1 I,, L— birim matrisinin determinanti -1 dir.

Ispat: Verilen bir matrisin determinanti minér ve kofaktér yardimiyla bulunabilir.

Boylece I,, L—birim matrisin determinanti,

1 0 . 0
1
det(1,) = det : 0
O 0 _1 nxn
1 0
=(~1)" det| : :
0 -1

. 1
~(-1) ‘de{ O} —1.-1=-1
O 2x2

seklinde bulunur.
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Teorem 5.2 VA,Be L. terslenebilir matrisleriicin (A, B) =B, A™ dir.
ispat

(A, B).. X =X.,(A,B)=1, esitligini saglayan X matrisine A., B nin tersi denir.
(A,B). X =1,

olmak Gzere,

A, (B, X)=I,
veya
B, X=A"

bulunur. Buradan, X =B™',, A™' elde edilir.

Teorem5.3 A= [a[j} el ve B= [bjk} e L, matrisleriicin (A, B)' =B"., A" dir.

n—1

ispat A, B= {Zalj D —am.bnk} L —matris ¢carpiminda,
j=1

n—1

c, = Zaij.bjk —a, b, olmakizere A,B=[c,]eL! seklinde yazlabilir. Buradan
j=1
dir. O halde,

n—1
(A.LB)T =[cik ]T = [c,q.] = [Zakj.bﬁ —akn.bni}
j=1

elde edilir. Ayrica,

n—1
BT, AT = [bkj } . [aﬁ:l = {Z b,a;—b,, .am}

j=1
bulunur. O halde,
(A,B) =B", A"

elde edilir.
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Tanim 5.4 A=[qj]e L matrisinin izi, iz(A) ile gosterilir. iz(A):Zn:aﬁ olarak

tanimlanir.

Teorem5.5 A= [a] B= [b ]eL olsun. iz(A., B)#iz(B.,A) dur.

Ispat A.LB:[a} [bjk] { a;b ambnk} [U] yazilabilir. Buradan,

bulunur. Benzer sekilde,

n—1( n-l1
(8.0)-5( S0, [+ Tas -5,

j=1 i=1
elde edilir. Béylece iz(A., B) #iz(B., A) oldugu goriiliir.

Teorem 5.6 Bir Ae L, matrisinin L—determinanti det(A) ise bu matrisin tersi olan

A" matrisinin L— determinanti ise l/det(A) dir.

ispat :

—1=det(1,)

:det(A.LA’l)

:—det(A).det(Afl)

yazilabilir. O halde det(A™)=1/det(A) elde edilir.
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Not 5.7 VAe L, matrisiigin det(A) =det(AT) dir. Bu 6zellik reel katsayili matrislerle

aynidir.

Teorem 5.8 [ —ortogonal matrisin L —determinanti +1 dir.
ispat: A, L—ortogonal matris olsun. O halde,

A"=A" wveya A", A=I, yazlabilir. Bu esitligin her iki tarafinin determinanti

alinirsa,
det(A"., A)=det(1,)
elde edilir. Buradan
—det(A").det(A)=-1
(det(4)) =1
det(A)=+1

esitligi bulunur.

coshep sinhg

Ornek 5.9 |
sinhgp cosh@

} matrisi L —ortogonal matristir.

Tanim 5.10 AelLl matrisi verilsin. A", A”' =1, 6zelligini saglayan matrise

L — simetrik matris adi verilir.

N 5 2
Ornek 5.11 [2 1} matrisi L — simetrik matristir.

Tanim 5.12 Ae[L matrisi verilsin. A" =—A o6zelligini saglayan matrise L—ters

Simetrik matris adi verilir.

Tanim 5.13 A, Be L matrisi verilsin. A, A" =A"., A &zelligini saglayan A

matrisine L — normal matrisler denir.
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Tanim 5.14 Ae L’ matrisi verilsin. A* =1 o6zelligini saglayan matrise L—involut

matris adi verilir.

Tanim 5.15 A L matrisi verilsin. A”"' = A &zelligini saglayan matrise L— periyodik
matris adi verilir. Bu sarti saglayan en kuglk pozitif p tamsayisina da A matrisinin

periyodu denir.

Tanim5.16 A< L matrisi verilsin. A? =0+ £.0 olacak sekilde bir pozitif g tamsayisi
varsa A matrisine L— nilpotent matris denir. Bu sarti saglayan en kiicluk pozitif ¢

tamsayisina da bu matrisin indeksi (derecesi) denir.

Tanim 5.17 (A)T = A esitligini saglayan A kare matrisine L—Hermityen matris

denir. Eger Az[Ay.] kare matrisi L—Hermityen matrisise A, = A_ﬂ esitligini saglar.

Tanim 5.18 (A)T =—A esitligini saglayan A kare matrisine L — ters Hermityen

matris denir. Eger A:[Aij] kare matrisi L—Ters Hermityen matris ise A, =—A;

esitligini saglar.
Tanim 5.19 A, Be L matrisi verilsin. A, B=B., A 6zelligini saglayan A ve B

matrislerine L — degismeli matrisler denir.

Tanim 5.20 (A)T.LA:A.L(A)T =1, esitligini saglayan A matrisine L— iiniter matris

denir.
Tanim 5.21 (A)T.LA:A.L(A )T:In esitligini saglayan A matrisine L— ortogonal

matris denir.
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BOLUM 6

D' n—BOYUTLU DUAL LORENTZ UZAYI
Bu orijinal bolimde, n— boyutlu dual Lorentz uzayi incelenecektir.
6.1 D" Uzayi

D" dual uzayinin elemanlari bilesenleri dual sayilar olan n tane sirali dual sayidan

olusmaktadir. D" dual vektorlerin kiimesini,

D' ={A=(A.A,,...A,) |AeD, 1<i<n|

seklinde ifade edilir. Ayrica, Ae D" vektori iki reel vektorin dual kombinasyonu

olarak A=d,+e&d, seklinde yazilabileceginden dual vektérlerin kiimesi,

e s ) N ek * *® *
D" ={A:a+8a ‘az(al,aQ,...,an),a :(a1 Ay e )ER”}

n

olarak yazilabilir.
A:(Al,Az,...,A"):&+gﬁ*, E:(BI,BZ,...,BH):E+55* e D" vektorleriicin,
<> D"'xD" > D

- - - - n-l
(A,Bj —<A,B>,=) AB —AB,
i=1

ic carpimi tanimlayalim. Buradan,

<AB>=AB+AB,+..+A B —AB,
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= (a1 + gaf)(b1 +é&b; ) Foot (a,k1 +ea, )(b,H +é&b, ) —(an +éea, )(b + gb:)
veya

<A,B>,=ab, +<9(alb1 +a1b1)+...+a b, +8(an—lbn71 +an71bn71)

n-1"n

-ab —¢ (anbn +a,b, )

<AB>,=ab +...4a, b _ —ab,

n—1""n-1

*

+8((a1b1* +...+a, b —anb:)+(afb1 +...+a, b _ —ab, ))
yazilabilir. R} Lorentz uzayinda Lorentz i¢ ¢arpimi kullanilirsa,
<A,B>,=<d,b>, +g(< a,b" >, +<ad',b >L)
elde edilir.
<A,B>,=<d,b>, +g(< a,b >, +<a’,b >L)

ile verilen Lorentz i¢ carpimi ile birlikte 2" uzayina Dual Lorentz n—uzay veya Dual

Minkowski n—uzay adi verilir. 2, ile gosterilir. Burada <d,b >, carpimi R} de a ve

b vektorlerinin Lorentz i¢ carpimidir ve d.,b,a",b" e R" dir.

Tanim 6.1 Bir A=d+ed €9D" dual vektdriiniin normu

- - oo N . - X* §
A A ={(a,ad), +2e<d,a >, olmaklzere, Vx+&x =\/;+g— oldugundan,
L L

2x

ik

Al =t o =5

d

seklinde tanimlanir.
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Not 6.2 A=d+ed € P" vektorinin kendisiyle i¢ carpimi,
(A, A) =(d,d)y, +2¢<d,d >, dir. (3.1) dekidenklem yardimyla,

(A, A)>0<{(d,d) >0 oldugu gorilir.

A=d+ed e vektdrinin normu gdz éniiniine alinirsa, elde edilen ifadenin pozitif
mi yoksa negatif mi oldugu, vektoriin reel kismi olan a € R| vektoriine bagh oldugu

gorulur. O halde 9" dual uzayindaki vektérleri siniflandirabiliriz.

A=d+ed €D vektdri igin;
e G spacelike ise A vektérii spacelike,
ed timelike ise A vektéri timelike,
e a lightlike ise A vektéri lightlike
seklinde tanimlanir.

D" dual vektdrlerinin kiimesi 2" :{A:Zz+€d*

d,d e R’f} seklinde ifade edilir.

Tanm 6.3 A=d+écd € D" dual vektori verilsin. <a,a >,=1 ise A vektdriine dual

spacelike birim vektor, <a,a >,=-1 ise A vektériine dual timelike birim vektér

adi verilir.

Tanim 6.4 9" de Dual timelike birim vektérlerin kiimesi dual hiperbolik birim kiire
olarak tanimlanir ve H(’;’l ile gosterilir. Benzer sekilde 9" de dual spacelike birim

vektérlerin kiimesi dual Lorenzian birim kiire olarak tanimlanir ve S/ ile gésterilir.
Hy' ={A=d+ed| |A]=(1,0); 4.4 R} <d,d>,<0f
ve

sit={A=d+ed’| |A|=(1,0); d.d" e R} <d,d>,>0)

95



BOLUM 7

DUAL LORENTZ MATRIS CARPIMI

Bu orijinal bélimde Dual matrislerde Lorentz matris ¢arpimi tanimlanarak sagladigi

ozellikler incelenecektir.

7.1 Dual Katsayili Matrislerin Lorentz Carpimi
A=[A,j]=[aij+ga:]=[a,.j]+g[aj=A+gA*eﬂn’" ve
B =[Bjk] =[bjk +gb;k] :[bjk]+g[bjfk] =B+¢&B" €D’ dual matrisleri verilsin. A ve

B dual matrislerinin " ., " ile gdsterilen Lorentz matris carpimi,

n—1
A, B= |:Z Aij‘Bjk _14in'Bnk:|

j=1
seklinde tanimlanir. Buradan,

~

A b=| ST (0, + ;) by + 3 )~ + £ ) (5, + b )}

= ((aiibjk ) te (aiib.jk +azb,, )) —(a,b,)-¢ (ainb:k +a,b, )}

=| 2 (a...b. )+52(a. b, +a .bjk)—ambnk—g(a. b, +a b )

i jk ij in*" nk in*"nk

= nil(a...bjk)—a.b +8[ﬂl (a...b* +a,b. )—(a. b, +a b )

i in~ nk i7" jk i jk in*"nk in*“nk
i=1 j=1

[
~
| I
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n—

n—1
= (Cl b ) ambnk +S[Z 1/ /k zn nk +Zal] b m nkj:l
j=1

L

~.
I

=

= (alj bjk) m nk:|+8|:zalj jk m nk +zalj jk m nk:|

J

I\
N

elde edilir. O halde A ve B dual matrislerinin Lorentz garpimi,
A,B=A,B+&(A,B +A",B)

seklinde de tanimlanabilir. Burada A,A",B ve B elemanlari reel sayilar olan

matrislerdir. Ayrica, 9" uzayini L- carpimiile birlikte DL ile gbsterecegiz.

Teorem 7.1

i) VAeaL;, Be DI, CedL icin A,(B,C)=(A,B),C

i) VAe DLy, B,CedI; icn A,(B+C)=A, B+A,C

iii) VA,Be DL, , CeDL; icin (A+B),C=4,C+B,C

iv) VkeR ve Ae@L':, éefl)L'; igin k(A.L§>:(kA).L1§:A.L<kI§)
V) VA, ée.@L','l’ icin A.Léqéé.LA (genellikle)

esitlikleri saglanir.

ispat

i) VAeDL; , Bedl; ,CedI! in A,(B,C)=(A,B),C oldugunu gsrelim.
Bu matrisler A= A+¢gA", B=B+&B, C=C+&C" seklinde verilsin.

A, (B,C)=(A+eA")., ((B+eB"), (C+eC))

=(A+eA")., (B, C+e(B,C +B,.C))
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=A,B,C+eA,(B,C +B",C)+cA", B, C
=A,B,C+s(A,B,C' +A, B ,C+A"B,C)
bulunur. Ayrica,

(A, B).C=((A+eA"), (B+eB")), (C+eC")
=(A,B+e(A B+A,B))., (C+eC)
=A,B,C+sA,B,C +s(A" B+A,B").,C
=A,B,C+&(A,B,C' +A, B ,C+A"B,C)

elde edilir. O halde birlesme 6zelligi saglanir.

i) VAeDL;, B,CeDL, igin A,(B+C)=A,B+A,C oldugunu gosterelim.
A, (B+C)=(A+eA’), (B+C+s(B +C7))
=A,(B+C)+eA, (B +C")+eA", (B+C)
=A,B+A,C+cA, B +cA,C +cA" ,B+eA",,C
=A,B+e(A, B +A , B)+A,C+s(A,C"+A",C)
=(A+eA"). (B+eB)+(A+eA")., (C+eC)
=A,B+A,C

elde edilir.

iii) VA,EE.‘DL’Z, ée@L; igin <A+é).Lé=A.Lé+l§.Lé oldugunu gosterelim.

(A+I§).LC‘ :(A+B+5(A* +B*)).L (C+5C*)
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=(A+B)..C+£(A+B).,C +&(A"+B")..C
=A,C+5(A,C+A",C)+B,C+&(B,C"+B".,C)

—A,C+B,C

bulunur.

iv) VkeR ve AeDIL;,BedI; icn k(A B)=(kA),B=A, (kB) oldugunu
gosterelim:
k(A,B)=k(A,B+s(A,B +A",B))

=kA,B+&(kA, B +kA"., B)

=(kA).,B

bulunur. Benzer sekilde esitligin diger kismi da gosterilebilir.

Tanim 7.2 PDL" kiimesi matrislerde toplama islemine gore bir gruptur.

ispat Kapalilik, birlesme ve degisme 6zelliklerinin varligi kolayca goriilebilir. Ayrica

etkisiz eleman E=0+&0 dir. Ters elemanise A=A+sA e DL" igin A" =—A—gA’

seklindedir. O halde, DL kiimesi matrislerde toplama islemine gére bir gruptur.

Teorem 7.3 DL kiimesi matrislerde toplama ve L— carpima gore birimli bir halkadir.
Ispat (.‘I)L',':,+, .L) tglist icin,

i) (.(DL'::,-‘F) ikilisi degismeli bir gruptur.

ii) Teorem 7.1 (i) sikkindan L — carpimin birlesme 6zelligi vardir.

iii) Teorem 7.1 (i) ve (ii) den L—carpimin toplama (izerine dagilma 6zelligini saglar.
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O halde DL” kiimesi matrislerde toplama ve L—carpima gore birimli bir halkadir.

A

Tanm 7.4 VAe:DL': icin 1

A

m.LA:A.LIA":A ozelligini saglayan I, matrisine

n

DL —birim dual matris denir. I, L-birim dual matrisinin esas kosegen lizerinde

bulunan elemanlarin digindaki elemanlarin hepsi 0=0+&£0 ve esas kdsegen disindaki

elemanlari da (1+£0,1+£0,...,1+£0,—1—£0) olma 6zelligine sahiptir.

1+0 0+&0 -~ 0+&0
. 0+c0 1+&0 :
1 )

n

0+¢&0 -1-¢£0 .

xXn

seklindedir.

Teorem 7.5 A, B e DL, matrisleriigin, iz( A, B)#iz( A, B) dir.
ispat
iz(A,B)=iz(A,B+5(A, B +A",B))
=iz(A,B)+ciz(A,B +A",B)
=iz(A,B)+eiz(A,B')+ciz(A", B)
ve
iz(B,A)=iz(B,A+e(B, A +B" ., A))
=iz(B,A)+£iz(B" . A+ B, A)
=iz(B., A)+ciz(B, A )+ciz(B . A)
bulunur. A,B reel matrislerinin Lorentz matris carpiminin izi iz(A., B)#iz(A., B)

Ozelligine sahip oldugundan dolayi iz(A.LE’) # iz(A.Lé) oldugu kolayca goriliir.
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Teorem 7.6 Bir A=A+gA” nxn-tipinde dual matrisi verilsin. A reel matrisi L-

terslenebilirise A dual matrisinin tersi vardir ve A" =A‘1+5.(—A‘1.LA*.LA‘1) dir.

A

ispat A,B=B

By A ~

LA=I, esitligini saglayan B matrisi A matrisinin tersidir.
A=A+A" ve B=B+¢&B matrisleriicin,

A,B=A,B+e(A,B +A" B)=I,+£0 ve

A

B,A=B,A+e(B,A+B  A)=1I,+£0

esitlikleri saglansin. Bu esitlikten A,B=1,,B,A=1,ve A,B'+A ., B=0 elde

edilir. Buradan B=A"'ve B =A"',,A"., A" bulunur.

Boylece  Esitligin  diger tarafindan da  benzer sonuglar elde edilir.

B=A"=A"+zg(-A", A", A7) elde edilir.

A A PN | A A
Teorem 7.7 A,Be DL, terslenebilir matrisler igin (A. B) :B’I.LA’1 esitligi

L

saglanir.

A A

ispat (A.Lé).LX =X, (A.Lé)=in olacak sekilde X e PL var midir?

A ~ A A A

(ALIAS’)L)? =1, igin A.L(E.L)?):IA” yazilir. Buradan B, X =A™ veya X =B, A"

‘L

A A A

elde edilir. Benzer sekilde, X., (A.Lé) =1, icinde X=B",A" elde edilir.

A

Teorem 7.8 Az[aJe@L';’ ve l}:[bjk]eﬂ)L'; matrisleri igin (ALé)T B A
esitligi saglanir.

ispat A=A+gA" , B=B+&B matrisleri igin, A.L1§=A.LB+5(A.LB*+A*.LB)
oldugunu biliyoruz. O halde,

(A4,B) =(A,B+e(A,B +4",B))
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=(A,B) +&(A,B’) +&(A",B)
=B", A +((B7. AT)+(B". A7)

B AT

L

elde edilir.

Teorem 7.9 Aei)L:'l matrisinin L —inversi varsa tektir.

Ispat AE@LZ matrisinin B ve D gibi iki tane tersi oldugunu kabul edilim. O halde,

A

B=B,i,=B(A,D)=(B,A),D=i.D=D
olup B =D elde edilir.

Tanim 7.10 Ae@L’; bir kare dual matris olsun. A matrisinin n defa kendisiyle
L —carpiminin sonucuna, A dual matrisinin n. kuvveti denir ve A" ile gosterilir.

Ozel olarak A>=A ise A matrisine DL — idempotent dual matris denir.
Al=A+eA
A=A +g(A, A +A A
A +s(AL (A A+, A)+A", A7)
A te(A A A +A A A+A ALA)
A re(AL (AL AN +ALA AN AL A)AT (A))

+g(AAAA+AAA A+A A A A+A" AAA)

A=A+ e(AAAN + AL AL ALA AT ALALALA A AT A A LA, A)

n-1 n—2 1 n—-3 2 n—-1
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Teorem 7.11 Ae@LZ matrisi verilsin. A=A+gA" matrisinin DL— idempotent

dual matris olmasi igin gerek ve yeter kosul A reel matrisinin L—idempotent olmasi
ve A, A +A, A=A olmasidir.

Ispat (=) A=A+eA matrisi  PL—idempotent dual matris yani
A=A +5(A A +A A)=A olsun. Bu durumda, A=A" ve A, A"+A A=A’
dir. Yani A reel matrisi L—idempotenttirve A, A"+A",, A=A" dur.

(<) A reel matrisi L—idempotent olsun. O halde A>=A ve A, A +A A=A
esitlikleri saglanir. Buradan A+gA’ =A2+8(A.LA*+A*.LA) elde edilir. Yani, A bir

DL —idempotent dual matristir.

Tanim 7.12 Bir A kare dual matrisi icin AP = A esitligini saglayan bir pozitif p
tamsayisi varsa A kare dual matrisine DL — periyodik dual matris denir. Bu sarti

saglayan en kuglk pozitif p tamsayisina da A dual matrisinin periyodu denir.

Teorem7.13 A=A+¢cA’ periyodu p olan bir DL — periyodik dual matrisise A reel
matrisi de L — periyodik matristir ve periyodu p dir.

ispat A" =A ise

A (AL AL AN AL A A LA A A A A A) = At e A

olup buradan,

A[Prl — A

elde edilir. Yani A reel L— periyodik matristir.

Tanim 7.14 Bir A kare dual matrisi icin A?=0+¢.0 olacak sekilde bir pozitif ¢

tamsayisi varsa A dual matrisine DL —nilpotent dual matris denir. Bu sarti saglayan

en kuglk pozitif ¢ tamsayisina da bu matrisin indeksi (derecesi) denir.
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Teorem 7.15 A=A+5A*, DL —nilpotent dual matris ise A reel L—nilpotent

matristir.
ispat A7 =0+£.0 ise
Al+e(A A A, . ALA +ALALA, . A A+ + A" ALA, ..., A)=0+50

bulunur. O halde, A? =0 ise A bir reel L—nilpotent matristir.

Tanim 7.16 Ae@Lj‘l matrisi verilsin. A’ =A Ozelligini saglayan matrise

DL — Simetrik dual matris adi verilir.

Teorem 7.17 A=A+&A" matrisinin bir DL—simetrik dual matris olmasi icin gerek

ve yeter kosul A ve A" matrislerinin reel L— simetrik matrisler olmasidir.

ispat: (=) A=A+¢gA" simetrik dual matris olsun. O halde A’ = A igin
. AT
A+eA =(A+eA’)

=A"+eA”
olup buradan,
Al=A ve AT =A
elde edilir. Dolayisiyla A ve A" reel L—simetrik matrislerdir.
(<) Diger taraftan, A ve A" reel L-—simetrik matris olsun. O halde, A" = A’

esitligini saglar. O halde, A’ +cA”" =A+cA” elde edilir. Bundan dolayi

A DL —simetrik dual matristir.

Tanim 7.18 A" =—A ozelligini saglayan matrise DL —ters simetrik dual matris adi

verilir.
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Tanim 7.19 AE@LZ matrisi verilsin. A" =—A esitligini saglayan A kare dual
matrisine DL —ters simetrik dual matris denir. Eger A:[Aij] bir L—ters simetrik

dual matris ise her i, j i¢in A, =—A, dir.

Teorem7.20 A=A-+cA" matrisinin bir DL—ters simetrik dual matris olmasi icin

gerek ve yeter kosul A ve A" matrislerinin reel L—ters simetrik matrisler olmasidir.

ispat

(:>) A=A+e.A" matrisi DL ters simetrik dual matris olsun. O halde,

(A+g.A* )T = —(A+ g.A*) veya A"+ AT =—A—c A

yazilir. Buradan,

*

Al=—A ve AT =-A

elde edilir. O halde, A ve A" reel L—ters simetrik matrislerdir.

*

(<) A ve A" reel L—ters simetrik matris olsun. O halde, A" =—A ve A" =-A

sartlar saglanir. Buradan A” +£ A7 =—A—¢£.A" bulunur. O halde, A" =—A elde

edilir. Yani A matrisi DL — ters simetrik dual matristir.

A

A T N A
Tanm 7.21 AePDL matrisi verilsin. (A) = A esitligini saglayan A kare dual
matrisine DL —Hermityen dual matris denir. Eger A:[Aij] kare dual matrisi

Hermitian dual matris ise A; = A_ﬂ esitligini saglar.

Teorem 7.22 A=A+é&A’ DL —Hermityen dual matris olmasi igin gerek ve yeter

kosul A matrisinin reel L—simetrik matris ve A" matrisinin L —ters simetrik matris

olmasidir.
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ispat:

N . N\T A
(=) A=A+cA” DL-Hermityen dual matris olsun. O halde (A) =A icin

AteA =(A-eA)

= AT —gA”

yazilabilir. Buradan A" =A ve A =-A" elde edilir.

3

(=) A"=A ve A =-A" olsun. Buradan A+&A =A"-¢A”" oldugundan

(A)T =A elde edilir.

N\T A A
Tanim 7.23 (A) =—A olacak sekilde A dual kare matrisine DL —ters Hermityen

dual matris denir. Eger A:(Aij) dual kare matrisi ters dual Hermitian matris ise

A; =-A; dir.
Teorem 7.24 A matrisinin DL —ters Hermityen dual matris olmasi icin gerek ve yeter

kosul A matrisinin L—ters simetrik matris ve A" matrisinin L—simetrik matris

olmasidir.

ispat (=) A:[Aij] =A+¢A" L—ters Hermityen dual matris yani (A)T =—A olsun.
O halde,
~A-gA =(A-eA) = A —cA”

olmak tizere A" =—A ve A"=A" elde edilir.

A

T A
(<) A"=-A, A"=A" olsun. O halde (A) =—A oldugu kolaylikla goriilebilir.

106



Tanim 7.25 AG@L’; matrisi verilsin. A =in esitligini saglayan A kare dual matrisine

DL — dual involut matris denir.

Teorem 7.26 A=A+¢A" dual matrisi DL —involut dual matris ise A matrisi bir reel

L — involut matristir.

ispat A= Ate A dual matrisi DL—involut dual matris olsun. O halde, A> =1,
olmak izere, A2+g(A.LA*+A*.LA):In+gO icin A>=1, yani A reel L-—involut

matristir.

Tanm 727 A=A+&A ve B=B+&B' nxn-tipindeki kare dual matrisleri icin;

A A

A. I§=B.LA ise A ve B matrislerine DL —degismeli dual matrisler denir.

L

Teorem7.28 A=A+£A ve B=B+¢&B’ DL — degismeli dual matrislerise A ve B
L —degismeli matrislerdir.
ispat A.B=B.A olsun.

A, B+ (A, B +A  B)=B,A+s(B,A +B A)

esitliginden A, B=B.; A elde edilir. O halde, A ve B L~ degismeli matrislerdir.

N\T N N T~ A A
Tanim 7.29 (A) .LA=A.L(A) =1, esitligini saglayan A kare dual matrisine

PL — liniter dual matris denir.

Teorem 7.30 A=A+cA" DPL— Uniter dual matris ise A reel L —ortogonal matris,

A, A" ve AT, A dereel L—simetrik matristir.
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ispat  (A+eA’) . (A+eA’)=(AT "), (A+eA’)
=AT, A+e(AT A AT A)=1,+50
ve
(A+eA’)., (A—eA) =(A+eA’)., (AT —eAT)
=A, A +5(-A, AT+ A" AT) =1, +£0
olmak tizere,
AT A=A AT =1, ,
AT A -AT A=0
—A,AT+A L AT =0

esitlikleri elde edilir. O halde, A reel L-—ortogonal matristir. A7. A ve A", A"

matrisleri ise L — simetrik matrislerdir.

N\T

A A AT A N
Tanim 7.31 (A) .LA:A.L(A) =1, esitligini saglayan A dual matrisine

DL —ortogonal dual matris denir.

Teorem7.32 A=A+cA’ DL —ortogonal dual matris ise A reel L— ortogonal matris,

AT, A"ve A, A" dereel L—ters simetrik matristir.
ispat  (A+eA’) . (A+eA’)=(AT +£AT)., (A+eA’)
=AT A+e(AT A+ AT A)=1,+50
(A+eA’)., (A+eA’) =(A+eA’)., (AT +eA™)

=A, A +e(AL AT+ A AT ) =1, +£0
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olmak Gzere,

AT, A=A AT =1,
AT A +AT A=0
A, AT+A L, AT=0

esitlikleri elde edilir. Buradan A reel L—ortogonal matris, A"., A ve A", A"

matrislerinin ise reel L —ters simetrik matris oldugu bulunur.
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Tezin besinci boliminde, [4] de tanimlanan Lorentz matris carpimi kullanilarak Reel

katsayili matrislerin 6zellikleri ile ilgili temel sonuglar elde edilmistir.

Altinci bolimde, n—boyutlu dual Lorentz uzayi ile ilgili calismalarin belki de
genellestirilmesine temel olusturacagini distindigiimiiz, n— boyutlu dual Lorentz uzayi
ve bu uzay ile ilgili ic carpim, norm ve vektorlerin siniflandirilmasi gibi temel kavramlar

tanimlanmistir.

Yedinci bolimde ise, Lorentz matris carpimi kullanilarak & isaret matrisi olmaksizin ,
Lorenzt i¢ carpimiile uygunlugu da g6z onlinde bulundurularak dual katsayili matrisler
calisiilmis  ve dual katsayili matrislerin carpiminda Oklid carpimi kullanildiginda,
tanimlamada ve uygulamada zorlanilan kavramlar kolay bir sekilde ve uzayda

vektorlerin i¢c carpimi ile de uyumlu olacak sekilde tanimlanmistir.

Reel katsayili matrisle ile Lorentz uzayinda g¢ahsildiginda matris ¢arpimi olarak O’Neill
‘in [9] kullandigi Oklid carpimi yerine, Kecelioglu [4] tarafindan tanimlanan Lorentz
matris ¢arpimi kullanilmasinin uzaydaki vektorlerin i¢ ¢arpimi ile uyumlu olmasi ve &

isaret matrisine gerek duyulmamasini dnermekteyiz.

Benzer sekilde, dual katsayili matrisler ile dual Lorentz uzayda calisildiginda, matris
carpimi olarak sekizinci bélimde tanimladigimiz  dual Lorentz matris carpiminin

kullanilmasi, uzaydaki vektorlerin i¢c carpimi ile uyumlulugu acgisindan énemlidir.
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EK-A

LINEER CEBIR ve KOMPLEKS SAYILAR

A-1 Lineer Cebir

Tanim A.1 S, simetrik grup ve S bir yari halka olsun (n>2).

n

A = {0' € Sn|a cift permiitasyon } ve B = {6 es,

o tek permijtasyon} kimeleri

olmak lUzere Ae S matrisinin pozitif ve negatif determinanti sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir,

detJr A= Z Alo’(l)AZO'(Z) ot 'Ana(n)

o€eA,

det_ A = Z A]G(I)AZO'(Z) o 'Ana(n)

oeB,

Burada not edelim ki R degismeli bir halka iken AeR’ igin detA=det” A—det” A

elde edilir, [10].

Teorem A.2 S degismeli ve birimli bir yari-halka olmak tizere, A, B €S’ matrisleri icin
det” (AB)=(det" A)(det" B)+(det” A)(det” B)+r
det” (AB)=(det" A)(det” B)+(det” A)(det” B)+r

olacak sekilde re S vardir [10].
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Not A.3 D dual sayilar halkasi alindiginda 9D bir degismeli halkadir ve 6zel olarak da
degismeli ve birimli yari halkadir. Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak,

det(A.B)=det(A).det(B) (A1)

esitliginin saglandigi asagidaki sekilde gorilebilir.

A,Be D’ igin

det" (AB)—det (AB)=(det" A)(det’ B)+(det” A)(det” B)+r
—(det* A)(det* B) —(det* A)(de‘[+ B) -r

det” (AB)—det” (AB)=det" A(det” B—det” B)+det” A(det” B—det" B)
=det” A(det” B—det” B)+det” A(det” B—det" B)
=det” A(det” B—det” B)—det” A(det” B—det™ B)
=(det” A—det” A)(det" B—det” B)

=det A.det B

olarak bulunur.

Tanim A.4 AB yonli dogru pargas! ve ﬂ:{(E,C—I)):E//@} denklik bagintis

verilmis olsun.
[48]-{cof(a8.cD)<

kiimesine vektor adi verilir, [11].

Tanim A5 V=0, (K,+,.) bircisim, ®:VxV >V icislem,0: KxV >V disislem

ve (V,+) Abel grup olmak iizere,

Va,BeV ve A, ueK igin,
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V1) 20(a®f)=(10a)®(10 f)

V2) 20(u0p)=(Au)0p

V3) eOQa=a (& K cisminin birim elemanidir.)
Va) (A+u)0a=(A0a)®(uda)

Ozellikleri saglaniyorsa {V,®,K,+, . ,O} =V altilisina bir vektér uzayi denir, [11].

Tanim A.6 V bir vektor uzayi olmak lzere xeV vektdriniin normu (boyu)

H}H = «K;c, ;c> seklinde tanimlidir, [11].

TanmA.7 ():R"xR" >R, ()?,}) = H}H‘H;H‘COSQ seklinde tanimli fonksiyonu bir

ic carpim fonksiyonudur. & acisi bu iki vektor arasindaki acgly ifade etmektedir. O
(x, )

Y229 =<(x, y) seklinde ifade edilebilir.
1>

halde, bu iki vektor arasindaki agl cos @ =

Tanim A.8 V bir K cismi izerinde bir vektor uzayi olsun. {,):V xV — R fonksiyonu
Bilineer (2-lineer): (¢, +a,, ;) ={a, ;) +{a,, ;)

(o, Aa,) = MKa,,a,) ={Aay,a,) , Va,a,eV , ViekK
Simetri: (a, By ={p,at) , Va,BeV
Pozitif tanimhhk: (a,a)>0 ; (a,a)=0<=a=0 , VaeV

Ozelliklerini sagliyorsa (,) fonksiyonuna bir i¢ ¢arpim fonksiyonu ve V vektor uzayina

da bir i¢ carpim uzayi adi verilir, [11].
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Ornekler:

1) R" de V X =(x,),Y =(y,) eR" igin (X,Y>:ixiyl. fonksiyonu

i=l1

2) C"de V X =(x,),Y =(y,)eC" icin (X.Y) :Z”:x[;i fonksiyonu

i=1

3) R" de V X =(x,),Y=(y,)eR" igin (X,Y) =nz_l:xiyl. —x,y, fonksiyonu

i=1

birer i¢ carpim fonksiyonlari olup, sirasiyla, Oklid, Hermit ve Lorentz i¢ carpimi olarak

adlandirilir.

Tanim A9 M = kimesi @: M xM — M ig islemi ile birlikte bir abel grubu olsun.

(H,+,.) tglust birimli degismeli bir halka olmak lzere, ©:HxM —M dis islem
olsun. Vektor uzayr aksiyomlari saglaniyorsa {M,®,H,+, .,O}=M altilisina Modiil

denir (veya M ye H-Modiil denir), [11].

Tanim A.10 M , K cismi lzerinde bir vektor uzayi olsun.

Q:MxM ->M
(a,b)—)a@b

islemi,

i) Va,B.yeM igin a®(f®y)=(a®B)®y
i) a®(fDy)=(a®p)®(a®y)

ii) (a®B)®y=(a®y)D(B®y)

Ozelliklerini sagliyorsa {M,@,H,+, . ,©,®} =M vyedilisine cebir denir.

K=R ise M vye reelcebir,

K =C ise M ye kompleks cebir denir, [11].
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A-2 Kompleks Sayilar

A-2-1 Siradan Kompleks Sayilar

Cebirde kompleks sayilara giris quadritik denklemlerin ¢o6zima ile ilgilidir. Sayilar
denildiginde akla sadece reel sayilar geliyorsa x”+ px+¢=0 Quadritik denklemi
A= p’>—44¢)0 oldugunda iki tane koke ve A=0 oldugunda bir tane kdke sahiptir.

Fakat A{O oldugunda ise herhangi bir koke sahip degildir.

Ornegin , x*+1=0 denkleminin koki bulunamaz. Bu ¢dziimsiizliigiin Ustesinden
gelmek icin sayl kavramini genisletmemiz gerekmektedir. Yani reel sayilardan farkl
yeni bir cesit sayl disindigimizde bu denklemin kokini bulabiliriz. Bu yeni sayimiz
sanal olarak ifade edilen ve i ile gosterilen yeni bir tir sayidir. Reel sayilara bu yeni
saylyl ekledigimizde bu sayl ile toplama ve carpma kavramlarini da eklemek
gerekecektir. O ylzden i sayisi tek basina yeterli olmayacaktir. Bundan dolayi
herhangi bir reel sayi ile bu imajiner sayinin ¢arpimi ve herhangi bir reel say ile de
toplami halinde de olmasi gerekmektedir. Yani a,b € R olmak lzere a+bi seklinde
sayllar elde edilmektedir. Bu sekilde elde edilen sayilarin kiimesine Kompleks Sayilar

kiimesi denilmektedir. Bu kiime literatlirde C ile gosterilmektedir, [12].

Kompleks sayilar kiimesi lizerinde toplama, cikarma ve carpma islemleri asagidaki gibi

tanimlanir:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i
(a+bi).(c+di)=ac+adi+bci+bdi’
=(ac—bd)+(ad +bc)i

Bu yeni sayi sistemi ile birlikte x*+1=0 denkleminin kékii i*+1=0 dan i* =—1

bulunacaktir.

Kopleks bir sayinin reel bir sayiya bolimuni su sekilde ifade edebiliriz:
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Hdi_(oyaiyt=c49;

a a a da

Eger bir kompleks sayiyi diger bir kompleks sayiya bdlmek istiyorsak z=a+bi,

z=a-bi , z7eC ve zzelR olmak ilizere bélme islemi

Aot seklinde ifade edilir.

< 2.z

Burada z.z = (a+bi)(a—bi)=a’ +b* oldugunu gérebiliriz, [12].

A-2-2 Genellestirilmis Kompleks Sayilar

Bir onceki konuda x*+1=0 quadritik denklemin c¢oziiminii sunduk. Sunmus
oldugumuz bu ¢6zimin tim quadritik denklemleri kapsamadig asikardir.
X’ +px+qg=0 ve A=p’—4g(0 seklindeki quadritik denklemlerin ¢6ziimii I olarak
verilen 6zel bir sayi olarak alalim. Bu sayi genel olarak a,b € R olmak Gzere a+bl

seklindeki sayilardir. Bu sayilara Genellestirilmis Kompleks Sayilar adi verilir.

Bu sayilarda toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
(a+bl)+(c+dl)=(a+c)+(b+d)I
(a+bI)—(c+dl)=(a—c)+(b-d)I
(a+blI).(c+dl)=ac+adl +bcl +bdl*
=(ac—qgbd)+(ad +bc— pbd)1

Burada x>+ px+¢g=0 quadritiginin kokii I oldugundan I*=—-pl—g oldugu

kolayca gorilebilir.

I=_p NN p N-A
2

—~+——i veya [=——-—

i seklindedir.
2 2 2

i sanali I cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

4

I=—

+LI
NarNary

veya i=————=1
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Boylece genelllestiriimis kompleks sayilar a+bI siradan kompleks sayilar olan a+bi

seklinde de ifade edilebilir.

a+bI:a+b[—§ ;A ij:al+b,i

J-A

yazilabilir. Burada q, :a—gb ve b, :%—b dir, [12].

A-2-3 En Genel Kompleks Sayilar
X+ px+qg=0 (A.2)

Seklindeki quadritik denklemlerin ¢6ziminu genel bir ifade ile sunalim. Burada bu
genel ifadeyi bulmak icin reel sayilar kiimesine yeni bir sayl cesidi olarak E’ vi

ekleyelim. Bu durumda yukaridaki (A.2) denkleminin ¢6zimi a,beR olmak Uzere

a+bE seklinde olur. Bu sekildeki sayilara en genel kompleks sayilar adi verilir.
En genel kompleks sayilarda toplama, ¢cikarma ve carpma islemleri asagidaki gibidir.
(a+bE)+(c+dE)=(a+c)+(b+d)E
(a+bE)—(c+dE):(a—c)+(b—d)E
(a +bE).(c+dE) = ac +adE +bcE +bdE’
=ac+adE +bcE +bd(—pE —q)
=(ac—qbd)+(ad +bc—pbd)E

seklindedir. Burada E*> =—pE —gq ifadesi kullanilmistir. Bu en genel kompleks sayilar,

verilen p ve g sayilarinin degerlerinin degismesiyle farkli sayi sistemleri elde edilir.

A= p*>—4g(0
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olmasi durumunda (A.2) denkleminin ¢6zimi; a+bE formundaki sayilarin arasindan

i =—1 olacak sekilde i=a+bE seklindeki bir sayi olacaktir. Buradan a, :—g ve
J-A
B = 5 olacak sekilde E =¢, + B elde edilebilir.
E=qo,+pi
E=-24 _Ai
2 2

=a,+bi

bulunur. Burada g, :a—bg ve b, :—b%A seklindedir. Yani a+bE koki siradan
kompleks sayilar cinsinden a, +b,i seklinde ifade edilebilir.

Benzer sekilde,

A=p’—4q=0

olmasi durumunda quadritik denklemin ¢6zimi a+bE formundaki sayilar arasindan

g*=0 olacak sekiide e=a+BE seklindedir. Ornegin g:§+E icin

2 2 2
&= LrE| =L 4 pE+(-pE-q)=L—¢=0
5 TP (-pE—q) 74

oldugu goriilir. A=p®>—4g=0 olmasi durumunda en genel kompleks sayilar &* =0

olmak tzere a, +b¢ seklindeki sayilara indirgenir. Bu sayilara Dual Sayilar denir.
Son olarak,

A= p’—4g)0
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olmasi durumunda (A.2) denkleminin ¢éziimii e¢* =+1 olmak lzere e=a+bE

seklinde olacaktir.

I IR S
NI 2"
O halde

p-  4p . 4

=—+—FE+—(-pE-
A A A( P q)
2
p- 4p

=L P~ pE+—
A A Ap i
2

_p-4q_A_,
A A

bulunur, [12].

Boylece en genel kompleks sayilar > =+1 olmak iizere a, +be seklindeki sayilara

indirgenir. Bu sayilara Double Sayilar adi verilir.

En genel kompleks sayl olan a+bE sayisini double sayi seklinde asagidaki gibi ifade

edebiliriz.
a, +be =(a—b£)+ bﬂ e
2 2

Sonug olarak, en genel kompleks sayilari;
ANO , a+bi , i*=-1 Siradan Kompleks Sayilar
A=0, a+bs , £ =0 Dual Sayilar

A0 , a+be , e =+1 Double Sayilar
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seklinde Ug farkli sayi sistemine indirgeyebiliriz. Bu sayilar literatiirde A(0 oldugunda
eliptik kompleks sayilar, A =0 oldugunda parabolik kompleks sayilar, A)0 oldugunda

da hiperbolik kompleks sayilar olarak da isimlendirilmektedir, [12].
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EK-B

R’ ve R} LORENTZ UZAYLARI

B-1 R’ Lorentz Uzayi

R? :{(al,az,%) ‘ a,,a,,a, GR} ¢ boyutlu vektér uzayini gdéz ©6niine alalim.
d=(a,,a,,a,), b=(b,b,,b,)cR* vektorleri igin Lorentz ig carpimi,

<d,b>,=ab +a,b, —asb,

seklinde tanimlanir. (R3,<,>L) ikilisine 3-boyutlu Lorentz uzayi adi verilir. R? ile

gosterilir.

Tanim B.1 Bir a € R’ vektédriinin normu |d|=f|<a.,a>,| seklinde tanimlanr.

Tanim B.2 R’ Lorentz i¢ carpimi ile bir vektdr uzayi olsun. d :(al,az,a3) eR? alahim.
Bu durumda;

<a,a>, >0 ise a ‘ya spacelike,

<da,a>, <0 ise a ‘ya timelike,

<a,a>,=0 ise a’vya lightlike (null),

vektor adi verilir. Ayrica,
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a=

(a,,a,,a;) bir timelike vektérii igin ¢ =(0,0,1) olmak lzere <d,é >, <0 ise a
vektoriine future pointing timelike(f.p.t.lI) denir. <a,eé >, >0 ise a vektoriine past

pointing timelike(p.p.t.l) vektor adi verilir, [9].

Tanim B.3 Rf de 1 br. yarigaph Lorentzian ve Hiperbolik kiire, sirasiyla,
S} :{5 =(a,,a,,a;,)eR};<d,a >L=1} ,

H(f :{ﬁ :(a,,aQ,a3)eRf;< a,a >L=—1}

seklinde tanimlanir, [12].
Simdi de Lorentz ve hiperbolik gemberlerini R? de sekil Gzerinde gbsterelim.

Hiperbolik birim kire

Null koni

v

Lorentzian birim kiresi

Sekil B. 1 R?de Lorentz ve Hiperbolik cember
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Tanim B.4 d=(a,,a,,a,), b=(b,b,,b,) € R} igin bu iki vektoriin vektérel garpimi

asagidaki sekilde tanimlanir :

burada e A, e,=e;, ,e, A, ¢, =—¢ , e; A, e =—e, dir, [14].

Teorem B.5 d=(a,,a,,a,),b=(b,b,,b,) ve ¢ =(c,,c,,¢;) € R} vektorleri igin,

i) <dn,b,¢ >, =—det(db.c)

Yukaridaki esitlikler saglanir, [13].

ispat
i) Lorentz vektorel ¢carpimi ve i¢ carpim tanimindan
<an,b,c>=ab,c —a,byc +abc,—abc,—ab,c,+a,bc,

elde edilir. Ayrica,

=—a,b,c, +ab,c, +a,bc, —a,b,c, —abc, +abyc,

bulunur. O halde <a A, I;,E >L:—det(Ez,I;,5) oldugu goralir.

125



€ € — &
ii) (a AL b)/\L ¢ =—|ab, —a,b, ab, —ab, ab, —a,b,

C c, c,

= (—a1b3c3 +a,b,c, +ab,c, —a,bc, )el
+ (a3b2c3 —a,b,c; —ab,c, +a,bc, )e2

+ (613172c2 —a,b,c, —ab,c, +abc, ) e,

elde edilir. Bu vektérin birinci bilesenine ab,c, , ikinci bilesenine a,b,c, ve lginci

bilesenine a.b;c, ifadelerini bir ekleyip bir ¢ikarirsak,

(é A b ) AL € =(—abye; +abe, +ab,c, —a,be, +abc, —abc, e,
+ (cz3l72c3 —a,b,c, —ab,c, +a,bc, +a,b,c,—a,b,c, )62

+ (a3b202 —a,b,c, —a,b,c, +ab,c, +ab,c, —a,byc, )e3
bulunur. O halde,

(5 N b) A € =(—aic,—a,c, +aycy).(be, +b,e, +be,)
+(bc, +byc, —bicy).(ae, + ase, +azey)

=—-<a,c> b+ <b,c> a

bulunur.

iii) Birinci maddeden <&/\Z;,E >L:—det(ﬁ,l;,5) oldugu bilindiginden,

<@n, b,d>=—det(db,d)=0,
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bulunur, [13].

B-2 R Lorentz Uzay

R" standart reel vektdr uzayi tizerinde @ =(4,.a,,....a,), b =(b,b,,....b,)eR"
olmak Ulzere
<> R"'xR" >R

e e n-l
a,b |—<a,b>= Zaibi -ab,

i=1
ile verilen Lorentz i¢ c¢arpimi tanimlanirsa R" uzayina Lorentz n—uzay veya
Minkowski »n—uzay adi verilir ve R/ ile gosterilir. Bu sekilde tanimlanan Lorentz i¢

carpimi R} deki vektorleri tg sinifa ayirir.Bir a € R} vektordi igin,

- >

e <a,a>,<0 ise a vektorine timelike,

- -

e <a,a>,>0 ise a vektoriine spacelike,

- >

e <a,a>,=0 ise a vektorine lightlike

vektor adi verilir.
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Tanim B.6 R/ de Lorentzian n—kiresi

s/ ={aer"

<d,d> =1}
seklinde ve hiperbolik n—kiresi de

Hy' =ldeR"

<d,d>=-1f
seklinde tanimlanir. Ayrica isik konisi de

A ={deR

<d,d> =0
seklinde tanimlanir.

Timelike vektorler A" isik konisinin icinde, null vektérler 1sik konisinin {izerinde ve

spacelike vektorler de 1sik konisinin disinda yer alir.

B-3 R' Lorentz Uzayinda Matrisler

Bu kisimda, Lorentz uzayinda reel matrislerde Oklid carpimi kullanilarak & isaret

matrisi yardimiyla tanimlanan ortogonal ve anti-simetrik matrisler verilecektir, [9].

Tanim B.7 nxn— tipindeki bir A matrisiicin A" =£A™'¢ esitligini saglayan matrise

ortogonal matris denir.

Tanim B.8 nxn— tipindeki bir A matrisiicin A" =—gAg esitligini saglayan matrise

anti simetrik matris denir.

Not B.9 ¢ isaret matrisi diyagonal bir matris olup ,

1 0 0
0 1
E=|.
0 -1
seklindedir.
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EK-C

USTEL MATRIS FORMLARININ OZELLIKLERI

Bu bolimde matrislerin Ustel formlari ile ilgili temel bilgiler incelenecektir. Bu
bolimdeki bilgiler Andrew Baker [15] ‘in “Matrix Groups An Introduction to Lie Group

Theory” isimli kitabindan alinmistir.

C-1 Matrislerin Ustel Formlarinin Ozellikleri

Ustel matris formlari, matris gruplariyla bu gruplarin Lie cebirlerinin elde edilmesinde
¢ok 6nemli role sahiptirler. Bundan dolayl Ustel matris formlarinin iyi bilinmesi

gerekmektedir.

exp(X) =e* seklindeki ifadenin seri agilimi,

exp(X)zZ ! X"

nZOa
seklindedir. Bu serinin yakinsakligi, yakinsaklik yaricapina baghdir.

K bir cisim olmak lGizere, K| matris kiimesi Uzerinde, bir matrisin Ustel formu:

AeK] igin,

A 1 n 1 2 1 3

e =Z—A =I+A+— A +—A%+..
on! 2! 3!

seklindedir.
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Buradan ¢ dual birim (52 =0,& 7&0) olmak lzere,

et =I+eA
elde edilir.

Teorem C.1

A€ K matrisi verilsin. O halde

i) Vu,veCicin "™ =¢“ ™ dir.
i) e e GL(n,K) ise (eA)_l = dir.
ispat

i) el :Z%A” seklindedir.

n=0

Diger taraftan;

r S
u y
e e = — A —A°
r>0 r! 520 S!

bulunur.
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ii) Yukaridaki ifadeden yararlanarak,

(1-1)A _ 4 ,-a

0
I=¢ =¢ =e e

elde edilir. Buradan da ¢” nin tersinir oldugu sdylenir ve tersi ¢™* dir.

Teorem C.2 A ,Be K] matrisleri verilsin. Bu matrisler A.B= B.A esitligini saglasin

yani degismeli olsunlar. O halde,

e’ =ete” dir.
Ispat
e’ e’ = lA’ ZLBS
r=0 r! 520 S!
1 ,
— _ArB.S
S rls!
520
- 1
— Z An.Bn—r
n>0\ r=0 r'(f’l—r)’

1 C n rpn-r
-z (3w

=3 (A+B)

nZOn‘
:eA+B
Not C.3 SL(n,R)c GL(n,R) olmak tzere , a:(a,b)—>SL(n,R) bir egri ve

ddete(r)

a(0)=1 olsun. r €(a,b) igin deter(r) =1 dir. Buradan ”

=0 bulunur.

Burada GL(n,R)= {A €K |det(A)= 0} — K" genel lineer grup olarak tanimlanir.
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Ayrica bu grup, tanimdan da anlasilacagi lizere terslenebilir matrislerin kiimesini ifade
etmektedir. SL(n,R)= {A eGL(n,R)|det(A)= 1} < GL(n,IR) kimesi ise 6zel lineer

grup olarak tanimlanir.

Teorem C.4 a(t)e SL(n,R) diferansiyellenebilir bir egri olmak tzere,

ddeta(r)

" =iza'(t) dir, [15].

t=0

ispat  Ae K iken iz(A)=) A, oldugunu biliyoruz. 6=di tiirev operatéri
i-1

t=0

y

olmak uzere, 0(y,7,)=(07,)7,(0)+7,(0)(y,) ifadesi gegerlidir. Burada a, = (1)

yazarsak 7=0 oldugu zaman a; =&, oldugu goralur.

G, a(t) nin i. satir ve j. sutununun silinmesiyle elde edilen kofaktdr matris olsun.
Bunu n. satir icin acarsak
< n+j
deta(t)=> (-1)""a,.detC,
j=1
ifadesini elde ederiz. Buradan tlrev alirsak,

ddeta(r)=>(-1)" .(aanj ).det C,+a, (8 detC, )

j=1
- i(—l)w .(Ganj ).det C,+0detC,,
=

olarak bulunur. =0 i¢in detC, =0, ve a(O) =1 olacagindan bu ifade
ddeta(t)=2aa,, +0detC,,

seklinde olur.

Bu hesaplamayi (n—l)x(n—l) C, matrisleriicin de yaparsak,
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ddeta(t)=0a,, +0aq, , , +0detC

i) nt)n)

=0a,, + 00, .+ +0a,

ddeta (t)
dt

elde edilir. Buradan =iz a'(0) elde edilir.

t=0

Teorem C.5 VAeK! igin dete”’ =™ elde edilir.
ispat
7 :R—GL(n,C) olup y(t)=dete” olsun.

7'(t)= liml(det " det e’A)

h—0 h
= det e’A.nml(det " -1)
h—0 h
—dete” iz (A)
=y.iz(A)
diferansiyel denklemi,
7/'(t) = y.iz(A)

dy(t)

dt

=y.iz(A)

jﬂ = [iz(A)at
Y
Iny=riz(A)+c
seklinde cozilirse dete” =e™ elde edilir, [15].
Not C.6 Benzer sekilde,
dete™ =" (C.2)

elde edilir.
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