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YÜKSEK LİSANS TEZİ 
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Danışman: Prof. Dr. Ahmet YILDIZ 

 

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde konu ile ilgili temel kavramlar verilmiş-

tir.  

İkinci bölümde hemen hemen değme metrik manifoldlar, değme metrik manifoldlar ve pa-

radeğme metrik manifoldlar ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Üçüncü ve dördüncü bölümde Lorentzian para-Sasakian manifoldlar tanımlanmış ve bu ma-

nifold üzerinde Ricci soliton ve 𝜂-Ricci soliton tipleri çalışılarak çeşitli eğrilik şartları ince-

lenmiştir.   
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Department of Mathematics 

2024 

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet YILDIZ 

 

This thesis consists of three charpters. In the first charpter, the basic concepts related to the 

subject are given.  

In the second charpter, basic definitions and theorems about almost contact metric mani-

folds, contact metric manifolds and para-contact metric manifolds are given. 

In the third and fourth parts, Lorentzian para-Sasakian manifolds were defined and various 

curvature conditions were studied by studying Ricci Soliton and 𝜂-Ricci soliton types on this 

manifold.
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1. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar tanıtılmıştır. 

Tanım 1.1: 𝑀 bir Hausdorff uzay olsun. Eğer ∀𝑝 ∈ 𝑀 için ℝ𝑛 deki bir açık kümeye ho-

meomorfik olacak şekilde 𝑝 noktasının bir açık komşuluğu varsa 𝑀 Hausdorff uzayına bir 

topolojik manifold veya kısaca manifold denir (Şahin, 2022). 

Tanım 1.2: 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold ve 𝑀 üzerindeki 𝐶∞ vektör alanlarının 

uzayı 𝜒(𝑀) olmak üzere; 

∇: 𝜒(𝑀)𝑥𝜒(𝑀)
    2−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟    
→          𝜒(𝑀) 

(𝜃1, 𝜃2)
                            
→         ∇(𝜃1, 𝜃2) = ∇𝜃1𝜃2 

dönüşümü ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,ℝ), ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

i. ∇𝜃1(𝜃2 + 𝜃3) = ∇𝜃1𝜃2 + ∇𝜃1𝜃3  (1.1.) 

ii. ∇𝑓𝜃1+𝑔𝜃2𝜃3 = 𝑓∇𝜃1𝜃3 + g∇𝜃2𝜃3 (1.2.) 

iii. ∇𝜃1𝑓𝜃2 = 𝑓∇𝜃1𝜃2 + 𝜃1(𝑓)𝜃2 (1.3.) 

özelliklerini sağlarsa, ∇ ya 𝑀 üzerinde bir Afin koneksiyon adı verilir (Yano & Kon, 

1984). 

Tanım 1.3: (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve  ∇ da 𝑀 üzerinde tanımlanan bir Afin ko-

neksiyon olsun. O zaman ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere ∇ dönüşümü; 

i. ∇𝜃1𝜃2 − ∇𝜃2𝜃1 = [𝜃1, 𝜃2]  (Koneksiyonun sıfır torsiyon özelliği) (1.4.) 

ii. 𝜃1𝑔(𝜃2, 𝜃3) = 𝑔(∇𝜃1𝜃2, 𝜃3) + 𝑔(𝜃2, ∇𝜃1𝜃3) (Koneksiyonun met-

rikle bağdaşması özelliği)      (1.5.) 

şartlarını sağlıyorsa, ∇ ya 𝑀 üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann koneksiyon veya 𝑀 nin 

Levi - Civita koneksiyonu adı verilir (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.4: 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere; 

∇: 𝜒(𝑀)𝑥𝜒(𝑀)
    2−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟    
→          𝜒(𝑀)  

(𝜃1, 𝜃2)
                            
→         ∇(𝜃1, 𝜃2) = ∇𝜃1𝜃2 (1.6.) 

biçiminde tanımlanan ∇ operatörü, 𝑀 nin bir 𝑈 bölgesi üzerinde tanımlı olup her bir 

 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑈) vektör alan çiftine 𝑈 üzerinde ∇𝜃1𝜃2 ile ifade edilen üçüncü bir 𝐶∞ vektör 
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alanı karşılık getirir. Bu karşılık gelme aşağıdaki özellikleri sağladığında ∇ ya Lineer ko-

neksiyon (veya kovaryant türev) adı verilir. 

∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀), ∀𝑓 ∈ 𝐶
∞(𝑀,ℝ) olmak üzere; 

i. ∇𝜃1+𝜃2𝜃3 = ∇𝜃1𝜃3 + ∇𝜃2𝜃3 (1.7.) 

ii. ∇𝑓𝜃1𝜃2 = 𝑓∇𝜃1𝜃2 (1.8.) 

iii. ∇𝜃1(𝜃2 + 𝜃3) = ∇𝜃1𝜃2 + ∇𝜃1𝜃3 (1.9.) 

iv. ∇𝜃1(𝑓𝜃2) = 𝑓∇𝜃1𝜃2 + 𝜃1(𝑓)𝜃2 (1.10.) 

dir (O'Neill B. , 1983). 

Tanım 1.5: 𝑀 bir diferansiyellenebilir 𝐶∞ manifold olsun. 𝑀 üzerindeki 𝐶∞ vektör alanla-

rının uzayı 𝜒(𝑀) ve 𝑀 den ℝ ye 𝐶∞ fonksiyonların uzayı 𝐶∞(𝑀,ℝ) olmak üzere, 𝑀 üze-

rinde; 

𝑔: 𝜒(𝑀)𝑥𝜒(𝑀)
               
→    𝐶∞(𝑀,ℝ)  

(1.11.) 

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik, 2-lineer 𝑔 Riemann metriği ile birlikte 𝑀 ye bir Rie-

mann manifoldu adı verilir ve (𝑀, 𝑔) şeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu & Ekmekçi, 2003). 

𝑀 manifoldunun herhangi iki 𝑝 ve 𝑞 noktası için 𝑀 üzerinde bu noktaları birleştiren bir 

eğri bulunabilirse 𝑀 ye bağlantılı manifold adı verilir. 𝑀 bağlantılı ve temel grubu sadece 

birim elemandan oluşuyor ise 𝑀 ye basit bağlantılıdır denir (O'Neill B. , 1983). 

Tanım 1.6: (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu, ∇ de 𝑀 üzerindeki Levi - Civita koneksiyonu 

olsun. 

𝑅𝑐𝑢𝑟: 𝜒(𝑀)𝑥𝜒(𝑀)𝑥𝜒(𝑀)
         
→   𝜒(𝑀)  

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = ∇𝜃1∇𝜃2𝜃3 − ∇𝜃2∇𝜃1𝜃3 − ∇[𝜃1,𝜃2]𝜃3 (1.12.) 

ile tanımlanan 𝑅𝑐𝑢𝑟 fonksiyonu 𝑀 üzerinde bir (1,3) tensör alanıdır ve 𝑀nin Riemann-

Christoffel eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Ayrıca 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4) = 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) (1.13.) 

tensörüne 𝑀 nin Riemann eğrilik tensörü adı verilir (O'Neill B. , 1983). 

 Her 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4 ∈ 𝜒(𝑀) için Riemann-Christoffel eğrilik tensörü 𝑅𝑐𝑢𝑟 aşağıdaki 

özelliklere sahiptir. 

i. 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = −𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃2, 𝜃1)𝜃3 (1.14.) 
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ii. 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) = −𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜃3) (1.15.) 

iii. 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 + 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃1)𝜃2 = 0 (1.16.) 

iv. 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) = 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃1, 𝜃2) (1.17.) 

özelliklerine sahiptir (O'Neill B. , 1983). 

Tanım 1.7: (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝑇𝑃𝑀 tanjant uzayının iki boyutlu alt 

uzayı 𝛱 olmak üzere 𝑉,𝑊 ∈ 𝛱 tanjant vektörleri için 𝒬 fonksiyonu; 

𝒬(𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜃1)𝑔(𝜃2, 𝜃2) − 𝑔(𝜃1, 𝜃2)
2 (1.18.) 

biçiminde tanımlansın. 𝒬(𝜃1, 𝜃2) ≠ 0 olmak üzere; 

𝐾(𝜃1, 𝜃2) =
𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃2, 𝜃1)

 𝒬(𝜃1, 𝜃2)
 (1.19.) 

olup 𝛱 nin kesitsel eğriliği denir ve 𝐾(𝛱) ile gösterilir (O'Neill B. , 1983) 

Tanım 1.8: (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve {𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒𝑛} lokal ortonormal 

vektör alanları olsunlar. 

𝑅𝑖𝑐: 𝜒(𝑀)𝑥𝜒(𝑀)
            
→   ℝ 

(𝜃1, 𝜃2)
                 
→     𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) =∑𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒𝑖, 𝜃1)𝜃2, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

 (1.20.) 

şeklinde tanımlanan (0,2) tipindeki 𝑅𝑖𝑐 tensör alanına, 𝑀 üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

adı verilir (O'Neill B. , 1983). 

Tanım 1.9: (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için; 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = 𝑎𝑔(𝜃1, 𝜃2) (1.21.) 

olacak biçimde 𝑀 üzerinde bir 𝑎 fonksiyonu var ise yani 𝑀 nin Ricci tensörü 𝑅𝑖𝑐, metrik 

tensör 𝑔 nin bir katı ise  𝑀 ye Einstein manifoldu adı verilir (O'Neill B. , 1983). 

Tanım 1.10: (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve {𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒𝑛} lokal ortonor-

mal vektör alanları olmak üzere; 

𝜏 =∑𝑅𝑖𝑐(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

(1.22.) 

değerine 𝑀 nin skalar eğriliği adı verilir (O'Neill B. , 1983). 
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Tanım 1.11: 𝑀 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑀 

nin Weyl konformal eğrilik tensörü,  

𝐶(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3

−
1

𝑛 − 2
[
𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 − 𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1
+𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝑄𝜃2 − 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑄𝜃1

] 
 

+
𝜏

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
[𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 − 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1] (1.23.) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑄 Ricci operatörüdür (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.12: 𝐶 = 0 ise 𝑀 manifoldu konformal flat olarak adlandırılır (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.13: 𝑀 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑀 

nin projektif eğrilik tensörü  

𝑃(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 −
1

𝑛 − 1
[𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2] (1.24.) 

şeklinde tanımlanır (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.14: 𝑃 = 0 ise 𝑀 manifoldu projektif flat olarak adlandırılır (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.15: 𝑀 𝑛 −boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑀 

nin konharmonik eğrilik tensörü  

𝐶̅(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 −
1

𝑛 − 2
[
𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2
+𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑄𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝑄𝜃2

] (1.25.) 

ile tanımlanır. Burada 𝑄 Ricci operatörüdür (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.16: 𝐶̅ = 0 ise 𝑀 manifoldu konharmonikal flat olarak adlandırılır (Yano & Kon, 

1984). 

Tanım 1.17: 𝑀 𝑛 −boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑀 

nin konsirküler eğrilik tensörü  

𝑍̌(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 −
𝜏

𝑛(𝑛 − 1)
[𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2] (1.26) 

ile tanımlanır (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.18: 𝑍̌ = 0 ise 𝑀 manifoldu konsirküler flat olarak adlandırılır (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 1.19: 𝑀 manifoldu üzerinde (0, 𝑘) −tipinde (𝑘 ≥ 1) bir 𝑇 tensör alanı verildiğinde 

𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑇 tensörü 
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(𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑇)(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘; 𝑋, 𝑌) = 𝑇(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘)  

−𝑇(𝑋1, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋2, … , 𝑋𝑘)− . . . −𝑇(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋𝑘), (1.27) 

biçiminde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Böylece (1.27) denkleminde sırası ile, 𝑇 = 𝑅𝑐𝑢𝑟 alınırsa, 

(𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑐𝑢𝑟)(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘; 𝑋, 𝑌) = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘)  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋1, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋2, … , 𝑋𝑘)− . ..  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋𝑘), (1.28) 

𝑇 = 𝐶 alınırsa, 

(𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝐶)(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘; 𝑋, 𝑌) = 𝐶(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘)  

−𝐶(𝑋1, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋2, … , 𝑋𝑘)− . . . −𝐶(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋𝑘), (1.29) 

𝑇 = 𝑅𝑖𝑐 alınırsa, 

(𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐)(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘; 𝑋, 𝑌) = 𝑅𝑖𝑐(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘)  

−𝑅𝑖𝑐(𝑋1, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋2, … , 𝑋𝑘)− . ..  

−𝑅𝑖𝑐(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑋, 𝑌)𝑋𝑘), (1.30) 

olarak elde edilir. Ayrıca, 𝑀 üzerindeki her 𝑝 noktası için; 

i. 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑐𝑢𝑟 = 0 ise 𝑀 ye semisimetriktir, (1.31) 

ii. 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝐶 = 0 ise 𝑀 ye Weyl-semisimetriktir, (1.32) 

iii. 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0 ise 𝑀 ye Ricci-semisimetriktir denir (Yano & Kon, 

1984). 

(1.33) 

Üstelik,  

i. 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑐𝑢𝑟 = 0 ⊂ 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0,  (1.34) 

ii. 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑐𝑢𝑟 = 0 ⊂ 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝐶 = 0,  (1.35) 

kapsama bağıntıları geçerlidir (Blair, 1976). 
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2. DEĞME MANİFOLDLAR 

2.1. Hemen Hemen Değme Metrik Manifoldlar 

Tanım 2.1.1: 𝑀 bir 𝑛 − boyutlu manifold 𝜑, 𝜉, 𝜂  da 𝑀 üzerinde sırasıyla (1,1) tipinde bir 

tensör alanı, bir vektör alanı ve 1 − form olsun. Eğer 𝜑, 𝜉, 𝜂 için 𝑀 üzerinde herhangi bir 

vektör alanı 𝜃 olmak üzere  

i. 𝜂(𝜉) = 1 (2.1.1.) 

ii. 𝜑2𝜃 = −𝜃 + η(𝜃)ξ (2.1.2.) 

özellikleri sağlanıyor ise o zaman (𝜑, 𝜉, 𝜂) üçlüsüne 𝑀 üzerinde bir hemen hemen değme 

yapısı ve bu yapı ile birlikte 𝑀 ye bir hemen hemen değme manifoldu denir (Yano & Kon, 

1984).  

Teorem 2.1.1: Bir 𝑛 − boyutlu 𝑀 manifoldu üzerinde (𝜑, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme ya-

pısı, her  𝜃 ∈ 𝜒(𝑀) için; 

i. 𝜑𝜉 = 0 (2.1.3.) 

ii. 𝜂(𝜑𝜃) = 0 (2.1.4.) 

iii. 𝑟𝑎𝑛𝑘𝜑 =  𝑛 − 1 (2.1.5.) 

eşitliklerini sağlar (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 2.1.2: Bir hemen hemen değme 𝑀 manifoldu üzerinde hemen hemen değme yapısı 

(𝜑, 𝜉, 𝜂) olsun. 𝑀 üzerinde bir 𝑔 Riemann metriği her 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için  

i. 𝑔(𝜃1, ξ) = 𝜂(𝜃1) (2.1.6.) 

ii. 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜑𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜃2) − 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) (2.1.7.) 

iii. 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) = 0 (2.1.8.) 

eşitliklerini sağlıyor ise 𝑔 metriğine 𝑀 üzerinde hemen hemen değme metrik, 

(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına da hemen hemen değme metrik yapısı, (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısıyla 𝑀 ye 

de hemen hemen değme metrik manifoldu denir (Yano & Kon, 1984). 
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Tanım 2.1.3:  𝑛 − boyutlu bir hemen hemen değme 𝑀 manifoldu verilsin. 𝑀nin bir değme 

yapısı (𝜑, 𝜉, 𝜂) verildiğinde, ∀𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için; 

𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) = 𝑑𝜂(𝜃1, 𝜃2) (2.1.9.) 

olacak şekilde bir hemen hemen değme metrik yapısı (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) vardır (Yano & Kon, 

1984). 

Tanım 2.1.4: 𝑀 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔), ∀𝜃1, 𝜃2 ∈

𝜒(𝑀) için; 

Ω(𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) (2.1.10.) 

şeklinde tanımlı Ω dönüşümüne, (𝜑, 𝜉, 𝜂, g)  hemen hemen değme metrik yapısının temel 

2 −formu denir (Yano & Kon, 1984). 

2.2. Değme Metrik Manifoldlar 

Tanım 2.2.1: Eğer bir 𝑛 −boyutlu manifoldu M üzerinde 

𝜂Λ(𝑑𝜂)
𝑛−1
2 ≠ 0 (2.2.1.) 

olacak şekilde bir 𝜂, 1 −formu mevcut ise 𝑀  bir değme yapıya sahiptir denir ve 𝜂, değme 

yapı olarak, 𝑀 ise bir değme manifold olarak adlandırılır (Yano & Kon, 1984). 

Teorem 2.2.1: Değme yapısı 𝜂 olan, 𝑛 −boyutlu değme manifold 𝑀 olsun. 𝑀 üzerinde θ 

vektör alanı için, 

i. 𝑑𝜂(𝜉, θ) = 0 (2.2.2.) 

ii. 𝜂(𝜉) = 1 (2.2.3.) 

eşitliklerini sağlayan tek bir 𝜉 vektör alanı vardır (Yano & Kon, 1984). 

Tanım 2.2.2: Değme yapısı 𝜂 ve karekteristik vektör alanı 𝜉 olan, 𝑛 −boyutlu değme mani-

fold 𝑀 olsun. 𝑀 üzerinde ∀ 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

i. 𝜑2𝜃1 = −𝜃1 + η(𝜃1)ξ (2.2.4.) 

ii. 𝜑𝜉 = 0 (2.2.5.) 

iii. 𝑔(𝜃1, 𝜉) = 𝜂(𝜃1) (2.2.6.) 

iv. 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) = −𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) (2.2.7.) 

v. 𝑑𝜂(𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) (2.2.8.) 
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koşullarını sağlayan, bir 𝑔 metriği ve bir 𝜑 (1,1) tipinde tensör alanı var ise, (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

yapısına değme metrik yapı denir (Yano & Kon, 1984). 
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3. PARADEĞME MANİFOLDLAR 

3.1.  Hemen Hemen Paradeğme Metrik Manifoldlar 

Tanım 3.1.1: 𝑀 bir 𝑛 −boyutlu diferansiyellenebilir manifold, 𝜑, 𝜉, 𝜂  da 𝑀 üzerinde sıra-

sıyla (1,1) tipinde bir tensör alanı, bir kotravaryant vektör alanı ve 1-formu her θ ∈ 𝜒(𝑀) 

için. 

i. 𝜂(𝜉) = 1 (3.1.1.) 

ii. 𝜑2θ = 𝜃1 − η(θ)ξ (3.1.2.) 

eşitliklerini sağlıyorsa zaman (𝜑, 𝜉, 𝜂) üçlüsüne 𝑀 üzerinde bir hemen hemen paradeğme 

yapısı ve bu yapı ile birlikte 𝑀 ye bir hemen hemen paradeğme manifold denir (Yano & 

Kon, 1984) 

Teorem 3.1.1. 𝑀 üzerinde tanımlı (𝜑, 𝜉, 𝜂) hemen hemen paradeğme yapısı, her θ ∈

𝜒(𝑀) için  

i. 𝜑𝜉 = 0 (3.1.3.) 

ii. 𝜂(𝜑θ) = 0  (3.1.4.) 

iii. 𝑟𝑎𝑛𝑘𝜑 =  𝑛 − 1 (3.1.5.) 

eşitliklerini sağlar (Yano & Kon, 1984). 

Teorem 3.1.2. Bir 𝑛 −boyutlu hemen hemen paradeğme manifold (𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂) olsun. Bu du-

rumda M manifoldu üzerinde ∀θ ∈ 𝜒(𝑀) için, bir g yarı-Riemann metrik tensör alanı; 

𝑔(θ, 𝜉) = 𝜂(θ)  (3.1.6.) 

olacak şekilde vardır (Zamkovoy, 2009). 

Teorem 3.1.3. Bir hemen hemen paradeğme yarı-Riemann manifoldu (𝑀𝑛, 𝜑, 𝜉, 𝜂) üzerinde 

∀𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

i. 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜑𝜃2) = −𝑔(𝜃1, 𝜃2) +  𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)   (3.1.7.) 

ii. 𝜂(𝜃1) = 𝑔(𝜃1, 𝜉) (3.1.8.) 

iii. 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) = 0 (3.1.9.) 
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özelliklerini sağlayacak şekilde bir 𝑔 yarı-Riemann metriği vardır (Zamkovoy, 2009). 

Tanım 3.1.2.  (𝑀𝑛, 𝜑, 𝜉, 𝜂) dörtlüsü bir hemen hemen paradeğme manifold olsun (3.1.7.) ve 

(3.1.8.) koşullarını sağlayan g yarı-Riemann metriğine (𝑀𝑛, 𝜑, 𝜉, 𝜂) üzerinde hemen hemen 

paradeğme metrik, (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına da hemen hemen paradeğme metrik yapı ve 

(𝑀𝑛, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) beşlisine de hemen hemen paradeğme metrik manifold denir (Zamkovoy, 

2009). 

Tanım 3.1.3. M üzerinde bir (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen paradeğme metrik yapısı verilsin. 

∀ 𝜃1, 𝜃2  ∈  𝜒(𝑀) için; 

Ω(𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2)  (3.1.10.) 

şeklinde tanımlı anti simetrik Ω dönüşümüne (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen paradeğme metrik 

yapısının temel 2 −formu denir (Zamkovoy, 2009). 

Sonuç 3.1.1. 𝑀𝑛 yarı-Riemann manifoldu olsun. Ω temel 2-form ters simetriktir ve (2.2.1) 

yardımıyla; 

𝜂 ∧ Ω ≠ 0 (3.1.11.) 

dir. 

 

 

 

 

 

 

 



 

11 

 

 

4. LP SASAKİAN MANİFOLDLARDA SOLİTON TİPLERİ 

4.1. LP Sasakian Manifoldlar 

Bir 𝑛 −boyutlu M Lorentzian manifoldu bir parakompakt Hausdorff manifold ile bir g 

Lorentzian metriğinin birleşimidir. g Lorentz metriği M manifoldu üzerinde tanımlı (0,2) 

tipinde bir simetrik tensör alanıdır, öyle ki, herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀 noktası için, tensör 

𝑔𝑝: 𝑇𝑝𝑀 × 𝑇𝑝𝑀 → ℝ sonucunun işareti (−,+,… ,+) olup, non-degeneredir. Burada 𝑇𝑝𝑀,

𝑀 nin p deki tanjant vektör uzayı ve ℝ reel sayılar uzayıdır. Sıfırdan farklı bir 𝜐 ∈ 𝑇𝑝𝑀 

vektörü 𝑔𝑝(𝜈, 𝜈) < 0 (sırasıyla, ≤ 0,= 0,> 0) şartlarını sağlıyorsa timelike (sırasıyla non- 

spacelike, null, spacelike) şeklinde adlandırılır (O'Neill B. , 1983). 

Bir 𝑛 −boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu hemen hemen paradeğme yapı (𝜑, 𝜉, 𝜂) 

olarak adlandırılması için; 𝜑, (1,1) tipinde bir tensör alanı, 𝜉 bir timelike kontravariant birim 

vektör alanı ve 𝜂, bir 1 −form olmak üzere M deki herhangi bir θ vektör alanı için;  

i. 𝜂(𝜉) = −1  (4.1.1.) 

ii. 𝜑2θ = θ + 𝜂(θ)𝜉 (4.1.2.) 

eşitliklerini sağlamalıdır (Matsumoto, 1989). 

Bir 𝑛 −boyutlu Lorentzian manifoldunda (𝜑, 𝜉, 𝜂) yapısı aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 

i. 𝜑 ∘ 𝜉 = 0  (4.1.3.) 

ii. 𝜂 ∘ 𝜑 = 0  (4.1.4.) 

iii. 𝑟𝑎𝑛𝑘𝜑 = 𝑛 − 1  (4.1.5.) 

Her 𝜃1, 𝜃2 vektör alanları için 𝜉 yi bir timelike birim vektör alanı yapan bir 𝑔 Lorentz met-

riği; 

i. 𝜂(𝜃1) = 𝑔(𝜃1, 𝜉)  (4.1.6.) 

ii. 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜑𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) (4.1.7.) 

iii. (∇𝜃1𝜑)(𝜃2) = 𝑔(𝜃1, 𝜃2)𝜉 + 𝜂(𝜃2)𝜃1 + 2𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)𝜉 (4.1.8.) 

eşitliklerini sağlar (Matsumoto & Mihai, 1988). 
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(4.1.6.) ve (4.1.7.) eşitliklerini sağlayan g metriği, verilen hemen hemen paradeğme yapıyla 

birleştirilmiş bir Lorentz metriği olarak adlandırılır. 

(𝜑, 𝜉, 𝜂) hemen hemen paradeğme yapısıyla birleştirilmiş bir Lorentz metriği 𝑔 olmak üzere; 

𝑀, (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen paradeğme yapısıyla diferansiyellenebilir bir manifold ise 𝑀𝑛 

nin Lorentz anlamında hemen hemen paradeğme (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) metrik yapısına sahip olduğunu 

söyleriz ve 𝑀𝑛, (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) metrik yapısıyla birlikte Lorentz anlamında hemen hemen para-

değme manifold (kısaca LAP-manifold) olarak adlandırılır.  

(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  metrik yapısıyla tanımlı bir 𝑀𝑛 LAP-Manifoldu üzerindeki her 𝜃1, 𝜃2 vektör 

alanı için 

i. Ω(𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) (4.1.9.) 

ii. Ω(𝜃1, 𝜃2) = Ω(𝜃2, 𝜃1) (4.1.10.) 

eşitliklerini sağlayan (0,2) tipinde simetrik bir Ω tensör alanı tanımlansın. 

Eğer (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısıyla tanımlı bir LAP-manifold 

Ω(𝜃1, 𝜃2) =
1

2
{(∇𝜃1𝜂)(𝜃2) + (∇𝜃2𝜂)(𝜃1)} (4.1.11.) 

eşitliğini sağlıyorsa Lorentz anlamında paradeğme manifold (kısaca LP-manifold) olarak 

adlandırılır ve (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına da Lorentz anlamında paradeğme yapı denir. Burada ∇, g 

Lorentz metriğine göre kovaryant türev operatörünü gösterir. 

Bir LAP-manifoldu (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısıyla; 

(∇𝜃3Ω)(𝜃1, 𝜃2) = 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃1) + 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2)  

+2𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃3)   (4.1.12.) 

eşitliğini sağlıyorsa bir Lorentz anlamında normal paradeğme manifold veya Lorentz anla-

mında para-Sasakian (kısaca LP-Sasakian) manifoldu olarak adlandırılır. Bir LP-Sasakian 

manifoldda 𝜂 vektör alanı kapalıdır (De & Shaikh, 2009). 

Ayrıca bir 𝑛 −boyutlu Lorentz manifoldu (𝑀𝑛, 𝑔); 

(∇𝜃1∇𝜃2  η)(𝜃3) = 𝑔(𝜃1, 𝜃2)𝜂(𝜃3) + 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2)  

+2𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃3) (4.1.13.) 
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eşitliğini sağlayan, bir timelike birim vektör alanı olan 𝜉 ye ve bir kapalı 1 −form olan 𝜂 ye 

sahip ise 𝑀𝑛 bir LP-Sasakian yapıya sahiptir. 

Yine sabit eğriliğe sahip LP-Sasakian manifolduna, LP-Sasakian uzay formu denir. 

Bir 𝑛 −boyutlu 𝑀𝑛(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) LP-Sasakian manifoldunda aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜉) = 𝜂(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3)  

= 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃1) − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2)  (4.1.14.) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃1)𝜃2 = 𝑔(𝜃1, 𝜃2)𝜉 − 𝜂(𝜃2)𝜃1 (4.1.15.) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉 = 𝜂(𝜃2)𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜃2 (4.1.16.) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃1)𝜉 = 𝜃1 + 𝜂(𝜃1)𝜉  (4.1.17.) 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜉) = (𝑛 − 1)𝜂(𝜃1) (4.1.18.) 

𝑅𝑖𝑐(𝜑𝜃1, 𝜑𝜃2) = 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + (𝑛 − 1)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) (4.1.19.) 

𝜑(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3) = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 2[𝜂(𝜃2)𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜃2]𝜂(𝜃3)  

+2[𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2) − 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃1)]𝜉 + Ω(𝜃1, 𝜃3)𝜑𝜃2  

−Ω(𝜃2, 𝜃3)𝜑𝜃1 + 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 (4.1.20.) 

burada 𝑅𝑐𝑢𝑟 , (1,3) tipindeki eğrilik tensörü 𝑅𝑖𝑐 ise (0,2) tipinde Ricci tensörüdür (De & 

Shaikh, 2009).  

Ayrıca 𝜂 vektör alanı bir LP-Sasakian manifoldda kapalı olduğundan her 𝜃1, 𝜃2 vektör alanı 

için 

(∇𝜃1𝜂)(𝜃2) = Ω(𝜃1, 𝜃2)  (4.1.21.) 

Ω(𝜃1, 𝜉) = 0  (4.1.22.) 

∇𝜃1𝜉 = 𝜑𝜃1  (4.1.23.) 

eşitliklerine sahiptir (Matsumoto & Mihai, 1988). 

4.2. Soliton Tipleri 

Tanım 4.2.1. Bir değme metrik yapısı (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) olan 𝑛 −boyutlu manifold 𝑀 olsun. Eğer 

𝑅𝑖𝑐 Ricci tensörü için, 
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𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = 𝑎𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝑏𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)  (4.2.2) 

eşitliği sağlanıyorsa, 𝑀 ye 𝜂 −Einstein manifold adı verilir. Burada  𝑎 ve 𝑏, 𝑀 üzerinde birer 

sabittir (Blaga & Crasmareanu, 2017). 

Tanım 4.2.2. Bir değme metrik yapısı (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) olan 𝑛 −boyutlu manifold 𝑀 olsun. Eğer 

𝑅𝑖𝑐 Ricci tensörü için, 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = 𝑎𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝑏𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) + 𝑐𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) (4.2.3) 

eşitliği sağlanıyorsa, 𝑀 ye pseudo 𝜂 −Einstein manifold adı verilir. Burada  𝑎, 𝑏 ve 𝑐, 𝑀 

üzerinde birer sabittir (Hui & Chakraborty, 2017). 

Tanım 4.2.3. Bir 𝑛 − boyutlu Riemann manifoldu (𝑀, 𝑔)  üzerinde 𝜑𝑡:𝑀
𝑛 → 𝑀𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝜀) 

ve 𝜀 > 0 için diffeomorfizmlerin 1 −parametreli ailesi olmak üzere 𝜆 ∈ 𝑅, 𝜌(𝑡) = 2𝜆(1 −

𝑡) için elde edilen 𝑔(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝜑𝑡
∗𝑔0 metrik tensörlerinin 

𝜕

𝜕𝑡
𝑔(𝑡) = −2𝑅𝑖𝑐𝑔(𝑡),  (4.2.4) 

𝑔(0) = 𝑔0,    (4.2.5) 

Ricci flow (akış) denklemini sağlayan bir çözümüne Ricci soliton manifoldu denir (Açıkgöz 

Kaya, 2017). 

Bir genelleştirilmiş Einstein manifoldu, tam bir 𝑉 vektör alanına sahip bir Riemann mani-

foldu gibi 

𝐿𝑉𝑔 + 2𝑅𝑖𝑐 + 2𝜆𝑔 = 0  (4.2.6) 

denklemini sağlıyor ise bir (𝑀, 𝑔, 𝜆) hemen hemen Ricci soliton olarak adlandırılır. Burada 

𝐿 Lie türevi, 𝑅𝑖𝑐 Ricci tensörü ve 𝜆 bir diferansiyellenebilir fonksiyondur. Eğer 𝜆 sırasıyla, 

negatif, sıfır ya da pozitif ise hemen hemen Ricci soliton daralan (shrinking), durağan (ste-

ady) ya da genişleyen (expanding) olarak adlandırılır (Hui & Chakraborty, 2017). 

Cho ve Kimura tarafından da  𝜂 −Ricci solitonlar ortaya konulmuştur. Bir 𝜂 −Ricci soliton 

𝐿𝑉𝑔 + 2𝑅𝑖𝑐 + 2𝜆𝑔 + 2𝜇𝜂⨂𝜂 = 0  (4.2.7) 

şeklinde tanımlanır (Cho & Kimura, 2009). 

4.3. Ricci soliton şartını sağlayan LP-Sasakian manifoldlar 

Bu altbölümde, bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold M üzerinde ilk önce Ricci solito-

nun daralan olduğu gösterildi. Daha sonra Ricci soliton denklemini sağlayan M manifoldu 
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üzerinde, sırasıyla konformal flat, projektif flat, konharmonik flat ve konsirküler flat olma 

özelliği ile elde edilen karakterizasyonlar sonuç olarak verilmiştir. 

Teorem 4.3.1. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 üzerinde bir Ricci Soli-

ton daralan (shrinking) olur. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. (𝑀, 𝑔, 𝜆) bir Ricci Soliton ise 

(4.2.6) denklemini kullanarak ∀ 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀)için 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0 (4.3.1) 

dır. (4.3.1) denkleminden,  

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.2) 

yazarız. (4.3.2) denkleminde 𝑉 = 𝜉alınırsa 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.3) 

elde edilir. (4.1.23.) denklemini (4.3.3) de kullanırsak 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.4) 

elde ederiz. Böylece (4.1.9) ve (4.1.10) yardımıyla, 

2𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.5) 

ve 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = −𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) − 𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2), (4.3.6) 

dir. Böylece, 

𝑄𝜃1 = −𝜑𝜃1 − 𝜆𝜃1 (4.3.7) 

elde ederiz. Şimdi (4.3.6) da 𝜃1 = 𝜑𝜃1 ve 𝜃2 = 𝜑𝜃2 alınırsa 

𝑔(𝜑(𝜑𝜃1), 𝜑𝜃2) + 𝑅𝑖𝑐(𝜑𝜃1, 𝜑𝜃2) + 𝜆𝑔(𝜑𝜃1, 𝜑𝜃2) = 0, (4.3.8) 

dir. (4.1.2.), (4.1.7.) ve (4.1.19.) denklemleri yardımıyla 

𝑔(𝜃1 + 𝜂(𝜃1)𝜉, 𝜑𝜃2) + 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + (𝑛 − 1)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)  

+𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝜆𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0 (4.3.9) 

elde edilir. Bu denklemi (4.3.6), (4.1.9) ve (4.1.10)  yardımıyla düzenlersek, 
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−𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) − 𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + (𝑛 − 1 + 𝜆)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)  

+𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0 (4.3.10) 

olur. Böylece  

(𝑛 − 1 + 𝜆)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0 (4.3.11) 

sonucuna ulaşırız. O halde 

(𝑛 − 1 + 𝜆) = 0, (4.3.12) 

ve 

𝜆 = 1 − 𝑛, (4.3.13) 

elde edilir. 

Böylece  𝑛 > 1 için 𝜆 < 0 olacağından Ricci soliton daralan (shrinking) dır. 

Teorem 4.3.2. Bir (𝑀, 𝑔, 𝜆)  Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian mani-

fold 𝑀, konformal flat ise 𝑀 bir  𝜂 −Einstein manifolddur. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldunun Ricci soliton şar-

tını sağladığını göz önüne alarak (1.23) te verilen konformal eğrilik tensörü ifadesinde  

(4.3.6) ve (4.3.7)  eşitlikleri uygulanırsa ∀𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝐶(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3

−
1

𝑛 − 2
[
𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃3)𝜃2
+𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜑𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜑𝜃2

] 
 

−(
𝜏 + 2𝜆(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
) [𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 − 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1] (4.3.14) 

olur. Şimdi M manifoldu konformal flat olsun. Bu durumda, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2) 𝜃3 =
1

𝑛 − 2
[
𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃3)𝜃2
+𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜑𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜑𝜃2

]  

−(
𝜏 + 2𝜆(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
) [𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 − 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1] (4.3.15) 

dir. (4.3.15) de 𝜃3 = 𝜉 alınırsa, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉 =
1

𝑛 − 2
[
𝑔(𝜑𝜃2, 𝜉)𝜃1 − 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜉)𝜃2
+𝑔(𝜃2, 𝜉)𝜑𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜉)𝜑𝜃2

]  
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−(
𝜏 + 2𝜆(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
) [𝑔(𝜃1, 𝜉)𝜃2 − 𝑔(𝜃2, 𝜉)𝜃1] (4.3.16) 

Böylece (4.1.16), (4.1.4) ve (4.1.6)  dan,  

1

𝑛 − 2
[𝜂(𝜃2)𝜑𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜑𝜃2] =  

(
𝜏 + 2𝜆(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
+ 1) [𝜂(𝜃1)𝜃2 − 𝜂(𝜃2)𝜃1] (4.3.17) 

elde edilir. Bu eşitlik 𝜃4 ile çarpılırsa, 

1

𝑛 − 2
[𝜂(𝜃2)𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃4) − 𝜂(𝜃1)𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃4)] =  

(
𝜏 + 2𝜆(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
+ 1) [𝜂(𝜃1)𝑔(𝜃2, 𝜃4) − 𝜂(𝜃2)𝑔(𝜃1, 𝜃4)] (4.3.18) 

sonucuna ulaşırız. (4.3.18) denkleminde 𝜃1 = 𝜉 alınıp, (4.1.16), (4.1.1), (4.1.3) ve  (4.1.4) 

eşitlikleri kullanılarak düzenlenirse, 

1

𝑛 − 2
𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃4) = (

𝜏 + 2𝜆(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
+ 1) [−𝑔(𝜃2, 𝜃4) − 𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4)] (4.3.19) 

elde edilir. Böylece (4.3.6) eşitliği yardımıyla, 

𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃4) = (
𝜏

(𝑛 − 1)
+ 𝜆 − 𝑛 + 2) 𝑔(𝜃2, 𝜃4)  

+(
𝜏

(𝑛 − 1)
+ 2𝜆 − 𝑛 + 2) 𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4) (4.3.20) 

elde edilir. Bu ise  𝑀 nin bir 𝜂 −Einstein manifold olduğunu gösterir. 

Teorem 4.3.3. Bir (𝑀, 𝑔, 𝜆)  Ricci Soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian mani-

fold 𝑀 projektif flat ise 𝑀 bir 𝜂 − Einstein manifolddur. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldunun Ricci soliton şar-

tını sağladığını göz önüne alırsak, (1.24) ile verilen projektif eğrilik tensörü (4.3.6) yardı-

mıyla ∀𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝑃(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 −
1

𝑛 − 1
[
−𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜃1 + 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃3)𝜃2
−𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 + 𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2

] (4.3.21) 

ile tanımlıdır. 𝑀 manifoldu projektif flat olsun. Bu durumda, (4.3.21) eşitliğinde 𝑃 = 0 

olacağından, 
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𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 =
1

𝑛 − 1
[
−𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜃1 + 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃3)𝜃2
−𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 + 𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2

] (4.3.22) 

elde edilir. (4.3.22) de 𝜃1 = 𝜉 alınıp (4.1.3) ve (4.1.3) eşitlikleri uygulanırsa, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3 =
1

𝑛 − 1
[

−𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜉

−𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜉 + 𝜆𝜂(𝜃3)𝜃2
], (4.3.23) 

olur. (4.3.23) denklemini 𝜉 ile çarparsak  

𝜂(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3) =
1

𝑛 − 1
[

𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)

+𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃3) + 𝜆𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃2)
], (4.3.24) 

elde edilir. (4.1.15) eşitliğinden, 

−𝑔(𝜃2, 𝜃3) − 𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃2) =
1

𝑛 − 1
[

𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)

+𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃3) + 𝜆𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃2)
], (4.3.25) 

olur. Böylece, 

𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3) = −(𝑛 − 1 + 𝜆)[𝑔(𝜃2, 𝜃3) + 𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃2)], (4.3.26) 

elde edilir. Böylece (4.3.6) eşitliği kullanılarak 

𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3) = (𝑛 − 1)g(𝜃2, 𝜃3) + (𝑛 − 1 + 𝜆)𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃3), (4.3.27) 

sonucuna ulaşılır. Bu ise  𝑀 nin bir 𝜂 − Einstein manifold olduğunu gösterir. 

Teorem 4.3.4. Bir (𝑀, 𝑔, 𝜆)  Ricci Soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian mani-

fold 𝑀 konharmonikal flat ise 𝑀 bir 𝜂 − Einstein manifolddur. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldunun Ricci soliton şar-

tını sağladığını göz önüne alırsak konharmonikal eğrilik tensörü ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝐶̅(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3

−
1

𝑛 − 2
[
𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2
+𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑄𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝑄𝜃2

], 
(4.3.28) 

ile tanımlıdır. 𝑀 manifoldu konharmonik flat olsun. Bu durumda, (4.3.28) eşitliğinde 𝐶̅ =

0 olacağından, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 =
1

𝑛 − 2
[
𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2
+𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑄𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝑄𝜃2

], (4.3.29) 

elde edilir. (4.3.29) eşitliğinde 𝜃3 = 𝜉 alınıp (4.1.16), (4.3.6), (4.3.7), (4.1.9) ve (4.1.22) 

eşitlikleri uygulanırsa, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉 =
1

𝑛 − 2
[
2𝜆𝜂(𝜃1)𝜃2 − 2𝜆𝜂(𝜃2)𝜃1
+𝜂(𝜃1)𝜑𝜃2 − 𝜂(𝜃2)𝜑𝜃1

], (4.3.30) 
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ve 

𝜂(𝜃2)𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜃2 =
1

𝑛 − 2
[
2𝜆𝜂(𝜃1)𝜃2 − 2𝜆𝜂(𝜃2)𝜃1
+𝜂(𝜃1)𝜑𝜃2 − 𝜂(𝜃2)𝜑𝜃1

], (4.3.31) 

elde edilir. (4.3.31) eşitliğinde  𝜃1 = 𝜉 alınarak (4.1.1) ve (4.1.3) eşitlikleri uygulanırsa, 

𝜂(𝜃2)𝜉 + 𝜃2 =
1

𝑛 − 2
[−2𝜆𝜃2 − 2𝜆𝜂(𝜃2)𝜉 − 𝜑𝜃2], (4.3.32) 

olur. Bu eşitlik 𝜃4 ile çarpılarak (4.1.6) eşitliği uygulanıp düzenlenirse, 

𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4) + g(𝜃2, 𝜃4) =
1

𝑛 − 2
[
−2𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃4) − 2𝜆𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4)

−𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃4)
], (4.3.33) 

ve 

(
𝑛 − 2 + 2𝜆

𝑛 − 2
) [𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4) + g(𝜃2, 𝜃4)] = −

1

𝑛 − 2
𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃4), (4.3.34) 

elde edilir. Böylece (4.3.6) eşitliği kullanılarak 

(
𝑛 − 2 + 2𝜆

𝑛 − 2
) [𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4) + g(𝜃2, 𝜃4)]  

=
1

𝑛 − 2
[𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃4) + 𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃4)], (4.3.35) 

veya 

𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃4) = (𝑛 − 2 + 𝜆)𝑔(𝜃2, 𝜃4) + (𝑛 − 2 + 2𝜆)𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃4)] (4.3.36) 

sonucuna ulaşırız. Bu ise  𝑀 nin bir 𝜂 − Einstein manifold olduğunu gösterir. 

Teorem 4.3.5. Bir (𝑀, 𝑔, 𝜆)  Ricci Soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian mani-

fold 𝑀 konsirküler flat ise 𝑀 bir pseudo 𝜂 − Einstein manifolddur. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldunun Ricci soliton şar-

tını sağladığını göz önüne alırsak konsirküler eğrilik tensörü ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀)çin 

𝑍̌(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3  

+
𝜏

𝜆𝑛(𝑛 − 1)
[
𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 + 𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜃1
−𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 − 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃3)𝜃2

], (4.3.37) 

ile tanımlıdır. 𝑀 manifoldu konsirküler flat olsun. Bu durumda, (4.3.28) eşitliğinde 𝑍̌ = 0 

olacağından, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 =
𝜏

𝜆𝑛(𝑛 − 1)
[
−𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜃1
+𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3)𝜃2 + 𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃3)𝜃2

], (4.3.38) 
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 elde edilir. (4.3.38) eşitliğinde 𝜃1 = 𝜉 alınıp (4.1.3), (4.1.15) ve (4.1.18)  eşitlikleri uygu-

lanırsa, 

𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜉 − 𝜂(𝜃3)𝜃2 =
𝜏

𝜆𝑛(𝑛 − 1)
[
−𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3)𝜉 − 𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)𝜉

+(𝑛 − 1)𝜂(𝜃2)𝜃2
], (4.3.39) 

elde edilir. Bu son eşitlik 𝜉 ile çarpılarak (4.1.1) ve (4.1.6) eşitlikleri uygulanırsa, 

−𝑔(𝜃2, 𝜃3) − 𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃2) =
𝜏

𝜆𝑛(𝑛 − 1)
[
𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3) + 𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3)

+(𝑛 − 1)𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃3)
], (4.3.40) 

veya 

𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3) = −𝑔(𝜑𝜃2, 𝜃3) −
𝜆𝑛(𝑛 − 1)

𝜏
𝑔(𝜃2, 𝜃3)  

−(1 +
𝜏

𝜆𝑛
)
𝜆𝑛(𝑛 − 1)

𝜏
𝜂(𝜃2)𝜂(𝜃3), (4.3.41) 

sonucuna ulaşırız. Bu ise M manifoldunun pseudo 𝜂 − Einstein olduğunu gösterir. 

Teorem 4.3.6. 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 üzerinde 𝜂 −Ricci soliton denklemi 

sağlanmaz.  

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 üzerinde 𝜂 −Ricci soliton şartının sağlan-

dığını yani ∀ 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

(𝐿𝑉𝑔)(𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0 (4.3.42) 

denkleminin sağlandığını göz önüne alalım. Böylece 

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.43) 

dır. (4.3.43) denkleminde 𝑉 = 𝜉 alınırsa 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.44) 

elde edilir. (4.3.44.) denkleminde (4.1.23) eşitliğini kullanırsak, 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.45) 

elde ederiz. Böylece, 



 

21 

 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = −𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) − 𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) − 𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2), (4.3.46) 

elde edilir. (4.3.46) eşitliğinde 𝜃2 = 𝜉 alınırsa 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜉) = −(𝜆 − 𝜇)𝜂(𝜃1), (4.3.47) 

𝑛 − 1 = −(𝜆 − 𝜇), (4.3.48) 

sonucuna ulaşılır. (4.3.13) denklemi yardımı ile 𝜆 = 1 − 𝑛 olduğundan 𝜇 = 0 elde ederiz. 

Böylece bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 üzerinde 𝜂 −Ricci soliton denklemi sağ-

lanmaz.  

Teorem 4.3.7. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldu konsirküler 

flat ise 𝑀, Einstein manifolddur. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. konsirküler eğrilik tensörü, 

∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝑍̌(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3  

−
𝜏

𝑛(𝑛 − 1)
[𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2], (4.3.49) 

ile tanımlıdır. 𝑀 manifoldu konsirküler flat ise 𝑍̌(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 0 olur. Bu durumda, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 =
𝜏

𝑛(𝑛 − 1)
[𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜃1 − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜃2], (4.3.50) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafının 𝜃4 ile iç çarpımı alınırsa, metriğin özellikle-

rinden, 

𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) =  

𝜏

𝑛(𝑛 − 1)
[𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑔(𝜃1, 𝜃4) − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜃4)], (4.3.51) 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝜃1 = 𝜃4 = 𝑒𝑖 alınırsa  

𝑅𝑖𝑐(𝜃2, 𝜃3) =
𝜏

𝑛
𝑔(𝜃2, 𝜃3) (4.3.52) 

sonucuna varılır. Bu ise  𝑀 nin bir Einstein manifold olduğunu gösterir. 

O halde  𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu konsirküler flat ise 𝑀, Einstein manifold-

dur. 
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Teorem 4.3.8. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldu konsirküler 

flat ise 𝑀 üzerindeki Ricci Soliton için 𝜆 = −
𝜏

𝑛
 dir. 

İspat: Bir 𝑛 − boyutlu 𝑀, LP-Sasakian manifoldu, konsirküler flat ve (𝑀, 𝑔, 𝜆) bir Ricci 

Soliton olsun. Bu durumda (4.2.5) ve  (4.3.52) denklemlerinden ∀ 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.53) 

ve  

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) =
𝜏

𝑛
𝑔(𝜃1, 𝜃2), (4.3.54) 

eşitliklerini sağlanır. Bu durumda, (4.3.53) denkleminde (4.3.54) ü yazarak düzenlendi-

ğinde, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2
𝜏

𝑛
𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.55) 

ve 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.56) 

olur. (4.3.56) eşitliğinden, 

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.57) 

elde edilir. Bu ifadede 𝑉 = 𝜉 alınırsa, 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.58) 

dir. Bu ifadede (4.1.23), (4.1.9) ve (4.1.10) eşitlikleri kullanılarak eşitlik düzenlenirse, 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) = 0, (4.3.59) 

olur. Burada 𝜃2 = 𝜉 alınarak (4.1.9) ve (4.1.22) eşitlikleri uygulanırsa, 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜉) + (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜉) = 0, (4.3.60) 

ve 

(
𝜏

𝑛
+ 𝜆) 𝜂(𝜃1) = 0, (4.3.61) 

dır. Böylece, 

𝜆 = −
𝜏

𝑛
 (4.3.62) 
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sonucuna ulaşılır. O halde 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu konsirküler flat ise 𝑀 

üzerindeki Ricci Soliton için 𝜆 = −
𝜏

𝑛
 dir. 

Teorem 4.3.9. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldu projektif flat 

ise 𝑀 üzerindeki bir 𝜂 - Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 dir. 

İspat: Bir 𝑛 − boyutlu 𝑀, LP-Sasakian manifoldu, projektif flat ve (𝑀, 𝑔, 𝜆, 𝜇) bir 𝜂 - 

Ricci Soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve  (4.2.12) denklemlerinden ∀ 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝑌) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝑌) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝑌) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝑌) = 0, (4.3.63) 

ve  

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = (𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2), (4.3.64) 

eşitlikleri sağlanır. Bu durumda, (4.3.63) de (4.3.64) ü yazarak düzenlersek, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2(𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.65) 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2(𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.66) 

elde edilir. Bu denklemden, 

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2(𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.67) 

olur. (4.3.67) de 𝑉 = 𝜉 alınırsa, 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2(𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0,  (4.3.68) 

eşitliği oluşur. (4.3.68) eşitliğinde (4.1.9) ve (4.1.10) eşitlikleri kullanılarak eşitlik düzenle-

nirse, 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) + 2(𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.69) 

2𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 2(𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.70) 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + (𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.71) 

dir. (4.3.70) eşitliğinde 𝜃2 = 𝜉 alınarak (4.1.9) ve (4.1.22) eşitlikleri dikkate alınırsa, 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜉) + (𝜆 + 𝑛 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜉) + 𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜉) = 0, (4.3.72) 
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(𝜆 + 𝑛 − 1 − 𝜇)𝜂(𝜃1) = 0, (4.3.73) 

𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 (4.3.74) 

sonucuna varılır. O halde 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu projektif flat ise 𝑀 üzerin-

deki 𝜂 - Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 dir. 

Teorem 4.3.10. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldu konharmoni-

kal flat ise 𝑀 üzerindeki bir 𝜂 - Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 dir. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu 𝑀, LP-Sasakian manifoldu, konharmonikal flat ve (𝑀, 𝑔, 𝜆, 𝜇) bir 𝜂 

- Ricci Soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve  (4.2.15) denklemlerinden ∀ 𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) 

için, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.76) 

ve  

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = −𝑔(𝜃1, 𝜃2) − 𝑛 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2), (4.3.77) 

eşitlikleri sağlanır. Bu durumda, (4.3.76) te (4.3.77) i yazarak düzenlersek, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2(𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2(𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.78) 

eşitliği elde edilir. Bu denklemden, 

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2(𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2(𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.79) 

elde edilir. Burada 𝑉 = 𝜉 alınarak (4.1.23) eşitliği yardımıyla eşitliği düzenlenirse, 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2(𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2(𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.80) 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) + 2(𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2(𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.81) 

2𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 2(𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2(𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.82) 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + (𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + (𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0,  (4.3.83) 

olur. Bu ifadede 𝜃2 = 𝜉 alınarak (4.1.9), (4.1.22) ve (4.1.1) eşitlikleri uygulanırsa, 
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𝑔(𝜑𝜃1, 𝜉) + (𝜆 − 1)𝑔(𝜃1, 𝜉) + (𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜉) = 0, (4.3.84) 

(𝜆 − 1)𝜂(𝜃1) + (𝜇 − 𝑛)𝜂(𝜃1)(−1) = 0, (4.3.85) 

(𝜆 − 1 − 𝜇 + 𝑛)𝜂(𝜃1) = 0, (4.3.86) 

dır. Böylece, 

𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 (4.3.87) 

sonucuna ulaşılır.  

O halde 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu konharmonikal flat ise 𝑀 üzerindeki 𝜂 - 

Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 dir. 

Teorem 4.3.11. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldu konsirküler 

flat ise 𝑀 üzerindeki bir 𝜂 - Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = −
𝜏

𝑛
 dir. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu 𝑀, LP-Sasakian manifoldu, konsirküler flat ve (𝑀, 𝑔, 𝜆) bir 𝜂 - 

Ricci soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve  (4.3.71) denklemlerinden ∀𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.88) 

ve  

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) =
𝜏

𝑛
𝑔(𝜃1, 𝜃2), (4.3.89) 

eşitlikleri sağlanır. (4.3.88) denkleminde (4.3.89) yi yazarak düzenlediğimizde, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.90) 

olur. Bu denklemden, 

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.91) 

elde edilir. (4.3.91) ifadesinde 𝑉 = 𝜉 alıp (4.1.23) yardımıyla eşitliği düzenlersek, 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.92) 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃2) + 2 (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0 (4.3.93) 
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𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + (
𝜏

𝑛
+ 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.94) 

ifadesi elde edilir. (4.3.94) ifadesinde 𝜃2 = 𝜉 alınarak (4.1.9), (4.1.22) ve (4.1.1) eşitlikleri 

uygulanıp düzenlenirse, 

(
𝜏

𝑛
+ 𝜆) 𝜂(𝜃1) + 𝜇𝜂(𝜃1)(−1) = 0, 

(4.3.95) 

(
𝜏

𝑛
+ 𝜆 − 𝜇)𝜂(𝜃1) = 0, 

(4.3.96) 

olur. Böylece, 

𝜆 − 𝜇 = −
𝜏

𝑛
 (4.3.97) 

sonucuna ulaşılır.  

O halde 𝑛-boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu konsirküler flat ise 𝑀 üzerindeki bir 𝜂 − 

Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = −
𝜏

𝑛
  dir. 

Teorem 4.3.12. Bir 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifold 𝑀 olsun. 𝑀 manifoldu konformal 

flat ise 𝑀 üzerindeki bir 𝜂 −Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛  dir. 

İspat: Bir 𝑛 −boyutlu 𝑀, LP-Sasakian manifoldu, konformal flat ve (𝑀, 𝑔, 𝜆) bir 𝜂 −Ricci 

Soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve  (4.3.19) denklemlerinden ∀𝜃1, 𝜃2 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.98) 

ve  

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = (
𝜏

𝑛 − 1
− 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + (

𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛) 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2), (4.3.99) 

eşitlikleri sağlanır. Bu durumda, (4.3.98) denkleminde (4.3.99) u yazarak düzenlersek, 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2 (
𝜏

𝑛 − 1
− 1)𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2 (

𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛) 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2)  

+2𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2𝜇𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.100) 

𝐿𝑉𝑔(𝜃1, 𝜃2) + 2 (
𝜏

𝑛 − 1
− 1 + 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2(
𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛 + 𝜇)𝜂(𝜃1)𝜂(𝑌) = 0, (4.3.101) 

eşitliği elde edilir. Be denklemden, 

𝑔(∇𝜃1𝑉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝑉) + 2 (
𝜏

𝑛 − 1
− 1 + 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  
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+2(
𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛 + 𝜇)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.102) 

elde edilir. (4.3.102) eşitliğinde 𝑉 = 𝜉 alarak (4.1.23) yardımıyla eşitliği düzenlersek, 

𝑔(∇𝜃1𝜉, 𝜃2) + 𝑔(𝜃1, ∇𝜃2𝜉) + 2 (
𝜏

𝑛 − 1
− 1 + 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+2(
𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛 + 𝜇)𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.103) 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜃2) + (
𝜏

𝑛 − 1
− 1 + 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃2)  

+(
𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛 + 𝜇) 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜃2) = 0, (4.3.104) 

ifadesine ulaşılır. (4.3.123) eşitliğinde 𝜃2 = 𝜉 alınarak (4.1.6) ve (4.1.1) eşitlikleri uygulan-

dığında, 

𝑔(𝜑𝜃1, 𝜉) + (
𝜏

𝑛 − 1
− 1 + 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜉)  

+(
𝜏

𝑛 − 1
− 𝑛 + 𝜇) 𝜂(𝜃1)𝜂(𝜉) = 0, (4.3.105) 

(
𝜏

𝑛 − 1
− 1 + 𝜆 −

𝜏

𝑛 − 1
+ 𝑛 − 𝜇)𝜂(𝜃1) = 0, (4.3.106) 

−1 + 𝜆 + 𝑛 − 𝜇 = 0, (4.3.107) 

olur. Böylece, 

𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛 (4.3.108) 

sonucuna ulaşılır.  

O halde 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu konformal flat ise 𝑀 üzerindeki bir 

𝜂 −Ricci Soliton için 𝜆 − 𝜇 = 1 − 𝑛  dir. 

Örnek: 

 ℝ3de standart koordinatlar (𝑥, 𝑦, 𝑧) olmak üzere 𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑧 ≠ 0} de 

{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} lineer bağımsız vektör alanlarını, 

𝑒1 = 𝑒
𝑧
𝜕

𝜕𝑦
, 𝑒2=𝑒

𝑧 (
𝜕

𝜕𝑥
+
𝜕

𝜕𝑦
), 𝑒3 =

𝜕

𝜕𝑧
, (4.3.109) 

ile tanımlayalım. 𝑔 Lorenz metriğini  

𝑔(𝑒1, 𝑒1) = 𝑔(𝑒2, 𝑒2) = −𝑔(𝑒3, 𝑒3) = 1,  

𝑔(𝑒1, 𝑒2) = 𝑔(𝑒2, 𝑒3) = 𝑔(𝑒3, 𝑒1) = 0, (4.3.110) 
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şeklinde, 𝜉 vektör alanını 𝜉 = 𝑒3 ve bir 𝜂, 1 −formunu ise ∀ 𝜃 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝜂(𝜃) =

𝑔(𝜃, 𝑒3) ile 𝜑, (1,1) −tensör alanını 𝜑𝑒1 = −𝑒1,   𝜑𝑒2 = −𝑒2,   𝜑𝑒3 = 0 şeklinde tanımla-

yalım. Levi-Civita koneksiyonu   olmak üzere 

[𝑒1, 𝑒2] = 0, [𝑒1, 𝑒3] = −𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = −𝑒2, (4.3.111) 

dır. 𝑔 Lorenz metriğinde ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀)için,  

2𝑔(∇ 𝜃1𝜃2, 𝜃3) =  𝜃1𝑔(𝜃2, 𝜃3) + 𝜃2𝑔(𝜃3,  𝜃1) − 𝜃3𝑔( 𝜃1, 𝜃2)  

−𝑔( 𝜃1, [𝜃2, 𝜃3]) − 𝑔(𝜃2, [ 𝜃1, 𝜃3]) + 𝑔(𝜃3, [𝜃1, 𝜃2]) (4.3.112) 

şeklinde tanımlanan Koszul formülünü kullanırsak, 

∇𝑒1𝑒1 = −𝑒3, ∇𝑒1𝑒2 = 0, ∇𝑒1𝑒3 = −𝑒1, 

(4.3.113) 

∇𝑒2𝑒1 = 0, ∇𝑒2𝑒2 = −𝑒3, ∇𝑒2𝑒3 = −𝑒2, 

∇𝑒3𝑒1 = 0, ∇𝑒3𝑒2 = 0, ∇𝑒3𝑒3 = 0, 

eşitlikleri elde edilir. (4.3.113) eşitlikleri yardımıyla  (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısının, 𝑀 üzerinde LP-

Sasakian yapı olduğu görülür. (Blaga A. , 2016), (Prasad & Srivastav, 2012). 

Şimdi (4.3.113) denklemi ile Riemann eğrilik tensörü 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒1, 𝑒2)𝑒1 = −𝑒2, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒1, 𝑒2)𝑒2 = 𝑒1, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒1, 𝑒2)𝑒3 = 0, 

(4.3.114) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒2, 𝑒3)𝑒1 = 0, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒2, 𝑒3)𝑒2 = −𝑒3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒2, 𝑒3)𝑒3 = −𝑒2, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒1, 𝑒3)𝑒1 = −𝑒3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒1, 𝑒3)𝑒2 = 0, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑒1, 𝑒3)𝑒3 = −𝑒1, 

şeklinde hesaplanır. 

Diğer yandan 𝑀 üzerinde Ricci soliton denkleminin sağlandığını göz önüne alalım. 

Bu durumda 

𝑅𝑖𝑐(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = −𝑔(𝜑𝑒𝑖, 𝑒𝑗) − 𝜆𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), (4.3.115) 

eşitliği yardımı ile 

𝑅𝑖𝑐(𝑒1, 𝑒1) = 1 − 𝜆, 𝑅𝑖𝑐(𝑒1, 𝑒2) = 0, 𝑅𝑖𝑐(𝑒1, 𝑒3) = 0,  

𝑅𝑖𝑐(𝑒2, 𝑒1) = 0, 𝑅𝑖𝑐(𝑒2, 𝑒2) = 1 − 𝜆, 𝑅𝑖𝑐(𝑒2, 𝑒3) = 0,  

𝑅𝑖𝑐(𝑒3, 𝑒1) = 0, 𝑅𝑖𝑐(𝑒3, 𝑒2) = 0, 𝑅𝑖𝑐(𝑒3, 𝑒3) = 𝜆, (4.3.116) 

elde ederiz. Ayrıca 3-boyutlu manifoldda projektif eğrilik tensörü 
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𝑃(𝜃𝑖 , 𝜃𝑗)𝜃𝑘 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃𝑖, 𝜃𝑗)𝜃𝑘 −
1

2
[𝑅𝑖𝑐(𝜃𝑗 , 𝜃𝑘)𝜃𝑖 − 𝑅𝑖𝑐(𝜃𝑖 , 𝜃𝑘)𝜃𝑗], (4.3.117) 

olduğundan, (4.3.114) ve (4.3.115) denklemlerini kullandığımızda  

𝑃(𝜃𝑖 , 𝜃𝑗)𝜃𝑘 = 0, (4.3.115) 

olacağından 𝑀 manifoldu projektif flat manifolddur. 

Şimdi Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifoldunda bazı simetri 

şartlarını inceleyelim. 

Teorem 4.3.13: Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifoldu 𝑀 olsun. 

𝑀 üzerinde 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0 şartı sağlanıyorsa 𝑀 bir Einstein manifolddur. 

İspat: Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu üzerinde 

𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0 şartı sağlansın. Bu durumda ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑖𝑐(𝜃3, 𝜃4) = 0 (4.3.122) 

yazılabilir. (1.15) dikkate alınarak bu eşitlik düzenlendiğinde, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑖𝑐( 𝜃3, 𝜃4) − 𝑅𝑖𝑐(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2) 𝜃3, 𝜃4)  

−𝑅𝑖𝑐( 𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.123) 

dir. Bu denklem 

𝑅𝑖𝑐(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2) 𝜃3, 𝜃4) + 𝑅𝑖𝑐( 𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.124) 

olarak yazılır. Böylece (4.3.6) eşitliği yardımıyla  

−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2) 𝜃3, 𝜑𝜃4) − 𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2) 𝜃3, 𝜃4)  

−𝑔(𝜑𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) − 𝜆𝑔( 𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.125) 

elde edilir. (4.3.125) denkleminde  𝜃3 = 𝜉 yazılırsa, 

−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉 , 𝜑𝜃4) − 𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉 , 𝜃4)  

−𝜆𝑔(𝜉 , 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.126) 

elde edilir. Bu denklemde (4.1.16) ve (4.1.15) uygulanarak düzenlenirse, 

−𝑔(𝜂(𝜃2)𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜃2, 𝜑𝜃4) − 𝜆𝑔(𝜂(𝜃2)𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜃2 , 𝜃4)  

−𝜆𝑔(𝜉 , 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.127) 
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−𝑔(𝜂(𝜃2)𝜃1, 𝜑𝜃4) + 𝑔(𝜂(𝜃1)𝜃2, 𝜑𝜃4) − 𝜆𝑔(𝜂(𝜃2)𝜃1 , 𝜃4)  

+𝜆𝑔(𝜂(𝜃1)𝜃2 , 𝜃4) − 𝜆[𝑔(𝜃2, 𝜃4)𝜂(𝜃1) − 𝑔(𝜃1, 𝜃4)𝜂(𝜃2)] = 0 (4.3.128) 

ifadesi oluşur. Bu ifadede 𝜃1 = 𝜉 yazılıp, (4.1.1), (4.1.6) ve (4.1.4) eşitlikleri dikkate alına-

rak düzenlenirse, 

𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃4) = 0 (4.3.129) 

sonucuna ulaşılır. Bu sonuç (4.3.6) eşitliğinde yerine yazılırsa 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃2) = −𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃2) (4.3.130) 

eşitliği elde edilir. Bu ise 𝑀 nin bir Einstein manifold olduğunu gösterir 

 O halde Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifoldu 𝑀 üzerinde 

𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0 şartı sağlanıyorsa 𝑀 bir Einstein manifolddur. 

Teorem 4.3.14: 𝜂 − Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifoldu 𝑀 

olsun. 𝑀 üzerinde 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0 şartı sağlanıyorsa 𝑀 bir Einstein manifolddur. 

İspat: 𝜂 − Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu üzerinde 

𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑅𝑖𝑐 = 0 şartı sağlansın. Bu durumda ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑖𝑐(𝜃3, 𝜃4) = 0 (4.3.131) 

denklemini 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑖𝑐(𝜃3, 𝜃4) − 𝑅𝑖𝑐(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)  

−𝑅𝑖𝑐(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.132) 

veya 

𝑅𝑖𝑐(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) + 𝑅𝑖𝑐(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.133) 

olarak yazabiliriz. Bu denklemde 𝜃3 = 𝜉 alırsak 

𝑅𝑖𝑐(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉, 𝜃4) + 𝑅𝑖𝑐(𝜉, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.134) 

veya 

𝑅𝑖𝑐(𝜂(𝜃2)𝜃1 − 𝜂(𝜃1)𝜃2, 𝜃4) + 𝑅𝑖𝑐(𝜉, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4) = 0 (4.3.135) 

elde ederiz. Tekrar 𝜃2 = 𝜉 kullanırsak 
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𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃4) = (𝜇 − 𝜆)𝑔(𝜃1, 𝜃4) (4.3.136) 

sonucuna ulaşırız. 

Teorem 4.3.15: Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifoldu 𝑀 olsun. 

𝑀 üzerinde 𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑃 = 0 şartı sağlanıyorsa 𝑀 bir Einstein manifolddur. 

İspat: Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu üzerinde 

𝑅𝑐𝑢𝑟 . 𝑃 = 0 şartı sağlansın. Bu durumda ∀ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4, 𝜃5 ∈ 𝜒(𝑀) için  

(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑃)(𝜃3, 𝜃4)𝜃5 = 0 (4.3.137) 

eşitliğini 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑃(𝜃3, 𝜃4)𝜃5 − 𝑃(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)𝜃5  

−𝑃(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4)𝜃5 − 𝑃(𝜃3, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5 = 0 (4.3.138) 

olarak yazabiliriz. Böylece, sırası ile, 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑃(𝜃3, 𝜃4)𝜃5 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃5  

−
1

𝑛 − 1
[
𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4
+𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3 − 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4

] (4.3.139) 

𝑃(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)𝜃5  

−
1

𝑛 − 1
[
𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑔(𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜃4
+𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜑𝜃4

] (4.3.140) 

𝑃(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4)𝜃5 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4)𝜃5  

−
1

𝑛 − 1
[
𝑔(𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜃5)𝜃3 − 𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4
+𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜃5)𝜑𝜃3 − 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4

] (4.3.141) 

𝑃(𝜃3, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5  

−
1

𝑛 − 1
[
𝑔(𝜑𝜃4, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜃3 − 𝑔(𝜑𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜃4
+𝑔(𝜃4, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜑𝜃3 − 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4

] (4.3.142) 

dır. Bu denklemleri kullanarak 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃5 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)𝜃5  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4)𝜃5 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5  
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−
1

𝑛 − 1

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4
+𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3 − 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4
−𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 𝑔(𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜃4
−𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜑𝜃4
−𝑔(𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜃5)𝜃3 + 𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4
−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜃5)𝜑𝜃3 + 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4
−𝑔(𝜑𝜃4, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜃3 + 𝑔(𝜑𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜃4
−𝑔(𝜃4, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜑𝜃3 + 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4]

 
 
 
 
 
 
 
 

= 0 (4.3.143) 

sonucuna ulaşırız. Böylece 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃5 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)𝜃5  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝑅(𝜃1, 𝜃2)𝜃4)𝜃5 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5  

−
1

𝑛 − 1
[

𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3 + 𝑔(𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜃4
−𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜑𝜃4
−𝑔(𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜃5)𝜃3 + 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃4
−𝑔(𝜑𝜃4, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜃3 + 𝑔(𝜑𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃5)𝜃4

] = 0 (4.3.144) 

dir. Bu denklemde 𝜃1 = 𝜉 alırsak 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃5 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)𝜃5  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃4)𝜃5 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃5  

−
1

𝑛 − 1
[

𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜑𝜃3 + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3, 𝜑𝜃5)𝜃4
−𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3 + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3, 𝜃5)𝜑𝜃4
−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃4, 𝜑𝜃5)𝜃3 + 𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜑𝜃4
−𝑔(𝜑𝜃4, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃5)𝜃3 + 𝑔(𝜑𝜃3, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃5)𝜃4

] = 0 (4.3.145) 

elde ederiz. O halde 

𝑔(𝜃2, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃5)𝜉 − 𝜂(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃5)𝜃2  

−𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃4)𝜃5 + 𝜂(𝜃3)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃2, 𝜃4)𝜃5  

−𝑔(𝜃2, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜉)𝜃5 + 𝜂(𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃2)𝜃5  

−𝑔(𝜃2, 𝜃5)𝜉 + 𝜂(𝜃5)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃2  

−
1

𝑛 − 1

[
 
 
 
 
𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃3)𝜉 − 𝜂(𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃5)𝜃4
−𝑔(𝜃4, 𝜃5)𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃2)𝜃3 + 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃5)𝜑𝜃4
−𝜂(𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜃5)𝜑𝜃4 + 𝜂(𝜃4)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃5)𝜃3
+𝑔(𝜃3, 𝜃5)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃4)𝜉 + 𝜂(𝜃5)𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃2)𝜃3
−𝜂(𝜃5)𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃2)𝜃4 ]

 
 
 
 

= 0 (4.3.146) 

sonucuna ulaşıp 𝜃5 = 𝜉 alırsak 
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𝑔(𝜃2, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃4)𝜉 + 𝜂(𝜃3)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃2, 𝜃4)𝜉  

+𝑔(𝜃2, 𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃3)𝜉 + 𝜂(𝜃4)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃2)𝜉  

−𝜂(𝜃2)𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜉 + 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃2  

−
1

𝑛 − 1
[

𝜂(𝜃4)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃3)𝜉 − 𝜂(𝜃4)𝜂(𝜃3)𝜑𝜃2
−𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜑𝜃4 − 𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃2)𝜑𝜃4
+𝜂(𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃4)𝜉 − 𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃2)𝜃3
+𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃2)𝜃4

] = 0 (4.3.147) 

denklemini elde ederiz. Bu denklemi de 𝜉 ile çarparsak 

𝑔(𝜃2, 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜉) + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃2, 𝜉)  

+
1

𝑛 − 1
[
−𝜂(𝜃4)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃3) − 𝜂(𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃4)
−𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃2)𝜂(𝜃3) + 𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃2)𝜂(𝜃4)

] = 0 (4.3.148) 

veya 

𝜂(𝜃4)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃3) + 𝜂(𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃4) + 𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃2)𝜂(𝜃3)  

−𝑔(𝜑𝜃3, 𝜃2)𝜂(𝜃4) = 0 (4.3.149) 

𝜂(𝜃3)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃4) = 0 (4.3.150) 

sonucunu elde ederiz. Böylece 

𝑔(𝜑𝜃4, 𝜃2) = 0 (4.3.151) 

dır. O halde M manifoldu bir Einstein manifold dur. 

Teorem 4.3.16: Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian manifoldu 𝑀 olsun. 

𝑀 üzerinde 𝑄. 𝑅𝑐𝑢𝑟 = 0 şartı sağlanıyorsa 𝑀 daralandır. 

İspat: Ricci soliton şartını sağlayan 𝑛 −boyutlu LP-Sasakian 𝑀 manifoldu üzerinde 

𝑄. 𝑅𝑐𝑢𝑟 = 0 şartı sağlansın. Bu durumda ∀𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ 𝜒(𝑀) için  

(𝑄𝑅𝑐𝑢𝑟)(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 0 (4.3.152) 

dır. Bu denklemi  

𝑄𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑄𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝑄𝜃2)𝜃3  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑄𝜃3 = 0 (4.3.153) 

olarak yazabiliriz. Bu eşitlikte 𝑄𝜃1 = −𝜑𝜃1 − 𝜆𝜃1 eşitliği dikkate alındığında 
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𝑄𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = −𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 (4.3.154) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝑄𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(−𝜑𝜃1 − 𝜆𝜃1, 𝜃2)𝜃3  

= −𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜑𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 (4.3.155) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝑄𝜃2)𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, −𝜑𝜃2 − 𝜆𝜃2)𝜃3  

= −𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜑𝜃2)𝜃3 − 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 (4.3.156) 

𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝑄𝜃3 = 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)(−𝜑𝜃3 − 𝜆𝜃3)  

= −𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3 − 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 (4.3.157) 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler yerine yazıldığında, 

−𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜑𝜃1, 𝜃2)𝜃3  

+𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 + 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜑𝜃2)𝜃3 + 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3  

+𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3 + 𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 0 (4.3.158) 

denklemi elde edilir. Bu denklem düzenlendiğinde, 

𝜑𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜑𝜃1, 𝜃2)𝜃3 − 𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜑𝜃2)𝜃3  

−𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3 − 2𝜆𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3 = 0 (4.3.159) 

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin 𝜃4 ile iç çarpımı alınıp Riemann eğrilik tensörünün özellik-

leri dikkate alınarak düzenlenirse 

𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜑𝜃4) − 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜑𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4)  

−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜑𝜃2)𝜃3, 𝜃4) − 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜑𝜃3, 𝜃4)  

−2𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) = 0 (4.3.160) 

𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜑𝜃4) + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃2, 𝜑𝜃1)  

−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜃4)𝜃1, 𝜑𝜃2) + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃4, 𝜑𝜃3)  

−2𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜃4) = 0 (4.3.161) 

ifadesi elde edilir. Bu ifadede 𝜃4 = 𝜉 alınarak ifade (4.1.3) ve Riemann eğrilik tensörünün 

özellikleri dikkate alınarak düzenlenirse 

𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜑𝜉) + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜉)𝜃2, 𝜑𝜃1)  



 

35 

 

−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜉)𝜃1, 𝜑𝜃2) + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉, 𝜑𝜃3)  

−2𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜉) = 0 (4.3.162) 

𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜉)𝜃2, 𝜑𝜃1) − 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃3, 𝜉)𝜃1, 𝜑𝜃2)  

+𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉, 𝜑𝜃3) − 2𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜉) = 0 (4.3.163) 

−𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃3)𝜃2, 𝜑𝜃1) + 𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜉, 𝜃3)𝜃1, 𝜑𝜃2)  

+𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜉, 𝜑𝜃3) − 2𝜆𝑔(𝑅𝑐𝑢𝑟(𝜃1, 𝜃2)𝜃3, 𝜉) = 0 (4.3.164) 

elde edilir. Bu ifade (4.1.15), (4.1.4), (4.1.6)  ve metriğin özellikleri dikkate alınarak dü-

zenlendiğinde 

−𝑔(𝜃3, 𝜃2)𝑔(𝜉, 𝜑𝜃1) + 𝜂(𝜃2)𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃1) + 𝑔(𝜃3, 𝜃1)𝑔(𝜉, 𝜑𝜃2)  

−𝜂(𝜃1)𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃2) + 𝜂(𝜃2)𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃3) − 𝜂(𝜃1)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃3)  

−2𝜆[𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃1) − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2)] = 0 (4.3.165) 

𝜂(𝜃2)𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃1) − 𝜂(𝜃1)𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃2) + 𝜂(𝜃2)𝑔(𝜃1, 𝜑𝜃3)  

−𝜂(𝜃1)𝑔(𝜃2, 𝜑𝜃3) − 2𝜆[𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃1) − 𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2)] = 0 (4.3.166) 

𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃1)𝜂(𝜃2) − 𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃2)𝜂(𝜃1) − 𝜆𝑔(𝜃2, 𝜃3)𝜂(𝜃1)  

+𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃3)𝜂(𝜃2) = 0 (4.3.167) 

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlikte 𝜃2 = 𝜉 yazılıp (4.1.1), (4.1.3) ve (4.1.6) dikkate alınarak dü-

zenlendiğinde, 

𝑔(𝜃3, 𝜑𝜃1) = −𝜆𝑔(𝜃1, 𝜃3) − 𝜆𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃1) (4.3.168) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte (4.3.6) uygulanırsa, 

𝑅𝑖𝑐(𝜃1, 𝜃3) = 𝜆𝜂(𝜃3)𝜂(𝜃1) (4.3.169) 

olur. Burada 𝜃3 = 𝜉 alınarak (4.1.18) uygulanırsa,  

1 − 𝑛 = 𝜆 (4.3.170) 

sonucuna ulaşılır. Bu durumda 𝑀 daralandır. 
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