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TESEKKUR VE ONSOZ

Bu tez ¢alismasinin her asamasinda yardim, oneri, bilgi, tecriibe ve desteklerini esirgemeden
beni her konuda yonlendiren danisman Hocam Sayin Prof. Dr. Ahmet YILDIZ a, ayrica tiim
hayatim boyunca oldugu gibi bu ¢alismalarim siiresince de benden her tiirlii desteklerini

esirgemeyen aileme tesekkiir ederim.



ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Lorentzian para - Sasakian manifoldlarda soliton tip-
leri” baglikli bu galismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima basvur-
maksizin tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin i¢inde hem
de kaynakcada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onu-

rumla dogrularim.

Mehmet Hanifi GELERI
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Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde konu ile ilgili temel kavramlar verilmis-
tir.
Ikinci boliimde hemen hemen degme metrik manifoldlar, degme metrik manifoldlar ve pa-

radegme metrik manifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii ve dérdiincii boliimde Lorentzian para-Sasakian manifoldlar tanimlanmis ve bu ma-
nifold iizerinde Ricci soliton ve n-Ricci soliton tipleri ¢alisilarak cesitli egrilik sartlari ince-

lenmistir.
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This thesis consists of three charpters. In the first charpter, the basic concepts related to the

subject are given.

In the second charpter, basic definitions and theorems about almost contact metric mani-

folds, contact metric manifolds and para-contact metric manifolds are given.

In the third and fourth parts, Lorentzian para-Sasakian manifolds were defined and various
curvature conditions were studied by studying Ricci Soliton and n-Ricci soliton types on this

manifold.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar tanitilmistir.

Tamim 1.1: M bir Hausdorff uzay olsun. Eger Vp € M igin R™ deki bir agik kiimeye ho-
meomorfik olacak sekilde p noktasinin bir a¢ik komsulugu varsa M Hausdorff uzayina bir

topolojik manifold veya kisaca manifold denir (Sahin, 2022).

Tamm 1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M {izerindeki C® vektor alanlarinin

uzay1 y(M) olmak lizere;

2—lineer

Vix(M)xy(M) ——— y(M)
(6,,0,) —V(0,,6,) = Vg, 0,

dontisimi V f, g € C*(M,R), V 64, 6,,05 € y(M) igin,

i. V91(92 + 93) = Vglgz + V9193 (11)
ii. Vf91+99293 — fV9193 + gVQ263 (12)
“l V91f92 =fV9192+91(f)92 (13)

Ozelliklerini saglarsa, V ya M iizerinde bir Afin koneksiyon ad1 verilir (Yano & Kon,
1984).

Tanmm 1.3: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde tanimlanan bir Afin ko-

neksiyon olsun. O zaman V 64, 6,, 05 € y(M) olmak iizere V doniisiimii;

i Vg,0, — Vg, 6, =[6;,0;] (Koneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi) (1.4))
ii.  019(05,03) = g(Ve,0,,05) + g(6,,Va,03) (Koneksiyonun met-
rikle bagdasmasi 6zelligi) (1.5.)
sartlarint sagliyorsa, V ya M lizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyon veya M nin

Levi - Civita koneksiyonu ad1 verilir (Yano & Kon, 1984).

Tanmm 1.4: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak {izere;

2—lineer

Vi x(M)xx(M) ——— x(M)
(91, 92) _— V(Gl, 92) = V9192 (16)
bi¢iminde tanimlanan V operatorii, M nin bir U bolgesi lizerinde tanimli olup her bir

61,6, € x(U) vektor alan ¢iftine U iizerinde Vg 6, ile ifade edilen diglincii bir C* vektor



alan1 karsilik getirir. Bu karsilik gelme asagidaki 6zellikleri sagladiginda V ya Lineer ko-

neksiyon (veya kovaryant tiirev) ad1 verilir.

V 6,,0,,05 € y(M),Vf € C*(M, R) olmak iizere;

i Vg 10,05 = Vg, 05+ Vg 05 (1.7.)
ii. Vg0, = fVg,0, (1.8)
ii. Vg, (6, +03) =Vy 6, + Vg 0s (1.9.)
V. Vo, (f0,) = fVg, 0, + 6,(f)0, (1.10)

dir (O'Neill B. , 1983).

Tamm 1.5: M bir diferansiyellenebilir C* manifold olsun. M tizerindeki C* vektor alanla-
rinin uzayt y(M) ve M den R ye C® fonksiyonlarin uzayr C* (M, R) olmak tizere, M iize-
rinde;

g: x(M)xx(M) — C*(M, R) (1.11)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Rie-

mann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu & Ekmekgei, 2003).

M manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi i¢in M {izerinde bu noktalari birlestiren bir
egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad1 verilir. M baglantili ve temel grubu sadece

birim elemandan olusuyor ise M ye basit baglantilidir denir (O'Neill B. , 1983).

Tamm 1.6: (M, g) bir Riemann manifoldu, V de M iizerindeki Levi - Civita koneksiyonu
olsun.

Reyr: x(M)xx(M)xx (M) — x(M)
ile tanimlanan R, fonksiyonu M fizerinde bir (1,3) tensor alanidir ve Mnin Riemann-

Christoffel egrilik tensorii olarak adlandirilir. Ayrica

Rcur(elr 05,03, 94) = g(Rcur(Hl' 92)93' 94-) (1-13-)

tensoriine M nin Riemann egrilik tensorii ad1 verilir (O'Neill B. , 1983).

Her 6,,0,, 05,0, € x(M) i¢in Riemann-Christoffel egrilik tensorii R, asagidaki

ozelliklere sahiptir.

I Reyr(01,0,)05 = =Ry (62,01)05 (1.14)



" g(Rcur(elf 92)93’ 64) = _g(Rcur(elf 02)94’ 03) (1-15-)
“l Rcur(elr 92)93 + Rcur(92» 63)91 + Rcur(03' 91)92 =0 (1-16-)

V.  g(Reur(61,02)03,0,) = g(Reyr(03,64)64,6,) (1.17)
Ozelliklerine sahiptir (O'Neill B. , 1983).

Tamm 1.7: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Tp M tanjant uzayinin iki boyutlu alt

uzayi IT olmak tizere V, W € II tanjant vektorleri igin Q fonksiyonu;

Q(6,,0;) = g(61,6,)9(6,,0,) _9(91'92)2 (1.18.)

bi¢iminde tanimlansin. Q(6,,6,) # 0 olmak lizere;
9(Reyr(61,60,)6,,0;)

Q(ell 92)
olup IT nin kesitsel egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir (O'Neill B. , 1983)

(1.19.)

K(91; 92) =

Tanmm 1.8: (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e4, e,, .., e,,} lokal ortonormal

vektor alanlar1 olsunlar.

Ric: y(M)xy(M) — R

n
(61,0;) — Ric(6,,0;) = z J(Reur(e;,01)0;, €) (1.20.)
i=1

seklinde tanimlanan (0,2) tipindeki Ric tensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensori

ad1 verilir (O'Neill B. , 1983).

Tamim 1.9: (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6;, 6, € y(M) i¢in;

Ric(64,6,) = ag(64,6,) (1.21)
olacak bi¢imde M {izerinde bir a fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensorii Ric, metrik

tensor g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ad1 verilir (O'Neill B. , 1983).

Tanmm 1.10: (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e;, e,, .., e} lokal ortonor-
mal vektor alanlar1 olmak tizere;

n
= Z Ric(e;, e;) (1.22)
i=1

degerine M nin skalar egriligi ad1 verilir (O'Neill B. , 1983).



Tanmim 1.11: M n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6,, 6,,0; € y(M) igin M

nin Weyl konformal egrilik tensorti,

C(Hl' 92)93 = Rcur(91; 92)93
_ 1 Ric(8,,65)0; — Ric(0;,63)0, ]
n—21+9(6,,03)Q0, — g(6,,605)Q6,

[9(61,65)0; — g(65,05)64] (1.23))

T
T-Dm-2)
seklinde tanimlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir (Yano & Kon, 1984).

Tamm 1.12: C = 0 ise M manifoldu konformal flat olarak adlandirilir (Yano & Kon, 1984).

Tamim 1.13: M n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6,, 6,,0; € y(M) igin M
nin projektif egrilik tensori
1
P(61,62)03 = Reur(61,05)85 — — [Ric(8,,605)6; — Ric(64,63)65] (1.24.)
seklinde tanimlanir (Yano & Kon, 1984).

Tamim 1.14: P = 0 ise M manifoldu projektif flat olarak adlandirilir (Yano & Kon, 1984).

Tamim 1.15: M n —boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6,, 0,, 65 € y(M) igin M

nin konharmonik egrilik tensorii

5(91: 92)93 = Rcur(ep 92)93 -

1 [ Ric(6,,65)6; — Ric(6;,65)0, ] (1.25.)

n—214+g(0;,65)Q0, — g(6,,65)Q0,
ile tanimlanir. Burada Q Ricci operatoridiir (Yano & Kon, 1984).

Tamm 1.16: € = 0 ise M manifoldu konharmonikal flat olarak adlandirilir (Yano & Kon,
1984).

Tamm 1.17: M n —boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6,, 8,, 65 € y(M) i¢in M

nin konsirkiiler egrilik tensorii

2(91’ 62)03 = Ry (61,6,)03 — [g9(62,65)0, — g(6,,65)6,] (1.26)

T
nn—1)
ile tanimlanir (Yano & Kon, 1984).

Tamim 1.18: Z = 0 ise M manifoldu konsirkiiler flat olarak adlandirilir (Yano & Kon, 1984).

Tamim 1.19: M manifoldu tizerinde (0, k) —tipinde (k = 1) bir T tensor alani verildiginde

Ry T tensoru



(Reyr-T)(X1, X3, o, Xi; X,Y) = T(Rer (X, Y) X1, X3, oo, X))
—T (X1, Reur X, VX5, oo, X )— oo . =T (X1, X5, oo, R (X, Y) X3,
biciminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Boylece (1.27) denkleminde sirast ile, T = R, alinirsa,

(Rcur-Rcur)(Xsz; e Xis X, Y) = Rcur(Rcur(X; Y)Xl;Xz; ---;Xk)
_Rcur(Xl' Rcur(X' Y)XZ; ;Xk)_
_Rcur(XerZ' ey Rcur(X; Y)Xk);

T = C alinirsa,

(Rcur- C)(X1'X2ﬁ ...,Xk;X, Y) = C(Rcur(Xr Y)X1'X2' ---;Xk)
—C(X, Repr X, VX5, o, Xi)— ... —C(Xy, X5, oo, Reyir (X, Y) X3,

T = Ric alinirsa,

(Rour-RiC) (X1, X2 s Xi; X, ¥) = Ric(Ror (X, V) X1, Xo, o) Xie)
—Ric(Xy, Ror X, V) X5, oo, X1 ) —
—Ric(Xy, X5, ) Rer (X, V) X3,

olarak elde edilir. Ayrica, M iizerindeki her p noktasi igin;

i.  Rcyr Reyr = 0ise M ye semisimetriktir,
il.  Rgy-C = 0ise M ye Weyl-semisimetriktir,
lii.  Rgyr Ric =0 ise M ye Ricci-semisimetriktir denir (Yano & Kon,
1984).
Ustelik,

i.  ReyrReyr =0 C Ruyp. Ric =0,
ii.  ReyReyr =0 C Ryr C =0,
kapsama bagntilart gegerlidir (Blair, 1976).

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)
(1.32)
(1.33)

(1.34)
(1.35)



2. DEGME MANIFOLDLAR
2.1. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

Tamim 2.1.1: M bir n — boyutlu manifold ¢, £, da M iizerinde sirastyla (1,1) tipinde bir
tensor alani, bir vektor alan1 ve 1 — form olsun. Eger ¢, &, 1 icin M tlizerinde herhangi bir

vektor alani @ olmak Gzere

i n©=1 (211)
ii. @%0=-60+n(0)% (2.1.2)
ozellikleri saglaniyor ise o zaman (¢, &,7n) lgliisiine M iizerinde bir hemen hemen degme

yapisi ve bu yapi ile birlikte M ye bir hemen hemen degme manifoldu denir (Yano & Kon,
1984).

Teorem 2.1.1: Bir n — boyutlu M manifoldu iizerinde (¢, ¢,) hemen hemen degme ya-

pisy, her 6 € y(M) icgin;

. @& =0 (2.1.3)
ii. n(ed) =0 (2.1.4)
lii. rankg=n-1 (2.1.5)

esitliklerini saglar (Yano & Kon, 1984).

Tanmm 2.1.2: Bir hemen hemen degme M manifoldu {izerinde hemen hemen degme yapisi

(¢, &,1n) olsun. M tizerinde bir g Riemann metrigi her 6,, 0, € y(M) i¢in

o g(8,8) =n(6,) (2.1.6.)
ii. g(pb,90;) = g(61,6,) —n(6:)n(6;) (2.1.7)
iii. g(@8y,0,)+ g(6y,¢00,) =0 (2.1.8))

esitliklerini sagliyor ise g metrigine M lizerinde hemen hemen degme metrik,
(p,&,1m, g) yapisina da hemen hemen degme metrik yapisy, (¢, €,1, g) yapisiyla M ye

de hemen hemen degme metrik manifoldu denir (Yano & Kon, 1984).



Tamim 2.1.3: n — boyutlu bir hemen hemen degme M manifoldu verilsin. Mnin bir degme

yapisi (@, &,n) verildiginde, V6,6, € y(M) igin;

9(61, 98;) = dn(6,,6;) (2.1.9)
olacak sekilde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, £, 7, g) vardir (Yano & Kon,
1984).

Tanim 2.1.4: M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, ¢&,n,g), V04,0, €
x(M) igin;

Q(64,0;) = g(01, 96;) (2.1.10.)
seklinde tanimli Q doniistimiine, (¢, &, 1, g) hemen hemen degme metrik yapisinin temel

2 —formu denir (Yano & Kon, 1984).

2.2. Degme Metrik Manifoldlar

Tamim 2.2.1: Eger bir n —boyutlu manifoldu M iizerinde

n—1

nA(dn) Z #0 2.2.1)
olacak sekilde bir 7, 1 —formu mevcut ise M bir degme yapiya sahiptir denir ve 7, degme
yapi olarak, M ise bir degme manifold olarak adlandirilir (Yano & Kon, 1984).

Teorem 2.2.1: Degme yapisi n olan, n —boyutlu degme manifold M olsun. M tizerinde 0

vektor alani igin,

i dn(£,0)=0 (2.2.2)

i. @ =1 (2.2.3)

esitliklerini saglayan tek bir & vektor alani vardir (Yano & Kon, 1984).

Tanim 2.2.2: Degme yapisi 17 ve karekteristik vektor alan1 & olan, n —boyutlu degme mani-
fold M olsun. M iizerinde V 64,0, € y(M) i¢in,

i %0, = —6; +1(0))F (2.2.4)
i. @& =0 (2.25)
ii. (6,8 =n(6y) (2.26)
iv.  g(6;,90,) = —g(@6,,6,) (2.2.7)
V. dn(6y,6,) = g(6;,96,) (2.2.8)



kosullarin1 saglayan, bir g metrigi ve bir ¢ (1,1) tipinde tensér alani var ise, (¢,&,1, g)
yapisina degme metrik yap1 denir (Yano & Kon, 1984).



3. PARADEGME MANIFOLDLAR
3.1. Hemen Hemen Paradegme Metrik Manifoldlar

Tamm 3.1.1: M bir n —boyutlu diferansiyellenebilir manifold, ¢, &,n da M tizerinde sira-
styla (1,1) tipinde bir tensor alani, bir kotravaryant vektor alan1 ve 1-formu her 6 € y(M)
icin.
L@ =1 (3.1.1)
i. @2%0=0; —n(0) (3.1.2))
esitliklerini sagliyorsa zaman (¢, £, 7n) lgliistine M iizerinde bir hemen hemen paradegme

yapist ve bu yapi ile birlikte M ye bir hemen hemen paradegme manifold denir (Yano &
Kon, 1984)

Teorem 3.1.1. M tizerinde tanimli (¢, &,n) hemen hemen paradegme yapisi, her 6 €
x(M) igin

i. @& =0 (3.1.3)
ii. n(ed)=0 (3.1.4)
. rankg=n-1 (3.1.5)

esitliklerini saglar (Yano & Kon, 1984).

Teorem 3.1.2. Bir n —boyutlu hemen hemen paradegme manifold (M, @, &, n) olsun. Bu du-
rumda M manifoldu tizerinde V0 € y(M) igin, bir g yari-Riemann metrik tensér alani;
9(6,$) =n(0) (3.1.6.)

olacak sekilde vardir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.1.3. Bir hemen hemen paradegme yari-Riemann manifoldu (M™, ¢, &,n) tlizerinde
Vv0,,60, € (M) igin

i g(pby,90;) = —g(64,0,) + n(61)n(62) (3.1.7)
i n(6) =900, (3.18)
iii.  g(pby,6,) + g(61,00,) =0 (3.1.9.)



Ozelliklerini saglayacak sekilde bir g yari-Riemann metrigi vardir (Zamkovoy, 2009).

Tamm 3.1.2. (M™, ¢, &, n) dortliisii bir hemen hemen paradegme manifold olsun (3.1.7.) ve
(3.1.8.) kosullarimi saglayan g yari-Riemann metrigine (M™, @, &, 1) lizerinde hemen hemen
paradegme metrik, (¢, &,7n,g) yapisina da hemen hemen paradegme metrik yapr ve
(M™, p,&,m, g) beslisine de hemen hemen paradegme metrik manifold denir (Zamkovoy,
2009).

Tamim 3.1.3. M iizerinde bir (¢, &,1, g) hemen hemen paradegme metrik yapisi verilsin.
V01,6, € x(M) igin;
Q(6,,0,) = g(61, 90,) (3.1.10.)

seklinde tanimli anti simetrik Q doniistimiine (¢, ¢,n, g) hemen hemen paradegme metrik

yapisinin temel 2 —formu denir (Zamkovoy, 2009).

Sonuc¢ 3.1.1. M™ yari-Riemann manifoldu olsun. Q temel 2-form ters simetriktir ve (2.2.1)

yardimuiyla;

nAQ#0 (3.1.11)
dir.
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4. LP SASAKIAN MANIFOLDLARDA SOLITON TiPLERI
4.1. LP Sasakian Manifoldlar

Bir n —boyutlu M Lorentzian manifoldu bir parakompakt Hausdorff manifold ile bir g
Lorentzian metriginin birlesimidir. g Lorentz metrigi M manifoldu {izerinde tanimli (0,2)
tipinde bir simetrik tensor alanidir, dyle ki, herhangi bir p € M noktasi i¢in, tensor
9p: TpM X T,M — R sonucunun isareti (—,+, ..., +) olup, non-degeneredir. Burada T, M,
M nin p deki tanjant vektor uzay: ve R reel sayilar uzayidir. Sifirdan farkh bir v € T,M
vektorii g, (v,v) < 0 (sirastyla, < 0,= 0,> 0) sartlarim1 sagliyorsa timelike (sirastyla non-

spacelike, null, spacelike) seklinde adlandirilir (O'Neill B. , 1983).

Bir n —boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu hemen hemen paradegme yap1 (¢, &, 1)
olarak adlandirilmasi i¢in; ¢, (1,1) tipinde bir tensor alani, ¢ bir timelike kontravariant birim

vektor alani ve n, bir 1 —form olmak iizere M deki herhangi bir 6 vektor alani igin;

i ) =-1 (4.1.1)
ii. @20 =0+n(0)¢ (4.12)

esitliklerini saglamalidir (Matsumoto, 1989).

Bir n —boyutlu Lorentzian manifoldunda (¢, &, ) yapisi asagidaki esitlikleri saglar:

i, poi=0 (4.1.3)
ii. nop=0 (4.14)
li. rankg=n-1 (4.15)

Her 6, 8, vektor alanlari i¢in & yi bir timelike birim vektor alant yapan bir g Lorentz met-

rigi;
i 1) =g(6:1,¢) (4.16))
ii.  g(@bi,06;) = g(0y,6,) +n(6:)n(6;) (4.1.7)
iii.  (Vo,0)(62) = g(6y,0,)¢ +1(6,)0;1 + 2n(8,)n(62)& (4.1.8)

esitliklerini saglar (Matsumoto & Mihai, 1988).
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(4.1.6.) ve (4.1.7.) esitliklerini saglayan g metrigi, verilen hemen hemen paradegme yapiyla

birlestirilmis bir Lorentz metrigi olarak adlandirilir.

(¢, £€,) hemen hemen paradegme yapisiyla birlestirilmis bir Lorentz metrigi g olmak iizere;
M, (¢, &, 1, g) hemen hemen paradegme yapisiyla diferansiyellenebilir bir manifold ise M™
nin Lorentz anlaminda hemen hemen paradegme (¢, &,7n, g) metrik yapisina sahip oldugunu
soyleriz ve M"™, (¢, &, 1, g) metrik yapisiyla birlikte Lorentz anlaminda hemen hemen para-

degme manifold (kisaca LAP-manifold) olarak adlandirilir.

(p,&,m,g9) metrik yapisiyla tanimli bir M™ LAP-Manifoldu tizerindeki her 6, 6, vektor

alant igin

i Q61,6,) = g(96y,6,) (4.1.9)
i, Q6,,8,) = Q8,6 (4.1.10.)

esitliklerini saglayan (0,2) tipinde simetrik bir () tensor alan1 tanimlansin.

Eger (¢, ¢,n, g) yapisiyla tanimli bir LAP-manifold

1
0(6,,6;) = 5{(%177)(92) +(Vg,n)(61)} (41.11)
esitligini sagliyorsa Lorentz anlaminda paradegme manifold (kisaca LP-manifold) olarak
adlandirilir ve (¢, &, 7, g) yapisina da Lorentz anlaminda paradegme yap1 denir. Burada V, ¢

Lorentz metrigine gore kovaryant tiirev operatoriinii gosterir.

Bir LAP-manifoldu (¢, &,1, g) yapisiyla;

(Vegﬂ)(ep 68,) = g(6,,03)n(61) + g(84,05)n(6,)

+2n(6,1)n(62)n(6s) (4.1.12))

esitligini sagliyorsa bir Lorentz anlaminda normal paradegme manifold veya Lorentz anla-
minda para-Sasakian (kisaca LP-Sasakian) manifoldu olarak adlandirilir. Bir LP-Sasakian
manifoldda n vektor alan1 kapalidir (De & Shaikh, 2009).

Ayrica bir n —boyutlu Lorentz manifoldu (M™, g);

(V91V92 n)(93) = g(61,6,)n(63) + g(6,,03)n(6;)

+21(01)1(82)1(63) (4.1.13)
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esitligini saglayan, bir timelike birim vektor alani olan ¢ ye ve bir kapali 1 —form olan n ye

sahip ise M™ bir LP-Sasakian yapiya sahiptir.
Yine sabit egrilige sahip LP-Sasakian manifolduna, LP-Sasakian uzay formu denir.

Bir n —boyutlu M™ (¢, ¢, 1, g) LP-Sasakian manifoldunda asagidaki esitlikler gegerlidir:

g(Rcur(elr 92)63» E) = U(Rcur (61’ 92)93)

= 9(62,63)n(61) — 9(61,6:)n(62) (4.1.14.)
Reur(§,01)8; = g(61,0,)§ —1(6,)0; (4.1.15))
Reyr (01, 682)¢ = n(62)601 — 1(61)6; (4.1.16)
Reyr(§,61)§ = 61 +1(6,)¢ (4.1.17)
Ric(6,,€) = (n — 1)n(6,) (4.1.18)
Ric(p6y, 96,) = Ric(6y,6,) + (n — 1)n(6)n(6,) (4.1.19))

@ (Reyr(61,02)03) = Reyr (01,6,)05 + 2[1(02)6, —1(61)0,1n(03)
+2[g(61,03)n(6;) — g(6,03)n(0,)]¢ + (64, 03) 0,
—Q(0,,03) 081 + g(6,03)60, — g(64,65)0, (4.1.20.)

burada R.,,, (1,3) tipindeki egrilik tensorii Ric ise (0,2) tipinde Ricci tensoriidiir (De &
Shaikh, 2009).

Ayrica i vektor alani bir LP-Sasakian manifoldda kapali oldugundan her 6,, 6, vektor alani

i¢cin
(Vo,m)(6,) = (64, 6,) (4.1.21)
2(0,,§) =0 (4.1.22))
Vg, & = 00y (4.1.23)

esitliklerine sahiptir (Matsumoto & Mihai, 1988).

4.2. Soliton Tipleri

Tamim 4.2.1. Bir degme metrik yapisi (¢, §,1, g) olan n —boyutlu manifold M olsun. Eger
Ric Ricci tensorii i¢in,
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RiC(Ql, 92) = ag(@l, 92) + br](el)r](gz) (422)
esitligi saglaniyorsa, M ye n —Einstein manifold ad1 verilir. Burada a ve b, M tizerinde birer

sabittir (Blaga & Crasmareanu, 2017).

Tamim 4.2.2. Bir degme metrik yapisi (¢, §,1, g) olan n —boyutlu manifold M olsun. Eger
Ric Ricci tensorii igin,

Ric(6,,0;) = ag(8,,6,) + bn(6:)n(0;) + cg(9b,,0;) (4.2.3)

esitligi saglaniyorsa, M ye pseudo n —Einstein manifold adi verilir. Burada a,b ve ¢, M
tizerinde birer sabittir (Hui & Chakraborty, 2017).

Tamm 4.2.3. Bir n — boyutlu Riemann manifoldu (M, g) tizerinde @;: M™ - M™, t € [0, €)
ve € > 0 i¢in diffeomorfizmlerin 1 —parametreli ailesi olmak tizere 1 € R, p(t) = 2A(1 —

t) i¢in elde edilen g(t) = p(t) ;g metrik tensorlerinin

2 g(t) = —2Ricg(t), (4.2.4)

9(0) = go, (4.2.5)
Ricci flow (akis) denklemini saglayan bir ¢oziimiine Ricci soliton manifoldu denir (A¢ikgoz
Kaya, 2017).

Bir genellestirilmis Einstein manifoldu, tam bir V vektor alanina sahip bir Riemann mani-

foldu gibi

Lyg + 2Ric +21g =0 (4.2.6)

denklemini sagliyor ise bir (M, g, 1) hemen hemen Ricci soliton olarak adlandirilir. Burada
L Lie tiirevi, Ric Ricci tensorii ve A bir diferansiyellenebilir fonksiyondur. Eger A sirastyla,
negatif, sifir ya da pozitif ise hemen hemen Ricci soliton daralan (shrinking), duragan (ste-

ady) ya da genisleyen (expanding) olarak adlandirilir (Hui & Chakraborty, 2017).

Cho ve Kimura tarafindan da 1 —Ricci solitonlar ortaya konulmustur. Bir n —Ricci soliton

Lyg + 2Ric + 2Ag + 2un®n =0 (4.2.7)
seklinde tanimlanir (Cho & Kimura, 2009).

4.3. Ricci soliton sartin1 saglayan LP-Sasakian manifoldlar

Bu altboliimde, bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M iizerinde ilk 6nce Ricci solito-

nun daralan oldugu gosterildi. Daha sonra Ricci soliton denklemini saglayan M manifoldu
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tizerinde, sirasiyla konformal flat, projektif flat, konharmonik flat ve konsirkiiler flat olma

ozelligi ile elde edilen karakterizasyonlar sonug olarak verilmistir.

Teorem 4.3.1. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M iizerinde bir Ricci Soli-

ton daralan (shrinking) olur.

Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. (M, g, 1) bir Ricci Soliton ise

(4.2.6) denklemini kullanarak v 84,6, € y(M)ig¢in

LVQ(QL 62) + 2RiC(91, 92) + ZAg(Hl, 92) == 0
dir. (4.3.1) denkleminden,

9(Ve,V,0;) + g(61,Vs,V) + 2Ric(6,,6,) + 24g(6,,6,) = 0,

yazariz. (4.3.2) denkleminde V = &alinirsa

g(Velf, 92) + 9(91: Vezf) + 2Ric(6,,0;) + 24g(64,6,) = 0,
elde edilir. (4.1.23.) denklemini (4.3.3) de kullanirsak

9(@6y,0,) + g(01,90,) + 2Ric(64,0,) + 24g(6,,6,) = 0,
elde ederiz. Boylece (4.1.9) ve (4.1.10) yardimiyla,

29(p64,0,) + 2Ric(6,,0,) + 21g(64,0,) = 0,

ve

Ric(0,,0;) = —g(¢0y,0,) — 19(0,,6,),

dir. Boylece,

Q0, = —pb; — 16,

elde ederiz. Simdi (4.3.6) da 8, = @6, ve 6, = @O, alinirsa

9(p(961), 902) + Ric(9b,, 98) + 1g(90:, ¢6,) = 0,
dir. (4.1.2.), (4.1.7.) ve (4.1.19.) denklemleri yardimiyla

96, +1(61)¢, 90) + Ric(6,,0;) + (n — 1)n(6,)n(6,)

+19(64,0,) + An(6:)n(62) =0
elde edilir. Bu denklemi (4.3.6), (4.1.9) ve (4.1.10) yardimiyla diizenlersek,
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—Ric(6,,0;) — Ag(6,,0;) + Ric(6,,0;) + (n— 1+ )n(6,)n(6;)

+19(61,6;) =0

olur. Boylece

(mn—1+)n6;)n(6;) =0

sonucuna ulasiriz. O halde

n—-14+21)=0,
ve

A=1-—n,
elde edilir.

Boylece n > 1i¢in A < 0 olacagindan Ricci soliton daralan (shrinking) dur.

(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)

Teorem 4.3.2. Bir (M, g, A) Ricci soliton sartini1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian mani-

fold M, konformal flat ise M bir n —Einstein manifolddur.

Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldunun Ricci soliton sar-

tin1 sagladigini goz oniine alarak (1.23) te verilen konformal egrilik tensorii ifadesinde

(4.3.6) ve (4.3.7) esitlikleri uygulanirsa V04, 08,, 65 € y(M) igin

C(61,07)03 = Reyr(61,6,)65
1 9(90,,63)0, — g(@0y,03)0,

n—214+g(0;,05)90; — g(6,,05)90,

T+ 2A(n—-1)

- ((n ~D(n-2)

> [g(61,03)6;, — g(0,,65)0]

olur. Simdi M manifoldu konformal flat olsun. Bu durumda,

1 0,,65)0, — g(¢6,,05)0
Ry (04,0) 65 = 9(8,,65)0; — g(@by, 03) 2]

n—21+g(6,,65)90; — g(01,65)90,
T+ 2A(n—1)
n-1Mn-2)
dir. (4.3.15) de 8; = ¢ alinirsa,

) [g(61,03)0, — g(6,,65)0]

1 1 g(98,8)6, — g(9h,,6)6,
Reur(91,62)8 = =73 | 4 965, )06, — 9(91,€)<p92]

16

(4.3.14)

(4.3.15)



(n—1Dn-2)
Boylece (4.1.16), (4.1.4) ve (4.1.6) dan,

A —
—(”2 (n D)[g(el.f)ez—g(ez.f)el] (4.3.16)

1
nTz[n(Hz)q)@l —n(01)pb,] =

T+ 2A(n—-1)
<(n —1(n-2)

elde edilir. Bu esitlik 8, ile carpilirsa,

+ 1) [n(61)6; —1n(6,)6,] (4.3.17)

1
—— [1(62)9(961,0,) —1(61)g(96>,65)] =

T+21(n—1)
((n - D(n-2)

sonucuna ulasiriz. (4.3.18) denkleminde 8, = & alinip, (4.1.16), (4.1.1), (4.1.3) ve (4.1.4)

+ 1> [7(61)9(62,64) —1(62)g(61,0,)] (4.3.18)

esitlikleri kullanilarak diizenlenirse,

1 T+21(n—1)
mg(QOQZ, 0,) = <(n " D=2 + 1) [—g(02,04) —1(62)1(60,)] (4.3.19)

elde edilir. Boylece (4.3.6) esitligi yardimiyla,

RiC(62,94) = ( +/1_n+2)g(92,04)

T
n—1)

+ ((n z ) t24-n+ 2) n(62)n(6.) (4.3.20)

elde edilir. Bu ise M nin bir n —Einstein manifold oldugunu gosterir.

Teorem 4.3.3. Bir (M, g,4) Ricci Soliton sartini saglayan n —boyutlu LP-Sasakian mani-
fold M projektif flat ise M bir n — Einstein manifolddur.

Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldunun Ricci soliton sar-
tin1 sagladigini g6z oniine alirsak, (1.24) ile verilen projektif egrilik tensorii (4.3.6) yardi-
miyla V6, 0,,05 € y(M) igin

1 1-9(98;,03)0, + g(901,603)0,
n—11-29(6;,05)0; + 1g(04,63)0,
ile tanimlidir. M manifoldu projektif flat olsun. Bu durumda, (4.3.21) esitliginde P = 0

P(6,,0,)85 = Reyr(04,0,)05 — (4.3.21)

olacagindan,
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1 1-g(¢6,,65)6; + g((p91,03)92]
Reyr(64,0,)05 = 1l -390, 6.96, + 1g(6,. 8,8, (4.3.22)

elde edilir. (4.3.22) de 68, = & alinip (4.1.3) ve (4.1.3) esitlikleri uygulanirsa,

—g(90;,03)¢ ]
— , 4.3.23
n—11-19(6,,03)¢ + An(63)0, ( )
olur. (4.3.23) denklemini ¢ ile garparsak

Rcur(f' 92)93 =

_ 1 9(96>,65)
U(Rcur(fi 92)63) - m [+)lg(92, 93) + /177(93)77(92) ’ (4.3.24)

elde edilir. (4.1.15) esitliginden,
1 9(96;,03)
—g(6,,605) —n(o 0 =—[ , 4.3.25

olur. Boylece,

9(90;,63) = —(n— 1+ D[g(62,05) +n(6:)n(62)], (4.3.26)
elde edilir. Boylece (4.3.6) esitligi kullanilarak

sonucuna ulagilir. Bu ise M nin bir n — Einstein manifold oldugunu gosterir.

Teorem 4.3.4. Bir (M, g,A) Ricci Soliton sartini saglayan n —boyutlu LP-Sasakian mani-

fold M konharmonikal flat ise M bir n — Einstein manifolddur.

Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldunun Ricci soliton sar-

tin1 sagladigini goz 6niine alirsak konharmonikal egrilik tensorii V 4, 85,05 € y(M) igin

5(91’ 82)85 = Reyr (01, 0,)05
1 [ Ric(6,,65)0; — Ric(64,65)6, (4.3.28)
n—21+g(0,,05)Q0, — g(6,, 93)Q92]'
ile tantmlidir. M manifoldu konharmonik flat olsun. Bu durumda, (4.3.28) esitliginde C =

0 olacagindan,

RiC(Bz, 93)91 - RiC(91, 93)92 ] (4 3 29)

+9(6,,05)Q0, — g(61,63)Q06;
elde edilir. (4.3.29) esitliginde 05 = & alinip (4.1.16), (4.3.6), (4.3.7), (4.1.9) ve (4.1.22)

1
Reyr(61,0,)0; = m[

esitlikleri uygulanirsa,

2An(6,)6, — 2/177(92)91]' (4.3.30)

1
Reur(61,6,)¢ = n—2 [-{-7’](91)(/)92 - 77(92)‘.091
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ve

n(62)0, —1(6,)6, =

1 [2n(6,)6, — 2/111(92)91]’ (4.3.31)

n —214n(61)90, — n(6;)90;
elde edilir. (4.3.31) esitliginde 6, = & alinarak (4.1.1) ve (4.1.3) esitlikleri uygulanirsa,

1
1(62)§ + 0; = ——— =240, — 2A1(8;)¢ — 901, (4.3.32)

olur. Bu esitlik 6, ile ¢arpilarak (4.1.6) esitligi uygulanip diizenlenirse,

1 [-219(05,0,) — 2An(6,)n(6,)

n(02)n(64) + g(0,,6,) = T — (00,0, , (4.3.33)
ve
— 2421 1
(%) [1(62)(04) + 8(02, )] = ———= 9(¢6;,64), (4.3.34)

elde edilir. Boylece (4.3.6) esitligi kullanilarak

— 2421
(F=5) m@n(60) + 806,60
= T [Ric(6,,6,) + 29(6,6,)] (4.335)
veya
Ric(65,0,) =(n—2+21)g(0,,6,) + (n—2+ 21)n(0,)n(6,)] (4.3.36)

sonucuna ulagiriz. Bu ise M nin bir n — Einstein manifold oldugunu gosterir.

Teorem 4.3.5. Bir (M, g,A) Ricci Soliton sartini saglayan n —boyutlu LP-Sasakian mani-

fold M konsirkiiler flat ise M bir pseudo n — Einstein manifolddur.

Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldunun Ricci soliton sar-

tin1 sagladigini goz 6niine alirsak konsirkiiler egrilik tensorii V 64, 85, 85 € y(M)¢in

2(91’ 92)93 = Reyr (91: 92)93

N T [ Ric(6,,05)0, + g(pb,,05)0, ]
An(n — 1) |—Ric(84,03)0, — g(901,63)6,

ile tanimlidir. M manifoldu konsirkiiler flat olsun. Bu durumda, (4.3.28) esitliginde Z = 0

(4.3.37)

olacagindan,

—Ric(6,,03)0, — 0,,0.)0
Ry (61,0,)05 = (62,03)0, — g(96,,03) 1],

T
n(n—1) [+Ric(91,93)92 + g(06,,6,)6, (4.3.38)
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elde edilir. (4.3.38) esitliginde 8; = & alimip (4.1.3), (4.1.15) ve (4.1.18) esitlikleri uygu-

lanirsa,

9(02,05)¢ —n(65)0, =

~Ric(0,,05)§ — g(982,02)¢ ] (4.3.39)

n(n—1) [ +(n —1)n(6,)6,
elde edilir. Bu son esitlik ¢ ile garpilarak (4.1.1) ve (4.1.6) esitlikleri uygulanirsa,

t Ric(0,,65) + g(@b,,05)
—g(0,,03) —n(03)n(6,) = ———= , 4.3.40
veya
] Ain(n—1)
Ric(8;,03) = —g(9b,,063) — fg(ez, 63)
T\An(n—1)
S
sonucuna ulasiriz. Bu ise M manifoldunun pseudo n — Einstein oldugunu gosterir.

1(62)1(65), (4.3.41)

Teorem 4.3.6. n —boyutlu LP-Sasakian manifold M tizerinde n —Ricci soliton denklemi

saglanmaz.
Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M iizerinde n —Ricci soliton sartinin saglan-

digin1 yani V 64, 0, € y(M) igin,

(Lvg)(61,62) + 2Ric(64,6;) + 249(61,6,) + 2un(61)n(6;) = 0 (4.3.42)
denkleminin saglandigin1 goz oniine alalim. Boylece
9(V,V.62) + g(61,V6,V) + 2Ric(61,6,) + 249(61,6,)
+2un(6,)n(62) = 0, (4.3.43)
dir. (4.3.43) denkleminde V' = ¢ alinirsa
9(Ve,&,0,) + g(6,,Vg,&) + 2Ric(6,,6,) + 22g(64,6,)
+2un(6:)1(62) =0, (4.3.44)
elde edilir. (4.3.44.) denkleminde (4.1.23) esitligini kullanirsak,
9(901,6;) + g(01, p8;) + 2Ric(64,0,) + 249(6,,6)

+2un(6,)n(6,) =0, (4.3.45)

elde ederiz. Boylece,
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Ric(0y,0;) = —g(90y,0;) — Ag(64,0;) — un(61)n(6,), (4.3.46)
elde edilir. (4.3.46) esitliginde 6, = ¢ alinirsa

Ric(6,,§) = —(A —wn(6,), (4.3.47)
n—1=—(-p), (4.3.48)

sonucuna ulasilir. (4.3.13) denklemi yardimi ile A = 1 — n oldugundan u = 0 elde ederiz.
Boylece bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M iizerinde n —Ricci soliton denklemi sag-

lanmaz.

Teorem 4.3.7. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldu konsirkiiler

flat ise M, Einstein manifolddur.

Ispat: Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. konsirkiiler egrilik tensorii,
v 911 92: 93 E X(M) i(}in,

2(91' 92)93 = Reyr (91: 92)93

- n(nT_ 1) [9(92; 93)91 r— g(91, 93)02], (4349)

ile tanimlidir. M manifoldu konsirkiiler flat ise Z(6,, 6,)65 = 0 olur. Bu durumda,

Reur(01,60;)03 = [g(62,05)0, — g(64,03)6,], (4.3.50)

T
nn—1)
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin 6, ile i¢ carpimi alinirsa, metrigin 6zellikle-

rinden,

9 (Reur(01,03)03,0,) =
ﬁ [9(62,63)9(61,04) — g(61,65)9(62, 04)], (4.3.51)

elde edilir. Bu esitlikte 8; = 6, = e; alinirsa

T
RiC(ez, 93) = Eg(ez, 93) (4352)
sonucuna varilir. Bu ise M nin bir Einstein manifold oldugunu gosterir.

O halde n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu konsirkiiler flat ise M, Einstein manifold-

dur.
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Teorem 4.3.8. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldu konsirkiiler

flat ise M tizerindeki Ricci Soliton igin 4 = —% dir.

Ispat: Bir n — boyutlu M, LP-Sasakian manifoldu, konsirkiiler flat ve (M, g, 1) bir Ricci
Soliton olsun. Bu durumda (4.2.5) ve (4.3.52) denklemlerinden V 6,,6, € y(M) igin,

Lyg(el, 92) + ZRiC(Hl, 92) + Zlg(el, 92) = 0, (4353)

ve
T

Ric(6,,6,) = ag(ep 6,), (4.3.54)
esitliklerini saglanir. Bu durumda, (4.3.53) denkleminde (4.3.54) ii yazarak diizenlendi-
ginde,

T

Lyg(6,,62) + 259(91: 6,) +219(6,,6;) =0, (4.3.55)

ve
T
Lyg(61,6,) +2 (= +2) g(61,6,) = 0, (4.3.56)

olur. (4.3.56) esitliginden,

T
9(V6,V,6) + g(61,Vo,V) +2 (= +1) 9(61,6,) = 0, (4357)

elde edilir. Bu ifadede V = & alinirsa,

9(V0,8.6,) + 9(61,V6,8) +2(=+2) g(61,6,) = 0, (4.358)

dir. Bu ifadede (4.1.23), (4.1.9) ve (4.1.10) esitlikleri kullanilarak esitlik diizenlenirse,

T
gw&ﬂa+(;+0gwb%)=a (4.3.59)

olur. Burada 6, = ¢ alinarak (4.1.9) ve (4.1.22) esitlikleri uygulanirsa,

gwmfw(%+0gwpa=o, (4.3.60)

ve

(%+z)nah)=o, (4.3.61)

dir. Boylece,

A=— (4.3.62)

T
n
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sonucuna ulasilir. O halde n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu konsirkiiler flat ise M
tizerindeki Ricci Soliton igin 4 = — % dir.

Teorem 4.3.9. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldu projektif flat
ise M iizerindeki bir n - Ricci Soliton igin A — u = 1 — n dir.

Ispat: Bir n — boyutlu M, LP-Sasakian manifoldu, projektif flat ve (M, g, A, i) bir n -

Ricci Soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve (4.2.12) denklemlerinden vV 6,, 6, € y(M) i¢in

Lyg(84,Y) + 2Ric(6,,Y) + 24g(01,Y) + 2un(8)n(Y) = 0, (4.3.63)

ve

RiC(Hl, 92) = (n - 1)9(91; 92)! (4364)
esitlikleri saglanir. Bu durumda, (4.3.63) de (4.3.64) ii yazarak diizenlersek,

Lyg(01,6;) +2(n —1)g(6,,0;) + 249(04,6;) + 2un(6:)n(6;) = 0, (4.3.65)

Lyg(6,,6;) +2(A+n—1)g(6y,0;) + 2un(6,)n(6;) =0, (4.3.66)
elde edilir. Bu denklemden,

9(Ve,V,0,) + g(6,,Ve,V) +2(A +n— 1)g(6,,65)

+2un(6,)n(6;) =0, (4.3.67)
olur. (4.3.67) de V = & alinirsa,

9(Ve,§,0,) + g(61,V5,&) +2(A +n —1)g(6,, 6,)
+2un(61)n(6,) =0, (4.3.68)
esitligi olusur. (4.3.68) esitliginde (4.1.9) ve (4.1.10) esitlikleri kullanilarak esitlik diizenle-

nirse,

9(96,,6,) + g(6,,900,) +2(A+n—1)g(6,,6,)

+2un(6,)n(0;) =0, (4.3.69)
29(96,,0;) +2(A+n—1)g(6,,6,) + 2un(6,)n(0;) = 0, (4.3.70)
9(981,6,) + (A +n—1)g(6,,0;) + un(6:)n(6,) = 0, (4.3.71)

dir. (4.3.70) esitliginde 6, = ¢ alinarak (4.1.9) ve (4.1.22) esitlikleri dikkate alinirsa,
9(901,8) + (A +n—1)g(61,$) +un(6:)n(§) =0, (4.3.72)
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A+n—-1-wn(d;) =0,

A—u=1-—n

(4.3.73)

(4.3.74)

sonucuna varilir. O halde n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu projektif flat ise M iizerin-

deki n - Ricci Soliton igin A — yu = 1 — n dir.

Teorem 4.3.10. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldu konharmoni-

kal flat ise M tizerindeki bir n - Ricci Soliton igin A — yu = 1 — n dir.

Ispat: Bir n —boyutlu M, LP-Sasakian manifoldu, konharmonikal flat ve (M, g, A, u) bir
- Ricci Soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve (4.2.15) denklemlerinden Vv 64,0, € y(M)

i¢in,
Lyg(61,6;) + 2Ric(6,,0;) + 249(6,,6,) + 2un(6,)n(6,) = 0,

ve

Ric(6,,6,) = —g(64,8,) —nn(6,)n(6,),

esitlikleri saglanir. Bu durumda, (4.3.76) te (4.3.77) i yazarak diizenlersek,

Lyg(61,0;) + 2(A —1)g(6y,62) + 2(u — n)n(61)n(0;) = 0,
esitligi elde edilir. Bu denklemden,
9(Ve,V,0;) + g(6,,V,V) +2(2 — 1) g(6,, 6,)
+2(u—n)n(6)n(6,) = 0,
elde edilir. Burada V = & alinarak (4.1.23) esitligi yardimiyla esitligi diizenlenirse,
9(0,6,62) + 9(61,V4,) +2(2— 1)g(61,6,)
+2(u —n)n(6:)n(6;) =0,
9(901,6;) + g(61,96,) + 2(1 = 1)g(61,6>)
+2(u —n)n(6:)n(6;) =0,
2g(98,,0;) +2(A — 1)g(6y,0;) + 2(u —n)n(6)n(6,) = 0,

9(96,0,) + (A —1)g(04,6,) + (u —n)n(6)n(6,) =0,
olur. Bu ifadede 6, = ¢ alinarak (4.1.9), (4.1.22) ve (4.1.1) esitlikleri uygulanirsa,
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9(901,8) + (A —1)g(61,8) + (u—n)n(8)n(§) =0,
(4= Dn(8,) + (u—n)n(61)(-1) =0,
A-1-p+n)n6,) =0,

dir. Boylece,
A—u=1-—n

sonucuna ulasilir.

(4.3.84)
(4.3.85)

(4.3.86)

(4.3.87)

O halde n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu konharmonikal flat ise M tizerindeki 7 -

Ricci Soliton i¢in A — u = 1 — n dir.

Teorem 4.3.11. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldu konsirkiiler

flat ise M iizerindeki bir 7 - Ricci Soliton icin A — u = —% dir.

Ispat: Bir n —boyutlu M, LP-Sasakian manifoldu, konsirkiiler flat ve (M, g, A) bir 7 -

Ricci soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve (4.3.71) denklemlerinden v8,, 0, € x(M) igin,

Lyg(6y,0;) + 2Ric(0,,0;) + 249(6,,6,) + 2un(6,)n(6,) = 0,

ve

T
Ric(0,4,6,) = 59(91, 6,),

esitlikleri saglanir. (4.3.88) denkleminde (4.3.89) yi yazarak diizenledigimizde,

T
Lyg(61,62) +2 (= +2) g(61,6,) + 2um(6,)n(6;) = 0,
olur. Bu denklemden,
T
9(V6,V,6,) + 9(61,90,V) + 2=+ 1) 9(61,6,)
+2un(61)n(6,) =0,
elde edilir. (4.3.91) ifadesinde V = & alip (4.1.23) yardimiyla esitligi diizenlersek,
T
9(V6,8,62) +9(61,6,8) +2 (= +2) g(61,6,)
+2un(6:)1(6;) =0,

T
9(@61,6) + 9(81,08,) + 2=+ 1) 9(61,6,) + 2un(8:)n(8,) = 0
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9(961,6) + (= + 1) 9(61,6,) + un(6:)1(6) = 0, (4.3.94)

ifadesi elde edilir. (4.3.94) ifadesinde 8, = ¢ alinarak (4.1.9), (4.1.22) ve (4.1.1) esitlikleri

uygulanip diizenlenirse,

(E+2)n@) +un((-1 =0, (4.3.95)
2 _ _ (4.3.96)
(n +1 H)U(el) =0,
olur. Boylece,
(4.3.97)

T
A—p=——

sonucuna ulasilir.

O halde n-boyutlu LP-Sasakian M manifoldu konsirkiiler flat ise M tizerindeki bir n —
Ricci Soliton i¢in A — u = —% dir.

Teorem 4.3.12. Bir n —boyutlu LP-Sasakian manifold M olsun. M manifoldu konformal
flat ise M tizerindeki bir n —Ricci Soliton igin A —u =1 —n dir.

Ispat: Bir n —boyutlu M, LP-Sasakian manifoldu, konformal flat ve (M, g, A) bir n —Ricci
Soliton olsun. Bu durumda (4.2.6) ve (4.3.19) denklemlerinden V6,08, € y(M) i¢in,

Lyg(6,,0;) + 2Ric(8,,0,) + 24g(6,,6;) + 2un(8,)n(6;) = 0, (4.3.98)

ve

Ric(01,0,) = (= = 1) 9(6,,6,) + (=—= = n) n(0n(62), (4.3.99)

esitlikleri saglanir. Bu durumda, (4.3.98) denkleminde (4.3.99) u yazarak diizenlersek,

Lyg(6:,0,) +2 (== 1) g(6:,0,) + 2 (=== n) n(6.)1(6,)

+229(61,65) + 2un(6:)n(6,) = 0, (4.3.100)
Lyg(6y,6,) +2 (ﬁ —1+2)g(6:,6,)

+2 (nTTl —n+ ) @) =0, (4.3.101)

esitligi elde edilir. Be denklemden,

T
9(Ve,V,0,) + g (6,6, V) + 2 (m —1+4 ,1) g(64,65)
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T
+2 (nTl —n+ ) n(6)n(6,) =0, (4.3.102)
elde edilir. (4.3.102) esitliginde V = ¢ alarak (4.1.23) yardimiyla esitligi diizenlersek,
T
9(V6,6,62) +9(61,9,8) + 2 (=7~ 1+ 1) 9(61,62)
+2 (== —n+u)n(6)n(0,) = 0 (4.3.103)
n— 1 1 2 ) .
T
9(90y,6;) + (m -1+ /1) 9(64,6;)
+(—T —n+ 1) n(8)n(62) = 0 (4.3.104)
n—1 VIT2) =5 >

ifadesine ulagilir. (4.3.123) esitliginde 6, = ¢ alinarak (4.1.6) ve (4.1.1) esitlikleri uygulan-
diginda,

990, + (=== 1+1) g(6:,8)

T
(=g —n+u)n6M@ =0, (4.3.105)
( ‘ —1+/1—;+n—/,t)17(9)=0 (4.3.106)
n—1 n—1 ! '
—-1+A+n—u=0, (4.3.107)
olur. Boylece,
A—u=1-n (4.3.108)

sonucuna ulasilir.

O halde n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu konformal flat ise M {izerindeki bir

n —Ricci Soliton igin A —u =1 —n dir.
Ornek:
R3de standart koordinatlar (x,y, z) olmak iizere M = {(x,y,z) € R3,z # 0} de

{e,, e,, e5} lineer bagimsiz vektor alanlarini,

e Z(a+a) g 4.3.109
el—eay, ex=e” 5= 3y) e; = — (4.3.109)

ile tamimlayalim. g Lorenz metrigini

g(e,eq) = glez,ex) = —gl(es,e3) =1,

g(er,ex) = gley, e3) = gles,e) =0, (4.3.110)
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seklinde, ¢ vektor alanin1 &€ = e5 ve birn, 1 —formunu ise V 68 € y(M) i¢in n(0) =
g(6,e3) ile @, (1,1) —tensor alanin1 pe; = —ey, Pe, = —e,, @e; = 0 seklinde tanimla-

yalim. Levi-Civita koneksiyonu V olmak tizere

[e1, e,] =0, [e1, e3] = —ey, lez, 3] = —ey, (4.3.111)
dir. g Lorenz metriginde V 6, 05,05 € y(M)igin,
Zg(V 0,02, 93) = 0,9(6,,03) + 0,9(63, 6;) —659(64,6,)

—g(61,[0,05]) — g(0,,[01,65]) + g(05,[64,6,]) (4.3.112)

seklinde tanimlanan Koszul formiiliini kullanirsak,

Velel = —é3, Velez = 0, Vele3 = —€q,
Vezel - 0, Vezez = —e3, Veze3 = —€,,
Ve,e1 =0, Ve, €2 =0, Ve,e3 =0, (4.3.113)

esitlikleri elde edilir. (4.3.113) esitlikleri yardimiyla (¢, &, 7, g) yapisinin, M tizerinde LP-
Sasakian yap1 oldugu goriiliir. (Blaga A. , 2016), (Prasad & Srivastav, 2012).

Simdi (4.3.113) denklemi ile Riemann egrilik tensorii

Reur(er,e3)e; = —e;,  Reyr(eg,e3)e; = ey, Reyr(eq,e3)e3 =0,
Rcyr(ez,e3)e; =0, Reur(ez,e3)e; = —e3,  Rpyr(ez,e3)es = —ey,
Reur(ey,e3)e; = —es,  Reyr(eg,e3)e; =0, Reur(e1,e3)es = —ey, (4.3.114)

seklinde hesaplanir.

Diger yandan M {izerinde Ricci soliton denkleminin saglandigini g6z oniine alalim.

Bu durumda

Ric(ei, ej) = —g((pei,ej) — Ag(ei, ej), (4.3.115)

esitligi yardim ile

Ric(e;,e) =1—2, Ric(es,e;) =0, Ric(eq,e3) =0,
Ric(e,,e;) =0, Ric(ey,e,) =1 — 4, Ric(e,,e3) =0,
Ric(es,e) =0, Ric(es,e,) =0, Ric(es, e3) = A, (4.3.116)

elde ederiz. Ayrica 3-boyutlu manifoldda projektif egrilik tensorii
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1
P(6;,6;)6x = Reur(6:,6,)0x — > [Ric(6;,6y)0; — Ric(6;,6,)6;], (4.3.117)
oldugundan, (4.3.114) ve (4.3.115) denklemlerini kullandigimizda
P(6;,6,)6, =0, (4.3.115)
olacagindan M manifoldu projektif flat manifolddur.

Simdi Ricci soliton sartini saglayan n —boyutlu LP-Sasakian manifoldunda bazi simetri

sartlarini inceleyelim.

Teorem 4.3.13: Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian manifoldu M olsun.

M tizerinde R, Ric = 0 sart1 saglaniyorsa M bir Einstein manifolddur.

Ispat: Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu iizerinde

Ry Ric = 0 sart1 saglansin. Bu durumda Vv 64, 8,, 65,0, € y(M) i¢in,

R.ur(681,05)Ric(65,6,) =0 (4.3.122)
yazilabilir. (1.15) dikkate alinarak bu esitlik diizenlendiginde,
Reur (01, 02)Ric( 63,0,) — Ric(Reyr (01, 62) 03, 6,)
—Ric( 603, Ry (601,65)6,) =0 (4.3.123)

dir. Bu denklem

RiC(RcuT(Ql, 92) 93, 94) + RlC( 03, Rcur(el, 92)94) =0 (43124)
olarak yazilir. Boylece (4.3.6) esitligi yardimiyla
_g(Rcur(91: 92) 93: 9094) - Ag(Rcur(gl' 92) 93' 94)
—g(<p93, Reyr(61,62)6,) — Ag( 63, Reyr (61,02)6,) = 0 (4.3.125)
elde edilir. (4.3.125) denkleminde 65 = ¢ yazilirsa,
_g(Rcur(Hl' 62)5 ’ §094) - Ag(Rcur(Hl' 92)5 ’ 94)
—29( , Reyr (04,62)60,) = 0 (4.3.126)
elde edilir. Bu denklemde (4.1.16) ve (4.1.15) uygulanarak diizenlenirse,
—g(1(02)01 —1(6,1)62, 90,) — Ag(n(62)0, —1(61)6,,6,)

—A9(§ , Reur(61,62)0,) = 0 (4.3.127)
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—g(0(62)01, 96,) + g(n(61)0, 0s) — Ag(1(6,)61,6,)

+Ag(M(681)6 ,04) — A[g(62,0,)n(6,) — g(81,0,)m(6,)] =0 (4.3.128)
ifadesi olusur. Bu ifadede 6; = & yazilip, (4.1.1), (4.1.6) ve (4.1.4) esitlikleri dikkate alina-

rak diizenlenirse,

902, 906,) =0 (4.3.129)

sonucuna ulasilir. Bu sonug (4.3.6) esitliginde yerine yazilirsa
RiC(Gl, 62) = _Ag(gl, 92) (43130)
esitligi elde edilir. Bu ise M nin bir Einstein manifold oldugunu gosterir

O halde Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian manifoldu M {izerinde

R yr- Ric = 0 sart1 saglaniyorsa M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.3.14: n — Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian manifoldu M

olsun. M tizerinde R, Ric = 0 sart1 saglaniyorsa M bir Einstein manifolddur.

Ispat: n — Ricci soliton sartini saglayan n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu iizerinde

R - Ric = 0 sart1 saglansin. Bu durumda V 64, 8,, 65,0, € y(M) i¢in

Reyr(81,0,)Ric(05,0,) =0 (4.3.131)
denklemini

Reyr(04,02)Ric(03,60,) — Ric(Reyr(61,62)03,0,)

_RiC(eg, Rcur(el, 92)94) =0 (43132)

veya

RiC(RcuT(Ql, 92)93, 94) + RiC(93, Rcur(el, 92)94) = 0 (43133)
olarak yazabiliriz. Bu denklemde 65 = ¢ alirsak

RiC(Rcur(elr 92)5' 64) + Ric(f' Rcur(gl' 92)94-) =0 (4-3-134)

veya

Ric(n(62)01 —1(61)62,04) + Ric($, Reur (61,62)6,) =0 (4.3.139)

elde ederiz. Tekrar 8, = ¢ kullanirsak
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sonucuna ulasiriz.

Teorem 4.3.15: Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian manifoldu M olsun.

M ftizerinde R.,,. P = 0 sart1 saglaniyorsa M bir Einstein manifolddur.

Ispat: Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu iizerinde

R yr- P = 0 sart1 saglansin. Bu durumda Vv 6, 6,, 85, 6,, 05 € y(M) i¢in

(Reur(01,602)P)(63,0,)05 = 0 (4.3.137)
esitligini
Rcur(gl' QZ)P(93' 94)95 - P(Rcur (911 92)931 64)95

—P (63, Reyr (61,02)04)05 — P(03,04)Reyr (61, 6,)05 = 0 (4-3-138)

olarak yazabiliriz. Boylece, sirast ile,

Rcur(gl' Hz)P(93'94)95 = Rcur(91» QZ)Rcur(03:64)05

— 1 [9(984,05)Rcur(61,02)05 — g(903, 05) Ry (01, 62)0, ] (4.3.139)
n— 11+9(04,05)Ryr(61,02) 905 — g(03,05)Reyyr (01, 0) 00,

P(Rcur(91192)93:94) = Rcur(Rcur(61'92)93'94)95

— 1 19(984,05)Rcur(61,62)05 — g(@Rcur (61, 62)05,05)6, ] (4.3.140)
n—11+g (04, 05)PRcyr(01,62)03 — g(Reyr (61, 602)03, 05) 00,

P(QB' Rcur(glf 62)64)95 = Rcur(93' Rcur(gl' 92)94-)05

— 1 19(@Rcur(61,05)64,05)03 — g(903, 05)Rcyyr (61, 0)0, ] (4.3.141)
n— 11+9(Reyr(01,02)04,05) 905 — g(03,05)Rcyr (01, 0) 00,

P(931 94)Rcur(91; 92)95 = Rcur(93; 94)Rcur (911 92)95

_ 1 g((p94, Rcur (61' 62)95)93 - g(<p93, Rcur(gl' 92)05)04 ] (4.3.142)
n—11+9(04, Reyr (61,6,)05) 905 — g(03,05) Ry (01, 0) 00,

dir. Bu denklemleri kullanarak

Rcur (911 92)Rcur (93: 94)95 - Rcur (Rcur (91' 92)93' 94)95

_Rcur (93' Rcur (91' 92)94)95 - Rcur(93' 94—)Rcur (91' 92)95
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9 (904, 05)Reyr(01,65)03 — g(003, 05) Ry (01, 65)0,
+9 (04, 05) Ry (61, 62) 005 — g(03, 05)Reyr (61, 62) 00,
—9(904,05)Rcyr(01,65)05 + g(@R (61, 6,)03,05)0,

1 1-9(64,05)PRcyr(01,62)05 + g(Reyr (61, 62)03,05) 00,4

n—1|=9(@Rcyur(01,02)04,05)05 + g(903,05) Ry (61, 02)0,

—9(Reur (01,02)04,05)005 + g(03, 05)Reyr (61, 62) 00,

—9(@04, Ry (01,02)05)05 + g(003, Reyyr (61, 02)05)0,

| —9 (04, Reyr (01, 05)05) 003 + g (03, 05) Ry (61, 02) 00,

sonucuna ulasiriz. Boylece

Rcur (91; HZ)Rcur (93: 94)65 - Rcur (Rcur (01' 02)93' 94)95

_Rcur (93: R(Hli 62)94)95 - Rcur(93: 94)Rcur (01' 92)05

9(04,05)Rcyr(01,02) 003 + g(@Ryr (04, 60,)05,05)0,
1 1=9(04,05)PRyr(61,02)603 + g(Reyr (01,62)63,65) 064 |

— =0
n—1|=9g(@Reyur(01,02)04,05)05 + g(03, 05)Reyr (01, 02) 90,
—9(904, Reyyr(01,02)05)03 + g(903, Reyr (61, 6,)05)0,
dir. Bu denklemde 6; = ¢ alirsak
Rcur(fr HZ)Rcur(93: 94-)95 - Rcur(Rcur(f' 92)93' 94)95
_Rcur (93: Rcur (E: 92)94)65 - Rcur(93' 94-)Rcur (&;' 92)05
9(94' HS)Rcur(S;' 92)9093 + g(Rcur (S;r 62)031 (P65)64
_ 1 _9(94' QS)QDRcur(f' 92)93 + g(Rcur(S;r 92)63' 95)§004 =0

n—1|=9Reur(§,02)64, 905)03 + g(03,05)Reyr (§,02) 00,
—g(<p94. Rcur(ff 62)65)93 + g(<p93, Rcur(f: 92)95)94-
elde ederiz. O halde

g(GZJ Rcur (93: 94)95)‘5 - T](Rcur (93' 94)95)02
-9 (92: 93)Rcur (‘fl 94)95 + 77(93)Rcur (021 94)95
-9 (92, 64)Rcur (93' 5)95 + 77(94)Rcur (93' 92)95

—9(02,05)$ +1(0s5)Rcur (03, 64)6;

[9(94; 05)9(62, 903)§ —n(63)g(62, p05)0,
—9(04,05) PRy (§,0,)05 + g (65, 05)1(65) 90,
———|=1(63)9(62,05) 904 +1(64)g (62, 9b5)6; =0
+9(03,05)g (02, 904)§ +1n(65)g (b4, 0,)03
—1(05)g(903,0,)0,4

sonucuna ulagip 85 = & alirsak
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(4.3.144)

(4.3.145)

(4.3.146)



9 (02, Reyr (03, 04)8)¢ — g(62, 03) Ry (€, 04)8 + n(03)Reyr (02, 04)8
+9(02, 04)Reur (§,03)¢ + 1(04)Reyr (03, 02)8

_n(gz)Rcur (63’ 64)5 + Rcur (03' 94)02

N(04)9 (02, 903)¢ —1(04)n(03) b,
_ 1 1=9(62,03)900, —n(03)1(62) 90,
n—1[+n(03)g(02, 904)¢ — g(9bs,0,)05
+9(983,0,)0,

denklemini elde ederiz. Bu denklemi de ¢ ile ¢arparsak

=0 (4.3.147)

9(92: Rcur (93' 94)5) + g(Rcur (93: 94)92' E)

1 [-1(04)9(02, 983) —1n(03)g (02, 964)] _
n —11-g(904,6,)n(03) + g(@b3,0,)n(0,)] 0 (4.3.148)

veya

1(64)9 (02, 903) +1n(63)g (62, 96,) + g(@b,, 62)n(63)
—9(903,0,)1n(0,) =0 (4.3.149)
n(63)9(62, 96,) =0 (4.3.150)
sonucunu elde ederiz. Boylece
9(90,4,6;) =0 (4.3.151)
dir. O halde M manifoldu bir Einstein manifold dur.

Teorem 4.3.16: Ricci soliton sartin1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian manifoldu M olsun.

M {izerinde Q. R, = 0 sart1 saglaniyorsa M daralandir.

Ispat: Ricci soliton sartim1 saglayan n —boyutlu LP-Sasakian M manifoldu {izerinde

Q.R.y, = 0 sart1 saglansin. Bu durumda V6, 6,, 85 € y(M) igin

(QRcyur)(61,0,)03 =0 (4.3.152)

dir. Bu denklemi

QRcur(HL 92)93 - Rcur (Qel' 92)93 - Rcur(gl' Q92)93
—Rcur(01,6,)Q03 =0 (4.3.153)

olarak yazabiliriz. Bu esitlikte Q8; = —@8, — A6, esitligi dikkate alindiginda
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QRcur(61,02)85 = =Ry (61, 02)03 — ARy (81, 6,)03 (4.3.154)
Reyr(Q01,0,)03 = Reyy (—6; — 164,6,)0;
= —Rur (901,03)05 — AR (01,05)05 (4.3.155)
Reur (61, Q02)63 = Reyy (61, =6, — 16,)65
= —Rur (01, 903)05 — AR (01,05)05 (4.3.156)
Reur (61,602)Q03 = Reyr (61, 62) (=903 — 163)
= —Reur (61, 02) 903 — ARcyy (61, 6,)63 (4.3.157)
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler yerine yazildiginda,
—@Rcur (01, 62)83 — ARy (61, 62)63 + Reyr (9061, 65)63
+AR (01, 65)03 + Ry (01, 03)05 + AR (04, 05)05
+R .y (61,0,) 03 + AR, (64,0,)6; = 0 (4.3.158)
denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde,
OReur (61, 02)05 = Reur (901, 0,)85 = Rowr (61,90,)05

_Rcur(91: 92)§093 - 2/1Rcur(91' 92)93 =0 (4-3-159)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin 6, ile i¢ ¢arpimi alinip Riemann egrilik tensoriiniin 6zellik-

leri dikkate alinarak diizenlenirse

9(Reyr (61,62)63,964) — g(Reur (964, 6,)03,6,)
—9(Reur (01, 962)83,04) — g(Reyr (61, 0,) 963, 64)
—219(Ryr(64,65)605,0,) =0 (4.3.160)
IRy (61,02)03,004) + g(Reyr (63, 04)0,, 90;)
—g(Reur(03,04)61, 00;) + g(Reyr (01,0,)604, 003)

—219(Rcyr(01,60,)63,0,) = 0 (4.3.161)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede 6, = ¢ alinarak ifade (4.1.3) ve Riemann egrilik tensoriiniin

oOzellikleri dikkate alinarak diizenlenirse

g(Rcur(ell 92)931 q)f) + g(Rcur(93' 5)92' @91)
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—9(Reur (03,6)61, 96) + g(Reur (61, 62)8, 963)
—2Ag(Reyr(61,65)65,8) = 0 (4.3.162)
9Reyr (63,8)02, 961) — g(Reur (05, 6)61, 65)
+9(Reur (61, 02)8, 903) — 249 (Ryr (61, 62)63,8) = 0 (4.3.163)
—9Reur (§,035)02,961) + g(Reur (8, 63)61, 06,)

+g(Rcur(91; 8,)¢, (;003) —2Mg (Reur(61,62)03,8) =0 (4.3.164)
elde edilir. Bu ifade (4.1.15), (4.1.4), (4.1.6) ve metrigin 6zellikleri dikkate alinarak dii-

zenlendiginde

—9(65,6,)9(&, 901) +n(6,)g(65, 90,) + g(65,601)9(&, 06-)
—1(01)g (63, 963) +1(0,)g (61, 903) —1(61)9(6,, 963)
—24[g(6,03)n(6,) — g(61,65)1n(0)] =0 (4.3.165)

n(62)9(63, 901) —n(81)g (63, 90) +1(0;)g(6,, 96s)

—1(61)9(0,, 903) — 24[g (82, 83)n(61) — g(61,05)n(8,)] =0 (4.3.166)
9(63,9601)1(62) — 9(63, 90,)1(6,) — 19(6,, 63)n(61)
+19(041,65)1n(0,) =0 (4.3.167)
esitligine ulasilir. Bu esitlikte 8, = & yazilip (4.1.1), (4.1.3) ve (4.1.6) dikkate alinarak dii-
zenlendiginde,
9(63,901) = —Ag(6,,63) — An(63)n(61) (4.3.168)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.3.6) uygulanirsa,

Ric(6:,605) = 21(0:)1(6:) (4.3.169)

olur. Burada 65 = ¢ alinarak (4.1.18) uygulanirsa,

1-n=21 (4.3.170)

sonucuna ulasilir. Bu durumda M daralandir.
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