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TESEKKUR

Yilksek Lisans calismalarimin baslangicindan bu yana, tez konumda c¢alismami
saglayan, biitiin enerjisi ve engin birikimiyle beni motive eden, ¢alismalarimda egsiz
katkilari bulunan, bana bilimsel ¢alisma ve diisiinme yetenegini asilayan degerli
danigman hocam Dog. Dr. imdat igcan’ a en samimi duygulanm ile sonsuz saygi ve
tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica ¢aligmalarim boyunca 6neri ve desteklerini esirgemeyen Giresun Universitesi
Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim Uyelerine en igten siikranlarimt
sunuyorum.

Calismam boyunca sabirla, glivenle ve sevgiyle daima yanimda olan, desteklerini hig

eksik etmeyen aileme tesekkiirlerimi sunarnim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESi

R : Reel Sayilar Kiimesi

R : n-boyutlu Reel Sayilar Uzay:

R* : (0, 0)

I : R de herhangi bir aralik

10 : I nin igi

v : Her

L[a, b] : [a, b] Araliginda integrallenebilen Fonksiyonlarin Kiimesi
f' : f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi
f : f Fonksiyonunun Sol Tiirevi

I : f Fonksiyonunun Sag Tiirevi

r : Gamma Fonksiyonu

N : Sol Tarath Riemann-Liouville Kesirli Integrali
ER : Sol Tarafli Hadamard Kesirli integrali

e : Sag Tarafli Riemann-Liouville Kesirli integrali

e : Sag Tarath Hermite-Hadamard Kesirli integrali
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SEKILLER LiSTESi

Sekil 2.1.1 Konveks kiimeler

Sekil 2.1.2 Konveks olmayan kiimeler

Sekil 2.1.3 Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Sekil 2.1.4 Araliklar lizerinde konveks fonksiyon (f(x) = |x])
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LIPSCHITZ FONKSiYONLARI iCiN BAZI INTEGRAL
ESITSIZLIKLERININ GENELLESMESI

OZET

Bu tez galigmasi GA-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan bazi kesirli integral
esitsizliklerinin Lipschitz fonksiyonlari igin elde edilmesi ile ilgilidir. Bu tezde,
Gneelikle konveks, GA-konveks ve Lipschitz fonksiyonlar, kesirli integral
esitsizlikleri ve dnemli esitsizlikler ile ilgili bazi temel tanim ve teoremler verildi.
Daha sonra konveks fonksiyonlar ve GA-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis
Hadamard tipli integral esitsizliklerinin Lipschitz fonksiyonlar igin literatiirde
bulunan bazi sonuglan verilmistir. Tezin aragtirma bulgulart kisminda, GA-konveks
fonksiyonlar igin elde edilmis esitsizliklerden Lipschitz fonksiyonlari igin yeni
esitsizlikler elde edildi. Son olarak, bu esitsizliklerin bazi1 &zel ortalamalara

uvgulamalan verildi.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyonlar. GA-Konveks Fonksiyonlar, Lipschitz
Fonksiyonlari, Kesirli Integral Esitsizlikleri
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GENERALIZATION OF SOME INTEGRAL INEQUALITIES FOR
LIPSCHITZ FUNCTIONS

SUMMARY

This thesis is about getting for Lipschitz functions of some inequalities that are
obtained for GA-convex functions. At first, some basic definitions and theorems
related to convexity, GA-convexity and Lipschitz functions, fractional integral
inequalities and important inequalities are given. Then, some results in the literature
for Lipschitz functions of Hadamard type inequalities obtained for convex and GA-
convex functions are given. In research findings section of thesis, we have new
inequalities for Lipschitz functions by means of inequalities which are used for GA-
convex functions. Finally, some special means applications of these inequalities are

given.

Anahtar kelimeler: Convex Functions, GA-Convex Functions. Lipschitz Functions,
Fractional Integral Inequalities
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BOLUM 1. GiRiS

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda énemli bir rol
oynamas1 ve aktif bir aragtrma alani olmasindan dolayi, 6zellikle son yillarda

arastirmactlarin ilgi odag haline gelmigtir,

Esitsizlikler alaninda Hermite’ in temel ¢aligmalan sik sik onun orijinal yazar kimligi
verilmeden belirtilmistic. Bu baglamda temel matematikte ilgi ¢ekmekte olan
Hermite-Hadamard Esitsizliginin geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks
fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Analitik esitsizlikler yaygin
olarak matematik ve bir¢ok uygulamali matematigin gesitli dallarinda gelisiminin
arkasindaki temel itici giiclerinden biri olarak kabul edilmektedir. Esitsiziikler ile
ilgili ¢ahsmalarin son on yildan fazladir matematigin birgok farkli alanindaki
uygulamalara nasil bilyiik bir katki sagladigi agik¢a ortadadir. Ornegin; Hadamard,
Chebyshev, Ostrowski, Griiss, Jensen ve Trapezoidal esitsizlikler ile ilgili birgok

uygulama literatlirde 6nemli bir yere sahiptir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi M.O 250 yilinda Archimedes’ in iinlii w degerini
hesaplamasina kadar dayanmakla birlikte baslangict 19. Yiizyilin sonlarn olarak
goritlebilir. Konveks kiimeler ve konveks fonksiyonlar matematik diinyasinda,
matematik ve geometri konulari arasinda arttk Snemli bir yer teskil etmektedir.
Konvekslik, geometri. analiz, lineer cebir ve topolojide kullaniimakla beraber say:
teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve
esitsizlikler teorisi (lineer. klasik ve matris) gibi gesitli konularda énemli rol oynar.
Konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 willarinda J.L.W.V
Jensen tarafindan galisildif ve Jensen’in bu éncii ¢alismalarindan itibaren konveks

fonksiyonlar teorisinin hizh bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir.

Son yiizytlda gelisen disiplini ve artan uygulamalanyla matematiksel analizin

merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir. 1934 yihinda Hardy, Littlewood ve



Polya tarafindan gikarilan ‘Inequalities’ isimli kitap bu alanda ilk ¢aligma olup temel
bagvuru kaynagi olarak Snemli bir yere sahiptir [1]. Genel esitsizlikler iizerine 1961
yilinda yazilmis olan E. F. Beckenbach ve R. Bellman® in ‘Inequalities’ isimli kitabs,
esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu i¢in el altinda bulunmasi gereken
bir kaynaktir [2]. 1970 yilinda Mitrinovié tarafindan yazilan *Analytic Inequalities’
adh eserde, okuyucu konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri,

problemleri, ispat yontemlerini ve elde edilen sonuglari bulabilir [3].

Konvekslik kavramina Charles Hermite'in 1881 yilinda Mathesis 3 (1883, 5.82)
dergisine gonderdigi mektupta su sekilde rastlanir.
Sur deux d’une integrale définie. Soit f{x) une fonction qui varie toujours

dans le meme sens de x= a; dx=b; On awra les relation

b
(b~ o (= [f()dx<(b— 211D

ot bien
(b - ayf (252 ff(x)dx>(b— D+ 70

suivantque la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavité vers I'axe des
abcisses.’
ilerleyen yiflarda Fejér (1880-1959) Hermite'in sonuglaninin genellestirilmis halini

sunmustur.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler? "sorusu igin 1978 yilinda Richard Bellman
tarafindan goyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik ¢alismak igin bazi nedenler vardir.
Pratik agidan bakildiginda, birgok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle
simirlandirmak olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik esitsizlikler de bu sekilde ortaya
cikmustie. Teorik agidan bakildifinda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler

olusturulabilir.

Estetik agidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematiin bazi
pargalarimin uyumlu oldugu goériiliir. Elde edilen esitsizliklerin géze hitap etmesi de

esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.

[



O.Hélder (1889), O.Stolz (1893) ve J.Hadamard (1893) *in katkilanyla 19. ylizyilin
sonunda konveks fonksiyonlanin temelleri atilmistir. Esitsizlikler Teorisi C.F. Gauss,
A.L. Cauchy ve P.L. Chebyshev ile gelismeye baglamistir.1881 yilinda Hermite
tarafindan elde edilen Hermite- Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski
tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligi, 19. ve 20. yiizyillarda bulunan
esitsizliklerin  bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek literatiire

kazandirtimsstir.

Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili cahsmalarin 6nemli bir kismim S.S. Dragomir
ve C.E.M Pearce tarafindan yazilmi olan ‘Selected Topics on Hermite-Hadamard
[nequalities and Applications’ isimli kitapta; Ostrowski esitsizligi ile ilgili
¢alismalarin biiytik bir kismui da S.S. Dragomir ve Themistocles M. Rassias
tarafindan 2002 yilinda yazilmig olan *Ostrowski Type Inequalities and Applications
in Numerical Integration” isimli Kitapta bir araya getiriimistir. Konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikler {izerine ¢alisan diger matematikgiler; R.Agarval, G.Anastassiou,
G.V.Milovanovic, A.M. Fink, Roberts and Varberg, N.S, Barnett, M.E. Ozdemir,
U.S. Kirmaci, H.Yildinm, M.Z. Sarikaya, N. Ujevic, S.Varosenec, P.S.Bullen,

P.Cerone, E.Set ve i.iscan seklinde siralayabiliriz.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlan ilk olarak Liouville tarafindan duyuruldu.
Kesirli (tamsayr olmayan) diferansiyel teorisi 1695 yilinda yazilan Leibniz’ in
notlarinda yarim mertebeden tiirevin ifadesinin tartistimasiyla basliyor. Leibniz’in
notu ile rastgele mertebeden tiirev ve integral teorisi ortaya ¢ikti. 19. viizyilin
sonlarinda Liouville bu yapiyr tamamladi. Bundan sonra Griinwald, Letnikov ve
Riemann kesirli tlirev teorisi lizerine ¢aligmalarda bulundu. Kesirli tiirev ve Kesirli
integral kavrami. tiirev ve integrallerin sadece tam sayilar igin var midir sorusundan
yola ¢ikilarak ortaya ¢ikmis 17. ylizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,
Liouville ve diger birgok matematikginin kesirli mertebe icin diferensiyel ve
integrasyonun  genellestirilmesine dayanan Oncii  ¢alismalanyla  gelismeye
baglamistir. Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve Kesirli integral kavramlan

hakkinda ilk kaynak kitap S.G.Samko ile A.A Kilbas ve O.l. Marichev tarafindan



yazilmig olup bu kavramlar iizerinde birgok galisma yapilmigtir [4]. Bu calismalardan
bir tanesi de 2011 yilinda Xiao-Jun Yang tarafindan yazilan, kesirli kiime, lokal
kesirli tiirev ve lokal kesirli integral gibi kavramlanin tamtildigi ‘Lokal Kesirli
Fonksiyonel Analiz ve Uygulamalar’ adli eserdir [5]. Yang® in bu eserinden
faydalanarak son birkag¢ yilda genellestirilmis konveks fonksiyonlar ve baz: tiirleri

tanitilmis ve bu fonksiyonlar yardimiyla da yeni egitsizlikler elde edilmistir.

Bu ¢alismamiz; literatiirde GA-Konveks fonksiyonlar icin elde edilen kesirli integral
esitsizliklerinin Lipschitz fonksiyonlar ig¢in uygulanmasiyla ilgilidir. Bu amagla
caligmanin ikinci boliimiinde konveks fonksiyonlar, konveks fonksiyonlar sinifindan
olan GA-konveks fonksiyonlar ve Lipschitz fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde ise kesirli integraller aracib@iyla Lipschitz
fonksiyonlar icin Hadamard ve Bullen tipli esitsizliklerle ilgili bazi tanim, teorem ve

sonuglar verilmistir.

Dordiincii béliimde Lipschitz fonksiyonlar1 igin bazt integral esitsizliklerinin
genellesmesi ile ilgili bir teorem, 6zel durumlarda sonuglar ve 6zel ortalamalar ile

ilgili onermeler verilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu béliimde bu ¢alismada kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir,

Tamim 2.1.1. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LXL=Lve:: FxL=-Liglemleri tammlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L
ye F cismi lizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi} denir.

A)L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,

GlVx,y €Liginx+y € Ldir,
G2.¥x,y,ze€liginx+(y+2)=(x+y)+zdir

G3¥x€elLiginx + 8 =8 + x olacak sekilde & € L vardir,

G4.v x € L igin x + (—x) = (—x) + x olacak sekilde —x € L vardr,
G5V¥xy €elLicinx+y=y+xdir

B)x,y €L vea,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanr.

Ll. a.x € L dir,

L2. a.{x +y) = a.x + a.y dir,

L3. (a+ f8).x = a.x + f.x dir,

L4. (af).x = a(fx) dir,

L3. 1.x = x dir (Burada . F’nin birim elemamdir).

F = R ise L’ye reel lineer uzay, F = Cise L ye kompleks lineer uzay adt verilir [6].

Tanim 2.1.2. (Lineer Déniisiim): F bir cisim ve V ve W, F cismi iizerinde iki
lineer uzay olsun. u#,v € Vve ¢ € F olmak lizere T : V — W dbniisiimil,
@QTu+v)=Tw +TWw)

(b) T(cu) = cT(u)



sartlarini sagliyorsa T ye V izerinde lineer doniisiim denir. Eger V=W ise T:

V — W lineer doniisiimiine bir lineer operator denir [6].

Tamim 2.1.3. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A © Lve x,y € A keyfi olmak
iizere;
B={zel:z=ax+(1-a)y .0<sa<1}c A

iss A kiimesine konveks kiime denir. Efer z€ B ise z=ax+ (1 -a)y
esitligindeki x ve y'nin katsayilari i¢in a+ (1 —a)=1 bagintuisi her zaman
dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tammindaki a, (1 — a) yerine a + f = 1 sartim
saglayan ve negatif olmayan a, 8 sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalart x ve y olan bir dogru par¢asidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks

kilme, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden
kiimedir [7].

Sekil 2.1.1. Konveks kiimeler

N, e
it
4

Sekil 2.1.2, Konveks olmayan kiimeler

Tamm 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): 7, R de bir aralik ve f: I = R bir fonksiyon
olmak iizere her x,y € / ve t € [0,1] igin,

flx+(1=-y)<stf()+ (1 -f () (2.1.1)



sartim saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte ' = " olmasi
durumunda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1.1) esitsizligi t €

(0,1) icin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [8].

y

D) [ ittt :

{a, fa)) /

a 1a+{1-tjb o

{o.1{b})

t F(a)=(1-1) ()
f{ta+(1-4)b)

f(a)

=

Sekil 2.1.3. Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Geometrik olarak, ta + (1 — t)b noktasinda; f nin egri iizerinde aldig1 deger
(a,f(a)) ve (b,f(b)) noktalarini birlestiren dogru parcasinin iizerinde aldifn
degerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay: birlestiren dogru parcas: her
zaman egrinin [a, b] aralifinda kalan kisminin iistiindedir.

Sekilden de goriildiigii gibi, eger f(a) < f(b) ise hert € [0,1] igin f(a) <
tf(a) + (1 —6)f(b) < f(b) dir. Konkav fonksiyon igin dogru pargast f nin
grafiginin [a, b] aralifinda kalan kisminin altindadir.

Konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri:

i. Kapals bir aralikta tanimh konveks fonksiyon sinirhdir.

ii. f:1 - R konveks fonksiyon ise /% de kalan herhangi bir [a, b] kapali araliginda
Lipschitz sartim saglar. Bu nedenle, f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli ve
1% siireklidir.

iii. f:1 = R konveks fonksiyon ise 1 de f! ve f; titrevleri meveut olup bu tiirevier

artandr.



iv. f:1 — R fonksiyonu [ agik araliginda konveks ise bu aralikta sayilabilir bir £
kiimesi hari¢ f' mevcut ve stireklidir.

v.f[fR-o R, j=123,.. .k, k tane konveks fonksiyonlar olsun. Bu taktirde;
k

F@ =) afi(l), 20 (=123..k

/=1
fonksiyonu da konvekstir.
vi. g: R —» R azalmayan konveks fonksiyon ve h: R — R konveks fonksiyon olsun.

Bu taktirde; f: R = R, f(x) = (goh)(x) bileske fonksiyonu da konvekstir [9].

Ornek 2.1.1. f:1 € R = R, f(x) = |x| fonksiyonu I lizerinde konveks

fonksiyondur.

Sekil 2.1.4. Arahkiar Gizerinde konveks fonksiyon (f (x) = Jx|)

Sonug 2.1.1. | € R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I da konveks olmasi i¢in gerek
ve yeter sart, her x,¥ € [ i¢cinp + g > 0 olan her ¥p,g = 0 igin

f (px + qy) <Pf (x)+qf(y)
p+q /=  ptgq

olmasidir [10].

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a, b] aralifinda konveks ise
a. f, (a,b) aralifinda siireklidir.
b. £, [a, b] araliginda ssmrhidir [11].



Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun [/ araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu
aralik iizerinde konveks olmast i¢in gerek ve yeter sart x € [ igin
i (x)=0

olmasidir [3].

Tanim 2.1.5. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): f:/ € R = R fonksiyonu konveks

ise @ < b kosulunu saglayan Va, b € I i¢in

f(a+b) - b_l.aff(x)dxsf(a);rf(b)

2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir [ 10].
2.2. GA-Konveks Fonksiyonlaria flgili Bazi Tanim ve Teoremler

Tamm 2.2.1. (Geometrik-Aritmetik (GA) Konveks Fonksiyon): f:/ S R* > R
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu ¥x,y € I ve YA € [0,1] igin

FEy) s f (D + Q- Df W)
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna GA-konveks fonksiyon denir. Burada x4y!=4
ifadesi x ve y pozitif sayilarimin agirhkli geometrik ortalamast ve Af(x) +

(1 = A)f(y) ifadesi ise f(x) ve f(¥) nin agirhkl aritmetik ortalamasidir [12].

Tanim 2.2.2. (Gamma Fonksiyonu): n > 0 igin,

r(n) = f x" e *dx
1]

ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral n > 0
i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi 8nemli dzelliklerini asagidaki gekilde
siralayabiliriz [13].

i Fn+1)=nl(n)=n!,

T 1y _

ii. r (5) =r.

i [P X dx =) -p) =

0 1+x

T _ 0<p<l1,

sin(pm) '’

iv.  220-1r(n)r (n + %) = Var(2n).

9



Tamm 2.2.3. f € L{a,b] ,a > 0ve b > a = 0igin g/, f(x)ve pJi_f(x) sirasiyla
sol taraf ve sag taraf Riemann-Liouville kesirli integralleri asagidaki gibi

tammlanmstir [14].

plaef(x) = f (x - )1 (Ddt ,x>a

I(a)

ve

1 b
JEF0) = poas | (=0 @t x <

M. Z. Sarikaya ve arkadaslari, Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri asagidaki gibi ifade etmislerdir.

Teorem 2.2.1. f:[a, b] — R bir pozitif fonksiyon f € L{a,b] ve a < b olsun. Eger
f , [a, b] de konveks fonksiyon ve a > 0 ise

f(a:b)s f;(a-}-l)

f(a) + f(b)

[/ f(B) + fi-fl@)] < —

esitsizligi elde edilir.
GA-konveks fonksiyonlar ig¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin agirliklt

genellestirilmesi asagidaki gibidir [14].

Teorem 2.2.2. f:/ € R* - R bir GA-konveks fonksiyon ve a,b €1 elemanlan

a < b olacak sekilde olsun. g:[a, b] = [0,0) siirekli ve Vab ye gére geometrik

olarak simetrik bir fonksiyon ise;

b b
F(VaD) f 2 4y < [ L000, [OLIO) '3,

2 a X
dir [15].

Tanim 2.24. f € L{a,b] ,a > 0ve b > a = 0igin 4f5, f(x) ve y/F_f(x) sirasiyla

sol taraf ve sag taraf Hadamard kesirli integralleri asagidaki gibi tanimlanmistir:

Jir@ =rs [ (0D) 0T, x>

ve

]



Wi-FC) = )jb(mt)a_lf(t)d—:-, x<b

dir. Burada I'(a@) Gamma fonksiyonu

r'(a) = J e~tta-lgy
a

seklindedir [16].
GA-konveks fonksiyonlar igin kesirli integraller yardimiyla elde edilen

Hermite-Hadamard esitsizlikleri asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.2.3. Kabul edelim ki f:/ € R* -> R fonksiyon a,b€/f ve a<b
oldugunda f € L[a, b} olsun. Eger f , L[a, b] de GA-konveks fonksiyon ve @ > 0 ise

ra+1) f(a) + f(b)
F(Vap) < 210 Ahes
2(in)

esitsizligi elde edilir [17].

Wi f(D) + Wi f(@)] < (2.2.1)

ispat : f fonksiyonu [, b] araliginda GA-konveks fonksiyon olsun, O halde Vx,y €
[a, b] igin
fOEy) < tf () + (L= B)

esitsizliginde t = %yazarsak

f(@sf(x);f(y)

elde edilir. Daha sonra x = a'b'™t , y = bfa'~* secersek

f(@ < f(atbh!™) ';f(btal-t)

esitsizligini elde ederiz. (2.2.1) esitsizliginin her iki tarafi t*~! ile carpilip,

esitsizligin t ye gore [0,1] tizerinde integrali alinirsa;
a 1 1
f(Vab) < E{j f(a‘bl“)dt+f f(b‘al")dt]
0 0

a J‘b(lnb - lnu)“‘l ) du N J’b(lnu - l'na)“'1 ) du
= - — u)— e u
2]J, \Inb—Ina utng o \Mnb—Ina uln2

c—
e e’

elde edilir. Buradan (2.2.1) esitsizliginin sol tarafi kolayca elde edilir.



(2.2.1) esitsizliginin ikinci kisminin ispati igin, ilk olarak f fonksiyonu GA-

konveks fonksiyon oldugundan, ¥t € [0,1] igin

F@ib') < ¢ (@) + (1 - DF ()
ve

fBfal™) < tf(B) + (1 - 6)f(a)
dir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa;

f@*b'=") + f(b*a'™") < f(a) + f(b)

elde edilir. Son esitsizlikte taraflar £t~ ile garpilarak t ye gére [0,1] iizerinde

esitsizligin integrali alinirsa,

1 1 1
[ rapreerde s [ a0 e < (@ + £ [ oot
0 o 0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanms olur.
Yazarlar, GA-konveks fonksiyonlar igin kesirli integral seklindeki Hermite-
Hadamard esitsizligini ve Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini asagidaki gibi elde

etmislerdir.

Teorem 2.2.4. f: [a,b] € R* — R bir GA-konveks fonksivon f € L[a,b] vea < b

olsun. O halde a > 0 iken kesirli integraller igin asagidaki egitsizlik saglanir [18]:

f(a) + f(b)

r 1
FOaB) < 222 e f@)+ g 0] < K22

g (lna)

Teorem 2.2.5. f:[a,b] € R* — R bir GA-konveks fonksiyon f € L[a,b] vea<b

olsun. Eger g:[a,b] = R , negatif olmayan, integrallencbilic ve vab ye gore

geometrik-simetrik ise kesirli integraller igin asagidaki esitsizlik saglanir [18]:
f(Vab) x [%=5_g(a) + w5, 9] € WS (Fa)@) + wlSe, (FO)(B)

b
< @_;_L)[Hj‘?a_b_g(a) )

[19] da yazarlarin GA-s-konveks fonksiyonlar i¢in vermis oldugu teoremi, s = 1

olmast durumunda GA-konveks fonksiyonlar i¢in agagidaki gibi verebiliriz.
Teorem 2.2.6. f: ] € R* - R olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur.

12



i. f(x) fonksiyonu I’da GA-konvekstir ancak ve ancak f(e*) fonksiyonu
in0 = —oo kabul edildiginde In! = {Inx | x € I} aralifinda konvekstir.

ii. Efger f fonksiyonu [I°da azalan ve GA-konveks ise f fonksiyonu/ da
konvekstir.

iii. Eger f fonksiyonu [I’da artan ve konveks ise f fonksiyonu/da GA-

konvekstir.

ispat: i. f(x) fonksiyonu I araliginda GA-konveks ise
f(etlnx+(1—t)tny) - f(xtyl't)

Stf () + (L= 0f ) = tf(e™) + (1 - £)f(e™)
dir. Bu yiizden f(e*) fonksiyonu I arahginda konvekstir. Diger taraftan, tersine
olarak f(e*} fonksiyonu ! aralidinda konveks oldugunda

Flxtyt) = f(eHx-0in) < (i) + (1 - £)f (™)
=tf(x)+ 1 -f()
olur ki bu f(x) fonksiyonun /’da GA-konveks oldugunu gésterir.
ii. Eger f fonksiyonu /’'da azalan ve GA-konveks ise
flex+ A =-0y) < flxy) S tf )+ A - OF ()
dir. Bunun anlami f fonksiyonu /"da konvekstir.
iii. Eger f fonksiyonu [ da artan ve konveks ise
FOEyT™) s flex + (1 -Dy) S tf () + (1 - O)f ()

dir. Buna gore f fonksiyonu I'da GA-konvekstir.

Lemma 2.2.1. / € R* bir aralik ve f:/ - R reel degerli fonksiyon olsun. Eger
f fonksiyonu [da iki kez tirevlenebilir ise; f, /da GA-konveks (konkav)
fonksiyondur ancak ve ancak Vx € [ igin

ffx) +xf"(x) 2 (=)0
esitsizligi saglanir [20].
ispat: Lemma, konveks (konkav) fonksiyonlarin temel ozelliklerinden ve *f
fonksiyonu GA-konveks (konkav) fonksiyondur ancak ve ancak g(x) = f(e*),] =

{logx: x € 1} iizerinde konveks (konkav) dir” 6nermesinden kolaylikla gikar.



2.3. Baz1 Onemli Egsitsizlikler

Teorem 2.3.1. (Usgen Esitsizligi) : Herhangi x,y reel sayilar igin
Ix +yl < |x[ + Iyl
l1xl = [¥] < lx =yl
Ix] = Iyl] < lx + |
ve tiimevarim metoduyla
g + o+ gl < L]+ [l
esitsizlikleri gegerlidir [21].

Teorem 2.3.2. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu) f; [a, b] araliginda tamml

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

fa Feods] < f FColds

esitsizligi gegerlidir [21].

Teorem 2.3.3. (Ostrowski Esitsizligi): f:/cR—->R fonksiyonu/®da
diferansiyellenebilir ve a,b €/°. a <b olsun. Eger |f'(x)| <M ise o halde

asagidaki esitsizlik her x € [a, b] igin

b
f0) -5 [ roa

- M [(x-a)?+ (b—x)*
|_b—a[ 2

saglanir [22].

Teorem 2.3.4. (Simpson Esitsizligi): f: [a,b] - R (a, b) lizerinde dort defa siirekli
diferansiyellenebilir fonksiyon ve || f (“)||m=supxe(a'b)| f (4)(x)| < oo olsun. O halde

asagidaki esitsizlik

1[f(a) + f(b) a+b 1 (®
E[ >+ (5 )]'b—afaf(x)dx

elde edilir [23].

1
—lF4) — )

Teorem 2.3.5. (Bullen Esitsizligi): Farz edelim ki f:[a,b] - R, [a,}] iizerinde

konveks fonksiyon olsun. O halde,



) =5GP+ (52
< bi—a fa Foodx

1| _ra+by  fla)+f(b)] f(a)+f(b)
[f( )+ ]5 2

=2 2

esitsizlikleri vardir. Uglineli esitsizlik literatiirde Bullen esitsizligi  olarak
bilinmektedir [24].

2.4. Lipschitz Fonksiyonu

Tamm 2.4.1. (Siireklilik): f:ScR-> R, x, € S olsun. ¥e > 0 igin |[x —xy| < 6
olan Vx € § igin |f(x) — f(xg )] < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x;'da
siireklidir denir [7].

Tanim 24.2. {a,b] kapali araliinda verilen her x,¥ noktalan igin
|F(x) = F) = Mlx ~ yl

sartini saglayan bir M > 0 sabiti varsa f, [a, b] araliinda Lipschitz sartini sagliyor

denir [7].

Tamm 2.4.3. (Diizgiin Siireklilik): f: S € R = R, £ > 0 keyfi olsun, Eger
lx; — x3] < & sartini saglayan ¥xy,x; € Sigin |f(xy) — f(x2)| < £ olacak sekilde
bir § > 0 sayis: varsa f, S’de diizgiin siireklidir denir [7].

Sonug 2.4.1. f, S de Lipschitz sartint saghiyorsa f, S'de diizgiin siireklidir. [7].

Tamm 2.4.4. (Mutlak Siireklilik): I, R nin bogtan farkll bir alt kiimesi ve f:/ - R
bir fonksiyon olsun. I'nin {(a;, b;)}iL, ayrik agik alt araliklanimin bir birlegimini géz
oniine alalim. Eger Ye > 0 igin X.,|b; — @;] < 6 oldugunda 37, | F(b;) — fla)l <
€ olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayist varsa, f fonksivonu / kiimesinde mutlak

siireklidir denir [25].



Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iligki agagidaki

teoremle verilmektedir,

Teorem 2.4.1. L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve f: U — R fonksiyon olsun.

a. f,U acik kiimesinde konveks olsun. Eger f,U da bir noktanin komsulugunda
iistten sinirl bir fonksiyon ise f,U da yerel Lipschitz dir ve bu nedenle U nun
kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartini saglar ve U da siireklidir.

b. f,U & R™ acik kiimesi {izerinde konveks ise f, U nun her kompakt alt kiimesinde

Lipschitz sartimi saglar ve U da siireklidir [10].

Teorem 2.4.2. Eger f:/ € R - R fonksiyonu konveks ise /2 deki kapali herhangi
[a, b] araliginda Lipschitz sartini saglar [26].

ispat: @ — £ ve a + &, | kiimesinin iginde olacak sekilde bir £ > 0 sayisi segelim. m
ve M sirasiyla f nin [a — g, a + €] aralifinda alt ve iist sinirlan olsun. Bu durumda

egerx ve y, [a, b} arah@inin ayrik iki noktasi olup

£ ly — x|
-x), A=—71
Iy—xl(y ) £+ |y —x|

z=y+

olarak secilirse
z€[la—¢ a+¢, y=az+ (Q-Dx
yazabiliriz. Buradan
f) < Af(2) + (1 = Df () = Alf(2) = F(xX)] + f(x)
olur. K = M_Tm olarak alinirsa

ly — x|
E

fO)=f)<AM-m) <

(M-m)=Kl|y-x|

elde edilir. O halde herhangi bir x ,y € [a, b] igin
|f ()= fFNI = Kly — x}

egitsizligi saglanir. Bu ispati tamamlar.



2.5. Bazi 6zel Ortalamalar

Bu baslik altinda a,b gibi iki pozitif reel sayi igin bazi ortalamalar verilecektir
[27,28].

1. Aritmetik ortalama:

+b
A=A(ab) =2
2
2. Geometrik ortalama:
G =G(a,b) =Vab
3. Harmonik ortalama:
2ab
H =H(a,b) = R
4. Logaritmik ortalama:
a ,a=b
L=L(ab) = [ b-a
Inb—ina "% B
6. p-logaritmik ortalama:
a a=b
1
L, = Lp(a,b) = pP+l — gP+1 1p .
p+DG-o] '°F

ortalamalar: vardir.
Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir. Ly =1, L_; = L ile
gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki literatiirde
H<G=<L<I<A
seklinde yer almaktadir.

Son olarak x, y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerinin genellestirilmis ortalamasi

r T xT+1_yT+1
T+l =y TEQLXEY
- =0,x #
Lo(x,y) =1 Inx — Iny F=UxEy
inx = iny o
— 7 =-1,
xy T X#EY
\ x X=y

bi¢iminde tanimlanur.



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Lipschitz ve Konveks Fonksiyonlarla IIgili Bazs Teorem ve Sonuclar

Bu bélimde Dragomir, Cho ve Kim [29] tarafindan verilen bazi teoremler ve

sonuglar derlenmistir.

Teorem 3.1.1. f:1 € R — R tamimh [ {izerinde bir M-Lipschitz fonksiyon, a.b€ I

ve a < b olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

b
1) -5 [ roous

M
< I(b -a) (3.1.1)

b
b
ORI )-b.l.aff(ﬂdx

< —g—(b —-a) (3.1.2)

ispat: £ € [0,1] alalim. O halde her a,b € [ igin,
ltf(a) + (1 = £)f(b) — f(ta + (1 - t)b))
= |t(f(a) = f(ta + (1 = £)b)) + (1 = )(f (B) = f(ta + (1 — £)D))|
< t|f(a) — flta+ (1 = )b)| + (1 = OIf(b) — f(ta + (1 — £)b)|
<tMla—(ta+ (1 =t)b)| + (1 — OM|b - (ta+ (1 - t)b)|
= 2¢(1 — £)M|b — al (3.1.3)
olur. Eger t = % segersek:

fla) + f(b) a+b
2 _f( 2

M
)| < lb-al (3.1.4)

yazabiliriz. Burada sirasiyla a yerine ta + (1 — t}b ve b yerine de (1 —t)a + tb
koyarsak; her t € [0,1] igin,

[f(ta+ (1= 6)b) + f((1 — D)a + th) a+b <M|2t—1l
| 2 _f( 2 )“ 2

lb—a| (3.15)



elde ederiz. {3.1.5) esitsizligin her iki tarafinin ¢t degiskenine gore [0,1] araliginda

integralini alinirsak;

g 1
%lff(ta+(1—t)b)dt+jf((1_t)a+tb)dt]_f(a-i-b)
e 0

1
M|b —
S%fﬂt—ildt
1]

elde edilir. Boylece,

1 1 b
ff(ta+(1—t)b)dt=ff((l—t)a+tb)dt=b—iajf(x)dx
0 1] a

ve

1
1
f|2r- tldt = >
0

degerleri bulunur. Bu degerler yukaridaki esitsizlikte yerlerine konulursa;
b 1 :
a+
F(5) 5 Fo
a

bulunur, Baylece (3.1.1) esitsizligi ispatlanms olur.

M(b-a)
4

=

Simdi. a,b&!.a < bvet €[0,1] olmak iizere. (3.1.3) esitsizliginden
lef(@) + (A=) fb)—fta+ (1 —-)b)| < 2t(1 - t)M(b — a)

olup, bu esitsizlikte ¢ degiskenine gore [0,1] aralifinda integral alirsak;

1 1 1
fla) | tde+ F(b) | (1 —8)dt — | f(ta+ (1 —t)b)dt
Jracesn fa-ou-]

1
< 2Mb —a) ] (1 - )dt
)

yazilabilir. Buradan;

1 1 1
1 1
ftdt:f(l—t)dt:i, ft(l—t)dt=g

0 0 0

oldugu g6z 6niine alinirsa
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01101 .

M(b—a)
3

elde edilir. Boylece (3.1.2) esitsizligi ispatlanmis olur ve teoremin ispati tamamlanir,

Sonug 3.1.1. 1< (0,00) bir aralik ve f:/ —» R diferensiyellenebilir konveks bir
fonksiyon a,b€l , a<bve M=:5upie[aulf (t)| <co olsun. Bu takdirde

Hermite-Hadamard esitsizligini kullanarak

b
1 a+b M
Osmff(x)dx—f( 5 )Sz(b—a) (3.1.6)
ve
b
osf(“);’f(b)-biaff(x)dxs%(b—a). 3.1.7)

esitsizlikleri elde ederiz.

ispat: Lagrange’ in teoremine gore, Vx,y € (a, b) igin

|fx) = FO = |x =il f' (e}l < Mlx -yl
olacak sekilde x ile y arasinda bir ¢ sabitinin oldugu biliniyor. Teorem 3.1.1 ve
Hermite-Hadamard esitsizliklerinin sonucu olarak istenilen esitsizlikler kolayca elde

edilir.

Teorem 3.1.2. ] (0, ) bir aralik, f:I = R bir M-lipschitz fonksiyon, a < b olan
a,b €1 icin [0,1] arahi@inda;

H(t):b—i-aff(tx+(1—t)a;b)dx

M(b=-a)

seklinde tanimlanan H, bir -Lipschitzian fonksiyonudur.

ispat: t; t; € [0,1] olmak {izere



|H(t2) — H{t)]

1

b—a

b

ff(t2x+(1—tz)a+b)dx

a

ff t1x+(1—t1)a+b)dx

b
sﬁf|f(t2x+(1—tz)“;b)—f(tlxdru tl)a+b)|dx

b
=/
—-a

a

Mlt—-tl M(b—a)
: ‘f| -l

a+b a
t2x+(1"‘t2) —tlx_(l—ti)

IA

+b
ldx

elde ederiz. ¥t t; € [0,1] igin;

() — el s 222D, gy

esitsizligini yazabiliriz. Bu da bize [0,1] kapal aralig iizerinde H nin bir 22=2 _

Lipschitz fonksiyonunu oldugunu gésterir.

Yukaridaki esitsizlikte. t; = 0 ve t; = t alinirsa;

|H(t) f(a + b)| < Mt(b4— a)

ve t; = 1 ve t; = talimrsa

M(1 —~ t)(b - a)
4

b
H(t) —B—;—aff(x) dx| <

bulunur.

Teorem 3.1.3. I < (0, =) bir aralik . f: I — R bir M-lipschitz fonksiyon, a < b olan
hera,b € I ve vt € [0,1] igin;

2D+ Fta+ (1 - 2ED)
2

|f tb+(1-1¢)

-H(t)| = %(b —a) (3.1.8)

dir.



ispatt u=¢tb+ (1 — t)EZ—b , v=ta+(1-1t) ? alalim. Bu durumda

HO = — [ f@) ez

olur. (3.1.2) esitsizliginde u ve v degerleri yerlerine yazilirsa;

fa+fw) 1
2 -u—vff(z)dz

esitsizliginden (3.1.8) esitsizligini elde ederiz.

M{u—v)
3

<

Yukaridaki iki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.4. [ c¢ R* bir arahk ve f:7 — R diferensiyellenebilir konveks bir
fonksiyon vt €[0,1], a,b€l,a<bve M=:supieamlf ()| <oo olsun. Bu
takdirde

b
< E‘}"E j F) dx — H(E) < M(b -a) (3.1.9)
0<H® - £ (2 ;’ b) < %(b . (3.1.10)
b+ (1 - a+b + (11— a+b
osf(t i e )Zf(m I )—H(c)s%(b—a) (3.1.11)

esitsizlikleri gegerlidir.

3.2. Riemann-Liouville Kesirli integralleri Aracihi@iyla Lipschitz Fonksiyonlar

icin Hadamard ve Bullen Tipli Bazi Esitsizlikler
Bu boliimde igcan [30] tarafindan verilen bazi teoremler ve sonuglar derlenmistir.

Sonraki teorem igin; I, R de bir arahk, I'daa £ x £ y £ b ve f:1 - R M-Lipschitz
fonksiyon olsun. A € [0,1}, V = (1 — A)a + Ab ve V, ; , @ > 0 alalim. Devaminda,

(DEgera<V <x <y <b,ozaman



Vaa(r,y) = (V — a)® [" —

+1 a

il PO V)“[ Y b_y]

cr+1

(D Efera<x <V <y<b,ozaman

2(x — a)**! JV—a x-ay, 2(b-y)F*!
Vealeon) ==y 0= g -+ TG
b=V b- y
— Ve -
-7 [a+1 x
(3)Egera<x <y <V < b, ozaman
2(x — a)**1 [V-a x-—a
Voay) = =+ V- [ -]
b—y b-V
RTAY -
+b-V) [ a a+1]
olur.

Teorem 3.2.1. x,y,a,4,V,V,,; ve f fonksiyonu yukandaki gibi tanimlansin. O

zaman kesirli integraller igin

Ma+1)

MVes(x,7)
Ty i-F@ + e f(B)] < — 220

)+ A - f0) - (b—a)e

esitsizligi yazilabilir.
[,R de bir aralik. I'da asx<y<z<b ve fil - R M-Lipschitzian
fonksiyonu olsun. Sonraki teorem igin, A+n+p=1, Anuc(0l)lV; =

(1-Da+ibV,=pua+(A+mb  alalim. Veanu @ > 0 asagidaki  gibi

tammlayalim.

(DEgerV, sV, sx<sy<szveyalj sx <V, <y<zise

x—a h-a y=Vo» Va-V
Va,A,,,,p(x.y,z)=(V1—a)“[ a a+1]+(V2_V1)a[ Ta+1
2(b — z)at? a[b—Vz b—-z
o e e
elde edilir.

(DEgerV, <x<y<sV,<zise



x—a Vi—a] 2(V,-y)*+t

Va,;l,q,u(X, ¥, z) = (Vl —a)* [

a a+1 ale+ 1)
VZ - Vl Vz - y] Z(b - Z)a+1 [b - Vz b —Z
— [/4 —_ — a —
(=) [ a+1 a + ala + 1) +(b-V2) a+1 a
olur.

(NEgerV; =x<y<z<V;ise

Vi—a 2(V, — J’)aﬂ

X—a
Va.ﬂ.n.u(x* Y z)= (Vl -a)” [ -

T a+1 ala+1)
Vo=V, V,— b—z b-V
A o e MOl ey
elde edilir.
(4)Egerx sV, sV, sy <zise
2(x — a)*t? ,[Vi—a x-a
Vaana5:2) = =+ (=[G -]
y_"VZ V2—V1 2(b"2)a+1 b—Vz b—z
- a — a =
(V2 = W) [ a+1 ala+1) +(b-V2) [a+1 a ]
olur,
(S)Egerx<sV, cy<sV,<zise
2(x —a)**! JVi—a x—ay 2(V, —y)*H!
Vanu(9.9) = gy (k=[G -2+ =0
VZ—V]. Vz—y Z(b_Z)a+1 b—Vz b-Z
_ a — a —
(2 —W) a+1+ a ]+ ala+1) +(b-V2) [a+1 a
elde edilir.
G)Egerx sV, fy<z<V;ise
2(x — a)a+! JVi—a x—ay 20V, —y)**!
Varnu(%.y,2) = ala + 1) +(h-a) [a'+1_ a ] ala +1)
Vz"vl Vz_y] [b—z b_VZ]
_va _ —V.ya -
V2 —V1) [cr+1 a Tb-1) a a+1
olur.

(NEgerxsysV, sV, szise

Vi—a x-a e[V2=V1 Va—y

Va.ﬂ.ﬂ,,u(le'Z)[a_i_l [14 +(V2_V1) [a+1 - a ]
Z(b-—Z)aH u b—Vz h—2z
a(a+ 1) + 6=V [a+1— @ ]



elde edilir.

B)Egerx<sysV,gzsVvevax sy, £z, ise

2(x — q)o+! [ai—a x-a
le.n.u(x-y:z) - a(a + 1) + (Vl - a) a+ 1 - (44 ]
Va—y Vz—Va.] [b-z b"Vz]
_ « _ _ a —
+(V, = V1) [ a4+ 1 +(b-V2) a a+1l
olur.

Teorem 3.2.2. x,¥.z,AnuV,Va,Varn, ve f fonksiyonu yukardaki gibi
tamimlansin. O zaman asagidaki esitsizlik yazilabilir.

r 1
A9f() + 17 f ) + uof(2) —(—g"—‘;i;—)%[nfﬁ—f(a) + R f (V) + le,‘;f(b)]‘

aMVa,R,T},u (x, b Z)
- (b—a)*

3.3. Hadamard Kesirli integralleri Aracih@iyla Lipschitz Fonksiyonlar k¢in Bazi
Genel integral Esitsizlikleri

iscan [17)’de GA-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizliklerini

Hadamard kesirli integral formunda asagidaki gibi vermistir.

Teorem 3.3.1. f:/ € R* > R, f € L[a,b] olan bir fonksiyon. a,b €/ ve a<b
olsun. Eger f, [a, b] lizerinde GA-konveks fonksiyon ise & > 0 igin

FaR) S DX () + wif@) < 5(—“-)—;’—@

2 (lna

Esitsizlikleri elde edilir.

Bu esitsizlikte a = 1 alinirsa,

Sf(a)Jr-f(b)

1 [Pf®
dec Sinb—lnaL sy 2

esitsizligi elde edilir.

Bu béliimde {scan [31] tarafindan verilen bazi teoremler ve sonuglar derlenmistir.
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f:1 € R* - R, [ iizerinde M-Lipschitzian fonksiyonu, bu kisimda
a b & a
(e Aaab) =1-D[(nZ) +(n2) ] Fe0 + 2[f(@ () +

£ (1n2)°] - T + D[ Wi f (@) + W& fB)),
Ma+1)
(mg)
seklinde alacagiz. Burada a,b € I,a < b,x,y € [a,b],A € [0,1],€ = al™*bt,a > 0

ve I, Euler Gamma fonksiyonudur,

Sf(x-J’-A- a.a, b) = Ilaf(X)"l‘(l - A)“f()’) -

[WEf(@) + wi& f(B)]

Teorem 3.3.2. f:I € R* — R,/ iizerinde M-Lipschitzian fonksiyonu ve a,b €
[,a <b olsun. Hadamard kesirli integraller igin asagidaki esitsizlik her x €
[a,b],A € [0,1] ve @ > O i¢in vardir.

Ilf(x,l,a, a,b)|

<M [[(1 ~0x - 2a] (n2)" + a2A - 1) x [F(1nE)" de+

[Ab = (1 - A)x] x (In f:-)“ +a(1-22) [ (in %)“'1 dt]

Sonu¢ 3.3.1. Teorem 3.2.1°de A = 0 alirsak,

(ng)’ +(’" ) £ - D S [ @) + W f )] € —

md Ol wE
{[(m ln ]+a“ ln T - fa (iné) dtu

Bu esitsizlikte,

(i) Eger a = 1 alirsak,

2

1 f(e) M X
f(")_tmb-szu ‘“l zb—zna{[“EH“J’b_zx)}

(i) Eger x = Vab alirsak,




2a-1r 1
f(Vab) - ——(“—:C)[Hff;a—b_f(a) + ul%g, f(D)]

lng)
2a=1p1 b b a-1 vab o1
< —(;?);x {fm(in?) dt—L (in<) dt}
a
(iii) Eger x = Vab ve a = 1 alirsak,
F(Vab) - f A8 dt| < 2 (a+b-2Vab)
elde edtlir.

Sonug 3.3.2. Teorem 3.2.1°de 4 = 1 alirsak.

I X @ é. ¢ a—
f@)(in%) ;fﬂfb)(“‘x) _2 1r(l‘:?.t”[ﬁf;;’.f(anMf;;a,f(b)]
(ln'a) (inﬁ)

gl (o) o[ [ (o e [[(n]) o]

buluruz.

Bu esitsizlikte egier x = vab alirsak.

L za'(lifﬁ)i Do f@) + wiies F0)]| < ————z(tn;;“
a a
b—ays bW b, py®l Jab ,  pa-
x[ —(m2) —aUm(ln?) dt - J; (im=) dt”
elde edilir.

Ozel olarak esitsizlikte @ = 1 ahinirsa,

[f@+fB) 1 fm)
l 2 Inb — Ina

M b—a b ,—\
Slnb—!na{ 2 (i"E)'(“b"z ab]

bulunur.



Teorem 3.3.3. [,R de biraralik, /daa <A< B <b V=(1-a)a+ab,ac[0i]
ve f:I = R, L = 0olan bir L-Lipschitzian fonksiyon olsun. O halde,

_ LVa(4,8)

b
af () + (1= ) B) ~ = [ foodx| < 352

esitsizligi vardir. Burada,

(A—-a)2—(A-V)2+(B-V)2+(b— B)*
a<V<A<B<bhH

_JA-a) +(V—-A)?+(B-V)*+(b—B)?
Vo(4,B) = a<A<V<B<bH

(A=)’ + (V=4 +(b-B)® - (V-B)>
a<A<B<V<bh

Teorem 3.3.4. I,R de biraralik, / daa<A<B<(C<b, Vi=(1-a)a+ab,
V,=yva+(a+p)b, a€l0il], a+B+y=1, fil >R, L=0 olan bir L-
Lipschitzian fonksiyon olsun. O halde,

LVa,ﬂ‘y(A.B, )
2(b—a)

esitsizligi vardir. Burada Vg ., , [24] de tanimlandh: gibi alinmigtir.

b
(@) + BF) +1(0) = s | Fadi] <



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

f:R* = R, [ iizerinde M-Lipschitz olsun. Bu b&liim boyunca,
Lf(xJ y. z, AJ nr ul a,a, b)

= 15£(X) + 1 F () + 1 (2)
I‘ 1
@ry ——— [ W@ + wE (G + W b))

(@

Ga.&.n,u (xl }’. Z)
G,

| [ G e
f[l Gz ally_tldu-“l allz e

seklinde alacagiz. Buradaa,b € I vea < b.x,y,z € [a,b], Anpel01],G, =

a*-2 bt | G, = a* M a>0 vel.T(a) = fom e~tt*1dt ile tammlanan Euler

Gamma fonksiyonudur.

Teorem 4.1. f:/ € R* = R, I da M-Lipschitz fonksiyon olsun. /daa<x <y <
z<bve A+n+u=1; 4,nue[0,1] olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik

gecerlidir:



|Lf(xlyl zlllnlulal alb)l

A¥f(x) + % f(y) + n¥f(2)

ra+1)

QT

= A () + 0 f () + u?f(2)

F(cr)j [ N 1@“

} = ]a- f(t)dt-i-mf[i @d].

WE-F@)+ W& F(G) + W& fb)]

al’ (a)

[t

ispat:

[ [ e o [ (2

) .
f) Of xﬂ-ldx=¥1“ [in (g)]

G

s+ 5]

[ (3)

Benzer sekilde integraller hesaplanirsa,

1) = s [ (&) 2

@1



b
. _ ” E a—1@
uef(2) O Gf ()] e

oldugu goriliir. O halde
|L; (%, y.2,An, 1., a,b)|

| [ [ chx) -5

G

+ﬂ(%rmtmmﬁw -,

“ 1If(x) ~f@l

j ) O =fOl,

b _a—l -
[[G)

.
aM e [x =€)
<2 f [ln (—)] dt
a t

@1 L
[l e [ e

_ aMGoinu(x,y,2)

[ @]

esitsizligini elde ederiz. Burada

Gy

“'1 ¢ G "1 t “1 ¢
f[ln Jx — Idf[i 2 Iy Id ”i |z — lt
a

integrallerini hesaplarsak asafiidaki durumlari elde ederiz.

(DEgera< S x<y<Lz<sbveyaa<(; <x<G, Ssy<z<hise

3l



[In)
Hl o - [ o

f[*
f[f e

(2)[3;: a<G Sx<y<sG,<z<bis

Hf e = 0 ]Hf -

f[l Iy o,
Ll -2 - [l

[l e
ol Z ) [
”t ] e

dt :1 [i ] f [l ] dt

]dt

a2 ] -2 o0 - [l

dt

)

] dt



integralleri elde edilir.

(3)Eger a6 S£x<y<z<G,<bhise

[ IO 3 n] e
[ o)
L O e R

+f )"
T 2o+ o

(4)Egera<x<6'1<62 Sy<z=<bhise

Hm( A
-5 @+ QI
@ e [

[ () a2 )] - (2]

ve
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-1

I @)= 23 - [ ]
[l

integralleri elde edilir.

(S)Egera<x<61<ySGZSszise

“tn( )r llx—tldc
m(f)r%"[m A

(I 1 a-l
ln dt + f [ln dat,

p"_ﬂ}g

o 6 R U I
G

22 - o
f )

(O)Egerasx <6, 2sysz5G; £hise
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[ )5
SRR
‘aﬂ‘“za d”xf[l"z] G2
[ @)
L] 2O - [

”zn dt———u ln ] fln dt

f[m@
2@ + 2@
[ e [ )
[ 1o 2w+ [ (2]
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a—- 1IZ__tI
f[in ] dt
z b a = b a-1 b b a—-1
=—zue Q)] - [[nQ)] @+[[mG)] «
a a t t
Gz F4
(8)Egera<x<y<61<z<Gz bveyaa£xsy<z£G6G, 26, €bise
“'llx—tl
“tn( )] dt
x n® 2xr Tl
=22 [mQ)] +5 = C)]

x

J e [ (]

a

[ 25 =2 3 « [ o]

integralleri bulunur,

ve

[ a2 B+ [ ]

olur.

Teorem 4.1 in varsayimlan altinda, asagidaki sonuglar elde ederiz.

Sonug 4.1. Teorem 4.1.1 de @ = 1 alinirsa,

G, Ga b
M)+ 1)+ @) - Eb)[j fgt)dr+J£(Eth+ ff—gtldt]
n E a G, G;

b
= ) + 170D + 1) - —= [ f® 4

ln( )a t
f|x~r| |y-| |z—t| ]




esitsizligi elde edilir. Sonug 4.1 de verilen esitsizlik 6zel durumlarda literatiirde
bulunan farkl: tip integral esitsizliklerine indirgenmektedir. Asagidaki sonuglarda bu

esitsiziikler verilmistir.

Sonu¢ 4.2, Sonug 4.1 de A= :},n =0,u =% alimrsa,x =a,z=b,6, =Vab =

G = G, oldugundan

b
f(a) + f(b) 1 f(¢) M =
I a;’ _zn(ﬁ)f = dt Slnb—!naft dt+f—dt
aa

a

_M [aina+binb (a + b)(1 + InG) + 2G]
lna
M [b—a b
l
ln(%)[ _ n()+2(G A)]

Trapezoid tipli esitsizligi elde edilir. A = A(a, b) = a—:b-

Sonu¢ 4.3. Sonug 4.1 de A=1,p =u =0alinirsa; G; = b = G, igin

f(x) ~ ff(t) _tan) Uxx*tdﬁf:z—;—xdt]

= [2x ln( )+2(A x)]

in (a)

Ostrowski tipli esitsizligi elde edilir. Burada A = A(a,b) =

a+b

Sonu¢ 4.4. Sonug 4.1 de A———,u n—% alimirsa, x =a,z=b, y=+ab =

olup. a < G; = a®*/* < G < G, = a*/*b3/* < b olacagindan



[f(a)+f(b)+f(m] 1 f(t)d

tn
M

sln(g) ft_ dt+f—dt+f——dt+f—dt

M
= ( ) [(a + G)InG, — (b 4+ G)InG, + 2GInG + alna + binb
In

a

+2G, +2G, —2G —a —b]
_ M [b-
- b 4
n(g)
a+h

Bullen tipli esitsizligi elde edilir. Burada 4 = A(a, b) = —.

a b
In (E) +26, +2G, — 26 — zA].

Sonuc 4.5, Sonug 4.1de A = % =un= -za;almlrsa,x =a,z=b, y=+ab =G olup

a <G, =a¥8h'/% < G < G, = a'/®h5/% < b olacagindan

%[f(a);rf(b) - @]_ 1 f(t) £© .

in(3)z

<M ft_ci+f dt+f dt+f o
m(3)
M
5 [—(b+ G)InG, — (a + G)InG, + 2GInG + alna + binb
ln(a
—2G + 26, —a—b]
M bh—a b
= [ In(—)—26+261—2A]
6 a

in(3)

Simpson tipli esitsizligi elde edilir.
Bu béliimdeki Snermeleri kamitlamak i¢in asagidaki Lemma’ ya ihtivacimiz vardir.

Lemma 4.1. f:[a,b] = R diferansiyellenebilir ve ||f’]l < o olsun. O zaman f,

[a, b] iizerinde, M-Lipschitz fonksiyon olur ve burada M = ||f’||s dur [24].
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Onerme 4.1. Sonug 4.2 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) =x" Lipschitz
fonksiyonu alimirsa, b > a > 0 ven = 1 igin
nb"1 [b -

in(3)"

|A(a™, b™) = L(a®, b™)| <

In (b) +2(G - A)]

elde ederiz.

Onerme 4.2. Sonug 4.3 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) =x™ Lipschitz

fonksiyonu alimrsa, b >a >0ven>1 igin

tn (a)

|x™ = L(a", b™)| < [Zx In (G) + 2(A - x)]

elde ederiz.

Onerme 4.3. Sonu¢ 4.4 esitsizliginde [a,b] izerinde f(x) =x" Lipschitz

fonksiyonu alinirsa. b > a > 0, n 2 1 igin

%[A(a", b™) + G™(a,b)] - L(a™, b™)

<

np"-t [b —-a

in(3)

b
ln( )+261+262—2(}—2A

elde ederiz.

Onerme 4.4. Sonug 4.5 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) =x™ Lipschitz

fonksivonu alimirsa, b > a > 0,n 2 1 igin

~[A@", 5") + 6™(a, )] - L(a®, b%)

bn 1[

“n@

—a b
in( )+261+262—26’ 2A

elde ederiz.

Onerme 4.5, Sonug 4.2 esitsizliginde [a, b] tizerinde f(x) = i Lipschitz fonksiyonu

alimirsa, b > a > 0 igin
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IH=Y(a, b) — L(a, b)G2(a, b)| <€ —— b““m(g-)n(c—,q)]

a?in (%) 4

elde ederiz.

Onerme 4.6. Sonug 4.3 esitsizliginde [a, b] iizerinde f(x) = -i- Lipschitz fonksiyonu

alinirsa, b > a > 0 igin

;1c__ L(a, B)G-%(a, b)‘ < [Zx in (G) +2(A— 1’)]

a ln(a)

elde ederiz.

Onerme 4.7. Sonug 4.4 esitsizliginde [a, b] tizerinde f(x) = % Lipschitz fonksiyonu

alimirsa, b > a > 0 igin

%[H'l(a, b) + 6~(a, b)] — L(a,b)G‘z(a.b)|

!n + 26, + 26, — 26 — ZA]

azin )[

elde ederiz.

Onerme 4.8. Sonug 4.5 esitsizliginde [a, b] iizerinde f(x) = ch Lipschitz fonksiyonu
alinirsa, b > a > 0 igin
%[H‘l(a,b) +2G-Y(a,b)} - L(a,b)G~2(a, b)|
1 b—-a

= a‘ln (g—) 4

b
ln( )+26‘1+26‘2—26‘—2A

elde ederiz.

Onerme 4.9. Sonug¢ 4.2 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) = Inx Lipschitz

fonksiyonu alimirsa, b > a > 0 igin

0=

aml(g) [b - Zin (b) +2(G - A)]

elde ederiz.
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Onerme 4.10. Sonu¢ 4.3 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) = Inx Lipschitz

fonksiyonu alimirsa, b > a > 0 igin

|linx — 2A(Ina, Inb)| < ——— [2x ln( ) +2(4- x)]

0

elde ederiz.

Onerme 4.11. Sonug 4.4 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) = Inx Lipschitz

fonksiyonu alimirsa, b > a > 0 igin

aln (b)

b—a (b
[lnG(a b) - A(ina,lnb)]l [ in( )+261+262—ZG 24

4

elde ederiz.

Onerme 4.12. Sonug 4.5 esitsizliginde [a,b] iizerinde f(x) = Inx Lipschitz

lbnksiyonu alimirsa. b > a > 0 igin

b—a b
[ZinG(a b) ~ A(ina, lnb)]| [ m( ) 326, + 26, - 26 — 24

4

aln (2)

elde ederiz.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alisma, daha 6nce GA-konveks fonksiyonlar igin elde edilmis olan bazi
kesirli integral esitsizliklerin Lipschitz fonksiyonlar i¢in elde edilmesiyle ilgilidir. Bu
tezde, oncelikle konveks ve GA-konveks fonksiyon kavramu verilip, GA-konveks
fonksiyonlar igin elde edilmis bazi Hadamard tipli esitsizlikler incelendi. Bu
esitsizlikler, kesirli integraller yardimiyla Lipschitz fonksiyonlari ig¢in yeniden elde
edildi. Burada eide edilen sonuglar yeni olup 6zel durumiarda gesitli birgok 6zel tip
integral esitsizligine indirgenebilmektedir. Elde edilen sonuglardan yararlamilarak
Lipschitz fonksiyonlar igin gesitli ortalamalarla ilgili dnermeler de tezin sonunda

verilmistir. Béylece yeni elde edilen sonuglarin uygulanabilir oldugu gésterilmistir.
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