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1. GİRİŞ 

 

Eşitsizlikler, diğer bilim sahalarının yanı sıra matematiğin hemen hemen tüm 

branşlarında önemli bir rol oynamaktadır. 1934 yılından bu yana yeni eşitsizliklerin 

bulunması ve analizin pek çok bölümünde bu eşitsizliklerin uygulamaları adına 

büyük bir gayret sarf edilmiştir. Matematiksel eşitsizliklerin kullanışlı oluşu 

başlangıçtan beri bilinmekte ve şu an bu eşitsizlikler yaygınlıkla modern reel analizin 

gelişmesindeki temel itici güçlerden biri olarak görülmektedir. Eşitsizlikler teorisi 

sürekli gelişen bir işleyişin içindedir ve eşitsizlikler matematiğin çeşitli dallarına ait 

pek çok problemin çözümünde etkili ve güçlü birer araç haline gelmektedirler. Bu 

teori son yıllarda çok sayıda araştırmacının ilgisini çekmiş, yeni araştırma sahalarının 

açılmasına sebep olmuş ve matematiksel analiz ve uygulamalarının çeşitli yanlarını 

etkilemiştir. 

 

Pek çok tipten eşitsizliğin arasında Lyapunov eşitsizliği derin köklere sahiptir ve 

matematiğin çeşitli dalları üzerinde büyük bir etki yapmıştır. Özellikle son birkaç yıl 

içinde Lyapunov eşitsizliği ve onun pek çok genelleştirmelerinin diferensiyel ve fark 

denklemlerinin teorileri içinde yer alan salınımlılık teorisi, disconjugacy, öz değer 

problemleri, kararlılık, sınırlılık ve diğer pek çok uygulama için kullanışlı birer araç 

olması bu konuda yapılan araştırmaların sayısını bir hayli artırmıştır. 

 

Hazırladığımız bu tezde önce amaca yönelik temel kavramlar daha sonra ikinci ve 

daha yüksek basamaktan diferensiyel denklemler, birinci ve ikinci basamaktan lineer 

sistemlere ilişkin bir dizi önemli sonuç tarihsel süreç içerisinde sistematik bir 

biçimde sunulacaktır. Son kısımda da çok yakın zamanda Tang ve He [30] tarafından 

ele alınan ikinci basamaktan lineer sistemler üzerinde ağırlıklı olarak durulacak ve 

çalışmada yer alan sonuçlar ayrıntılı olarak tanıtılacaktır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tez boyunca diferensiyel denklem ve sistemlerin çözümlerinin varlık ve tekliği 

kabul edilmiştir. 

 

p t x q t x h t  

 

lineer diferensiyel denklemi için tqtp ,  ve th  verilen bir I  aralığı üzerinde 

sürekli ve aynı aralık üzerinde 0p t  olsun. D , tq  ve p t x  I  aralığı 

üzerinde sürekli, diferensiyellenebilir olacak şekilde tx  lerden oluşan bir bölge 

olmak üzere t I  için D  üzerindeki sürekli lineer L  operatörünü 

 

Lx p t x q t x  

 

olarak tanımlayalım [15]. 

 

Burada ,a b , 
22 0  ve 

2 2 0  olmak üzere 

 

0

0

0

Lx

x a x a

x b x b

 (2.1) 

 

iki noktalı homojen sınır değer problemi için Green fonksiyonları üzerinde 

duracağız. 
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2.1. Teorem [15, Teorem 5.98]:: (2.1) homojen sınır değer problemi sadece aşikar 

çözüme sahip olsun. Böylece A , B  sabitler ve h t , ,a b  aralığında sürekli olmak 

üzere 

 

Lu h t

u a u a A

u b u b B

 (2.2) 

 

homojen olmayan sınır değer probleminin bir tek çözümü vardır. 

 

Aşağıdaki örnekte aşikar çözümden başka çözümlere de sahip olan (2.1) tipinde bir 

sınır değer problemi vereceğiz. 

 

2.2. Örnek: 

 

0

0

p t x

x a x b

 

 

sınır değer probleminin bütün çözümlerini bulalım. Bu sınır değer problemi, 

0q t , 0 , 0  ve 0  olmak üzere (2.1) formunda bir sınır değer 

problemine denktir. Bu diferensiyel denklemin genel çözümü, 1 2

t

a

ds
x t c c

p s
 

dir. Sınır şartlarından 2 0
c

x a
p a

 ve 2 0
c

x b
p b

 elde edilir. Böylece 

2 0c  bulunurken 1c  üzerinde bir kısıtlama yoktur. Dolayısıyla keyfi bir 1c  sabiti 

için 1x t c  sınır değer problemimizin bir çözümüdür. Özel olarak, verilen sınır 

değer problemi aşikar olmayan çözümlere sahiptir. 

 



4 

 

 

Aşağıdaki teoremde (2.1) formundaki sınır değer problemlerinin sadece aşikar 

çözümlere sahip olması için gerek ve yeter şartı vereceğiz. 

 

2.3. Teorem [15, Teorem 5.100]: :

b

a

ds

p s p a p b
 olsun. Böylece 

 

0

0

0

p t x

x a x a

x b x b

 

 

sınır değer probleminin sadece aşikar çözümünün olması için gerek ve yeter şart 

0  olmasıdır. 

 

2.4. Teorem [15, Teorem 5.101] (Genel İki Noktalı Sınır Değer Problemi İçin Green 

Fonksiyonu): (2.1) homojen sınır değer problemi sadece aşikar çözüme sahip olsun. 

.,.x , 0Lx  için Cauchy fonksiyonu olmak üzere her bir sabit ,s a b  için 

.,u s , 

 

0

, , 0

, , , ,

Lu

u a s u a s

u b s u b s x b s x b s

 (2.3) 

 

sınır değer probleminin çözümü olsun. , ,t s a b  için , : , ,v t s u t s x t s  

olmak üzere 

 

, ,
, :

, ,

u t s a t s b
G t s

v t s a s t b
 (2.4) 
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fonksiyonunu tanımlayalım. Böylece h t , ,a b  üzerinde sürekli olmak üzere 

,t a b  için 

 

: ,

b

a

x t G t s h s ds , 

 

0

0

Lx h t

x a x a

x b x b

 (2.5) 

 

homojen olmayan sınır değer probleminin bir tek çözümüdür. Ayrıca, her sabit 

,s a b  için ,v t s  

 

0

0

Lx

x b x b
 (2.6) 

 

sınır değer probleminin bir çözümüdür. 

 

2.5. Sonuç: (2.1) sınır değer problemi sadece aşikar çözüme sahip olsun. Eğer h t , 

,a b  üzerinde sürekli ise A  ve B  sabitler olmak üzere 

 

Lx h t

x a x a A

x b x b B

 

 

 

sınır değer probleminin çözümü, G , (2.1) sınır değer problemi için Green 

fonksiyonu ve w , 
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0Lw

w a w a A

w b w b B

 

 

sınır değer probleminin çözümü olmak üzere 

 

,

b

a

x t w t G t s h s ds  

 

dir. 

 

Aşağıdaki teoremde, (2.1) sınır değer problemi için Green fonksiyonunun başka bir 

formunu vereceğiz ve dikkat edilirse Green fonksiyonu 2
,a b  üzerinde simetriktir. 

 

2.6. Teorem [15, Teorem 5.103]: (2.1) sınır değer problemi sadece aşikar çözüme 

sahip olsun. , 

 

0

,

L

a a
 

 

başlangıç değer probleminin ve , 

 

0

,

L

b b
 

 

başlangıç değer probleminin çözümü olsun. Böylece (2.1) sınır değer problemi için 

Green fonksiyonu, t  ve t  fonksiyonlarının Wronskiyenleri 
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,
t t

W t t t t t t
t t

 ve : ,c p t W t t  

bir sabit olmak üzere 

 

1
,

, :
1

,

t s a t s b
c

G t s

s t a s t b
c

 (2.7) 

 

dir. Ayrıca, Green fonksiyonu 2
,a b  üzerinde simetriktir. Yani, , ,t s a b  için 

, ,G t s G s t  dir. 

 

2.7. Örnek: Uygun bir Green fonksiyonu kullanarak 

 

0 0, 0
2

x x t

x x
 

 

sınır değer problemini çözelim. 0x x  için Cauchy fonksiyonu 

, sinx t s t s  olarak verilir. Her sabit 0,
2

s  için .,u s , 0x x  

denkleminin , cos sinu t s A s t B s t  şeklinde bir çözümüdür. 

 

0, 0u s , 

, , sin cos
2 2 2

u s x s s s  

 

sınır şartlarını kullanarak 0A s  ve cosB s s  elde edilir. Böylece 
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, sin cosu t s t s  

, , , sin cos sin sin cosv t s u t s x t s t s t s s t  

 

dir. 

 

0

0 0, 0
2

x x

x x
 

 

sınır değer problemi için Green fonksiyonu 

 

sin cos , 0
2

,

sin cos , 0
2

t s t s

G t s

s t s t

 

 

dir. Böylece 

 

0 0, 0
2

x x t

x x
 

 

sınır değer probleminin çözümü 

 



9 

 

 

2

0

2

0

2

0

,

,

, ,

cos sin sin cos

cos cos sin sin sin cos
2

sin
2

b

a

t

t

t

t

x t G t s h s ds

G t s sds

G t s sds G t s sds

t s sds t s sds

t t t t t t t t

t t

 

 

olarak bulunur. 

 

2.8. Örnek: 

 

0

0

p t x

x a x b

 

 

sınır değer problemi için Green fonksiyonunu bulalım. 

 

0p t x  denklemi için Cauchy fonksiyonu , ,t s a b  olmak üzere 

,

t

s

d
x t s

p
 dir. Her bir sabit s  için .,u s , 

 

, 0

, 0

, ,

Lu t s

u a s

u b s x b s
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sınır değer probleminin çözümü olsun. ,u t s  her bir sabit s  için çözüm olduğundan 

1 2, .1

t

a

d
u t s c s c s

p
 dir. Fakat , 0u a s  olduğundan 1 0c s  ve 

böylece 
2

b

s

b

a

d

p
c s

d

p

 bulunur. Böylece a t s b  için 

 

, ,

t b

a s

b

a

d d

p p
G t s u t s

d

p

 

 

dir. a s t b  için Green fonksiyonunu elde edebilmek için yukarıda bulduğumuz 

Green fonksiyonunun simetrisi kullanılabilir; fakat biz şimdi G  yi doğrudan bulalım. 

a s t b  için 
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, , , ,

t b

t

a s

b

s

a

t b b t

a s a s

b

a

t b b b t

a t s a s

b

a

b b b b

a t t s

b

a

d d

p p d
G t s v t s u t s x t s

pd

p

d d d d

p p p p

d

p

d d d d d

p p p p p

d

p

d d d d

p p p p

d

p

b s

t a

b

a

d d

p p

d

p

 

 

olarak bulunur. Sonuç olarak 

 

0

0

p t x

x a x b

 

 

sınır değer problemi için elde ettiğimiz Green fonksiyonu 
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,

,

,

t b

a s

b

a

b s

t a

b

a

d d

p p
a t s b

d

p
G t s

d d

p p
a s t b

d

p

 

 

olarak bulunur. Bu örnekte 1p t  alındığında 

 

0

0

x

x a x b
 

 

sınır değer problemi için Green fonksiyonunun 

 

,

, :

,

t a b s
a t s b

b a
G t s

s a b t
a s t b

b a

 

 

olduğu açıkça görülür. 
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3. LYAPUNOV TİPİ EŞİTSİZLİKLER 

 

Rus matematikçi Lyapunov [18], x t , 

 

( ) 0x q t x  (3.1) 

 

denkleminin aşikar olmayan çözümü olmak üzere a b  için ,a b , x t  nin 

0x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olduğunda 

Lyapunov eşitsizliği olarak bilinen 

 

4
b

a

q s ds
b a

 (3.2) 

 

eşitsizliğinin gerçeklendiğini ispatlamıştır. 

 

Bu sonuç (3.1) denkleminin çözümlerinin salınımlılık, disconjugacy, kararlılık, 

sınırlılık ve özdeğer problemleri gibi çeşitli özellikleri üzerine yapılan 

çalışmalarda oldukça fazla uygulama alanı bulmuştur. 

 

Bu bölümde Lyapunov tipi eşitsizliklerin diferensiyel denklemler, birinci ve ikinci 

basamaktan sistemler için en temel sonuçları ve uygulamaları tarihsel süreç içinde 

sistematik bir biçimde sunulacaktır. Tezde diferensiyel denklem ve sistemlerin 

çözümlerinin varlığı kabul edilmiştir. 

 

3.1. Diferensiyel Denklemler İçin Lyapunov Tipi Eşitsizlikler 

 

Lyapunov’un çalışması ortaya çıktığından günümüze kadar literatürde Lyapunov 

eşitsizliğinin pek çok genellemesi ve ispatı verilmiştir. Lyapunov tipi eşitsizliklere 

katkıda bulunan bazı yazarlar için Cheng [3], Çakmak ve Tiryaki [5], Dosly ve 

Rehak [7], Eliason [8-10], Guseinov ve Kaymakçalan [11], Hartman [13], Kwong 
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[16], Lee ve diğerleri [17], Napoli ve Pinasco [19], Pachpatte [20-23], Panigrahi [24], 

Parhi ve Panigrahi [25, 26], Pinasco [27], Tang ve He [30], Tiryaki [32], Wang [34], 

Yang, Kim ve Lo [40] ve Zhang ve He [41] referans olarak gösterilebilir. Örneğin, 

Hartman [13] (3.1) denklemi için verilen klasik Lyapunov eşitsizliğini r t  ve q t  

reel değerli, sürekli fonksiyonlar, 0r t  olmak üzere 

 

0r t x q t x  (3.3) 

 

lineer diferensiyel denklemi için aşağıdaki gibi genelleştirmiştir: 

 

3.1. Teorem: Eğer a b  için ,a b , (3.3) denkleminin aşikar olmayan çözümünün 

ardışık sıfırları ise 0,q t maks q t , q t  nin negatif olmayan kısmı olmak 

üzere 

 

1

4
( )

b

b

a

a

q s ds

r s ds

 (3.4) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Bu durumda (3.3) denkleminde 1r t  alınırsa denklem (3.1) denklemine indirgenir 

ve (3.4) den (3.1) denklemi için 

 

4
( )

b

a

q s ds
b a

 (3.5) 

 

eşitsizliği elde edilir. q  fonksiyonunun tanımından her t  için q t q t  

olduğundan (3.5) eşitsizliği (3.2) eşitsizliğini gerektirir; ancak tersi her zaman doğru 

değildir. Bu durumda (3.5) eşitsizliği (3.2) den daha iyidir. 
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Bu eşitsizlikte 4 sabiti yerine daha büyük bir sayı yazılamayacağına bir örnek 

Hartman [13, Syf. 345] tarafından verilmiştir. 

 

Yine Hartman [13], x t  (3.1) denkleminin aşikar olmayan çözümü olmak üzere 

a b  için ,a b , x t  nin 0x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve 

,t a b  için 0x t  olduğunda 0,q t maks q t  olmak üzere 

 

b

a

s a b s q s ds b a  (3.6) 

 

eşitsizliğinin gerçeklendiğini ispatlamıştır. Bu eşitsizlikte, M t t a b t  

fonksiyonunun maksimumu 

2

2 4a t b

b aa b
maks M t M  olduğundan (3.6) 

dan 

 

2

4

b b

a a

b a
q s ds s a b s q s ds b a  (3.7) 

 

eşitsizliğinin sağlandığı görülür. (3.7) den de (3.5) eşitsizliği elde edildiğinden (3.6) 

(3.5) i gerektirir; ancak tersi her zaman doğru değildir. Bu durumda (3.6) eşitsizliği 

(3.5) den daha iyidir. Sonuç olarak (3.1) denklemi için bilinen en iyi Lyapunov tipi 

eşitsizlik (3.6) eşitsizliğidir. 

 

Brown ve Hinton [2] ve Kwong [16] tarafından bu sonuçlardan daha güçlü sonuçlar 

elde edilmiştir. Kwong [16], ,c a b  için 0x c  olmak üzere 

 

1
c

a

q s ds
c a

 (3.8) 
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ve 

 

1
b

c

q s ds
b c

 (3.9) 

 

eşitsizliklerinin sağlandığını göstermiştir. Böylece 1
m t

t a b t
 

fonksiyonunun minimumu 
2

4
min

2a t b

a b
m t m

b a
 olduğundan (3.8) ve 

(3.9) dan 

 

1 1 4

( )

b

a

b a
q s ds

c a b c c a b c b a
 (3.10) 

 

eşitsizliğinin sağlandığı görülür. (3.10) dan da (3.5) eşitsizliği elde edildiğinden 

(3.10) (3.5) i gerektirir; ancak tersi her zaman doğru değildir. Bu durumda (3.10) 

eşitsizliği (3.5) den daha iyidir. 

 

Brown ve Hinton [2], (3.1) denklemi için 

 

4
b

a

q s ds
b a

 (3.11) 

 

eşitsizliğini elde etmiştir. Bu eşitsizlikte 
b b

a a

q s ds q s ds  olduğundan (3.2) 

eşitsizliği elde edilir. Yani, (3.11), (3.2) yi gerektirir; ancak tersi her zaman doğru 

değildir. Bu durumda (3.11) eşitsizliği (3.2) den daha iyidir. 

 

Lyapunov eşitsizliği pek çok yönde genişletilmiştir ve r t , q t  reel değerli, 

sürekli fonksiyonlar, 0r t  ve 1  olmak üzere 
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2 2
0r t x x q t x x  (3.12) 

 

yarı-lineer diferensiyel denklemi yönündeki genişleme Yang [37] tarafından 

bulunmuştur: 

 

3.2. Teorem [37, Teorem 2.1]: a b  için ,a b , (3.12) denkleminin aşikar 

olmayan çözümünün ardışık sıfırları olsun. 0,q t maks q t  olmak üzere 

 

1

1/ 1

2
b

b
a

a

q s ds

r s ds

 (3.13) 

 

eşitsizliği sağlanır. 1r t  ve 2  için (3.12) denklemi (3.1) denklemine dönüşür 

ve (3.13) eşitsizliği de (3.5) Lyapunov tipi eşitsizliğe indirgenir. 

 

1997 yılında Pachpatte [21], 0 0t  için 0 ,t I t  ve I  aralığı a b  olacak 

şekilde a  ve b  noktalarını içermek üzere 1, 0 , 2  ve  olacak 

şekilde , , ,  reel sabitler, , , :r p q I  fonksiyonları sürekli, r t  ve p t  

sürekli diferensiyellenebilir, r t >0, :w I  fonksiyonu sürekli, 0 u v  

için , ,w t u w t v  iken :f I  sürekli ve , ,f t x t w t x t  olmak 

üzere Lyapunov eşitsizliğini 

 

1
, 0r t x x p t x q t x f t x  (3.14) 

 

ve 
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2
, 0 r t x x x p t x q t x f t x  (3.15) 

 

formundaki diferensiyel denklemler için aşağıdaki gibi genelleştirmiştir: 

 

3.3. Teorem [21, Teorem 1]: x t , 0x a x b  ve ,t a b  için 0x t  

olacak şekilde (3.14) denkleminin bir çözümü olsun. 

max :M x c x t a t b , , ,f t x t w t x t  ve 1 olmak üzere 

 

1/

1 1

1 1 1
, 1

22

b b b

a a a

p s
s ds q s ds w s M dsr

M M
 (3.16) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.4. Teorem [21, Teorem 2]: x t , 0x a x b  ve ,t a b  için 0x t  

olacak şekilde (3.15) denkleminin bir çözümü olsun. 

max :M x c x t a t b , , ,f t x t w t x t , 0 , 2  ve 

 olmak üzere 

 

2

1

1/ 1

1

1 1
, 1

2

b b

a a

bp s
s ds q s ds w s M dsr

M M a

 (3.17) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

1999 yılında Parhi ve Panigrahi [25], q t  0,  üzerinde reel değerli, sürekli bir 

fonksiyon olmak üzere 

 

( ) 0x q t x  (3.18) 
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formundaki üçüncü basamaktan diferensiyel denklemler için (3.2) eşitsizliğine 

benzer eşitsizlikler elde etmiştir. Parhi ve Panigrahi nin sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

3.5. Teorem [25, Teorem 1]: x t , 0x a x b  ve ,t a b  için 0x t  

olacak şekilde (3.18) denkleminin bir çözümü olsun. Eğer 0x d  olacak şekilde 

bir ,d a b  varsa 

 

2

4
b

a

q s ds
b a

 (3.19) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.6. Teorem [25, Teorem 2]: x t , a b a  iken ,t a b  ve ,t b a  için 

0x t  olacak şekilde (3.18) denkleminin bir çözümü olsun. Eğer ,t a b  için 

0x t  ve x t , a b a  olacak şekilde ardışık üç sıfıra sahipse 

 

2

4
a

a

q s ds
a a

 (3.20) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2003 yılında Yang [36] ve Parhi ve Panigrahi [25] nin yukarıdaki sonuçlarını yüksek 

basamaktan diferensiyel denklemlere genelleştirmiştir. Yang in sonuçları aşağıdaki 

gibidir: 

 

3.7. Teorem [36, Teorem 1]: n  ve ,q t C a b  olsun. x t , 

 

2 1
( ) 0

n
x q t x  (3.21) 
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diferensiyel denkleminin 0,1,..., 1i n  ve ,t a b  için 0x t  olduğunda 

 

0i ia bx x  (3.22) 

 

şartlarını sağlayan bir çözümü olmak üzere eğer 2 0n dx  şartını sağlayan bir 

,d a b  varsa 

 

1

2

!2
b n

n

a

n
q s ds

b a
 (3.23) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.8. Teorem [36, Teorem 2]: Her n  için 2n  ve ,q t C a b  olsun. Eğer 

 

( ) 0n q t xx  (3.24) 

 

diferensiyel denklemi 
1 2 1...

n n
a t t t t b  ve 1,2,..., 1k n  iken 

1,
k k

t t t  için 0x t  olmak üzere 

 

2 1... 0nx a x t x t x b  (3.25) 

 

şartlarını sağlayan bir x t  çözümüne sahipse 

 

1

2 1

2 !

1

b n

n n

a

n n
q s ds

n b a
 (3.26) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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3.9. Teorem [36, Teorem 3]: ,q t C a b  ve n olmak üzere 

 

2 ( ) 0n q t xx  (3.27) 

 

diferensiyel denkleminin x t  çözümü, 

 

1
... 0

n
x a x a x a  (3.28) 

1
... 0

n
x b x b x b  (3.29) 

 

şartlarını sağlasın ve ,t a b  için 0x t  olsun. Bu durumda 

 

22 1 2 1 2 1
2 1 1 !

b
n n n

a

q s s a b s ds n n b a  (3.30) 

 

dır. Özel olarak 

 

2
2 1

2 1

2 1 1 !4
nb

n

a

n n
q s ds

b a
 (3.31) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.10. Teorem [36, Teorem 4]: ,q t C a b  ve n olmak üzere 0,1,..., 1i n  

için 

 

2 ( ) 0n q t xx  (3.32) 

2 2 0i ia bx x  (3.33) 
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sınır değer probleminde ,t a b  için 0x t  olmak üzere eğer x t , (3.32) 

denkleminin bir çözümü ise 

 

2
b n

n

a

q s ds
b a

 (3.34) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2010 yılında Çakmak [4], (3.24) ve (3.32) formundaki yüksek basamaktan 

denklemler için Lyapunov tipi eşitsizlikler elde etmiştir. Çakmak ın, Yang [36] ın 

Teorem 3.8 ve Teorem 3.10 da verilen (3.26) ve (3.34) eşitsizliklerini düzelttiği 

sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

3.11. Teorem [4, Teorem 1]: Her n  için 2n  ve ,q t C a b  olsun. Eğer 

 

( ) 0n q t xx  (3.24) 

 

diferensiyel denklemi 
1 2 1...

n n
a t t t t b  ve 1,2,..., 1k n  iken 

1,
k k

t t t  için 0x t  olmak üzere 

 

2 1... 0nx a x t x t x b  (3.25) 

 

şartlarını sağlayan bir x t  çözümüne sahipse 

 

1 1

2 !

1

b n

n n

a

n n
q s ds

n b a
 (3.35) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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3.12. Teorem [4, Teorem 2]: ,q t C a b  ve n olmak üzere 0,1,..., 1i n  

için 

 

2 ( ) 0n q t xx  (3.32) 

2 2 0i ia bx x  (3.33) 

 

sınır değer probleminde ,t a b  için 0x t  olmak üzere eğer x t , (3.32) 

denkleminin bir çözümü ise 

 

2

2 1

2
b n

n

a

q s ds
b a

 (3.36) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Bu eşitsizliğin bir uygulaması olarak ,q t C a b  ve n  olmak üzere 

0,1,..., 1i n  için (3.33) sınır şartıyla birlikte 

 

2 ( ) 0n q t xx  (3.37) 

 

özdeğer problemini göz önüne alalım. Bu durumda (3.36) eşitsizliğinin kullanımıyla 

 özdeğeri için bir alt sınır 

 

2

2 1

2
n

b
n

a

b a q s ds

 (3.38) 

 

şeklinde elde edilir. 
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2010 yılında Yang ve Lo [38], çift basamaktan diferensiyel denklemler için aşağıdaki 

sonucu elde etmişlerdir: 

 

3.13. Teorem [38, Teorem 1]: 1, 2,..., 2 1k n  için 2 , , 0,n k

k
r t a bC , 

,q t C a b  ve n olmak üzere 

 

2 1 2 2 2 1... ... 0n nt t t t x q t xr r r r  (3.39) 

 

şeklindeki 2n  inci basamaktan lineer diferensiyel denklemi göz önüne alalım. Eğer 

x t , (3.39) denkleminin 0,1,2,..., 1i n  için 

 

0i ia bx x  (3.40) 

 

şartlarını sağlayan aşikar olmayan bir çözümü ise 1n  için 

 

1

4

b b

a a

ds
q s ds

r s
, (3.41) 

 

2n  için 2

1 2 3 1 2 3

1 1
c c c b b b

a a a c c c

H c
ds ds ds ds ds ds

r s r s r s r s r s r s

 olmak üzere 

 

22 min
,

b

a

q s ds H c

c a b

, (3.42) 
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ve 3n  için 
1 1

1 1

1 1
n c bn n

k kk ka c

H c
ds ds

r s r s

 olmak üzere 

 

2 1

2

2 min
,

bn

n

k n ka

bds
q s ds H c

r s c a ba

 (3.43) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

Bu eşitsizliklerin bir uygulaması olarak 1,2,..., 2 1k n  için 

2 , , 0,n k

k
r t a bC , ,q t C a b  ve n  olmak üzere 

0,1,2,..., 1i n  için (3.40) sınır şartıyla birlikte 

 

2 1 2 2 2 1... ... 0n nt t t t x q t xr r r r  (3.44) 

 

özdeğer problemini göz önüne alalım. Böylece 1n  için (3.41) eşitsizliğinden 

 

1

4
b b

a a

ds
q s ds

r s

, (3.45) 

 

2n  için (3.42) eşitsizliğinden 

 

2min
,

2

b

a

H c

c a b

q s ds

 (3.46) 
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ve 3n  için (3.43) eşitsizliğinden 

 

2 1

2

min
,

2

n

b bn

k n ka a

H c

c a b

ds
q s ds

r s

 (3.47) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Ayrıca ,q t C a b  ve n olmak üzere 0,1,2,..., 1i n  için (3.40) sınır 

şartıyla birlikte 1,2,..., 2 1k n  için 1
k

r t  alındığında (3.44) özdeğer problemi 

 

2 ( ) 0n q t xx  (3.48) 

 

özdeğer problemine indirgenir ve (3.47) eşitsizliğinde sağ tarafın minimumu ile 

paydaların maksimumu alınırsa 

 

1

2 1

!2
n

b
n

a

n

b a q s ds

 (3.49) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

2010 yılında Yang, Kim ve Lo [39], tek basamaktan diferensiyel denklemler için 

Lyapunov tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir. Onların sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

3.14. Teorem [39, Teorem 1]: 1, 2k  için 2 1 , , 0,k

k
r t a bC  ve 

,q t C a b  olmak üzere 
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2 1 0r t r t x q t x  (3.50) 

 

üçüncü basamaktan lineer diferensiyel denklemini göz önüne alalım. Eğer x t , 

0x a x b  olacak şekilde (3.50) denkleminin aşikar olmayan bir çözümü ve 

1 1f t r t x t  olmak üzere, 1 0f d  olacak şekilde bir ,d a b  mevcut ise 

1

1 2 1 2

1 1
c c b b

a a c c

g c
ds ds ds ds

r s r s r s r s

 olmak üzere 

 

12 min
,

b
q s ds g c

c a ba

 (3.51) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.15. Teorem [41, Teorem 2]: 1 n  iken 1,2,..., 2k n  için 

2 1 , , 0,n k

k
r t a bC  ve ,q t C a b  olmak üzere 

 

2 2 1 2 1... ... 0n nr t r t r t r t x q t x  (3.52) 

 

2 1n  inci basamaktan lineer diferensiyel denklemi göz önüne alalım. Eğer x t , 

(3.52) denkleminin 0,1,2,..., 1i n  için 

 

0i ia bx x  (3.53) 
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şartını sağlayan aşikar olmayan bir çözümü ve 

 

2 1 2 1: ... ...n nf t r t r t r t x  (3.54) 

 

fonksiyonu bir ,d a b  sıfırına sahipse 

 

1 1

1 1

1 1
n c bn n

j jj ja c

g c
ds ds

r s r s

 (3.55) 

 

olmak üzere 

 

2

2

2 min
,

bn

n

k n ka

bds
q s ds g c

r s c a ba

 (3.56) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2011 yılında Wang [35], aşağıdaki eşitsizliği elde etmiştir: 

 

3.16. Teorem [35, Teorem 2.2]: Eğer x t , 1 , 
1, ,r q L a b  ve ,t a b  için 

0r t  olmak üzere (3.12) denkleminin a b  için ,a b , x t  nin 

0x a x b  şeklinde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olacak şekilde 

aşikar olmayan bir çözümü ise 0,q t maks q t  ve 

 

2

1 , 1 2

2 , 2
C  (3.57) 
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olmak üzere 

 

1 1

1/ 1 1/ 1 1/ 1
u b b

a u a

b
q u r s ds r s ds du C r s ds

a

 (3.58) 

 

eşitsizliği sağlanır. 1r t  ve 2  için (3.12) denklemi (3.1) denklemine dönüşür 

ve (3.58) eşitsizliği de (3.5) Lyapunov tipi eşitsizliğe indirgenir. 

 

2012 yılında He ve Tang [14], n  ve 1 , ,q a bL  olmak üzere 

 

12 1 ( ) 0
nn q t xx  (3.59) 

 

formundaki 2n  inci basamaktan diferensiyel denklemler için bazı yeni Lyapunov 

tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir. Onların sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

3.17. Teorem [14, Teorem 2.3]: n  ve 1 , ,q a bL  olsun. Eğer (3.59) 

diferensiyel denklemi 0,1,..., 1i n  ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere 

 

2 2 0i ia bx x  (3.60) 

 

şartlarını sağlayan bir x t  çözümüne sahipse 

 

3 1

2 3

2
b n

n

a

q s s a b s ds
b a

 (3.61) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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3.18. Teorem [14, Teorem 2.5]: Her n  için 2n  ve 1 , ,q a bL  olsun. 

Eğer (3.59) diferensiyel denklemi 0,1,..., 1i n  ve ,t a b  için 0x t  olmak 

üzere (3.60) sınır şartlarını sağlayan bir x t  çözümüne sahipse 

0,q t maks q t  olmak üzere 

 

1 cos /4 1 2 /22 /2
2

2 5

32 3 52

45

nb n nn

n

a

s s a b s dsq
b a

 (3.62) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Bu eşitsizliklerin bir uygulaması olarak n  ve 1 , ,q a bL  olmak üzere 

0,1,..., 1i n  için (3.60) sınır şartıyla birlikte 

 

12 1 ( ) 0
nn q t xx  (3.63) 

 

özdeğer problemini göz önüne alalım. Bu durumda (3.61) eşitsizliği yardımıyla 

 

3 1

2 3

2
n

b
n

a

b a q s s a b s ds

 (3.64) 

 

ve 2n  olmak üzere (3.62) eşitsizliği yardımıyla 

 

1 cos /4 1 2 /22 /2

22 5

32 3 52

45

n n nn

b
n

a

b a s s a b s dsq

 (3.65) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. 
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2012 yılında Zhang ve He [41], n  ve 1 , ,q a bL  olmak üzere (3.59) 

formundaki 2n  inci basamaktan diferensiyel denklemler için yukarıdaki 

eşitsizliklerden daha güçlü Lyapunov tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir. Onların 

sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

3.19. Teorem [43, Teorem 2.4]: n  ve 1 , ,q a bL  olsun. Eğer (3.59) 

diferensiyel denklemi 0,1,..., 1i n  ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere (3.60) 

sınır şartlarını sağlayan bir x t  çözümüne sahipse 

 

4 1
2

4 1

48
b n

n

a

q s ds
b a

 (3.66) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.20. Teorem [43, Teorem 2.5]: Her n  için 2n  ve 1 , ,q a bL  olsun. 

Eğer (3.59) diferensiyel denklemi 0,1,..., 1i n  ve ,t a b  için 0x t  olmak 

üzere (3.60) sınır şartlarını sağlayan bir x t  çözümüne sahipse 

0,q t maks q t  olmak üzere 

 

2 4
2

2 5

3
b n

n

a

s s a b s dsq
b a

 (3.67) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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3.2. Birinci Basamaktan Sistemler İçin Lyapunov Tipi Eşitsizlikler 

 

Diferensiyel denklemlerin farklı sınıfları için Lyapunov tipi eşitsizlikler üzerine 

geniş bir literatür bulunmasına rağmen lineer ve lineer olmayan sistemler için yapılan 

çalışmalar çok daha az sayıdadır. 

 

2003 yılında Guseinov ve Kaymakçalan [11], 1 1 2 0, , : ,t  ve her t  

için 1 0t  fonksiyonları sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

 

1 1

2 1

x t t x t t u t

u t t x t t u t
 (3.68) 

 

lineer Hamiltonian sistemine ilişkin Lyapunov tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir. 

Onların sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

3.21. Teorem [11, Teorem 1.1]: Her t  için 1 0t  olsun. a b  için ,a b , 

x t  nin 0x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  

olmak üzere (3.68) sistemi reel bir ,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece
 

2 2 ,0t maks t  olmak üzere 

 

1/2 1/2

1 1 2 2

b b b

a a a

s ds s ds s ds  (3.69) 

 

Lyapunov eşitsizliği sağlanır. 

 

2007 yılında Tiryaki, Ünal ve Çakmak [31], t , 1 , 1  reel sabitler, 

0 ,t t  için 1
0t  ve 1 1 2 0, , : ,t  fonksiyonları sürekli fonksiyonlar 

olmak üzere 
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2

1 1

2

12

x t t x t t u t u t

u t t x t x t t u t
 (3.70) 

 

lineer olmayan sistemi için aşağıdaki Lyapunov tipi eşitsizlikleri elde etmişlerdir: 

 

3.22. Teorem [31, Teorem 1]: a b  için ,a b , x t  nin 0x a x b  olacak 

şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere (3.70) sistemi reel bir 

,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece :M x c maks x t a t b  ve 

1 1
1  olmak üzere 

 

1/ 1/

1
1 1 2 2

b b b

a a a

s ds s ds s dsM  (3.71) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

3.23. Teorem [31, Teorem 3]: a b  için ,a b , x t  nin 0x a x b  olacak 

şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere 1 0t  iken (3.70) 

sistemi reel bir ,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece 1 1
1  ve 

:M x c maks x t a t b  olmak üzere 

 

1

1 2 1
a a

s ds s dsM  (3.72) 

 

1

1 2 1

b b

s ds s dsM  (3.73) 
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1

1 2 2

b b

a a

s ds s dsM  (3.74) 

 

eşitsizliklerini sağlayan bir ,a b  vardır. 

 

2010 yılında Wang [34], (3.68) lineer Hamiltonian sistemi için Guseinov ve Zafer 

[12] in bulduğu kararlılık kriterini geliştirip elde ettiği yeni kararlılık kriteriyle 

yakından ilgili olan bir Lyapunov tipi eşitsizlik elde etmiştir. Wang ın sonucu 

aşağıdaki gibidir: 

 

3.24. Teorem [34, Teorem 3.1]: a b  için ,a b , x t  nin 0x a x b  

olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere (3.68) sistemi 

reel bir ,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece
 2 2 ,0t maks t  olmak 

üzere 

 

1 1 2exp 2 4

b s b

a a

s ds d ds s ds  (3.75) 

 

Lyapunov tipi eşitsizliği sağlanır. 

 

2011 yılında Tang, Zhang ve Zhang [29], (3.70) lineer olmayan sistemi için 

aşağıdaki Lyapunov tipi eşitsizlikleri elde etmişlerdir: 

 

3.25. Teorem [29, Teorem 2.1.]: a b  için ,a b R , x t  nin 0x a x b  

olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere (3.70) sistemi 

reel bir ,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece 1 1
1 , 
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/

1 1: exp

t t

a

t s ds d , 

/

1 1: exp

b

t t

t s ds d , 

ve 2 2 ,0t maks t  olmak üzere 

 

2 1

b

a

s s
s ds

s s
 (3.76) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2012 yılında Tiryaki, Çakmak ve Aktaş [33], (3.70) lineer olmayan sistemi için 

aşağıdaki Lyapunov tipi eşitsizlikleri elde etmişlerdir: 

 

Her t  için 
a

h  ve 
b

h  fonksiyonlarını 

 

1

1:

z

t

t v dv

a

a

h t z e dz  ve 
1

1:

z

t

b v dv

b

t

h t z e dz  (3.77) 

 

şeklinde tanımlayalım. 

 

3.26. Teorem [33, Teorem 2.1]: a b  için ,a b , x t  nin 0x a x b  

olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere (3.70) sistemi 

 için reel bir ,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece 
1 1

1  ve 

2 2 ,0t maks t  olmak üzere 

 

2

1 1
1

b

a ba

s
ds

h s h s
 (3.78) 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

3.27. Teorem [33, Teorem 2.2]: a b  için ,a b , x t  nin 0x a x b  

olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0x t  olmak üzere (3.70) sistemi 

 için reel bir ,x t u t  çözümüne sahip olsun. Böylece 1 1
1  ve 

2 2 ,0t maks t  olmak üzere 

 

1

2

2

1 1
2 1

b

a ba

s ds
h s h s

 (3.79) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Dikkat edilirse Tang ve diğerleri [29] nin Teorem 3.25 deki sonucuyla Teorem 3.26 

daki sonuç aynıdır; ancak Teorem 3.26 nın ispatı onların ispatından farklıdır. 

 

0t  ve 1 2  için 
1

h t t  fonksiyonu konkav olduğundan 1

a

w
h t

 ve 

1

b

v
h t

 olarak alındığında Jensen eşitsizliğinden 1

2 2

w v
h h w h v  

sağlanır yani 

 

1

2

1 1

1 1 1 1
2

a b a bh t h t h t h t
 (3.80) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2  ise h t  fonksiyonu 0t  için konveks olduğundan (3.80) eşitsizliği tersine 

döner yani 
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1

2

1 1

1 1 1 1
2

a b a bh t h t h t h t
 (3.81) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

1 2  için (3.80) eşitsizliği gerçekleneceğinden (3.79) eşitsizliği (3.78) 

eşitsizliğinden daha iyidir yani (3.79) eşitsizliği (3.78) eşitsizliğini gerektirir; ancak 

tersi her zaman doğru değildir. Benzer şekilde 2  olduğunda (3.81) eşitsizliği 

gerçekleneceğinden (3.78) eşitsizliği (3.79) eşitsizliğinden daha iyidir yani (3.78) 

eşitsizliği (3.79) eşitsizliğini gerektirir; ancak tersi her zaman doğru değildir. 

 

3.3. İkinci Basamaktan Sistemler İçin Lyapunov Tipi Eşitsizlikler 

 

2006 yılında Napoli ve Pinasco [19], 1  için 2
u u u , her t için 

1
tf  

ve 
2

tf  reel değerli, pozitif ve sürekli fonksiyonlar olmak üzere 
1 2

1 ,p p  

şartını sağlayan 
1 2
,p p  ile negatif olmayan 1 , 2  parametreleri 

 

1 2

1 2

1
p p

 (3.82) 

 

şartını sağladığında 

 

1 2

1

1 2

2

2

1 1 1 1 2

2

2 2 1 2 2

p

p

x f t x x x

x f t x x x

 (3.83) 

 

yarı-lineer sistemi için bir Lyapunov tipi eşitsizlik elde etmişlerdir. Onların sonuçları 

aşağıdaki gibidir: 
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3.28. Teorem [19, Teorem 1.5]: a b  için ,a b , 1x t  ve 2x t  nin 

1 1 2 20x a x b x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve her ,t a b  için 

1 0x t  ve 2 0x t  olmak üzere (3.83) sistemi reel bir 1 2,x t x t  çözümüne 

sahipse 

 

1 2

1 2

/ /
1 1 2 2

1 2 1

2
p p

b b

a a

f s ds f s ds
b a

 (3.84) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Dikkat edilirse 1, 2i  için 
i ip  ve ki  için 0

k
 olarak alındığında (3.83) 

sisteminin 
2i

ip i i i ix f t x x  yarı-lineer denklemine indirgendiği görülür. 

 

Ayrıca, Napoli ve Pinasco [19], 1  için 2
u u u , 

1 1 2 20x a x b x a x b , her ,t a b  için 1 2, 0x t x t  ve q t ,  

üzerinde reel değerli, pozitif ve sürekli bir fonksiyon olmak üzere 
1 2

1 ,p p  

şartını sağlayan 
1 2
,p p  ile negatif olmayan 1 , 2  parametreleri (3.82) şartını 

sağladığında 

 

1 2

1

1 2

2

2

1 1 1 1 1 2

2

2 2 2 1 2 2

p

p

x q t x x x

x q t x x x

 (3.85) 

 

özdeğer problemi için aşağıdaki sonucu elde etmişlerdir: 
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3.29. Teorem [19, Teorem 1.4]: (3.85) probleminin her genelleştirilmiş 1 2,  

özdeğeri için 

 

2

2

1 2

1 1 1 2

2 1
/ 12

1 1

1 2
:

p

b
p

a

h

b a q s ds

 (3.86) 

 

olacak şekilde bir 1h  fonksiyonu vardır. 

 

2010 yılında Çakmak ve Tiryaki [5], 1  için 2
u u u , her t  için 

1 0r t  ve 2 0r t  olmak üzere 1r t , 2r t , 1f t  ve 2f t  reel değerli, sürekli 

fonksiyonlar, 1 21 ,p p  şartını sağlayan 
1 2
,p p  ile negatif olmayan 1 , 2 , 

1
, 

2
 parametreleri 1 2

1 2

1
p p

 ve 1 2

1 2

1
p p

 şartını sağladığında 

 

1

2

2
1 2

1 1 1 1 1 2

2
1 2

2 2 2 1 2 2

p

p

r t x f t x x x

r t x f t x x x

 (3.87) 

 

şeklindeki lineer olmayan sistemler için Lyapunov tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir. 

Çakmak ve Tiryaki [5] nin, Napoli ve Pinasco [19] nun yukarıdaki teoremde söz 

edilen sonucunu genelleştirdikleri sonuçları aşağıdaki gibidir: 

 

Her t  için 0s t  olacak şekilde reel değerli, sürekli bir fonksiyon, ,t a b , 

1, , 
1 1

1  olmak üzere 
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1 1

, ,

t b

a t

M t s s x dx s x dx  (3.88) 

 

integral operatörünü ele alalım. 

 

3.30. Teorem [5, Teorem 1]: a b  için ,a b , 1x t  ve 2x t  nin 

1 1 2 20x a x b x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve her ,t a b  için 

1 0x t  ve 2 0x t , 1 1, ,M c r p  ve 2 2, ,M d r p  var olacak şekilde 

1 1
a t b

x c x tmaks , 
2 2

a t b

x d x tmaks  ve 1, 2i  için 0,
i i

f x maks f x  

olmak üzere (3.87) sistemi reel bir 1 2,x t x t  çözümüne sahipse 

 

1 1 2 2

/ /
1 1 2 2

/ /

1 1 2 21 2
, , , ,

p p
b b

p p

a a

s ds s ds M c r p M d r pf f

 

(3.89) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Dikkat edilirse 
1 1

, 
2 2

 ve 1 2 1r t r t  alınırsa (3.87) sistemi (3.83) 

sistemine indirgenir. Ayrıca (3.87) sistemi için (3.83) sisteminde 1f t  ve 2f t  

fonksiyonları üzerinde var olan pozitiflik şartı kaldırılmıştır. Bu yönleriyle (3.87) 

sistemi (3.83) sisteminin hem genellemesi hem de geliştirilmişidir. 

 

Yine (3.87) sisteminde 1 2 1 2p p , 2 1 0 , 1 2r t r t r t  ve 

1 2f t f t q t  olarak alındığında sistemin (3.12) yarı-lineer denklemine 

indirgendiği görülmektedir. 

 



41 

 

 

2010 yılında Çakmak ve Tiryaki [6], n , 1  için 2
u u u , her t , 

1, 2,...,k n  için 
kf  fonksiyonları reel değerli, sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

1
k

p  şartını sağlayan 
k

p  ile negatif olmayan 
k
 parametreleri 

 

1

1
n

k

k k
p

 (3.90) 

 

şartını sağladığında, (3.83) sistemini 

 

1

1

2

2
2

1 1 1 1 2

2
1 2

2 2 1 2 2

2
1 2

1 2

...

...

...

...
n

n
np

n
np

n
n n n np

x f t x x x x

x f t x x x x

x f t x x x x

 (3.91) 

 

sistemine geliştirmiş ve genelleştirmişlerdir. 1,2,...,k n  için (3.91) sistemi 

aşağıdaki şekilde de ifade edilebilir: 

 

1
k k

n

i
k k k ip

i k

x f t x x  (3.91) 

 

Onların elde ettikleri sonuçlar aşağıdaki gibidir: 

 

3.31. Teorem [6, Teorem 1]: (3.91) sistemi n  olmak üzere a b  için ,a b , 

1,2,...,k n  için k
x t  nin 0

k k
x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve 

,t a b  için 0
k

x t  olacak şekilde sıfırdan farklı, reel bir 
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1 2, ,...,
n

x t x t x t  çözümüne sahipse 
k k k

a t b

x c x tmaks  ve 1,2,...,k n  için 

0,
k k

f t maks f t  olmak üzere 

 

/
/

1
1

1 1

1 1

k

p
k kp

k kbn n

k p
k p

k ka k k

f s ds
c a b c

 (3.92) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Dikkat edilirse (3.91) sistemi 1 2 1r t r t  için (3.87) sisteminin n  boyuta bir 

genellemesidir. Yine 1,2,...,i n  için 
i ip  ve ki  için 0

k
 olarak alındığında 

(3.91) sisteminin 
2i

ip i i i ix f t x x  yarı-lineer denklemine indirgendiği 

görülür. 

 

2011 yılında Yang, Kim ve Lo [40], (3.91) sistemi için Çakmak ve Tiryaki [6] nin 

bulduğu Lyapunov tipi eşitsizlikle aynı eşitsizliği elde etmiştir. 
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4. SİSTEMLERE İLİŞKİN SONUÇLAR 

 

Bu bölümde Tang ve He [30] ve Aktaş, Çakmak ve Tiryaki [1] nin ikinci basamaktan 

sistemler için son zamanlarda yapmış oldukları çalışmalara yer verilecektir. 

 

1  için 2
u u u  olmak üzere, n  iken 1,2,...,i n  ve her t  için 

 

(H1) 1, 2i  için i
r t  ve i

f t  fonksiyonları  üzerinde tanımlı reel değerli, 

sürekli fonksiyonlar, 0
i

r t  olsun ve 1
i

p , , 0
i i

 olmak üzere 

1 2

1 2

1
p p

 ve 1 2

1 2

1
p p

 eşitlikleri sağlansın. 

 

(H2) 1,2,...,i n  için i
r t  ve i

f t  fonksiyonları  üzerinde tanımlı reel değerli, 

sürekli fonksiyonlar, 0
i

r t  olsun ve 1
i

p , 0
i

 olmak üzere 
1

1
n

i

i i
p

 

eşitliği sağlansın. 

 

hipotezleri altında 

 

1

2

2
1 2

1 1 1 1 1 2

2
1 2

2 2 2 1 2 2

p

p

r t x f t x x x

r t x f t x x x

 (4.1) 

 

sistemi ve 
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1

2

2
1 2

1 1 1 1 1 2

2
1 2

2 2 2 1 2 2

2
1 2

1 2

...

...

...

...
n

n
p n

n
p n

nn
n p n n n n

r t x f t x x x x

r t x f t x x x x

r t x f t x x x x

 (4.2) 

 

veya kısaca 1,2,...,i n  için 

 

1

k

i i

n

i p i i i k

k i

r t x f t x x  (4.2) 

 

sistemi için Tang ve He [30] nin elde ettiği Lyapunov tipi eşitsizlikleri ispatları ile 

verelim. 

 

1,2,...,i n  için 
i
 ve 

i
 fonksiyonlarını 

 

1

1/ 1
i

i

p
t

p

i i

a

t r s ds  ve 

1

1/ 1
i

i

p
b

p

i i

t

t r s , (4.3) 

 

şeklinde tanımlayalım. 

 

4.1. Teorem [30, Teorem 2.1]: (H1) hipotezi sağlansın. (4.1) sistemi her ,t a b  

için 1 0x t  ve 2 0x t  olmak üzere 

 

1 1 2 20x a x b x a x b  (4.4) 

 

sınır şartlarını sağlayan bir 1 2,x t x t  çözümüne sahipse 
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1 1 1 2

2
1 21

21 2 2

2
1 2 2

1 1 1 1

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 2

2 2 2 2

1

p ppb b

a a

p p pb b

a a

s s s s
f s ds f s ds

s s s s

s s s s
f s ds f s ds

s s s s

 (4.5) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat: (4.1) ve (4.4) den 

 

1
1 2

1 1 1 1 2

b bp

a a

r s x s ds f s x s x s ds  (4.6) 

 

ve 

 

2
1 2

2 2 2 1 2

b bp

a a

r s x s ds f s x s x s ds  (4.7) 

 

elde edilir. 

 

(4.3), (4.4) ve Hölder eşitsizliğinden a t b  için 

 

1

1

1 1

p
t

p

a

x t x s ds  

            

1
1

1

1

1/ 1

1 1 1

p
t t p

p

a a

r s ds r s x s ds  

            
1

1 1 1

t p

a

t r s x s ds  (4.8) 

 

ve 
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1

1

1 1

p
b

p

t

x t x s ds  

            

1
1

1

1

1/ 1

1 1 1

p
b b p

p

t t

r s ds r s x s ds  

            
1

1 1 1

b p

t

t r s x s ds  (4.9) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

(4.8) ve (4.9) dan a t b  için 

 

1
1 1 1

1 1 1

1 1

b p
p

a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.10) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Şimdi a t b  için 

 

1
1 1 1

1 1 1

1 1

b p
p

a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.11) 

 

eşitsizliğinin sağlandığını gösterelim. 

 

Gerçekten (4.11) doğru değil ise (4.10) dan 

 

1
1 1 1

1 1 1

1 1

b p
p

a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.12) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde ,t a b  vardır. Böylece (4.8), (4.9) ve (4.12) den  
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1
1

1 1 1 1

t
p

p

a

x t t r s x s ds  (4.13) 

 

ve 

 

1
1

1 1 1 1

b p
p

t

x t t r s x s ds  (4.14) 

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

(4.8) ve (4.13) den elde edilen 

 

1 1

1
1

1

1/ 1

1 1 1 1

p p
t t t

p
p

a a a

x s ds r s ds r s x s ds  

 

eşitliği ve Hölder eşitsizliğinden a t  için 

 

1
11/ 1

1 1 1 1

p
p

r x c r  (4.15) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde 1c  sabiti vardır. 

 

Benzer şekilde (4.9), (4.14) ve Hölder eşitsizliğinden t b  için 

 

1
11/ 1

1 1 2 1

p
p

r x c r  (4.16) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde 2c  sabiti vardır. 
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1x , t  noktasında sürekli olduğundan (4.15) ve (4.16) eşitlikleri 
1 2c c  

olduğunu gösterir. Eğer 
1 2 0c c  ise ,a b  için 1 0x  olur. Böylece (4.8) 

den ,t a b  için 1 0x t  olur. Bu durum (4.4) ile çelişir. Eğer 
1 2 0c c  ise 

,a b  için 
1 0x  olur. Böylece (4.8) den 1 0x b  olur. Bu durum 

1 0x b  olması gerçeğiyle çelişir. Böylece (4.11) gerçeklenir. 

 

Şimdi (4.4), (4.6), (4.11), (H1) ve Hölder eşitsizliğinden 

 

1 1

11 1

1 1

b

a

s s
M f s ds

s s
 ve 

1 1

12 2

1 1

b

a

s s
M f s ds

s s
 (4.17) 

 

olmak üzere 

 

1
1

1 2

1 2

1 1

1 1 1 1 1

1 1

11 1 1 2

11 1 1 2

b b b p
p

a a a

b

a

b

a

s s
f s x s ds f s ds r s x s ds

s s

M f s x s x s ds

M f s x s x s ds

 

                             

1 1 2 2

1 2

/ /

11 1 1 1 2

p p
b b

p p

a a

M f s x s ds f s x s ds  (4.18) 

 

ve 
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1
1

1 2

1 2

1 1

2 1 2 1 1

1 1

12 1 1 2

12 1 1 2

b b b p
p

a a a

b

a

b

a

s s
f s x s ds f s ds r s x s ds

s s

M f s x s x s ds

M f s x s x s ds

 

                             

1 1 2 2

1 2

/ /

12 1 1 1 2

p p
b b

p p

a a

M f s x s ds f s x s ds  (4.19) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

(4.11) in ispatına benzer olarak (4.3) ve (4.4) den a t b  için 

 

2
2 2 2

2 2 2

2 2

b p
p

a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.20) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

(4.4), (4.7), (4.20), (H1) ve Hölder eşitsizliğinden 

 

2 2

21 1

2 2

b

a

s s
M f s ds

s s
 ve 

2 2

22 2

2 2

b

a

s s
M f s ds

s s
 (4.21) 

 

olmak üzere 

 

2
2

1 2

1 2

2 2

1 2 1 2 2

2 2

21 2 1 2

21 2 1 2

b b b p
p

a a a

b

a

b

a

s s
f s x s ds f s ds r s x s ds

s s

M f s x s x s ds

M f s x s x s ds

 



50 

 

 

                           

1 1 2 2

1 2

/ /

21 2 1 2 2

p p
b b

p p

a a

M f s x s ds f s x s ds  (4.22) 

 

ve 

 

2
2

1 2

1 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

22 2 1 2

22 2 1 2

b b b p
p

a a a

b

a

b

a

s s
f s x s ds f s ds r s x s ds

s s

M f s x s x s ds

M f s x s x s ds

 

                             

1 1 2 2

1 2

/ /

22 2 1 2 2

p p
b b

p p

a a

M f s x s ds f s x s ds  (4.23) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

Şimdi 

 

1

1 1 0

b
p

a

f s x s ds  (4.24) 

 

olduğunu ispatlayalım. 

 

Eğer (4.24) doğru değilse 

 

1

1 1 0

b
p

a

f s x s ds  (4.25) 

 

olur. 
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(4.6) ve (4.25) den 

 

1
1 2

1 2

1 1 1 1 2

1 1 2

0

0

b bp

a a

b

a

r s x s ds f s x s x s ds

f s x s x s ds

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

(H1) den a t b  için 

 

1 0x t  (4.26) 

 

olur. (4.8) ve (4.26) yı birleştirdiğimizde a t b  için 1 0x t  sonucuna ulaşırız. 

Bu durum (4.4) ile çelişir. Böylece (4.24) gerçeklenir. Benzer şekilde 

 

1 2 2

2 1 1 2 2 20, 0, 0

b b b
p p p

a a a

f s x s ds f s x s ds f s x s ds  (4.27) 

 

eşitsizliklerinin sağlandığı görülür. 

 

(4.18), (4.19), (4.22), (4.23), (4.24), (4.27) ve (H1) den 

 

2 2
1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2/ / / /

11 12 21 22 1
p p p p p p

M M M M  (4.28) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

(4.17), (4.21) ve (4.28) den (4.5) sağlanır. Böylece ispat tamamlanır. 
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1 2 1 2p p , 
2 1 0 , 1 2r t r t r t  ve 1 2f t f t q t  

olarak alındığında (4.1) sistemi 

 

2 2
0r t x x q t x x  (4.29) 

 

yarı-lineer denklemine indirgenir. (4.18) ve (4.24) den (4.29) denklemi için aşağıdaki 

Lyapunov-tipi eşitsizlik üretilebilir: 

 

4.2. Teorem [30, Teorem 2.2]: 1  ve 0r t  olsun. a b  için ,a b  (4.29) 

denkleminin aşikar olmayan çözümünün ardışık sıfırları ise 0,q t maks q t  

olmak üzere 

 

1 1

1/ 1 1/ 1

1 1

1/ 1 1/ 1

1

s b

b

a s

s b
a

a s

r d r d

q s ds

r d r d

 (4.30) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

1r t  ve 2  için (4.29) denklemi ( ) 0x q t x  denklemine dönüşür ve (4.30) 

eşitsizliği de bilinen en iyi Lyapunov tipi eşitsizlik olan 

 

b

a

s a b s q s ds b a  (4.31) 

 

eşitsizliğine indirgenir. 
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4.3. Teorem [30, Teorem 3.1]: (H2) hipotezi sağlansın. (4.2) sistemi her ,t a b  ve 

1,2,...,i n  için 0
i

x t  olmak üzere 

 

0
i i

x a x b  (4.32) 

 

sınır şartlarını sağlayan bir 1 2, ,...,
n

x t x t x t  çözümüne sahipse 

 

1 1

1

i j

i jp pn n b

i i

j
i j i ia

s s
f s ds

s s
 (4.33) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat: (4.2), (H2) ve (4.32) den 1,2,...,i n  için 

 

1

i
k

b b np

i i i k

ka a

r s x s ds f s x s ds  (4.34) 

 

elde edilir. 

 

(4.3), (4.32) ve Hölder eşitsizliğinden a t b  ve 1,2,...,i n  için 

 

i

i

p
t

p

i i

a

x t x s ds  

1

1/ 1
i

i
i

p
t t p

p

i i i

a a

r s ds r s x s ds  

i
t p

i i i

a

t r s x s ds  (4.35) 
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elde edilir. 

 

Benzer şekilde (4.3), (4.32) ve Hölder eşitsizliğinden a t b  ve 1,2,...,i n  için 

 

i

i

p
b

p

i i

t

x t x s ds  

1

1/ 1
i

i
i

p
b b p

p

i i i

t t

r s ds r s x s ds  

i
b p

i i i

t

t r s x s ds  (4.36) 

 

elde edilir. 

 

(4.35) ve (4.36) dan a t b  ve 1,2,...,i n  için 

 

i
i

b p
p i i

i i i

i i a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.37) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Şimdi a t b  ve 1,2,...,i n  için 

 

i
i

b p
p i i

i i i

i i a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.38) 

 

eşitsizliğinin sağlandığını gösterelim. 

 

Gerçekten (4.38) doğru değil ise (4.37) den 
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0
0 0 0

0 0 0

0 0

i
i

b pp i i

i i i

i i a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.39) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde ,t a b  vardır. 

 

Böylece (4.35), (4.36) ve (4.39) dan 

 

0
0

0 0 0 0

i
i

t
pp

i i i i

a

x t t r s x s ds  (4.40) 

 

ve 

 

0
0

0 0 0 0

i
i

b pp

i i i i

t

x t t r s x s ds  (4.41) 

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

(4.35) ve (4.40) dan elde edilen 

 

0 0

0
0

0 0 0 0

1

1/ 1
i i

i
i

p p
t t t

pp

i i i i

a a a

x s ds r s ds r s x s ds  

 

eşitliği ve Hölder eşitsizliğinden a t  için 

 

0
0

0 0 0

1/ 1

1

i
i

p p

i i ir u c r  (4.42) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde 1c  sabiti vardır. 
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Benzer şekilde (4.36), (4.41) ve Hölder eşitsizliğinden t b  için 

 

0
0

0 0 0

1/ 1

2

i
i

p p

i i ir x c r  (4.43) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde 
2c  sabiti vardır 

 

0i
x , t  noktasında sürekli olduğundan (4.42) ve (4.43) eşitlikleri 

1 2c c  

olduğunu gösterir. Eğer 
1 2 0c c  ise ,a b  için 

0
0

i
x  olur. Böylece (4.35) 

den ,t a b  için 
0

0
i

x t  olur. Bu durum (4.32) ile çelişir. Eğer 
1 2 0c c  ise 

,a b  için 
0

0ix  olur. Böylece (4.35) den 
0

0
i

x b  olur. Bu durum 

0
0

i
x b  olması gerçeğiyle çelişir. Böylece (4.38) gerçeklenir. 

 

Şimdi (4.32), (4.34), (4.35), (4.38), (H2) ve Hölder eşitsizliğinden , 1,2,...,i j n  için 

 

b

i i

ij j

i ia

s s
M f s ds

s s
 (4.44) 

 

olmak üzere 

 

1

1

i
i

k

k

b b b p
p i i

j i j i i

i ia a a

b n

ij i k

ka

b n

ij i k

ka

s s
f s x s ds f s ds r s x s ds

s s

M f s x s ds

M f s x s ds

 

                             

/

1

k k

k

p
bn

p

ij i k

k a

M f s x s ds  (4.45) 
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eşitsizliği sağlanır. 

 

Şimdi , 1,2,...,i j n  için 

 

0
j

b
p

i j

a

f s x s ds  (4.46) 

 

olduğunu ispatlayalım. 

 

Eğer (4.46) doğru değilse 

 

0

0 0
0

j

b
p

i j

a

f s x s ds  (4.47) 

 

olacak şekilde 0 0, 1, 2,...,i j n  vardır. 

 

(4.34) ve (4.47) den 

 

0

0 0 0

0

1

1

0

0

i
k

k

b b np

i i i k

ka a

b n

i k

ka

r s x s ds f s x s ds

f s x s ds

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

0
0

i
r t  olduğundan a t b  için 

 

0
0

i
x t  (4.48) 
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olur. (4.35) ve (4.48) i birleştirdiğimizde a t b  için 
0

0
i

x t  sonucuna ulaşırız. 

Bu durum (4.32) ile çelişir. Böylece (4.46) gerçeklenir. (4.45), (4.46) ve (H3) den 

 

1 1

1

i j

i j

n n
p p

ij

i j

M  (4.49) 

 

olduğu görülür. 

 

(4.44) ve (4.49) dan (4.33) sağlanır. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Özel olarak 1n  için Teorem 4.3 Teorem 4.2 ye indirgenir. Dolayısıyla Teorem 

4.3 var olan tüm Lyapunov-tipi eşitsizlikleri genelleştirir ve geliştirir.  

 

Şimdi 1  için 2
u u u , 1,2,...,i n  için 0

i i
x a x b , her ,t a b  

için 0
i

x t  ve q t ,  üzerinde reel değerli, pozitif ve sürekli bir fonksiyon 

olmak üzere 1
i

p  şartını sağlayan 
i

p  ile negatif olmayan i  parametreleri 

 

1

1
n

i

i i
p

 (4.50) 

 

şartını sağladığında 

 

1

k

i

n

i i i i k
i

k i

x q t x xp  (4.51) 

 

özdeğer problemi için aşağıdaki teoremi verelim: 
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4.4. Teorem [30, Teorem 4.1]: 

 

1
1

/

1 1 1 1
1 1

1
,...,

n

i n

i i

j j

i i

p

p pbn n
p

n j j p p

j in a

s a b s
h q s ds

s a b s
 (4.52) 

 

olmak üzere (4.51) probleminin her genelleştirilmiş 1 2, ,...,
n  özdeğeri için 

1 1,...,
n n

h  olacak şekilde bir 1 1,...,
n

h  fonksiyonu vardır. 

 

İspat: 1,2,...,i n  ve her t  için 1
i

r t  ve 1
i i i

f t q t  olduğunda (4.2) 

sistemi (4.51) özdeğer problemine indirgenir. Böylece (4.3) ve (4.33) den 

 

1 1

/

1 1

1

i j

i j

i

i
j j

p pn n b

i i

j
i j i ia

bn n p
p

i i

j j

j i i ia

s s
f s ds

s s

s s
q s ds

s s

  

1
1

/

1 1
1 1

i

i i

j j

i i

p pbn n
p

j j p p

j i a

s a b s
q s ds

s a b s
 (4.53) 

 

eşitsizliği sağlanır. Buradan 

 

1
1

/

1 1
1 1

1

n

i n

i i

j j

i i

p

p pbn n
p

n j j p p

j in a

s a b s
q s ds

s a b s
 (4.54) 

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Şimdi Aktaş, Çakmak ve Tiryaki [1] nin (4.1) ve (4.2) sistemleri için elde ettikleri 

Lyapunov-tipi eşitsizlikler incelenecektir. Burada 1,2,...,i n  için 

 

1/ 1 i

t
p

i i

a

t r s ds  ve 
1/ 1 i

b
p

i i

t

t r s ds  (4.55) 

 

olsun. 

 

4.5. Teorem [1, Teorem 2.1]: (H1) hipotezi sağlansın. (4.1) sistemi her ,t a b  için 

1 0x t  ve 2 0x t  olmak üzere (4.4) sınır şartlarını sağlayan bir 1 2,x t x t  

çözümüne sahipse 

 

1 1 1 2

2
1 1 1 21

1 1

21 2 2

2
2 21 2 2

2 2

1 1

1 1 1 12 2

1 2

1 1 1 1

1 1

2 2 2 22 2

1 2

2 2 2 2

2 2

2 2

p p p ppb b

p p

a a

p pp p pb

p p

a

s s s s
f s ds f s ds

s s s s

s s s s
f s ds f s

s s s s
1

b

a

ds

 (4.56) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

4.6. Teorem [1, Teorem 2.2]: (H2) hipotezi sağlansın. (4.2) sistemi her ,t a b  ve 

1,2,...,i n  için 0
i

x t  olmak üzere (4.32) sınır şartlarını sağlayan bir 

1 2, ,...,
n

x t x t x t  çözümüne sahipse 

 

1

2

1 1

12

i j

i i j

i

p p pn n b

p i i

j
i j i ia

s s
f s ds

s s
 (4.57) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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0t  ve 1,2,...,i n  için 1 2
i

p  iken 
1ip

z t t  fonksiyonu konkav olduğundan 

1

i

w
t

 ve 
1

i

v
t

 olarak alındığında Jensen eşitsizliğinden 

1

2 2

w v
z z w z v  sağlanır yani 

 

1 1

2

1 1
2

i i

i

i i

p p

i i p i i

p p

i i i i

t t t t

t t t t
 (4.58) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

1,2,...,i n  için 2
i

p  ise z t  fonksiyonu 0t  için konveks olduğundan (4.58) 

eşitsizliği tersine döner yani 

 

1 1

2

1 1
2

i i

i

i i

p p

i i p i i

p p

i i i i

t t t t

t t t t
 (4.59) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

1,2,...,i n  için 1 2
i

p  olsun. (4.58) eşitsizliği gerçekleneceğinden (4.56) ve 

(4.57) eşitsizlikleri sırasıyla (4.5) ve (4.33) eşitsizliklerinden daha güçlüdür. Yani 

Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 sırasıyla Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 den daha iyidir. 

Benzer şekilde 1,2,...,i n  için 2
i

p  olduğunda (4.59) eşitsizliği 

gerçekleneceğinden Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 sırasıyla Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 

den daha iyidir. Ayrıca 1,2,...,i n  için 2
i

p  alındığında Teorem 4.5 ve Teorem 

4.6 sırasıyla Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 ile çakışır. 
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(4.57) eşitsizliğinin bir uygulaması olarak 1  
2

u u u , 1,2,...,i n  için 

0
i i

x a x b , her ,t a b  için 0
i

x t , i
r t  ve q t   üzerinde reel 

değerli, pozitif ve sürekli fonksiyonlar olmak üzere 1
i

p  şartını sağlayan 
i

p  

ile negatif olmayan i  parametreleri (4.50) şartını sağladığında 

 

1

k

i

n

i i i i i k
i k i

r t x q t x x
p

 (4.60) 

 

özdeğer problemi için aşağıdaki teoremi verelim: 

 

4.7. Teorem [1, Teorem 2.3]: 

 

/
1

1
/ 2

1 2 1

1 1

1
, ,..., 2

n

i i ni

j j
i

p

p
p

bn n
p

p i i

n j j

j in i ia

s s
g q s ds

s s
 (4.61) 

 

olmak üzere (4.60) özdeğer probleminin her genelleştirilmiş 1 2, ,...,
n  özdeğeri 

için 1 2 1, ,...,
n n

g  olacak şekilde bir 1 2 1, ,...,
n

g  fonksiyonu vardır. 

 

1,2,...,i n  için 1
i

r t   ve 1 2
i

p  alınırsa (4.58) eşitsizliği kullanılarak 

1 2 1 1 2 1, ,..., , ,...,n ng h  eşitsizliği elde edilir. Bu durumda 1,2,...,i n  

için 1
i

r t  ve 1 2
i

p  olduğunda Teorem 4.7 Teorem 4.4 den daha iyi bir alt 

sınır verir. Benzer şekilde (4.59) eşitsizliğinden 1,2,...,i n  için 1
i

r t  ve 2
i

p  

olduğunda Teorem 4.4 Teorem 4.7 den daha iyi bir alt sınır verir. Ayrıca 1,2,...,i n  

için 1
i

r t  ve 2
i

p  alınırsa Teorem 4.7 ve Teorem 4.4 çakışır. 
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Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 nın ispatları Sim ve Lee [28] ve Tang ve He [30] nin 

kullandıkları metodların bazı kısımları birleştirilerek aralarında çok az bir 

değişiklikle kolaylıkla elde edilebilmektedir. Dolayısıyla sadece Teorem 4.6 nın 

ispatı verilecektir. 

 

İspat: n  olmak üzere a b  için ,a b , 1,2,...,i n  için i
x t  nin 

0
i i

x a x b  olacak şekilde ardışık sıfırları ve ,t a b  için 0
i

x t  olsun. 

(4.2) sisteminin i-ninci denklemini 
i

x  ile çarpıp 1,2,...,i n  için 0
i i

x a x b  

olduğunu hesaba katarak a  dan b  ye integre edersek 1,2,...,i n  için 

 

1 1

i
k k

b b bn np

i i i k i k

k ka a a

r s x s ds f s x s ds f s x s ds  (4.62) 

 

eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan (4.55), 1,2,...,i n  için (4.32) ve Hölder 

eşitsizliğinden 1,2,...,i n  ve her t  için 

 

i

i

p
t

p

i i

a

x t x s ds  

1

1/ 1
i

i
i

p
t t p

p

i i i

a a

r s ds r s x s ds  

1
i

i

t p
p

i i i

a

t r s x s ds  (4.63) 

 

ve 

 

i

i

p
b

p

i i

t

x t x s ds  
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1

1/ 1
i

i
i

p
b b p

p

i i i

t t

r s ds r s x s ds  

1
i

i

b p
p

i i i

t

t r s x s ds  (4.64) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

1,2,...,i n  için 0
i i

a b , 0
i

b , 0
i

a  ve ,t a b  için i
t  

azalmayan ve i
t  artmayan olduğundan i i i i

c c  olacak şekilde en az bir 

,
i

c a b  vardır. Bu durumda ,
i

t a c  için i i
t t  ve ,

i
t c b  için 

i i
t t  sağlanır. 

i
a t c  için 

2
i i

i

i i

t t
t

t t
 olduğunu dikkate alarak 

(4.63) den 1,2,...,i n  için 

 

1

2
i

i
i

p
t p

p i i

i i i

i i a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.65) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
i

c t b  için 
2 i i

i

i i

t t
t

t t
 olduğunu dikkate alarak 

(4.64) den 1,2,...,i n  için 

 

1

2
i

i
i

p
b p

p i i

i i i

i i t

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.66) 

 

eşitsizliği sağlanır. (4.65) ve (4.66) eşitsizlikleri toplanarak 1,2,...,i n  ve a t b  

için 
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1

2
2

i

i
i

i

p
b p

p p i i

i i i

i i a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.67) 

 

eşitsizliği sağlanır. Teorem 4.3 ün ispatına benzer bir teknik kullanarak 1,2,...,i n  

ve a t b  için 

 

1

2
2

i

i
i

i

p
b p

p p i i

i i i

i i a

t t
x t r s x s ds

t t
 (4.68) 

 

eşitsizliği sağlanır. (4.62), (H2) ve genelleştirilmiş Hölder eşitsizliğini kullanarak 

(4.68) in her iki tarafını 1,2,...,j n  için j
f t  ile çarpıp a  dan b  ye integre 

edersek , 1,2,...,i j n  için 

 

1

2
2

i

i

p
b

p i i

ij j

i ia

s s
M f s ds

s s
 (4.69) 

 

olmak üzere 

 

1

2

1

1

2

i

i
i

i

k

k

k
k

p
b b b p

p p i i

j i j i i

i ia a a

b n

ij i k

ka

bn p
p

ij i k

k a

s s
f s x s ds f s ds r s x s ds

s s

M f s x s ds

M f s x s ds

 (4.70) 

 

eşitsizliği sağlanır. Teorem 4.3 ün ispatına benzer bir teknik kullanarak 

, 1,2,...,i j n  için 
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0
j

b
p

i j

a

f s x s ds  (4.71) 

 

olduğu görülür.  

 

1

1
n

i

i i
p

 şartını kullanarak (H2), (4.70) ve (4.71) den 

 

1 1

1

i j

i j

n n
p p

ij

i j

M  (4.72) 

 

eşitsizliği sağlanır. Böylece ispat tamamlanır. 
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