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1. GIRIS

Esitsizlikler, diger bilim sahalarmin yani sira matematigin hemen hemen tiim
branglarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. 1934 yilindan bu yana yeni esitsizliklerin
bulunmasi ve analizin pek ¢ok boliimiinde bu esitsizliklerin uygulamalar1 adina
bliyiik bir gayret sarf edilmistir. Matematiksel esitsizliklerin kullanishi olusu
baslangictan beri bilinmekte ve su an bu esitsizlikler yayginlikla modern reel analizin
gelismesindeki temel itici giiclerden biri olarak goriilmektedir. Esitsizlikler teorisi
stirekli gelisen bir isleyisin i¢indedir ve esitsizlikler matematigin ¢esitli dallarina ait
pek cok problemin ¢oziimiinde etkili ve giiglii birer ara¢ haline gelmektedirler. Bu
teori son yillarda ¢ok sayida arastirmacinin ilgisini ¢ekmis, yeni aragtirma sahalarinin
acilmasina sebep olmus ve matematiksel analiz ve uygulamalarinin ¢esitli yanlarin

etkilemistir.

Pek ¢ok tipten esitsizligin arasinda Lyapunov esitsizligi derin koklere sahiptir ve
matematigin cesitli dallar1 iizerinde biiyiik bir etki yapmustir. Ozellikle son birkag yil
icinde Lyapunov esitsizligi ve onun pek ¢ok genellestirmelerinin diferensiyel ve fark
denklemlerinin teorileri i¢inde yer alan salinimlilik teorisi, disconjugacy, 6z deger
problemleri, kararlilik, sinirhilik ve diger pek ¢ok uygulama i¢in kullanish birer arag

olmas1 bu konuda yapilan aragtirmalarin sayisin1 bir hayli artirmastir.

Hazirladigimiz bu tezde once amaca yonelik temel kavramlar daha sonra ikinci ve
daha ytiksek basamaktan diferensiyel denklemler, birinci ve ikinci basamaktan lineer
sistemlere iliskin bir dizi onemli sonug tarihsel siire¢ igerisinde sistematik bir
bicimde sunulacaktir. Son kisimda da ¢ok yakin zamanda Tang ve He [30] tarafindan
ele alinan ikinci basamaktan lineer sistemler iizerinde agirlikli olarak durulacak ve

calismada yer alan sonuglar ayrintili olarak tanitilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tez boyunca diferensiyel denklem ve sistemlerin ¢dziimlerinin varlik ve tekligi

kabul edilmistir.

ptx +qgtx=ht

lineer diferensiyel denklemi icin p(; q(: ve h(: verilen bir [ aralig1 iizerinde
siirekli ve ayni aralik iizerinde p t >0 olsun. D, q(: ve pt x' [ aralign

tizerinde stirekli, diferensiyellenebilir olacak sekilde x(: lerden olusan bir bdlge

olmak iizere 7 € I i¢in D iizerindeki siirekli lineer L operatoriinii

Lx= ptx”+th
olarak tanimlayalim [15].

Burada a,b c1, o*+°>0 ve °+5°>0 olmak iizere

Lx=0
ax a —px" a =0 (2.1)
yx b +6x" b =0

iki noktalt homojen sinir deger problemi i¢in Green fonksiyonlar: iizerinde

duracagiz.



2.1. Teorem [15, Teorem 5.98]: (2.1) homojen smir deger problemi sadece asikar

¢Oziime sahip olsun. Boylece A, B sabitlerve h t , a,b araliginda siirekli olmak

uzere

Lu=nht
oau a —fu’ a =A 2.2)
yu b +éu’ b =B

homojen olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir.

Asagidaki ornekte asikar ¢oziimden baska ¢oziimlere de sahip olan (2.1) tipinde bir

siir deger problemi verecegiz.

2.2. Ornek:

sinir deger probleminin biitiin ¢dézlimlerini bulalim. Bu smir deger problemi,

gt =0, a=y=0, 20 ve =0 olmak iizere (2.1) formunda bir simnir deger

problemine denktir. Bu diferensiyel denklemin genel ¢oziimii, x r =c¢, +c¢,] ds
aD S
dir. Smur sartlarindan x’ a = ©“ 0 ve x b= Czb =0 elde edilir. Boylece
pa p

¢, =0 bulunurken ¢, lzerinde bir kisitlama yoktur. Dolayisiyla keyfi bir ¢, sabiti
icin x t =¢, sinir deger problemimizin bir ¢dziimiidiir. Ozel olarak, verilen sinir

deger problemi asikar olmayan ¢oziimlere sahiptir.



Asagidaki teoremde (2.1) formundaki sinir deger problemlerinin sadece agikar

¢oziimlere sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart1 verecegiz.

b
2.3. Teorem [15, Teorem 5.100]: p:= ayj ds + Py + a0 olsun. Bdylece
sPs pa pb

!

ptx =0
ax a —px" a =0

yx b +6x' b =0

sinir deger probleminin sadece asikar ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sart

p #0 olmasidir.

2.4. Teorem [15, Teorem 5.101] (Genel ki Noktal1 Smir Deger Problemi i¢in Green

Fonksiyonu): (2.1) homojen sinir deger problemi sadece asikar ¢oziime sahip olsun.

x .., Lx=0 1¢in Cauchy fonksiyonu olmak iizere her bir sabit s€ a,b i¢in

u .S ,

Lu=0
au a,s —pu’ a,s =0 (2.3)
yu b,s +oéu’ b,s =—yx b,s —6x' b,s

sinir deger probleminin ¢oziimii olsun. ¢,s€ a,b 1igin v t,s =u t,s +x t,s

olmak tzere

uts,ast<s<b
G ts = 2.4)
vi,s,ass<t<h



fonksiyonunu tanimlayalim. Boylece h ¢t , a,b {izerinde siirekli olmak tizere

te a,b igin
b
Xt :=jG t,s h sds,

Lx=ht
ax a —px" a =0 (2.5)
yx b +6x' b =0

homojen olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢oziimiidiir. Ayrica, her sabit

s€ a,b i¢inv t,s

Lx=0
(2.6)
yx b +6x' b =0

sinir deger probleminin bir ¢éziimudiir.

2.5. Sonug: (2.1) sinir deger problemi sadece agikar ¢oziime sahip olsun. Eger h ¢ ,

a,b 1tzerinde strekli ise A ve B sabitler olmak tizere

Lx=ht
ax a —fx' a =A

yx b +6x' b =B

sinir deger probleminin ¢ozliimii, G, (2.1) simnir deger problemi icin Green

fonksiyonu ve w,



Lw=0
aw a —fpw a =A

ywb +ow' b =B
sinir deger probleminin ¢6zliimii olmak {izere

b
xt=wt+jGt,shsds

dir.

Asagidaki teoremde, (2.1) smr deger problemi i¢in Green fonksiyonunun baska bir

- . s . 2 .. . . .
formunu verecegiz ve dikkat edilirse Green fonksiyonu a,b = iizerinde simetriktir.

2.6. Teorem [15, Teorem 5.103]: (2.1) sinir deger problemi sadece asikar ¢oziime

sahip olsun. ¢,

o
pa=p4¢a=a

baslangi¢ deger probleminin ve y,

Ly=0
¥ b =06, y b =—y

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olsun. Boylece (2.1) siir deger problemi i¢in

Green  fonksiyonu, ¢ ¢ ve yt fonksiyonlariin ~ Wronskiyenleri



Wigt.xt]= =gty t -yt ¢t vec=ptWt. yt]

’

Xt

gt xt
o't

bir sabit olmak tlizere

1¢ t ys,ast<s<b
Gts =4°€ .7)

—¢s yt,as<s<t<b
c

dir. Ayrica, Green fonksiyonu a,b ~ ilizerinde simetriktir. Yani, ¢,s€ a,b igin

G t,s =G s,t dir.
2.7. Ornek: Uygun bir Green fonksiyonu kullanarak

X"+x=t
x 0 =0, x(ﬁjzo
2

sinir  deger problemini  ¢ozelim. x"+x=0 i¢in Cauchy fonksiyonu

x t,s =sin t—s olarak verilir. Her sabit SE{O,E} icin u .5 , xX"+x=0

denkleminin u t,s =A s cost+B s sint seklinde bir ¢oziimiidiir.

sinir sartlarini kullanarak A s =0 ve B s =—cos s elde edilir. Boylece



ut,s =—sintcoss

vis =uts +xt,s =—sintcoss+sin t—s

dir.

siir deger problemi i¢in Green fonksiyonu

—sintcoss, 0<t<s<
Gts =
—sinscost, 0<s<t<

N N

dir. Boylece

xX'+x=t

sinir deger probleminin ¢oziimii

=—sin scost



b
Xt =JG t,s h sds

]G t,s sds
0

T

]G t,s sds+].G t,s sds
0 t

z

t 2

=—cost Js sin sds —sint J.s cos sds
0 t

=—CO0St —fcost+sint —Slnt(E—ISIHI—COSl‘j

T
=t——sint
2
olarak bulunur.

2.8. Ornek:

ptx’,=0

xa =0=xb

sinir deger problemi i¢in Green fonksiyonunu bulalim.

ptx "=0 denklemi icin Cauchy fonksiyonu t,s€ a,b  olmak {izere

t
dr . ) . ..
X t,s :j dir. Her bir sabit s i¢in u .,s ,
s P T

Lu t,s =
u a,s =0

u b,s =—x b,s
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siir deger probleminin ¢oziimii olsun. u f,s her bir sabit s i¢in ¢6ziim oldugundan

uts =c s .1+c, s j dir. Fakat u a,s =0 oldugundan ¢, s =0 ve

P 7
_’] dr
.. pT .. ..
boylece ¢, s :;T bulunur. Béylece a <t <s<b icin
T
Lo

p ‘P T

J-dr

P T

t b
_J'dT J~d‘r
Gt,s =ut,ys =—2 br

dir. a <s<t<b igin Green fonksiyonunu elde edebilmek i¢in yukarida buldugumuz
Green fonksiyonunun simetrisi kullanilabilir; fakat biz simdi G yi dogrudan bulalim.

a<s<t<b igin



b

J‘dl’

o dr
_J‘ ;

Gts =vits =uts+xts =—""— SpT+IdT
IdT ‘prt
P T
“dr "odr 't dr ' odr
__Upfsjpf_ajpr!pr}
B " odr
boe
“dr  %dr % dr % odr ¢ odr
__{DPT_JPTMPT_JPTJPT}
- b

olarak bulunur. Sonug olarak

ptx’,=0
xa =0=xb

siir deger problemi icin elde ettigimiz Green fonksiyonu



G ts =

siir deger problemi i¢in Green fonksiyonunun

—t—a b-s
b—,aStSsSb
Gts = a
- s—a b-t
, a<s<t<b
b-a

oldugu agikca goriiliir.

12
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3. LYAPUNOV TiPi ESITSIZLIKLER

Rus matematik¢i Lyapunov [18], x ¢ ,

x"+qg(t)x=0 (3.1)

denkleminin asikar olmayan ¢oziimii olmak {lizere a<b icin a,beR, x t nin

x a =0=x b olacak sekilde ardisik sifirlari ve 1€ a,b icin x ¢+ = 0 oldugunda

Lyapunov esitsizligi olarak bilinen

aﬂq § |ds>bia (3.2)

esitsizliginin gergeklendigini ispatlamistir.

Bu sonug¢ (3.1) denkleminin ¢dziimlerinin salimimlilik, disconjugacy, kararlilik,
simirlilik  ve 0Ozdeger problemleri gibi c¢esitli 6zellikleri iizerine yapilan

calismalarda oldukca fazla uygulama alani bulmustur.

Bu béliimde Lyapunov tipi esitsizliklerin diferensiyel denklemler, birinci ve ikinci
basamaktan sistemler i¢in en temel sonuglari ve uygulamalar tarihsel siire¢ i¢inde
sistematik bir bicimde sunulacaktir. Tezde diferensiyel denklem ve sistemlerin

cozlimlerinin varlig1 kabul edilmistir.
3.1. Diferensiyel Denklemler i¢in Lyapunov Tipi Esitsizlikler

Lyapunov’un ¢alismasi ortaya ¢iktigindan giiniimiize kadar literatiirde Lyapunov
esitsizliginin pek cok genellemesi ve ispati verilmistir. Lyapunov tipi esitsizliklere
katkida bulunan bazi yazarlar i¢cin Cheng [3], Cakmak ve Tiryaki [5], Dosly ve
Rehak [7], Eliason [8-10], Guseinov ve Kaymakgalan [11], Hartman [13], Kwong
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[16], Lee ve digerleri [17], Napoli ve Pinasco [19], Pachpatte [20-23], Panigrahi [24],
Parhi ve Panigrahi [25, 26], Pinasco [27], Tang ve He [30], Tiryaki [32], Wang [34],
Yang, Kim ve Lo [40] ve Zhang ve He [41] referans olarak gosterilebilir. Ornegin,

Hartman [13] (3.1) denklemi i¢in verilen klasik Lyapunov esitsizligini » ¢t ve g t

reel degerli, siirekli fonksiyonlar, r ¢ >0 olmak iizere

rtx"+th=0 (3.3)

lineer diferensiyel denklemi i¢in asagidaki gibi genellestirmistir:

3.1. Teorem: Eger a <b i¢in a,b € R, (3.3) denkleminin asikar olmayan ¢éziimiiniin
ardisik sifirlar1 ise ¢° ¢t =maks 0,q t , g t nin negatif olmayan kismi olmak

luzere

b

[a" (s)ds > 4 (3.4)

a

—1
r s ds

esitsizligi saglanir.

Bu durumda (3.3) denkleminde » ¢ =1 alinirsa denklem (3.1) denklemine indirgenir

ve (3.4) den (3.1) denklemi igin

Ja ()ds > 4 (3.5)
: b—a

esitsizligi elde edilir. ¢ fonksiyonunun tanimindan her e R igin ¢ ¢ S‘q t‘

oldugundan (3.5) esitsizligi (3.2) esitsizligini gerektirir; ancak tersi her zaman dogru

degildir. Bu durumda (3.5) esitsizligi (3.2) den daha iyidir.



15

Bu esitsizlikte 4 sabiti yerine daha biiyiik bir say1 yazilamayacagina bir 6rnek

Hartman [13, Syf. 345] tarafindan verilmistir.

Yine Hartman [13], x ¢ (3.1) denkleminin asikar olmayan ¢6ziimii olmak iizere
a<b i¢cin a,beR, x t nin x a =0=x b olacak sekilde ardisik sifirlar1 ve
te a,b igin x t =0 oldugunda ¢* t =maks 0,q t olmak lizere

b

js—a b—s q" sds>b—a (3.6)

a

esitsizliginin gerceklendigini ispatlamistir. Bu esitsizlikte, M t = t—a b—t

: : a+b b-a’ 5
fonksiyonunun maksimumu makbsM t =M 5 = 1 oldugundan (3.6)

dan

b—a’

4

b b
Jq+ s ds>Is—a b-s q" sds>b—a (3.7)

esitsizliginin saglandig goriiliir. (3.7) den de (3.5) esitsizligi elde edildiginden (3.6)
(3.5) 1 gerektirir; ancak tersi her zaman dogru degildir. Bu durumda (3.6) esitsizligi
(3.5) den daha iyidir. Sonug olarak (3.1) denklemi icin bilinen en iyi Lyapunov tipi
esitsizlik (3.6) esitsizligidir.

Brown ve Hinton [2] ve Kwong [16] tarafindan bu sonuglardan daha giiclii sonuglar

elde edilmistir. Kwong [16], c€ a,b igin x' ¢ =0 olmak lizere

j(f s ds> (3.8)

c—a
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ve
b
[a~ s ds> (3.9)
: —c
esitsizliklerinin ~ saglandigint  gostermistir.  Bdoylece —m t = ;b
r—a -1
. . . a+b 4 .
fonksiyonunun minimumu minm t =m = > oldugundan (3.8) ve
a<t< b—a
(3.9) dan
! 1 1 b-a 4
Jq+ s ds > + = > (310)
: c—a b-c c¢—a (b-c) b-a

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. (3.10) dan da (3.5) esitsizligi elde edildiginden
(3.10) (3.5) 1 gerektirir; ancak tersi her zaman dogru degildir. Bu durumda (3.10)
esitsizligi (3.5) den daha 1yidir.

Brown ve Hinton [2], (3.1) denklemi i¢in

S 3.11)

b
quds

b—a

b
esitsizligini elde etmistir. Bu esitsizlikte ﬂq s |ds > oldugundan (3.2)

b
Iqsds

esitsizligi elde edilir. Yani, (3.11), (3.2) yi gerektirir; ancak tersi her zaman dogru

degildir. Bu durumda (3.11) esitsizligi (3.2) den daha iyidir.

Lyapunov esitsizligi pek ¢ok yonde genisletilmistir ve r ¢ , g t reel degerli,

stirekli fonksiyonlar, r t >0 ve o >1 olmak lizere
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rt XX ,+q t |x|a_2x=0 (3.12)

yari-lineer diferensiyel denklemi yoniindeki genisleme Yang [37] tarafindan

bulunmustur:

3.2. Teorem [37, Teorem 2.1]: a<b icin a,beR, (3.12) denkleminin agikar
olmayan ¢6ziimiiniin ardisik sifirlari olsun. ¢* ¢ =maks 0,q t olmak lizere

b 20{
Jq* s ds> (3.13)

b a-1
(Ir” g dsJ

esitsizligi saglanir. r ¢+ =1 ve a =2 i¢in (3.12) denklemi (3.1) denklemine doniisiir

ve (3.13) esitsizligi de (3.5) Lyapunov tipi esitsizlige indirgenir.

1997 yilinda Pachpatte [21], #, >0 i¢in r€l= t,,0 ve [ aralifi a<b olacak
sekilde a ve b noktalari icermek tlizere a>1, >0, y>2 ve y>f olacak

sekilde o, f,y,f reel sabitler, r, p,q:1 - R fonksiyonlar siirekli, r t ve p ¢
stirekli diferensiyellenebilir, r # >0, w:IxR" — R" fonksiyonu siirekli, 0<u<vy

icin w t,u <w t,v iken f:IxR — R siirekli ve ‘f t,x t ‘SW t,

Xt | olmak

tizere Lyapunov esitsizligini
rt |x'|(Hx' +pt X+qt x+f t,x =0 (3.14)

ve
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rt |x|'8x’y_2x’ +pt xX'+qgt x+f t,x =0 (3.15)

formundaki diferensiyel denklemler i¢in asagidaki gibi genellestirmistir:

3.3. Teorem [21, Teorem 1]: x t , x a =0=x b ve te a,b i¢cin xt =0
olacak sekilde (3.14) denkleminin bir ¢Ozimi olsun.

M=|x c|:max |x t|:a£t$b ,‘f t,x t ‘Sw t,

xt | ve a >1 olmak lizere

q s _p' i |ds+ ! bj.w s,M ds |>1 (3.16)
2 |7 M

%C{f”“ s ds] X (Mla_l I;[

esitsizligi saglanir.

3.4. Teorem [21, Teorem 2]: xt , x a =0=x b ve te a,b 1i¢cin xt =0
olacak sekilde (3.15) denkleminin bir ¢Ozumi olsun.
Xt

M=|xc|=max |xt|:a£t$b, ‘f t,x t ‘Swt, , =20, y=22 ve

y > f olmak iizere

b 7=l b ’ b
jr_—l/}’—l s ds| x ! q s _P S |ds+ ! [ws,M ds|>1 3.17)
; 2 ‘ Mﬂ+7_1

a
esitsizligi saglanir.

1999 yilinda Parhi ve Panigrahi [25], ¢ t 0,00 {izerinde reel degerli, siirekli bir

fonksiyon olmak tizere

x"+qt)x=0 (3.18)
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formundaki T{¢iincii basamaktan diferensiyel denklemler icin (3.2) esitsizligine

benzer esitsizlikler elde etmistir. Parhi ve Panigrahi nin sonuglar1 asagidaki gibidir:

3.5. Teorem [25, Teorem 1]: x t , x a =0=x b ve te a,b 1i¢cin xt =0
olacak sekilde (3.18) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Eger x" d =0 olacak sekilde

bir d € a,b varsa

b
fla s |ds> L (3.19)
e b-—a

esitsizligi saglanir.

3.6. Teorem [25, Teorem 2]: x t , a<b<d iken t€ a,b ve te b,a’ igin

x t Z0 olacak sekilde (3.18) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Eger r€ a,b igin

"

X"t =0 ve x t,a<b<d olacak sekilde ardisik ¢ sifira sahipse

aﬂqs\d” - (3.20)
: a-a

esitsizligi saglanir.

2003 yilinda Yang [36] ve Parhi ve Panigrahi [25] nin yukaridaki sonuglarini yiiksek
basamaktan diferensiyel denklemlere genellestirmistir. Yang in sonuglar1 asagidaki

gibidir:
3.7. Teorem [36, Teorem 1]: neN ve g t €C a,b olsun. x ¢ ,

x " +q(x=0 (3.21)
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diferensiyel denkleminin i =0,1,...,n—1 ve t€ a,b i¢in x ¢t =0 oldugunda

x'a=x"b =0 (3.22)

sartlarin1 saglayan bir ¢dziimii olmak iizere eger x> d =0 sartin1 saglayan bir

de a,b varsa

Iiﬂq s ‘ds>Ln+12n
b b-a

(3.23)
esitsizligi saglanir.
3.8. Teorem [36, Teorem 2]: Her neN icin n>2 ve g t € C a,b olsun. Eger

x"+qt)x=0 (3.24)

diferensiyel denklemi a=t <t,<..<t_ <t =b ve k=12,.,n-1 iken

te t,t,,, i¢in x t =0 olmak lizere
xa=xt =.=xt_, =xb =0 (3.25)

sartlarin1 saglayan bir x ¢ ¢0zlimiine sahipse

b -2 n—1
o s o> 2

(3.26)

esitsizligi saglanir.
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3.9. Teorem [36, Teorem 3]: ¢ t € C a,b ve neNolmak lizere

X 2n +q(t)x =0 (327)
diferensiyel denkleminin x ¢ ¢&ziimii,

xa=xa=.=x""a =0 (3.28)
xb=xb=.=x"" b =0 (3.29)
sartlarint saglasmm ve t€ a,b i¢in x t = 0 olsun. Bu durumda

b 2n-1 2n-1 2 2n-1

ﬂq s‘ s—a " b—s Tds> 2n-1 [ n-1 !] b—a ™" (3.30)

dir. Ozel olarak

2 op—1 [ n=11]
1] 631

b
4
flo s s>

esitsizligi saglanir.

3.10. Teorem [36, Teorem 4]: ¢ t € C a,b ve neNolmak tlizere i =0,1,...,n—1

i¢cin

(3.32)

x"+gt)x=0
(3.33)

x2i a =x2i b =O
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sinir deger probleminde fr€ a,b icin x t =0 olmak lizere eger x t , (3.32)

denkleminin bir ¢6zimii ise

(3.34)

Iiﬂq s ‘ds> 2
a b-

esitsizligi saglanir.

2010 yilinda Cakmak [4], (3.24) ve (3.32) formundaki yiiksek basamaktan
denklemler i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmistir. Cakmak 1n, Yang [36] in
Teorem 3.8 ve Teorem 3.10 da verilen (3.26) ve (3.34) esitsizliklerini diizelttigi

sonuclar1 agagidaki gibidir:

3.11. Teorem [4, Teorem 1]: Her neN i¢gin n>2 ve g t € C a,b olsun. Eger

x"+q)x=0 (3.24)

diferensiyel denklemi a=t<t,<..<t,_,<t,=b ve k=12,.,n-1 iken

te t,,t,, 1¢in x t =0 olmak lizere

+1
=x b =0 (3.25)
sartlarini saglayan bir x ¢ c¢oziimiine sahipse

R
nocn (3.35)

b
Jl s a2

esitsizligi saglanir.
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3.12. Teorem [4, Teorem 2]: g t € C a,b ve neNolmak lizere i =0,1,...,n—1

i¢in
X 2n + q(t)x =0 (332)
Y% a=x%b =0 (3.33)

sinir deger probleminde fr€ a,b icin x t =0 olmak lizere eger x t , (3.32)

denkleminin bir ¢6zimii ise

b 22n
fla s \ds>m (3.36)

esitsizligi saglanir.

Bu esitsizligin bir uygulamas:1 olarak g t+ € C a,b ve nelN olmak {izere

i=0,1,...,n—-1 i¢in (3.33) sinir sartiyla birlikte
¥+ 2g(H)x=0 (3.37)

0zdeger problemini gz o6niine alalim. Bu durumda (3.36) esitsizliginin kullanimiyla

A 6zdegeri i¢in bir alt sinir

22n

14| > (3.38)

2n—1b
b—a ﬂq s ‘ds

seklinde elde edilir.
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2010 yilinda Yang ve Lo [38], ¢ift basamaktan diferensiyel denklemler i¢in agagidaki

sonucu elde etmislerdir:

3.13. Teorem [38, Teorem 1]: k=1,2,...,2n—1 igin r, t eC™™* a,b, 0,+0

gt €C a,b ve neNolmakiizere

!
!

Von-1 t Von-2 t [...[}"2 t r t x, ) ...\] +q t x=0 (3.39)

seklindeki 2n inci basamaktan lineer diferensiyel denklemi g6z oniine alalim. Eger

x t ,(3.39) denkleminin i =0,1,2,...,n—1 i¢in

X a =xi b =0 (340)

b dS b
j ﬂq s ‘ds>4, (3.41)
«h S g
n=2i¢cin H, ¢ = ! + ! olmak iizere
¢ 2 _]ds]-ds]ds }]ds}]ds}i[ds
JhS s s IhS LS RS
b
2(lg s|ds> min H, c (3.42)
a ce ab
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. 1 .
ve n=3i¢in H, ¢ = + olmak tizere

ﬁ_[lf }Hqs)dw min H, ¢ (3.43)
b

k=n2, N S

esitsizlikleri saglanir.

Bu esitsizliklerin bir uygulamast olarak k=12,..,2n-1 i¢cin

2n—k

.t eC a,b , 0,40 gt eC a,b ve neN olmak  lizere

i=0,1,2,....,n—1 i¢in (3.40) sinir sartiyla birlikte

!
!

Fonot b | Fonea B [...(rz t ot X 'j J +Ag t x=0 (3.44)

0zdeger problemini gbz 6niine alalim. Boylece n=1 i¢in (3.41) esitsizliginden

2] > 5 ! : (3.45)

[ Ja s o

a

n =2 i¢in (3.42) esitsizliginden

min H, ¢
ce ab

|ﬂ| (3.46)
2 ﬂq s | ds
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ve n>3 igin (3.43) esitsizliginden

min H, ¢
ce a,b

2{%] Tds }bﬂq s |ds

k=ni2 5 Tk S

4] > (3.47)

esitsizlikleri elde edilir.

Ayrica gt €C a,b ve neNolmak lizere i=0,1,2,..,n—1 i¢in (3.40) sinir

sartiyla birlikte k =1,2,...,2n—1 i¢in r, ¢ =1 alindiginda (3.44) 6zdeger problemi

£ 4 Ag(Hx=0 (3.48)

0zdeger problemine indirgenir ve (3.47) esitsizliginde sag tarafin minimumu ile

paydalarin maksimumu alinirsa

2n+1n!

14| > (3.49)

2n—1b
b—a ﬂq s ‘ds

esitsizligi elde edilir.

2010 yilinda Yang, Kim ve Lo [39], tek basamaktan diferensiyel denklemler i¢in

Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmislerdir. Onlarin sonuglar1 asagidaki gibidir:

3.14. Teorem [39, Teorem 1]: k=12 i¢in r, t eC’™" a,b, 0,40  ve

qt €C a,b olmakiizere



27
(rz t ntx ’j +q t x=0 (3.50)

liclincii basamaktan lineer diferensiyel denklemini géz Oniine alalim. Eger x r ,

x a =x b =0 olacak sekilde (3.50) denkleminin agikar olmayan bir ¢oziimii ve

fit=r1txt " olmak iizere, f; d =0 olacak sekilde bir d € a,b mevcut ise

1 1

8 C =+ - +5 > olmak tizere
_[ ds _[ ds _[ ds _[ ds
NS oS Ih S InLS
b
2“(] s )ds> min & ¢ (3.51)
a ce ab

esitsizligi saglanir.

3.15. Teorem [41, Teorem 2]: 1<neN iken k=12,.,2n icin

rtec™ ab,0+4+0 vegt eC ab olmakizere

!
!
!

h, t|r,, t [...[1@ t rtx ’j J +gt x=0 (3.52)

2n+1 inci basamaktan lineer diferensiyel denklemi gz oniine alalim. Eger x ¢

(3.52) denkleminin i =0,1,2,...,n—1 i¢in

xi a =xi b =0 (353)
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sartin1 saglayan asikar olmayan bir ¢6zimii ve

fit =\n_t L...(rz t ot X ’j J (3.54)

8, ¢ = + (3.55)

olmak tlzere

{HJ ds }Hqs)ds> min &, € (3.56)

k=n+2 4 rk ce a, b
esitsizligi saglanir.
2011 yilinda Wang [35], asagidaki esitsizligi elde etmistir:

3.16. Teorem [35, Teorem 2.2]: Eger x t , a>1, r,qu a,b ve te a,b igin
rt >0 olmak iizere (3.12) denkleminin a<b 1i¢in a,beR, x t nin
x a =0=x b seklinde ardisik sifirlar1t ve t€ a,b icin x t+ =0 olacak sekilde

asikar olmayan bir ¢6ziimii ise ¢~ ¢t =maks 0,q t ve

I, I<y<2
Cy =9, (3.57)
277, y22
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olmak lizere

b y -1/ y-1 b —1/ y—1 & b -1/ y-1 &
[q" u [J[r s } dsj[r s :| dsJ du>C y [I[r s :I dsJ (3.58)
a a u

a

esitsizligi saglanir. r ¢+ =1 ve a =2 i¢in (3.12) denklemi (3.1) denklemine doniisiir

ve (3.58) esitsizligi de (3.5) Lyapunov tipi esitsizlige indirgenir.

2012 yilinda He ve Tang [14], neN ve ge ' a,b ,R olmak lizere
x2n + —1 ”‘lq(t)x:() (359)

formundaki 2n inci basamaktan diferensiyel denklemler i¢in bazi yeni Lyapunov

tipi esitsizlikler elde etmislerdir. Onlarin sonuglar1 asagidaki gibidir:

3.17. Teorem [14, Teorem 2.3]: neN ve ge[' a,b ,R olsun. Eger (3.59)

diferensiyel denklemi i =0,1,...,n—-1 ve t€ a,b icin x t = 0 olmak iizere

2i _ 2i —
x a=x"b =0 (3.60)
sartlarini saglayan bir x ¢ c¢oziimiine sahipse

23 n—1
2n-3

b—a

}iﬂq s‘ s—a b-s ds> (3.61)

esitsizligi saglanir.
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3.18. Teorem [14, Teorem 2.5]: Her neN i¢in n>2 ve ge[' a,b ,R olsun.
Eger (3.59) diferensiyel denklemi i=0,1,....,n—1 ve te a,b igin x t =0 olmak
tizere (3.60) smr sartlarim  saglayan bir  x ¢ ¢Oziimiine  sahipse

+

q t =maks 0,q t olmak lizere

n-2 /23n—15 n=2/2

(3.62)

2n-5

l—cosnz /4
Z[q+ s [ s—a b-s ]2ds >[%j 2

b-a

esitsizligi saglanir.

Bu esitsizliklerin bir uygulamasi olarak neN ve ge ' a,b ,R olmak lizere

i=0,1,...,n—-1 i¢in (3.60) sinir sartiyla birlikte
X w4 n_lﬂ,q(l)x =0 (363)

0zdeger problemini géz dniline alalim. Bu durumda (3.61) esitsizligi yardimiyla

23 n—1
4] > - (3.64)
b-a ZH_ﬂq s ‘ s—a b-s ds
ve n>2 olmak tizere (3.62) esitsizligi yardimiyla
I=cosnz /4 n=2 [2n-lg n=2 12
14> (%} 235 (3.65)
b-a zn_sjq+ s [ s—a b-s ]zds

a

esitsizlikleri elde edilir.



31

2012 yiinda Zhang ve He [41], neN ve geL' a,b ,R olmak iizere (3.59)

formundaki 2n inci basamaktan diferensiyel denklemler i¢in yukaridaki

esitsizliklerden daha giiclii Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmislerdir. Onlarin

sonuglari agsagidaki gibidir:

3.19. Teorem [43, Teorem 2.4]: neN ve ge[' a,b ,R olsun. Eger (3.59)
diferensiyel denklemi i =0,1,....n—1 ve t€ a,b i¢in x t =0 olmak iizere (3.60)
sinir sartlarini saglayan bir x ¢ ¢dzlimiine sahipse

bﬂq s [ ds 2—48”; 4]1 (3.66)

bh—
esitsizligi saglanir.

3.20. Teorem [43, Teorem 2.5]: Her neN igin n>2 ve ge[' a,b ,R olsun.
Eger (3.59) diferensiyel denklemi i=0,1,...,n—1 ve t€ a,b i¢in x ¢t =0 olmak

tizere (3.60) smir sartlarim  saglayan  bir  x ¢t ¢cozlimiine  sahipse

+

q t =maks 0,q t olmak lizere

372_2}1—4
- (3.67)

b
jcf s [ s—a b-s Tdsz
a b-a

esitsizligi saglanir.
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3.2. Birinci Basamaktan Sistemler I¢cin Lyapunov Tipi Esitsizlikler

Diferensiyel denklemlerin farkli smiflar1 i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler iizerine
genis bir literatiir bulunmasina ragmen lineer ve lineer olmayan sistemler i¢in yapilan

calismalar ¢ok daha az sayidadir.

2003 yilinda Guseinov ve Kaymakgalan [11], «,.B,,5,: t,,0c =R ve her teR

icin B, t >0 fonksiyonlari siirekli fonksiyonlar olmak tizere

(3.68)

!

Xt =a txt+p tut
u't ==f, txt—a tut

lineer Hamiltonian sistemine iliskin Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmislerdir.

Onlarin sonugclar1 asagidaki gibidir:

3.21. Teorem [11, Teorem 1.1]: Her t € R i¢in B, t >0 olsun. a<b igin a,pe R,
xt nin x a =0=x b olacak sekilde ardisik sifirlar1 ve € a,b igin x t =0
olmak tizere (3.68) sistemi reel bir x r ,u t ¢Oziimiine sahip olsun. Boylece

b, t =maks B, t ,0 olmak lizere

ba s |ds+ b,B s ds : bﬂ* s ds 1/222 (3.69)
oo+ ] o ]

Lyapunov esitsizligi saglanir.

2007 yilinda Tiryaki, Unal ve Cakmak [31], teR, y>1, B>1 reel sabitler,
te t,,o i¢in B, t >0 ve a,pB,5,: t,,0 — R fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar

olmak tzere
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y-2
x’t:altxt+ﬂ1t|ut|/ut
(3.70)
l -2

Wt ==fytlxt| xt—gtut

lineer olmayan sistemi i¢in asagidaki Lyapunov tipi esitsizlikleri elde etmiglerdir:

3.22. Teorem [31, Teorem 1]: a<b i¢in a,beR, x t nin x a =0=x b olacak
sekilde ardisik sifirlar1 ve t € a,b ic¢in x t = 0 olmak iizere (3.70) sistemi reel bir

x t ,ut ¢Oziimiine sahip olsun. Boylece M =|x c |=maks |x t |:a <t<b ve

l + l =1 olmak lizere
a y

b b 1y b e
flew s ‘ds+M£‘{j,Bl s ds} Uﬂ; s dsJ >2 3.71)

esitsizligi saglanir.

3.23. Teorem [31, Teorem 3]: a<b i¢in a,beR, x t nin x a =0=x b olacak

sekilde ardisik sifirlart ve t€ a,b igin x t =0 olmak iizere ¢, t+ =0 iken (3.70)

. . . o . . 1 1
sistemi reel bir x ¢t ,ut  ¢Oziimiine sahip olsun. Bdylece —+—=1 ve
o

M=|x c |=maks |x t |:a<t<b olmak tizere

a

Mﬁ_“(]ﬂl s dsJa_ []ﬁ; s dsJZI (3.72)

M'B‘“(}]ﬁl s dsJa_ m.ﬁ; s dsJZl (3.73)

T
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M'B_a(?ﬂl s dsJa_ [l]ﬂ; s dsJZT” (3.74)

esitsizliklerini saglayan bir 7 € a,b vardir.

2010 yilinda Wang [34], (3.68) lineer Hamiltonian sistemi i¢in Guseinov ve Zafer
[12] in buldugu kararlilik kriterini gelistirip elde ettigi yeni kararlilik kriteriyle
yakindan ilgili olan bir Lyapunov tipi esitsizlik elde etmistir. Wang 1n sonucu

asagidaki gibidir:

3.24. Teorem [34, Teorem 3.1]: a<b icin a,beR, xt nin x a =0=x b
olacak sekilde ardisik sifirlar1 ve € a,b igin x t = 0 olmak iizere (3.68) sistemi

reel bir x ¢ ,u t ¢bziimiine sahip olsun. Boylece S, t =maks £, t ,0 olmak

uzere
b K b
Dﬁl s a’sexp[—ZJ‘al r drjds} [ sds>4 (3.75)

Lyapunov tipi esitsizligi saglanir.

2011 yilinda Tang, Zhang ve Zhang [29], (3.70) lineer olmayan sistemi igin

asagidaki Lyapunov tipi esitsizlikleri elde etmislerdir:

3.25. Teorem [29, Teorem 2.1.]: a<b i¢in a,pbeR, xt nin x a =0=x b

olacak sekilde ardisik sifirlart ve € a,b icin x ¢t =0 olmak iizere (3.70) sistemi

reel  bir xXt,ut ¢ozlimiine  sahip  olsun.  Boylece l-i-l:l,
a 7y



35

, , Bly b . Bly
ot ;:ﬂ[ﬂl T exp{yj‘al s dsjdr:l , nt ::{fﬁl T exp[—;/J‘Oz1 s ds]dr} ,

ve f, t =maks [, t ,0 olmak iizere

jf ss+nﬂss B s ds>1 (3.76)

esitsizligi saglanir.

2012 yilinda Tiryaki, Cakmak ve Aktas [33], (3.70) lineer olmayan sistemi i¢in
asagidaki Lyapunov tipi esitsizlikleri elde etmislerdir:

Her t € R i¢in h, ve h, fonksiyonlarini

—7]{11 v dv —7]0’1 vdv

t b
hot=[p ze’ diveh t=[p ze’ dz (3.77)

seklinde tanimlayalim.

3.26. Teorem [33, Teorem 2.1]: a<b i¢in a,beR, xt nin x a =0=x b

olacak sekilde ardisik sifirlart ve € a,b icin x ¢t =0 olmak iizere (3.70) sistemi

.. . . 1 1
f=a ic¢in reel bir x ¢t ,u t ¢oziimine sahip olsun. Boylece —+—=1 ve

a y
B, t =maks B, t ,0 olmak iizere
b +
Jhl_a & Zl_a ds>1 (3.78)
3 s +n, Ky
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esitsizligi saglanir.

3.27. Teorem [33, Teorem 2.2]: a<b i¢cin a,beR, xt nin x a =0=x b

olacak sekilde ardisik sifirlar1 ve € a,b igin x t = 0 olmak iizere (3.70) sistemi

. : . 1 1
p=«a i¢in reel bir x ¢t ,u t ¢oziimiine sahip olsun. Boylece —+—=1 ve
a

b, t =maks B, t ,0 olmak lizere

b I-a

1 1
B s 2“-2(h — S] ds>1 (3.79)
a b

esitsizligi saglanir.

Dikkat edilirse Tang ve digerleri [29] nin Teorem 3.25 deki sonucuyla Teorem 3.26

daki sonu¢ aynidir; ancak Teorem 3.26 nin ispat1 onlarin ispatindan farklidir.

t>0 ve l<a<?2 i¢in h t =t*" fonksiyonu konkav oldugundan w= ve

t

Y olarak alindiginda Jensen esitsizliginden h[w;VJZ% hw+hv
b

saglanir yani

a-1
1 1 1 1
2+ + >t — (3.80)
h, t h t K=t h ot

esitsizligi saglanir.

a>?2 ise h t fonksiyonu ¢>0 icin konveks oldugundan (3.80) esitsizligi tersine

doner yani
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a-1
2+ ! + L < ! + ! (3.81)
hot hot ’

esitsizligi saglanir.

I<a<?2 icin (3.80) esitsizligi gercekleneceginden (3.79) esitsizligi (3.78)
esitsizliginden daha iyidir yani (3.79) esitsizligi (3.78) esitsizligini gerektirir; ancak
tersi her zaman dogru degildir. Benzer sekilde o >2 oldugunda (3.81) esitsizligi
gercekleneceginden (3.78) esitsizligi (3.79) esitsizliginden daha iyidir yani (3.78)

esitsizligi (3.79) esitsizligini gerektirir; ancak tersi her zaman dogru degildir.

3.3. Ikinci Basamaktan Sistemler I¢in Lyapunov Tipi Esitsizlikler

2006 yilinda Napoli ve Pinasco [19], & >1 i¢in ¢, u = |u|a_2u, her t e Rigin f, ¢
ve f, t reel degerli, pozitif ve stirekli fonksiyonlar olmak tizere 1< p, p, <+

sartini saglayan p,, p, ile negatif olmayan ¢,, ¢, parametreleri

(04 (04
S, %

P P

=1 (3.82)
sartin1 sagladiginda

!
’ i =2 a,
-4, 5 =St |x1| x,|x2|

(3.83)

’
’ _ o a,=2
-0, % =fht E N

yari-lineer sistemi i¢in bir Lyapunov tipi esitsizlik elde etmislerdir. Onlarin sonuglari

asagidaki gibidir:
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3.28. Teorem [19, Teorem 1.5]: a<b i¢in a,beR, x, t ve x, t nin
x a =x, b =0=x, a =x, b olacak sekilde ardisik sifirlari ve her € a,b igin
x t 20 ve x, t =0 olmak iizere (3.83) sistemi reel bir x, t ,x, t ¢Oziimiine

sahipse

b SUTe) /Py e
[ J.fl S dS] L J-fz S de > W (384)
a a —ad

esitsizligi saglanir.

Dikkat edilirse i=1,2 i¢in ;= p, ve i#k i¢cin «, =0 olarak alindiginda (3.83)

sisteminin — ¢, x' =ft |xl.|a’_2xl. yari-lineer denklemine indirgendigi goriiliir.

Ayrica, Napoli ~ve  Pinasco [19], a>1 igin ¢ u :|u|a_2u,
x a =x b =0=x, a =x,b,her te ab i¢cin x, t ,x, t >0 ve gt , R
tizerinde reel degerli, pozitif ve siirekli bir fonksiyon olmak lizere 1< p, p, <+

sartin1 saglayan p,p, ile negatif olmayan «,,q, parametreleri (3.82) sartin

sagladiginda
’ 2
! o - [2%)
- ¢pl X :}“lalq t |x1| ] x1|x2 i
’ (3.85)
-2
- ¢p2 xzr =A0,q t |xl|al|x2 " X

0zdeger problemi icin asagidaki sonucu elde etmislerdir:
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3.29. Teorem [19, Teorem 1.4]: (3.85) probleminin her genellestirilmis 4,4,

Ozdegeri i¢in

ALzh A =— . (3.86)

olacak sekilde bir 2 4, fonksiyonu vardir.

2010 yilinda Cakmak ve Tiryaki [5], a@>1 i¢in ¢, u :|u|a_2u, her teR igin
nt>0ver t >0o0lmakiizere  t , n t , f t ve f, t reel degerli, siirekli

fonksiyonlar, 1< p,, p, <+o0 sartim1 saglayan p,, p, ile negatif olmayan «,, «,, f3,,

.a o S
B, parametreleri —+—==1 ve ﬁ+& =1 sartin1 sagladiginda
P P D Py
l a; =2 a
- nt ¢p1 X =ht |x1|1 x1|x2| 2
(3.87)
’
l B )
-—ntg, x, =ft x|, |2,

seklindeki lineer olmayan sistemler i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmislerdir.
Cakmak ve Tiryaki [5] nin, Napoli ve Pinasco [19] nun yukaridaki teoremde sz

edilen sonucunu genellestirdikleri sonuglar1 asagidaki gibidir:

Her reR i¢in s ¢ >0 olacak sekilde reel degerli, siirekli bir fonksiyon, t€ a,b ,

e 1,+o ,l+i,:1 olmak tizere
7,
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P /1, 1—p b i 1-u
M t,s,u :(I s X _ﬂdx} +(J s X _ﬂdx] (3.88)

t

integral operatoriinii ele alalim.

3.30. Teorem [5, Teorem 1]: a<b 1i¢cin a,beR, x t ve x,t nin
x a =x, b =0=x, a =x, b olacak sekilde ardisik sifirlari ve her t€ a,b igin

xt =0 ve x,t 20, M c,1,,p, ve M d,r,,p, var olacak sekilde

x, d ‘=maksxz z‘ ve i=1,2 igin £ x =maks O, f x

a<t<b

‘xl c ‘Zmaks

a<t<b

x, t

9

olmak iizere (3.87) sistemi reel bir x, ¢ ,x, ¢ ¢Oziimiine sahipse

b Alpis b @/py ) i
(!ff s dsJ [J.f; s dsJ >M cr,p, M dr,p, " (3.89)

a a

esitsizligi saglanir.

Dikkat edilirse g, =«a,, f,=a, ve 1, t =r, t =1 almrsa (3.87) sistemi (3.83)
sistemine indirgenir. Ayrica (3.87) sistemi i¢in (3.83) sisteminde f, t ve f, t

fonksiyonlar1 {izerinde var olan pozitiflik sartt kaldirilmigtir. Bu yonleriyle (3.87)

sistemi (3.83) sisteminin hem genellemesi hem de gelistirilmisidir.

Yine (3.87) sisteminde o, =f,=p,=p,=a, a,=p=0, nt =r, t =rt ve
fit =f,t =qt olarak alindiginda sistemin (3.12) yari-lineer denklemine

indirgendigi goriilmektedir.
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2010 yilinda Cakmak ve Tiryaki [6], neN, a>1 i¢in ¢ u :|u|a_2u, her teR,
k=1,2,...,n i¢in f, fonksiyonlar1 reel degerli, siirekli fonksiyonlar olmak {izere

1< p, <+oo sartini saglayan p, ile negatif olmayan ¢, parametreleri

a
—+£=1 (3.90)
k=1 Py
sartin1 sagladiginda, (3.83) sistemini
' 2
! o= o a
- ¢p] x o o=f x|t s 2 x|
!
—¢ x, =ft x|« |a2_2x x |
p, T2 2 1 2 2+ n (3.91)
’ ' _ o a, a”—2
- ¢p 'xn _fn t|x1| |x2| "'xn 'xn

sistemine gelistirmis ve genellestirmislerdir. k£ =1,2,...,n i¢in (3.91) sistemi

asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

-¢, % =fitd, x [T 3.91)

i=1 #k
Onlarin elde ettikleri sonuglar asagidaki gibidir:

3.31. Teorem [6, Teorem 1]: (3.91) sistemi ne N olmak iizere a<b i¢in a,pbe R,
k=12,...,n i¢cin x, t nin x, a =0=x, b olacak sekilde ardisik sifirlar1 ve

te a,b icin x, t 20 olacak sekilde sifirdan farkli, reel bir
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t ¢Oziimiine sahipse ‘xk C, ‘=maks‘xk t ‘ ve k=1,2,...,n i¢in

a<t<b

X F X b ,.nX

n

f.5t =maks O,f, t olmak iizere

a4/ py

n (b a4 py . 1 1
H[jf,j s ds} =M1yt (3.92)
k

esitsizligi saglanir.

Dikkat edilirse (3.91) sistemi # t =r, t =1 i¢in (3.87) sisteminin n boyuta bir
genellemesidir. Yine i =1,2,...,n i¢in ; = p; ve i #k i¢in ¢, =0 olarak alindiginda
(3.91) sisteminin - ¢, x' =ft |x,.|a‘_2x,. yari-lineer denklemine indirgendigi

goriiliir.

2011 yilinda Yang, Kim ve Lo [40], (3.91) sistemi i¢cin Cakmak ve Tiryaki [6] nin

buldugu Lyapunov tipi esitsizlikle ayni1 esitsizligi elde etmistir.
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4. SISTEMLERE ILiSKIN SONUCLAR

Bu boliimde Tang ve He [30] ve Aktas, Cakmak ve Tiryaki [1] nin ikinci basamaktan

sistemler i¢in son zamanlarda yapmis olduklar1 caligmalara yer verilecektir.
a>1igin ¢, u :|u|a_2u olmak tizere, ne N iken i=1,2,...,n ve her t € R i¢in

(Hl) i=1,2 i¢in r, t ve f, t fonksiyonlar1 R {izerinde tanimli reel degerli,
stirekli fonksiyonlar, r ¢ >0 olsun ve 1<p, <o, «,p >0 olmak iizere
o

YD e &+&
V2N 2 P D

=1 esitlikleri saglansin.

(H2) i=12,..,n i¢in r, t ve f, t fonksiyonlar1 R iizerinde taniml reel degerli,

l

n

surekli fonksiyonlar, , £ >0 olsun ve 1< p, <, «, >0 olmak iizere Zﬂzl

i=1 D;
esitligi saglansin.
hipotezleri altinda
’
l a =2 a
—htd, x =fit |)Cl|1 xl|x2| ?
4.1)
’
' B Br—2
-—ntg, x, =ft x|, |2,

sistemi ve
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I3
' -2
—nt g, x5 =h x| x| x|
' 2
I3 o, On— [s4
-ntg, x, =ft e [ 2y, 42)
' 2
I3 o, [s2 o —
-ntg, x, =f1 x| 2, | |
veya kisaca i =1,2,...,n igin
4 n
! o,
- Lt ¢[)[ x, =ft ¢05[ X H |xk ' 4.2)

k=1 #i

sistemi i¢in Tang ve He [30] nin elde ettigi Lyapunov tipi esitsizlikleri ispatlari ile

verelim.

i=1,2,..,n i¢in &, ve 7, fonksiyonlarini

bj[r,. s | ] , 4.3)

seklinde tanimlayalim.

4.1. Teorem [30, Teorem 2.1]: (H1) hipotezi saglansin. (4.1) sistemi her t€ a,b

icin x, t+ 0 ve x, t =0 olmak iizere
x a=xb=0=x,a=x,b (4.4)

siir sartlarini saglayan bir x, ¢ ,x, t ¢Ozlmiine sahipse
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@b i)
b PP
g, s s S s s
j] ' fi s ds j%+sds

LS +ms
4.5)

Jé’zsnzs +S

2 S T, S 2, s+, s

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.1) ve (4.4) den

r
X S

b
Jr s
a

" ds= }]fl s ‘xl s ‘al ‘xz s ‘az ds (4.6)

ve

” ds 4.7)

!
X, §

b
Jr: s
a

b
P2 B
dszjf2 s ‘xl s‘ ‘x2 s
a

elde edilir.

(4.3), (4.4) ve Holder esitsizliginden a <t <b i¢in

t =1y
S(I[rl s ]l/ = dst Irl s

P

ds (4.8)

!
X S

t
=é’1tjrls
a

ve
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b mly,
S(j[r, s :II/I_P] dsJ J.rl s

P

ds (4.9)

!

b
=n t jrl s‘x1 s
t

esitsizlikleri saglanir.

(4.8) ve (4.9)dan a<t<b igin

tn t h
‘plgé’l m J'rls
St +nt )

|x, ¢ ds (4.10)

esitsizligi elde edilir.

Simdi a <t <b i¢in

ds (4.11)

b
141 C;ltnlt
<—Jr S Xl S

é’lt_‘_nltal

b 1|

esitsizliginin saglandigini gosterelim.
Gergekten (4.11) dogru degil ise (4.10) dan

D

t, nt, "
(LRI P ds (4.12)

x s
;’1 t* +771 t* a

esitligi saglanacak sekilde ¢, € a,b vardir. Boylece (4.8), (4.9) ve (4.12) den



P

D1 '
|xl t*| =d t, jrl s |x, 5| ds
a
ve
b
P 4 pld
|x1t*| =mn t, Jrlsxls s
1,

esitlikleri elde edilir.

(4.8) ve (4.13) den elde edilen

L
!
Jxl s ds

a

e

esitligi ve Holder esitsizliginden a <7 <t, i¢in

' P 1 1-p
nTlx T =cl[r1 7 |

esitligi saglanacak sekilde ¢, sabiti vardir.

Benzer sekilde (4.9), (4.14) ve Holder esitsizliginden ¢, <7 <b ig¢in

, 141

X T

1/ 1-p,
nrt :C2|:l’i T:I

esitligi saglanacak sekilde ¢, sabiti vardir.

I -l
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



48

x, T , tv=t, noktasinda siirekli oldugundan (4.15) ve (4.16) esitlikleri ¢, =c,
oldugunu gosterir. Eger ¢, =c, =0 ise 7€ a,b igin x/ 7 =0 olur. Boylece (4.8)
den t€ a,b igin x, t =0 olur. Bu durum (4.4) ile gelisir. Eger ¢, =c, #0 ise

>0 olur. Boylece (4.8) den x;, b #0 olur. Bu durum

o . !
T€ a,b i¢in |x; T

x, b =0 olmasi gergegiyle celisir. Boylece (4.11) gerceklenir.

Simdi (4.4), (4.6), (4.11), (H1) ve Holder esitsizliginden

sn s

s+ s

b
£ s ds ve My, = | d £ s ds 4.17)

a 21

1S+771S

a

olmak tlizere

P

!
X s| ds

b b b

s s
Jff s ‘xl s ‘p‘als<jé’1—nlfl+ s a’sjrl s
a § +771 5 a

a 21

b
L4 53
=M11Jfl s ‘xl s‘ ‘xz s‘ ds
a

b
+ x 2]
SM“Jf1 s ‘xl s‘ ‘xz s‘ ds
a

a1/ p;

alp
SMuﬁfﬁ sl os | ds} (bjfl s |, s | dsJ (4.18)

ve



b

sz ‘xl s‘ als<jé’1s#f2+ s alsjr1 s

L s+

P

ds

!
X s

a

@ @
=M12Jfl s ‘xl s‘ ‘xz s | ds
a

b
+ % @
SMlzjf1 s ‘xl s‘ ‘xz s‘ ds
a
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b alp sy ! py
SMu(jf; sl s | ds} Uﬁ s |, s " ds] (4.19)

esitsizlikleri saglanir.

(4.11) in ispatina benzer olarak (4.3) ve (4.4) den a <t <b igin

b
P St t
BN
C, t+mn,t

|x, 1

esitsizligi elde edilir.

(4.4), (4.7), (4.20), (H1) ve Holder esitsizliginden

s, s sn, s
JQ—%ﬁ+ s ds ve M, = wa; s ds
2§ 1, S 2 S 1, S
olmak tlizere
b b
S S P2
Jff s ‘xz s ‘pzds< j—élz L s afsjr2 s |x, s| ds
. 2 s +7, s :
b B
=M21jf2 s ‘xl s ‘ "xz s | ds
a
y b B
1 2
Slejf; s ‘xl s‘ ‘x2 s | ds
a

(4.20)

(4.21)
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b Bilpe sy, Bl ps
—le(jf; s ‘xl s ‘pl ds} (jf; s ‘xz s ‘pz ds} (4.22)

veE

b

jfz ‘xz s‘ ds <J.4’2S#f2 s a’sj.r2

2S+772S

P2

ds

x, s

P
*ds

1
:Mzzjf2 s ‘xl s‘ ‘xz s
a

SMzzi}f; s ‘x] s "g] ‘xz s ‘ﬂzds
a

b Bilp 7y Bl
SMzz[If; s s | dSJ [ [ sy s]” dsJ (4.23)

esitsizlikleri saglanir.

Simdi

b

Jff s |x1 s |p'ds >0 (4.24)
oldugunu ispatlayalim.

Eger (4.24) dogru degilse

b

Jff s |x1 s |“ds=0 (4.25)

olur.
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(4.6) ve (4.25) den

!
X s

b
141 a a,
ds=jfl s‘x1 s‘ ‘xz s‘ ds
a

b
a, .
ijf s ‘xl s‘l‘xz s‘zds=0

esitsizligi saglanir.
(H1) den a<t<b i¢in

x t=0 (4.26)

olur. (4.8) ve (4.26) y1 birlestirdigimizde a <t <b i¢in x, t =0 sonucuna ulasiriz.

Bu durum (4.4) ile ¢elisir. Boylece (4.24) gerceklenir. Benzer sekilde

b b b

Jf; s ‘xl s ‘plds>0, _[f1+ s ‘xz s ‘pzds >0, If; s ‘xz s ‘pzds>0 (4.27)
esitsizliklerinin saglandig1 gortiliir.

(4.18), (4.19), (4.22), (4.23), (4.24), (4.27) ve (H1) den

M AT Nt mes pg Benlmes ppasiiivs (4.28)

esitsizligi saglanir.

(4.17), (4.21) ve (4.28) den (4.5) saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
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o=p=p=p,=a, o,=p=0, nt=rt=rt ve fit=ft=qt

olarak alindiginda (4.1) sistemi

’

rt |x'|a_2x , +qt |x|a_2x:O (4.29)

yari-lineer denklemine indirgenir. (4.18) ve (4.24) den (4.29) denklemi i¢in asagidaki

Lyapunov-tipi esitsizlik {iretilebilir:

4.2. Teorem [30, Teorem 2.2]: a«>1 ve r t >0 olsun. a<b icin a,beR (4.29)

denkleminin agikar olmayan ¢6ziimiiniin ardigik sifirlari ise ¢* ¢ =maks 0,q t

olmak lizere

-1

(j[ . dj+(j[ F1 drj

—q" s ds>1 (4.30)

esitsizligi saglanir.

rt =1ve a=2 igin (4.29) denklemi x"+ g(¢)x =0 denklemine doniisiir ve (4.30)

esitsizligi de bilinen en iy1 Lyapunov tipi esitsizlik olan

b
js—a b—s q" sds>b-a (4.31)

a

esitsizligine indirgenir.
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4.3. Teorem [30, Teorem 3.1]: (H2) hipotezi saglansin. (4.2) sistemi her € a,b ve

i=L2,.,ni¢in x; t =0 olmak iizere

sinir sartlarini saglayan bir x, ¢ ,x, ¢t ,..,x, t ¢Ozlimiine sahipse

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.2), (H2) ve (4.32) den i=1,2,....n i¢in

b
f

a

’
X, S

» b n
1 ak
ds-jfi s | ”xk s‘ ds
a k=1

elde edilir.
(4.3), (4.32) ve Holder esitsizliginden a <t <b ve i=1,2,...,n i¢in

t Pi

pi ’
‘xit‘ =in s ds

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



elde edilir.
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Benzer sekilde (4.3), (4.32) ve Holder esitsizliginden a <t <b ve i=1,2,...,n i¢in

elde edilir.

(4.35)ve (4.36)dan a<r<bve i=12,

esitsizligi elde edilir.

Simdi a<t<b ve i=1,2,...,n igin

esitsizliginin saglandigini gosterelim.

., 1 1¢IN

Gergekten (4.38) dogru degil ise (4.37) den

(4.36)

(4.37)

(4.38)



esitligi saglanacak sekilde ¢, € a,b vardir.

Boylece (4.35), (4.36) ve (4.39) dan

ve

esitlikleri elde edilir.

(4.35) ve (4.40) dan elde edilen

esitligi saglanacak sekilde ¢, sabiti vardir.

55

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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Benzer sekilde (4.36), (4.41) ve Holder esitsizliginden 7, <7 <b i¢in

Piy =Cz[’§0 ; ]1/ 1-p, (4.43)

esitligi saglanacak sekilde c, sabiti vardir

!

x, 7 , t=t, noktasinda siirekli oldugundan (4.42) ve (4.43) esitlikleri ¢, =c,

oldugunu gosterir. Eger ¢, =c, =0 ise 7€ a,b icin xl.o' 7 =0 olur. Boylece (4.35)

den t€ a,b i¢in x;, t =0 olur. Bu durum (4.32) ile gelisir. Eger ¢, =c, #0 ise

o« . 14
T€ a,b 1gin |x

y

7 |>0 olur. Bdylece (4.35) den x;, b #0 olur. Bu durum

x, b =0 olmasi gergegiyle celisir. Boylece (4.38) gergeklenir.

Simdi (4.32), (4.34), (4.35), (4.38), (H2) ve Holder esitsizliginden i, j =1,2,...,n i¢in

M= SIS g, (4.44)

26 s+ s
olmak lizere

Pi

jf; s | s ‘pidKfJ%ﬁ s dsj'ri s |x s | ds
o, [f s [T s @
<m, [f s TTl s [ds
a B ! py
“f 5, s ] (4.45)
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esitsizligi saglanir.

Simdi i, j=1,2,...,n i¢in

b

‘[fi+ s ‘xj s |"ds>0 (4.46)
oldugunu ispatlayalim.

Eger (4.46) dogru degilse

b )

jfl; s |x, s | ds=0 (4.47)

olacak sekilde i, j, € 1,2,....,n vardir.

(4.34) ve (4.47) den
b b n
OSJnO s xl.O’ s Uds=fﬁn s H‘xk s‘ ds
a a k=1
Sl]flo+ s ﬁ‘xk s‘ ds=0
a k=1

esitsizligi saglanir.

r, t >0 oldugundan a <7 <b igin

t =0 (4.48)
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olur. (4.35) ve (4.48) i birlestirdigimizde a<7<b i¢in x, ¢ =0 sonucuna ulasiriz.

Bu durum (4.32) ile ¢elisir. Boylece (4.46) gerceklenir. (4.45), (4.46) ve (H3) den

ax;
n n =

[T]18m;" >1 (4.49)

=l j=1

oldugu gortiliir.
(4.44) ve (4.49) dan (4.33) saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Ozel olarak n=1 i¢in Teorem 4.3 Teorem 4.2 ye indirgenir. Dolayisiyla Teorem

4.3 var olan tiim Lyapunov-tipi esitsizlikleri genellestirir ve gelistirir.

Simdi a>1 i¢in ¢, u :|u|a_2u, i=L2,.,n i¢cin x, a =x; b =0, her t€ a,b
icin x, t >0 ve g t , R tizerinde reel degerli, pozitif ve siirekli bir fonksiyon

olmak iizere 1< p, <+oo sartini saglayan p, ile negatif olmayan ¢, parametreleri

) % (4.50)
i-1 D;

sartin1 sagladiginda

- ¢p % =haqt g, x [] [ 4.51)

k=1 #i

0zdeger problemi i¢in asagidaki teoremi verelim:
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4.4. Teorem [30, Teorem 4.1]:

1| ami B[ s—a b—s " ”
h A 2 =— H A, & H j[s_a — b_S] —q s ds (4.52)
n| Jj= i= a

olmak iizere (4.51) probleminin her genellestirilmis A,4,,....4, 0zdegeri i¢in

n

A, >h A,..,4,_, olacak sekilde bir & 4,,...,4,_, fonksiyonu vardir.

1

Ispat: i=1,2,...,n veher teR icin r, t =1 ve f, t =Ada,q t >1 oldugunda (4.2)

sistemi (4.51) 6zdeger problemine indirgenir. Boylece (4.3) ve (4.33) den

n n b PipP;j
) s
1< J. évl 771 j+ s ds
il NG, s 1,
n n b ™
./ .S S
= A, ’p’H J. < s g s ds
j=1 a\Jg s +n s
el b pi7l p;
a.lp, [ s—a b-s ]
= Ao, — —q s ds (4.53)
1;[ P 1;[ ;[ §— P 1+ b pi-1
esitsizligi saglanir. Buradan
_Pu
n|

[ s—a b-s :'pi_l

pi—1

q s ds (4.54)

n

1 n—1 a;lp; n b
Ay >— H e, T ]
=

pi-1
124 i=1| o S—a + b-s

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Simdi Aktas, Cakmak ve Tiryaki [1] nin (4.1) ve (4.2) sistemleri i¢in elde ettikleri

Lyapunov-tipi esitsizlikler incelenecektir. Burada i =1,2,...,n i¢in

St o= ][rl s ]1/ Mds ven t =l][ri s ]1/ T ds (4.55)

olsun.

4.5. Teorem [1, Teorem 2.1]: (HI) hipotezi saglansin. (4.1) sistemi her 1 € a,b igin

x, t 20 ve x, t Z0 olmak lizere (4.4) sinir sartlarim1 saglayan bir x, ¢ ,x, ¢

¢Ozlimiine sahipse

ap B,

b p-l - - p-l P2
jzp|2[ Sos s J fl+ s ds J’zp,z[ G S s J f; s ds
oG s s &G (4.56)

By ah
b o=l npaf p pr-1 Py
C’ e
X jzpz—z Gy S 1, S J £ s ds J‘2p2—2 Gy ST, S J £, s ds ~1
: g, s +n, s : §, s +n, s

esitsizligi saglanir.

4.6. Teorem [1, Teorem 2.2]: (H2) hipotezi saglansin. (4.2) sistemi her t€ a,b ve
i=L2,.,n i¢cin x;, t Z0 olmak {lizere (4.32) smir sartlari saglayan bir

x t,x, t,.,x, t c¢Oziimiine sahipse

> "n

ﬁﬁ jzﬁﬂ[ﬂ] f Sdsj J>1 (4.57)
. ' s

esitsizligi saglanir.
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t>0 ve i=1,2,..,n i¢in 1< p, <2 iken z ¢t =1""" fonksiyonu konkav oldugundan

1 1 NP
w= é’—t ve V= — olarak  alindiginda  Jensen  esitsizliginden
i 771'
w+v 1 . .
Z[ > JEE Z w +z v saglanir yani
pi—1 pi-1
.t nt . .
[4'1 i ]1 sor2| S LM T (4.58)
O /A St +n t

esitsizligi saglanir.

i=1,2,..,n i¢in p,>2 ise z t fonksiyonu #>0 i¢in konveks oldugundan (4.58)

esitsizligi tersine doner yani

pi—1 pi-1
Lt L Gt
[;_1 i ]_1 con2| ST (4.59)
O /A St +n t

esitsizligi saglanir.

i=12,..,n i¢cin 1<p, <2 olsun. (4.58) esitsizligi gercekleneceginden (4.56) ve
(4.57) esitsizlikleri sirasiyla (4.5) ve (4.33) esitsizliklerinden daha giigliidiir. Yani
Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 sirasiyla Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 den daha iyidir.
Benzer sekilde i=1,2,..,n i¢in p,>2 oldugunda (4.59) esitsizligi
gercekleneceginden Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 sirasiyla Teorem 4.5 ve Teorem 4.6

den daha iyidir. Ayrica i=1,2,...,n i¢in p, =2 alindifinda Teorem 4.5 ve Teorem

4.6 sirastyla Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 ile ¢akisir.
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(4.57) esitsizliginin bir uygulamasi olarak a>1 ¢ u :|u|a_2u, i=12,..,n i¢in
x, a =x;, b =0, her te a,b icin x, t >0, rt ve gt R lizerinde reel

degerli, pozitif ve siirekli fonksiyonlar olmak tizere 1< p, <+oo sartin1 saglayan p,

ile negatif olmayan ¢, parametreleri (4.50) sartin1 sagladiginda

“ (4.60)

4 n
r
- nt ¢p‘ X; =Aoq t ¢05[ X; | | |xk
i k=1 =i

0zdeger problemi icin asagidaki teoremi verelim:

4.7. Teorem [1, Teorem 2.3]:

_Pn
;! p; ,

n—1 n b Pl "
g AA, A = T 2, f’f’fH[jzm(MJ g s ds} (4.61)

an Jj=1 i=l1 a é’i s +77i s

olmak iizere (4.60) 6zdeger probleminin her genellestirilmis A4, 4,,...,4, 0zdegeri
icin 4, >g A,4,...4,_, olacak sekilde bir g 4,,4,,....,4,_, fonksiyonu vardir.

i=12,.,n i¢in r, t =1 ve l<p <2 almirsa (4.58) esitsizligi kullanilarak
g A A A >h A, A, A_ esitsizligi elde edilir. Bu durumda i=1,2,...,n
icin r, t =1 ve 1< p, <2 oldugunda Teorem 4.7 Teorem 4.4 den daha iyi bir alt
smir verir. Benzer sekilde (4.59) esitsizliginden i=1,2,...,n i¢cin r, t =1 ve p, >2
oldugunda Teorem 4.4 Teorem 4.7 den daha iyi bir alt sinir verir. Ayrica i =1,2,...,n

icin , t =1 ve p, =2 alinirsa Teorem 4.7 ve Teorem 4.4 ¢akisir.
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Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 nin ispatlar1 Sim ve Lee [28] ve Tang ve He [30] nin
kullandiklart metodlarin baz1 kisimlar1 birlestirilerek aralarinda ¢ok az bir
degisiklikle kolaylikla elde edilebilmektedir. Dolayisiyla sadece Teorem 4.6 nin

ispat1 verilecektir.

Ispat: neN olmak {izere a<b icin a,beR, i=1,2,...,n igin x ¢ nin
x, a =0=x, b olacak sekilde ardisik sifirlar1 ve t€ a,b i¢in x; ¢t =0 olsun.
(4.2) sisteminin i-ninci denklemini x, ile carpip i=12,...,n i¢cin x, a =0=x, b

oldugunu hesaba katarak a dan b ye integre edersek i =1,2,...,n i¢in

!

X S

1

b
fr s
a

! ds=}]ﬁ s ﬁ‘xk s ‘akdsﬁl]ﬁ.+ s ﬁ‘xk s ‘akds (4.62)
a k=1 a k=1

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan (4.55), i=1,2,...,n i¢in (4.32) ve Holder

esitsizliginden i =1,2,...,n ve her t € R i¢in

Pi

t
‘xi t ‘p[ = jxl.’ s ds
t Pl »
1/ 1-p, i
S(j[ri s] " ds} j’} s |x’ s | ds
! Pi
!
=gt fros |5 s | ds (4.63)
ve
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b /1 nte pi
S(j[ri s] " ds} jr[. s ‘xi’ s | ds
b pi
:ﬂ,p_l t J'ri S xl.' s | ds (4.64)

esitsizlikleri saglanir.

i=12,.,n i¢in §, a =0=n, b , £, b >0, n, a >0 ve te a,b igin £, t
azalmayan ve 7, t artmayan oldugundan £, ¢, =7, ¢, olacak sekilde en az bir

L

c;e a,b vardir. Bu durumda te€ a,c; i¢in £, t <;, t ve te ¢,b igin

28t t
nt £¢; t saglanir. a<t<c i¢in ¢, t Sé/’—n’ oldugunu dikkate alarak
gt +mt
(4.63)den i=1,2,...,n i¢in
2 gt Y P
‘xl t‘p <| o LT J’? s|x s | ds (4.65)
é’i ! +77[ t a
PP - 25, t gt y :
esitsizligi saglanir. ¢, <t<b i¢in 7, t <————— oldugunu dikkate alarak
gt +n t
(4.64)den i=1,2,...,n i¢in
26ty t ‘s P
|x, t |p < B/ jl; s xl.' s | ds (4.66)
GotAmt )

esitsizligi saglanir. (4.65) ve (4.66) esitsizlikleri toplanarak i=1,2,....n ve a<t<b

i¢in
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ds (4.67)

pi—l1 b

. Sttt

‘xi t‘p' <2n Sotmt Jri s ‘xi' s
é’i t +77i t a

esitsizligi saglanir. Teorem 4.3 {in ispatina benzer bir teknik kullanarak i=1,2,...,n

ve a<t<b igin

ds (4.68)

-
)

lx, | <2P1—2( gt t ]pi_ll]‘
git+nt a

esitsizligi saglanir. (4.62), (H2) ve genellestirilmis Holder esitsizligini kullanarak
(4.68) in her iki tarafim j=12,..,n i¢in f t ile carpip a dan b ye integre

edersek i, j=1,2,...,n igin

M Lo s r
M=o ST e o (4.69)
y b é’i s +77i s J

olmak tlizere

ds

r. s

1

X S

pi-1
l]f; s ‘xl. s ‘pids<2”"_2}](%] fl s ds

Q¢ S

b n
<M, 7 s [l s ["ds (4.70)
a k=1
i orof

ds

esitsizligi saglanir. Teorem 4.3 {in ispatina benzer bir teknik kullanarak

i,j=12,...,n i¢in
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b
in* s ‘xj s ‘pjds>0 4.71)

oldugu gortiliir.

n

Z S 1 sartin1 kullanarak (H2), (4.70) ve (4.71) den
i-1 D;

oo
n n L

TITIMm)" >1 4.72)

=1 j=I

esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
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