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Integral esitsizlikleri hem teorik hem de uygulamali matematikte kullanilan en Snemli
araglardan biridir. Bazi problemlerde integralin tam degeri hesaplanamaz. Boyle durumlarda
yaklagim metotlar1 gelistirmek gereklidir. Bu yiizden, baz1 matematikgiler fonksiyonlarin
cesitli siniflari i¢in integral esitsizlikleri izerine caligmistir. Hermite-Hadamard, Ostrowski,
Chebyshev, Griiss ve Ostrowski-Griiss esitsizlikleri, literatiirdeki onemli esitsizliklerden
bazilaridir. Son zamanlarda, baz1 arastirmacilar klasik ortalama deger teoremini ve 1946
yilinda Pompeiu tarafindan sunulan Pompeiu ortalama deger teoremini kullanarak
Ostrowski tipi esitsizlikler elde etmiglerdir. Sonrasinda, Pompeiu ortalama deger teoremini
taban alan Ostrowski tipi esitsizlikler fonksiyonlarin farkli siiflar1 i¢in bir¢ok matematikgi

tarafindan incelenmistir.

Diger yandan, kesirli hesaplamalar son zamanlarda matematiksel analiz i¢in 6nemli bir alan
haline geldi. Kesirli integraller ve tiirevler genellikle ¢ok sayida arastirmaci tarafindan
bilinmezdi ve sadece teorik matematik konularinda kullanilmisti. Ancak bu integraller ve
tiirevler son zamanlarda matematigin bircok uygulama alaninda kullanilmaya baglanmistir.
Bu teori dzellikle bilimin bazi alanlarinda vazgegilmez bir konuma geldi. Ornegin; bir kesirli

tiirev olmadan viskoelastik bir siire¢ tanimlamak miimkiin degildir. Uygulama alanlarimin



genigliginden dolayi, lokal, uyumlu, alternatif ve M-kesirli gibi yeni kesirli hesaplama
yontemleri gelistirilmistir. Ek olarak, matematigin en 6nemli alanlarindan biri olan esitsizlik
teorisinde kesirli tiirev ve integraller iceren ¢ok sayida sonug elde edilmistir. Ornegin,
Hermite-Hadamard, Ostrowski, Griiss ve Ostrowski-Griiss gibi temel esitsizlikler 0 ve 1
arasindaki tiirev ve integral degerlerini hesaplamak i¢in kullanilan uyumlu kesirli
hesaplamalar i¢in kurulmustur. Bunlara ek olarak, bazi aragtirmacilar uyumlu ve lokal kesirli
hesaplamalar i¢cin Pompeiu ortalama deger teoremini kanitlamis ve bu teoremi kullanarak

bazi esitsizlikler gelistirmislerdir.

Bu tezde, Pompeiu ortalama deger teoremini taban alan Ostrowski tipli esitsizlikler {izerine
devam eden caligsmalarin 1518inda M-kesirli tiirevler icin Pompeiu ortalama deger teoremi
kanitlanacaktir. Ayn1 zamanda, M-kesirli Pompeiu ortalama deger teoremi kullanilarak elde
edilen yeni Ostrowski tipli sonuglar bulunacaktir. Bu Ostrowski tipli sonuclarin agirlikli
versiyonlari da elde edilecektir. Son olarak, bu tez kapsaminda gelistirilen esitsizliklerin baz1

uygulamalari sonug olarak verilecektir.

Anahtar Kelimeler: M-Kesirli Tiirev, Pompeiu Ortalama Deger Teoremi, Sinirh

Fonksiyonlar, Ostrowski Esitsizligi, Sayisal Integrasyon

Bilim Alam1 Kodu: 26D07, 26D10, 26D15, 26A33, 41A55.
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The theory of integral inequalities is one of the most useful mathematical tools in both pure
and applied mathematics. The exact value of an integral can not be calculated in some
problems. In these cases, it is necessary to develop approximation methods. Therefore, some
mathematicians worked on integral inequalities for various classes of functions. Hermite-
Hadamard, Ostrowski, Chebyshev, Griiss and Ostrowski-Griiss are some of the important
inequalities in literature. Recently, some researchers focused on Ostrowski type inequalities
obtained by using classical mean value theorem and Pompeiu mean value theorem which is
introduced by Pompeiu in 1946. After that, Ostrowski type inequalities based on Pompeiu
mean value theorem for different classes of functions and their weighted versions are

examined by many mathematicians.

On the other hand, Fractional calculus has grown into a significant pillar for mathematical
analysis in recent years. Fractional integrals and derivatives were not generally known for
many researchers and up to recent years has been used only in a pure mathematical context.
However, these integrals and derivatives have been used in many application areas of
mathematics in the last few decades. This theory have especially become indispensable in
some areas of sciences. For example, it is impossible to describe a viscoelastic process

without using a fractional derivative. Because of the wide of the application areas, new

vii



fractional computation methods such as local, conformable, alternative and M-Fractional
have been developed. In addition, a large number of results involving fractional derivatives
and integrals has been obtained in inequality theory which is one of the most important
application areas of mathematics. For instance, fundamental inequalities such as Hermite-
Hadamard, Ostrowski, Griiss and Ostrowski-Griiss were established by using Conformable
Fractional Calculus which is used to calculate the integral and derivative values in between
0 and 1. Furthermore, some researchers gave Pompeiu mean value theorem for conformable
and local fractional theory and they also developed some inequalities by using fractional

Pompeiu mean calue theorem.

Inspired and motivated by ongoing research on Ostrowski type inequalities based on
Pompeiu mean value theorem, Pompeiu mean value theorem for M-Fractional derivatives
will be proved in this thesis. Aditionally, new Ostrowski type inequalities obtained by using
M-Fractional Pompeiu mean value theorem wil be established. The weighted versions of
these Ostrowski type inequalities will be obtained. Finally, some applications of the

inequalities which will be developed in this thesis will be also given.

Keywords: M-Fractional Derivatives, Pompeiu Mean Value Theorem, Bounded

Functions, Ostrowski’s Inequality, Numerical Integration

Scientific Field Code: 26D07, 26D10, 26D15, 26A33, 41A55.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Kapali aralik

. Acik aralik

: tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

: f fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

: f fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

: f fonksiyonunun Riemann-Liouville anlaminda a. mertebeden kesirli tiirevi
. f fonksiyonunun Caputo anlaminda a. mertebeden kesirli tiirevi

: f fonksiyonunun a mertebeden yerel M-tiirevi

. f fonksiyonunun n. mertebeden yerel M-tiirevi

f fonksiyonunun a — mertebeden M-integrali

: Riemann-Liouville anlaminda kesirli integral

. f fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli integrali

. [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

: [a, b] araliginda p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
. [a, b] araliginda integrali sinirli olan fonksiyonlarin kiimesi

. f fonksiyonunun tanimli oldugu araliktaki maksimum degeri



1. GIRIS

Matematikte Leibniz ve Newton tarafindan gelistirilen tamsay1 mertebeden integral ve
diferansiyel hesab1 fizik, biyoloji, miihendislik ve diger bircok alanda ¢esitli uygulamalara
sahip biiyiik bir kesif olmustur. Fakat yeni bir sey zamanin matematikgileri igin ilgi ¢ekici
bir hale gelmek iizereydi. 1695°te, Hospital, Leibniz’e yazdigi bir mektupta, d"y/d*n
tamsayil tiirevinin derecesinin kesir oldugu bir duruma genisletilme olasiligin1 sormustur.
Bu soru, tamsayili olmayan hesap olarak ve giinlimiizde genellikle kesirli hesap olarak

adlandirilan yeni bir hesabin tarihini baglatmistir.

Kesirli hesaplamalar, Newton ve Leibniz tarafindan 6nerilen tamsay1 mertebeli hesaplamalar
ile ayn1 zamanda ortaya ¢ikmasina ragmen, bilim camiasinin ilgisini cekmemis ve uzun yillar
gizli kalmigtir. Kesirli hesaplamalarin matematik, fizik, biyoloji ve miithendislik gibi ¢esitli
alanlarda sayisiz uygulamada taninmaya ve pekistirilmeye baslamasi 1974 yilindaki

uluslararasi bir kongreden sonra olmustur.

Bugiine kadar, aralarinda Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Caputo-Hadamard, Riesz
ve diger farkli tanimlarinda bulundugu kesirli tiirevler tanitilmistir. Bu tiirevlerin ¢ogu,

Riemann-Liouville kesirli integralin temeline dayanilarak tanimlanir.
Kesirli hesaplamalarin en ¢ok arastirilan ve ¢alisilan kesirli tiirevleri, Riemann-Liouville ve
Caputo tiirevleridir. Her iki tiir de kesirli diferansiyel denklemler i¢in temel olusturmaktadir.

Bu kesirli tiirevler asagidaki gibi sunulmaktadir.

Tanmm 1.1. Re(a) >0 ve m — 1 < @ < m olmak lizere a € C olsun. Riemann-Liouville

anlaminda bir f fonksiyonunun a. mertebeden kesirli tirevi, Dg,f(t), ile gosterilir.

Drif (£): = D™J™4f (1),

| ml ; lUtf( )t —1)™*1d
T - T T ) —
DgLf(t)!zlr( —a)dt ; m—1<a<m
_ a=—m
L atm f(©,



burada D™ = d™/dt™ m. mertebeden klasik tirevdir ve J™~ %, Riemann-Liouville
anlaminda kesirli integraldir. a = 0 ise, D9, = I ifadesini tanimlariz, burada I birim

operatoriidiir (Podlubny, 1999).

Tamim 1.2. a € C olsun, 6yle ki Re(a) > 0 ve m —1 < a < m olacak sekilde m sayis1
Re(a) > 0 'dan biiyiik veya ona esit en kii¢liik tamsay1 olsun. Caputo anlaminda bir f

fonksiyonunun a. mertebeden kesirli tiirevi, D f(t) ile gosterilir.

D¢ f(t):=J""“D™f (D),

(
IF a)ff(m)(T)(t D" Y, —1<a<m
per(ey ="

| ) a=m

D™ , m. mertebeden klasik tiirev oldugunda, /™% Riemann-Liouville kesirli integrali ve

fm (@) = L2 (Podlubny, 1999).

Son zamanlarda Khalil ve digerleri (2014) tamsay1 dereceli hesabin klasik 6zelliklerini
genellestirmek i¢in mertebesi @, 0 < a < 1 aralifinda olan uyumlu kesirli tiirevi Onerdiler.
Yine 2014 yilinda Katugampola (2014), uyumlu kesirli tiirevlere benzer, klasik 6zelliklere
sahip yeni alternatif bir kesirli tiirev 6nermistir. Uyumlu kesirli tiirev ve alternatif kesirli
tiirevin bazi uygulamalari, kesirli hesaplamalar alaninda yer kazanmakta ve bu tiir tiirevleri
kullanan ¢ok sayida ¢alisma yayilanmaktadir. Bahsedilen bu ¢aligsmalarin bazi uygulama
alanlari; 1s1 denklemi, Taylor formiilii ve digbiikey fonksiyonlarin bazi esitsizlikleridir

(Cenesiz ve Kurt, 2015; Anderson, 2016).

Simdi, uyumlu kesirli tiirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar verilecektir
(Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014). Ayrica uyumlu kesirli integrallerle ilgili literatiirde
bu tezin konusuyla baglantili bir¢ok ¢aligma bulunmaktadir (Abdeljawad vd., 2015; Abu
Hammad ve Khalil 2016; lyiola ve Nwaeze, 2016).



Tanmm 1.3. f:[0,00) = R bir fonksiyon olsun. t > 0 ve a@ € ]0,1[ i¢in f fonksiyonunun

uyumlu kesirli tiirev diye adlandirilan a mertebeli kesirli tiirevi,

fle+et™ ) — ()

&

De(£)(®) = lim

olarak tanmmlanir. Eger f fonksiyonu a > 0 olmak iizere bazi (0,a) araliklarinda

a —diferansiyellenebilir ve tlirgkf(“)(t) olusursa, o zaman

F@(0) = lim fO (0

olur. f nin a mertebeden uyumlu kesirli tiirevini gostermek i¢in bazen D, (f)(t) yerine
F@(t) ifadesi de kullanilabilir. Ayrica, @ mertebeden uyumlu kesirli tiirev mevcutsa bu

durum i¢in f, a —diferansiyellenebilirdir denir (Khalil vd., 2014).
Ayrica, Katugampola (2014) alternatif bir @ —kesirli tiirevi agagidaki gibi tanimlanmustir.

Tammm 1.4. f:[0,00) = R bir fonksiyon ve t > 0 olsun. O halde f fonksiyonunun a.

mertebeden alternatif kesirli tiirevi Vt > 0 ve a € (0,1) igin

[t —f(®)
Dof () = lim - ,

seklinde tanimlanir (Katugampola, 2014).

Ayrica, eger f fonksiyonu a > 0 olmak iizere (0,a) araliginda « -tiirevlenebilir ve

lim D, f(t) varsa, 0 zaman
t-0*

Da(0) = lim D f ()

0zdesligi saglanir (Katugampola, 2014).



Bu tanimlara ek olarak, son zamanlarda giincel M-kesirli tiirev tanim1 Sousa ve Oliveira

(2018) tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tamm 1.5. f:[0,00) - R bir fonksiyonve ¢ > 0 olsun. 0 < & < 1 igin, DIPf£(¢) ile

gosterilen f fonksiyonunun a. mertebeden yerel M-tiirevi Vt > 0 igin

DEP £ (t): = lim LB L) = F(O)

-0 E

seklinde tammlanir. Burada, Eg(.),f > 0 tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur.
Eger f fonksiyonu a >0 sartim saglayan (0,«) araliginda a-tiirevlenebilir ve

Jim, D& £(t) mevcutsa, o halde

Dy’ £(0) = lim DyiP £ ()
esitligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Burada bahsedilen kesirli tiirev tanimlarindan yola ¢ikarak, kesirli tlirevleri mevcut olan

fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli sonuglar incelenecektir.

Tez konusu kapsaminda literatiirde 6nemli bir yere sahip olan Ostrowski esitsizligi asagidaki

sekilde verilmektedir.

Teorem 1.1. f:[a, b] = R, (a, b) iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun dyle Ki

f':(a,b) = R ayni aralik iizerinde sinirli olsun, yani ||f’|| = sup |[f'(t)| sart1 saglansin,
te(a,b)

bu durumda her x € [a, b] igin

_a+tb,

2) (b= a)llf "Ml

(x )
(b—a)

<1+
14

1 b
-5 [ 1o

esitsizligi saglanir. Burada, 2 en iyi sabittir (Ostrowski, 1938).
4



Ostrowski esitsizligi, birinci tlirevleri sinirli olan, yani birinci tiirevleri Ly [a, f] uzaymna
ait olan fonksiyonlar i¢in elde edilmistir. Daha sonra bir¢ok arastirmaci tarafindan farkli
genellemeleri yapilmis ve gesitli fonksiyon siiflari i¢in incelenmistir. Ayni zamanda, 1946
yilinda Pompeiu (1946) tarafindan sunulan Pompeiu ortalama deger teoremi, Ostrowski tipli
esitsizlikler elde edilmesinde 6nemli bir yer oynamistir. Dragomir 2005 yilinda kaleme
aldigt makalesinde Pompeiu ortalama deger teoreminin Ostrowski esitsizligine
uygulamalarint incelemistir (Dragomir, 2005). Gelecek bolimde ayrintili bir sekilde
bahsedilecek olan g¢alismalarin yani sira, Pompeiu ortalama deger teoreminin kesirli
versiyonlar1 da incelenmistir. Ornegin, Erden ve Sarikaya (2021) uyumlu kesirli tiirevler i¢in
Pompeiu ortalama deger teoremini kanitlamis ve bu teoremi kullanarak uyumlu kesirli

integraller igeren Ostrowski tipli sonuglar vermistir.

Bu tez ¢alismasinda, M-kesirli tiirevler i¢in Pompeiu ortalama deger teoremi verilecektir.
Boylece M-kesirli integraller igeren Ostrowski tipli sonuglar bulunacaktir. Ayrica, elde

edilen esitsizliklerin agirlikli versiyonlari ve bazi uygulamalari incelenecektir.



2. LITERATUR OZETi

Bu boéliimde; tez ¢alismasinda elde edilen ana sonuglarin bulunmasinda 6nem tasiyan temel

kavramlardan bahsedilecektir.
2.1. Baza Temel Esitsizlikler

Bu tezin kapsaminda elde edilecek yeni esitsizlikleri temel alan O6nemli sonuglardan

bahsetmeden Once bazi temel tanimlar verilecektir.

Tanmmm 2.1.1. (Smirh Fonksiyon). I c R , f:1 - R bir fonksiyon ve her x € [ igin

|f (x)| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayist varsa f fonksiyonuna sinirli fonksiyon

denir (Balci, 2012).
Tamim 2.1.2. (Limit) K € R olmak iizere ¢ : K = R bir fonksiyon ve k sayis1 K
kiimesinin bir y1gi1lma noktasi olsun. Keyfi bir € > 0 i¢in, 0 < |x — k| < § ikenherx € K

icin |p(x) —L| <& kosulunu saglayan en az bir § =46(e) >0 sayist varsa, @

fonksiyonunun k noktasindaki limiti L sayisidir denir ve bu durum

lime(x) =1L

x—k
ile gosterilir (Balci, 2012).
Tanim 2.1.3. (Siireklilik) K ¢ R olmak iizere ¢ : K — R bir fonksiyon ve k € K olsun.
Keyfibir € > 0 igin, 0 < [x — k| < & ikenher x € K i¢in |@p(x) — @ (k)| < &€ kosulunu
saglayan en az bir § = §(e) > 0 sayisivarsa, ¢ fonksiyonu k € K noktasinda siireklidir
denir (Balci, 2012).
Tanm 2.1.4. (Siireklilik) K € R olmak iizere ¢ : K —» R bir fonksiyonve k € K olsun.

lim o(x) = (k)

ise ¢ fonksiyonu k noktasinda siireklidir denir. Eger ¢ fonksiyonu K kiimesinin biitiin

6



elemanlarinda siirekli ise, o zaman ¢ fonksiyonu K kiimesi tizerinde siireklidir denir.

Tanm 2.1.5. (Tiirev) K c R olmak iizere x, € K, x, K’ nmnyigilmanoktasive ¢ : K - R

bir fonksiyon olsun. Eger

y @ (x) — p(xo)
m -—-—-———-—-

X—Xg X — xO
limiti yada x = x, + & alindiginda ortaya ¢ikan

_ pxg+h) —@(xp)
lim
h—0 h

limiti varsa ¢ fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri ¢

fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevinin degeridir. Ayrica, ¢ fonksiyonunun x,

de(x)
dx lx=x

noktasindaki tiirevi ¢ '(xg), yada D@(x,) sembollerinden biri ile gosterilir
0

(Balci, 2012).

Tez calismasinda siklikla kullanilacak olan ve literatiirde onemli bir yere sahip temel

esitsizlikler ise asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.1.1. (integraller icin Ucgen Esitsizligi) ¢ fonksiyonu [a,f] araliginda

integrallenebilir olsun. Bu durumda,

B
s] ()] dx

Jﬁgo(x) dx

esitsizligi saglanir (Balci, 2012).

Tamim 2.1.6. (Holder Esitsizligi). « = (a4, a5,...,a,) ve b = (by,by,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde



olmak lizere

a.p>1 ise,

1 1

n n D n q

> |akbk|s(z |ak|p) (Z |bk|q>,
k=1

k=1

b.p <0 veya g <0 ise,

|

n

> |akbk|s<i | @ |P>p<i | b |Q>E

k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gegerlidir.(Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.7. (Integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve %+ i =1 olsun. fve g,

[a, b] araliginda taniml reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise
b b % b %
| 1rege dxs(f If(x)lpdx> <f |g(x)|de)

esitsizligi gecerlidir. (Mitrinovi¢ et al.1993)

Sonug 2.1.1. (Power Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda taniml reel

fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1
q

b b 7/ b
| |f(x>g(x)|dxs<f If(x)ldx> (f If(x)llg(x)l"dx>

esitsizligi gecerlidir. Power Mean Esitsizligi benzer sekilde ¢ift katl integraller i¢in

b b
[ ] 11y dxdy



1 1
1-= =
q

b b q
([ 1r@rasay) ([ 1 e gwiraay)

seklinde ifade edilir.

Tanim 2.1.8. (Cauchy -Schwarz Esitsizligi) f, g: [a, b] — R integrallenebilen fonksiyonlar

ve A sabiti i¢in

t

ft f()dx = /’If g(x)dxt € [a,b]

iligkisi mevcut ise

b 2 b b
(f f(x)g(x)dx> s([ [f(x)]de><f [g(x)]de)

saglanir. Bu esitsizlige Cauchy -Schwarz Esitsizligi ad1 verilir.

1938 yilinda Ostrowski (1938), daha sonra kendi adiyla anilacak olan asagidaki temel

integral esitsizligini kanitlamigtir.

Teorem 2.1.2. (Ostrowski Esitsizligi) ¢ :[a,f] 2 R, (a,B) araligi iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun dyle ki ¢’ : (a, ) = R aymi aralik iizerinde sinirh

olsun, yani ||¢'ll, = sup |@'(§)] < o sart1 saglansin. Bu baglamda, her x € [a, f] igin
$e(a.B)

239

T J G-, (@21

1 (# p <|f1
o -5 [ 0® f‘_F

esitsizligi saglanir. Burada, i elde edilebilecek en iyi sabittir.

Kanit: ¢ :[a, 8] = R fonksiyonu (a, f) a¢ik araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

oldugundan, her x € (a, ) i¢in tanimlanan



¢—-a) ,a<é<x
A(x,§) =={
E—-B) x<&<p

ifadesi igin
1

B 1 B
== | v©@ds+ [ amp vt

p(x) = P —a

esitligi saglanir. Bu 6zdeslik ayn1 zamanda

B 1 B
o(x) — f P& df = f 406, ) ' (©)dE 2.2)

1
p—a -
olarak ifade edilebilir. (2.2) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra

integraller i¢in liggen esitsizligi ve ¢ fonksiyonunun sinirlilik 6zelligi kullanilirsa,

1 B
o) - 5= [ v (23)
1 (" , 1 (# ,

Sﬁ_aL(?_@MWQWf+Ej;L(ﬁ‘@ﬁﬂ@ﬁf

e[l [ g
<goec|| ¢-od+ | (ﬁ—f)df]
el [ =2+ 8 - 22
p—al 2

ifadesi elde edilir. Son olarak,

2

) ety

(-3

(B —a)?

2

(x—a)2+(ﬂ—x)2=(x

=208 - ay?|3+

0zdesligi (2.3) ifadesinin en saginda yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir. Boylece,

kanit tamamlanir (Ostrowski, 1938).
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Ostrowski esitsizligi, bircok alanda uygulamalara sahip oldugundan (2.1) esitsizligi {izerine
pek ¢ok arastirmaci yogunlagsmustir. Ostrowski esitsizligi, birinci tiirevleri sinirl olan, yani
birinci tiirevleri Lo [a, f] uzayina ait olan fonksiyonlar i¢in elde edilmistir. Birinci tiirevleri
Ly[a,B] ve Ly[a,B] uzaylarna ait fonksiyonlar igin Ostrowski tipli esitsizlikler ise

Dragomir ve Wang (1997; 1998) tarafindan sunulmustur.

Ostrowski esitsizligi genis bir uygulama alanina sahip oldugundan, farkli tipte fonksiyonlar
ve genellestirilmis ¢ekirdekler kullanilarak bircok Ostrowski tipli esitsizlik kanitlanmistir.
Bu tarz calismalarin sayiSi ¢ok fazla oldugundan, burada sadece emsal calismalardan
bahsedilecektir. Ornegin, Dragomir (2015) mutlak siirekli fonksiyonlar igin 6nemli
Ostrowski tipli esitsizlikler vermistir. Ayn1 makalede, bu esitsizliklerle baglantili olan ¢ok
sayida uygulama da sunulmustur. iki degiskenli fonksiyonlar icin Ostrowski tipli bazi
esitsizlikler ise Sarikaya tarafindan kanitlanmigtir (Sarikaya, 2010; Sarikaya, 2012). Bu
caligmalara ek olarak, farkli bir fonksiyon tiirii olan konveks fonksiyonlar igin Ostrowski
tipli esitsizlikler i¢in Tung (2013) ve Sarikaya ve Erden (2014) tarafindan sunulan ¢alismalar
incelenebilir. Bu ¢alismalara ek olarak, klasik Ortalama deger teoremi ve Pompeiu ortalama
deger teoremi kullanilarak elde edilen Ostrowski tipli sonuglar da literatiirde fazlasiyla
bulunmaktadir. Bu calismalardan bahsedilemeden oOnce, gerekli bazi temel tanim ve

teoremler asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.1.3. (Ortalama Deger Teoremi) f:[a,b] - R fonksiyonu siirekli ve Vx €

(a, b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. O halde (a, b) araliginda

b —
gy = LT

olacak sekilde en az bir x, noktasi vardir (Bayraktar, 2012).

Teorem 2.1.4. (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) f, g : [a,b] = R fonksiyonu

stirekli ve Vx € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. O halde (a, b) araliginda

f'(xo) _f)-f@)
g'(xo) g)—g(a)
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olacak sekilde en az bir x, noktas: vardir (Bayraktar, 2012).

Teorem 2.1.5. (integraller I¢in Ortalama Deger Teoremi) f, [a,b] araliginda siirekli

olsun. Bu durumda

1 b
— | rwda=r©

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir (Bayraktar, 2012).

Teorem 2.1.6. (Pompeiu Ortalama Deger Teoremi) f fonksiyonu 0 degerini icermeyen
[a,b] aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir reel degerli bir fonksiyon olsun. [a,b]
araligindaki x; # x, sartini saglayan x; Ve x, sayi ¢ifti arasinda bir ¢ noktas1 vardir

oyle ki,

x1f(x2) — x2f (x1)

X1-X

=f(&) =¢f'(©) (2.4)
0zdesligi saglanir (Pompeiu, 1946).

Kanit: [%,ﬂ tizerinde tanimli reel degerli bir F fonksiyonu
1
F(t)=tf (?) (2.5)

seklinde tanimlansin. f fonksiyonu (%,i) araliginda diferansiyellenebilir oldugundan

ro=r()-2r() :
=f\7)- 773 (2.6)
Ozdesligi yazilabilir. [x,y] C [%,%] araliginda F fonksiyonuna ortalama deger teoremi

uygulandiginda herhangi bir n € (x,y) i¢in

F(x) —F(y)
x=y
12

=F'(n) (2.7)



ifadesi elde edilir. n € (x,y) oldugundan x; < & < x, esitsizligi gecerlidir. (2.7) lizerinde
(2.5) ve (2.6) denklemleri kullanilarak

W) 1

e . 1 1 1
esitligi elde edilir. Daha sonra, burada x, = =g ve & = - alinirsa

x1f(x2) — xf (x1)
xX=Yy

=) - ()

0zdesligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanr.

Not: Burada Pompeiu teoreminin geometrik bir yorumundan bahsedilecektir.

A(xl, f (xl)) ve B(xz, f (xz)) noktalarindan gegen dogru denklemi

(x —xq)

y = ) + 2L

X2

ile verilir. Bu dogru y eksenini €(0,y) noktasinda kestiginden

y= o) + 2L g
_ x1f (%2) — x5 f (1)
- X, — Xy

denklemi elde edilir. E(&, f(£)) noktasindaki teget dogrusunun denklemi ise

y=G&=-f ) -

seklindedir. Teget dogrusu y eksenini C(0, y) noktasinda keser, buradan

13



y==¢(+f(&

sonucu bulunur. Dolayisiyla, Pompeiu ortalama deger teoreminin geometrik anlami,
A(xy, f(x1)) ve B(x,, f(x;)) noktalarindan gegen dogrunun y eksenini kestigi nokta ile
E(& (&) noktasindaki teget dogrusunun y-eksenini kestigi noktanin aym olmasidir

(Dragomir, 2005).

Dragomir (2005) Pompeiu ortalama deger teoremini kullanarak asagidaki esitsizligi elde

etmistir.

Teorem2.1.7. f:[a,b] —» R fonksiyonu, 0’ 1igermeyen [a, b] araliginda siirekli ve (a, b)

acik araliginda diferansiyellenebilir olsun. O halde, her x € [a, b] i¢in

b—all (X—m)z

2 :
ST it oo If ="l (2.8)

a+bf(x) 1 (b
2 X _b—afaf(t)dt

elde

esitsizligi saglanir. Burada, her t € [a,b] i¢in [(t) =t olarak tanimlanir ve

edilebilecek en iyi sabittir (Dragomir, 2005).

Kamt: Pompeiu ortalama deger teoreminden dolay1, herhangi bir x,t € [a, b] igin x ile t

arasinda bir & noktas: vardir 6yle ki

tf (x) —xf () = |[f(©) — EF (©)|(t — x)

0zdesligi saglanir. Buradan

|tf (x) = xf ()] < f‘;S(u%)lf(f) —&f (©lx —tl (2.9)
= |If = U] lx ¢l

ifadesi elde edilir. t € (a, b) tizerinde integral alinirsa
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b b b
f(x)f tdt—xf fde| <||f - lf'||wf |x — t|dt (2.10)

= IF -1 [(x

a1 a+ b\*
=||f—lf||oolz(b—a)2+<x— ! )]

a)? +(b—x)l

elde edilir. [ tdt = =% oldugundan (2.10) ifadesinden (2.8) esitsizligi bulunur.

Simdi, (2.8)” in k > 0 sabiti i¢in gegerli oldugu varsayilsin, yani x € (a,b) igin

_a+b 2

<2 () r-l, e
x| b—a o '

esitsizligi gegerlidir. f:[a,b] = R tanimli bir fonksiyonve a, # 0 olmak tizere f(t) =
at + ( olsun.

lF =71l = 181

ve

b
ﬁj f(t)dt=a+b.a+ﬁ

oldugundan ve (2.11) esitsizliginden

a+b
|a+b( +ﬁ) <a+b N )|<b—a i+ X—— 18]
2 \*7% 7 )| =5 b—a F

sonucuna ulasilir. Herhangi bir x € [a, b] icin
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’a+b

XY=
5 —x‘s(b—a)k+ — £ (2.12)

b—a

ifadesi elde edilir. (2.12)’ de x =a veya x = b almirsa, k > i sonucuna ulagilir ve bu

deger elde edilebilecek en iyi sonugtur.

Dragomir (2005), (2.8) esitsizliginin agirlikli versiyonunu da ayn1 makalede sunmustur.
Ayni zamanda, (2.8) esitsizligi ile baglantili olan niimerik yaklasim metotlar1 ve 6zel
ortalamalar i¢in uygulamalar verilmistir (Dragomir, 2005). Sonrasinda, Pecari¢ ve Ungar
(2006) p-norm igin Pompeiu ortalama deger teoremi ile baglantili Ostrowski tipli
esitsizlikler kanitlamistir. Yazarlar bu ¢alismada p —» 1, p = oo ve p = 2 durumlarinda
hangi sonuglar ortaya ¢iktigini da incelemistir. Pachpatte (2005) Pompeiu ortalama teoremi
ile iki tane Griiss tipli integral esitsizligi sunmustur. Pachpatte (2006) baska bir calismasinda
klasik ortalama deger teoremi olan Cauchy ortalama deger teoremi ve Pompeiu ortalama

deger teoreminden faydalanarak Ostrowski tipli sonuglar elde etmistir.

Dragomir, Pompeiu ortalama deger teoreminin kuvvet ve iistel versiyonlarmi kullanarak
lede ettigi Pompeiu tipli esitsizlikleri Ostrowski tipli sonuglar bulmak i¢in kullanmigtir
(Dragomir, 2014; Dragomir, 2015). Sarikaya ve digerleri (2015) degiskenin kuvvetleri
alinarak elde edilen Pompeiu tipli esitsizliklerin ve onlarin Ostrowski tipli sonuglarinin iki
degiskenli versiyonlarini incelemistir. Pompeiu ortalama deger teoreminin iistel versiyonlari
yardimiyla bulunan Ostrowski Esitsizliklerinin iki katli integraller iceren versiyonlar1 da

Sarikaya ve Erden (2016) tarafindan sunulmustur.

Ahmad ve digerleri (2014) Pompeiu Ortalama deger teoreminin bir varyasyonundan ve
sinirhi fonksiyonlardan faydalanarak Ostrowski tipli sonuclar elde etmistir. Daha sonra,
Sarikaya (2015) Ahmad ve digerlerinin sonuglarini p-normlar i¢in inceleyerek daha genel
versiyonlari sunmustur. Sarikaya ve Budak (2014) Pompeiu ortalama deger teoreminin
varyantlari tizerinden yeni Ostrowski tipli sonuglar bulmuslardir. Sarikaya (2014) Pompeiu
ortalama teoreminin bir ¢esidini kullanarak Griiss tipli bir integral esitsizligi olusturmustur.
Dragomir baska bir calismasinda, iki mutlak siirekli fonksiyon kullanarak Pompeiu tipli
esitsizlikler elde etmis ve bu esitsizlikleri Ostrowski tipli yeni sonuglar bulmak igin
kullanmistir (Dragomir, 2016).
16



2.2. Uyumlu Kesirli Hesaplamalar i¢cin Bazi Onemli Kavramlar

Basta Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri olmak {izere literatiirde yer alan kesirli
tiirev tanimlariin biiytik bir gogunlugu integral tabanlhidir. Literatiirde yer alan biitiin kesirli
tirev tanimlarmin klasik tiirevle tek ortak oOzelligi lineer olmalaridir. Kesirli tilirev
tanimlarinin bunun disindaki 6zellikleri klasik tiirev tanimu ile drtiismemektedir. Ornegin,
sabit fonksiyonun klasik tiirevi sifir iken Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir
olmamaktadir. Bunun yam sira, klasik tiirevde yer alan iki fonksiyonun carpimi, iki

fonksiyonun bdliimii ve zincir kurallari kesirli tiirevlerde gegerli degildir.

Khalil vd. (2014) klasik tiirevin dogal bir genellestirmesi olan kesirli tiirev tanimin1 ortaya
koymustur. Bu kesirli tlirev tanimi klasik tiirev ile olan uyumundan dolay1 uyumlu kesirli
tiirev (conformable fractional derivative) olarak adlandirilmistir. Onceki paragrafta
bahsettigimiz diger kesirli tlirevler i¢in saglanmayan iki fonksiyonun ¢arpimi ve bolimii
kurallar1 uyumlu kesirli tiirevler i¢in saglanmaktadir. Ayn1 zamanda, zincir kurali da klasik
tiireve ¢ok yakin bir sekilde ifade edilebilmektedir. Bu konu, biitiin bu 6zelliklerinden dolay1
birgok aragtirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Mesela, Abdeljawad (2015) sag ve sol uyumlu
kesirli tiirev kavramlarini, kesirli zincir kuralini, integrasyon formiillerini, uyumlu kesirli
kuvvet seri acilimini, Laplace doniisiimiinii ve Gronwall esitsizligini sunarak bu konunun

geligsmesine biiyiik katkilar saglamistir.

Simdi, uyumlu Kesirli tirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar ayrintili bir sekilde
verilecektir (Khalil vd., 2014; Abdeljawad, 2015).

Tamm 2.2.1. (Uyumlu Kesirli Tiirev) f: [0, o) — R bir fonksiyon olsun. V¢t > 0 ve a €

(0,1) i¢in f fonksiyonunun uyumlu kesirli tiirev diye adlandirilan @ mertebeli kesirli tiirevi,

fie+et™) - f(©)

&

To(f)(¢) = lim

olarak tanimlanir. f nin a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevini gostermek igin bazen
T, (f)(t) yerine f (@ (t) ifadesi de kullanilabilir. Ayrica, a. mertebeden uyumlu kesirli tiirev

mevcutsa bu durum igin f , @ —diferansiyellenebilirdir denir (Khalil vd., 2014).
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Eger f fonksiyonu a > 0 olmak tizere bazi1 (0, a) araliklarinda a —diferansiyellenebilir ve

tlir(l)l F@(t) olusursa, o zaman
(a) — T (o)
£19(0) = lim £2(t)
olur. Ayn1 zamanda,

T,(F)®) = t7f"() (2.13)

0zdesligi saglanir ve burada

O Gk (

olarak tanimlanir.

Teorem 2.2.1. f:[0,0) > R fonksiyonu t, >0 noktasinda «a € (0,1) igin

a —diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir denir (Khalil vd., 2014).
Asagidaki teoremde verilen uyumlu kesirli tiirev kurallar1 dnemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.2.2. « € (0,1] i¢in f ve g fonksiyonlari, t > 0 olmak iizere a noktasinda

a —diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda,

1. Her a,b € R igin Ty(af + bg) = aT,(f) + bT,(g),
2. Hersabit f(t) = A1 fonksiyonu igin T, (1) = 0,

3. Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f),

f Ta(F)—fTa(g)
4’.Ta(5):ga gz a\g

kurallart saglanir (Khalil vd., 2014).
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Tamm 2.2.2. (Uyumlu Kesirli Integral) « € (0,1] ve 0 < a < b olsun. Eger

b b
ff(x)dax :=f fx)x* 1dx (2.14)

integrali var ve sinirh ise f:[a,b] = R fonksiyonu [a,b] kapali araliginda a-kesirli
integrallenebilirdir denir (Khalil vd., 2014).

f fonksiyonunun a € (0,1] i¢in uyumlu kesirli integrali J¢(f) ile gosterilmek iizere

jeP© = = [ L

a

esitligi saglanir, bu 6zdesligin sagindaki integral klasik Riemann integralidir (Khalil vd.,

2014).

Teorem 2.2.3. f:(a,b) = R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 0 < a <1 olsun. Bu

durumda tiim t > a degerleri icin

JaTdf(@®) = f(©) = f(a)

olur (Khalil vd., 2014).

Teorem 2.2.4. f: [a, ) — R bir fonksiyon olsun 6yle ki n € N olmak iizere f ™ (t) ifadesi

stirekli ve a € (n,n + 1] olsun. O zaman, her t > a igin

Tdlaf () = f(8)

ifadesi saglanir (Abdeljawad, 2015).
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Teorem 2.2.5. (Uyumlu Kesirli Integraller icin Kismi Integrasyon Kurah) f, g: [a, b] —»

R iki fonksiyon olsun dyle ki f ve g fonksiyonlar: diferansiyellenebilirdir. Bu durumda,

b b
| 1o 1@ dex = £olt - | g Idx

kismi integrasyon kurali saglanir (Abdeljawad, 2015).

Teorem 2.2.6. (Uyumlu Kesirli Integraller icin Ucgen Esitsizligi) f:[a,b] - R
fonksiyonu 0 < a < b olmak lizere [a,b] kapali araligi iizerinde siirekli ve « € (0,1]

olsun. O halde

Uz (FHCII < Jalf1(x)
integral esitsizligi saglanir (Anderson, 2016).

Ayrica uyumlu kesirli integrallerle ilgili literatiirde bu tezin konusuyla baglantili bir¢cok
calisma bulunmaktadir. Uyumlu kesirli hesaplamalarin gelismesinde ve matematiksel
uygulamalarinin kullanilmasinda 6ne ¢ikan bazi ¢alismalar referanslarda verilmistir. (Khalil
vd., 2014; Abu Hammad ve Khalil, 2014; Abdeljawad, 2015; Abdeljawad vd., 2015; lyiola
ve Nwaeze, 2016). Bunlara ek olarak, referanslarda uyumlu kesirli integraller igeren
esitsizlikler i¢in bazi 6rnek ¢alisamalardan da bahsedilmistir (Khan vd., 2018; Usta vd.,
2018; Erden, 2020). Ornegin, Anderson (2016) klasik Ostrowski esitsizliginin uyumlu

kesirli integraller igeren versiyonunu asagidaki gibi sunmustur.

Teorem 2.2.7. 0 < a < b olmak {izere a, b, s,t € R ve f:[a,b] = R fonksiyonu « € (0,1]

icin a-kesirli diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda, M = trérga;g)lTaf(t)l sartini saglayan
a,

M degeri i¢in

a

[(t* —a®)? + (b —t%)] (2.15)

| F(Odat

(ORI

< _
—a% ~ 2a(b® — a%)

esitsizligi saglanmaktadir (Anderson, 2016).
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Kamt: Teorem 2.1.2 de verilen Ostrowski esitsizliginin kanitinda kullanilan yontemlerin
aynist uyumlu kesirli tiirevler ve integraller dikkate alinarak uygulanirsa, istenilen (2.15)

sonucu elde edilir.

Anderson (2016) Ostrowski esitsizligini verdigi c¢alismada, ayni zamanda Hermite-
Hadamard, Steffensen ve Chebyshev gibi bir¢ok temel esitsizligin uyumlu kesirli integraller
igeren versiyonlarini da kanmitlamistir. Daha sonra, Usta vd. (2018), Holder esitsizligini
kullanarak Anderson tarafindan sunulan Ostrowski esitsizligine yeni bir st sinir elde

etmislerdir.

Uyumlu kesirli tiirevler i¢in Rolle ve Ortalama deger teoremleri Khalil ve digerleri (2014)

tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.2.8. (Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar igin Rolle Teoremi)
a € (0,1] ve f:[a,b] € R —» R fonksiyonu siirekli ve « € (0,1) degerleri igin a-
diferansiyellenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise, 0 zaman (a, b) araliginda f(®(c) =0

sartin1 saglayan en az bir ¢ noktasi vardir.

Teorem 2.2.9. (Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar icin Ortalama Deger
Teoremi) a € (0,1], ve f:[a,b] € R = R fonksiyonu siirekli ve a € (0,1) degerleri igin

«a -diferansiyellenebilir olsun. O halde (a,b) araliginda

b) —
f(a)(xo) = %
a a

olacak sekilde en az bir x, noktasi vardir

Uyumlu kesirli diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in genisletilmis ortalama deger teoremi

Iyiola ve Nwaeze (2016) tarafindan kanitlanmustir.

Teorem 2.2.10. @ € (0,1] ve f,g:[a,b] € R - R fonksiyonlar siirekli ve a € (0,1)

degerleri i¢in a -diferansiyellenebilir olsun. O halde (a, b) araliginda
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£@ (o) _f) —f(a)
g@(xy) g(b)—g(a)

(2.16)

olacak sekilde en az bir x, noktasi vardir.

Sonug: Eger (2.16) 6zdesliginde g(x) = % secilirse klasik ortalama deger teoremi elde

edilir.

Erden ve Sarikaya (2021) uyumlu kesirli tiirevler i¢in Pompeiu ortalama deger teoremini

asagidaki gibi elde etmislerdir.

Teorem 2.2.11. (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Pompeiu Ortalama
Deger Teoremi) a € (0,1] ve f:[a,b] € R —» R fonksiyonu 0 < a < b olmak lizere
(a, b) agik araliginda a-kesirli diferansiyellenebilir olsun. [a, b] araliginda yer alan ve

X, # X, sartini saglayan x; ve x, degerleri arasindaki bir ¢ noktast i¢in

XX

a a

0zdesligi saglanir (Erden ve Sarikaya, 2021).

Kanit: [%,%] tizerinde tamimli bir F fonksiyonu
1
F(O) = t°f (?) (2.18)

seklinde verilsin. Uyumlu Kkesirli tiirevler i¢in verilen
To(f9) = fTa(9) + gTa(f)
ozelliginden
T(P© = af (7) = o Ta (O ¢) (219)
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ifadesi elde edilir. Ayrica, [x,y] c Eﬂ araliginda verilen uyumlu kesirli tiirevlenebilir F

fonksiyonuna ortalama deger teoremi uygulandiginda her ¢ € (x,y) igin

PO 1o (2:20)
a  a

esitligi bulunur. (2.20) denklemi tizerinde (2.18) ve (2.19) denklemleri kullanilirsa

ap(Ly_ yar(l
LD o) e

a a

1
,y X1 = — ve

sonucuna varilir. ¢ € (x,y) oldugundan x; < & < x, olur. Burada x, = 5

RIR

1
&= - alinirsa

X1 f () = x5 f (1) .
T = af (§) =& T ()

a a

0zdesligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanir (Erden ve Sarikaya, 2021).

Erden ve Sarikaya (2021), aynmi ¢alismasinda uyumlu kesirli Pompeiu ortalama deger

teoremini kullanarak agagidaki Ostrowski tipli esitsizligi elde etmislerdir.

Teorem 2.2.12. a € (0,1] ve f:[a,b] € R - R fonksiyonu 0 <a < b olmak iizere

(a,b) agik aralhiginda « -kesirli diferansiyellenebilir olsun. O zaman, her x € [a, b] i¢in

A+ b F(x) 1 [P
20 x% h*—qa fa f (©)dqt

2
b —am |1 xa_aa+ba
<— |-+ 2

- ax“ 4 b® — g%

(2.21)

If = uTe(Hlle

esitsizligi saglanir.
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2—a

Burada, u(t) =-:

€la,b], ve [If —uTa(Nllo = é,ggér;))lf(f) —uT ()] <o

olarak tanimlanmaktadir (Erden ve Sarikaya, 2021).

Kamt: Uyumlu kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar icin Pompeiu ortalama deger teoreminin

uygulanmast ile herhangi bir x,t € [a, b] i¢in x ve t arasinda bir & noktas: vardir dyle ki

EZa

tf(x) —x*f () = [f(f) - T, (f)(s‘)l (& —x*® (2.22)

denkleminden

5201 fZa

f(&) - T(f)(f)‘ If = uTo (Pl

T (f)(f)‘ < sup

ve esitsizliginden
[tf () =x*f(O] < If = uTa(Pllo|t® — x| (2.23)

sonucu elde edilir. (2.23) esitsizliginin her iki tarafi da uyumlu kesirli integraller i¢in a’ dan

b> ye t degiskenine gore integral alinarak,

f(x)fb t*d,t — x“* fb f(t)d,t

b
< |If = uT (P, f 6% — x%|dyt

X b
=||f—uTa(f)||oo(f (% — t9)dgt + f (t“—x“)dat)

sonucu bulunur. Boylece kanit tamamlanir (Erden ve Sarikaya, 2021).

Pachpatte (2017) uyumlu kesirli tiirevler igin verilen Pompeiu ortalama deger teoremini
kullanarak Griiss tipli esitsizlikler ortaya koymustur. Erden ve Sarikaya (2016) Pompeiu

ortalama deger teoremini ve baglantili Ostrowski tipli esitsizlikleri lokal kesirli tiirevler i¢in
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incelemistir. Bu tez konusu kapsaminda ise M-kesirli tiirevler i¢cin Pompeiu ortalama deger
teoremi elde edilecek ve bu ortalama deger teoremini taban alan yeni Ostrowski tipli

sonuclar incelenecektir.
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3. M-KESIRLIi TUREV

Bugiine kadar, aralarinda Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Caputo-Hadamard, Riesz
ve diger tanimlarin da bulundugu birkag tiir kesirli tiirev tanitilmistir. Bu tiirevlerin ¢ogu,
Riemann-Liouville kesirli integral taniminin temeline dayanilarak tanimlanir. Riemann-
Liouville kesirli tiirevi integrale bagli oldugundan ¢arpma, bolme ve zincir kurali gibi klasik
tirev Ozellikleri Riemann-Liouville kesirli tirevinde gegerli degildir. Bu durum Riemann-
Liouville kesirli tiirevinde ve bu kesirli tiirevi taban alan diger kesirli tiirev ¢esitlerinde islem

yapmay!1 zorlagtirmaktadir.

Son zamanlarda Khalil ve digerleri (2014) tamsay1 dereceli hesabin klasik 6zelliklerini
genellestirmek i¢in mertebesi @, 0 < a < 1 araliginda olan uyumlu kesirli tiirevi onerdiler.
Bu kesirli tiirev ¢esidinde ¢arpma, bolme ve zincir kurali gibi klasik tiirev 6zellikleri gegerli
oldugundan matematiksel iglemler daha kolay yapilabilmektedir. Bu yiizden, Uyumlu kesirli
tiirev ve alternatif kesirli tiirevin bazi uygulamalari, kesirli hesap alaninda yer kazanmis ve
bu tiir tiirevleri kullanan ¢ok sayida ¢aligma yayinlanmistir. Bahsedilen bu ¢alismalar: 1s1
denklemi, Taylor formiilii ve disbiikey fonksiyonlarin bazi esitsizliklerini icermektedir
(Anderson, 2016; Cenesiz ve Kurt, 2015). Sonrasinda, Katugampola (2014) tarafindan
uyumlu kesirli tiirevlere benzer, klasik 6zelliklere sahip yeni bir alternatif kesirli tiirev

Onerilmistir.

Bu kadar ¢esitli tanimlar verildiginde, dogal olarak, tiirev veya integrali, kesirli bir operator
olarak adlandirmak i¢in bir operatdr tarafindan yerine getirilmesi gereken kriterlerin
hangileri oldugunu sorulmalidir. Ortigueira ve Machado bu tanimlarin altinda yatan
kavramlari tartigmis ve kendilerine gore bu tiir operatorlerin (tiirevler ve integraller) kesirli
olarak adlandirilabilmesi i¢in karsilamasi gereken bazi ozelliklere dikkat cekmislerdir
(Machado, 2011; Ortigueira ve Machado, 2015). Ortigueira ve Machado, Khalil ve digerleri
(2014) ve Katugampola (2014) tarafindan sunulan operatorlerin Onerilen kriterleri
karsilamadigini 6ne stirmiistiir. Bunun tiizerine Katugampola, Ortigueira ve Machado
tarafindan Onerilen kriterleri elestiren bir ¢alisma yayinlamistir (Katugampola, 2016). Bu
tartismalar devam ederken, uyumlu kesirli ve alternatif kesirli hesaplamalar iizerine teorik

ve uygulama alanlarinda bir¢ok ¢alisma gergeklestirilmistir.
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Alternatif kesirli tiirev ¢alismasindan (Katugampola, 2014) ve uyumlu kesirli tiirevler igeren
giincel makalelerden (Khalil ve digerleri, 2014; Abdeljawad, 2015; lyiola ve Nwaeze, 2016)
esinlenen Sousa ve Oliveira (2018) M-kesirli tiirev teorisini ortaya ¢ikarmistir. Sousa ve
Oliveira (2018), calismasinda Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren yerel bir M-tiirev
kavramini tanitarak bu kavram ile ilgili temel 6zellikleri sunmuslardir. Onlar ayn1 zamanda,
M-integral tanimini ve integral hesabinin temel teoreminin bir genellemesini vermisglerdir.
Aym c¢alismada, yerel M-kesirli tiirevler iceren lineer diferansiyel denklemler de

incelenmistir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Bu boliimde; tez konusu kapsaminda elde edilecek yeni sonuglara ilham kaynagi olan M-
kesirli tiirev ile ilgili temel tanim ve teoremlerden bahsedilecektir. Ayni1 zamanda, literatiirde
yer alan bir calismada verilen M-Kesirli tiirevler iceren Ostrowski tipli sonuglardan

bahsedilecektir.

Ortigueira ve Machado, bir operatdriin
i Dogrusallik,
ii. Birim,
iii. Klasik tiirev 6zelliklerinin saglanmast,

iv. Va <0 ve f <0 igin D*DBf(t) = D¥*Pf(t) iisler yasasi,
V. DE(f()g®) =X, (?) Dif(t)D*g(t), genellestirilmis Leibniz kurali

ozelliklerini saglamast durumunda kesirli bir tiirev olarak kabul edilebilecegini 6ne

stirmiigtiir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Uyumlu ve Alternatif kesirli tiirevler bu tiir 6zellikleri saglarlar ancak ne Riemann-Liouville
ne de Caputo anlamindaki kesirli tiirevler bunlar1 saglamaz. Ote yandan, yukarida belirtilen

kriterleri karsilayan kesirli tiirevlerde bile istenmeyen 6zellikler bulmak miimkiindiir.

Ornegin;
1) Cogu kesirli tiirev, eger a bir dogal say1 degilse, D¥(1) = 0 6zelligini saglamaz. Caputo
anlaminda tiirev bu durum ig¢in istisnadir.

2) Kesirli tiirevlerin tiimii iki fonksiyon i¢in ¢arpim kuralina uymaz:

DE(f - 9)(®) = f()D%g(t) + g(t)D*f (D).
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3) Tiim kesirli tiirevler, iki fonksiyon i¢in boliim kuralina uymaz:

Y FODG(E) — g(ODF(D)
p(5)® = IO

4) Tim kesirli tiirevler zincir kuralina uymaz:

D*(fog)(t) = g (O)f @ (g(t)).

5) Kesirli tiirevler Rolle teoreminde bir karsiliga sahip degildir.

6) Kesirli tiirevler ortalama deger teoreminde bir karsiliga sahip degildir.

7) Kesirli tiirevler genisletilmis ortalama deger teoreminde bir karsiliga sahip degildir.

8) Caputo tiirevinin tanimi, f fonksiyonunun klasik anlamda tiirevlenebilir oldugunu

varsayar (Sousa ve Oliveira, 2018).

Bu durumda, yeni uyumlu ve alternatif kesirli tiirevler, 6zellikle birinci mertebe durumunda,

tamsay1 dereceli hesabin klasik 6zelliklerine miitkemmel sekilde uyum saglar.

3.1. M-Kesirli Tiirev i¢cin Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, Sousa ve Oliveira (2018) tarafindan tanitilan M-kesirli tiirevin ana tanimini
vererek alternatif kesirli tiirev i¢in gecerli esdeger sonuglari genellestiren ve klasik
matematikte kullanilan sonuglara biiyiik benzerlik gosteren birkag sonu¢ sunulacaktir. Bu
tanima dayanarak, yerel M-tlirevimizin lineer oldugunu, carpim kuralina, boliim kuralina,
zincir kuralina ve iki a-kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar igin bilesim kuralina uydugu
gosterilecektir. Bir sabitin tiirevinin sifir oldugu gosterilip Rolle teoreminin, ortalama deger
teoreminin ve genisletilmis ortalama deger teoreminin "kesirli" versiyonlar1 sunulacaktir.

Ayrica, tamsay1 mertebe hesabinda oldugu gibi, "kesirli" tiirevin siirekliligi gosterilecektir.
Yerel M-kesirli tiirev tanimina gegilmeden 6nce Gamma ve Mittag-Leffler fonksiyonlarin

iyi bilinmesi gereklidir. Bu yiizden, bolime Gamma ve Mittag-Leffler fonksiyonlarinin

tanimlari ile baslanacaktir.
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Tamm 3.1.1. (Gama Fonksiyonu). n > 0 igin

0

r(n) =f x" e tdt
0

olarak tanimlanir. Ayni1 zamanda
n! = f t"e~tdt
0
integraline ge¢is yapmak miimkiindiir (Podlubny, 1999; Gorenflo ve digerleri, 2014).
Bu fonksiyonun bazi 6zellikleri asagida verilmistir:

. 'm+1)=nTn)=n!
ii. () =vn

Tammm 3.1.2. (Mittag-Leffler Fonksiyonu) Mittag-Leffler fonksiyonu e* distel
fonksiyonunun bir genellestirmesi olup kesirli hesaplamalarda 6nemli bir yere sahiptir. Bir

ve iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlar1 sirasiyla,

Ea(x) = kzzo m,a >0 (31)
Ea,ﬁ(x) = kzzo m,a > O,ﬁ >0 (32)

kuvvet serileridir. (3.2) serisi (3.1)’ in genellestirmesidir. Bu genellestirme 1953°de

Agarwal tarafindan tanimlanmistir. (3.2)” de verilen tanimin sonucu olarak

1
Eqp(x) = X0) + XEq 45 (x) (3.3)
d
Ea,[)’(x) = ﬁEa,[Hl(x) + ax—Ea,[Hl(x) (3-4)

dx
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yazilir. (3.4) esitliginden

d 1
aEa,ﬁHl(x) = [Eap(x) — BEgps1(%)]

olur. Burada g yerine 8 — 1 yazilirsa

d 1
I Bap () =— [Eap-1(x) = (B = DEqp(x)]

olur. Simdi (3.3) esitligi kanitlanmak istenirse (3.2) yardimiyla

xk+1

Fapl®) = ; F(ak+p) kzl F(a(k+1)+p)

oo

- z 4 xk A +x§: xk
B e I(ak(a+B)) I'(B) = I'(ak(a + B))

1
> m i XEa,a+ﬁ(x)

elde edilir. Burada E, (0) = 1 dir (Mittag-Leffler, 1903; Podlubny, 1999; Gorenflo ve
digerleri, 2014).

M-kesirli tiirev tanim1 Sousa ve Oliveira (2018) tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tammm 3.1.3. f:[0,00) - R tanimli bir fonksiyon ve ¢t >0 olsun. 0 < a <1 ig¢in,

D,‘C‘,’B f(t) ile gosterilen f fonksiyonunun a-mertebeden yerel M-tiirevi ¥Vt > 0 igin

f(tEg(et™) — f(O)

&

DEFF(t): = lim

seklinde tamimlanir. Burada Eg (), f > 0 icin tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur
(Sousa ve Oliveira, 2018).
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Eger f fonksiyonu a > 0 sartini saglayan degerler igin (0, a) araliginda « -tiirevlenebilir

ve tlir(gD,(’;‘Bf(t) mevcut ise, 0 halde

Dy’ £(0) = lim D £ (1)

esitligi saglanir.

Teorem3.1.1. 0 <a <1 ve f >0 olmak iizere f:[0,00) = R fonksiyonu t, > 0 igin
a —tiirevlenebilir ise, 0 zaman f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir (Sousa ve Oliveira,
2018).

Kamit: Asagidaki denklemi ele alalim.

f (raeCeti®) - fto) = - (afaei) ~ 1) (3.5)

&

(3.5) denkleminde esitligin her iki tarafinin € — 0 ig¢in limitini alinirsa,

f (toBp(ets™) — £ (to)

limf (toEp(ct5®)) = f(to) = lim - lime
= D" f(®)lime
=0
sonucu elde edilir. O halde, f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.
Tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimi kullanilirsa
f(tEp(et) = £ (t 1:0 %) (3.6)

denklemi yazilir.

(3.6) denkleminde esitligin her iki tarafinin & — 0 igin limiti alinirsa, f siirekli bir
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fonksiyon oldugundan,
i t— @ k
lgi_r)réf (tEﬁ(et_“)) = lgi_r)réf (t 4 %)
(et~ *)k
=/ (%%%2 T (Bk + 1))
= f(®)

bulunur. Cilinkii Mittag-Leffler fonksiyonunun & — 0 igin limiti alindiginda, toplama katkida

bulunan tek terim k = 0’ dir, boylece
Y Z (et~
e TBk+1)
bulunur (Sousa ve Oliveira, 2018).

Asagidaki teoremlerde, tez konusu kapsaminda yapilmasi gereken islemlerde kullanilacak

olan M-kesirli tiirev 6zelliklerinden bahsedilecektir.

Teorem 3.1.2. 0<a<1, >0, ab€eR ve f,g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda

M-tiirevlenebilir olsun.
1) Lineerlik: Yerel M-kesirli tiirevler i¢in

D (af + bg)(t) = aDEP F(t) + bDE g(t)
esitligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kamit: Tanim 3.1.3 kullanilirsa, 0 zaman

(af +bg) (tEs(et™)) = (af +bg)(®)
&

— lim af (tEg(St_“)) + bg (tEﬁ(St_“)) —af (t) — bg(t)

£-0 &
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= lim of (tEB (gt—a)) —af® + lim b9 (tEﬁ (gt_a)) —bg(t)

-0 £ £-0 €

= aDy £(t) + Dy’ g(&)

elde edilir. Boylece Lineerlik 6zelligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

2) Carpim Kurali: Yerel M-kesirli tiirevler igin

DEF(f.9) () = F(ODEP g(t) + g(O)DEP £ (1)

esitligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kanit: Yerel M-kesirli tiirevlerde Carpim Kuralinin kanit1 igin

limg (tEg(et™)) = g(©)

0zdesligi géz onilinde bulundurularak, Tanim 3.1.3 kullanilirsa

DEP (f. (@)

= lim
&0

= lim
-0

=lim
&0

f (tEg(et™)) g (tEp(et™)) - F(D)g(®)

&

f (tEget™)) g (tEp(et=)) + ()9 (tEg(et™)) = F(D)g (tEp(et™®)) = F()g(®)

&

9 (tEs(et) = g(v

&

f(tEg(et=) = £(©)

&

: —a :
lgl_r)rég (tEﬁ(et )) + lgl_r;% f(

= Dy () (©limg (¢Ep (et ) + D (IO (O

= DI (H(Dg(©® + DEF (P ®OF(©)

sonucuna ulasilir (Sousa ve Oliveira, 2018).

33



3) Boliim Kurali: Yerel M-kesirli tiirevler igin

wp (F) . _ 9D F(®) = F(ODF g(®)
ot (g) 0 =

0zdesligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kamt: Yerel M-kesirli tiirevlerde Boliim Kuralinin kaniti igin
limg (tEp(et™)) = ()

0zdesligi goz onlinde bulundurularak, Tanim 3.1.3 kullanilirsa

f(tBset™) £
-a (t)
Dy’ (5) © = lim? (tFptet) ¢

£-0 &

gO)f (tEp(et™9) = f()g (tEp(et™)) + F(D)g() — F(D(®)
&

=1
= 9 (tEs(et=)) g()

gOf (tEp(et™)) = f(©)  f(©)g (tEp(et™)) - g(©)

im — lim
_ &0 3 £-0

&

limg (£E5(et=2)) 9(0)

_ 9Dy’ f®) ~ Dy 9(®
FIO);

sonucu elde edilir (Sousa ve Oliveira, 2018).
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4) Sabitin Tiirevi: Yerel M-kesirli tiirevler i¢in
DEF () =0, f()=c
olur (Sousa ve Oliveira, 2018).
Kamt: Tanim 3.1.3 kullanilirsa, istenilen sonuca ulagmak kolaydir.

5) Diferansiyellenebilme: f fonksiyonu

t'7%  df(¢)
rgg+1) dt

DEF () =

ozelligini sagliyorsa diferansiyellenebilirdir (Sousa ve Oliveira, 2018).
Kamt: Tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimindan

tEp(et™®) (3.7)
O etk
VAYN(TESY
gtl~@ t(et™%)? t(et™%)3 t(et™ )"

“ttreyn reE+D rep+n T tmpr D T

tl—a

TG D

+ 0(&?)

ifadesi elde edilir. Diger yandan

h=ett™@ <; + 0(6))
rg+1)

alinirsa
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h

ti-a (ﬁ + 0(8))

E =

yazilabilir.

Bu durumda, Tanim 3.1.3 ve (3.7) denklemi kullanilirsa, 8 > 0 ve t > 0 olmak {izere

gtl—a

f<t+m+0(€2)> —f(®)

&

f&+h)—fQ@)
= lim

hta—l
(LT + D)

. HEDEG
“TE+Dm 1+ (B +10(@)

ot df ()
" r(p+1) dt’

DEFF() = lim

sonucu elde edilir (Sousa ve Oliveira, 2018).

6) Zincir Kurah: f fonksiyonu g(t) fonksiyonunun goriinti kiimesinde

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda,

D (f o () = £ (g(e)Dy’ 9(0)
olur (Sousa ve Oliveira, 2018).
Kamt: g(t) = a sabit fonksiyon ise

DEF(f o 9)(t) = DEFF(g(8)) = DEF (f)(a) = 0

olur. Diger yandan, g fonksiyonunun a’ nin komsulugunda bir sabit olmadigini, yani

g(x1) #9g(x3) , Vxq,x, € (ag—eg,ap+ey) olacak sekilde bir & >0 oldugunu
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varsayalim. Bu baglamda, g fonksiyonu a’ da siirekli oldugundan, yeterince kiigiik €

degerleri i¢in

Dy’ (f © 9)(a) (3:8)
7 (9 (aBper)) = fg(@)
= lim :
£ (9 (aBsee)) - £F9(@) g (aBpCet) - g(@
= lim .
0 g(aBpet) - g(a) £

ifadesi gegerlidir. (3.8) denkleminde
&g =4 (aE,g(st‘“)) —gl@)=>g (aEﬁ(et‘“)) =g(a)+¢&
degisimi uygulanirsa, a > 0 i¢in

£ (g (aBp(et™))) ~ fg(@) g (aEp(et™)) - g(a)

81 &—-0 &

DyP(f ° 9)(@) = lim

= f'(g(@)Dy” 9(a)
sonucuna varilir. Boylece kanit tamamlanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Asagidaki iki teoremde, bazi 6zel fonksiyonlarin yerel M-kesirli tlirevleri verilmistir.

Teorem3.1.3. a€R, >0 ve 0<a <1 olsun. Bu durumda,

L pgf (1) =0

aB aty _ tt-e at
(2) D,/ (e )——F(ﬁﬂ)ae

t1—a

B —

(3) D,," (sin(at)) = F(ﬁﬂ)acos(at)
a,p I A

(4) D,," (cos(at)) = F(ﬁﬂ)sm(at)

(5) Dy’ (%) - F(ﬁl+1)
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a

(X,ﬁ ay —
©) D (1) =

esitlikleri saglanir. (Sousa ve Oliveira, 2018).

Teorem3.14. 0<a <1, >0 ve t> 0 olsun. Budurumda,

af (... (1 cos(%t“)
(1) Dy (sm (; t“)) = TR

ap 1.4 sin(ét“)
@ 0 (eos (3t%)) = T

tx

a,ﬁ i _ 67
(3) Dy (e a) T r(p+1)

sonuglar saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4° te verilen Ozdeslikler, Teorem 3.1.2° nin 5. Maddesi
kullanilarak kolaylikla elde edilebilir.

Simdi, Tanim 3.1.3” te verilen yerel M-tiirev anlaminda a-tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in
Rolle teoreminin, ortalama deger teoreminin ve genisletilmis ortalama deger teoreminin

kanitlar1 verilecektir.

Teorem 3.1.5. ( M -tiirevlenebilir fonksiyonlar icin Rolle teoremi) a > 0 ve f:[a,b] =

R fonksiyonu
(1) f, [a,b] tzerinde siireklidir;
(2 f , a€(0,1) icin (a,b) lizerinde « -tlirevlenebilir;

3) f(a) = f(b)

sartlarin1 saglasin. Bu durumda, £ > 0 igin DAC;’B f(c) =0 olacak sekilde en az bir c €
(a, b) vardir (Sousa ve Oliveira, 2018).
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Kanit: f fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli ve f(a) = f(b) oldugundan, f fonksiyonu

¢ € (a,b) noktasinda yerel ekstremuma sahiptir. O halde,

feBplec) =f@@  f (cBplec™) = f (@
€ e-0* €

Dy’ f(e) = lim

esitligi saglanir. Ayrica lirrgr Eg(ec™) =1 oldugundan, yukaridaki denklemin sag
-0+

tarafindaki iki limit ayn1 saymin ters isaretlisine karsilik gelir. Dolayisiyla D,f'f,’ﬁ f(c)=0

olur (Sousa ve Oliveira, 2018).

Teorem 3.1.6. ( M -Tiirevlenebilir Fonksiyonlar I¢in Ortalama Deger Teoremi) a > 0

ve f:[a,b] = R fonksiyonu

(1) f fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli,

(2) f fonksiyonu a € (0,1) i¢in (a,b) lzerinde « -tiirevlenebilir,

sartlarini saglayan bir fonksiyon olsun. O halde en az bir ¢ € (a,b) vardir 6yle ki § > 0

i¢in,

b) —
b o) =110
T

esitligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kamt: g fonksiyonu

fb)—f(a) /1 1
gx)=fx)-fl@-ri+1)|77————]|=x*—=a” (3.9)
%b“—%a“ (a a )

0zdesligi ile verilsin. g fonksiyonu, Rolle teoreminin kosullarini saglar. O halde

D;’Bf(c) = 0 6zdesligini saglayan en az bir ¢ € (a,b) vardir. (3.9) denkleminde her iki
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tarafin Yerel M-tiirevi D:f,‘ﬁ alindiktan sonra Dﬁ‘ﬁ (%) = ﬁ ve D;’ﬁ (c) = 0 ifadeleri

kullanirsa ¢ sabiti i¢in

b) —
b ey =L =10
a a

0zdesligi bulunur (Sousa ve Oliveira, 2018).

Teorem 3.1.7. (Kesirli M - Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Genisletilmis Ortalama

Deger Teoremi) a > 0 ve f;g:[a,b] = R tanimli fonksiyonlar

(1) f ve g fonksiyonlari [a, b] iizerinde siirekli,

(2) f ve g fonksiyonlari «a € (0,1) igin « -tiirevlenebilirdir,

ozelliklerini sagliyorsa, o halde f > 0 i¢in

Dy’ f(©) _ f(®) - f(@)
DX ge) 9(b)—g(@

esitligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kanit: [a, b] lizerinde tanimli F fonksiyonu

fb) - f(a@)

F(x)=f(x)—f(a)—<m

) (9(x) — g(@) (3.10)

seklinde tanimlansin. F fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli, (a, b) araliginda a-tiirevlenebilir

ve F(a) = 0 = F(b) ise Rolle teoreminden en az bir c¢ € (a, b) noktas1 vardir dyle ki
herhangi bir ¢ € (0,1) i¢in DAC;’BF(C) = 0 dir. (3.10) denkleminin her iki tarafina yerel M-

tiirevi D;‘,‘B uygulanir ve Dﬁ’ﬁ (¢) = 0 gergegi kullanilirsa
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Dy’ f(©) _ f(B) ~ f(@)
DX gc) 9 —g(@

sonucu elde edilir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Tamim 3.1.4. Herhangi birn € N ve t > 0 i¢in f fonksiyonu n. mertebeden tiirevlere sahip
(normal tiirev anlaminda) bir fonksiyon, § > 0 ve a € (n;n + 1] olsun. Buna gore f

fonksiyonunun n. mertebeden yerel M-tiirevi

£ (tEp(et™) = F™ 1)

&

DEFTf(t) = lim (3.11)

seklinde tanimlanir ancak ve ancak (3.11)’ in sagindaki limit mevcuttur (Sousa ve Oliveira,
2018).

Zincir kurali olarak verilen Teorem 3.1.2° nin 6. Maddesinden ve Tanim 3.1.4° ten
tn+1—a’
r(g+1)
t > 0 icin f fonksiyonu (n + 1) kez diferansiyellenebilirdir (Sousa ve Oliveira, 2018).

yararlanarak, @ € (n;n + 1] i¢in Dl\(fl’ﬁ () = F@+D(t) oldugu goriiliir ve boylece

3.2. M-Kesirli Integraller icin Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, bir fonksiyonun M-integralinin tanimi1 ve M-integral ile ilgili 6zellikleri

verilecektir.

Tamm 3.2.1. (M-Integral) a >0 ve t > a olmakiizere 0 < @ < 1 ve (a,t] iizerinde
taniml1 bir f fonksiyonu ele alinsin. Bu durumda, f fonksiyonunun a — mertebeden M-

integrali B > 0 degerleri igin

f(x)

xl—a

t
dx (3.12)
a

WP () @®) =@ +1) f

seklinde tanimlanir (Sousa ve Oliveira, 2018).
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Teorem 3.2.1. (M-Integralin Tersi) a > 0 ve 0 < a < 1 olsun. Ayrica, f fonksiyonunun

M-integrali Mlg‘ﬁ f mevcutise f siirekli bir fonksiyondur. Bu durumda, t > a ve >0

oldugunda
Dif (wle?F(©) = F(©)

esitligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kanit: M-tiirevler i¢in zincir kural1 kullanilirsa,

1-a

rg+1)dt
tl—a

“TB+1adt

ARG (MI“ Bf(t))

Glren [ Ea)

ot T+ 1)
“TGE+D ( e/ (t)>

=f@®

oldugu goriiliir. Boylece kanit tamamlanir (Sousa ve Oliveira, 2018).
Simdi, M-tiirev anlamindaki integral hesabinin temel teoremini kanitlanacaktir.

Teorem 3.2.2. (integral Hesabin Temel Teoremi) f:(a,b) » R bir a -tiirevlenebilir

fonksiyon ve 0 < @ < 1 olsun. O zaman, her t > a ve > 0 igin

uld?(DEPF®) = £(O - F(@)
Ozdesligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kamt: f fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan, Teorem 3.1.2°nin 5. ve 6. maddeleri

kullanilirsa

pes
wle?(DyP () =@+ 1)[ f( ) i (3.13)
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A1 df()
F(B“)f G+ D dt
f df(t)
Tt
=f() - f(a)

esitligi elde edilir. f(a) =0 olursa, Teorem 3.21 ve (3.13) denkleminden

1;""’ (D;‘Bf(t)) = f(t) sonucu ortaya ¢ikar (Sousa ve Oliveira, 2018).

Teorem 3.2.2° nin yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlara genellestirilmis hali
asagidaki teoremde verilmistir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Teorem 3.2.3. t > a ve a € (m;n + 1] olmak iizere f:[a, ) = R fonksiyonu (n + 1).

mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O halde, YVt > a ve g > 0 i¢in

1P (DyP D) = £(0) - Z [P - o)

k!
k=0

olur.

Kanit: M-integralin tanimi ve Teorem 3.1.2” de kanitlanan zincir kurali yardimiyla,

uls® (DEPF©)) = 1871 (¢ = )P DEF P (1) (3.14)
= [ - @)1t — )OO ()
= I}}“(f("“)(t))

ifadesi elde edilir. Daha sonra, (3.14) denkleminin sagindaki tamsayili tiirev i¢in kismi

integrasyon tanimi kullanilirsa

W (@) (¢ —
W (DEPF(0)) = f(t)—ka(a)(t a)*

43



denklemine ulasilir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Tam mertebeli tiirevlerde kullanilan kismi integrasyon yontemine benzer bir kesirli kismi
integrasyon yontemi asagidaki teoremde verilecektir. Bu teoremin ifadesinden 6nce, M-

integraller i¢in verilen (3.12) ifadesi yardimiyla

ﬁ 1(2 dx = fa FO)dyx

t
a

WP (H)© =T +1) f

r(g+1)

xl—d

0zdesliginin yazilabilecegi hatirlatilmalidir. Burada d,x = dx dir (Sousa ve Oliveira,

2018).

Teorem 3.2.4. f,g:[a,b] = R taniml iki fonksiyon olsun 6yle ki f ve g fonksiyonlar

diferansiyellenebilir ve 0 < @ < 1 olsun. Bu durumda, > 0 igin

b b
[ Fe0i grdex = F09) 12 - [ gD fGddex  (315)

ifadesi gecerlidir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Kamt: M-integralin tanimini, Teorem 3.1.2” de verilen zincir kurali ve tamsay1 mertebeli

tiirevler icin integral hesabinin temel teoremi kullanilirsa

b
[ reong g@den

b
—TrB+1) J ﬁ 1(3 DEP g(x)dx

b 1-«a
=T+ 1)J i(x) a a9

T (B +1) dt

b
- [ g yax

b 1-«a d
~ g 12 -r@+ 1) [ L0 2Ty
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b

= FO)g() 15— f GOODEE () d g

a

r(g+1)

xl-a

sonucu elde edilir. Burada d,x = dx olarak tanimlanmaktadir (Sousa ve Oliveira,

2018).

Teorem 3.25. 0<a<b ve f:[a,b] > R taniml siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda 0 <a <1 ve B >0 i¢in

|l F )| < (WP1F @)
esitsizligi saglanir (Sousa ve Oliveira, 2018).
Kamt: a — mertebeli M-Integralin tanimindan,

MASIGIE ‘F(ﬁ +1) f ﬁ - dx‘

dx

f(x)
xl—a

t
< |r(,8+1)|j

= 17 If @)
sonucuna ulagilir ve boylece kanit tamamlanir (Sousa ve Oliveira, 2018).

Sonu¢ 3.2.1. f:[a,b] = R taniml siirekli bir fonksiyon olsun dyle ki

N = sup |f(t)]
t€[a,b]

olarak verilsin. Vt € [a,b], 0 <a <1 ve B> 0 igin

lef (H®| <@ +nN (% - ﬁ)

a

esitsizligi elde edilir (Sousa ve Oliveira, 2018).
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Kamit: Teorem 3.2.5’ te verilen esitsizlik kullanilirsa

PASICIETAdIG]

t
= Ir'B + D) f I (0 lxedx

a

t
<rp+ 1)Nf x* ldx
a

a a

t* a
=TI (B + 1N (— — —)
a «a
sonucuna ulasilir (Sousa ve Oliveira, 2018).

3.3. M-Kesirli Integraller iceren Ostrowski tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, ilk olarak Anastassiou (2021) tarafindan sunulan sag ve sol tarafli yerel M-
kesirli tiirev tanimlari tizerinden ortalama deger teoremleri verilecektir. Daha sonra, bu

ortalama deger teoremi kullanilarak elde edilen Ostrowski tipli sonuglar sunulacaktir.

Tanim 3.3.1. f:[a;o0)—>R ve t>a, a€R olsun. 0<a <1 igin D;’,ﬁf(t) ile

gosterilen f fonksiyonunun a-mertebesinden sol tarafli yerel M-tiirevin tanimi Vt > a ve

B >0 igin

f(tEg(e(t —a)™ ) — f(®)

&

Dy f (©): = lim

. - o tk . - . ,
ile verilir. Ep(t) = Zk=0m bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur. D;ﬁf(t)

tirevi y € R i¢in (a,y) tizerinde tanimlh ve
lim Dy f (©)

limiti var ise, o halde

Dyf(a) = lim Dyl f (o)
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olur (Anastassiou, 2021).
Teorem 3.3.1. f:[a, ) — R fonksiyonu g > 0 i¢in @ € (0,1] mertebeden sol tarafli yerel
M-tiirevlere sahip ise, 0 zaman t, > a iken f fonksiyonu t, noktasinda da siireklidir

(Anastassiou, 2021).

Teorem 3.3.2. (M-Tiirevler icin Sol Tarafli Ortalama Deger Teoremi) y > a ve 0 ¢

[v, 8] olmak tizere f: [y, 5] — R fonksiyonu

(1) f fonksiyonu [y, 6] tizerinde siireklidir.
(2) Herhangi bir @ € (0,1] i¢in (y,d) tizerinde Dﬁ’ft f tiirevi vardir.

sartlarini sagliyorsa, o zaman en az bir ¢ € (y,§) vardir oyle ki

@G6-v)

f(&) = fn) = (DEEf(©) (F(ﬁ + 1)C(c —a) )

0zdesligi saglanir (Anastassiou, 2021).

Tammm 3.3.2. f:(—o,b] >R, t<b ve bER olsun. 0 <a <1 igin f;,’ﬁ;Df(t) ile
gosterilen f fonksiyonunun a-mertebesinden sag tarafli yerel M-tiirevin tanimi vardir ve

Vt < bvef > 0igin

f(tEg(e(b =)™ = f(O)

&

wpDf (©):= ~lim
ile verilir. ;f,’in(t) tirevi y € R igin (y,b) tzerinde tanimli ve
. af
tllIlI)l_DM,bf(t)

limiti var ise, o halde
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WhDF(b) = lim WD (6)
olur (Anastassiou, 2021).

Teorem 3.3.3. f: (—oo, b] = R fonksiyonu f > 0 igin @ € (0,1] mertebeden sag tarafli yerel
M-tiirevlere sahip ise, 0 zaman t, < b iken f fonksiyonu t, noktasinda da siireklidir
(Anastassiou, 2021).

Teorem 3.3.4. (M-Tiirevler i¢in Sag Tarafli Ortalama Deger Teoremi) 6§ <b ve 0 ¢
[y, 8] olmak tizere f:[y,d] — R fonksiyonu

(1) f fonksiyonu [y, &] tizerinde siireklidir.

(2) Bazi a € (0,1] noktalar i¢in (y,d) tizerinde Iof,,[; Df tammlidir.

sartlarin1 sagliyorsa, o zaman en az bir ¢ € (y,§) vardir dyle ki

(F(ﬂ + 1)(b - c)“)
c

F(&) = f) = (=45 Df () %)

0zdesligi saglanir (Anastassiou, 2021).
Kesirli turevler D;f,g ve z’iD, normal tirev ve list mertebeden tirevlerin tim temel

ozelliklerine sahiptir.

Simdi, Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.4° te verilen ortalama deger teoremleri yardimiyla elde

edilen Ostrowski tipli sonuglar verilecektir.

Teorem 3.3.5. (M-Kesirli igin Ostrowski Tipli Esitsizlik) a <y <& <b, 0 ¢& [y,6] ve
f:la,b] - R, [y, 8] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. a € (0,1] ve x, € [y, §] olmak
lizere Dﬁﬁ ve 17/1',!1;;1) tirevleri sirasiyla [y, xo] ile [xy, 6] araliklarinda var ve siirekli

olsunlar. O zaman
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1 (9 rig+1)
6_—)/fy f(x)dx — f(x0) 32(5—_)/)
11028 £ (x) W Df(x)
— (xo — @) (xo —¥)* + E— (b = x0)%(6 — x0)?
o,[y,x0] o,[x0,5]

ifadesi saglanir.

Teorem 3.3.6. Teorem 3.3.5 esitsizliginde 6zel olarak f(x,) = 0 alnirsa,

o) I}
| reoax| < | |f<x)|dxsw
Y

14

1D £ ()

b (b —x0)*(6 — xo)z

(xo — a)*(xo —¥)* +
OO,[’]/,XO]

“P D (x)
X

OO,[X0,5]

esitsizligi elde edilir.
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4. M-KESIRLI TUREVLER iCiN POMPEIU TiPLi ESITSIZLIKLER
VE OSTROWSKI ESITSIZLIGINE UYGULAMALARI

Bu boliimde; tez konusu kapsaminda ortaya ¢ikan M-Tirevler igeren Ostrowski tipli

esitsizlikler ve onlarin uygulama alanlarindan bahsedilecektir.
4.1. M-Kesirli Tiirevler icin Pompei Ortalama Deger Teoremi

Bu bélimde, M-kesirli tiirevler i¢in Pompeiu ortalama deger teoremi ifade ve kanit

edilecektir.

Teorem 4.1.1. (M-Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Pompeiu Ortalama Deger
Teoremi) a € (0,1] ve f:[a,b] € R — R fonksiyonu 0 < a < b olmak iizere (a,b)
araliginda M -kesirli diferansiyellenebilir olsun. [a,b] araliginda yer alan ve x; # x,

sartin1 saglayan x; Ve x, degerleri arasindaki bir £ noktasi ve f > 0 i¢in

x1 f(x2) = x5 f(x1)
xf  x§ T r(B+1)
a a

f&©) -7 DEP () (4.1)

0zdesligi saglanir.
1 1] .. . . .
Kanit: [E’Z] tizerinde tamimli bir G fonksiyonu

G(t) = t °f (%) (4.2)

seklinde verilsin. M-kesirli tiirevler i¢in ¢arpim kurali kullanilirsa

2—a

a 1 1 1
DEPG(t) = ——— (—) - (—) p%# (—) 4.3

O F(ﬁ+1)ft t Mft (4:3)
elde edilir. Ayrica, [x,y] c [%,i] araliginda verilen uyumlu kesirli tiirevlenebilir G

fonksiyonuna ortalama deger teoremi uygulandiginda her ¢ € (x,y) igin
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G0 -Gk
X _yT

a a

DEE(6)(0) (4.4)

esitligi bulunur. (4.2) ve (4.3) ifadeleri kullanilarak (4.4) denklemi yeniden yazilirsa

1 1
I e O o 2
x*  y* " Tr(F+1’ \c c Mfc
a «a
sonucuna varilir. ¢ € (x,y) oldugundan x, = i, X1 =§ ve & =% alinirsa x; < é < x,
olur. Burada
xt f(xz) — x5 f(x1) _ 2—a B

a a

0zdesligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanir.

4.2. M-Kesirli Integraller iceren Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, M-kesirli tiirevler i¢in Pompeiu ortalama deger teoremi kullanilarak elde edilen

Ostrowski tipli sonuglar incelenecektir.

Teorem4.2.1. a € (0,1] ve f:[a,b] € R — R fonksiyonu 0 < a < b olmak tizere (a, b)

agik arahginda M-kesirli diferansiyellenebilir olsun. O zaman, her x € [a, b] ve § > 0 igin

a® + b% f(x) 1 P
g+ 0 L )| (45)
a4+ b\ *
b —a9|1_ (¥ =T Y.
< |t e | | IF i 0,

esitsizligi saglanir. Burada, u(t) = @tz_“, t € [a,b], ve ”f —uDI\‘f,’ﬁ(f)” =
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sup |f(&) — uDa P (/) (&)| < oo olarak tanimlanmaktadir.
é€(a,b)

Kamt: M-kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Pompeiu ortalama deger teoreminin

uygulanmast ile herhangi bir x,t € [a, b] i¢in x ve t arasinda bir & noktas: vardir 6yle ki

F+ Dt f(x) —x“f(1)] (4.6)

NiGE (’3 TE+D apaFF(E)] (t* — x%)

0zdesligi saglanir. (4.6)’ nin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

T8+ DIt*f(x) — x2f () | (4.7)
I

=‘f(€)— TE+D) o “epEPF©)| 1t — x%|

< |t* — x%| sup |f(§) - (ﬁ B+ D o “D“Bf(f)‘
¢e(a,b)

= [e* = x|||f —ubi (|

ifadesi elde edilir. (4.7) esitsizliginin her iki tarafi a’dan b’ye t degiskenine gore M-Kkesirli

integrali alinarak,

b b
rig+1 ‘f(X)J t%dgt — an f©)dgat

<|r- uD;;'ﬁ<f>||wjb 6 — x|dyt
a

= ||f —wit || ( j T = gt + f - x“)dat)

sonucu bulunur. (3.12) 6zdesligi yardimiyla gerekli M-kesirli integraller hesaplanirsa (4.5)

esitsizligi bulunur.

Simdi, Pompeiu tipli esitsizliklerin agirlikli versiyonlari i¢in agagidaki teorem verilecektir.
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Teorem 4.2.2. a € (0,1] ve f:[a,b] = R fonksiyonu 0 < a < b olmak tizere (a,b)
acik araliginda M-Kesirli tiirevlenebilir ve [a, b] kapali araliginda siirekli olsun. Eger negatif
olmayan w: [a, b] - R fonksiyonu [a, b] kapali araliginda M-kesirli integrallenebilir ise,

her x € [a, b] ve B > 0 igin

f(z) Mlaﬂ(ba (b)) Mlaﬁ(W(b)f(b)) ‘ (4.8)

=< m ”f - uD,f;'ﬁ(f)”Oo

X {[Mlg’ﬁw(x) - MI;{’BW(b)] +xia[MIg’ﬁ(b“W(b)) — Mlg’ﬂ(xaw(x))]}

esitsizligi saglanir. Burada, wu(t) = r(ﬁ+1)t2 @ t€lab], ve ”f UDaﬁ(f)”

Sup (& — uDa B (f)(&)| < oo olarak tanimlanmaktadir.
¢e(a,

Kamt: (4.7) esitsizliginin her iki tarafi w(t) ile ¢arpildiktan sonra [a, b] tizerinde t’ ye gore

M-kesirli integral alinirsa

rg+1) (4.9)

b b
f(x)f t*w(t)d,t —x“f w(t)f(t)d,t

<|r-woifo||, | w0 6% - x¥ld 0

ifadesi elde edilir. (4.9)’ un sagindaki M-kesirli integral hesaplanirsa

b
] Ww(t) [t% — x¥|d,t
x b
= f w(t)(x* — t¥)d,t + f w(t)(t* —x%)dgt

= x% Ux w(t)d,t — Jb W(t)datl + Jb t*w(t)d,t — Jx t*w(t)d,t

sonucu bulunur. M kesirli integralin gosteriminden yararlanilarak (4.8) esitsizligine ulagilir.
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Asagidaki teoremde, Teorem 4.2.1° de verilen esitsizligin farkli bir versiyonu saglanacaktir

Teorem 4.2.3. a € (0,1] ve f:[a,b] » R fonksiyonu 0 < a < b olmak iizere (a,b)

acik araliginda M-kesirli diferansiyellenebilir olsun. O zaman, her x € [a, b] ve § > 0 igin

‘r(ﬁ + 1)f(x) Lo <@>‘

ax® pa—gaMa b« (4.10)

< -l [

a

X +a“+b“ 1]
va*b« 2x“

esitsizligi saglanir. Burada, u(t) =@t2‘“, t € [a,b], ve ”f—uD;‘B(f)” =
sup

(6 - uDA(f,'ﬂ (f)(&)| < oo olarak tanimlanmaktadir.
$e(ab)

Kamt: (4.7) esitsizliginin her iki tarafi x*t* ile boliiniirse

f&)  f©®

x% te

1 1

a taf

rg+1)

<

| =upif | (4.11)

sonucu bulunur. Daha sonra, (4.11) in her iki tarafinda [a, b] tizerinde t” ye gore M-kesirli
integral alinirsa

re+1) f;z) fab dat—fabft(of) dt (4.12)
< ||f—upg'ﬁ(f)||wjb xia_tla d,t

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte yer alan M-kesirli integralleri hesaplamak igin (3.12)
0zdesligi kullanilirsa

a a

b —
J dt=r@g+1)> a“

ve

54



1 1

*xr1o1 b1 1
x—a‘t—adat=fa (t—a‘x—a)da“L (5~ 7w et
2F(ﬁ+1)[ x“ a“+b“ 1]

" aipE | 2x@

[

sonuglari elde edilir. Bu sonuglar (4.12)’ de yerine yazilirsa, istenilen (4.10) esitsizligine

ulagilir.

Bu boliimiin son sonucu olarak Teorem 4.2.3” {in agirlikl1 versiyonu incelenecektir.

Teorem 4.2.4. a € (0,1] ve f:[a,b] » R fonksiyonu 0 < a < b olmak tizere (a,b)
acik araliginda M-kesirli tiirevlenebilir ve [a, b] kapal1 araliginda siirekli olsun. Eger negatif
olmayan w: [a,b] = R fonksiyonu [a, b] kapali araliginda M-kesirli integrallenebilir ise,

her x € [a, b] ve B > 0 igin

f£a> B () — (w(b;{(b)) | (413)

< r([H 5 |f —uDiif 0|

[z e L) - iz o))

xa
esitsizligi saglanir. Burada, u(t) = F(ﬁﬂ)tz @ telab], ve ”f UDaB(f)”

sup | (& - uDAO,;’ﬂ (f)(&)| < oo olarak tanimlanmaktadir.
$e(ab)

Kanit: (4.11) esitsizliginin her iki tarafi w(t) ile ¢arpildiktan sonra [a, b] iizerinde t’ ye gore

M-kesirli integral alinirsa

(4.14)

o ic

fbw(t)dat—fa ft() (t) dyt

x% t@

< |l -uogf | j W(e) dgt

yazilabilir. Daha sonra, (4.14) esitsizliginin sagindaki M-kesirli integral hesaplanir ve M-
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kesirli integral gosterimlerinden yararlanilirsa, istenilen (4.13) Ostrowski tipli esitsizligi elde

edilir.
4.3. M-Kesirli Integraller i¢cin Niimerik Yaklasim Uygulamalari

Bu kisimda, M-kesirli integraller iceren esitsizlikler aragtirirken ortaya c¢ikan hata
tahminlerinden bahsedilecektir. Ilk olarak, formiilleri daha kolay ifade etmek icin bazi tanim
ve gosterimler verilecektir. ilk olarak, formiilleri daha kolay ifade etmek i¢in bazi tanim ve

gosterimler verilecektir.

I, : a=xy<x; <...<xp_q <x, = Db ifadesi, 0 < a < b sartin1 saglayan [a, b] kapal

araliginin bir pargalanist olsun. Ayni zamanda, burada ortaya ¢ikan alt araliklar i¢in i = 0,

...,n—1 olmak tizere y; € [x;,x;.1] ve k; =x; —x olsun. Bu kabullerden yola

cikarak yazilabilen

n-1
TEXDNTOD oy a3y (4.15)
2a Yi

L

S(f:y;ln) =

i=0
notasyonu asagidaki teoremin ifadesinde kolaylik saglayacaktir.

Teorem4.3.1. a € (0,1] ve f:[a,b] € R — R fonksiyonu 0 < a < b olmak tizere (a, b)
acik araliginda M-kesirli diferansiyellenebilir olsun. O zaman, f fonksiyonunun M-kesirli

integrali 8 > 0 igin

&P F(B) = S(F,y, 1) + R(f,, 1)

gosterimi ile yazilabilir. Burada, S(f,y,I,) ifadesi (4.15) esitliginde tanimlandig: gibidir

ve i =0,...,n—1 degerlerii¢in k; = x{,; — x{* olmak tizere R(f,y,I,) kalan terimi

|R(f, y, 1) (4.16)

1 =k |1
< lr-woif ol ) pek|3+
=
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tahminlerini saglar. Burada, u(t) = F(BH) t2=% t € [a,b], ”f uDaB(f)”

Sup | (& - uDaﬁ (H (E)| < oo olarak tanimlanmaktadir.
$e(ab

Kanit: Teorem 4.2.1° de verilen esitsizlikler i = 0,1,...,n —1 olmak tlizere [x;,x;41]
aralig: iizerinde tekrar ele alinir ve elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplandiktan sonra

licgen esitsizligi uygulanirsa (4.16) tahmini bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, M-kesirli tiirevler igin Pompeiu ortalama deger teoremi kanitlanmis ve bu ortalama
deger teoremi yardimiyla Ostrowski tipli sonuglar sunulmustur. Bunlara ek olarak,
esitsizlikleri arastirirken ortaya ¢ikan hata tahminleri i¢in nlimerik integrasyon uygulamalari
verilmistir. Tezin genel yapisi 6zetlenecek olursa, literatiir arastirmasi sonucunda elde edilen
bilgiler tez konusu kapsaminda 6zetlenerek 2. ve 3. Boliimde yazilmistir. 4. boliimde, M-
kesirli tiirevler i¢in kanitlanan Pompeiu ortalama deger teoremi, bu teorem ile ilgili

esitsizlikler ve niimerik integrasyon uygulamalar1 alt basliklar halinde sunulmustur.

Bu tez konusu kapsaminda esitsizliklerin gelisim siireci tarihsel bir sekilde anlatildiktan
sonra, yeni esitsizliklerin nasil elde edilecegi detayli bir sekilde anlatilmistir. Bu dogrultuda,
farkli kesirli hesaplamalar ya da farkl tarzda fonksiyonlar kullanilarak yeni esitsizlikler ve
uygulamalari iizerine arastirmalar yapilabilir. Ornegin, bu tezde Sousa ve Oliveira (2018)
tarafindan verilen M-kesirli tiirev tanimi kullanilarak sonucglar elde edilmistir. Benzer
sonuclar, Anastassiou (2021) tarafindan sunulan sag ve sol tarafli yerel M-kesirli tiirev
tanimlar1 kullanilarak incelenebilir. Ayn1 zamanda, literatiirde M-kesirli tiirevler ile ilgili cok
az sayida calisma bulunmasi, bu tezin M-kesirli tiirevler i¢in 6ncii bir ¢alisma oldugunu
gostermektedir. M-kesirli integraller iceren esitsizlikler ile ilgili calismalar ise yok denecek
kadar azdir. Sonug olarak, ilgili okuyucular bu tezde elde edilen sonuglar {izerinden yeni

esitsizlikler ve uygulama alanlar1 gelistirebilirler.
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