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1. GIRIS

Kesirli analizin tarihi, diferansiyellenme teorisinin ortaya c¢ikisina kadar dayanmaktadir.
Tarihi ¢ok eskilere dayanmasia ragmen, fiziksel yapisindaki karmagikliktan dolayr klasik
analiz gibi yorumlanmamas1 bu konuyla ilgili ¢calismalar1 ertelemis ve bilim, miithendislikte
cok popiiler olmamistir. Ancak kesirli tlirev ve integrallerin yerel veya noktasal bir biiytikliik
olmamalari, doganin gercekligini daha iyi ifade etmesi agisindan kesirli analiz konusunu
dikkat cekici hale getirmistir. Bu yiizden, bu konunun bilim ve miihendislik alaninda daha
yaygin hale getirilmesi, doganin daha iyi yorumlanmasi ve ifade edilmesinde énemli bir rol

oynayacaktir.

1695 yilinda ilk kez kesirli tiirev ve integral kavramlar1 L’Hospital tarafindan Leibnitz’e
gonderilen bir mektupta turev mertebesi1l/2 olmasi durumunda anlamli olup olmayacagini
sormasiyla ortaya atilmistir. Boylece kesirli analizin dogusu L’Hospital’in sorusuyla

baglamistir.

Leibnitz ve L’Hospital’den sonra 1730 yilinda kesirli analiz konusu Euler’in de dikkatini
cekmistir. 1772 yilinda J.L. Langrange ise diferansiyel operatdrler i¢in kuvvet alma
kanunundan bahsettigi calismasinda dolayli olarak kesirli analize katkida bulunmustur. 1812
yilinda P. S. Laplace, integraller yoluyla kesirli tiirevi tanimlamis ve 1819 yilinda S.F.
Lacroix 700 sayfalik ¢alismasinda keyfi mertebeden tiirevden bahsetmistir. Bunun ardindan

1822 yilinda J. B. J. Fourier keyfi mertebeden tiirevleri calisma konusu yapmustir.

Kesirli operatorler ilk kez N. H. Abel tarafindan 1823 yilinda tautochurane probleminin
¢oziimiinde kullanmilmistir. 1832 yilinda J. Liouville, kesirli analiz tanimlarimi teorik
problemlere uygulayarak ilk 6nemli ¢aligmay1 yapmistir. 1892 yilinda G. F. B. Riemann,
yayimladigi calismasinda {izerinde uzun yillar ¢alistig1 kesirli integrasyon teorisini
gelistirmistir. 1868 ile 1872 yillar1 arasinda A. V. Letnikov, bu konu {izerine pek ¢ok makale
yayinlamistir. 1900 ile 1970 yillar1 arasinda kesirli analiz konusuna 6nemli katkilar1 bulunan
bilim adamlar1 ise H. H. Hardy, S. Samko, H. Weyl, M. Riezs, S. Blair’dir. 1970 yilindan
gilinlimiize kadar olan zamanda J. Spanier, K. B. Oldham, B. Ross, A. Kilbas, M. Caputo, I.
Podlubny, M. Fabrizio, T. Adbeljawad, R. Khalil, A. Atangana, D. Balenau, J. Losada, J.J.

Nieto gibi birgok bilim adami1 bu konu iizerinde ciddi ¢aligmalar ortaya koymaktadirlar.



Yukarida adi gegen kesirli tlirev tanimlar1 da dahil literatlirdeki biitiin kesirli tiirev
tanimlarinin klasik tiirev tanimindan aldiklar1 tek ortak 6zellik lineer olma 6zelligidir (Khalil
et al. 2014). Bunun disindaki 6zelliklerle alakali olarak bir uyum genellikle s6z konusu
degildir. Mesela sabitin kesirli tiirevi Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi igin sifir
olmamaktadir. Yine klasik tiirevdeki iki fonksiyonun carpiminin ve bdlimiiniin tirevi
formulii biitiin kesirli tiirevler i¢in gegerli degildir. Buna benzer olarak yine biitiin kesirli tiirev

tanimlar1 klasik tiirevdeki zincir kuralini saglamaz.

Son zamanlarda klasik tiirevin dogal genisletilmesi olarak gorulen kesirli tirevin yeni bir
tanimi verildi (Khalil et al. 2014). Bu yeni tanim klasik tiireve uyumuyla dikkat ¢ekmektedir.
Yukarida sayilan ve diger kesirli tlirevler i¢in saglanmayan, ¢arpim kurali ve boliim kurali bu
yeni kesirli tiirev tanimi i¢in saglanmaktadir. Zincir kural ise klasik tiirevdeki kurala ¢ok
yakin olarak yazilabilmektedir. Uyumlu kesirli tiirev (conformable fractional derivative)
olarak adlandirilan bu yeni kesirli tiirev tanimi, sagladigi bu 6zelliklerden dolay1 biiyiik bir

ilgiyi Gzerine ¢ekmis ve kisa zamanda bu yeni tanimla alakali birgok ¢alisma yapilmistir.

Baz1 yazarlar (Ortiguera and Machado 2015) tarafindan uyumlu kesirli tiirevin gercekten
kesirsel bir operatdr olup olmadig: tartisildi. Bugiin bu soru hala tartismaya ac¢ik goriiliiyor.
Belki de bu konu felsefik bir konudur (Batarfi et al. 2015). Ayrica bu yeni tanim bir kesirli
tirev tanimi olmasa bile kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir
doniigiim olarak diisiiniilebilir (Cenesiz and Kurt 2015). Anlagilacagi iizere bu tartisma, bu
yeni teoriye hangi ismin verilecegi lizerine yapilan bir tartiymadir. Herhaliikarda bu yeni

kesirli tiirev tanimi lizerinde ¢alisilmay1 hak eden bir konu olarak karsimizda durmaktadir.

Khalil et al. (2014) tarafindan ortaya atilan bu yeni tanim klasik tlrevdekine benzer bir limit
formuna sahiptir. Khalil ve arkadaslar1 yaptiklar1 ¢alismada bu yeni kesirli tiirev taniminin (ya
da doniistimiiniin) ¢arpim kuralini ve boliim kuralini sagladigini ispat ettiler. Ayrica onlar
yaptiklar1 ¢alismada uyumlu kesir mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar igin Rolle
teoremi ve ortalama deger teoremini ifade ettiler. Uyumlu kesirli tlirev analizi, Abdeljawad
(2015) tarafindan gelistirildi. Abdeljawad yapmis oldugu ¢alismada bu yeni tanim i¢in sol ve
sag uyumlu kesirli tiirev kavramlarini, kesirsel zincir kuralin1 ve Gronwall esitsizligini sundu.

Ayrica uyumlu kesir mertebeden dizisel tiirev kavramini, 0 < a < 1 i¢in iki tiir kesirsel kismi



integrasyon formiillerini, uyumlu kesirsel kuvvet seri agilimini, kesirsel Taylor esitsizligini ve

son olarak kesirsel Laplace doniisiimiinii verdi.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Konveks Fonksiyonlarla ilgili Temel Tamim ve Ozellikler

Calismamiz icin Onemli yere sahip bazi temel kavramlar hiyerarsik olarak su sekilde
siralanmigtir.

Tamm 2.1.1. “Konveks Kiime: L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak tzere
B={z€elL:z=tx+ (1-1t)y, 0<t<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tx + (1 — t)y esitligindeki x ve
y’nin katsayilari i¢in t + (1 —t) = 1 bagmntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiime tanimindaki t, 1 —t yerine t + k = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan t, k reel
sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru parcasidir.
Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren
dogru pargasini ihtiva eden kiimedir” (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tamm 2.1.2. “(J —Konveks Fonksiyon) I, R’de bir aralik olmak iizere her x,y € I i¢in

f<xJ2ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya ] —konveks

fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.3. “(Kesin J] —Konveks Fonksiyon) Her x,y € I ve x # y icin

f<x42ry) <f(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I izerinde kesin J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.4. “(Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olmak

uzere her x,y € I ve a € [0,1] icin,

flax+ 1 -a)y) <af(x) + (1 - )f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pecari¢ et al. 1992).

Eger a € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 -ty) <af(x)+ (A -a)f ()

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir. “—f”” konveks (strictly konveks)

ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.



Konveks fonksiyonun geometrik anlami agagidaki gibidir:

yA

XV

a ta+(1-t)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta + (1 — t)b noktasinda; f’nin egri tizerinde aldig1 deger (a, f(a)) ve

(b, f(b)) noktalarin1 birlestiren dogru pargasinin iizerinde aldigi degerden her zaman daha
kiiciiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru pargasi) her zaman egrinin [a, b]

araliginda kalan kisminin tizerinde veya ustlindedir.

Sekil 2.3. den de goriildiigii gibi t<[0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer sekilde
(1=t f(b) < f(b)dir. Yani tf(a), f(a)’ nn (1 —t)f(b) de f(b)’ nin altindadir.



Dolayisiyla tf (a) + (1 — t)f(b), f(a)ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon igin kirig f~

nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin lizerinde veya altindadir.

Teorem 2.1.1. “(Ucgen Esitsizligi): Herhangi bir x, y reel sayilar1 igin

lx + y| < x| + |yl,
llx] = Iyl| < Ix =y,
llx] = Iyl| < Ix + 1,

ve timevarim metoduyla

|X1 + -+ xnl < lel + -t |xn|

esitsizlikleri gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. “(Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
< f fOOldx  (a<b)

| )

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Ornek 2.1.1. f:1 c R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I tizerinde konveks fonksiyondur.

C6zUm: f’nin konveks oldugunu gostermek i¢in x,y € I ve a € [0,1] icin

flax+ (1 —a)y) < af(x) + (1 -a)f(¥)
oldugunu gostermeliyiz. Buna gore
flax + (1 - a)y) = |ax + (1 - a)y|
<a+|(1—-a)y| (icgen esitsizliginden)
=alx| + (1 - a)lyl

=af()+ (1A -a)f )



elde edilir. i1k ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur

f(x) = |x| fonksiyonu x = 0 da tiireve sahip olmamasina ragmen konveks fonksiyondur.

A y

v
x

Sekil 2.4 Aralik {izerinde konveks fonksiyon

Sonug 2.1.1. “x,y € Rve p + g > 0 olmak lzere

f (px + qy) r pf (x) +qf (y)
p+tq /) p+q

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.3. “(Holder Esitsizligi): a = (a4, ..., a,) ve b = (b4, ..., b,) reel veya kompleks

sayilarn iki n —lisi olsun. Bu takdirde

olmak Uizere

(@) p > 1ise,

1 1

n n 5 n a

D by < (Zmup) (Zw) ,
k=1 k=1

k=1 =

(b) p < 0veya q < 0 ise,



1 1
n n 5 n a
D b= (me) (Zwm)
k= k=1 k=1

1
esitsizlikleri gecerlidir” (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.4. “(integraller i¢cin Holder Esitsizligi): p > 1 ve %+%= 1 olsun. f ve g,

[a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|? ve |g|9, [a, b] araliginda

integrallenebilen fonksiyonlar ise

b b % b %
j |f(x)g(x)|dxs(f If(x)lpdx> <] |g(x)|qu>

esitsizligi gegerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993)

Tamm 2.1.5. “(Sureklilik): f:S € R = R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
XES Ve |x—xol < igin|f(x) —flxy)| <e
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x,’da siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.6. “(Duzgun Sareklilik): f:S € R - R fonksiyonu ve & > 0 sayis1 verilmis
olsun. |x; — x,| < &§ sartin1 saglayan her x;,x, € S icin |f(x;) — f(x,)| < € olacak sekilde
bir § > 0 sayisi varsa f, S’ de diizgiin stireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.7. “(Lipschitz Sarti): f/:S € R — R fonksiyonu igin

lfG)—fI<Mlx—y

olacak sekilde bir M > 0 sayist varsa f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyor denir” (Bayraktar
2010).

Sonug 2.1.2. “f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S’de dizgln sireklidir” (Bayraktar
2010).

Teorem 2.1.5. [a,b] € I°olsun. Eger f:1 — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz sartini

saglar. Sonug olarak f, [a, b] araliginda mutlak siirekli ve I°’de siireklidir (Pecari¢ et al.

1992).



Teorem 2.1.6. “f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a, b] araliginda sinirhidir” (Azpeitia 1994).

Tamm 2.1.8. “(Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli bir fonksiyon ve x4,

X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@)x, > xq iken f(x,) > f(x,) ise f fonksiyonu I tizerinde artandir,
(b)x, > x4 iken f(x,) < f(x,) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalandir,
(C)x, > x, iken f(x,) = f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandr,
(d)x, > x4 iken f(x,) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir
Denir” (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.7. “J agik bir aralik ve J € I olmak tzere f, I lzerinde surekli ve J UGzerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J icin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

(b) Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu [ {izerinde azalandir.

(c) Her x € Jigin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

(d)Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I tizerinde artmayandir.” (Adams and Essex
2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iligkiyi iceren

sonug ve teoremler verilmistir.

Sonug 2.1.3. “f,g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir” (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.8. “Eger f:1 — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f, (x) ve f!(x) var

ve bu fonksiyonlar I°* de artandir (kesin artandir)” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.9. “f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f' nin artan (kesin artan)
olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10. “f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu

aralik tizerinde konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek ve yeter sart x € I icin
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f'(x) = (>)0
olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

2.2 Farkh Tiirden Bazi1 Konveks Fonksiyon Simiflari
Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde bu konuda

calisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tamm 2.2.1. “(Quasi-Konveks Fonksiyon): S ¢ R™bostan farkli bir kiime ve f: S — R bir

fonksiyon olsun. Vx,y € S ve a € [0,1] icin

flax + (1 —a)y) < max{f(x), f(¥)}
ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).
Eger
flax + (1 — a)y) <max{f(x), f ()}

ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

flax + (1 - a)y) = max{f (x), f(y)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

flax + (1 —a)y) > max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.2. “f hem quasi —konveks hem de quasi —konkav ise f’ye quasi —monotonik
denir” (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug 2.2.1. “Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat tersi her

zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan fonksiyonlar vardir.
Ormegin g: [-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{tz, te(-1,2]

11



fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda

quasi —konveks fonksiyondur” (lon 2007).

>

Sekil 2.5. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon

A

Sekil 2.6. Quasi-konveks olmayan fonksiyon
Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon: Fonksiyonun tanim kiimesinde, degerleri kirmizi kesik
cizginin altinda kalan noktalar, iki kirmizi araligin birlesimidir ve fonksiyon bu noktalarin

birlesiminde konveks degildir.

Tamm 2.2.3. “(Wright-Konveks Fonksiyon): f:1 — Rbir fonksiyon ve y >x,a >0
sartlar1 altinda her bir y + a,x € I i¢in

f+a)—f)<f+a)—-fO)
12



esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir” (Dragomir and
Pearce 1998).

Tamm 2.2.4. “(Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon olsun. y > x,
a > Osartlar1 altinda Vx,y,y + a € I ve Va € [0,1] icin

SIf (e + (1= ) + (L~ Dx + )] < max{f (), F )

veya

1
SIFO) + Fx + 0] < max{f (), £+ 0))

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon denir”

(Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.5. “(J] —Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R fonksiyonu her x,y € I igin

£ (52 < maxtf @, F0))

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna | — quasi —konvekstir denir” (Dragomir and Pearce 2000).

Tamm 2.2.6. “(Log-Konveks Fonksiyon):1, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olsun.
Her x,y € Ive t € [0,1] igin

flex+ @ —y) < fAFOf* )
sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir” (Pecaric¢ et al. 1992).

Tamm 2.2.7 “(Godunova-Levin Fonksiyonu): f:1 — R negatif olmayan bir fonksiyon,

vx,y € 1,t € (0,1) olmak lzere

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) sinifina aittir denir.

Bu tanima denk olarak;

13



f€eQU)vex,y,z €l isebu takdirde
fOU=E-2D+fMNG-0@-2)+f@Dz-0z-y)=20
esitsizligi saglanir” (Godunova and Levin 1985).
Tamm 2.2.8. “(P —Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
vx,y € I,t € [0,1] olmak Uzere;
fx+ A -Dy) < f)+fB)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir” (Dragomir et
al. 1995).

Tamm 2.2.9. “(m —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] - R ve b > 0 olsun. Her x,y € [0, b],
a € [0,1]ve m € [0,1] icin

flax+m(1 —a)y) < af(x) + m(1 —a)f(y)

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir” (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica f(0) < 0
icin [0, b] araliginda tanimli tiim m —konveks fonksiyonlarmn sinifi K, (b) ile gosterilir. Eger

m = 1 alinirsa [0, b] Uizerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona doniisiir.

Tamm 2.2.10. “(Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, =[0,o), f:R, - R ve

0 <s < 1olsun. a® + B° = 1 olmak tizere her u,v € R, ve her «, f = 0 igin

flau+pv) < a*f(w) + B°f (v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir” (Orlicz
1961).

14



Tamm 2.2.11. “(ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,), f:R, > R ve

0<s<1lolsun. a,f =0,a+ p =1 olmak izere her u,v € R, i¢in

flau+pv) s a*f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. fkinci

anlamda s —konveks fonksiyonlarmn smifi K2 ile gosterilir” (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanim1 s = 1 i¢in bilinen konvekslige dontistir.

Ornek 2.2.1. “s € (0,1) ve a, b, c € Rolsun. f:[0,0) - R fonksiyonu

a, t=20
f(t)_{bts+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde

(i) b>=0ve0<c<a isef €Kz dir.
(i) b>0vec<0 ise f & K2 dir’ (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.2.12. “(h —Konveks Fonksiyon): h:] € R — R pozitif bir fonksiyon olsun. Her
x,y €I, a € (0,1) icin

flax+ (1 —a)y) < h(a)f(x) + h(1 = ) f (¥) (2.3)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:/ € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya

SX (h, I) smifina aittir denir” (VaroSanec 2007).

“(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h,I)’dir” (Varosanec 2007).

“Bu tanimdan ag¢ikc¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a) = a ise tum negatif olmayan konveks

fonksiyonlar SX(h,I) sinifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tim negatif
olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) sinifina aittir; h(a) = é ise SX(h,I) = Q(I) smifina
aittir; h(a) =1 ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak lzere h(a) = a® ise SX(h,I) 2
K2 dir” (Varo$anec 2007).

Tamm 2.2.13. “(Starshaped Fonksiyon): b > 0 olmak izere f:[0,b] = R fonksiyonu, her
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x €0,b] ve a €[0,1] icin

flax) < af (x)

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984).

Tamm 2.2.14. “(Geometrik Konveks Fonksiyon) f:1 c R, — R, fonksiyonu verilsin.

Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] igin

fOty=D) < [FOIfFOI

esitsizligini saghiyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et al.
2012).

Tamm 2.2.15. “(s —Geometrik Konveks Fonksiyon) f:1 c R, = R, fonksiyonu verilsin.

Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve @ € [0,1] igin

fy' ) < [F@I* IF I

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et al.
2012).

s =1 igin, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tanum 2.2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon) Ic R/{0} bir acik aralik olsun. f:1 - R

bir fonksiyon olmak tizere eger Vx,y € I ve a € [0,1] icin

f(2) < ef )+ - f ()

ax+(1-a)y

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.
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Tamm 2.2.17. “(Ortalama Fonksiyonu)M fonksiyonu M: (0, ) X (0,00) — (0, o)

seklinde verilsin. Eger

(DM, y) = M(y,x)
2)M(x,x) =x
B)x<Mx,y)<y,x<y
(4)M(ax,ay) = aM(x,y), a >0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir” (Anderson et al. 2007).

Ornek 2.2.2

“UDMx,y) =Ax,y) = % Aritmetik ortalama

(2) M(x,y) = G(x,y) = \/xy Geometrik ortalama
(3) M(x,y) = H(x,y) =1/A(1/x,1/y) Harmonik ortalama

_ __xy . B o
4) M(x,y) =L(x,y) = ogr—togy’ * #+ y icinveL(x,x) = x Logaritmik ortalama

1

B)M(x,y) =1(x,y) = (1) (;—i)m x # y ve I(x,x) = x ldentrik ortalama” (Anderson et

e

al. 2007).

Tamm 2.2.18. “(MN- Konveks (Konkav) fonksiyon): f: 1 — (0,00) surekli fonksiyonu

verilsin. I € (0, 0) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger Vx, ye I igin

f(M(x,y) < IN(f(), f())

sart1 saglaniyor ise f fonksiyonuna MN —konveks(konkav) fonksiyonu denir” (Anderson
2007).
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Teorem 2.2.1. “I € (0,00) ve f:1 — (0,00) surekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9) secenekleri

icin I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart logf nin konveks (konkav)

olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/ f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be %) nin (0, o) lizerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart f(be %) nin (0, ) lzerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/f(be—f) nin (0, )

uzerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmas1 icin gerek ve yeter sart f (1/x) nin (1/b,oo)

izerinde konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf(l/x) nin (1/b,oo)

uzerinde konveks (konkav) olmasidir.
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart /f (1 /x) nin ( /b,oo)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir” (Anderson 2007).

Teorem 2.2.2. “I < (0,00) ve f: I = (0, 0) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleriicin I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmas1 igin gerek ve yeter sart f'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.
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(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (x)/ [10) nin artan (azalan)

olmasidir.
(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (x)/ F(x)? nin artan
(azalan) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ [10) nin artan

(azalan) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf'(x) , nin artan
fx)

(azalan) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x%f’(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

21
(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x°f (x)/ 10 nin artan

(azalan) olmasidir.

2 £/
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf1(0) , hin artan
fx)

(azalan) olmasidir” (Anderson 2007).

3. MATERYAL ve YONTEM
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3.1. Kesirli Tiirevler ve Kesirli integraller

Kesirli analiz, klasik analizin bir genislemesi olarak kabul edilebilir. Kesirli analizde klasik
analizde oldugu gibi tek bir tiirev tanimi olmayip birden fazla tiirev taniminin varhgi,

problemin en iyi ¢oziimiiniin elde edilmesi firsatini verir.

Kesirli analiz bir¢ok bilim adami tarafindan ¢alisilmis ve farkli gosterimlerle kesirli tlirev ve
integrali degisik sekillerde ifade etmislerdir. Fakat bu ifadelerin birbirleri arasinda gecisler

olmasina ragmen tanimlar1 ve tanimlarinin fiziksel yorumlar1 agisindan farkliliklar gdsterir.

3.1.1. Riemann-Liouville kesirli turevleri ve kesirli integralleri

Tamm 3.1.1.1. a > 0 olmak tizere a mertebeden Riemann-Liouville integral operatori J

U4N® = 15 [, =D f@dr, t>a (3.1)
JsHN® =f@® (3.2)

bi¢iminde tanimlanir (Ross 1977, Samko 2009).

f, t = a icin surekli olsun. a, 8 > 0, ve y > —1 olmak (zere, Riemann-Liouville integral

operatoriiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

a. JIEN® = (e pf)® (33)
b. JJ5)(©®) = (J§I&f)(®) (3.4)
. JY = Tt (3.5)

Tamim 3.1.1.2. Riemann-Liouville kesirli tiirev operatéri, « > 0, a € R, t >avem—1<

a < migin,
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(Dgf>(t>=dm[ ! j AN

dtm[T(m —a) ), (t —x)x—m+1
olarak tanimlanir (Ross 1977, Samko 2009).

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve integral teorisinin gelismesinde ve
bunlarin matematikteki uygulamalarinda 6nemli bir rol oynamasmna ragmen Riemann-

Liouville yaklagiminin problemlerin yorumlanmasinda yetersiz kaldig: ortaya konmustur.

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimimimn diger bir eksikligi ise sabit fonksiyon ve birim

fonksiyon incelenerek dogrudan gosterilebilir.

Bir birim fonksiyonun, kesirli mertebeden tiirevi ne olursa olsun tiirev sonucu 1 olmalidir.
Fakat Sekil 3.1°de Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevleri incelendiginde bu durumun

gecerli olmadig1 goriilmektedir.

2 T T T T T T T T T T
fix)==
18} Derece=0
16k Derece=0.2 | |
) Derece=04
14} Derece=06 {
Derece=0.8
1.2F Derece=1 [
1 - .
08 1
0.6 1
0.4 1
02 1
[] -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Sekil 3.1 f (X) = X fonksiyonu Riemann-Liouville kesir dereceli tirevleri

Sekil 3.2’de ise f(x)=1 fonksiyonunun Riemann-Liouville yontemine gore kesir mertebeli

tiirevleri goriilmektedir. Sekilde de goriilecegi gibi sabit fonksiyonun tiirevleri degiskene baglh

cikmaktadir.
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fix)=1
1.87 Derece=0
16 Derece=02 ||
: Derece=0.4
14 Derece=0.6 |
Derece=0.8
1.2F Derece=1 [
1 —
0.8 4
06| B
04 4
02 4
U —
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 3.2 f (x) =1 fonksiyonu Riemann-Liouville kesir dereceli tirevleri

3.1.2. Caputo kesirli ttrevleri

Caputo tiirev tanim1 detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda verilmistir

(Caputo 1967; Kilbas vd. 2006).

Tamm 3.1.21 “m—-1<a<m, meN, x>a olmak Ulzere, f(t) fonksiyonunun «

mertebeden (a > 0) Caputo tiirev tanimi,

1
rm-a)

(°Def)(t) = [t = 0)m e o () dx (3.6)

bi¢iminde tanimlanir (Caputo 1967; Kilbas vd. 2006).”

“Ayricam—1<a<m, meN, t>a ve fe€C™?!, a>—1 olmak lizere Caputo tiirev

tanimina ait,

a. (DL =f(®) 3.7

b. (J2 “Daf) (@) = f (&) — gt f 0 L (38)
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Ozellikleri de verilebilir.”
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3.1.3. Uyumlu Kesirli Tarevin Analizi

Caputo kesirli tiirevinin diger bir 6zelligi ise sabitin Caputo tiirevinin sifir olmasidir. Bu
nedenle de Caputo tanimi, Riemann-Liouville tanimina gore bir problemin fiziksel olarak

yorumunun daha rahat yapilmasina olanak saglar.

Uyumlu kesirli tirev, klasik tureve uyumuyla dikkat cekmektedir. Khalil et al. tarafindan
tanitilan uyumlu kesirli tiirev, klasik tiirevdekine benzer bir limit formuna sahiptir. Khalil ve
arkadaglar1 yaptiklar1 caligmada bu tanimin ¢arpim kuralini ve boliim kuralini sagladigini ispat
ettiler. Ayrica yaptiklar1 c¢alismada uyumlu kesir mertebeden diferansiyellenebilen

fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve ortalama deger teoremini ifade ettiler.

Uyumlu kesirli tiirev analizi, Abdeljawad tarafindan gelistirildi. Abdeljawad yapmis oldugu
caligmada uyumlu kesirli tiirev i¢cin sol ve sag uyumlu kesirli tiirev kavramlarini, kesirsel
zincir kuralint ve Gronwall esitsizligini sundu. Ayrica uyumlu kesir mertebeden dizisel tiirev
kavramini, 0 < a < 1 igin iki tlir kesirsel kismi integrasyon formillerini, uyumlu kesirsel
kuvvet seri acilimini, kesirsel taylor esitsizligini ve son olarak kesirsel Laplace doniistimiinii

verdi.

Bu boliimde uyumlu kesirli tlirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar verilecektir.

(Khalil vd. 2014; Abdeljawad 2015).

Tanm 3.1.3.1. “f:[0,00) - R bir fonksiyon olsun. Bitin t >0 ve a € (0,1) icin f

fonksiyonunun “uyumlu kesirli tiirev” diye adlandirilan a mertebeli kesirli turevi,

ft+et'™ ) —f()

&

T,(F)(®) = lim

olarak tamimlanir. Eger f fonksiyonu a >0 olmak f{izere bazi (0,a) araliginda «

diferansiyellenebilir ve tlirg1+ @ (t) olusursa o zaman,

@) = lim f@(0)

24



olur. f nin a@ mertebeden uyumlu kesirli tlrevini gostermek icin bazen T,(f)(t) yerine

@ (t) yazilacaktir. Ayrica, a mertebeden uyumlu kesirli tiirev mevcutsa bu durum icin £, a
diferansiyellenebilirdir denilecektir. Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem

yazilabilir.”

Teorem 3.1.3.1. “Bir f:[0,0) - R fonksiyonu t, >0 da a€(0,1) igin «

diferansiyellenebilirse, f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.”

Ispat:

fto +etg™) — f(to) .
&

fto+etg™®) — fto) =

tanimindan

fto + etg™) — f(to) .
LA1m €

. 1-ay _ —Ti
lgliré[f(%*'fto ) — f(&)] l_l_f)lg . im

yazilir. h = td~% alinirsa
}Li_f%[f(to +h) — f(t)] = f @ (). 0
olur. Boylece
}li_r)r(l) f(to +h) = f(to)
olur. Bu ise f fonksiyonunun t, noktasinda siirekli oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1.3.2. “a € (0,1] icin f ve g, t > 0 noktasinda a diferansiyellenebilir olsun. O
halde

1. Vab €RicinT,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.
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2. Vp € R igin T, (tP) = ptP~* dir.
3. Tum f(t) = A bigimindeki sabit fonksiyonlar igin T, (A) = 0 dur.
4. To(fg) = fTa(g) + gT.(f).

To(F) =Ty
5. Ta(f/g) — g (f)ng (9)

6. Ek olarak eger f diferansiyellenebilirse T, (f) = tl‘“g(t) dir.”
dt

Ispat: (1), (2) ve (3) iin ispatlar1 direkt tanimdan goriilebilir. Burada (4), (5) ve (6) nin

ispatlar1 verilecektir.
(4)t > 0icin

ft+et'™ gt +et'™) - fF(Dg@)
&

Ta(fg)(t) = l_l_r)%

i [t TG+ et ™) — f(Og(e + et™™) + f(Og( + et — F(O)g(6)
e-0 &

. (f (t + et — £(£)
= lim

gt +et'=*) — g(t)
& &

g(t+ etl‘“)) +f(¢) lim

-0

= Tof(O)lim gt + &t'™%) + f ()T g (£)
yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu igin lir% g(t+ et?=%) = g(t) dir.
£
(5)t > 0igin

ft+ eti“) i)
T, (f) (©) = im &+ 9@

g -0 &
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_ fE+ett™M)g®) — fFOg@®) + fF(Og®) — f(H)g(t + et'™*)
m
-0 gt +ett=*)g(t)e

G et'™ M) — f()]g(t) — [g(t + et'=*) — g(O)If ()
= lim —
£-0 gt +ett=*)g(t)e

[f (e + ett“) =[O oy _ g+t = g(O] £y

&

— i
£20 gt + et g(0)

_ Taf(t)g(t) - Tag(t)f(t)
~ limg(t + et ()

yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu igin lir’% g(t + et~%) = g(¢t) dir.
&>

(6) Bu 6zelligin ispati icin Tanim 3.1 de h = et1™% déniisiimii yapalim. Bu durumda

f+et'™ ) —f(®)

&

T,f(t) = lim
£-0

i L) — f(©)
im

h—0 hta—l

fie+h)-f@®)

— +1-aq;
=T h
d
= tl_a —d{ (t)

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.3.3. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar I¢in Rolle

Teoremi):

a > 0 olmak lzere f:[a, b] = R fonksiyonu

I. [a, b] araliginda stirekli,

ii. a € (0,1) icin «a diferansiyellenebilir,
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ii.  f(a) = f(b)
kosullarini saglasin. Bu taktirde f@(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.”

Ispat: f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve f(a) = f(b) oldugu icin bir ¢ € (a, b) yerel
ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasinin bir yerel minimum nokta

oldugunu kabul edelim. Boylece

1-a)_ 1-ay_
f(a)(c) — li%'lJr fc+ect=*)—f(c) — lim flctect=%)—f(c)
E

& -0 &
yazilabilir. Fakat, ilk limit negatif, ikinci limit ise pozitif degildir. O halde, f @(c) = 0 dur.

Teorem 3.1.3.4. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar I¢in Ortalama
Deger Teoremi): a > 0 olmak Ulzere f:[a,b] » R siirekli ve bazit a € (0,1) igin «a

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda

b) —
f(“)(c) :M
—pa — = ga
a a

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardwr.”

Ispat: k bir sabit say1 olmak iizere g:[a,b] =R , g(t) = f(t) +k§t“ fonksiyonunu
tanimlayalim. Bu fonksiyon da [a,b] araliginda siirekli ve her t € (a,b) icin «

diferansiyellenebilirdir. Simdi k sabiti g(a) = g(b) olacak sekilde segilirse f(a) + kéa“ =

F(b) + k%b“ olup

N OE(C)
1 1
_ba __aa
a a

28



yazilabilir. O halde g(t) = f(t) — f)-f(a) (1

lba_laa a
a a

t“) olur. Bu fonksiyon Rolle teoreminin butln

sartlarim1 saglar. Dolayisiyla (a,b) araliginda &yle bir ¢ sayist vardir ki g (c) = 0 dur.

Buradan

F@(c) _IM = 0= f@(c) = M
_ba__aa _ba__aa'
a a a a

elde edilir. Burada T, (it“) = 1 ozelligi kullanilmistir.

Tammm 3.1.3.2. “f:[a,) - R bir fonksiyon olsun. 0 < @ <1 icin f fonksiyonunun a

mertebeli sol uyumlu kesirli tlrevi

fE+et—a)'™)—f(@)

&

(T2)©) = lim

olarak tanmmlanir. Eger (a,b) arah@inda (TZ2f)(t) mevcutsa (T2f)(a) = tlim+ (TEHH(®)
-a

olur.”

Tamm 3.1.3.3. “f: (—o0,b] - R bir fonksiyon olsun. 0 < a <1 i¢in f fonksiyonunun «

mertebeli sag uyumlu kesirli tlirevi

ft+ed - —f(@)

&

GTH® = ~lim

olarak tanimlanir. Eger (a, b) araliginda ( br, f) (t) mevcutsa ( br, f) (b) = tlirgl_( bt f ) (3)

olur.”

Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise (TZf)(t) = (t —a)*"%f'(t) ve (BTF)(t) =
—(b — )% f'(¢) dir.
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Tamm 3.1.34. “a€ (n,n+1] ve B=a—n olsun. f:[a, o) > R fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu kesirli tiirevi
(TEN@) = (TEF™)()

olarak tanimlanir. Boylece a mertebeli sol uyumlu kesirli turevin var olabilmesi icin f

fonksiyonunun n kez tlrevlenebilir olmas1 gerekir.”

Benzer olarak a € (n,n+1] ve B =a—n olsun. f:(—oo,b] » R fonksiyonunun «

mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi
ETHE) = D)™ (FTF™)(@®)
olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.3.5. “0 < a < 1 olmak Uzere a mertebeli sol uyumlu kesirli integral

1) (8) = f F)da (@) = f (x — @)% f(x)dx

a

olarak tanimlanir. Benzer olarak 0 < @ < 1 olmak Uzere a mertebeden sag uyumlu kesirli

integral,

b b
(" YO = [ F@aeb.2) = [ 0=

olarak tanimlanir.”

Lemma 3.1.3.1. “f: [a, ) — R sirekli bir fonksiyon ve 0 < @ < 1 olsun. Bu takdirde bitiin

t > aicin
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T laf(8) = f(©)
olur. Sag durumda benzer olarak verilebilir.”

Lemma 3.1.3.2. “f:(—o0,b] = R sirekli bir fonksiyon ve 0 < a <1 olsun. Bu takdirde
bitin t < b igin

bTa bla f(t) = f(t)
olur.”

Tamm 3.1.3.6. “a € (n,n + 1] olsun. Bu takdirde f: [a, c0) — R fonksiyonunun a mertebeli

sol uyumlu kesirli integrali

UEH® = I (6 - @Vp1) = j (£ — )" (x — )P fx)dx

olarak tanimlanir.”

Eger a =n+ 1isebutakdirde f =a —n=n+1—n =1 olur. Boylece

Uz ) = Uz @) = —,f (t —x0)"f(x)dx

olur. Bu ise (a, t] araliginda n + 1 kez f fonksiyonunun tekrarli integralinin Cauchy formiilii

ile yazilimidir.

a > 0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin

1 t
UEN® = 75 f (t — 0% f(x)dx
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olarak tanimlandigi biliniyor. « =n+1, n=0,1,2...i¢in

Uz )@®) = JaH(t)
oldugu goriiliir.
Ornek 3.1.3.1. a,u > 0 icin

T'(w)

Fatm O

Ja((t—a)* " H®) =

oldugu bilinmektedir. Simdi (¢t — a)#~1 fonksiyonunun a € (n,n + 1] icin uyumlu kesirli

integralini bulalim. u, a + u —n — 1 > 0 olacak sekilde bir reel say1 olsun. Tanim 3.6 dan

(18( = " D) ®) = (I711((t = )**"))(@®)

yazilir. Ayrica Riemann-Liouville kesirli integralin 6zelliginden

(1511t = Q** D)) (0) = (Jie1 ((E = )T 2))(0)

esitligi de yazilabilir. Boylelikle

lMla+u—n—-1)

ot M) (t — a)a+u—1

(18t = " )®) = (i1 ((t = )*#2))(®) =

olur. Benzer sekilde bu tip fonksiyonlarin sag uyumlu kesirli integrali

_Tla+pu—-n-1)

(Pl (@ =0") @ = (Ynss (G = D)) () = = s b= D
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olarak bulunur. Buradan da anlasiliyor ki: Riemann-Liouville kesirli integrali ile uyumlu
kesirli integral bir polinom fonksiyonuna uygulandiginda bir sabit farkiyla ayni sonucu

verirler.

Teorem 3.1.3.5. “f:[a, ) — R bir fonksiyon ve 1 < a + u < 2 olacak sekilde 0 < a, u <1

olsun. Bu takdirde

t# 1 t [t
(Lh£)© = = 1N + 7 (e )O ~ f XTH2F () dx

olur.”

Ispat: Tanim 3.6 dan

t
(Iganf)(®) = (Ix“2f(0))(t) = j (t — x)x*#2dx
0

yazilir. Simdji, integral mertebelerinin yer degistirmesi yardimiyla ispati tamamlayalim:

(I1.f)(@®) = f:( Otlf(x)x“"ldx> tf_ldt1

= J:f(x)x“_l <Lttf_1dt1> dx

t [ X
—L f(x)x [M , dx
= %(Iaf) (t) + i [(Iawf)(t) —t fot xa+”_2f(x)dx].

Riemann-Liouville sol ve sag kesirli integral i¢in Q-operatoriiniin islevinin f:[a, b] = R,

Qf(t) =f(a+ b —t)icin

QJEf () = I, Qf (©)
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oldugu biliniyor.

Simdi, @ € (n,n + 1] icin uyumlu kesirli integral icin bu durum incelenirse

QIGF(t) = Qi1 (t = )* ™ f(0) = Pt (B =)™ fla+ b 1)) = °L, Qf (£)
oldugu goriiliir. Yani, Q-operatorii burada da ayni islevi goriir.

Lemma 3.1.3.3. “f:[a, o) — R bir fonksiyon, £ (t) siirekli ve @ € (n,n + 1] olsun. Bu
durumda, Vt > a igin

Telzf(@) = f(0)
olur.”

Ispat: Tanim 2.4 den

n

d ar
TEIZF() = Tf ( — Ié?f(if)) = 7§ <ﬁm1 (& a>ﬂ-1f<t))>

= T§ (11a ((t — a)ﬁ‘lf(t))) =TgIgf(®)

elde edilir. Boylece, Lemma 3.1 den sonug gorilir. Benzer olarak Lemma 3.2 de Lemma 3.4

deki gibi genellestirilebilir.

Lemma 3.1.3.4. “f: (—oo,b] = R bir fonksiyon, f™(t) siirekli ve & € (n,n + 1] olsun. Bu
durumda Vt < b igin

bTa bla f(t) = f(t)
olur.”
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Lemma 3.1.3.5. “f:[a,0) = R diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Bu

takdirde Vt > a igin
ITZf(@®) = f(@) - f(a)
olur.”

Ispat: Tamim 3.5 den
t
19TEf(6) = f (x — Q) ITEf (x)dx
a

yazilir. diferansiyellenebilir oldugundan

t

18T f(6) = j (x = @)% (x — @) f' () dx = £(8) — £(a)

a

sonucu elde edilir. Lemma 3.5 daha yiiksek mertebeler i¢cin asagidaki gibi genellestirebilir.

Lemma 3.1.3.6. “a € (n,n+ 1] ve f:[a,0) = R, (n+ 1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde Yt > a igin

T ) — a)k
BTef(e) = f(6) — Y LD

k=0

olur.”

Ispat: Tanim 3.4, Tanim 3.6 ve f fonksiyonunun (n + 1) kez diferansiyellenebilen bir

fonksiyon olmasindan asagidaki esitlikler yazilabilir:
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ITEF() = I (¢ = P TEFO©) = I (£ = @)P2(e — @) PO (0))

= I3 (F00)

Sonra kismi integrasyon uygulanarak ispat tamamlanir. Benzer olarak sag durum asagidaki

gibi verilebilir.

Lemma 3.1.3.7. “a € (n,n+ 1] ve f:(—oo,b] - R, (n+ 1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde vVt < b icin

VAL
k!

o (-1
Ly T O = (0~ Y D
k=0

olur.”
Teorem 3.1.3.6. “(Zincir Kural): a€(0,1] ve f,g:[a,0)=>R (sol) «a

diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsun. h(t) = f(g(t)) olmak tizere biitiin t # a ve g(t) #

0 icin h(t), (sol) a diferansiyellenebilirdir ve
(TER)(©) = (T (g(®). (TEg) (). g ()
seklindedir. Eger t = a ise
(TER(O) = lim (T2 (9(0))- (T£9) (D). g ("
olur.”

Ispat: Tanim 3.2 de u = t + e(t — a)'™* degisken degistirmesi yapilir ve g fonksiyonunun

siirekli oldugu kullanilirsa
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flgw) - f(g(®)) a
w-p Y

(T h)(t) = lim

o f0@) —£(g®) g —g(®)
u=t (g(u) - g(t)) u—t u—t

(t _ a)l—a

flgw) - flg®)

= oo (ga—g) IO 99O

= (TEN(g(®). (TE D). g™
olur.

Lemma 3.1.3.8. “f:[a, ) = R, iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 1 < a + u <

2 olacak sekilde 0 < a, f < 1 olsun. Bu durumda
(TSTEF)(®) = TS, pf (&) + (1 — B)(t — ) FTIf (L)
olur.”

Ispat: f, fonksiyonu iki kez tiirevlenebildigi i¢in
(TeT ) = T8 (£ — D' (®))

yazilabilir. Elde edilen bu esitlie uyumlu kesirli tiirevler i¢cin gecerli olan ¢arpim kurali

uygulanirsa
(TeTEF)(®) = A =Bt — a) Pt — ) f' (&) + (t — )" PTE(f' (D))

elde edilir. f fonksiyonu iki kez tiirevlenebildigi icin TZ(f'()) = (t —a)* P f"(t)

yazilabilir. Boylece

(TETEF)(®) = A= Bt = @)t — )" '(0) + (£ — )" @O (1)
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elde edilir. T2 (t) = (t — @)™ *f'(0) ve TZ, s f (1) = (t — a)>" @A f7(t) oldugundan

(TETEF) () = T&5f () + A = B)(t — @) PTEF (L)
ifadesi elde edilir.

Teorem 3.1.3.7. “fg, tiirevlenebilir olacak sekilde f, g:[a,b] = R iki fonksiyon olsun. Bu
takdirde

b b b
| rorg@daar = |2~ [ g@Ter@dete.a)

olur.”

Ispat: Lemma 3.5 den

’ b
[1etp@dta =rg|”

yazilabilir. Ayrica Teorem 3.2 (4) den

b
| r2r@9 + r@1890) datt0) = 3 |

yazilir. Buradan da

b b b
| rorzg@daar = |2~ [ g@rer@det.a)

oldugu gortiliir.

Lemma 3.1.3.9. “0 < a < 1 ve f, g: [a, b] = R iki fonksiyon olsun. Bu takdirde
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b b
f 19(F(0) g (D dalb, ¢) = f () "1, (9(0)da(t, @)

olur.”

Ispat: Tanim 3.5 den

b b t
f 19(£ () g(Oda(b,t) = f ( f (x—a)“‘lf(x)dx>g(t)(b—t)“‘ldt

elde edilir. Buradan da integrallerin mertebelerini degistirerek

b b
f 19(£(0)g(D)dalb, ¢) = f £ "1, (9(0)dalt, @)

a
oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.3.8. “f,g:[a,b] = R tirevlenebilen iki fonksiyon ve 0 < a <1 olsun. Bu

durumda

b b
[ 1e rO)9@dete@ = [ 10 %1 (90)dav,0 + fg]”

olur.”

Ispat: Lemma 3.7 den ve g fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasindan,

b
f 72 (£ () g(Oda(t, @)

b b
= J TE(F(©) °l, T, g(©)d,(t,a) + g(b) f T2 (f(©))dq(t, a)

a a
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yazilir. Simdi, Lemma 3.9 uygulanirsa,

b b
f TE(F(©)g(®)d,(t,a) = f BT (F(0) T, (9(®))do(t, ) + gIGTE(F (D)

a

elde edilir. Son olarak f tiirevlenebilir oldugu igin ISTE(f(0)) =f(t) —f(a) ve g
tiirevlenebilir oldugu i¢in °I, °T, g(t) = g(t) — g(b) olup bu ifadeler yerlerine yazilarak

ispat tamamlanir.

Tamm 3.1.3.7. “0 < a <1 ven€{1,2,3,..} olsun. Bu durumda n. mertebeden sol dizisel

uyumlu kesirli tiirev
WTLF(E) = TETE . TEf (D)

bi¢iminde tanimlanir. Burada T &, n kez tekrar etmektedir. Benzer sekilde n. mertebeden sag

dizisel uyumlu kesirli tirev
PTVF(E) = PTy PTy . PTy f(D)
seklindedir.”

Teorem 3.1.3.9. “f fonksiyonu bazi 0 < @ <1 igin bir t;, noktasi civarinda sonsuz bir

sekilde a diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonu

(12 F) " (t) (t = )%

f© = Z akk! '

k=0

to<t<t,+RY% R>0

k . .
bigiminde kesirsel kuvvet seri agilimina sahiptir. Burada (TofO f )( )(to) ifadesi k defa art arda

uyumlu kesirli tiirevin uygulanmasi manasidadir.”
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ispat: t, <t <ty+RY% R >0 olmak lizere f(t)=co + ci(t —to)% + co(t — ty)?% + -
olsun. Bu taktirde f(ty)=c, olur. f fonksiyonuna Tof" uygulanirsa t, noktasi igin

(1°F)(to)

(T:°f)(to)=ac, olur ve boylece ¢; ="

olur. Bu sekilde devam edilerek f

fonksiyonuna n defa T.° uygulamrsa(Tof"f)(n)(tO) = ¢, a(2a) ... (na) = c,a™n! olur ve

(Totco f)(n) (to)

bdylece c,, = EEew— olur. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.3.10. “(Uyumlu Kesirli Tiirevler Ii¢cin Genellestirilmis Ortalama Deger

Teoremi):

a > 0 olmak Uzere f ve g fonksiyonlar1 [a, b] arahiginda siirekli ve (a,b) araliinda «a
diferansiyellenebilir olsun. Ayrica, her t € (a, b) icin g (t) # 0 olsun. Bu taktirde (a, b)

araliginda

£ _ f(b) —f(a)
9@@) gb)—g(a)

olacak sekilde en az bir ¢ noktas1 vardir.”
Ispat: Ispaty, klasik tiirevde verilen ispat gibidir.

Teorem 3.1.3.11. “a > 0 olmak Uzere f:[a,b] » R surekli monoton artan bir fonksiyon
olsun. Eger a<c<b ve f'(c)#0 ise f~1 ters fonksiyonu d = f(c) noktasinda «a

diferansiyellenebilirdir ve

- a i 1-a 1
dir.”

Ispat: Uyumlu kesirli tiirevin tanimindan,
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fd+ed™) = f1(d)
&

FH@(@ =

yazilabilir. f~1(d + ed*~%) = t olarak almirsa f(t) = d + ed*~% ve d = f(c) oldugundan
f~1(d) = c olur. Dolayisiyla

NG Y7 T el
(fH¥(d) !al_r)%f(tzil__f(c)

yazilabilir. Buradan da

1
-1\(a) =d2lim—-—
G =N e o

t—c
(FHO@ =
f'(c)
elde edilir. Son olarak, f fonksiyonu c noktasinda tiirevlenebildigi igin

f@(e)=c"%f"(0)

yazilabilir. Buna gore

(FHO @) = (@) s

olacaktr.

Ornek 3.1.1. “et fonksiyonunun ters fonksiyonu igin 0 < a <1 olmak (lizere t=1

noktasindaki a mertebeli uyumlu kesirli tirevini bulunuz.”
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Cozim: et fonksiyonunun tersinin Int oldugu biliniyor. Once, Int fonksiyonunun «a
mertebeli uyumlu kesirli tiirevi bulunup verilen teoremdeki sonucla karsilagtirilacaktir.

Uyumlu kesirli tiirev tanimina gore

In(t + et'=%) — Int

T,(Int) = lim
&0

€
yazilabilir. Logaritmanin 6zelliginden
In(1+et™@
T, (int) = lim 22T
e-0 &

olur. et~® = k denirse € — 0 iken k — 0 olup

In(1+k)

— 4+ 13
T,(Int) =t ’lcl_r>r(1) .

= t~lim In(1 + k)V/k = t=«

elde edilir. Bulunan bu sonug, teoremle uyumludur. Ciinkl, ¢ =1 igin d = e dir. et

fonksiyonunun ¢ noktasi i¢in a mertebeli uyumlu kesirli tirevi
F@(c) = c1-%ec
seklindedir. Dolayisiyla
f@OM=e
olur. Biitiin bu yazilanlara gore
()@ () = 107 = o7
olacaktir.
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Teorem 3.1.3.12. “f:(0,0) = R, y = f(t) fonksiyonu bir x > 0 parametresi yardimiyla t =
h(x) ve y =k(x) olarak verilsin. h,k:(0,0) - R fonksiyonlar1 a diferansiyellenebilir

olmak Uzere,

To (k) (x)
T (R)(x)

T.(H)(@) =t~
olur.”

Ispat: t = h(x) ve y = k(x), a diferansiyellenebilir oldugundan

At = h(x + ex'7%) — h(x)

Ay = k(x + ex1™%) — k(x)

olarak yazilabilir. f fonksiyonunun a mertebeli uyumlu kesirli ttrevi

ft+et'™ ) —f()

&

To (f () = 1;_{%
oldugundan pay ve payda t1~% ile ¢arpilirsa

f+et'™ ) - f@)

gtl—a

Ta(H)(®) = t'~*lim
E—
olur. Son esitlik de

Ay
— 1= q;
T,(H() =t lim——

olarak yazilabilir. Ay ve At ifadelerinin degerleri yerine yazilarak devam edilirse,

o o—a i AY o 1—a s k(erex ) —k(x)
Ta(f)(t) =t £1£% At t lgl_r>% h(x+ex1—2)—n(x)
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k(x + ext™%) — k(x)
— tl-ay; &
=t lsl—r>r(1) h(x + ext—*) — h(x)
€

R (316
T () (O

elde edilir.

Ornek 3.2. y = 4x ve t = 2x olmak Uizere y = f(t) fonksiyonun a mertebeli uyumlu kesirli

tirevini bulunuz.

Cozim: Teorem 4.3 den

To()(x) _ 4x

— LNl A ztl—a
T, (t)(x) 2x1-a

T, (@) =t'¢

olur. Gergekten de eger parametre yok edilecek olursa fonksiyon y = 2t olarak bulunur.

Simdi, bu fonksiyon i¢in @ mertebeli uyumlu kesirli tiirev alinirsa
T,(H@®) =2t
oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.3.13. “F(t,y) = 0 bagintisiyla verilen kapali fonksiyonun a mertebeli uyumlu

kesirli tirevi
aTa(g)(t: y)
T,()(t) = —y @0
dy“®
olur.”
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Ispat: iki degiskenli fonksiyonlar igin zincir kurali formiilii kullanilarak

ade+ath_
dy dt otdt

yazilabilir. Fakat buradaki tiirev uyumlu kesirli tiirev oldugundan, uyumlu kesirli tiirevler i¢in
gecerli olan zincir kurali kullanilmalidir. Uyumlu kesirli tiirev i¢in zincir kurali hatirlanacak

olursa h(t) = f(g(t)) olmak iizere

(T, K)(®) = (T, £)(g®).(Tx 9)(©.g(O*?

seklindedir. Bu formiilden

aT, (F)
dy“*

_, . 0T, (F)
T,(y)y*? +W= 0

oldugu goriiliir. Buradan da T, (y) yalniz birakilirsa istenilen sonuca ulasilir.

Ornek 3.1.3. F(t,y) = t? + 3y2t — 8t + 4y — 1 kapal fonksiyonu igin T, (y) yi bulunuz.

Cozim:
OT(F)(.)
T £) = —yl-a___0t%
O ==y S ey
dy“
oldugundan

2627 — gl 4 ¢1-23y2
6y2 %t + 4yl-a

T.()() = —y'™*

yazilabilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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2627 — 8t + 17 *3y?
6yt + 4

Ta(y)(t) = -

olur. Bulunan bu sonug direkt islem yapilarak da goriilebilir:

t? +3y*t—8t+4y—-1=0
227 4+ 6y 20T, (). y* Lt + t17%3y? — 8t + 4T, (y) = 0

T,()(6yt +4) = —(2t*"* + t17%.3y? — 8t'™%)

olup,

(2t27* + ¢t17% 3y2 — 8t179)
(6yt +4)

Ta(y) = -

oldugu goriiliir.

3.1.4. Katugampola Kesirli Tiirev ve Integrali

Udita N. Katugampola tarafindan tanitilan bu yeni kesirli tlirev, klasik tiirevin limit formunun
genellestirilmis hali olarak karsimiza ¢ikar. Katugampola yaptig1 ¢aligmada bu tanimin ¢arpim
kuralini, bolim kuralini, kuvvet kuralini, sabit fonksiyonun tiirevinin sifir1 sagladigim
gostermistir. Ayrica calismada Katugampola kesir mertebeden diferansiyellenebilen

fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve ortalama deger teoremini ifade etmistir.

Katugampola ayrica Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integralini genellestirerek, tek

bir formda yeni bir kesirli integral tanim1 vermistir.

Tamm 3.1.4.1: f:(0,00) — R bir fonksiyon olsun. Bitin t>0 ve «a<(0,1) igin f

fonksiyonunun o mertebeden Katugampola kesirli tirevi,
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(3.9)

o« ()(0)=im f (te““g)— (1)

olarak tammlanir. Eger f fonksiyonu a>0 olmak iizere bazi (O,a) araliginda «

Katugampola diferansiyellenebilir ve limD *( f )(t)limiti varsa o zaman,
t—0"

D *(1)(0)=limD “()(1)

t—0
esitligi yazilir (Katugampola 2014).

Teorem 3.1.4.1: ¢ €(0,1] icin f,g, t>0 noktasinda o Katugampola diferansiyellenebilir

olsun. O halde

1. Hera,b € Rigin D “[af +bg]=aD “(f)+bD “(g)

2. HerneNiginD “(t"):nt”’“

3. Tum f(t)=C bicimindeki sabit fonksiyonlar i¢in D “(C)=0
4. D“(fg)="fD *(g)+gD “(f)

Y AR-EUSLEC

g 9’
f fonksiyonu g(t) de diferansiyellenebilirse D “( f «g)(t)=f'(g(t))D “g(t)

IS

7. f diferansiyellenebilirse D (f)(t)=t"" ((j:ift( )

dir (Katugampola 2014)

Ispat: 1. Her a, b € R igin

D “(af +bg)=1lim (af +bg)(te“’“)_(af +bg)(t)

-0 E
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af (te‘” ) +bg (te‘” ) —af (t)-bg (t)

=lim
) ma{ ftet”)-f (t)]erb[g(tef‘“ )g(t)]

—aD “(f)+bD “(g)
bulunur.

2. ae(0,1],n € N ve t>0 icin

D“(t“):limM

&—0 E
) engtfa
=t"lim
>0 E
22+ -2
_ ent
ent™™ + '
~t" lim 2!
&—0 ol
i ent™ +O(52)
=t'im-—=
&0 £
— ntn—a

elde edilir.

3. D “(f)(t)=lim )=t

Katugampola kesirli tirev taniminda f(t) =C € R

£—0 E
sabiti alinirsa
D “(C):Ilmc_C =0
£—0 E
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bulunur.

4. f,g fonksiyonlar1 t>0 da « Katugampola diferansiyellenebilir olsun.

D “(fg)(t)=lim f(le*")g(te")-F(Ha(t)

-0 ol

. (te" ot )~ (t)g(te" ")+ F (t)g(te™ ")~ f (t)g(t)

-0 <

£—0 < >0 E

- |i”{ Y g(te”” )L f(t)lim g(te*”) -9 (1

=D “(f)(t)limg(te" ")+ f (t)D “(g)(t)
=D “(F)(t)g(t)+F(t)D “(9)(t)

elde edilir. Burada g fonksiyonu t noktasinda siirekli oldugundan |ing g (tegra ) =g(t) dir.

5. t>0 icin
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_D “f(t)g(t)-D *g(t) f (1)
Iimg(te“w)g(t)

£—0

elde edilir. Burada g fonksiyonu t de siirekli oldugu i¢in Iingg(te‘“*a): g(t) dir.

6. u=g(t), a>0°da « Katugampola diferansiyellenebilir ve y=f(u), b=g(a)>0’da
diferansiyellenebilir olsun. >0 ve Ay= f(befb’a)— f(b) alnirsa, Au=eb" +0(&*)

olmak Uzere begbfa=b+gbl‘“+0(52)=b+Au olur. & —>0 iken Au—0 olan,

Ay =D 'f (b)Au +&Au esitligi elde edilir. Eger At yi t de bir artma miktar1 ve sirastyla Au
ve Ay ’yi de (ikisinin de birlikte 0’a esit olma ihtimali ) u vey nin denk artma miktarlar:
olarak alinirsa, Ay esitligini de kullanarak Au=D “g(a)At+52At yazilabilir. Burada

At —0 iken &, > 0 dir ve

AYZ[D l1:(b)+81]Au
=[D 1§ (b)+gl].[D “g(a)+gz]At

durumunda At —0 iken & — 0 veeg, > 0 dir. At=¢ alindiginda
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D “(fog)=lim2Y

>0 ¢

=1im[D *f (b)+¢, |[D “g(a)+s, |

At—0

=D 'f (b)D “g(a)=f'(g(a))D “g(a)

olur. Au esitligi, Ay esitligi formunda yazilamaz. Yazilabilmesi icin AU esitligine o

mertebeden Katugampola kesirli tiirev uygulanmalidir.

Limit yaklasimi ile sonug ispatlanacak olursa, g fonksiyonu a komsulugunda sabit olmayan
bir fonksiyon alnsmn. Bu durumda herhangi x,x, €(a—¢&,,a+&,) icin g(x)=g(x,) ve g

fonksiyonu a noktasinda siirekli fonksiyon olsun. Boéylece &£ >0 ve a >0 igin

D “(feg)(a)=Ilim f(g(aegaw ))‘ f(g(t))

-0 &

. f (g(aesa-a ))_ f (g(a)) g(aega—a )—g(a)

0 g (aega’a )— g(a) €

iim f (g(a)+gl)— f (g(a)) g(aegafa)—g(a)

: £—0 iken ¢, >0
-0 81 <

_lim f (g(a)+gl)— f (g(a))'"m g(aefa’“)_g(a)

&—0 & &0 &

=1'(g(a))D “g(a)
bulunur.

7. Tamim 2.4.1°de h=&t"™ (1+O(8)) doniisiimii yapilirsa,
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D“(f)ﬁ)=nmf(mdﬂ)_f(0

>0 E

i f(t+ret™+0(e?))-f (1)

-0 &

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

[¥]
1

b
=
w4
[

T T T T T 1 .
1 2 3 4 5 i! 1
X

|_ — 5]

f(x) =x (x)=2 |

(A) = 2.0 (B) = 1.0

Sekil 3.3 f (x) =x" kuvvet fonksiyonunun 1/2 merteben Katugampola kesirli tirevleri

Teorem 3.1.4.2 (« mertebeden Katugampola Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar

icin Rolle Teoremi): a>0 olmak tizere f: [a, b] = R fonksiyonu

i) [a,b] araliginda siirekli

ii) @ <(0,1) igin (a,b) arahiginda o mertebeden Katugampola kesirli diferansiyellenebilir,

iii) f(a)=f (b)
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kosullarmi saglasin. Bu taktide D “(f)(c)=0 olacak sekilde bir ce(a,b) vardir

(Katugampola 2014).

Ispat: f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve f (&)= f (b) oldugu i¢in bir c(a,b) yerel

ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasmin bir yerel minimum nokta

oldugunu kabul edelim. Boylece

D “f(c)=lim

£—0" Fad e—>0" ol

(3.10)

yazilabilir. O halde, D “( f )(c)=0dur.

Teorem 3.1.4.3 (« mertebeden Katugampola Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar

icin Ortalama Deger Teoremi): a>0 olmak (zere f:[a, b] — R siirekli ve baz1  €(0,1)

icin « mertebeden Katugampola kesirli diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda

D a<f><c>=% 1D

olacak sekilde bir ¢ €(a,b) vardir (Katugampola 2014).

ispat: g(x)=f (x)- f <a>—f1(bt?%f1(?(§f—§a“)

g fonksiyonu kesirli Rolle teoremi kosullarini saglar ve bu nedenle D “ ( f )(C) =0 olacak

sekilde bir ¢ e(a,b) vardir. Burada D “ (l x“j =1 6zelligi kullanilmistir.
a
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Tamm 3.14.2 : a €R, Re(a)>0 ve x>a>0 olmak uzere, f(x)fonksiyonunun sol

Hadamard kesirli integrali

1 f (x) ) j:(log fjalf (r)== (3.12)

olarak tanimlanir (Katugampola).

Tamm 3143 :a€RRe(a)>0, p>0, p€ ve x>a>0 olmak izere, f(x)

fonksiyonunun sol Erdelyi-Kober kesirli integrali,

-pla+n) | ppitp-l
(12, F)(x)= PX ‘ f(lf)df (3.13)
asipn I'(a) -2 (Xp_fp) @

bi¢iminde tanimlanir (Katugampola).

Tamm 3.1.44. : ¢ €R, Re(a)>0 ve x>a, p>0 icin feXP(ab) fonksiyonunun sol

Katugampola kesirli integrali,

o l-a oy pilf
(1 a+f)(x):1_p Ia(:p_TE;l)_adr (3.14)

bi¢iminde tanimlanir (Katugampola).

Tamm 3.1.45 : @ € R, Re(a)>0 ve x<b, p>0 icin feX/(ab) fonksiyonunun sag

Katugampola kesirli integrali,

«£\(x)— P o P (7) . |
(pl b*f)( ) F(O{)L (z_p_xp)lad (3.15)
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olarak tanimlanir (Katugampola).

Katugampola kesirli integrali operatorleri, Erdelyi-Kober kesirli integral operatorlerine esit
gorinmese de sadece p “ carpan farkiyla birbirlerine esitlenirler. Bunu da Osler’in

Erdelyi’nin ¢aligmasini genellestirerek belirttigi

(12, 1) == g'(r)f((r) dr (316)

kesirli integralinde g (x) = x” alinarak gériilebilir (Osler 1970)

Tamm 3.146. : a€R, Re(a)>0, n=[Re(a)|+l ve p>0 olmak zere,

0<a<x<b<w igin genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevi

(’”D:if)(x):(xlpdijn(pl T f)(x)D

X

pa—n+1 ( v d j” 3 z_pfl.': (Z') (317)
Eyrumpny R I —— 5l
I'(n-a) dx ) Ja (x* -2
pDaf | _ l—pi " pl n—af
( b )(X)_ X dx ( b- )(X)
pa—n+l ( - d jn b z.p 1f (T) (318)
= —X o J‘ a-n+l dT
F(n—a) dx X(Tp_xp)
biciminde ifade edilir (Katugampola 2014).
Lemma3.1.4.1: 0<a<lve f eXP(ab) olsun. a>0 ve p>0 igin,
("D L) F(x)=f(x) (3.19)

olur (Katugampola 2014).
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Sekil 3.4 p=04, 10,14 ve v=05,10,15,2.0 icin f(x)=x" kuvvet fonksiyonunun

genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevleri

(a) = 2.0 (B) o= 0.5
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Sekil 3.5 «=0.1,0509 ve v=05 10,15 igin f(x)=x" kuvvet fonksiyonunun

genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevleri

Sekil 3.4°de f (X) = X" fonksiyonunun farkli p ve v degerleri icin, Sekil 3.5’te ise farkli &

vev  degerleri i¢in genellestirilmis Katugampola kesirli tiirevlerinin  sonuglari
karsilastirilmistir. Sekil 1(c) ve 1(d) grafiklerinde v=0.5 ve v =15 durumlarma dikkat

edilecek olunursa, p ’nin degerleri, 1’in yakininda degistiginde fonksiyonun konkavhigi da

degisir. Burada kesirli tiirev, x ’in farkli degerleri i¢in sabit bir deger alir veya lineer olur.

3.1.5. Caputo-Fabrizio Kesirli Turev

Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda yeni bir kesirli mertebeden tiirev tanimlamislardir. Yeni
Caputo kesirli tiirevi diye de tanimlanan bu kesirli tiirevde, Riemann-Lioville ve Caputo gibi
kesirli tiirevlerinin ¢ekirdeginin tekillik durumlarini géz 6niinde bulundurarak, bu problemi

ortadan kaldirmak i¢in ¢ekirdegi eksponansiyel fonksiyon olarak belirtmislerdir.

Tanmm 3.1.5.1: f e H'(a,b) olmak iizere b>a , & €[0,1]i¢in Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi

DS (f(t))= (@) I‘ f’(x)exp[—a i_—x}dx (3.20)

olarak tanimlanir. Burada M (¢r) normallestirilmis bir fonksiyondur ve M (0) =M (1) =1"dir.

Eger fonksiyon H*(a,b) ‘ye ait degilse,

Dta(f(t))= al— L(f (t)-f (x))exp[—a;_—x}dx (3.21)

-
bi¢iminde tanimlanir (Caputo and Fabrizio 2015).

Tanmm 3.1.5.2.: O<a<1, t>0 olmak lzere f fonksiyonunun « mertebeden Caputo-

Fabrizio kesirli integrali,

2(1-a) ; 2 J-t

O @ O emam@

f(s)ds (3.22)

bi¢iminde tanimlanir (Losada and Nieto 2015).
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Tamm 3.1.53. O<a<1, t>0 olmak tzere f fonksiyonunun o« mertebeden Caputo-

Fabrizio genellestirilmis kesirli tiirevi,

Dy (f (1)) =—J' f (x)exp{ a;—x}dx (3.23)

[24

seklindedir (Losada and Nieto 2015).

3.1.6. Atangana- Baleanu Kesirli Turev

A. Atangana ve D. Balenau, Riemann-Lioville ve Caputo gibi kesirli tiirevlerin ¢ekirdeginin
tekillik durumunun, modelleme problemlerindeki eksikligi nedeniyle, yeni bir kesirli tlrev
tanimlamiglardir. Tanimladiklar1 kesirli tiirevde Mittag-Leffler fonksiyonundan yola ¢ikarak,

yeni bir kesirli operatér sunmuslardir.

Tamm 3.1.6.1.: @ € R, Re(«)>0 olmak iizere, bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

o0

lZ‘F ak +1)

(3.24)

bi¢iminde tanimlanir (Atangana and Baleanu 2016).

Atangana-Baleanu kesirli tiirev ve integral taniminda belirtilecek olan B(a) fonksiyonu,
Caputo-Fabrizio kesirli tiirev ve integral tamminda belirtilen M (&) normallestirilmis

fonksiyonu ile ayn1 6zelliklere sahiptir.

Tamm 3.1.6.2.: f eH'(a,b), b>a ve «€[0,1] olmak iizere Caputo anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli tlrevi
Y B a) t,, (t—X)a
bABC Dt (f (t))zgjb f (X) Ea l:—al—:ldx (325)

seklinde ifade edilir (Atangana and Baleanu 2016).

Tamm 3.1.6.3.: f e Hl(a,b), b>ave ae [0,1] olmak Uzere Riemann-Liouville anlaminda

Atangana-Baleanu kesirli tlrevi
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9% D (1 (1 ))=_)§I f(X)E, {—a (=) }dx (3.26)

seklindedir (Atangana and Baleanu 2016).

Tamm 3.1.6.4.: Atangana-Baleanu kesirli integrali ise

t

1 (1)) = =% f () = [ (y)(t—y) (3.27)

bicimindedir (Atangana and Baleanu 2016).

Tanimlanan kesirli integral « , 0 oldugu zaman normal fonksiyona, « , 1 oldugunda da klasik
integrale dontistir.

3.2. Hermite-Hadamard Esitsizligi

Literatirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen, analizin temel esitsizliklerinden

birisi olan bu esitsizlik 1893 yilinda ilk kez J. Hadamard tarafindan verildi.

Konveks terimine ilk olarak, 1881 yilinda Hermite’in Journal Mathesis dergisine ispatsiz
olarak yazdig1 asagidaki ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu mektup Mathesis 3’te su sekilde
basildi.

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (X) une fonction qui varie toujours dans le

meme sens de x =a,X=Db. On aura les relations

(b—a)f(aTerj<

ou bien

Ib f (x)dx<(b—a)M

a 2

(b—a)f (a%bj>‘[: f (x)dx > (b—a) f(a)+ f(b)

2

Suivant que la courbe y= f(X) tourne sa convexit'e o usa concavit’e vers l’'axe des

abcisses.”
Hermite’in yazdig1 bu esitsizliklerin,
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f(a+bj< f(a)+ f(b)

2 2

esitsizligi i¢in bir ara deger oldugu agikti. Hermite’in ¢aligmasinin yayinlanmasindan sonra,

1893 yilinda J. Hadamard konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini

f(a%bjsﬁ :f(x)dxsw

Verdi (Hadamard 1893).

M. Z. Sarikaya et al. Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren Hermite-Hadamard
integral esitsizligini Teorem 3.1.1°de, A. O. Akdemir et al. Uyumlu kesirli integraller iceren
Hermite-Hadamard integral esitsizligini Teorem 3.1.2°de, H. Chen ve U. N. Katugampola,
Katugampola kesirli integrallerini iceren Hermite-Hadamard integral esitsizligini ise Teorem

3.1.3’te vermiglerdir.

Teorem 3.2.1: 0<a<b olmak lizere f:[a,b] - R ve f el [a,b] olsun. Eger f, [a,b]

araliginda konveks fonksiyon ve « >0 ise, kesirli integraller igin,

f(a+bJ< F(a+1) [J;f (b)+\]k§jf (a)]sM

2 _2(b—a)“ 2

esitsizligi saglanir (Sarikaya vd. 2013).

Teorem 3.2.2: 0<a<b olmak iizere f:[a,b] = R ve f e L [a,b] olsun. Eger f fonksiyonu

[a,b] arahiginda konveks fonksiyon ve o >0 ise, uyumlu kesirli integraller icin,

f(a+bj< T Fe g (o) 6 (a)] < 2 FO)

2 ) 2(b-a)'T(a-n)-" 2

esitsizligi vardir (Set vd. 2017).

Teorem 3.2.3: a>0, p>0 ve 0<a<b olmak tzere f fonksiyonu f:[a?,b”]—> R Ve

feX? (a” ,b” ) olsun. Eger f , [a,b] araliginda konveks ise,
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a® +0") _ A T(@+D) o wt (o\s i o (ar <f(ap)+f(bp)
f( 2 j_z(bp_ap)a[pl a+f(b) Ib*f( )J_ 2

esitsizligi saglanir (Chen and Katugampola 2017).

Teorem 3.2.4. “f, g: [a, b] = R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 < a < b olmak lizere f, g, fg €
L[a, b] olsun. Eger f fonksiyonu konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu ise
s € [0,1] icin s —konveks ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin
1
(b-a)”

M (a,b)
n!

[12¢ (b)g (b)+ 1, T (a)g(a)]

< [B(n+s+2,a—n)+B(n+1,a—n+s+1)]

N(a,b)
n!

+ [B(n+2,a—n+s)+B(s+n+1,a—n+1)]

esitsizligi gegerlidir ve « € (n,n + 1], M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b),
N(a,b)f(a)g(b) + f(b)g(a) seklindedir” (Set vd. 2016).

Sonug 3.2.1. “Teoremin sartlar1 altinda f (x) =1 olarak secilirse,

1
(b—a)*

[2f(B)a®)+" 1, f (2)g(a)]

L 9@+ g)

| B(n+s+2,a—n)+B(n+1,a—n+s+1)]
nl

9@+

: B(n+2,a—n+s)+B(s+n+1,a—n+1)]
n!

esitsizligi elde edilir” (Set vd. 2016).

Teorem 3.2.5. “f, g:[a, b] = R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f,g,fg €
L[a, b] olsun. Eger f fonksiyonu s; —konveks ve g fonksiyonu s, —konveks ise (s;,s, €
[0,1]), bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin

1
(b—a)*

12 (0)g(0)+" 1, f ()9 ()]

S%M(a,b)[B(sl+sz+n+1,a—n)+B(n+l,sl+sz+a—n)]
n!
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+1|N(a,b)[B(n+sl+1,a—n+52)+ B(n+s,+1,a—n+s,)}
n!

esitsizligi gegerlidir ve a € (nn+1]j, M(a,b) = f(a)g(a)+ f(b)g(b),
N(a,b)f(a)g(b) + f(b)g(a) seklindedir” (Set vd. 2016).

Teorem 3.2.6. “f, g:[a,b] = R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f,g,fg €
L[a, b] olsun. Eger f fonksiyonu konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu ise
s € [0,1] igcin s —konveks ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller icin

2°B(n+1, a - n)f(a;b)g(%rb)

F(n +1)

oo _[12f (b)a(b)+" 1, f (a)g(a)]

+%M(a,b)[B(n+2,a—n+s)+B(s+n+1,a—n+1)]

+%N(a,b)[B(n+1,a—n+s+1)+B(n+s+2,a—n)]

esitsizligi gecerlidir ve a € (mn+1], M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b),
N(a,b)f(a)g(b) + f(b)g(a) seklindedir” (Set vd. 2016a).

Teorem 3.2.7. “f:[a,b] = R fonksiyonu verilsin ve 0 < a < b olmak Uzere f € L[a, b]
olsun. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli
integraller icin

(a+b>< I'a+1)

B | L@+
2 2(b —a)eT'(a — 2

Slar® + "lf@] <

esitsizligi gegerlidir ve a € (n,n + 1] dir” (Set vd. 2016b).

Lemma 3.2.1. f:[a,b] > R a < b olmak lizere (a,b) acik arahginmn alt kiimesi olan I
Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon x € [a,b] ve a € [n,n + 1) olsun. f’ € L[a, b]
olmak Uzere

x +

(x —a)*tt UlBt(n+1,a—n)f,<1+t 1—ta)

n!'(b—a) 2 2 2
'Bi((n+1l,a—-n)  (1—t 1+t
—fo > f( > X+ > a>dtl
(b—x)*[(*B(n+1la—n)  (1+¢t 1—t
" -a U 2 f( 2 T b)dt
+let(n+ 1,a—n)f,<1—tx+1+tb>dtl
. 2 2 2
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_ Fla—n)(x—a)*[f(x) + f(a)] 2% [blaf (x—;—_a) e (x + a)]

Ta+1) (b—a) b-a 2

Fla—n)(b—x)*[f(x) + f(b)] 2% [Igf (x + b) £ OLf (x + b>]

ra+1) (b—a) b-a 2 2

esitligi gecerlidir (Yalgin 2016).

3.3. Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi

1906 yilinda Fejer, trigonometrik polinomlar1 c¢alisirken Hermite’in - sonuglarinin

genellestirilmesi olan, literatiirde Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi olarak bilinen

25

esitsizligini elde etmistir (Fejer 1906).

a

IIGEE N (X)g(x)dxﬁwﬁgmdx

I. Iscan, Riemann-Liouville kesirli integral yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard-Fejer esitsizligini Teorem 3.2.1°de, H. Chen ve U. N. Katugampola, Katugampola
kesirli integral yardimiyla konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini

Teorem 3.2.2°de vermislerdir.

Teorem 3.3.1: f:[a, b] - R konveks fonksiyon, a<b ve f eL[a,b] olsun. Eger g:[a, b] -

R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve aTer’ ye gore simetrik ise >0 olmak

uzere kesirli integraller igin

(222 o ey 9z aa)]< [z (1a)(0)+3; (19)(a)]

esitsizligi gecerlidir (Iscan 2015).

Teorem 3.3.2: f:[a, b] - R konveks fonksiyon, a<b ve f eL[a,b] olsun. Eger g:[a, b] -

R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve « >0, p >0 olmak (izere kesirli integraller

icin
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F(a—Zb)h Z9(0)+1 9(a)] <[ 1 (gF)(b)+ 1 (9F)(a)]

sw[ﬂ 2g(b)+" b‘,’g(a)]
esitsizligi vardir. Burada F, F(x)= f (x)+ f (a+b—x) olarak tanimlanan ayrica,
i) (a+b)/2 ye gore simetrik,

i) F(a)=F(b)=f(a)+ f(b),

m)F(E§Ej=2f(E§E}

sartlarii saglayan konveks bir fonksiyondur (Chen and Katugampola 2017).

3.4. Ostrowski Esitsizligi

1938 yilinda matematik¢i A. M. Ostrowski, f:[a,b] = R fonksiyonu (a,b) araliginda

diferansiyellenebilen fonksiyon igin, f':(a,b)—0 ve||f’| = sup
te(a,b)

fr(t )‘ <400 kosullarim

saglayan Ostrowski esitsizligini

(X_a+b)2
1 2 ,
so-a) 2ol 2 L ey

‘f(x)—b— f (u)du (b—a)z

0

belirtmistir (Ostrowski 1938).

Ostrowski esitsizliginin diger bir sonucu olarak da bu esitsizlik, literatiirde || f ’||w < M alinarak

[X_a+b]2
<(b-a) %4——2 M

(b-a)

seklinde de belirtilir (Ostrowski 1938).
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1995 yilinda G. A. Anastassiou (3.9) esitsizligini genellestirerek yiliksek mertebeden tiirevli

fonksiyonlar i¢in yeni bir Ostrowski esitsizligi

‘f (02 [! f (u)

M(0Y=0. K=1..n
L1 {(X_a)mz+(b_x)n+z]Hf(M) (f(0)=0, k=1,...n)
(n+2)! (b-a)

o0

sunmustur (Anastassiou 1995).

G. A. Anastassiou Teorem 3.3.1’de Caputo kesirli tiirevini i¢ceren Ostrowski esitsizligini, A.
O. Akdemir et al. Teorem 3.3.2’de Uyumlu kesirli integralleri iceren Ostrowski esitsizligini

elde etmislerdir.

Teorem 3.4.1: f € AC"([a,b]), m=[a] ve % (b)=0, k=1..,m-1 olmak iizere

(b-a)"

F(a+2)HCD§_f‘wy[ayb], if °D feL,([ab]), a>0,

(b—a)‘H . _ .

I'(a+1) HCDb_fHLl([a,b])’ it “Dy f e Lw([a'b])’ azl,

< (b )0:—1+l
—a p . .,
: 1 |°Dg L(an) if D¢ f el ([ab]), p.g>1,
(@) pla-y+1r a2 ]

£+£:l, a >l—l
P q p

esitsizligi vardir (Anastassiou 2011).

Teorem 3.4.2: a<b olmak izere f:[a,b]—>R fonksiyonu (a,b)araliginda

diferansiyellenebilir ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'| konveks fonksiyon, f’(x)‘SM,

x e[a,b] ve a €[n,n+1) olmak tizere kesirli integraller icin
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F(a=n)[(x-a)" +(b-x)"] L

I'(a+1)(b-a) f(x)_a[xlaf(a)+|2f(b)]

MF(a—n+1)

< F(a+2)(b_a) |:(X_a)a+l+(b_x)a+l:|

esitsizligi saglanir (Set vd. 2016).

3.5. Griiss Esitsizligi

Griiss 1935°te iki fonksiyonun g¢arpiminin integrali ile bu fonksiyonlarin integrallerinin

carpiminin farkinin mutlak degerinin sinirin1 veren bir esitsizlik elde etmistir ve bu esitsizligi

su sekilde belirtmistir. f ve ¢ [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ve

m<f(x)<M, n<g(x)<N, mM,n,Nel] olsun. O zaman

_a _a a

‘lea : f (x)g(x)dx—[bijl: f (x)dxj(bL bg(x)dxj
1

SZ(M -m)(N—n)

esitsizligi vardir (Mitrinovi¢ 1970).

Z. Dahmani et al. Riemann-Liouville kesirli integralini igeren Griiss esitsizligini Teorem
3.4.1°de ve J. Sousa et al., Katugampola kesirli integralini i¢ceren Griiss esitsizligini Teorem

3.4.2’de vermislerdir.

Teorem 3.5.1: fve @, [O, oo) araliginda integrallenebilen, m< f (X) <M ve p<g (X) <P

kosullarini saglayan iki fonksiyon olsun.m, M, p, P € R ve her t >0, >0 icin,

ta

S(mﬁ“‘m“”)

t(l
I'(a+1)

Jofg(t)-J“f (t)I“g(t)

esitsizligi elde edilir (Dahmani vd. 2010).

67



Teorem 3.5.2: fve g, [O, oo) araliginda integrallenebilen, m< f (X) <M ve p<g (X) <P
kosullarimi saglayan iki fonksiyon olsun. m,M,p,P € R ve Xe[O, oo) olmak Uzere, B,k €

R,x>0,a>0,p>0 ve >0 icin

‘Af,f (0[,77) 1 ﬂﬁﬁ fg (X) = fﬁrv«ﬂ f (X) i nz?r’,(ﬁ’g (X)‘

<(A2Z (am) (M =m)(P~p)
esitsizligi saglanir. Burada

LH') By rrelna)

Ap,ﬁ ' —
e (a 77) F(n+a+1)

seklindedir (Vanterler vd. 2017).

4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. m —Konveks Fonksiyonlar icin Elde Edilen Uyumlu Kesirli integral iceren
Esitsizlikler
Teorem 4.1.1. f:[a,b] > R a < b olmak lizere (a,b) acik araligmin alt kiimesi olan I’

uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'| fonksiyonu [a,b] araliginda m-

konveks fonksiyon ve |f'| < K ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin
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Fra—n)(x—a)*[f(x) + f(a)] bZ“ [Iaf< ! )+b1af<x+a)]

lNa+1) (b—a) 2
IF'a—n)(b—x)*[f(x)+ f(b)] 2¢ x+b ae(XTD
ra+ D ®-a b 2| () e (55 ﬂ‘

A+m)(a—n+1)

- 2(b—a)l(a+1) [(x — a)®* + (b — x)%*1]

esitsizligi a € (n,n+ 1]vem € (0,1] icin gecerlidir. Burada I'(x) Euler gamma
fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve integraller i¢in mutlak deger dzelliginden

e e SN2 (7)o ()
eSO 2oy (50 ()

ot 0o, 1o

'B(n+l,a—n)|  (1—-t 1+t
+f f( > e a>|dt
0

2 2

O s e 12, 1

2
IB(n+1,a—n) 1—t 1+t
+f f(z X+ bﬂﬂ
0

2 2

elde edilir. |f'| fonksiyonu, [a, b] araliginda m-konveks oldugundan

e RSy 1) o)
e O (13 ()

<(x—a)0‘+1 U‘ B(n+1a n)<1+
“nl(b—a)

+f0 Bt(n+;a n)<1— 0l + m—lf (_)DI

F G+ me (o) e

L T 0l +m—\f (—)|)

# [ S (e m )|

(b—x)“““ B.(n+1, a—n)(1+
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esitsizligi elde edilir. Burada gerekli integral islemleri yapilirsa,

A+mx—-a)* ' Tra—n+1) 1+m)(b—x)*"'T(a—n+1)
2bb—a)l(a+1) 2(b—a)l(a+1)

Burada

1 1
f Bi(n+1,a —n)dt =f 1B;(n+1,a —n)dt
0

0

1
B,(n + 1,a—n)t|g—f (1 — £ dt
0

=Bn+1l,a—n)—Bn+2,a—n)

_F(n+1)F(a—n) 'n+2)'(a—n)
T T(a+1)  T(a+2)

_nll'(@a—n) m+D!'(a—n)
T I(a+1)  (a+Dr(a+2)

_nl@a—n+1)
- TI'(a+2)

Bdylece Euler Gamma fonksiyonu formilinden I'(n+ 1) =nl'(n) (n > 0) olup ispat
tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f:[a,b] = R a < b olmak lizere (a,b) acik arahginin alt kiimesi olan I’
uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|? fonksiyonu [a, b] araliginda konveks

fonksiyon ve g > 1 ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller i¢in

Fa—n)x—a)*[f(x)+ f(a)] 2¢ [Igf (x + a) L oL (x + a>]

r'a+1) (b—a) b—a 2 2
F'a—n)(b—x)*[f(x)+ f(b)] 2¢ x+b ae(XTD
r(a+1) (b—a) _b—a[bl“f( 2 )“"‘f( 2 )”
(x_a)a+1 1 % 1 1
Sm(L Bt(n+ 1,a—n)pdt> ((11)q+([2)q>
1 1 1
b — x)*t p 1 1
+%<L B,(n+1,a— n)pdt> ((13)q + (14)«1)

esitsizligi %+ % =1,a € [n,n+ 1) vem € (0,1] icin gecerlidir.

Ispat: Lemma 4.1.1°de integraller i¢in mutlak deger dzelligi ve Holder esitsizligi kullanilirsa
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o SO SOy (7)1 ()
LT O SO 2oy (<11)y (11

- (x — a)**? [let(n+ 1,a—n)|f,(1+tx+1—ta)

" nlb-a) |J) 2
+113t(n+1,a—n) ,(1—t +1+t >|dt
. 2 gt
(b — x)**?! 1Bt(n+1,a—n) 1+t 1—t
ool | ( vt —b)|
Bn+1,a— n) 1 t
o )
0 2

1 1
L/B.(n+1,a—n)\  \P[* 1+t 1-t \|? \d4
< f dt f f’( x+ a>| dt
. 2 . 2 2
1 1
,<1—t +1+t )|th5
g xt—a

([ =) ) (]

1 1
1+t 1—t \[? \¢
f’( X+ b>| dt

([ o) ) ([ (a3
1 1
+<JO <B(n+;a n)) dt) <j01f,(1;tx+1-2|-tb)|th>q

Her x € [a, b] igin,

I1=L1f

,<1+t +1—t)|th<J11+t|, 9+ 1—t|,a|th
S Xt ——a _Ozf(x)mzf(m)

Bl +mr )
B 4

_ FORNT: Nk
Iz=f01 f,<12t l-zi—ta)th=|f(x)| +im|f(m)|

q

b
1 _ 3|f' q I
12=f f,<1+t 1 tb)thz If" () +4mf(m)

b
"GN+ 3m|f' (=
1+tb)|th=|f €3] 4mf(m)




Ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3. f:[a,b] » R, 0 < a < b olmak iizere (a,b) agik arahiginim alt kiimesi olan I’
Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € Li[a,b] olsun. f fonksiyonu [a,b]

araliginda m-konveks fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin;

b
a+b I(a+1) . o a f(a)-l_f((ﬁ))
(7)< 26— 0T (@ —n) [’“f(b) tm e f (%)l < 2

esitsizligi « € [n,n + 1) icin gegerlidir.

Ispat: x,y € [a, b] olmak lizere f fonksiyonu [a, b] aralizinda m-konveks olsun. Bu
durumda

Y
f(x-é—y) Sf(x)-l_;nf(m)

ifadesi yazilir. Burada x = ta + (1 —t)b,y = (1 — t)a + tb olarak alinirsa,

f<a+b>Sf(ta+(1—t)b)+mf<(1—t++tb>

2 2

1

n!

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi —t™(1 — t)*~"1 ile carpilarak ve [0,1] lizerinden t ye

gore integrali alinirsa

1

Zif (a ; b)f t"(1—t)* " 14t

n!
0

< %J t"(1—0)* ™1 f(ta+ (1 —t)b)dt
0

1
m . g [ —Da+th
+Eoft<1—t) f<—m )dt

1 b
= G ) + mf =)

bulunur ve burada fol t"1—-t)* " 1dt=B(n+1,a—n) = % oldugu

kullanilmistir. Esitsizligin sol tarafi ispat edilmis olup sag tarafin ispati i¢in, fonksiyonun
m —konveks olusu kullanilirsa,

b
m

fta+ (A —-1t)b) < tf(a)+m(1—t)f< )
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b
f((1=t)a+th) < (1 - )f(a) + mtf (E)

esitsizlikleri yazilir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanip elde edilen yeni esitsizligin her iKi
tarafi % t"(1 —t)* ™1 ile garpilarak ve [0,1] Uzerinden t ye gore integrali alinirsa,

€ ja)a’af(b”mm’“f(a) II:EZ-I_-S[]C( )+f( )]

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.14. f:[a,b] » R a < b olmak lizere (a,b) acik araligmin alt kiimesi olan I’
uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'| fonksiyonu [a,b] araliginda m-

konveks fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin

e oy Teeal (5 ()
e 01 ) (33

-0 [0+ @) e (1 () + ()

m

+ (b — %)+ [a (f@) + £ (b)) +mF, (f (%) +f (£)>]

m
esitsizligi @ € (n,n + 1] ve m € (0,1] igin gecerlidir. Burada
3 1
F; =EB(n+ l,a—n)—B(n+2,a—n) —EB(n+ 3,a —n)
ve

1 1
Fz=§B(n+1,a—n)—B(n+1,a—n—1)—EB(n+3,a—n)

seklinde tanimlidir.

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden

o S S 012y (2) ()
e 01 ) (3
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dt

= (b—a) 2 X+
'Bi((n+ 1, a—n)| _ (1—t 1+t
+] ‘f( 5 x+ a)‘dt
0

<(x—a)"“r1 UlBt(n+1,a—n) f,<1+t 1—ta>

2 2

o e (e

+let(n+1,a—n) ,<1—t +1+tb)|dt
. 2 izt

elde edilir. |f'| fonksiyonu, [a, b] araliginda m-konveks oldugundan

‘I"(a -~ - [f() +f(@)] b2“ [Igf (x ; a) oL (x + a>]

r(a+1) (b -a) i
+F(a;(z)ib1; x)“ [f(gtgb)]_bza [ af(x+b) Iaf<x+b>]|

<(x—a)0‘+1 U B(n+1a n)<1+

<= PG+ me— | () e

+f0 Bt(n+; a—n) (1— o0l + m—|f (_)Dl

(b — x)ett B.(n+1l,a—n)/1+t
+n!(b—a) [f 2 (

o [ D ol m )

£l +me || )at

esitsizligi elde edilir. Burada gerekli integral islemleri yapilirsa istenen esitsizlik elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, integraller icin gegerli olan yontemler uyumlu kesirli integrallerin analizine uygun
olarak uyumlu kesirli integraller icin de yazilmis ve konveks fonksiyon tirleri icin yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra bazi lemmalar kullanilarak Hermite-Hadamard tipli
yeni integral esitsizlikler ispat edilmistir. Elde edilen sonuglar « =n+1 ve m =1 6zel
secimi ile Riemann-Liouville integralleri ihtiva eden ¢esitli sonuglara indirgenir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, konveks fonksiyonlarin ¢esitli siiflar1 i¢in farkli tiirden
kesirli integral operatdrleri iceren yeni esitsizlikler elde edebilirler.
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