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Damsman: Prof. Dr. Nilgin SONMEZ

Bu tez calismasinin amaci M- metrik geometrisinde diizlem lineer yap1 olarak hemen
hemen Oklid diizlemi ile aymdir. Fakat uzaklik fonksiyonu farklidir.

Calismamiz alt1 boliimden olugmakta olup, ilk boliimii girise ayrilmastir.

Ikinci boliimde tezde yer alan konularin tarihsel gelisimini inceleyen literatiir bilgilerine
yer verilmistir.

Uciincii boliimde ¢alismamiza yardimei olacak temel tamimlara ve teoremlere yer
verilmistir.

Dordiincu boluimde ds. metrigindeki uzaklik kavramlariyla ilgili tanimlar ve teoremler
belirtilmistir.

Besinci boliimde Oklid diizlemindeki bazi iiggenlerle ilgili formiillerin 72 diizlemindeki
karsiliklar1 incelenmistir.

Altinct bolimde tezde elde edilen sonuglar ve tartismalar kisaca Ozetlenmis ve
sunulmustur.

2024, x + 110 sayfa
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TRIANGLES IN M- METRIC GEOMETRY

Oznur YONTEM
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Supervisor: Prof. Nilgiin SONMEZ

The aim of this thesis is that the plane in M-metric geometry is almost the same as the
Euclidean plane in terms of linear structure. But the distance function is different.

Our study consists of six chapters, the first part of which is devoted to the introduction.

In the second chapter, literature information examining the historical development of the
topics in the thesis is included.

In the third section, basic definitions and theorems that will help us with our work are
given.

In the fourth chapter, definitions and theorems regarding the distance concepts in the dm
metric were stated.

In the fifth chapter, the equivalents of the formulas related to some triangles in the
Euclidean plane in the 72 plane were examined.

In the sixth chapter, the results and discussions obtained in the thesis are briefly
summarized and presented.

2024, x + 110 pages
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1. GIRIS

Oklid’in yasami1 konusunda hemen hemen higbir sey bilinmiyordu. Oklid, gelmis gegmis
matematikciler icerisinde adi geometri ile en c¢ok oOzdeslestirilen kisidir. Geometri
diinyasinda kapladig1 bu segkin yeri kendisinin biiyiik bir matematik¢i olmasindan ¢ok,
geometrinin baslangicindan kendi zamanina kadar bilinen bitin bilgileri ismi ile
“Elements (Elemanlar)” adii tasiyan kitabinda toplamasiyla elde etmistir. Bu yapit
binlerce yil geometri derslerinde kaynak olarak kullanildi ve giinlimiizde hala

kullanilmaya devam etmektedir.

Elemanlar da nokta, ¢izgi, yiizey ve cisim gibi geometrik kavramlar tanimlandiktan sonra,
aksiyomlara gecilmistir. Once bazi tanmimlar, ardindan aksiyomlar ve postulatlar verilerek

teoremler bunlara dayali olarak ispatlanmaistir.
Aksiyom; dogrulugu agik olan énermedir. Oklid’ in aksiyomlars:

Ayni seye esit olan seyler birbirlerine esittir.
Esit miktarlara esit miktarlar eklenirse, esitlik bozulmaz.
Esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikarilirsa, esitlik bozulmaz.

Birbirine ¢akisan seyler birbirine esittir.

o B~ D

Butlin parcadan blyuktar.
Aksiyomlardan sonra postulatlara geg¢ilmistir.
Postulat; ispat edilmeksizin dogru oldugu kabul edilen 6nermedir. Oklid’ in postulatlart:

Iki nokta arasim birlestiren en kisa yol bir dogrudur.
Bir dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.
Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri bir gemberdir.

Biitiin dik agilar birbirine esittir.

o ~ w0 DN

Iki dogru bir iiciincii dogru tarafindan kesilirse, igte meydana gelen agilarin

toplaminin iki dik agidan kii¢iik oldugu yonde bu iki dogru kesisir (Ttrk 2010).



Oklid’ in “Elemanlar” adli eserinde ele aldig1 diizlem geometrisinde baska bir deyisle
Oklid geometrisinde diizlemde bulunan koordinatlari A(x1, y1) ve B(xz, y2) olan

noktalarin arasindaki uzaklik

de (A, B) = /(%1 — x2)2 + (¥4 — ¥2)?

seklinde tanimlanmustir. Bu uzaklik tizerinde tanimlandig: diizlemle bir metrik geometrisi

olusturmaktadir. Bu uzakliga aym zamanda Oklid uzaklig1 da denilmektedir.

Ancak bunun disinda farkli uzaklik fonksiyonlar1 kullanilarak olusan metrik geometriler
de s6z konusudur. Farkli uzakliklardan bazilar1 sunlardir: (Krause 1975, Turan 2004,
Senlin, Donghai, Alonso 2005, Salihova 2006, Simsek 2013)

dr (A.B) =l(x1 — x2)| + |(y1 —y2)|
dm (A,B) = max {|(x1 — x2)|, [(y1 —y2)[}
ds (A,B) = min {|(x1 — x2)|, [(y1 —y2)[}

de (A,B) = max {|(x1 — x2)| + (VZ = 1). [(y1 —¥2)|, 1 —y2)I+ (V2 = 1). (1 — x2)[}

d3(AB) =3 (1 —x)3 + (v, — ¥2)3

\/(x1 —x3)2+ (1 — ¥2)% (x1—x3).(y1—y2) = Oise

max{|x; — x|, |y1 — ¥21} , (x1—x3).(y1—y2) < Oise



2. LITERATUR BILGILERI

Metrik ve metrik geometrinin temel yapis1 uzaklik fonksiyonu (Martin 1998) referansinda
verilmistir. Oklid uzaklig1 ile maksimum uzaklik arasindaki iliski de gosterilmistir. Bu

iliski kullanilarak ds uzaklik fonksiyonu ve bu fonksiyonun metrikligi belirtildi.

dm uzaklik fonksiyonu (Senlin, Donhai, Alonso 2005, Simsek 2013) referanslarinda
verilmistir. dm metrigine gore bir noktanin bir dogruya uzaklhigi (Simsek 2013)

referansinda verilmistir.

Bu incelemeler sonucunda (Kaya 2005, Ozcan, Kaya 2002, Ozcan, Kaya 2003, Colakoglu
2005) referanslar dikkate alinarak Oklid diizlemindeki Thales Bagintilar1, Kenarortay
Teoremi, I¢ Aciortay Teoremi, Dis Agiortay Teoremi, Oklid Bagintilari, Pisagor Teoremi,
Stewart Teoremi, Menelaus Teoremi ve Ceva Teoremi’ nin m diizlemindeki benzerleri

incelenmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Metrik Kavrami ve Metrik Geometri ile Ilgili Tanimlar

Tamim 3.1.1 : Elemanlar1 noktalar olarak tanimlanan bir P kiimesi, P nin dogrular olarak
tanimlanan bazi alt kiimelerinin toplulugu L, I da nokta ve dogrular arasinda {izerinde
olma (incidence) bagintis1 olmak iizere (P, L, I) sistemi asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa

bu sistem bir soyut geometri olarak adlandirilir.
1) Her A, B € P igin A € / ve B € / olacak sekilde en az bir /€ L dogrusu vardir.
i1) Her dogru en az iki noktay1 kapsar.

( P, L, I) soyut geometrisi S= (P, L, I) seklinde gosterilir (Simsek 2013).

Tanmm 3.1.2: S=(P, L, I) soyut geometrisi asagidaki sartlar1 sagliyorsa incidence

geometridir, denir.
i) L de farkli iki noktayi iizerinde bulunduran bir tek dogru vardir.
ii) Dogrudas olmayan ii¢ A, B, C € P noktas1 vardir (Simsek 2013).

Tamim 3.1.3: Bir d : PXP — R fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa bir metriktir,

denir.
Mi: Her A,B€P igind(A,B)>0ved(A,B)=0 = A=B
Mz: Her A, B € Picin d(A, B) =d(B, A)
Ma: Her A, B, C € P icin d(A, B) < d(A, C) + d(C, B) (Simsek 2013)

Tamm 3.1.4: S = (P, L, I) incidence geometrisinin bir dogrusu / olsun. d, S Uzerindeki
uzaklik fonksiyonu olmak iizere asagidaki sartlar saglaniyorsa f: / — R fonksiyonu /igin

bir cetveldir, denir.
i) f fonksiyonu bire-bir ve 6rtendir.

il) / lizerindeki her P, Q nokta cifti i¢in



| £(P) = £A(Q)] =d(P, Q)
dir. Bu denkleme cetvel denklemi denir (Simsek 2013).

Tammm 3.1.5: (P, L, 1) incidence geometrisi d uzaklik fonksiyonu ile beraber her / € L

i¢in bir cetvele sahip ise cetvel postulatini sagliyor, denir. Bu durumda M = (P, L, I, d) ye

bir metrik geometri denir (Salihova 2006, Simsek 2013).



4. UZAKLIK FONKSiYONU

4.1 dm Uzakhk Fonksiyonu

Bu bolimde (Martin 1998, Salihova 2006, Simsek 2013) kaynaklarindan yararlanilarak
Oklid ve maksimum uzakliklarmim tanimi yapilmis ve Oklid ile maksimum uzaklik
arasindaki iliski incelenmistir. Sonrasinda d» uzaklik fonksiyonunun tanimi yapilip,

bu fonksiyon geometrik olarak yorumlanmistir.

Tanm 4.1.1: de: R%x R2— R, A€ R? B € R?ve A(x1, y1), B(xz, y2) olmak iizere,

de (A, B) = /(%1 — x2)% + (¥4 — ¥2)?

seklinde tanimli de uzaklik fonksiyonuna Oklid uzakhk fonksiyonu denir ve bu

fonksiyon bir metrik belirtir.
Tamm 4.1.2: dv: R?xR2—> R, A€ R?,B € R?ve A(x1, y1), B(xz, y2) olmak lizere,
dv(A, B) = max{|(x1 — x2)|, [(y1 —y2)[}

seklinde tanimli dv uzaklik fonksiyonuna maksimum uzaklik fonksiyonu denir ve bu

fonksiyon bir metrik belirtir.

Teorem 4.1.1 : |, analitik dizlemde A =(x1, y1) ve B = (x2, y2) noktalarindan gegen bir

dogru olsun.(x; — x,)(y; — y2) < 0 iken | nin egimi m ise
dy (A, B) =0 (m) dg (A, B),

G(m)—{ 1/v1+m? , |m|<1 ise
Im|/V1+m? , |m|=>1 ise

dir.

Ispat: Eger |, x- eksenine paralel ise m = 0 ve o(m)=1, y- eksenine paralel ise |m| » oo

ve lim o(m) =1 olur. Bu durumda dy (A, B) = dg (4, B) dir. | dogrusu X ve y- eksenine

m—oo

paralel olmasin. @, b, ¢ € R, b# 0 olmak iizere A ve B den gecen dogru ax+by+c =0



olsun. O halde A= (x;, —7x; —= ) Ve B = (xz, —+x, —< ) seklinde yazlabilir. Bu

durumda,

du(A, B) = max{|x; — x2, [y1 — ¥}
- sl (4= - (<83
J

J

a C a C
= max - ——xy——+-x, + =
(e =2l |- Sy =S+ 22, 4

a
= max{lxl — X5, |—;(X1 - x2)|}

a a
= max{lxl —x2|,|—;| |21 —x2|}= |4 —x2|{1,| - |}

olur. Benzer sekilde

ds(A,B) = Iz, — 1 |1+ ()’

bulunur. O halde,

dn(aB) _ —xzlmax {121} max{ 151}

dg(AB) a\2 / a 2
|1 —x2| 1+(3) 5

elde edilir. Buradan da,

p (AB)_max{1,| bl}
(A B) =
/1+(%2

bagintist bulunur. —% = m oldugunu biliyoruz. O halde yukaridaki bagint1 soyle ifade
edilebilir:

dg (A, B)

max {1, |m|}

V14 |m|?

du (A, B) = dg (A, B)

Bu bagintidan gériildiigii gibi, dv — uzakhg aym dogru boyunca Oklidyen uzaklikta

pozitif bir sabitin ¢arpimina esittir. Bu sabiti o(m) ile gosterelim.



a(m)—{ 1/v14+m? , |m|<1 ise
Im|/V1+m? , |m|=>1 ise

olmak Uizere
du(A,B) =0 (m) dg (4,B)

elde edilir. Ayrica o (m) ¢ift fonksiyonunun [0, o) araligindaki grafigi asagidaki gibidir:

v

Sekil 4.1 o (m) ¢ift fonksiyonunun [0, oo) aralarindaki grafigi

Teorem 4.1.2 : P; = (x1, y1) Ve P, = (x2, y2) analitik diizlemde farkl1 iki nokta olsun.

Eger Q=(x,y) noktas1 P; ve P, noktalarindan ge¢en dogru tzerinde ise,

dE (Pl;Q) - dM (Pl;Q)
dE(Q'PZ) dM(Q!PZ)

dir.
Ispat : P, , P, noktalarindan gegen dogru x veya y- eksenine paralel ise

dy(Py, Py) = dg (Py, P, ), dolayisiyla oranlar esittir. x; #x, ,y; #Y, Ve P, P,

noktalarindan gegen dogrunun egimi m olsun.
dg[P1Q] = dg(P1,Q) = |x; —x|V1 +m?,

dg[QP;] = dg(Q,P,) = |x — x,|V1 + m?,



dy[P1Q] = dy(P1, Q) = |x; — x|max {1, |m[},
dy[QP;] = dy(Q,P;) = |x — xz|max {1, |ml},

dir. Buradan

dg[P1Q] _ ¢y — x[V1+ m? _ |2y — x|
de[QP;]  |x —x,[V1+m?2 [x—x;]

oldugu agiktir. |[m| < 1 ise max{1, |m|} = 1 oldugundan d,,[P;Q] = |x; — x| ve
dy[QP,] = |x — x,| olur. Bu durumda

dg[P,Q] _ |2y — x|
dg[QP,]  |x — x,]

elde edilir. Benzer sekilde |m| = 1 ise max{1, |m|} = |m| oldugundan

dy[P1Q] _ |2y — x|

dulQP;]  |x — x,|

olur. Boylece her iki durumda da oranlar esittir.

Teorem 4.1.3 : P; = (xq,y1) Ve P, = (x,,y,) noktalarindan gegen | dogrusunun egimi
m < 0 iken maksimum uzaklik kullamlacagindan maksimum uzakliklar orani ile Oklid

uzakliklar orani esittir.

Genel olarak,

dg (P1,Q) - dy (P1,Q)
dE (PZ!Q) dM(PZ!Q)

Tanmm 4.1.3:dm: R2xR?>— R, A€ R? B € R2ve A(X1, 1), B(x2, y2) olmak iizere, dm
uzaklik fonksiyonu,

dg (A, B), (X1 —x3).(y; —y,) = 0Oise

dy(4,B), (x1—x2). (¥y1—y2) < Olise



veya

VO —x2)2 4+ (1 — ¥2)2%, (x1—x2). (y1—¥2) = Oise

max{|x; — x|, |y1 — y21} (1= x2)- ()1—¥2) < Olise

seklinde tanimlidir (Senlin, Donghai, Alonso 2005, Simsek 2013).

m- Dizlemi veya R,,* nin noktalar: ve dogrulari Oklid diizleminin noktalari ve

dogrularinin aynisidir. Dolayisiyla, liggenler aynidir ve agilarda ayni yolla dlgiliir.

4.2 dm Uzakhgmin Geometrik Yorumu

dm uzaklik fonksiyonunda A noktasi ile B noktasi arasindaki uzakligi hesaplarken

(x,— x3). (y1— ¥,) carpiminin isaretine gdre islem yapilmaktadir. iki ifadenin garpimi

ile boliimiiniin isareti ayni1 olacagindan (x;— x,). (y;— y,) ifadesi ile % ifadesinin
1= A2

isareti aynidir. Bu boliim ise ayni zamanda AB nin egimidir. Bu durum goz oniinde

bulunduruldugundan asagidaki sonuglar ortaya ¢ikar. Bu sonuglar sunlardir:

A) (x1— x2). (¥y1— y2) > 0ise myp > 0 dir (Sekil 4.2).

2 TR B
m = tan(a) > 0
dw(A,B)=dg(A,B)

B e e ]

Sekil 4.2 Pozitif egimli dogru parcalarinda d» uzaklig

10



B) (xl_ xZ). ()’1_ yz) < 0 ISE mAB < 0 dll‘ (Sekll 43)

m =tan(180° — @) < 0

[yr=val,| dw(A,B) =dy (A, B)

A .

Sekil 4.3 Negatif egimli dogru parcalarinda d.» uzakligi

C) (x1— x3). (y1— ¥3) = 0 ise asagidaki durumlar s6z konusudur:

C1) (x;—x3) =0 ve (y1;—y,) # 0 ise myp tammsizdir. Yani AB, y- eksenine
paraleldir. Boylece dm (A, B) = de(A, B),

dm (A, B) = (71— ¥2)? = [y1— ¥2l
d= (A, B) =dm (A, B),

dm(A, B) =max { |x;— x,| , [y1— 2| } = [y1— ¥l

dir. Bu durumda da de(A, B) = dm(A, B) = |y, — y3| oldugu agiktir (Sekil 4.4).

AY
Yol = 7] 8
d=(4,B) = |y, — Y2
Yif-—"-"-" X A
1 >x
0 X1 =X

Sekil 4.4 y-eksenine paralel dogru parcalarinda d uzaklig
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C2) (x1—x3) #0 ve (y1—y2) = 0ise myg =0 dir. Yani AB, x- eksenine paraleldir.

Bdylece C1 segenegine benzer bir inceleme yapildiginda,
dm(A, B) = dwm(A, B) = de(A, B) = |x;— x,

sonucu elde edilir (Sekil 4.5).

Y

Yi=VY2f----

0 X1 X2

Sekil 4.5 x-eksenine paralel dogru pargalarinda d». uzakligi

Cs3) (xy—x3) =0ve (y;—y2) =0ise x; = x, Ve y; = y, oldugundan A= B dir. Bu

ise, geometrik olarak A ve B noktalarmin iist iiste ¢akisik oldugu anlamina gelir. Boylece,

dm(A, B) =dwm(A, B) =de(A,B) =0

dir (Sekil 4.6).
ANY
dw(4,B) =0
Yi=Yop------- .|A=B
: o
0 X1 = X2

Sekil 4.6 Cakisik noktalar arasi dm uzakligi

C1, Cz, Cz segeneklerinin incelenmesi sonucunda (x;— x;).(y;— y,) =0 ise
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dm(A, B) = dm(A, B) = de(A, B) oldugu agiktir (Simsek 2013).

4.3 dm Metrigi

Onerme 4.3.1:dm: R R? > R, A€ R2, BE R2ve A(x1, y1), B(x2, y2) olmak (izere,

V0 = x)2 + (31— ¥2)% (x1=x2). (y1—¥2) = Oise
max{|x; — x2|, [y1 — y21} (x1—x2). (71— ¥2) < Olise
bigiminde tanimli d». fonksiyonu bir metriktir.
Ispat: Asagida Tanim 3.1.3 de belirtilen M1, M2, M3 sartlarinin ispat1 yapilmistir.
R ? den secilmis herhangi A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) noktalari igin,

\V/ E

a) (x,— x2). (y1— ¥2) = 0 olsun.

(x1— x5 )% = 0ve (y;— y2)? = 0 oldugundan /(x; — x,)% + (y; — y2)> = 0dir. Bu
durumda de (A, B) = 0 oldugundan d«»(A, B) = 0 dir.

AEBe x; =x,vey, =y,
S (x1—x3) =0ve (y;—y2) =0

S (x1 —x)*=0ve (y; —¥2)*=0

eJ —x)2+ (1 —y2)? =0
S dn(A,B)= 0

b) (x;— x3). (y1— y2) < 0 olsun.
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|x; — x| > 0 ve |y; — y,| = 0, mutlak deger pozitif tanimli bir fonksiyon oldugundan
max{|x; — x3|, |y1 — y2|} = 0 dir. Bu durumda dm (A, B) > 0 oldugundan d.m(A, B) >0
dir.

AsBo x; =x,Vey, =y,
& (x,—x,)=0ve (y;—y,) =0
© max{|x; — x|, |[y1 — y21} =0
S dn(A,B)=0
M2 :

Buna gore

de(A, B) =/t — 22)2 + (1 — ¥2)? =/ (2 — 21)? + (2 — ¥1)?= de(B, A)
oldugundan dolay1
dm (A, B) = de(A, B) = de(B, A) =dm (B, A)
sonucu elde edilir.
b) (x;— x3).(y1— y2) < 0 olsun.
Buna gore
dw(A, B) = max{|x; — x2|, [y1 — ¥z} = max{|x; — x4/, [y2 — y1(} = dm(B, A)
oldugundan dolay1
dm (A, B) =dm(A, B) =dm(B, A) =dn (B, A)

sonucu elde edilir.
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Ms :

A, B, C noktalart i¢in dm (A, B) < dm (A, C) + dm (C, B) oldugunu gostermek igin

asagidaki sekiz ifadenin dogru oldugu ispatlanmalidir.
a)de (A, B)<de (A, C) +de (C, B)

b) de (A, B) <dum (A, C) + dm (C, B)

c)de (A,B)<de (A, C)+dum(C, B)

d) de (A, B)<dwm (A, C) +de (C, B)

e)dm (A, B)<de (A, C) +de (C, B)

f) dv (A, B)<dm (A, C) + dm (C, B)

g) dum (A, B)<de (A, C) +dm (C, B)

h) dm (A, B) <dm (A, C) + de (C, B)

Herhangi bir kosula bagli olmaksizin dm (A, B) < de (A, B) oldugundan ilk dort ifade

kanitlandiginda son dort ifade de ispatlanmis olur.
a) Uggen esitsizliginden dogrulugu agiktir.

b) mpg >0, muc <0, meg <0 olmasi veya bu egimlerden herhangi birisinin tanimsiz
olmasi durumunda de (A, B) < dm (A, C) + du (C, B) ifadesi yazilabilir. Bu durumu
saglayan noktalar1 analitik diizlemde isaretleyelim. Daha sonra bu noktalarin belirttigi
tiggenin etrafina bir dikdortgen ¢izelim (Sekil 4.7).

AN

[x1— %> B [X2—X3
a3

lyi—y2|

A lyz —ysl

ly:—vsl

F c
X1— X3

0

Sekil 4.7 de (A, B) <dwm (A, C) + dm (C, B) durumu
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Sekil dikddrtgen oldugundan DFC iiggeni dik tiggendir. Bu durumda pisagor teoreminden
asagidaki ifade yazilabilir.

[de (F, D))* = [de (F, C)I* + [de(C, D)* =
[de (A, B)]? < [de(F, D)J* = |x; — x31* + |y2 — ¥51°< (|1 — x3| + |y2 — y3])? ise
de (A, B) < |y — x3| + [y2 — y5] dir.
Simdi maksimum uzaklik i¢in incelemeye baslayalim.
b1) ¥y — ¥l = |x1 — x3| Ve |x; — x3| = |y, — y3| ise,
de (A, B) <|xy — x3| + |y2 — ¥3| < [y1 — ¥3| +x2 — x3] =dum (A, C) + du (C, B)
b2) |y1 — ¥3l = |x1 — x3| Ve [x; — x3]| < |y, — y3] ise,
de (A, B) < |xy —x3| + [y2 — ¥3] < |y1 — y3| +|y2 — y3|=dm (A, C) + dm (C, B)
b3) [y1 — y3| < %1 — x3| Ve |x; — x3| = |y, — w3 ise,
de (A, B) <|x; — x3| + |[y2 — 3] < |x1 — 23]+ [x2 — x3| = dm (A, C) +dwm (C, B)
ba) [y1 — y3| < 1x1 — x3| Ve |x; — x3| < |y, — w3 ise,
de (A, B) <|x; — x3]|+ |y2 — y3| =dm (A, C) + dm (C, B) olur ki sonug olarak,
de (A, B)<dm (A, C) +dum (C, B)
olur.

C) mug >0, myc =0, mypg <0 olmasi veya bu egimlerden herhangi birinin tanimsiz
olmasinda de (A, B) < di (A, C) + du (C, B) yazilabilir. Bu durumu saglayan noktalari
analitik diizlemde isaretleyelim. Daha sonra bu noktalarin belirttigi tiggenin etrafina bir

dikdortgen gizelim (Sekil 4.8).
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AN
X1— X2 B \Xz—Xs‘
tlg ly2—vysl
ly1—v2| S
— f NC
a
ly1—val
A F
X1~ X3 ~ X
0 ”~

Sekil 4.8 de (A, B) < de (A, C) + dwm (C, B) durumu

AEC ti¢geni genis acil1 bir liggendir. Bu liggende kosiniis teoremi uygulanirsa,
[de (A, E)]? = [de (A, C)]?+ [de(C, E)]? + 2.de(A, C).de(C, E). cosa
[de (A, B)I <[de (A, E)]* = [de (A, C))* + |y2— y5|® + 2.de(A, C) . |y2— ¥3| cosax
0°<a<90° = 0 <cosa <1 oldugunda,
2.de (A, C). |y,— y3]| cosa <2.de (A, C). |y,— y3| dir.
Bu durumda,
[de (A, B)*< [de (A, C)F° + |y2— y3|*+ 2.de(A, C) . |y,— y3] cosa
<(de (A C) + |y2—y3l)°

= de (A, B) < de (A, C) + |y,— y;3| dir. Simdi maksimum uzaklik i¢in incelemeye
baslayalim.

C1) |y2— y3| = |x, — x3| olsun.
de (A, B) < de(A, C) + |y,— y5| = d& (A, C) + du (B, C)

C2) |[y,— y3| < |x3 — x3] olsun.
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de(A, B) < de (A, C) + |y,— ys| < di (A, C) + |x, — x3| =de (A, C) + du (B, C) olur

ki sonug olarak
de (A, B)< de (A, C) +dm (B, C)

olur.

d) c sikkinda yapilan incelemede A noktasi ile B noktasinin yeri degistirildiginde,

de(A,B)< du (A, C) +dk (B, C)

ifadesi elde edilir.

Sonug olarak d. fonksiyonu M1, M2, M3 sartlarini sagladigindan bir metriktir

(Simsek 2013).

Teorem 4.3.1 : Kartezyen diizlem ds». uzaklik fonksiyonu ile birlikte bir metrik geometri

belirtir.

Ispat : dm uzaklik fonksiyonuna gore kartezyen diizlemin P ve Q noktalar1 arasindaki
uzaklik i¢in ya de ya da dwv uzakligi s6z konusudur (Tanim 4.1.3). Bu nedenle iki durum
icin ayr1 ayri ispat yapilmalidir. Her iki durum i¢inde alinan her | dogrusu i¢in bir f cetveli

bulundugunda ispat tamamlanmis olur (Tanim 3.1.5).

1. Durum : P ve Q noktalari arasinda de uzaklig1 s6z konusu ise
i) | = Lq olacak sekilde bir P € Lq noktasi alalim. P(a, y) noktalari igin f: | — R,

f(P)=f((a.y) =y

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyonun bire-bir ve 6rten oldugu

aciktir. P(a, y1), Q(&, y2) noktalari i¢in

| £(P) = £(Q)| = |y1 — y2| = de(P, Q)

oldugundan f bir cetveldir (Tanim 3.1.4).
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i) | = Lmp olacak sekilde P € Lmp noktasi alalim. y = mx+b sartin1 saglayan P(x, y)

noktalarti¢in f: | - R,
f(P)=1((x,y) =xV1 + m?

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim. t € R i¢in P(X, y) € Lm, b olacak sekilde,

_ ot mt
X = ——

oz Y i D

alalim. Diger taraftan,

f(P):\/ﬁ.\/1+m2=t

oldugundan f ortendir. Bire-bir oldugu da agik oldugundan f bire-bir, Orten bir

fonksiyondur.

Simdi de P(x; y,) , Q (x2, y,) noktalarini alalim. Bu noktalarin iizerinde bulundugu Lm

dogrusu i¢in,

_ V1= )2
X1—X2

dir.
| £(P) — £(Q)] = |x;V1 + m2 —x,V1 + mZ| =V1+ m? |x; — x,
Diger taraftan
de(P, Q) = /(1 = x2)* + (1 — ¥2)?
= (1 — x3)% + m%(x; — x)2
=V1+m?|x; — x|
oldugundan

| f(P) —f(Q)|=de(P, Q)
dir. Bu nedenle f, bir cetveldir.

2.Durum : P ve Q noktalar arasinda dwv uzakligi s6z konusu ise,
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1) | = Lq olacak sekilde bir P € La noktasi alalim. P(a, y) noktalarii¢in f: | — R,

f(P)=f(a.y) =y

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyonun bire-bir ve 6rten oldugu

agiktir.

P(a, y1) , Q(a, y,) noktalari igin,

[£(P) =T (Q)=|y1 = y2| = dw(P, Q)
oldugundan f bir cetveldir (Tanim 3.1.4).

ii) | = Lm, b olacak sekilde P € Lm, b noktas1 alalim. y = mx+b sartin1 saglayan P(x, y)

noktalart i¢in f : | — R,

X, |m| < lise
Im|x, |m| > 1ise

=1 () ={

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim (Salihova 2006). m > 1 ve t € R igin

P(X,y) € Lmp olacak sekilde,

alalim. Diger taraftan,

f (P)=—.|m|=t

Im| -

oldugundan f oOrtendir. Bire-bir oldugu da a¢ik oldugundan f bire-bir, Orten bir
fonksiyondur.

Simdi de P(x; y,) , Q (x2, y,) noktalarini alalim. Bu noktalarin iizerinde bulundugu Lmp

dogrusu i¢in,

_Y1— Y2

X1—X2
dir.

| (P) — T(Q) = lImlx; — [m[xz| = [m[lx; — x;
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Diger taraftan,
dw (P, Q) = max{|x; — x|, [y1 — ¥2[}
=max{|x; — x|, Im| [x%; — x;[}
= |x1 — x| max{1, |m[} = m[ [x; — x|

oldugundan | f (P) — f (Q)| = de (P, Q) dir. Bu nedenle f, bir cetveldir. |m| < 1 i¢in de bu

durumun saglandig1 agiktir.

Tanim 3.1.5 saglandigindan kartezyen diizlem dn» uzaklik fonksiyonu ile birlikte bir

metrik geometri belirtir. Bu metrik geometriye m- Metrik Geometrisi denilir
(Simsek 2013).

4.4 m-Duzleminde Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhgi

Bu boliimde oncelikle bir noktanin bir dogruya uzakligmmin tanimi verilmistir. dn.
metriginde bir noktanin bir dogruya uzakligi maksimum ve Oklid uzakliklarindaki bir
noktanm bir dogruya uzakligi ile yakindan iliskili oldugundan, énce Oklid uzakligma
gore ve Maksimum uzakligina gore bir noktanin bir dogruya uzakligi izerinde durulmus,
daha sonra da d» metriginde bir noktanin bir dogruya uzaklig: ile ilgili sonuglar ortaya

konmustur.
Tamim 4.4.1: Herhangi bir kartezyen diizlemdeki bir A(x,, y,) noktasinin bir

l: ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan uzakligini1 d,,, (4, 1) ile gosterelim. P(x,y) € [ olmak

Uzere,
d,, (A1) =mind,, (A, P)

dir.

21



4.4.1 Oklid Uzakh@ma Gore Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhig

Herhangi bir A € R? olmak lzere A(x,,Vo) noktasinmn [:ax + by + ¢ = 0 dogrusuna
olan Oklid uzaklig1, | dogrusuna dik olan ve A noktasindan gecen dogru ile | dogrusunun

kesim noktasi P olmak tizere dg (4, P) dir (Sekil 4.9).

lax, + by, + c|
dg (A,P) =
: Va? + b2
A |
P

Sekil 4.9 Bir noktanin bir dogruya olan d; uzakligi

4.4.2 Maksimum Uzakhgina Gore Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhg:

Bir A(xg, ¥o) noktasinin maksimum metrigine gore herhangi bir

l: ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan uzakligi; P € [, mp; tanimsiz, m;4, = 0 (PL L LA) ve
|LP| = |LA| olacak sekilde segilen P noktalar1 igin |AP| uzunluklarindan en kiigtigtidiir
(Sekil 4.10).
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4 liax+by+c=0

—)’0|§

o

VN

|

Q

[

1

N——

—ax — ¢
b

>
=~

=
<
<
o
N

Sekil 4.10 Bir noktanin bir dogruya olan d,; uzakligi

Bu durumda P (x, _ax_c) ve A(xg, Vo) icin |x — xo| = _az_c — y0| sartin1 saglayan P
noktasmin | dogrusuna maksimum metrigine gore uzakhigy, |x — x| veya |—— — y0|
dir.
I = x| = |75 = o igin,
a)x —xy = —Z° _y, ise P noktasimin koordinatlari asagidaki gibidir :
_bxg—byo,—c = —axo+ay,—c
B a+b T a+b
b) x — x, = axb+c + y, ise P noktasinin koordinatlar1 agagidaki gibidir :
_bxo+by,+c  —axp—ay,—c
B b—a Y= b—a

a ve b sikkindaki sonuglara gore |PL| = |LA| olacak sekilde |PL| uzunluklar1 ,

bxy, — by, — ¢
a+b

|—ax0—by0—6| |ax0+by0+c
— X = =
0 a+b a+b
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|—ax0+ay0—c |—ax0—by0—C| |ax0+byO+C|

—Yo| =

a+b a+b a+b
bxy + by, + ¢ ’ax0+by0+c‘
_— - | -
b—a 0 b—a
|—ax0—ay0—c | _‘—axo—byo—c‘ _ ’ax0+by0+0|
b—a Yol = b—a B b—a
seklinde yazilir. Buna gore karsimiza |ax°:ii°+c axo;fzoﬂ olmak tizere iki farkli

maksimum uzaklig1 ¢cikmaktadir. Bu uzakliklardan kiiciik olani secilmelidir.

l:ax + by + ¢ = 0 dogrusunda a ile b ayni igaretli ise yani dogrunun egimi negatif ise A

axg+byg+c

o dir. Eger a ile b zit isaretli ise yani

noktasimin | dogrusuna olan uzakligi

dogrunun egimi pozitif ise A noktasinin d dogrusuna olan uzakligi dir.

axog+byg+c
b

a veya b den herhangi birinin sifir olmas1 durumunda dogrular koordinat eksenlerine
paraleldir ve maksimum metrigine gore uzaklikla Oklid metrigine gore uzaklik aynidir.

A

v

A
—

E t p D

Sekil 4.11 Bir noktanin x-eksenine paralel bir | dogrusuna uzaklig:
Sekildeki gibi x-eksenine paralel bir | dogrusu alalim. | dogrusu tizerinde

|EP| = |PD| = |AP| =t, t € R* ve AP L [ olacak sekilde P, E, D noktalar1 secelim.
ED dogru pargasi iizerinde segilecek herhangi bir P’(x,y) noktasi igin maksimum

metrigine gore A noktasinin | dogrusuna olan uzakligi t € R* dir. Bu da ayni1 zamanda
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Oklid metrigine gore A noktasinin | dogrusuna olan uzakligidir. Benzer durum y-eksenine

paralel dogrular icin de gecerlidir.

Buna goére maksimum metrigine gore bir A(xy,y,) noktasinin l:ax + by +c =0

dogrusuna olan uzakligi,

(laxg + byy + ¢

, m; <O0ise
a+b ‘ :
axg + by, + ¢
b—a
C -
|x0 + P ,m; tanimsiz ise
C -
k|y0+E , m; = 0 ise

seklinde tanimlanabilir.

4.4.3 d,, Metrigine Gore Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhgi

d,, metrigine gore uzaklik hesabi1 egimle yakindan alakali oldugundan pozitif ve negatif

egimli dogrular i¢in bir noktanin dogruya olan uzakligi ayr1 ayri incelenmelidir.

a) Pozitif egimli bir | dogrusu i¢in A(xg, Yo)noktasinin | dogrusuna olan uzakhigi,

v

Sekil 4.12 m; > 0 i¢in bir noktanin bir dogruya olan d,,, uzaklig

25



Pozitif egimli bir | dogrusu tlizerinde [AB] ve [AC] eksenlere paralel ve AB L AC olacak
sekilde B ile C noktalar1 secelim (Sekil 4.12). BC dogru parcasi tizerinde segilecek her P
noktasi i¢in AP nin egimi negatif, sifir veya tanimsiz olur. Bu durumda BC dogru pargasi
tizerinde secilecek her nokta i¢cin maksimum metrigine gore bir noktanin bir dogruya
uzaklig1 hesaplanmalidir. BC dogru pargasinin disinda alinacak herhangi bir D noktasi
icin ise AD nin egimi pozitif olacagindan Oklid metrigine gore bir noktanin bir dogruya
uzaklig1 hesaplanmalidir. Bu uzakliklar i¢erisinde minimum olanin maksimum metrigi

icin hesaplanan uzaklik oldugu agiktir.

Dogrunun egiminin pozitif olmasi durumunda d,, metrigine gore bir noktanin bir

dogruya uzakligi ile d), metrigine gore noktanin dogruya uzakligi aynidir.

b) Negatif egimli bir | dogrusu i¢in A(xg, yo) noktasinin | dogrusuna olan uzakhigi,

A ml<0

Sekil 4.13 m; < 0 i¢in bir noktanin bir dogruya olan d,, uzakligi

Negatif egimli bir | dogrusu iizerinde [AB] ve [AC] eksenlere paralel ve AB L AC olacak
sekilde B ve C noktalar1 segelim (Sekil 4.13). BC dogru pargasi iizerinde secilecek her P
noktasi i¢in AP nin egimi pozitif, sifir veya tanimsiz olur. Bu durumda BC dogru pargasi
lizerinde segilecek her nokta i¢in Oklid metrigine gore bir noktanin bir dogruya uzaklig:

hesaplanmalidir. BC dogru pargasinin disinda alinacak herhangi bir D noktas1 i¢in ise AD
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nin egimi negatif olacagindan maksimum metrigine gore bir noktanin bir dogruya
uzaklig1 hesaplanmalidir. Bu uzakliklar igerisinde minimum olanin Oklid metrigi igin

hesaplanan uzaklik oldugu aciktir.

Dogrunun egiminin negatif olmasi durumunda d,, metrigine gore bir noktanin bir

dogruya uzakligi ile dg metrigine gore bir noktanin bir dogruya uzakligi aynidir.

Sonu¢ olarak; d,, metrigine gore bir A(xg,yo) noktasmnin bir l:ax + by +c =0

dogrusuna olan uzakligi,

axg + by, + ¢
b—a ’
lax, + by, + c|

seklinde ifade edilir (Simsek 2013).

m > 0 veya m tanimsiz ise

m < 0 veya tanimsiz ise

4.5 m-Duzleminde Dogrularin Simiflandirilmasi

m-duzleminde |: ax +by +¢ =0 dogrusu verilsin. | dogrusuna,

|_%| > 1 ise, dikeysel dogru; , |—%| < 1 ise, yataysal dogru, , |—%| = 1 ise, ayirag
dogru denir (Krause 1986, Colakoglu 2005).

dikevsel

dogru v

o

vatavsal
dogru

Sekil 4.14 m-dizleminde dogrularin siniflandirilmasi
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5. OKLID DUZLEMINDEKI BAZI UCGEN FORMULLERININ m-
DUZLEMINDEKI BENZERLERI

Bu béliimde Oklid diizlemindeki iiggenlere ait iyi bilinen baz1 6zelliklerin (Kaya 2005,
Ozcan, Kaya 2003, Ozcan, Kaya 2002, Colakoglu 2005) kaynaklarindan yararlanarak

m-Duizlemindeki benzerleri elde edilecektir.

Incelenecek olan dzellikler sirastyla, Thales bagintilari, kenarortay teoremi, i¢ ve dis
aciortay teoremleri, Oklid bagmntilari, Pisagor teoremi, Stewart teoremi, Menelaus

teoremi ve Ceva teoremidir.

Ozelliklerin m benzerleri versiyonlar1 incelenmeden énce Oklidyen anlamda ifade ve

ispatlari verilecektir.

5.1 Thales Bagintilar:

5.1.1 Oklid Duzleminde Thales Bagintilar

Teorem 5.1.1: Kesisen iki dogru, paralel ii¢ dogruyla kesildiginde olusan iicgenlerin
karsilikli kenar uzunluklar1 orantilidir. Yani, Sekil 5.1 de d1// d2 // dz ve £1 N €2 ise

i |AB| _ |AC| _|BC|
|AD| ~ |AE| |DE]|

i) |AB| _ JAC| _|BC|
IAG| ~ |AF|  [FG

dir.
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dg

dy B C
D/ \E
ds™ /7 N

Sekil 5.1 Thales bagintilar1 uzunlugu

_—— ) . 4o JABL _ JACI _[BC| .
Ispat : ABC ve ADE ii¢genlerinin (A.A.A) benzerliginden IAD|  |AE| |DE|

b " o JAB| _ |AC| _|BC| .
ABC ve AGF tiggenlerinin (A.A.A) benzerliginden AG|  1AF| [FG] elde edilir

(Colakoglu 2005).
1
dy
dy
D/ E
d3

Sekil 5.2 Oklid diizlemindeki Thales bagintis1 uzunlugu

m>0 iken Oklid wuzakliklar orani, m< 0 iken maksimum uzakliklar orani

kullanilacagindan ve Teorem 4.1.2 den dolay1 oranlar korunur ve Thales bagintisi

gecerlidir.
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5.1.2 Thales Bagintilarinin m- DUzlemi Benzeri

Teorem 5.1.2 : Kesisen iki dogru, paralel {i¢ dogru ile kesildiginde olusan tli¢genlerin
karsilikli kenar uzunluklari orantilidir. Yani Sekil 5.3 de d1// d2 // d3 ve £1 N €2 ise

d,(AB) _ d,,(AC) _ d,(B,C)
" dm(AD)  dp(AE)  dp(D.E)

dm(AB) _ dp(AC) _ dpm(B,C)
" dn(AG)  dm(AF)  dn(F,G)

i
dir.

Ispat : @) di, d2, ds dogrulan negatif egimli, AB dogrusunun egimi myp > 0; AC

dogrusunun egimi my, < 0 dir.

dl dZ d3

L1

Sekil 5.3 d1, d2, d3 < 0 iken - Diizleminde Thales uzunlugu

A, B, D noktalar1 dogrudas ve [, pozitif egimli oldugundan Teorem 4.1.3 geregince

dg(AB) _ du(AB)
dg(AD)  d,(AD)

1)

dir.

A, C, E noktalar1 dogrudas oldugundan mpc = mpg dir. O halde
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dg(A,C) = (max T |}> dy (A, C)

dE (A’ E) (max {1 |mA I}) dM (A’ E)

’ 2
/ma; ;Tr:ic |}\ du(A.©)
%mm_\ /

_du(AC)

dg(AE) ~ Lt
AE

\max {1, |mAE|}/ - du (A E)

dir. Boylece

~ dy(AE)

dg(AC) _ dp(AC)

dg(AE)  dn,(AE)

dir.d, // d; oldugundan mgc = mpg dir.

1+mBC2
dg(B,C) = | ——= | dy(B,C)

max {1,/mpc|}

1+mDEZ
dg(D,E) = [ 22 | 4y (D,E)

max {1,|mpg/|}

1+ mBCZ
V .dy(B,C)

max {1, [mpc|}

dg(B,C)

_du(B,0)

dE(Dr E) B 1+m 2
DE

max {1, [mpg[} | du (D, E)

~ dy(D,E)
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dir. Boylece

dg(B,C) _ dm(B,C)
dg(D,E)  d,u(D,E)

@)
dir. Sonug olarak 1, 2, 3 den dolay1

dp(AB)  dp(AC)  dp(B,C)
dm(A, D) dpw(AE)  dn(D,E)

bulunur.
Benzer sekilde, A, B, G noktalar1 dogrudas ve [, pozitif egimli oldugundan Teorem 4.1.3
geregince

dg(AB) _ dn(AB)
dg(AG)  dm(AG) (4)

dir.

A, C, F noktalar1 dogrudas oldugundan mpc = myg dir. O halde

dg(A,C) = I .du (A, 0)

max {1,|mac|}

dg(AF) = A .du(AF)

max {1,|mar/(}

’1+mAC
max (1, Tmacl} | WM& ©)
dg(A C) _du(A Q)
de (A, F ~ dy(AF
e(AF) 1+mAF m(A, F)
max (1, Jmag]} | M F)
dir. Boylece

dg(AC) _ dn,(AC)
dg(AF) ~ d,(AF)

()
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dir. d1 // dz Oldugundan Mpgc = Mgg dII’

1+ch2
dg(B,C) = [ 2% | dy(B,C)

max {1,/mpc|}

1+mFG2
dg(F,G) = [ 22| dy(FG)

max {1,|mpg|}

1+ mBC2
max (1, [mpcl) |- B0
dg(B,C) _du(B,0)
dg(F, G) - - dm(F, G)
\max {1, Impg|} dm(F, )
dir. Boylece

dg(B,C) _ dm(B,C)
dg(F,G)  d,(F,G)

dir. Sonug olarak 4, 5, 6 dan dolay1

dy(4,B)  dp(AC)  d,(B,C)

dn,(A,G)  d,(AF) d,(F,G)

bulunur.

(6)

Ispat: b) di, d2, ds dogrulart pozitif egimli, AB dogrusunun egimi myz >0 ; AC

dogrusunun egimi my, < 0 dir.

Sekil 5.4 d1, d2, d3 > 0 iken m- Dizleminde Thales uzunlugu
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A, B, D noktalar1 dogrudas ve [, pozitif egimli oldugundan Teorem 4.1.3 geregince

dg(AB) _ d,(AB)
dg(AD) ~ d,(AD)

dir.

1)

A, C, E noktalar1 dogrudas oldugundan mpc = mpug dir. O halde

1+mAC2
dg(A,0) = [ 225 ) du(A )

max {1,|mac|}

1+mAEZ
de(AE) = | 2% ) 4y (A E)

max {1,|magl}

/ |1 mac” \.dM(A,C)

de(AC) \max {1, |mAc|}/

_ du(AC)

dg(AE) ~ rm z
AE
.dy(AE)

max {11 |mAE |}

dir. Boylece

de(AC) _ dp(AC)

~ dy(AE)

dg(AE)  dn,(AE)

)

dir.. d; ve d3 dogrular pozitif egimlidir. d, // d3 oldugundan mgc = mpg dir.

dg(B,C)=d,,(B,C)
dg(D,E)=d,,(D,E)

dg(B,C) _ d,(B,C)
dg(D,E) d,,(D,E)

dir. Boylece
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d5(B.C) _ dpm(BC)
dg(D,E)  d,,(D.E) (3)

dir. Sonug olarak 1, 2, 3 den dolay1

dm(A,B)  dm(A,C)  dm(B,C)
dm(A, D)~ dm(AE)  dm(D,E)

bulunur.

Benzer sekilde, A, B, G noktalar1 dogrudas ve [, pozitif egimli oldugundan Teorem 4.1.2

geregince

dg(AB) _ dn,(AB)
dp(AG)  dm(AG) (4)

dir.

A, C, F noktalar1 dogrudas oldugundan mpc = mug dir. O halde

dg(A,C) = (—V”m“ .du(A, C)

max {1,|macl}

max {1,/mar[}

1+ mACZ
\ .dy (A, C)
dg(A,C)

de(A F) = (—V”m”z du (A F)

max {1, |[muc|}
_ dM (A' C)

(AP / [, ~ dw(AF)
< L Mar .dy (A F)

max {1, [mar|}

dir. Boylece

dp(AC) _ dp(AC)
dp(AF)  dm(AF) )
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dir. d; ve d, dogrulan pozitif egimlidir. d; // d, oldugundan mgc = mggdir.
dg(B,C)=d,.(B,C)
dg(F,G) = d,,(FG)

dg(B,C) _d,(B,C)
de(F,G)  d,(F,G)

dir. Boylece

dp(B,C) _ dp(B.C)
dg(F.G)  dp(F,G) (6)

dir. Sonug olarak 4, 5, 6 dan dolay1

dp(A4B)  dp(AC)  dn,(B,C)
dm(A,G)  dpu(AF)  d,n(F,G)

bulunur.

5.2 Kenarortay Teoremi

5.2.1 Oklid Duzleminde Kenarortay Teoremi

Teorem 5.2.1: Bir tiggende herhangi bir kenara ait kenarortayin karesinin iki kati ile bu

kenarin karesinin yarisinin toplami, diger iki kenarin karelerinin toplamina esittir.

Sekil 5.5 Oklid diizleminde kenarortay uzunlugu
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2
Yani, Sekil 5.5 e gére 2V2 = b% + ¢2 — “7 dir.

Ispat :

Sekil 5.5 da AEC agisinin derece cinsinden 0Ol¢iisli @ olarak alinirsa AEB agisinin Olglisti

180 — «a olur. AEC ve AEB ii¢genlerinde kosiniis teoremi geregince
2 2
V2 + a:— 2Va%cosa =b?% ve V,° + a: — ZVagcos (180 — a) = ¢

dir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa

2

a
21/;12 =b2+C2—7

elde edilir (Colakoglu 2005).

5.2.2 Kenarortay Teoremi m- Dlzlemi Benzeri

Bir iiggenin herhangi bir kenarina ait kenarortayinin uzunlugunu veren formiiliin -
Diizlemindeki benzerlerini bulmak icin Ozcan ve Kaya (2003) nin belirtilen yonteme
benzer bir yontem kullanilacaktir. Bu kaynakta kullanilan tanimlar ve parametreler

asagida belirtilmistir.

ABC, m- diizleminde herhangi bir iicgen olsun. Uggenin her kdsesinde biri x- eksenine,
digeri y-eksenine paralel olan bir ¢ift dogrunun varligr agiktir. Bu dogrulardan, gectigi
kosenin karsisindaki kenarla kesisenlere 6zel olarak ABC {i¢geninin temel dogrusu
diyecegiz. Yani, eger |, ABC tiggeninin bir temel dogrusu ise koordinat eksenlerinden
birine paraleldir. ABC tiggeninin bir kosesinden geger ve gectigi kosenin karsisindaki
kenarla kesisir. Uggenin koselerinden birinin daima bir ya da iki temel dogruya sahip
oldugu yine agiktir. Boyle bir koseye temel kose denir. Temel dogru iizerinde yatan ve

temel kose ile karsisindaki kenarla sinirh dogru pargasina da temel dogru pargasi denir.

Ozcan ve Kaya (2003) de parametreler sdyle tanimlanmugtir:

D : Bir temel dogrunun kars1 kenar1 kestigi nokta,
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H : Kalan iki koseden birinin, ayni temel dogru tlizerindeki fakat temel dogru parcasi

tizerinde olmayan dik izdlisiim noktast,

H' : Kalan {igiincii kdsenin, yine ayni1 temel dogru lizerindeki fakat temel dogru pargasi

tizerinde olmayan dik izdlistim noktas1

olmak Uzere

am : Uggenin temel dogru parcasinin uzunlugu
dir.

Kenarortay teoreminin bir 72~ diizlemi benzerini vermek i¢in yukaridaki tanimlar1 aynen
alip Colakoglu (2005) ndaki parametreleri kullanacagiz. Soyle ki, bir ABC {iggeninde A

kosesine ait kenarortay bulunacak ise,
E noktasi, kenarortayin kars1 kenar1 kestigi nokta ve
D : A kosesine ait bir temel dogrunun kars1 kenar1 kestigi nokta,

F : B ve C koselerinden biri; 0yle ki D noktast F ile E noktalar1 arasinda, (D ile E noktalar1

cakistig1 zaman, kdselerden herhangi biri F noktasi olarak alinabilir.)

F': A ve F koselerinden farkli olan kdsenin ayni temel dogru iizerindeki izdiistimii
olmak lzere ;

ym : Qm (temel dogru, F)

dir.

Asagidaki ispatta Oklid diizlemiyle ayn1 olan kenarortay uzunluklarinin hesaplanmasi

gbzardr edilmistir.

Simdi bu tanim ve parametrelerle kenarortay teoreminin bir #2- dizlemi benzerini

verelim.
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Teorem 5.2.2: m- diizleminde kenar uzunluklari an = dm (B,C), bm = dm (A,C) ve
cm=0m(A,B) olan bir ABC {liggeninin herhangi bir kenarina ait kenarortay uzunlugu,

diyelim ki BC kenarina ait kenarortay uzunlugu V, ~ ve BC kenarmnin orta noktasi E olmak

Uzere,

1) Eger A kosesinin hi¢ temel dogrusu yoksa
a) 2V,, = max{(by + B.cy), (@.by + )} ,my <0
2) Eger A kosesinin yalniz bir temel dogrusu varsa

a) 2V,, = max{(a.by + cp), (B.Cp — b))} ,my <0, mp <O

b) 2V, = max{\/brzn — V&4t cm), (Bem — ym)} ,m, <0,my >0

2
C) ZVam:\/(Vbrzn_VT%L'i'cm) +(Vm_ﬁ-cm)2 ,my >0, mp >0

3) Eger A kosesinin iki tane temel dogrusu var; E noktasi, A kdsesine ait temel

dogrularla kars1 kenarin kesisim noktalar1 arasinda kaliyorsa

a) 2V, = max{(cm — bz —v3), (by — ﬁ.cm)} ,m,; <0,my >0

b) 2V, = V(Cm — @.bp)? + (b — B.Ccp)? , my >0

4) Eger A kosesinin iki tane temel dogrusu var; E noktasi, A kdsesine ait temel

dogrularla kars1 kenarin kesisim noktalar1 arasinda kalmiyorsa

a) 2V, = max{(cy, — a.bp),(fcym —bp)} ,my <0,m, <0

2
b) ZVam:\/(cm_vbrzn_yr%) +(ﬁcm_)/m)2 ,my >0, m, >0
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ispat :

B': B noktasinin A dan gecen y- eksenine paralel olan dogruya dik izdiisiimii,
C': C noktasinin A dan gegen X-eksenine paralel olan dogruya dik izdiisiimii,

E': E noktasinin A dan gecen X- eksinine paralel olan dogruya dik izdiisiimii,

T : E noktasinin CC' dogrusuna dik izdiigiimii,

T' : E noktasinin BB' dogrusuna dik izdiisiimi

ve dE(A, CI) = bl y dE(C, CI) = b2 y dE(A, B,) =Cy, dE(B, B’) =C ve mg; AE nin egimi,

my,; AC nin egimi ve m¢; AB nin egimi, |my|~! = a ve |m.|~! = B olsun. Boylece

v :{J(dE(A,E'))2+<dE<E,E'))2 , mg>0
“ max{dz(4,E"),dz(E,E")} , m, <0

dir.

1. ABC iiggeni, A kosesinde hig¢ temel dogrusu olmayan bir Giggen olsun.

Ay

a)

b
&y
Q

T c; — b,

Fr------

by — ¢y

Sekil 5.6 m, < 0 durumu

Sekil 5.6 da Teorem 5.1.2 geregince dm (E,T)= 2= ve dm (E,T)= 222 dir.
dp(AE") = b, —d,, (ET),

dg(E,E') = c; —d,, (ET)
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ve m, < 0 oldugundan AE dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda

Vo, = max{dg(A,E'),dg(E,E")} oldugundan

by — ¢ ¢ — by
Va,, = max{bl i ,Cp — 5 }
_ b1+C1 b2+C2
B max{ 2 ' 2 }
i) ABC lcgeninde -1 <my < 0, m. < —1ve b, = b,,, Ve ¢, = ¢, olur.
Bu durumda

by + Ime| ™t ey [mp|™L by + Oy
V,,, = max )
2 2
2Vam = max{(bm + Imcl_l'cm); (lmbl_l-bm + Cm)}
2V, = max{(bp, + B.cm), (a.by + c)}
bulunur.

ii) ABC icgenindemy < —1 ,—-1<m.<0 veb, = b, Vvec, =c,olur.

Bu durumda

V. = max |mb|_1-bm +cm by + |mc|_1-cm
a 2 ’ 2

2V,, = max{(|mp| ™. by, + ), (b + Imc| ™. )}
2V, = max{(a.bm, + cp), (b, + B.Cp) }

bulunur.
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b)

Sekil 5.7m, > 0, my, > 0 durumu

Sekil 5.7, Oklid diizlemiyle ayn: oldugundan kenarortay uzunlugunun hesaplanmasi

gbzardr edilmistir.

2. ABC iiggeni, A kosesinde bir tek temel dogrusu olan bir tiggen olsun.

a)

K’ ¢, —by C by
§ E b,
| Ef o)

bz + Cy E E : Vam

! ok c A
.: ' E €2

B ___________ 7’ K B

Cy

Sekil 5.8 m; < 0,m;, < 0 durumu
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Sekil 5.8 de Teorem 5.1.2 geregince dm (E,T)= Cl;—”l ve dm (E,T)= ”Zzﬂ dir.
dg(A,E')=b; +d,, (ET),

dg(E,E") =¢c,—d,, (E,T)

ve m, < 0 oldugundan AE dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda

Vo,, = max{dg(A,E'),dg(E,E")} oldugundan

ci—Db b, +c
Ve, = max{(by + =5=). (e -5 |

(29 (257

i) ABC lc¢geninde m, < —1,—-1 <m, < 0ve b, = b, Ve ¢c; = ¢;,, Olur.

Bu durumda

V. = max |mb|_1-bm+cm |mc|_1-cm_bm
am 2 / 2

ZVam = max{(lmbl_l-bm + cm), (lmcl_l-cm - bm)}

2V,, = max{(a.bm, + cp), (B-Cm — b))}
bulunur.
i) ABC lcgeninde -1 <m, <0, m. < —1 ve b; = b,,ve ¢, = ¢, olur.

Bu durumda

{(bm + |mc|_1-cm) <Cm - |mb|_1bm>}
Va,, = max > , >

2V, = max{(bm + Im| 7 . cn), (e — Imp| ™ b))}

2V, = max{(by, + B.cp), (Cm — a. b))}

bulunur.

43



b)

bl C=F Cl_bl K’
b, = ¥Ym i l:
A Ecv! E’ I:
_________ _E___________ : : b, + ¢
7 : E : 2 2
o i I i
B | N ': i
K e

Sekil 5.9 m, < 0,m;, > 0 durumu

Sekil 5.9 da Teorem 5.1.2 geregince o (E,T)= 222 Ve dm (E, T)= 222 dir.
dg(A,E')=b,+d,, (ET),

dg(E,E') =¢, —d,, (ET)

ve m, < 0 oldugundan AE dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda

Vo,, = max{dg(A,E"),dg(E,E")} oldugundan

c1—Db b, +c¢
Ve, = max{(by + =), (e =5 |

- m(29) (257

my, > 0, b5, = bf + b3

by =¥Ym = by =/bZH — V2

i) ABC lc¢geninde —1 <m. < 0ve ¢; = ¢, olur.

Bu durumda
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2 2

{(V brzn - y‘l’%l + Cm) (lmcl_l-cm - ym)}
Vg, = max )

2V,,,, = max {y/bZ, = ¥ + cm), (BCm — ¥im)}

bulunur.
ii) ABC lcgeninde m. < —1 ve ¢, = ¢, olur.

Bu durumda

bz —v& + |mc|_1-cm Cm —¥Ym
Va,, = max{( > ,( > )

2V,,, = max{y/bZ, = ¥ + Bcm), (cm — Yim) }

bulunur.

b, + ¢,

Sekil 5.10 m, > 0, my, > 0 durumu
Sekil 5.10 de Teorem 5.1.2 geregince dm (E,T)= 22 ve dm (E,T')= 22 dir.
dp(A,E") = b, +d,, (ET),
dg(E,E") =d,, (E,T) — c,

ve m, > 0 oldugundan AE dogrusu pozitif egimlidir. Bu durumda
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Va,, = J (de (A, E)? + (dg(E,ED)’

oldugundan

o= (b4 252+ (5% )

z\/(bl-zi-cl)Z +(b2;cz)2

my, > 0, b5, = bf + b3

by = Ym = by =V bh — VA
i) ABC lcgeninde —1 < m. < 0 ve ¢; = ¢, olur.

Bu durumda

V. =

Am

2

2
(V bz —vim + Cm) <Vm — |m¢|2. Cm>2
> +

ZVam = \/(\/ b% —v4 + Cm)z + (m _ﬁ-cm)z

bulunur.
i) ABC lggeninde m. < —1 ve ¢; = ¢, Olur.

Bu durumda

Wa,, =

2

Vbrzn _]/7% + |mc|_1-cm ’ n (Vm - Cm)2
2

Z%m = \/(\/ b1zn _]/7% +ﬁ-cm)2 + (Vm — Cm)z

bulunur.
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3. ABC iiggeni, A kosesinde iki tane temel dogrusu olan bir liggen olsun ve E noktasi

A kosesine ait temel dogrularla karsi kenarin kesisim noktalari arasinda kalsin.

C=F

a)

b; = ¥Ym

Sekil 5.11 m, < 0, my, > Odurumu
b1+C1

Sekil 5.11 de Teorem 5.1.2 geregince dm (E,T)= 22 ve dm (E,T')= 22 dir.
dE(A,E,) = dm(E, T)_bl y
dE(E, E,) = dm(E, T,) — C2

ve m, < 0 oldugundan AE dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda

Vo, = max{dg(A,E"),dg(E,E")} oldugundan

by + b, +
Voo = o257 ). (57 e )

-mo(252) (25

m, > 0, b2, = b? + b2

b, = ¥Ym = by = b3 — v

) ABC lcgeninde —1 < m. < 0 ve ¢; = ¢, olur.

Bu durumda
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Vam — max{<cm Y brzn - Vr%l>’ (Vm - |mc|_1-cm>}

2 2

2V,,,, = max{(cm — v/b& — ¥, (b — B cm)

bulunur.

b)

Sekil 5.12 m, > 0 durumu

b1+C1

Sekil 5.12 de Teorem 5.1.2 geregince dm (E, T)=—— ve dm (E,T')= b2+C2 dir.

dE(A,E,) = dm(E, T)_bl y
dE(E, E’) = dm(E, T,) - CZ

ve m, > 0 oldugundan AE dogrusu pozitif egimlidir. Bu durumda

Vo = J (dp (A, EN))? + (dp(E,E"))” oldugundan

by + b, +
Vamz\/( 12C1_b1) +< e

2
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1) ABC ucgeninde m, < =1, -1 <m. < 0ve b, = b, Ve c; = ¢, Olur.

Bu durumda

_ Cm — |mb|_1-bm ’ bm — |mc|_1-cm ’
a,, = 2 " 2

2Vy,, = ((€m — Imp "1 by)? + (b —[mc[ 7. Cy)?

ZVam = \/(Cm —a. bm)z + (bm - .8 Cm)z
bulunur.

4. ABC iicgeni, A kosesinde iki tane temel dogrusu olan bir tiggen olsun ve E noktast A

kosesine ait temel dogrularla karsi kenarin kesisim noktalari arasinda kalmasin.

a)

Sekil 5.13m, < 0, m, < 0 durumu

b1+Cl

Sekil 5.13 de Teorem 5.1.2 geregince dm (E,T)= 22 ve dim (E,T')= 22 dir.

dE(A, E,) = dm(E, T)_bl y
dg(E,E') = c; — d,(E,T)

ve m, < 0 oldugundan AE dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda
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Va,, = max{dg(A,E'),dg(E,E")} oldugundan

b, +c b, + ¢
V“m:max{( 12 1_b1)’(cz_ 22 2)}

(255, (252

1) ABC ucgeninde m, < =1, -1 <m. < 0ve b, = b, Ve ¢; = ¢, Olur.

Bu durumda

{(cm - |mb|_1-bm> < Imcl_lcm - bm)}
Va,, = max > , >

2Vam = max{(cm - |mb|_1- bm)t (lmcl_l- Cm — bm)}

2Vam = max{(cm — . by), (B-cm — bm)}

bulunur.
C=F
b) -
7l: b2 =Ym
b}‘! C’
b2 + CZ _""Ilr T
Tk

Sekil 5.14 m, > 0, my, > 0 durumu

Sekil 5.14 de Teorem 5.1.2 geregince dm (E,T)= 2= Ve dm (E,T')= 222 dir.
dE(A: E') = d, (E, T)—b,

dg(E,E') = c; — d(E,T)
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ve m, > 0 oldugundan AE dogrusu pozitif egimlidir. Bu durumda

Vy, = \/(dE(A,E’))Z + (dE(E,E’))2 oldugundan

b, +c b, + c;\*
Vam:\/(lz tob) 4 (e =257

=\/(cl;bl)2 +(02;b2)2

my, > 0, b5, = bf + b3

by =¥Ym = by = bk — V&
) ABC lggeninde —1 <m. < 0Vve c; = ¢y, Olur.

Bu durumda

Va,,

2 2

2
_ (Cm — brzn - Vf’%l) n <|mc|_1-cm - Ym>2

21/:1,% = \/(Cm - Vb12n - VT%l)Z + (,B-Cm - Vm)z

bulunur.
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5.3 I¢ Aclortay Teoremi

5.3.1 Oklid Diizleminde i¢ Aclortay Teoremi

Teorem 5.3.1: Bir iiggende bir i¢ aginin agiortayi, karsi kenari komsu kenarlarla orantili

olarak bholer.

® p D ¢ C

Sekil 5.15 I¢ aciortay uzunlugu
Yani; Sekil 5.15 e gore g = % dir.

Ispat :

Sekil 5.15 de D noktasindan AB dogru pargasina ¢izilen paralelin AC dogru pargasi ile
kesisimi E noktast ve [DE| = x alinirsa, (Bkz Sekil 5.16) CED ve CAB (ggenlerinin

benzerliginden ve Thales bagintisi geregince

bulunur (Colakoglu 2005).
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B

Sekil 5.16 Oklid diizleminde I¢ Aciortay

5.3.2 i¢ Aciortay Teoremi m- Diizlemi Benzeri

Teorem 5.3.2 : m- diizleminde herhangi bir ABC iicgeninin A kdsesine ait agiortayinin

BC kenari ile kesisimi D noktasi ;

A = A (B, C) by = dppy(A4,C) 5 ¢y = Ay (A, B) ;D = d (B, D) 5 4y = d, (C, D);

AC kenarmin egimi; m;, AB kenarmin egimi ; m., BC kenarinin egimi; m, olmak tzere,

( c
Pm _ Cm , Diger durumlarda
9m  bm
’ 2
Dy Cm 1+ m,
LAt L B R — , m. <0
qm b | max{l,|m[}
¢, max{l, |m
) p_m=b_m_—{ Ims ) , my, < 0
Um " /1 + I'['lb2
2
P Cm [ AT max{1, [my|}
_—— . , my, m¢ <0
4m by | max {1, |m.|} / 2
L 1 +mb

dir.
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ispat :

Sekil 5.17 m, > 0, my, > 0, m. > 0 durumu Sekil 5.18 m, < 0, my, > 0, m, > 0 durumu

Sekil 5.17 egérem, > 0, myp > 0, m, > 0 iken
dg(B,D) = d;(B,D) = pn
dg(C,D) = d;(C,D) = qn
dg(A,B) =d,,(A,B) = cpp
dg(A,C) =4d,,(A,C) =b,

dg(B,D) _dg(A,B)
dz(C,D) dg(4,0)

Am

pm Cm
= — = —
m

Sekil 5.18 agbrem, < 0, my > 0, m, > 0 iken

/1+ma2

45(B.D) = | ax (L, Tmal}

.dy(B,D)
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4.C.D) = / /1 + ma2

\max{l, |m, |} +du (€, D)

dg(A,B) =d,, (A B) =c,,

dg(B,D) _dg(A,B)
dg(C,D) dg(4,0)

(m—m> .dy(B,D)
= i

b
/1 + m,? "
\—maxu, AL /'dM(C'D)
_ Pm _ Em
dm b
b)
C
b
" Im
A D
c Pm

Sekil 5.19 m, > 0, m > 0, m; < 0 durumu Sekil 5.20 m, < 0, m, > 0, m. < 0 durumu

Sekil 5.19 e gére m, > 0, my > 0, m. < 0 iken
dE(BJD) = d/m(BJD) = Pm
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dg(4,B) /—JHmCZ> dy(A,B)

- \max {1, Im.|} |

dE(BJD) _ dE(AiB)
d;(C,D) dg(4,C)

1+ m,?
\max {1, |mcl}/ -dw (4, B)

Am b

Il+mC
Gm  bm \max{l |mc|}/

Sekil 5.20 e gére m, < 0, my, > 0, m, < 0 iken

/1+ma2
dg(B,D) = | ————— |-du(B,D)

=

max {1, |m,|}

max{1, [m,|}

/1 + m,?
dg(C,D) = | —————= |.du(C,D)

max {1, |m.|}

/1+mc2
dg(A,B) = | ——————— | .du(4,B)

ds(4,C) = d,,(A,C) = by,

dp(B,D) _dy(A,B)
dg(C,D) dp(4,0)
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/1 + m,> fl + m_?
.dy(B,D) .dy(4,B)

max {1, |m,[} max {1, [m|}

= =

, b
1 +ma2 m
.dy(C,D)

max{1, [m,[}

Sekil 5.21 m, > 0, my, < 0,m. > 0 durumu Sekil 5.22 m, < 0, my, < 0, m; > 0 durumu

Sekil 5.21 agbére m, > 0, mp, < 0, m. > 0 iken
dg(B,D) = d,,(B,D) = pm
dg(C,D) =d,,(C,D) = qn,
dg(A,B) =d,,(A,B) = cpp

’1+mb2

454 C) = | ax (L, Imol)

Ly (4,0)
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dE(BJD) _ dE(AiB)
d;(C,D) dg(4,C)

Pm Cm
= =
dm 1+ mbz
\—maxu, Ty |- (4 )
N Pm _ Cm max{1,|mp|}

Am by ' 1+mb2

Sekil 5.22 gérem, < 0, mp, < 0 , m. > 0 iken

(o )

dE(B,D) = \m/dM(B,D)

/1+ma2

dE(C,D): m dM(C,D)
dE(A!B) = dm(A!B) =Cm

/1 +mb2
dg(A,C) = .dy(4,0)

max {1, |my,|}

dg(B,D) _dg(A,B)
dz(C,D) dg(4,0)

/1 + m,?
.dy(B,D)

max {1, [m, |}

Cm

/1+ma2 /1+mb2
.dy(C,D) .dy(4,0)

max{1, |m,|} max{1, [my|}
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Pm _ Cm max{l, [my|}

b
@m " ’1+mb2

d)

Pm

B

Sekil 5.23 m, > 0, my, < 0,m. < 0 durumu Sekil 5.24 m, < 0, my, < 0, m_; < 0 durumu

Sekil 5.23 e gére m, > 0, m, < 0, m. < 0 iken
dE(B'D) = d/m(BiD) = Pm

’1+mc2

dE(A,B) = m dM(A,B)
/1 + mbz
dg(4,C) = .dy(4,0)

max {11 |mb|}

dp(B,D) _dy(A,B)
dg(C,D) dp(4,0)
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max {1, [mc|[}

< /1 + m.? )
dm (A, B)

< ’1+mb >
3 dm (A, €)

max {1, |my|

b Cm / Jrme’ \ /max{l,lmbl}\

:a—a'\max{l,“ncl}/.\ \/Tmbz /

Sekil 5.24 e gbre m, < 0, mp < 0, m. < 0 iken

max {1, [m,|} |

/1+ma2
dg(B,D) =| —————— |.du(B,D)

1+ rna
dg(C,D) = max(LImD .dy(C,D)

1+ mC

dE(AIB) = max {1 |mcl} dM(A,B)
1 + mb

dg(4,0) = max (L]} .du(4,0)

dz(B,D) _dg(A,B)

dg(C,D) dp(4,0)
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max {1, |m,[} max {1, [m|[}

1+ 1’1’1b2
N )4y (AC)

max {1, [my|}

/1+ - /1+ C
i .dy (B, D) <—m .du (A B)

= =

/1 + m,°
.du(C,D)

max{1, |m,|}

—/

5.4 Dis Aciortay Teoremi

5.4.1 Oklid Duizleminde Dis A¢lortay Teoremi

Teorem 5.4.1: Bir iiggende bir dis aginin agiortay1 kars1 kenarin uzantisini bolerse, komsu

kenarlarla orantili olarak boler.

Sekil 5.25 Dis Aciortay uzunlugu

Yani, Sekil 5.25 e gore s = gdir.
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Ispat : Sekil 5.25 de D noktasindan AC dogru pargasina gizilen paralelin BA 1511 ile
kesisimi E noktas1 ve |DE| = x almirsa (Bkz. Sekil 5.26), BAC ve BED ug¢genlerinin

benzerliginden ve Thales bagintisi geregince

X =2 yg X =L egitlikleri elde edilir. Buradan da 2 = < bulunur (Colakoglu 2005).
x+c 14 c+x c q b

E
X
A X
C b
B C q D
p

Sekil 5.26 Oklid diizleminde Dis Aciortay uzunlugu

5.4.2 Dis A¢giortay Teoreminin - Dlzlemi Benzeri

Burada i¢ agiortay teoreminde kullanilan yontem izlenilecektir. Simdi, ayn1 yaklagimla

dis agrortay teoreminin 72~ diizlemindeki benzerini ifade ve ispat edelim.

Teorem 5.4.2 : m- diizleminde herhangi bir ABC iiggeninin A kdsesine ait dis

aciortaymin BC kenar uzantisin1 kestigi nokta D noktasi; a,,, = d,,(B, D),

b,,=4d,(@4:.0), ¢, =4d,(4B), p,=4d,(B,D), q, =4d,(C,D), AC kenarinin

egimi my, AB kenarinin egimi m, olmak Uzere,
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( c
Pm _ Cm , Diger durumlarda
Am b

2
Pm Cm /1+mc

S (L S , m,. < 0
qm by | max {1, |m[} ‘

¢, max{l, |m
<p_m__m' {lbl} ’ mb<0

Am  bm \/Tmbz
\/”mc \/ max{1, |mb|}\
k \max{l Imcl}/ \ ’1+mb /

mb<0,mc<0

Pm

Sekil 5.27 m- dizleminde Dis Agiortay uzunlugu

D

Pm

Sekil 5.28 m, > 0, my, > 0,m; > 0 durumu  Sekil 5.29 m, < 0, my, > 0, m. > 0 durumu

Sekil 5.28 e gbre m, > 0, my > 0, m, > 0 iken
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dE(CJD) = dm(C'D) = qm
dE(AJB) = dm(AJB) = Cm

dg(B,D) _dg(A,B)
dg(C,D) dg(4,0)

o Pm _ m
dm  bm

Sekil 5.29agérem, < 0, my >0, m, > 0 iken

/1+ma2

dE(B,D) = m dM(B,D)
/1 + m,°

dg(C,D) = max(L, [ma[} .du(C,D)
dg(A,B) =d,, (A B) =cp,

dg(B,D) _ dg(A,B)

dg(C,D)  dg(A,C)

/1 + m,?
max (1, Tm, [} | (5D
Cm

, b
14 m,? "
.dy(C, D)

max{1, [m,|}
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b)

Sekil 5.30 m, > 0, my, > 0,m. < 0 durumu  Sekil 5.31 m, < 0, my, > 0, m. < 0 durumu
Sekil 5.30 e gérem, > 0, mp > 0, m, < 0 iken

dg(B,D) = d,,(B,D) = pp,

dg(C,D) = d;y(C,D) = g

s o A

B \max {1, Imcl}/ -du(4,B)

dg(B,D) _dz(A,B)
d;(C,D) dg(4,C)

1+ m/?
max {1, |m.|} | du(4,B)
N Pm _
Am b

f 2
Pm _ Cm 1+ m,

m b, |\ max {1, |m.|}
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Sekil 5.31 egére m, < 0, my, > 0, m, < 0 iken

/1+ma2
dg(B,D) = | —————— |.du(B,D)

max {1; |ma|}

dg(C,D) = /—deaz> .dy(C,D)

\max{l, |m,|}

()

dE(A,B) = \m/dM(A,B)

dg(4,C)=4d,, (A C) =b,

dg(B,D) _dz(A,B)
d;(C,D) dg(4,C)

/1+ o /1+ 2
( " ).dM(B,D) < » >.dM(A,B)

max {1, |m,|} max {1, |m.[}

Juem? ] "
1+ m,
(max{l, Ima|}> -dm(C. D)

=

Qm b | max {1, |m.|}

2
;,Pmcm<4”m6>
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Sekil 5.32 m, > 0, my < 0,m, > 0 durumu Sekil 5.33 m, < 0, m;, < 0, m. > 0 durumu

Sekil 5.32 agbére m, > 0, my, < 0,m. > 0 iken
dg(B,D) = d,,(B,D) = pm
dg(C,D) = d;y(C,D) = g
dg(A,B) =d,,(A,B) = cpp

/1+mb2

454 C) = | ax (L, Imol)

.dy(4,C)

dg(B,D) _dz(A,B)
d;(C,D) dg(4,C)

1% C
:>/m_ m

dm 1+ mbz
\ .dy(4,0)

max{1, [my|}

p_m _ C_m maX{l; |mb|}

= —b .
m " ’1+mb2
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Sekil 5.33 agérem, < 0, my, <0 , m. > 0 iken

/1+ma2

dg(B,D) = m .dy(B,D)
/ /1 + m,?
dg(C,D) = .dy(C,D)

\max{l Im, [}

dp(A,B) = d, (A B) = c,,

(o)

dp(4,C) = \max{l |mb|}/ dy(4,0)

dg(B,D) _dz(A,B)
d;(C,D) dg(4,C)

’1 + m,*
.dy (B, D)

max {1, [m, |}

Cm

’1+ma2 ’1+mb2
.du(C,D) .dy(4,0)

max{1, |m,|} max{1, [my|}

=

Pm _ Cm max{l,|[my|}

:>——b—.
A " ’1+mb2
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d)

Pm B
Sekil 5.34 m, > 0, mp, < 0,m, < 0 durumu Sekil 5.35 m, < 0, m < 0, m. < 0 durumu
Sekil 5.34 e gbre m, > 0, my, < 0, m. < 0 iken

dg(B,D) = d,,(B,D) = pp

/1+mc2

dE(A,B) = m dM(A,B)
/1 + mbz
dg(4,C) = .dy(4,0)

max {1, [my|}

dg(B,D) _dg(A,B)
dz(C,D) dz(4,0)

/1 + m.?
.dy (A, B)

max {1, [m|}

Pm

dm 1+ me
\ .dw (A, 0)

max {1, [my|}
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o Pm _ Cm / JLtme /max{1,|mb|}
\ 1+ my?

Gm by \max{l, Imc[}

Sekil 5.35 e gére m, < 0, my, < 0,m. < 0 iken

(e

dE(B,D) = \m/dM(B,D)

/1+ma2
dg(C,D) = | ————= |.dy(C,D)

max{1, |m,|}

(e

dE(A,B) = \m/dM(A,B)

1+mb2
de(4,0) = X——1.4,,(4,0)

max {1, |[my|}

dg(B,D) _dg(A,B)
dz(C,D) dz(4,0)

/1+ a2 /1+ o
( i >.dM(B,D) < i >.dM(A,B)

max {1, |m,[} max {1, [m.[}

14 m,> 1 4 my?
(J " ).Mc,m (J m >_dM(A,Q

=

max{1, |m,|} max {1, |my|}
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2
Pm _ Cm / Jtme /max{l,lmbl}

= —=—. .
Gm  bm \max{1,|mc|} \ [Tmbz

5.5 Oklid Bagintilan

5.5.1 Oklid Duizleminde Oklid Bagmtilari

Teorem 5.5.1:

I. Bir dik iiggende hipoteniise ait yiiksekligin uzunlugunun karesi, bu yiiksekligin

hipoteniiste ayirdig1 parcalarin uzunluklarinin ¢arpimina esittir.

ii. Bir dik tiggende bir dik kenarin uzunlugunun karesi, hipoteniis uzunluguyla hipoteniise
ait yiiksekligin hipoteniisii ayirdigi pargalardan kendisi tarafinda kalan parcanin

uzunlugunun ¢arpimina esittir.

h
o
P H q &

a
Sekil 5.36 Oklid diizleminde Oklid uzunlugu

Yani, Sekil 5.36 e gore h? = p.q , b?> = q.a ve c¢? = p.a dir.
Ispat :

I. Sekil 5.36 de ABH ve CAH dik ii¢genlerinin benzerliginden S = % elde edilir.

Buradan da h? = p. g bulunur.
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a

ii. Sekil 5.36 de CAH ve CBA dik tiggenlerinin benzerliginden s =i

ABH ve CBA dik ii¢genlerinin benzerligindeng = % elde edilir. Buradan da b? = q.a ve

c? = p. a esitlikleri bulunur (Colakoglu 2005).

5.5.2 Oklid Bagintilarinin #2- Diizlemi Benzeri

Teorem 5.5.2:

I. m- diizlemde herhangi bir ABC dik iiggenlerinin hipoteniisiine ait yiiksekliginin
uzunlugunun karesi, yiiksekligin hipoteniiste ayirdig1 pargalarin uzunluklarinin carpimina

esittir.

il) m- diizlemde A agis1 dik olan bir ABC ii¢geninde hipoteniisiin egimi my,; AB veya

AC kenarlarinin egimi my, ise ;

( ) _ 1+ mhz ( _1) . 1+ (mh_l)z
P T max(LTm )2 P T (max{T, Tmy, 1)
( ) 1+ mkz
my) =
PR (max{1, Ty 13)?
ve
( ) = 1+m? (max{1, |my|})?
PR T = 1y my? " (max{1, |my[})?
olmak tzere,
p t(my ™ Vg » mp>0m <0; my>0,mg>0; my >0,my =
Rz =1 PPy , mp<0m<0;mp,<0mg>0;m,<0,m=0
m

Pm-9m ’ mp=0 m<0;,m,=0,m>0
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Qin- U, , Mmp>0m <0, mp=00,m<0; mp, >0m=o0o0

b2 — p(my)q,,.a,, , my <0,m <0; m,<0,m=0
m p‘l(mk)qm.am , mh>0,mk>0;mh =0,mk>0
p~1(my, m)q,,.a,, my, < 0,my >0
( p ()P, ) my, > 0,m, <0; my, =0,my <0
CZ — p_l(th mk)pM'am ’ mpy < 0' my <0
" Do Oy ,mpy>0,mg>0; m,=0,m>0;my >0,my =00
p(my) P,y , my <0,m, >0, mp<0,m=0
dir.
ispat :
a) C
b
m
A
A
hm ° am
H
Cm
Pm
B
Sekil 5.37 m,, > 0, m < 0 durumu Sekil 5.38 my, < 0, m < 0 durumu

Sekil 5.37 e gbre my, > 0, my < 0 iken
dg(B,H) = d(B,H) = pp
dg(H,C) = dn(H,C) = qp
dz(B,C) =d,(B,C) =a,,
dg(A,C) =d,(A,C)=b,,

’1+mk2

dp(A,B) = max {1, |my|}

.dy (A B)
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max {1, |-m; [}

dg(A H) = ( ).dM(A,H)

I) [dE(A!H)]Z :dE(B’H)dE(H)C)

2
max {1, |_m}_11|}.dM(A, H)) =d,,(B,H).d,,(H,C)

1+ (mgl)2
(max{1, [m;*[})*

hz, = p (™). Dy Gon

he, =D Qum

i) [dz(A,C)])? = de(H,C).dg (B, C)
[ (4, O = du(H, C).dm (B, C)
= b2, = Gy

iii) [dg(A,B)]? = dg(B,H).dg(B, C)

’1+mk2

max {1, [my|}

2

dy(4,B) | = dn(B,H).d,(B,C)

1+ mk2 2
= Com =
(max {1, [my|})?

Pm- A
-

Cm = p_l(mk)pm- A

Sekil 5.38 e gbre my, < 0, m < 0 iken

1+ mhz
dg(B,H) = | ~——|.d,/(B,H)

max {11 |mh|}
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dz(H,C) = /—Jl+rnh2> dy(H,0C)

h \max {1, my|} |

dE(B,C)—/ 1+ )dM(B,C)

\max {1, |my|}

LA B) / /1+mk

\max{l | my I}/ du(4,B)

I) [dE(A!H)]Z = dE(B'H)dE(HJ C)

’1 + mhz /1 + mhz
[dm (4, D)]? = <> du(B,H) <> dy(H,C)

max {1, |my,|} "\ max {1, my|}

_, (max{1, |mp[})*
1+mh . m_ m Am

h=p (M) Do Qo
i) [dg(4,0)]? = dg(H,C).dg(B,C)

’1 + mhz /1 + mhz
[dm (4, 0] = () dyu(H,C) <> du(B,C)

max {1, |my,|} "\ max {1, |my|[}

(max{1, |my|})?
=
1+ mhz

by = qm-a,,

= p(mh) Am-Am
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i) [dg(4,B)]? = dp(B, H).dy(B,C)

2
’ 2 / 2 / 2
(%-W'”) - (%)M&H)(%)M& K

1+m? (max{1,|myl})? |,
. . = .a
1+my2 (max {1, [mgpz ™~ Pmm

¢, = p~Hmy, )P,y A

b)
Am / B c \ an
Pm dm
H H
dm
m c
C m h,, c 5
b,, m
A A
Sekil 5.39 my, > 0, my > 0 durumu Sekil 5.40 m;, < 0, my > 0 durumu

Sekil 5.39 e gbre my, > 0, my > 0 iken
dg(B,H) = d(B,H) = pp
dg(H,C) = dn(H,C) = qp
dg(B,C) =d,(B,C) =a,,

1+ mkz
de(4,0) = | Y 1.4,,(4,0

max {11 |mk|}

dE(AJB) = dm(AJB) = Cm

max {1, |-m; [}

dg(AH) = ( ).dM(A,H)

76



i) [de (A, H)]? = dg(B, H).dg(H, C)

2
max {1, |(—m}_11)|} du(4A, H)) =d,,(B,H).d,,(H,C)

1+ (m;l)z

= (max{L, |m; D2

m = Pm-9Qm

hy, =p ' (™). 0 @i

i) [ds(A,C)]* =dg(H,C).dg(B,C)

(fme

km'd'g(f"c)) = d(H,C).dm(B, C)

1+mk2

=3 b2 =q,,.
(max(L, [my )22 = Gm-Gm

bi = p (M) G- Arm

i) [dz(A,B)]? = dg(B,H).dg(B, C)
[dn(A,B)]? = d,,(B,H).d,,(B,C)
=2, =Py
Sekil 5.40 a gbre my, < 0, my > 0 iken

/1 + mhz
dp(B,H) = | —————|.dy(B,H)

max {1, [mp|}

max {1, |m,|[}

1+mh2
Ay, = | X—— | .dy,(H,0)
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dz(B,C) = /—JHmhz> du(B, ()

h \max {1, my|} |

dE<A,C)—/ 1 >dM(A,c)

\max {1, |my|}

dg(A,B) =d,,(A,B) =cp,
dgs(A,H) =d,,(A H) = hy,
I) [dE(A!H)]Z = dE(B'H)dE(HJ C)

//1+mh \dM(B,H)/ /1+m}1 A CHLO)

[do (4, H)]? = \max{l |mh|}/ \maX{l lmhl}/

_, (max{1, Imy [})?
1+ mh

hs,=p(Mp). P G

i) [ds(A,C)]* =dg(H,C).dg(B,C)

2
1+mk2 1+mh2 1+mh2
N " 4,40 | = (—J> dy (H, C) (—“) dy (B, C)

. ,0).
max {1, |my[} max {1, my [} max {1, [my [}

1+ my? (max{1, |my|})?
1+ mp?2 (max{1, |my|})?"

b = Q- Ay

b/;%n = p_l(th mk)qm- A

1ii) [dg(A,B)]? = dg(B,H).dg(B, ()
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/‘11+mh .dy (B, H) /—Jlﬂnhz .dm(B, C)

2 _
[dn (4, B)]" = max {1, |my|} '\max {1, [my [}

(max {1, |my|})?
1+ mhz

2
Comn = DPm- A

= p(mh) Pm- A

Sekil 5.41 my, = o0, my, < 0 durumu Sekil 5.42 my, = 0, my, > 0 durumu

Sekil 5.41 e gbre my, = oo , my, < 0 iken
dg(B,H) = d(B,H) = pp
dg(H,C) = dn(H,C) = qp
dg(B,C) =d,(B,C) =a,,
dg(A,C) =dn(A,C) =b,

1+mk2
a8 =| X— . 4,4 B)

max {1, |mk|}

) [de (A, H)]? = dg(B, H).dg(H, C)
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[dyn (A, H)]? = d,(B,H).d,,(H, C)
hi = P m
i) [de(A,C)]? = dg(H,C).dg(B,C)
[dn(4,0)]? =d(H,C).d,y,(B,C)
b2, = Q-

1) [dg(A,B)]? = dg(B,H).dg(B,C)

2
( ’1 + mkz \‘
—.dM(A,B)/ = d,,(B,H).d(B,C)

\max {1, |my|}

1 + mkz 2
—1 . = .
(max{L, [mg[p2 = Pmfm

Co = P~ (MDA,

Sekil 5.42 a gére my, = 0, my > 0 iken
dg(B,H) = d(B,H) = pp

dg(H,C) = dm(H,C) = qp

dg(B,C) =d,(B,C) =a,,

/1 + mkz
dg(A,C) = .dy(4,0)

max {1, |my|}

dg(A,B) =d,,(A,B) =cp,
I) [dE(AJH)]Z = dE(BtH)dE(HﬁC)

[dm(AJ H)]z = dm(B:H)- dm(H: C)
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hfn =Pm-9m

i) [dg(4,C)]? = dg(H,C).dg(B,C)

’1+mk2

max {1, |my|}

2

dg(A,0) | = d,(H,C).d(B,C)

N 1 + mkz b2 _
(max(L, [mgH2 7

b, = p~ (M) G- Ay
i) [dg(4, B)]? = dp(B, H).dg(B, C)

[dm(A; B)]Z = dm(B; H)- dm(Br C)

2
= Cpm = DAy

Sekil 5.43 m;, < 0, my = 0 durumu Sekil 5.44 my, > 0, my = co durumu

Sekil 5.43 e gbre my, < 0, my = 0 iken

’1+mh2

45 (B H) = | ax (4, Tmn )

.dy (B, H)
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dp(H,C) = / —“Hmhz).dM(H, 0)

\max {1, |my|}

dg(B,C) = / —“Hmhz) .dy(B,C)

\max {1, |my|}

dg(A,C) = dp(A,C) = b,,
dz(A,B) = d,.(4,B) = cmy
dg(AH) = d, (A H) = hy,
i) [ds(A H)]? = dg(B, H).dg(H, C)

1+ mhz 1+ mhz
[d,, (4, H)]? = <“> .dy (B, H). <J> .dy (H,C)

| max {1, |my|} max {1, |my|}

(maX{l, |mh|})2 2
= T+m2 N S NP

hZ,=p(Mp)P - Gom

i) [dg(4,0)]% = dg(H,C).dg(B,C)

’1 + mhz /1 + mhz
[d,,(4,C)]? = () .dy(H, C). (—) .dy(B,C)

max {1, |my|} max {1, |[my|}

(max(1, my[)? , _
1+ my? Om = Qme Gm

bfn = p(mh)- Am-Am

1ii) [dg(A,B)]? = dg(B,H).dg(B, ()
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max {1, [my|}

[dn (4, B))* = /E> .dy (B, H)./ \/Tmhz

\max {1, |my |}

(maX{l, |mh|})2 2
= 1+mh2 Co = P Ay

Co = P(My) Pm- Ay,

Sekil 5.44 e gbre my, > 0, my = oo iken
dg(B,H) = din(B,H) = py,

dg(H,C) =dm(H,C) = qpm

dg(B,C) =d,(B,C) =a,,

dg(A,C) =dn(A,C) =D,

dg(A,B) =d,,(A,B) =cpp,

max {1, |—ml_11|}

dg (A, H) = ( ).dM(A, H)

I) [dE(ArH)]Z =dE(B1H)dE(HiC)

2
erg_l)lz dy(AH) | =d, (B H).d,H,C)
max {1, |(—mp)[}

1+ (mgl)z
1|})2 hf%n = Pm-Am

(max{l, |mﬁ

Rz, = p~ (™). P G

i) [dg(4,C0)]* =dg(H,C).dg(B,C)

[dm(AJ C)]z = dm(H' C) dm(Bf C)

83

> .dy (B, C)



bfn =qm- A
i) [dg(A,B)]2 = dy(B, H).dy (B, C)
[dm(A: B)]Z = dm(B: H)-dm(B' C)

2
= Cpm = Dm- Ay

5.6 Pisagor Teoremi

5.6.1 Oklid Diizleminde Pisagor Teoremi

Bir dik ticgende, hipoteniisiin karesi, dik kenarlarin kareleri toplamina esittir.

A

a

Sekil 5.45 Pisagor uzunlugu

Yani Sekil 5.45 e gore a? = b? + ¢2 dir.

Ispat : Sekil 5.45 de A noktasindan BC dogru pargasina indirilen dikmenin ayag1 H

noktasi; [BH|=p ve [HC|=q olarak almirsa (Bkz Sekil 5.46), Oklid bagintis1 geregince

b? =q.ave

c? = p.a dir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa, b2 + c¢? = a.(p + q) elde edilir.

Buradan da p + ¢ = a oldugundan a? = b? + ¢? bulunur (Colakoglu 2005).
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Sekil 5.46 Oklid diizleminde Pisagor uzunlugu

5.6.2 Pisagor Teoreminin m- Duzlemi Benzeri

Bu teorem i¢in iki farkli yontem izlenerek teoremin #1- Diizlemi versiyonu olan farkli iki

forml elde edilecektir.

Teorem 5.6.2: m- Diizleminde bir ABC dik tiggeninde, hipoteniis uzunlugu a,, ; dik

kenarlarin uzunluklari b, Ve c,, ; hipoteniisiin egimi my,; AB veya AC nin egimi my ise,

( ) _ 1+ mhz ( _1) _ 1+ (mh_l)z
PR = max(T, Imu? * P 7T (max(T, Imy 112
( ) 1 + mkz
m =
PR = Cmax(1, Tmyg )2
ve
( )= 14+ m? (max{1, |my|})?
PR M = T 2 (max(1, [y [})2
olmak Uzere,
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( b,,*+ p(my).c,,> , mp >0,m<0;mp =00, my <0
p~1(my).b,,* + p(my, my).c, 2 m, <0,m,<0
, p(my). b, + c,,> , my >0,m>0; mp=0,my >0
Am™ = 2 -1 2
p(my, my).b,,” +p~*(mp).c,,* , m, <0,mg >0
p_l(mh)(bmz + sz) ) mpy <0 ,y Mg = 0
\  b,,°+c,> ) my >0,my =
dir.
Sekil 5.47 m- Dlzleminde Pisagor uzunlugu
ispat :

Oklid bagintisinin 72 benzeri geregince Teorem 5.5.2 deki durumlari diisiinelim. Buradan
a) my > 0,my < 0 ise (bkz Sekil 5.37)

2 _ 1+my? 2 _
b, =q,,a,, Ve (max{1,|mk|})2'cm = Dy A,

b’ = Gy Ay VE p(M). €y % = Dyp- A,y 156

me +p(my). ¢,,* = a,,”

b) m, <0,my < 0 ise (bkz Sekil 5.38)

2
1+my* (max{1,/my|})? 2

.b,, =q,,.a, Ve 1+mh2.(max{1’|mk|})2.cm = DA

(max{1,lmy|})?
1+mh2

p~*(my). bmz = Q- A V€ p(my, my,). sz = Dn- Ay 15€
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p_l(mh)-b/mz + p(mk, mh).C,mz = Cl,mz

c) my > 0,my > 0ise (bkz Sekil 5.39)

1+mk2

2 _ 2 _
m.bm =qm- Ay VECp™ =Dy Ay

p(My). b,y = Qo Ay V€ Cpp = Dy Gy 158

p(mk)-bmz +Cn’ =a,’

d) my <0,my > 0 ise (bkz Sekil 5.40)

1+my? (max{1,|mp|})? b 2 — 4. Ve (max{1,|mp|})? 2 _ a
Tamp? (max(Limgpz 2 = dmAm V& TR ST O = Pm- A

p(my, my). me = qm-Am V€ p_l(mh)- sz = Dm- Ay 15€

p(mk, rnh)-bfm2 + p_l(mh)-cmz = amz

e) my = oo, my < 0ise (bkz Sekil 5.41)

b, %= a,, Ve M &, = a
m - qm' m (maX{l,lmkl})z m - pm' m

b, % = Gy Ve p(My).Cpp2 = Py A,y iS€

me +p(my). ¢, = a,,”

f) my =0, my > 0 ise (bkz Sekil 5.42)

1+my 2 2

— 2 —
(max{L|mg[HZ " M =qmum -0y V€ Cip,”™ = Dy Ay

p(My). b,y = Gy Gy VE Cpp2 = Dop. A,y I1S€

p(mk)-bmz + sz = amz

g) my < 0,my = 0 ise (bkz Sekil 5.43)

(max{1,|mp[}H)?

(max{1,|my[})? c. 2 =
1+mh2

2
b, =q,,.a, Ve TrmzCm = DAy,

p_l(mh)-b/mz = Q- Ay V& P~ (Mp). Cp > = Py Ay, iSE
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p_l(mh)(b/mz + sz) = amz
h) m; > 0, my = oo ise (bkz Sekil 5.44)
D’ = Qe Ay VE Cpp2 = Doy Ay 158

2
b,  + ¢, =a,?

5.7 Stewart Teoremi

5.7.1 Oklid Diizleminde Stewart Teoremi

ABC herhangi bir lggen ve Xe€ [BC] olmak Uzere; |BC| = a, |AC| = b, |AB| =,
|BX| = p, |CX| = q ve |AX| = x ise asagidaki bagint1 gecerlidir:

bz.p+c2.q_
p+q

x% =

p-q

B p X q C

Sekil 5.48 Oklid diizleminde Stewart uzunlugu

Ispat : B = X iken, yani p = 0 i¢in ve C = X iken, yani q = 0 i¢in bagint: gecerlidir.

X € (BC) i¢in Sekil 5.48 de AXC agisinin derece cinsinden 6lgiisii @ olarak alinirsa AXB

acisinin Olcilisti 180 — a olur. AXC ve AXB liggenlerinde kosiniis teoremi geregince,
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b? = x% + q* — 2xqcosa ve c? = x? + p? — 2xpcos(180 — a)

dir. ilk esitligin her iki yam q ile, ikinci esitligin her iki yan1 p ile béliiniip, esitlikler taraf

tarafa toplanirsa,

bz_l_c2 2(1+1)+ N
—+—=x*(=+=)+p+q
q p

elde edilir. Buradan da

bulunur (Colakoglu 2005).

5.7.2 Stewart Teoreminin m- Dizlemi Benzeri

Kenarortay teoreminde verilen parametreler cinsinden formalun bir #:- dizlemindeki

benzeri verilecektir.
Teorem 5.7.2 :

ABC m- diizleminde herhangi bir t¢cgen; Xe [BC],a,, =d,,(B,C),b,, =d,,(4,C),
Cm =dm(AB) , Dy = dm(B,X), @ = dn(C,X) Ve x,,, = d,,(A4,X), Imy|™! = a,

Im.|~* = B olmak Uzere,

1) Eger A kosesinin hi¢ temel dogrusu yoksa

by Dt BCom- ab,, . Pm+cC
a) xm:maX{ m-Pm .BQO, m-Pm mqm} 1ma<0
Pmtdm Pmtdm
2) Eger A kosesinin yalniz bir temel dogrusu varsa

by Dm+Cmm —Dm-Pm+BCm-Gm
Pmtadm ’ Pmtdm

a) x,, = max ,m, <0,m, <0
{ )
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3)

4)

dir.

2 2
\ bm=YmPm+Cmdm —VYm-Pm+BCm-Qm

b) x,, = max ,

,ma<0,mb>0

Pmtdm Pmtdm
2
brzn—]/.,zn.p,m+ Cmdm Ym-Pm—=BCm-9m 2
0 x, = || + (Im2nbonn)” s 0,m, >0
Pmtqdm Pmtdm

Eger A kosesinin iki tane temel dogrusu var; X noktasi, A kdsesine ait temel

dogrularla kars1 kenarin kesisim noktalar arasinda kaliyorsa

. b.rzn—’yrznpm'l'CmCIm bmpm_ﬁcmqm

a) x,, = max m,<0,m,>0
) % Pmtqm ’ Pmtqm ! a ' b

b) X, :\/(_abm-pm+CQO )2+(bm-pm_ﬁcm-qm)2 m. > 0
m Pmtdm Pmtadm s

ABC fi¢geni, A kosesinde iki tane temel dogrusu olan bir tiggen olsun ve X
noktas1 A kosesine ait temel dogrularla karsi kenarin kesisim noktalari

arasinda kalmasin.

—a.by Dt -b +pc
a) X,, = max {( m-Pm /m('Im)’( mPmt+ B m@m)} ,m, < 0’ m,, <0
Pmtadm PmtAm
2
. Do~V Pm+CmAm — +8Bc 2
b) x,, = + (—ympm B mqm) ,mg >0,my, >0
Pmtadm Pmtdm

Asagidaki ispatta Oklid diizlemiyle ayni olan Stewart uzunluklarinin hesaplanmasi

gozard1 edilmistir.
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ispat :

B’= B noktasmin A dan gegen y- eksenine paralel olan dogruya dik izdiisimd,

C'= C noktasmin A dan gecen x- eksenine paralel olan dogruya dik izdiisiimd,

X'= X noktasinin A dan gegen x-eksenine paralel olan dogruya dik izdiisimd,

T= X noktasinin C C’'dogrusuna dik izdiistimii,

T'= X noktasinin BB'dogrusuna dik izdisiimii

ve dg(A,C") = by ,dg(C,C") =b,,dg(A,B') = c,,dg(B,B") = ¢; ma; AX nin egimi,

m,; AC nin egimi ve m, ; AB nin egimi, | m,, | -1 = a ve | m. | —1 = 8 olsun.olsun.

Bdylece

. ={J(dE(A,x'>)2+<dE<X,X'>>2 , mg >0
" max{dz(4,X"),dg (X, X"} , my<0

1) ABC ii¢geni A kosesinde hig temel dogrusu olmayan bir tiggen olsun.

by

c; — b,

Sekil 5.49 m, < 0 durumu
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Sekil 5.49 de Teorem 5.1.2 geregince d,,,(X,T) = % ved,,(X,T") = Pm(C2bz)

mtAdm Pmtdm

dir.

dg (A, X")=b; — d,,(X,T)

dg(X,XN=c, — d,,(X,T")

ve m, < 0 oldugundan AX dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda
X,, = max{dg(A, X"),dg(X,X")} oldugundan

Qe (b1 — C1) _ Pm(C2 — bz)}

X,, = maxib; — ,
” {1 Pt Qm ° DPmtdm

{blpm n C1qm bzpm + C2qm }
X, = max )
Pmt+ qm Pm+ Am
i) ABC lcgeninde -1 <mp <0, m. < —1ve b, = b, Ve c, = c,, olur.
Bu durumda

bmpm + |mc|_1CQO |mb|_1- bmpm + CQO}

Xy = max{ )

Xy = max{ )
Pt dm Pm + Am

i) ABC lcgenindem, < —1,-1<m.<0veb, =b,, Ve c; = c,, oOlur.

Bu durumda

|mb|_1- bmpm + Cmm bmpm + |mc|_1CmCIm}

Xy = max{ )

by D + Conldm by P + BCin- qm}

Xy = max{ )
Pm t dm Pm t dm
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b)

Sekil 5.50 m, > 0 durumu

Sekil 5.50, Oklid diizlemiyle aym oldugundan Stewart uzunlugunun hesaplanmasi

gozard edilmistir.

2) ABC iiggeni A kosesinde bir tek temel dogrusu olan bir {iggen olsun.

b, + ¢,

Sekil 5.51 m, < 0, m;, < 0 durumu
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ekil 5.51 da Teorem 5.1.2 geregince d,,,(X,T) = Aml&1=b1) e d,, (X, T = Pnlptes)
gereg v

mtAdm Pmtqdm

dir.

dg (A, X)=b, +d,. (X,T)

dg(X,X)=c, —d,,(X,T")

ve m, < 0 oldugundan AX dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda

X,, = max{dg(A, X"),dg(X,X")} oldugundan

{ qm(c1 — by) Pm(b2+cz)}
X, = max{by + —— , ¢, ——M8
Pm t Qm Pm t 4m

{blpm +C1qm _bzp/m + CZQm}

X, = max ,
Pm t qm Pm t Qm
i) ABC icgenindem, < —1,-1<m.<0ve b, =b,, Ve c; =c,, olur.

Bu durumda

{Imbl‘l- byn-Pim + Cmm —DmPm + Imcl‘lcmqm}
X, = Max ,

Pm t 4m Pmt qm

_ {abmpm + CnQm —Dm-Dm + BCm- Qm}
X,, = max ,
i) ABC lggeninde =1 <my <0, m. < —=1ve b; = b,, Ve ¢, = c,,,0lur.

Bu durumda

|—1

_ {bmp/m + M| ™G —IMp| ™ by Do + CrnGim }
X,, = max ,

Pm + Am Pm + Am

bm-pm + .ch- Am _abm-pm + Cnm }

Xy = max{ )
Pm + Am Pm + Am
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b)

Sekil 5.52 m, < 0, my, > 0 durumu

Sekil 5.52 da Teorem 5.1.2 geregince d,,, (X, T) = % ve d,, (X,T") = Lnbztcs)

mtAdm Pmtdm

dir.

dg (A, X)=b, +d, (X,T)

dg(X,X"N=c, — d,,(X,T")

ve m, < 0 oldugundan AX dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda
X, = max{dg(A,X"),dg(X,X")} oldugundan

CI/m(Cl - bl) co— Pm(b2+cz)}

X,, = maxib,; + ,
" {1 Pt dm o Pmtdm

blpm + C1q9m _bzpm + CZCI/m}

Xy = max{ )
Pm t dm Pm t dm

my, > 0, b7 = bi + b3

b, = ¥Ym = by = b3 — v

i) ABC lggeninde —1 <m, < 0vec; =c, olur.
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Bu durumda

B b2 — V2 Dm t CnQm —VYmPm + M| Cn G
X,, = max ,
Pm + dm Pmt Qm
B b — Vi Pm + CmGm —Ym-Pm + BCm-Am
X,, = max ,
Pm + dm Pm t Qm

i) ABC lcgeninde m. < —1 ve ¢, = c,,0lur.

Bu durumda

_ brzn B Yr%pm + |mc|_1c/mqm —Vm-Pm t Cnlm
X,, = max ,

Pm T qm Pm + dm

_ brzn B )/‘l’%l P+ BCm-Qm —Vm-Pm + Cmlm

X,, = max ,
Pm t Qm Pm T 4m
c)
by = ¥Ym

b, + ¢,

Sekil 5.53 m, > 0, m;, > 0 durumu

Sekil 5.53 de Teorem 5.1.2 geregince d,,, (X, T) = 2270 o g (X, T7) = Lrb2tcz)

Pmtqm Pmtqdm

dir.

dg (4, X')=b1 + dm(X; T)

96



dE(X' X,):dm(Xi T’) —C

ve m, > 0 oldugundan AX dogrusu pozitif egimlidir. Bu durumda

X, = \/(dE(A,X’))Z + (dE(X,X’))2 oldugundan

2 2
-b b,+
x,, = <b1 n qm(cy 1) > " (Pm( 2+C3) _C2>
Pm + Qm Pm + Qm

X = (blpm + C19m )2 + (bzpm - Czqm)z
" P+ A P+
my, > 0, b2, = b? + b2

by = ¥m = by =/ bj — Vi

) ABC lggeninde —1 < m. < 0 ve ¢; = ¢, olur.

Bu durumda

2 2
o = brzn - yr%lpm + Conm + <Ympm - |mc|_1ch4/n>
" Pt Qm Pt Qm

2
X = brzn - VT%.' Pm + Cmm + (Vm- Pm — ﬁcm- Qm>2
" Pm + Am Pm + Am

i) ABC lggeninde m. < —1ve ¢, =c,, olur.

Bu durumda

2
o = b%t - yr%lp/m + |mc|_1c/mCI/m + ()/m-pm - Cmq/m)z
" Pt Qm Pt Qm
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2
o = brzn - Vr%lp/m + ﬁc/m- dm + (ympm - CQO)z
" Pm t+ Qm Pm + Qm

3) ABC ii¢geni A kosesinde iki tane temel dogrusu olan bir iiggen olsun. X noktasi

da A kosesine ait temel dogrularla karsi1 kenarin kesisim noktalar1 arasinda kalsin.

C=F

Sekil 5.54 m, < 0, my > 0 durumu

by = ¥m

Sekil 5.54 de Teorem 5.1.2 geregince d,,, (X, T) = 2281 e g (x,77) = Pnll2tcz)

m+m

dir.

dg(A,X)=d,,(X,T)—b;

dg(X,X)=d,,(X,T") — ¢,

ve m, < 0 oldugundan AX dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda

X, = max{dg(A,X"),dg(X,X")} oldugundan

1

_ {qm(bl + Cl) Pm(Cz + b2) }
X,, = max -b -y
Pm + Am Pm t Am

_blpm + C1qm bzpm - CZCI/m}

Xy = max{ )
Pm t qm Pm t qm

my, > 0, b7 = bi + b3
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by, =¥m = by = \bji — vz
i) ABC lcgeninde 1 < m. < 0 ve ¢; = ¢, olur.

Bu durumda

_ B brzn B ynZ"me + CnQm YmPm — |mc|_1CmQ4'n
X,, = max ,
Pm + m P+ Qm

_ {_ brzn B ynZ"me + Cndm Vm-Dm — ﬁc/m- QM}
X,, = max

Pm + Am ’ Pm + Am

Cl “““““““““““““““““ ! K’

b) : :

i Am \

b,

T O — T __ X !

(il ; E

voby A 'a . |

I: &) E '

o i S 1
G

Sekil 5.55 m, > 0 durumu

Sekil 5.5 de Teorem 5.1.2 geregince d,,(X,T) = 12 ve g, (x,T") = %
dir.

dE(A! Xl)zdm(X! T)_bl
dE(X, X,):dm(X, T’) - CZ

ve m, > 0 oldugundan AX dogrusu pozitif egimlidir. Bu durumda

Xy = \/ (dg(4,x))" + (dg(X,X"))" oldugundan

_ < G (by + ¢1) > (pm(b2+c2> )2
Xy = — b | t|——————¢;
Pm+qm Pm t qm
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2

_ (_blpm + C1qm )2 (bzpm - CzCIm)
X = (2 2m
Pmt qm Pm t qm

) ABC lcgeninde my, > —-1,-1<m. < 0ve b, =b,, Ve c; = c,, olur.
Bu durumda
. - ( —|mp| ™1 b D t+ cmqm>2 N (bmpm - Imcl‘lcmcm)2
" P+ A P+ A

X = (_abm-pm + Cnm )2 + (bmpm - ﬁcm- qm)z
" Pt Qm Pt Qm

4. ABC iiggeni, A kosesinde iki tane temel dogrusu olan bir liggen olsun ve X noktasi

A kosesine ait temel dogrularla kars1 kenarin kesisim noktalar1 arasinda kalmasin.

a)

by + ¢y

Sekil 5.56 m, < 0, m;, < 0 durumu

Sekil 5.56 de Teorem 5.1.2 geregince d,,(X,T) = 42024 ve 4, (x,T") = 22Cerce)

dir.
dE(A,X,) = dm(X, T)_bl y
dg(E,X)=¢,— d,,(X, T

ve m, < 0 oldugundan AX dogrusu negatif egimlidir. Bu durumda
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X,, = max{dg(A,E'),dg(E,E')} oldugundan

X, = max {( qm (b + 1) bl),(cz _ Pm(ba Cz))}

Pm + Am Pm t+ qm
_ {(—bﬂ?m + C1Clm) (—bzpm + CzCIm> }
X,, = max
Pm + Am Pm t+ qm
)} ABC lcgeninde my, < —1,—1 <m. < 0ve b, = b,,, Ve ¢; = ¢;,, Olur.

Bu durumda

X = max{<_|mb|_1-bm-pm + Cmqm> <_bmpm + |mc|_1CmQ/m>}
" Pt Qm ’ Pt Qm

_ {(—a. by Dom + cmqm) (—bmpm s ﬁ%ﬂm)}
xm = max )
Pmt Qm

Pm + Am

bulunur.

b)

T

1

1
-—-

S

Sekil 5.57 m, > 0, my, > 0 durumu

Sekil 5.57 de Teorem 5.1.2 gereince d.,, (X, T) = 2221 ve d,,, (X, T') = %
dir.

dg(A,X') = d;, (X, T)=b,
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dE(X,X’) == C2 - dm(X,T,)

ve m, > 0 oldugundan AX dogrusu pozitif egimlidir. Bu durumda

X = \/(dE(A; E'))? + (dE(E,E’))2 oldugundan

_ (qm<b1 +¢p) ) ( P (by + cz))z
Xp = ||——==by) +|c ———=
P+ qm Pm T qm

_|(=bipmrcian\? | (—babmtcaam)?
Xm = \/( Pmtadm ) + ( Pmtadm )
my, > 0, b2, = b? + b2
b, = ¥Ym = by = /b — Vi
) ABC lcgeninde —1 < m, < 0 ve ¢; = ¢, olur.

Bu durumda

2 2
_ - brzn - VT%me + Cmm + <_Vmpm + |mc|_1chm>
Pm + Am Pm + Am

2
o = - brzn - VT%‘L Pm + Cmm + (_Ympm + ﬁchm>2
" Pt Qm Pt Qm

bulunur.
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5.8 Menelaus Teoremi

5.8.1 Oklid Diizleminde Menelaus Teoremi

KLM herhangi bir tiggen ve £ bu tiggenin iki kenari olan KL ve LM kenarini sirastyla K,
L, M noktalarindan farkli P ve R noktalarinda kesen bir dogru olsun. £ dogrusunun LM

kenarinin uzantisini kestigi nokta S ise (Bkz. Sekil 5.58)

|SM| |LP| |KR| _
ISL| "|PK|"|RM|
dir.
K
p
R
S

L M

Sekil 5.58 Menelaus uzunlugu

Ispat : Sekil 5.58 de K noktasindan LM dogrusuna paralel cizildiginde, gizilen paralelin
£ dogrusu ile kesisimi T noktasi ise KTR ile MSR {i¢genleri ve KTP ile LSP iiggenlerinin

benzerliklerinden (Thales bagintilari)

KT| _|KR| _IKT| _|PK]|
isM| ~ 1Rm| € TSL] ~ |LP]|

elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa boliiniip diizenlenirse
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IsM| ILP| IKR| _

ISL| "|PK|"|RM|
bulunur (Colakoglu 2005).
T K
P
R
S
L = M

Sekil 5.59 Oklid diizleminde Menelaus uzunlugu

5.8.2 Menelaus Teoreminin - Dizlemi Benzeri

Thales bagintilar1 m- dizleminde gegerli oldugundan Menelaus teoreminin -

duzleminde gegerliligi agikardir.

Teorem 5.8.2: m- dizleminde KLM herhangi bir icgen ve ¢, bu liggenin iki kenarimi
diyelim ki KL ve KM kenarlarim1 sirasiyla K, L, M noktalarindan farkli P ve R
noktalarinda kesen bir dogru olsun. ¢ dogrusunun LM kenarmin uzantisini kestigi nokta

S ise (Bkz. Sekil 5.60),

A (S, M) dp(L,P) dm(K,R)
d,(S,L) "d,,(P,K) d,,(R,M)

dir.
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M

Sekil 5.60 71~ dizleminde Menelaus uzunlugu

Ispat: Bkz. Teorem 4.1.3

5.9 Ceva Teoremi

5.9.1 Oklid Diizleminde Ceva Teoremi

KLM herhangi bir tiggen ve P, bu liggen i¢inde bir nokta olsun. KP dogrusunun LM dogru
parcasin1 kestigi nokta T; LP dogrusunun KM dogru pargasimi kestigi nokta S; MP
dogrusunun KL dogru pargasini kestigi nokta R ise (Bkz Sekil 5.61)

IKS| |MT| |LR| _
|SM|"|TL| "|RK|

dir.
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L T M

Sekil 5.61 Oklid diizleminde Ceva uzunlugu
ispat :

Sekil 5.61 de KL T ti¢ggeni ve RPM keseni; KTM ti¢geni ve LPS keseni goz Oniine alinarak

Menelaus teoremi uygulanirsa,

\MT| |LR| |KP| LT [MS| |KP|
IML|"TRK| 1PT| _ Y¢ 1LM| MK TPT]

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa boliiniip diizenlenirse,

IKS| |MT| |LR| _
|SM|"|TL| "|RK|

bulunur (Colakoglu 2005).

5.9.2 Ceva Teoreminin m- Dizlemi Benzeri

Menelaus teoremi #1- diizleminde gegerli oldugundan Ceva teoreminin m- diizleminde

gecerliligi asikardir.

Teorem 5.9.2: m- duzleminde KLM herhangi bir tiggen ve P, bu licgen icinde bir nokta
olsun. KP dogrusunun LM dogru par¢asini kestigi nokta T, LP dogrusunun KM dogru
parcasini kestigi nokta S, MP dogrusunun KL dogru parcasini kestigi nokta R ise (Bkz.
Sekil 5.62)

106



dn(K,S) dpyM,T) dip(L,R)
d,, (S, M) d,(T,L) dn(R,K)

elde edilir.

Sekil 5.62 m- diizleminde Ceva uzunlugu

Ispat: Bkz. Teorem 4.1.3
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasi esas olarak, Oklid uzaklik fonksiyonu ve maksimum uzaklik
fonksiyonuna bagli olarak tanimlanan d,, uzaklik fonksiyonu kullanilarak M- metrik

geometrisinde liggenlerin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Yapilan incelemeler sonucunda Oklid diizlemindeki Thales bagintisi, Kenarortay
Teoremi, I¢ Aglortay Teoremi, Dis Aciortay Teoremi, Oklid bagintisi, Pisagor Teoremi,
Stewart Teoremi, Menelaus Teoremi ve Ceva Teoremi’nin m- dizlemi benzerleri

verilmistir.
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