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OZET

Bu tez caligsmasinda, Lorentzian 3-uzaydaki yiizeyler iizerindeki manyetik yoriingeleri belirleyecegiz.
Bunun i¢in ilk olarak Lorentzian 3-uzayda manyetik vektor alan1 ve manyetik yoriingeleri tanitacagiz.
Daha sonra yiizeyler iizerindeki Darboux ¢atis1 egrilikleri ile ilgili Killing esitliklerini elde edecegiz.
Kiling esitlikleri yardimiyla varyasyonel yaklasim yaparak Lorentzian 3 uzayda yiizeyler iizerindeki
manyetik egrileri belirleyecegiz. Uygulama olarak de Sitter uzay olarak adlandirilan zaman-benzeri
Lorentz kiiresinin ve hiperbolik diizlem olarak adlandirilan uzay-benzeri Lorentz kiiresinin iizerin-
deki manyetik egrileri belirleyecegiz. Ayrica, elde edilen sonuglara uygun 6rnekler verecegiz ve bu
ornekleri bilgisayar programlar1 yardimiyla gorsellestirecegiz.
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ABSTRACT

In this thesis, we will determine magnetic trajectories on surfaces in Lorentzian 3-space. For this,
we will first introduce the magnetic vector field and magnetic curves in Lorentzian 3-space. Then
we will obtain the Killing equations of Darboux frame curvatures on the surfaces. We will determine
the magnetic curves on the surfaces in Lorentzian 3 space by making a variational approach with the
help of Kiling equations. In practice, we will determine the magnetic curves on the time-like Lorentz
sphere, called de Sitter space, and on the space-like Lorentz sphere, called the hyperbolic plane. In
addition, we will give examples suitable for the results obtained and visualize these examples with
the help of computer programs.

Page Number 142
Keywords : Physical applications, vector fields, magnetic field, ordinary diffe-

rential equations, special curves, variation methods
Supervisor : Dog. Dr. Zehra OZDEMIR



vi

ON SOZ VE TESEKKUR

Bu calismanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine ne za-
man danigsam biiyiik bir 6zveriyle, samimiyetiyle, giilen yiiziiyle yardimci olan ve gelecek-
teki meslek hayatimda 6rnek alacagim degerli danisman hocam Dog.Dr. Zehra Ozdemir’e
hayatim boyunca bana maddi manevi destegini esirgemeyen canim aileme sonsuz tesekkiirle-

rimi sunarim.



vil

ICINDEKILER

Sayfa

OZET . . . o iv
ABSTRACT . . . . . e A%
ONSOZVETESEKKUR . ... ... ... ... ... vi
ICINDEKILER . . . .. .. . . . e vii
SEKILLERDIZINI . . . . . .. ... . viii
SIMGELER VE KISALTMALARDIZINI . . . . . ... ... ... ... ...... ix
1. GIRIS . . . . 1
1.1. Teoriyi Olusturmak Icin Literatiir Incelemesi . . . . . . ... ........ 1

2. Temel Tammm ve Kavramlar . . . . . ... .. ... .. ... .. ......... 3
3. Lorentzian 3-Uzayda Manyetik Alan ve Manyetik Yoriinge . . . . . .. ... .. 9
4. Lorentzian 3-Uzayda Manyetik Yortingeler . . . . .. .. ... ... .. .... 11
4.1. Uzay-Benzeri Yiizeyler Uzerindeki Manyetik Yoriingeler . . . . . . . . . . 11
4.2. Uzay-benzeri Yiizeyler icin Darboux Catisinin Killing Esitlikleri . . . . . . 11
4.3. Uzay-benzeri Yiizeyler Uzerinde Killing Manyetik Egriler . . . ... ... 15
4.4. Zaman-Benzeri Yiizeyler Uzerindeki Manyetik Yoriingeler . . . . . . . . . 19
4.5. Zaman-benzeri Yiizeyler icin Darboux Catisinin Kiling Esitlikleri . . . . . 20
4.6. Zaman-benzeri Yiizeylerde Kiling Manyetik Egriler . . . . . .. ... .. 23

5. UYGULAMALAR . . . . . e 29
6. SonugveOneriler . . . . . . ... ... 35
KAYNAKLAR . . . e 36

OZGECMIS . . . . . ., 38



Viil

SEKILLER DIiZiNi
Sekil Sayfa

Sekil 3.1. Sirasiyla B = (y, —x,0), B = (y,x,0), B = (y,z,x) manyetik alan denklemle-

rine karsilik gelen manyetik alanlar. . . . . . . .. .. ... o000 9
Sekil 5.1. H% hiperbolik diizlemi iizerindeki bir yiiklii pargacigin,

B(s) = (—@sinh(v/2s), 1, —® cosh(v/2s)) (kirmiz1) manyetik alani ile ilgili

hareketi. . . . . . . .. L 29
e 2. iperbolik diizlemi tizerindeki bir yiikli parcacigin, B(s) = (1,s,5° 4+
kil 5.2. H? hiperbolik diizlemi iizerindeki bir yiiklii par¢acigin, B 1,s,82+1
(kirmizi) manyetik alani ile ilgili hareketi. . . . . . ... ... oL 30

Sekil 5.3. S% de sitter uzay1 lizerindeki uzay-benzeri bir egri boyunca bir yiiklii parcacigin,
B (kirmizi) manyetik alani ile ilgili hareketi. . . . . . . .. ... ... . 31
Sekil 5.4. S% de sitter uzay1 lizerindeki zaman-benzeri bir egri boyunca bir ytiklii parcacigin,
B (kirmiz1) manyetik alani ile ilgili hareketi. . . . . . . ... ... ... .. 32
Sekil 5.5. S% de sitter uzay1 lizerindeki 3 egrisi boyunca bir yiiklii parcacigin, B (kirmiz1)
manyetik alan ile ilgili hareketi. . . . .. .. ... ... ... ... ... 33
Sekil 5.6. S% de sitter uzayi lizerindeki Y4 egrisi boyunca bir yiiklii parcacigin, B (kirmizi)

manyetik alani ile ilgili hareketi. . . . . . . ... ..o 34



iX

SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

R Reel Sayilar Kiimesi

B Manyetik Alan

R3 3-Boyutlu Lorentz Uzay1

S(C) Sabit C kesitsel egrilikli uzay formu
g Metrik

\% Levi-Civita Koneksiyonu

x(S) S manifoldu tizerindeki vektor alanlarinin kiimesi



1. GIRIS

Diverjansi sifir olan vektor alanlarina manyetik vektor alanlari denir. Bir yiiklii parcacik bir
manyetik alana girdiginde, manyetik alandan etkilenir ve Lorentz kuvveti olarak adlandirilan

ve asagidaki denkleme sahip bir kuvvet aciga ¢ikar.
P(X)=BxX,

burada X bir vektor alani, @ Lorentz kuvveti ile ilgili anti-simetrik (1, 1)-tensor alani ve
B manyetik vektor alanidir. Bu kuvvetin etkisiyle parcacik manyetik egri olarak adlandirilan
yeni bir yoriinge izlemeye baslar. Lorentz kuvveti, fizikte 6zellikle elektromanyetik alanlarin
olusturdugu noktasal yiik {izerindeki elektrik ve manyetik kuvvetlerin bilegkesidir. Lorentz
kuvveti, manyetik alan vektorii B ve parcacigin hiz vektorii dy vektoriine diktir. Yani, Man-

yetik alan igerisindeki bir yiiklii parcacigin hareketi asagidaki denklemle belirlenebilir.
CI)(d]) =Bxd = ledl.

Lorentz kuvvetinin tanimindan, parcacik manyetik alana paralel girerse, etkiyen manyetik
kuvvet sifir olur. Par¢acik manyetik alana d; ve B arasindaki a¢1 dik ag1 olacak sekilde gi-
rerse Lorentz kuvveti maksimum degerini alir. Manyetik kuvvet parcacigin hizina daima dik
oldugundan manyetik kuvvet, parcacigin sadece yoniinii degistirir. Dolayisiyla, yiiklii parcacik
manyetik alan icerisinde dairesel hareketler yapar (Synge, 1960). Manyetik alan bircok yerde
karsimiza cikar. Ornegin, diinya kendi manyetik alanim iiretir ve bu manyetik alan pusu-
lanin temel caligsma prensibini olusturur. Bunun yanisira donen manyetik alan, elektrik mo-
torlarinda ve jeneratorlerde kullanilir. Buna benzer daha bir¢ok kullanim alani mevcuttur.
Ayrica manyetik egrilerle ilgili pek¢ok calisma yapilmistir. Bu c¢alismalar literatiir incele-

mesi boliiniinde ayrintili olarak verilmistir.

1.1. Teoriyi Olusturmak Icin Literatiir Incelemesi

Bu kesimde tez ¢alismasina konu olan manyetik yoriingeler ile ilgili caligmalar iizerinde
durulacaktir. Bu alanda yapilan bazi ¢alimalar1 asagidaki gibi 6zetleyebiliriz: 3-boyutlu Ri-
mann manifoldlarinda Barros vd. Killing manyetik alaniyla ilgili manyetik alana varyasyonel
bir yaklagim yaparak elde edilen yoriingeleri incelemistir (Barros ve Romeo 2007), (Barros
vd. 2007), (Barros 1997), (Barros vd. 2005), (Barros vd. 2001), (Ozdemir 2018). Daha sonra,
Ling Xu ve David Mould parcacik iizerindeki yiikiin siirekli degiserek cesitli egriliklere sahip
karmasik bir egri seklinde yoriinge izledigini ileri siirdii ve aragtirmalarinda bu metotla elde
edilen manyetik egriler yardimiyla alev, sag, ve agag gibi sekillerin ¢izilebilecegini gosterdi
(Xu ve Mould 2009). Manyetik egriler fizik ve diferansiyel geometride bir ¢cok uygulama

alanina sahip olup bu alanlarda 6nemli rol oynar. Bir yiiklii parcacik bir B manyetik alanina



girdigi zaman bu parcacigin Serret-Frenet vektorleri bu alandan etkilenirler ve bu etkiyle
Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet agiga ¢ikar. Dolayisiyla parcacik bu alan icerisinde bir
yoriinge izlemeye baslar. Bu yoriingeye manyetik egri ad1 verilir. Ornegin; 3-boyutlu Oklid
uzayinda yiiklii parcacigin teget vektor alan1 manyetik alandan etkilendiginde Lorentz kuv-
veti aciga cikar. Manyetik alanin d; teget vektor alanini etkilemesi sonucunda elde edilen
yoriingeler dj-manyetik egriler olarak adlandirilir. Lorentz kuvvetinin etkisiyle elde edilen
parcacigin hareketini soyle Ozetleyebiliriz: Eger d; teget vektor alani, B manyetik alanina
paralel ise Lorentz kuvveti sifir olur. Eger d; teget vektor alani, B manyetik alanina dik
ise Lorentz kuvveti maksimum olup elde edilen dj-manyetik egriler cember egrisi seklinde
yoriingelerdir. Eger d; teget vektor alani, B manyetik alaniyla sabit bir ac1 yapiyorsa Lo-
rentz kuvvetinin etkisiyle elde edilen dj-manyetik egriler helis egrisi seklindeki manyetik

yoriingelerdir (Barros ve Romeo 2007).

Daha sonra dp ve dz vektor alanlarinin manyetik alandan etklenmesi sonucunda elde edi-
len ve sirasiyla dp-manyetik egri ve dz-manyetik egri olarak adlandirilan yeni manyetik
yoriingeler tanimlandi ve bu egrilerle ilgili baz1 karakterizasyonlar verildi (Bozkurt, 2014;
Ozdemir, 2015). Isik-benzeri manyetik egriler ise Kazan Vd. tarafindan incelenmistir (Kazan
2017). Isik benzeri yiizeyler iizerindeki manyetik egriler ise Ozdemir tarafindan incelenmistir
(Ozdemir 2020).

Ayrica, Lorentz esitli§inin ¢6ziimii, analitik kimya, biyokimya, atmosferik bilim, geokimya,
cycloton, proton ve kanser tedavisi gibi bircok alanda yararli uygulamalara sahiptir. Ayrica
Lorentz esitliginin ¢oziimleri Kirchhof elastik ¢ubuklart verir. Bu ise Hall etkisiyle birlikte
fiziksel model ve klasik elastik teori arasinda inanilmaz bir baglant1 saglar (Barros ve Romeo
2007).



2. Temel Tanim ve Kavramlar

2.1 Tamim S diferansiyellenebilir bir manifold, x(S) bu manifold iizerindeki vektor alan-

larinin kiimesi olmak iizere
g:X(8) x x(S) = C(S,R) 2.1

doniigiimii her X,Y € x(S) ve f,h € C(S,R) i¢in;

i) g simetrik, yani g(X,Y) = g(¥,X),

ii) g bilineer, yani g(fX +hY,Z) = fg(X,Z) + hg(Y,Z),

iii) g degenere olmayan (non-degenere), yani her ¥ € x(S) i¢in g(X,Y) = 0 iken X = 0,
kosullar1 saglaniyorsa g doniisiimiine § iizerinde yari-Riemann metrigi veya metrik tensor,

iizerinde g yari-Riemann metrigi tanimlanan manifolda da yari-Riemann manifoldu denir
(O’ Neil 1983).

2.2 Tanim S bir differansiyellenebilir manifold ve § iizerinde bir V koneksiyonu verilsin.
Her X,Y,Z € x(S) i¢in

Vix(S) xx(S)— x(S);(X,Y) —» V(X,Y) =VxY (2.2)

ile taniml1 doniigiimii;

) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,
i) Vx4yZ =VxZ+VyZ,

iii) VyexY = fVxY,

iv) Vx (fY) = fVxY + X[f]Y

ozelliklerini sagliyorsa V operatoriine S iizerinde tanimlanan bir Afin koneksiyondur denir
(O’Neil 1983).

2.3 Tanim (S,g) yari-Riemann manifoldu ve V, § iizerinde tanimli bir koneksiyon olsun.
Her X,Y,Z € x(S) i¢in

i) Vx¥V —VyX = [X,Y]

i) Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,VzY) kosullart saglaniyorsa V, S manifoldunun Levi-Civita
koneksiyonu olarak adlandirilir (O’Neil 1983).

2.4 Tanim (S, g) yari-Riemann manifoldu iizerinde ve V S iizerinde Levi-Civita koneksiyonu

olsun. R : x(S) — x(S) doniigiimii agagidaki gibi tanimlansin

R(X,Y)Z = V[X7yﬂz — [VX, VY]Z (23)



Bu (1,3)-tensor alan1 S {izerinde Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir.

Her X,Y,Z,W € x(S) ve R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) olmak iizere S manifoldunun Ri-
emann egrilik tensorii asagidaki kosullar1 saglar.

DR(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z

IR(X,Y,Z,W)=—(R(X,Y,W,Z))

i )R(X,Y)Z+R(Y,Z) X +R(Z,X)Y =0

(O’Neil 1983).

2.5 Tanim (S, g), C sabit kesitsel egriligine sahip yari-Riemann manifoldu ve V, S iizerinde

taniml1 bir koneksiyon olsun. Her X,Y,Z € x(S) i¢in
R(vavsz) = C{g(Y7Z)g(X7W) —g(X,Z)g(Y,W)} (24)

bi¢ciminde tanimli ise S manifolduna sabit egrilikli uzay formu ad1 verilir ve S(C) ile gosterilir
(Duggal 1996).

2.6 Tanim g/ bir reel vektor uzay1 olsun g/ iizerinde bilineer operator asagidaki gibi tantmlanir

[]:gl xgl— gl (2.5)
(X,Y)— [](X,Y) =[X,Y]. (2.6)

Eger, bu operator,

i) [aX +bY,Z]| = a[X,Z]| +b]Y,Z]

ii) [X,aY +bZ] = a[X,Y]|+b[X,Z]

i) [X,Y] = —[V,X]

iv) [[X,Y], 2] + [[Y,Z],X] +[[Z,X],Y] = 0

ozelliklerini saglaniyorsa parantez operatorii olarak adlandirilir ve (g/, [,]) ikilisine Lie cebiri
denir (Hacisalihoglu 2000).

2.7 Tanim LyxY vektor alanina Y nin X yoOniinde Lie Tiirevi denir. Lie tiirevi her P € S nok-
tasinda (LxY)p = lim(;_,q) L0 —1)(g, (p)) — Y| esitligini saglayacak sekilde tanimlanir. Bu-
rada 6;, 1-parametreli grubu X vektor alaninin integral egrisidir (Boothby 1975).

2.1 Teorem S manifoldu iizerinde X ve Y vektor alanlari ve f € C*(S,R) olmak iizere

Ly f=X(f) 2.7
(LxY)P =[X,Y]p (2.8)

seklinde tanimlidir (Boothby 1975).



2.8 Tanim § diferansiyellenebilir bir manifold ve g de S de bir metrik tensor olsun. Her
X,Y € x(S) i¢in Lgg(X,Y) = 0 oluyorsa B vektor alanina g metriginin Killing vektor alant
denir (Kobayashi ve Nomizu 1996).

Ornegin, Ry? uzayinda standart koordinat sistemini x, y, z ve bu uzaydaki metrigi de
ds? = —dx® +dy* +dz* (2.9)

olarak alalim. Bu metrige kargilik gelen Killing vektor alanlari, her i, j € {1,2,3} i¢in,

J 3, . dgij 0 &
(Lns) (5 a P Faht g+ fgja)zo, (2.10)

i
denkleminin ¢6ziimleri yapilarak. Killing vektor alaninin baz vektorleri

0 d d 0 8+£_i+£}
* Zayy8z

d
{8x dy’ 8z’y8x 8 “ox "oz @1D)

seklinde elde edilir (O’Neil 1983).

2.9 Tanim y=(t) : I C R — S, 3-boyutlu reel uzay form S(C) de bir egri olsun. y egrisinin
teget vektor alani d; ve hizi v(r) =|| ¥ (¢) || ile gosterilir. Ayrica x ve T sirasiyla, egrinin
egriligini ve burulmasini gostermek tizere,{d;,d,,ds}, v egrisinin Frenet ¢atisi ve V, S yiize-

yinin bir Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere y egrisinin Frenet denklemleri ,

le d = €, K'dz, (2.12)
ledz = —§&y Kd| — €4, Tds, (2.13)
Va,ds = €4,7d,

seklinde tanimlanir (Lopez 2014).

2.2 Teorem ¥, S(C) , 3 boyutlu reel uzay formunda
Y:ICR— S;s— y(s) (2.14)

seklinde tanimli regiiler bir egri olmak iizere, z = 0 da, y egrisinin hiz, egrilik ve burulma



fonksiyonlariin varyasyonlar1 asagidaki gibi verilir

2 (0V?)
B(v7) = 7z |(z=0) = —€4,v8(V4,B,d1), (2.15)

2 (9x?) 2 2
B(K ) = 9z |(Z:0) = 2€d2 Kg(VdIB,dz) +48d1 K g(VdIB,T) +28d2CKg(B,d2), (2.16)

(872) 1 K C
B(7%) = 7z |(z=0) = —ngzg({EV?le - EVfAB + &4, (€4, K + E)leBv Td3)
K./
+8(—€4,C- 5B}, 1d3) =0, (2.17)
(Giirbiiz 2006).

2.10 Tamim S(C), 3-boyutlu reel uzay formu, B, S iizerinde bir vektor alan1 ve
y:ICR— S(C);S — v(s) (2.18)

birim hizli bir egri olsun. Bu durumda Y egrisi boyunca B bir Killing vektor alanmidir gerek

ve yeter kosul
B(»*) =B(x*) =B(7?) =0 (2.19)
esitlikleri saglanir (Barros ve Romeo 2007) .

Bu esitliklerin ¢oziim uzayi alti boyutlu olan bir lineer sistem belirtir. Ac¢ik¢a S nin herhangi
bir B Killing vektor alaninin y egrisine kisitlamg1 bir Killing vektor alani ifade eder. Ozel
olarak S basit baglantili ise izometri gurubunun boyutu 6 dir ve asagdaki Lemma elde edilir

(Barros ve Rommeo 2007).

S, n-boyutlu bir Riemann Manifoldu olsun. § iizerindeki Lorentz kuvveti F' anti simetrik &

oparetoriiyle birlikte asagidaki gibi tanimlanir. Her X, Y € x/(S) i¢in
g(®(X),Y)=F(X,Y) (2.20)
S iizerindeki F' manyetik alaninin yoriingesi olan y egrileri
VyY =2(Y) 2.21)
denklemini saglayacak sekilde verilir. Her X,Y,Z € x(S) i¢in karma ¢arpim
g(X X Y,Z) = dvy(X,Y,Z) (2.22)

biciminde verilir. Eger B , § iizerinde tanimli Kiling vektor alani ise bu vektor alanina karsilik



gelen Kiling manyetik alan1 Fg = [gdv, seklindedir. Bu durumda Lorentz kuvveti esitligi
O(X)=BxX (2.23)

olarak verilir. Buradan, Lorentz kuvveti ile ilgili manyetik egriler asagidaki denklemle bulu-

nur:

O(Y)=V,Y =BxY (2.24)

seklindedir (Barros ve Romeo 2007).

2.11 Tanim Birim hizl1 ¥ manyetik egrisi B manyetik alaninin yoriingesidir gerek ve yeter

sart B manyetik alam y egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir.
B = wd; + kds3, (2.25)

burada  fonksiyonu her bir B manyetik alana gore manyetik alanin yari-egimi (pargacigin
manyetik alana girerken teget vektor alaniyla manyetik alan arasindaki egim agisiyla ilgili

bir fonksiyondur) olarak adlandirilir (Barros ve Romeo 2007).
2.12 Tamm R uzayi iizerinde, her x = (x1,x2,x3),y = (¥1,¥2,y3) € R? igin

g(x,y) = —x1y1 +x2y2 +x3y3 (2.26)

seklinde tanimli metrigi goz Oniine alalim. Bu metrige Lorentz metrigi denir ve iizerinde
taniml1 bu metrikle birlikte R? uzaymna Lorentz uzay1 denir ve ]R% ile gosterilir. Lorentz
uzayinda vektorel carpim X X Y = (—xpy3 +x3y2,X3y1 —X1y3, —X1y1 +x1y2) Lorentz uzayinda
tanimlanan metrigin tanimindan dolay1 bir x € ]R? i¢cin asagidaki karakterizasyonlar mevcut-

tur:

i. g(x,x) > 0 veya x = 0 ise x vektoriine uzay-benzeri vektor denir.
ii. g(x,x) < 0 ise x vektoriine zaman-benzeri vektor denir.

iii. g(x,x) = 0, x # 0, ise x vektoriine 151k-benzeri vektor denir.

Her ikiside ayni anda 1g1k-benzeri olmayan vektorler igin g(x,y) = 0 ise bu iki vektor birbi-
rine diktir denir. Her ikisi de aym anda 1s1k-benzeri olan iki vektor igin g(x,y) = 0 olmasi

demek bu iki vektoriin lineer bagimli olmasi demektir, (Lopez 2014).

2.13 Tanim S, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir regiiler yiizey olsun. Bu durumda asagidaki

karakterizasyonlar mevcuttur:



i. Eger § ylizeyinin her noktasindaki teget diizlemi uzay-benzeri bir diizlem ise S yiizeyine
uzay-benzeri ylizey denir.

ii. Eger § yiizeyinin her noktasindaki teget diizlemi zaman-benzeri bir diizlem ise S yiizeyine
zaman-benzeri ylizey denir.

iii. Eger § yiizeyinin her noktasindaki teget diizlemi 1s1k-benzeri bir diizlem ise S yiizeyine

151k-benzeri yiizey denir (Lopez 2014).
2.14 Tanim Hiperbolik diizlem, 3-boyutlu Lorentz uzayinda
H = {(x,5,2) €ER}: —x* +y* +7> = —1} (2.27)
sekilde tamiml1 olan uzay-benzeri bir yiizeydir.
2.15 Tanim de Sitter uzay 3-boyutlu Lorentz uzayinda
St ={(x,y,2) ER}: —x* +y* +> =1} (2.28)
sekilde tanimli olan zaman-benzeri bir yiizeydir.

Bu yiizeyler 3-boyutlu Lorentz uzayindaki metrige gore Lorentz kiiresi olarakta tanimlanir.



3. Lorentzian 3-Uzayda Manyetik Alan ve Manyetik Yoriinge

Bir X vektor alaninin diverjans: V operatoriiyle X voktoriiniin skaler carpimi olarak tanimlanir.
Diverjans: sifir olan vektor alanlarina manyetik vektor alan1 denir. Yani V operatorii ve B bir

manyetik alan asagidaki gibi verilsin,

d d d
= (E’a_y’a_z) ve B = (B1,B;,B3). (3.1

Eger,

JdB dB, OB
L 95 955

§(V.B) =— dx dy 0z

0 (3.2)

saglaniyorsa B vektor alam1 Lorentzian 3-Uzayinda bir manyetik vektor alanidir. Ornek ola-
rak asagida Lorentzian 3-uzayda bazi manyetik alanlar ve bu manyetik alanlarin sekilleri

asagida verilmistir.

Sekil 3.1. Sirasiyla B = (y, —x,0), B = (y,x,0), B = (y,z,x) manyetik alan denklemlerine
karsilik gelen manyetik alanlar.

Manyetik alanlara en 6nemli 6rneklerden birisi Killing vektor alanlaridir. Bir yiiklii parcacik
bir manyetik alana girdiginde bu alandan etkilenir ve Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet
aci8a cikar. Bu kuvvetin etkisiyle parcacik manyetik egri olarak yeni bir yoriinge izlemeye
baglar. Manyetik egriler fizik ve difaransiyel geometride bir ¢ok uygulama alanina sahip
olup bu alanlarda 6nemli rol oynar. Ornegin; 3- boyutlu Oklid uzayinda yiiklii parcacigin

teget vektor alan1 manyetik alandan etkilendiginde
®(d)) =B xd (3.3)

seklinde taniml1 Lorentz kuvveti aciga ¢ikar. Lorentz kuvvetinin etkisiyle elde edilen parcgaci-
&in hareketini soyle 6zetleyebiliriz: Eger d; teget vektor alani, B manyetik alanina paralel

ise Lorentz kuvveti sifir olacagindan parcacik manyetik alana paralel ilerler. Eger d; teget
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vektor alani, B manyetik alanina dik ise Lorentz kuvveti maksimum olup parcacik ¢cember
egrisi seklinde bir yoriinge izler. Eger d; teget vektor alani, B manyetik alaniyla sabit bir
ac1 yapiyorsa Lorentz kuvvetinin etkisiyle parcacik helis egrisi seklinde bir yoriinge izler
(Barros ve Romeo 2007).

Manyetik alanin d; teget vektor alanini etkilemesi sonucunda elde edilen yoriingeleri d; man-
yetik egriler olarak adlandiracagiz. Bu durumda, B manyetik alaninin d; -manyetik egrileri

asagidaki Lorentz esitligini saglayan egrilerdir.
®(d) =Vgd =B xd; (3.4)

Bu esitlik V4,d; = 0 olmas1 durumunda geodezikleri genellestirir diyebiliriz (Barros ve Ro-
meo 2007).
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4. Lorentzian 3-Uzayda Manyetik Yoriingeler

4.1. Uzay-Benzeri Yiizeyler Uzerindeki Manyetik Yoriingeler

S uzay-benzeri bir yiizey oldugundan, ylizeyin normali zaman-benzeri bir vektordiir. S yiizeyi
boyunca birim normal vektorii d; ile gosterelim. Bu durumda uzay-benzeri yiizey iizerindeki
ortonormal ¢att {d,d»,d3}, ¥ egrisi boyunca Lorenzian Darboux ¢atisi olarak adlandirilir.
Burada d (), y e8risinin tegeti, d3(s) = d} (s) x d(s) uzay-benzeri birim vektor olmak iizere,

Y egrisi boyunca Darboux cati formiilleri asagidaki gibidir

di = kyda+keds, 4.1)
dé = k,d+ ‘L'gd3,

burada k, = —g(d|,da), kg = g(d{,d3) ve 1, = —g(d},d>), swrasiyla, S iizerinde normal
egrilik, geodezik egrilik ve egrilik torsiyonudur. Ayrica, s, ¥y egrisinin yay parametresidir.

Buradan, agagidaki iligkiler mevcuttur

g<d17d1) = g(d37d3):17 g(d27d2):_17 (42)
g(di,dy) = gldo,d3)=g(dy,d3)=0,

(Solouma 2016). Ayrica
d] Xdzz—d3, d2><d3:—d1, d3><d] :d2 (4.3)
esitlikleri saglanir.

4.2. Uzay-benzeri Yiizeyler icin Darboux Catisimin Killing Esitlikleri

4.1 Yardimci1 Teorem Sabit C kesitsel egrilige sahip, 3-boyutlu yari-Riemannian manifoldu
(S,g) iizerinde, ¢ : U C E2 — E3, ¢(U) = S uzay-benzeri bir yiizey y: 1 CR — U, S iize-
rinde bir egri olsun. y egrisi boyunca varyasyon fonksiyonuI": I x (—¢,€) — S(C) seklinde
tanimlanir, burada I'(s,0) = y(s) baslangi¢ kosulu saglanir. Bu durumda, ilgili varyasyon
vektor alan1 B(s) = % seklinde tanimlidir. W (s,7) = % = v(s,t)d, (s,t) kosulunu
saglayan diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Dolayisiyla, ¥ (s) : i¢in asagidaki fonksi-
yonlar1 tamimlayabiliriz.

1. Hiz fonksiyonu v(s,t) = H%

bl

2.Geodezik egrilik fonksiyonu &, (s,?),
3. Normal egrilik fonksiyonu kj(s,?),
4. Egrilik torsiyonu fonksiyonu 7, (s,?),
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Bu fonksiyonlarin # = 0 noktasindaki varyasyonelleri asagidaki gibidir:

B(v) = (5 (s.1))

= —V
t=0 p

ok
B(k) = (52(s.1))| _ = g(~R(B.d1)di + V3 B.ds)
k2
+28(d2, —R(B,dy)dy + V3 B) +2pks —2p7:

(4.4)

B(ki) = (%(s.1))| _ = 8(R(B.d1)di — V3 B.dy)
— keg(—R(B,d))d) + V3 B,d3) —2pk% +2pk,,

d
B(z) = (F2(s.0)| _ = kes(VayB.d)
k2
+28(—R(B,d1)dy + V3 B, T) + £¢(V4B,E) +p/,

burada p = g(V4,B,d;) seklinde taniml1 bir fonksiyon ve R, S yiizeyinin egrilik tensoriidiir.

Kamit Sabit C kesitsel egrilige sahip, 3-boyutlu yari-Riemannian manifoldu (S, g) lizerinde,
¢:UCE>— ]E?, ¢©(U) = S uzay-benzeri bir yiizey y: I C R — U, S lizerinde bir egri olsun.

Eger v(s,t) hiz fonsiyonunun Vg kovaryant tiirevini asagidaki gibi hesaplariz

dv 9°I(s,1)

B(V) = (—(S,l)) :g(—7Vd1) (45)
ot =0 dtds
= Vg(VdIB,dl)
= —vp.
Darboux c¢at1 esitliklerinden
kg = g(Vd] dl,d3> (4.6)

oldugunu biliyoruz.

Eger ko (s,t) geodezik egrilik fonksiyonunun Vg kovaryant tiirevini alirsak

ok
B(ke) = (—(%g (s,1))]  =g(VBVydi,d3)+8(Vadi,Veds) 4.7
t=0

esitligini buluruz. Ayrica, asagidaki esitlikler bilinmektedir

VeV di = —R(B,d,)d; + Va4, Ved + V[B,dl]dl 4.8)



ve

[B,W] = VW -—-VyB
9°T(s,1) B 9% (s,1)
dtds dsot
= 0.

W = vd, esitligini kullanirsak
[B,vdl] = B(v)d1 — delB + V[B,dl] =0

esitligi bulunur. Buradan

B,d|] = —%B(V)dl; p= —%B(V)

13

4.9

(4.10)

(4.11)

elde edilir. (4.10) ve (4.11) esitliklerini ve Vpd; = [B,d;| + V4B esitliginin Vg kovaryant

tirevini alirsak

Vo, Vedy = p'di +pVydi + V5 B

hesaplanir. Ayrica Darboux esitliginden

1
d3 = k—(ledl +d,)
g

oldugunu biliyoruz. Buradan (4.13) esitliginin Vg kovaryant tiirevini alirsak

—k! Jk 1
Veds = E;a—tg(vdldl +do)+ E(VBledl + Vpdo)

elde ederiz. % = 0 oldugundan

1
Vpd; = k—(VBledl + Vpds)
g

hesaplanir. (4.10)-(4.15) esitliklerinden B(ky) varyasyonu asagidaki gibi bulunur

dk
B(kg) = (_zg(s,l)) z: = g(—R(B,d,)d, +V§1B,d3)
k2
+ %g(dz, —R(B,d))d; +V1211B) +2pkg — 2pk_z.

4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Simdi de k, = —g(V4,d1,d>) esitliginin varyasyonunu bulalaim, kovaryant tiirev kullanilirsa
ok
B(k,) = (5 (0)  =-8(VeVadi,d2) =8(Vaydi, V) (4.17)
=0

= —g(—R(B,d1)d +2pV4dy + V5 B,dy) —keg(ds, Vpdy),
bulunur. d-nin Vg kovaryant tiirevi alinirsa

Vidy = (VgVy,d) +kVds). (4.18)

B(ky) = (%(s,0)| _ = 8(R(B.d1)dy ~V} B.dy)
— keg(—R(B,d1)d1 + V7 B,d3) — 2pkg + 2pky,

esitlikleri elde edilir. Darboux tiirev esitliklerinden

Ty = —g(d3,dy) (4.19)
oldugunu biliyoruz. Buradan
d7,
B(t,) = (5, (0)| =-8(VBVadsd2)—8(Vayds, V) (4.20)
=0

= keg(Vpdi,da) +keg(d1,Vpda)

elde edilir. . .
dy=—V, d —-2 4.21
2 k, di¢1 k, 5 ( )

esitligini kullanip son esitligin kovaryant tiirevini alirsak

K. Ak, 1
K2 ot ks
K ky — k kg 8(—g) k
" le  Ke
= P anBaj (4.23)

n

Vids —V,.dy +—VgVyd (4.22)

hesaplanir. Sonug olarak egrilik torsiyonunun varyasyonunu agagidaki gibi elde ederiz

B(o) = (52(5.0)| = kes(VaBocd)

(52 (4.24)
—|—k—g (—R(B dl)d1+vz B dl) g(leB,é)‘f' /

]

4.2 Teorem S iizerinde B(s), B Killing vektoriiniin y(s) egrisine kisitlanmig1 olsun. Bu du-
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rumda y egrisi boyunca Darboux esitliklerinin varyasyonu asagidaki esitlikleri saglar:

B(v) = B(ky) = B(k,) = B(,) = 0. (4.25)

Kanit B Killing vektor alani tarafindan iiretilen herhangi bir lokal akis {¢, } ile tanimlansin.
B(v), B(k,), B(k,) ve B(7), I varyasyonuna bagli olmadigindan, B(s) yoniinde, y(s) egrisinin

degisimini asagidaki gibi veririz:
%(s) =T(s,2) =: @ (v(s)). (4.26)

O, akist, v(s,1), kq(s,1), kn(s,1) ve T4(s, 1) fonksiyonlarini verir, ve bu fonksiyonlar # paramet-
resine bagli olmadiklarindan B(v) = B(ky) = B(k,) = B(7,) = 0 bulunur. O

Sonug 7y, H? hiperbolik diizlemi iizerinde bir egri ve B, y egrisi boyunca bir Killing vektor
alanmi olsun. Bu durumda, asagidaki esitlikleri elde ederiz:

i.8(VaB,d1) =0,

ii. keg(—R(B,d1)d) + Vg B,d3) + g(d2, —R(B,d1)d1 + V3 B) =0,

iii. g(R(B,d1)d, — Vg B,dy) — keg(—R(B,dy)d, + V; B,d3) =0,

iv. keg(Va,B,da) +keg(—R(B,d1)d1 + V7 B,d\).

4.3. Uzay-benzeri Yiizeyler Uzerinde Killing Manyetik Egriler

4.3 Teorem ¢ : U C E* — E3, @(U) = S uzay-benzeri bir yiizey ve y: I CR - U, S
ylizeyi izerinde bir egri olsun. Bu durumda Darboux esitlikleri {d},d,d3} ile ilgili Lorentz

esitlikleri asagidaki gibidir:

®(d)) 0 kn kg d,
Od) |=| kn 0 @ d, (4.27)
D(d3) ~k, @ O ds

burada kg, k, ve Tg, S ylizeyi lizerinde, sirasiyla, y egrisinin, geodezik egrilik, normal egrilik

ve egrilik torsiyonu fonksiyonlaridir.

Kamit ¢ : U C E* = E3, ¢(U) = S uzay-benzeri bir yiizey ve y: I C R — U, S yiizeyi

tizerinde bir egri olsun. Manyetik egri tanimindan

®(dy) = Vg dy = knda + keds (4.28)
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denklemini biliyoruz. ®(d,) € span{d;,d,,ds} oldugundan

®(dy) = Ad + ey + Eds (4.29)
seklinde yazabiliriz. Buradan
A = g(P(dy),d) =—g(®(d),dr) = ky, (4.30)
no= —g(®(d2),d2) =0,

E = g(®(dr),d3) =w.

esitliklerine ulagiriz. Dolayisiyla, ®(d,) asagidaki gibi elde edilmis olur

Cb(dz) = k,d| + ©Ods. 4.31)

Benzer hesaplamalarla
D(d3) = —kod) + @d,. (4.32)
esitlikleride bulunur. L

4.4 Teorem ¢ :U C E? — E3, ¢(U) = S uzay-benzeri embedding bir yiizey, y: I C R — U,
S {izerinde bir egri ve B, y egrisi boyunca bir Killing vektér alan1 olsun. Bu durumda, y
egrisi B manyetik alaninin bir manyetik yoriingesidir gerek ve yeter sart B, ¥ egrisi boyunca
asagidaki gibi yazilabilir:

B(s) = —od, + kod> + kyd3 (4.33)

burada @(s) herbir manyetik egri ile ilgili olan ve yar: egim olarak adlandirilan bir fonksi-

yondur.

Kanit B Killing vektor alanin1 agsagidaki gibi yazalim
B(s) = ud; + ¢dp + dds (4.34)

burada i ,¢ ve 6 diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. (4.28)-(4.32) esitlikleri kullanilirsa,
U =—,¢ =k, ve 8 =k, olarak hesaplanir. Tersine, (4.34) esitligi saglaniyorsa, B X dj =
®(d,) esitligide saglanir. Dolayisiyla, v, B manyetik alaniyla ilgili bir manyetik y6riingedir.

[]

4.5 Teorem ¢ :U C E? — E3, ¢(U) = S uzay-benzeri embedding bir yiizey, y: 1 C R — U,
S lizerinde bir egri ve B, y egrisi boyunca bir Killing vektor alani olsun. Bu durumda, y

egrisi B manyetik alaninin bir manyetik yoriingesidir gerek ve yeter sart Darboux egrilikleri
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asagidaki diferansiyel denklemleri saglar:

kg (ky, — @kg + kg Tg)' + kg Tg (K — Bk + knTg) — kn(ky — @k + ki Tg)'

4.35
—kn T (ky — @k + kg Tg) = 0, -
Clkg — kgkn) + (kg — Oy +knTg)" + To(ky — Wkg + kg Tg) — kg (ky, — Bk + kg Te)' (4.36)
—kgfg(kig — Ok, +k,7,) =0, .
—Kkn -+ B2 — k2 Ty — k2k), — @2 — K2To + kknkl, — ®k2kg + k2koTo + k2K, — 4.37)

3 3.
@K + k1, = 0.

Kanit 7y, B manyetik alanmiyla ilgili bir manyetik yoriinge olsun. Bu durumda, B, (4.34)

esitligini saglar. (4.34) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

VaB = —0'di+ (K, — @k + knTe)da + (K, — Bkg + kg Ty)d3. (4.38)

1

esitligini buluruz. B(v) = 0 denklemi kullanilirsa, @ sabit olarak bulunur. (4.38) esitliginden

Vi B = (kikn — @k — kg + @k3)dy + (K — @ky +knTg)' + T (k) — Ok + kg Tg) )da
+((ky, — Bk + kg T)' + Tg (K — By 4k Tg) )d3 = 0.

(4.39)
elde ederiz. Ayrica
R(B,dl)dl :C(g(dl,B)dl —g(dl,dl)B) (4.40)
esitligi ve Darboux formiilleri kullanilirsa
R(B,dl)dl = —C(kgdz +knd3). 4.41)
bulunur. (4.38) ve (4.39) esitlikleri Killing esitliklerindeki ikinci esitlikte kullanilirsa
(ks — @heg + kg Tg)' + kn Ty (kg — @k + knTg)) — (kg — Bk + knTg)' (4.42)

—Tq(ky, — Bky +kyTg) =0
bulunur. (4.38) ve (4.39) esitliklerini Killing esitliklerindeki tigiincii esitlikte kullanirsak

Clkg — kgky) + (ki — @k + knTg)' + Tg (k) — Oy + kg Tg) — kg (ky, — By 4k Tg)'

, (4.43)
—kg Ty (kg — @ky + knTg) =0

elde edilir. Son olarak (4.42) ve (4.43) esitliklerini birlikte diisiiniirsek asagidaki denklem

ede edilir:

—Kykn + @k;, — kT — kok, — Bk — ki Ty + kgkukly, — @hiky + knky To + k), — Bk, 4k Tg = 0.
(4.44)
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]

4.6 Teorem ¥, H? C S. hiperbolik diizlemi iizerinde bir egri olsun. Bu durumda ¥ asagidaki

parametrik gosterimlerden birisine sahiptir:
¥(s) = ars> + axs + as, ky=1 (4.45)

veya
blMel]erG([[% _ZL %]JH?HQOL[OH?
z) tanh(@(c1 +5))

— 5, 551, 111, [0,0,0], ],

~ cosh(@(c,+s))? )tanh( (Cl+s))

bshypergeom([3,— =22+ 201 11 1],

(:osh(a'I(lcl—i-s))2 ) tanh( (c1+5))

cosh(@(c1+s))
Y

+byMeijerG([[3
) , (4.46)

"

burada by, by.b3 € E3, kg = tanh(@(cy +5)), @ = —/!;—i/g — sabit ve ¢; € R.

Kanit 7y, H? iizerinde bir egri oldugundan ky geodezik egrilik fonsiyonu olmak iizere agagidaki
egriliklere sahiptir
kn=1, 7, =0. 4.47)

Bu durumda (4.42)-(4.44) esitlikleri asagidaki gibi hesaplanir:

ky + @kgky =0, (4.48)
2 3
—ky + @ — Wk, + kgky, — kg — Bk = 0. (4.49)
Bu esitliklerin ¢oziimleri
ke =1 veya k, = tanh(@(cq +5)) (4.50)
seklinde elde edilir. Burada @ = —k];% = sabit. Darboux esitliklerini kullanirsak, asagidaki
8
denklemi elde ederiz:
keY" — kY + (kg —kg)Y + K,y =0. (4.51)

Dolayisiyla asagidaki iiclincii mertebeden diferansiyel denklemlere ulagsmis oluruz:

tanh(@(cy +s5))y" — (tanh(@(c1 +5)))' v’ + ((tanh (@ (c| +5)))® —kg)Y + Ky =
(4.52)
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Buradan birinci denklemin ¢6ziimii asagidaki gibi bulunur
1(s) = ars” +azs + as,
burada ay,az,a3 € E3 dir.

Ikinci denklemin ¢6ziimii ise

biMeijerG([[3, g5 255, 11+ [[0, 0], [0]],
cosh(®@ (1€1+S ta h( (C1+S))
+szezJerG([[ ,— 215 25)» [, [[0,0, 01, ]],
¥(s) =
cosh cl—i-s ) anh( (Cl_'_S))
bshypergeom([l —=2041 20411 11, 1],
cosh(ai(lcl—i—s))2 ) tanh(@(c1 +5))
seklindedir. Burdada by,b,,b3 € E} ve ¢1 € R dir. O

4.4. Zaman-Benzeri Yiizeyler Uzerindeki Manyetik Yoriingeler

4.1 Tammm Zaman-benzeri regiiler bir § yiizeyi lizerinde regiiler bir y egrisi alalim. d;, ¥
egrisinin teget vektor alani, d, zaman-benzeri yiizeyin birim normal vektor alan1 ve d3 = d; X
d, olmak ilizere, zaman-benzeri yiizeyler iizerindeki Darboux ¢atis1 {d},d>,d3} igin tiirev

formiilleri asagidaki gibi tanimlanir.

d| = keds — €kndy, (4.53)
d3 k d1 + S’L'gdz,
d = kyd) + Tgds,

burada k, = —€(d},d3), ky = €(d},d2), T, = €g(d},da) ve € = £1 dir.

Bu boliimde zaman-benzeri ylizeyler ele alinacagindan, teget diizlemlerimiz zaman-benzeri
olacaktir. Dolayisiyla, diizlem zaman-benzeri oldugundan bu teget diizlemin icerisinde sa-
dece bir tane zaman-benzeri vektor vardir ve geriye kalan vektorlerde uzay-benzeri vektorler-
dir. O halde zaman-benzeri olan yiizey iizerinde, zaman-benzeri ve uzay-benzeri olmak iizere
iki tiirlii egri vardir. O halde Darboux cati elemanlarinin karakterizasyonu asagidaki gibi ve-

rilir.

g(d1>d1> = _g<d37d3) = S,g(dz,dz) = 17g(d17d3) :g(d37d2) :g(dladZ) =0. (454)
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4.5. Zaman-benzeri Yiizeyler icin Darboux Catisimin Kiling Esitlikleri

4.7 Yardimcr Teorem Sabit C kesitsel egrilige sahip 3-boyutlu yar1 Riemennian manifoldu
(S,g) izerinde, ¢ : U C E* - E3, ¢(U) = S zaman benzeri bir yiizey ve y: 1 C R — U, bu
ylizey tizerinde bir egri olsun. Bu egri boyuncaI": I x (—¢&, &) — S(C) varyasyon fonksiyonu
['(5,0) = y(s) baslangi¢c kosuluyla verilsin.Bu durumda, ilgili varyasyonel vektor alan1 su
sekilde verilir: B(s) = ar (s.1) |t o ve hiz fonksiyonu W (s,t) = ar{gf’) = v(s,t)d;(s,t) olarak
tanimlanir. Bu hesaplamadan % (s) egrlslmn asagidaki fonksiyonlarini tanimlayabiliriz:

Il (s,t)

1. Egrilik hiz fonksiyonu v(s,t) = H

Y

2. Geodezik egrilik fonksiyonu &, (s, t)
3. Normal egrilik fonksiyonu & (s,?),
4. Torsion egrilik fonksiyonu 74 (s,7),

Fonksiyonlarinin varyasyanlar1 asagidaki gibi hesaplanir :

d
B(v) = (a—:( Nl =-vp, (4.55)
t=0
dkg k,
B(kg) ( ot (S t)) :gg(R(Badl)d17d3)_8g<V311B7d3)+k_g((_R(Bvdl)dlde)
t=0 8
(4.56)
2
+8(Vy,B,d2)) +2pkg +2p -+
g
ok, k
B(k,) = (W(Sv )| =¢eg(R(B,d\)dy,dy) — €8(V B,dy) +k—g8((—R(B7d1)d1,d3)
=0 n
4.57)

oT, kn
B(t) = (S2(5.0))| = —ekig(VaB.ds) — & g((~R(B.dy)d1,dy) + (V3 B.dy)
t=0 8
(4.58)
k2 /
+ _ng(vdlB dz)
kg 8

burada p = g(V4,B,d;) ve R egrilik tensorii anlamina gelir.

Kanit Sabit C kesitsel egrilige sahip 3-boyutlu yar1 Riemennian manifoldu (S,g) iizerinde,
¢:U CE? - E3, ¢(U) = S zaman benzeri bir embediding yiizey ve y: 1 C R — U bu yiizey
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tizerinde bir egri olsun. Hiz fonksiyonunu v(s,#) nin Vg kovaryant tiirevini hesapladigimizda

0 0 (s,1)

B(V) = (E(S,l‘)) o = g(W,le) (459)
= Vg(leB,dl)
= —vp

bulunur. Ayrica geodezik egriliin tanimindan
kg = —Sg(vdl dl,d3) (4.60)

oldugu biliniyor. k,(s,7) geodezik egriligin Vg kovaryant tiirevini alirsak asagidaki esitligi

elde ederiz

ok
B(ke) = (a—tg(svl)) = —eg(VVydi,d3) — €¢(Vy,dy,VBds). (4.61)
=0
Ayrica
VBV di = —R(B,dy)d; + V4, VBd + V[B,dl}dl (4.62)
ve

B,W] = VW —VyB (4.63)
9°T (s,1) B 9°I(s,1)
dtds dsot
=0

esitlikleri ile birlikte W = vT esitligini kullanirsak
B,vd|] =B(v)d; —vV4B+v[B,d] =0 (4.64)

esitligi bulunur. Buradan

1 1
B.di] = —-B(v)di, p= —;B(V) (4.65)

elde edilir. (4.62) ve (4.65) esitliklerini ve Vgd; = [B,d;]| + V4, B, esitliginin Vg kovaryant

tiirevini alirsak
Vi, Vedi = p'di +pVydy + V3B (4.66)
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hesaplanir. Ayrica Darboux esitliginden

1
d; = k_(ledl + Skndz) 4.67)
4

oldugunu biliyoruz. Buradan (4.67) esitliginin Vg kovaryant tiirevini alirsak, aliriz

—ky Ok, 1
(Va,di + €knda) + — (Vg Vi dy + €ky Vida) (4.68)

Vpds = — =%
k2 ot kg

elde ederiz. % = 0, oldugundan
1
Vpd; = k_(VBledl —|—8ande) (4.69)

8

seklinde hesaplanir. Sonug olarak (4.65)-(4.69) esitliginden B(k,) varyasyonu asagidaki gibi

bulunur
B(kg) = (W(SJ)) = 8g(R(B,d1)d1,d3) - gg<vd1B7d3) + k_g<(_R(B7d1)d1 7d2)
=0 8
2 &
+ (V3 B.da)) +2pks +2p 2
8

Yukarida elde edilen benzer hesaplamalarla agagidaki esitlikleri elde ederiz

k
= eg(R(B,d\)dy,dr) — eg(V,B,da) + k—gg((—R(B,dl)dl,ds)
t=0 n
2

+8(V3B,d3)) — 2£pk—g +2pk,,
n

T k
B( g) = ( atg (Sat)) = _gkng(vd1B7d3) _gk_ng((_R(B7d1)d17d1) +g(V§1B7d1))
t=0 8
ki p’
—9(VyB,dr) —e—.

O

4.8 Teorem S sabit kesitsel egrilige sahip zaman-benzeri bir ylizey, B, S yiizeyi {izerinde bir
vektor alam ve S yiizeyi lizerinde Darboux cati elemanlari {7, Y, Z, k,, Tgs kyn} olsun. Eger,

B bir Kiling vektor alanm ise asagidaki esitlikler saglanir

B(v) = B(k;) = B(k,) = B(z,) = 0. (4.70)

Kanit B Kiling vektor alani tarafindan iiretilen herhangi bir lokal akig {®, } ile tanimlansin.

B(v), B(kg), B(k,) ve B(7,), I" varyasyonuna bagl olmadigindan B(s) yoniinde, y(s) egrisinin
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degisimi asagidaki gibi veririz:
¥%(s) =T(s,0) = 9 (¥(s)). (4.71)

¢; akist, v(s,t), kg(s,1), ky(s,1) ve T4(s,t), fonksiyonlarini verir, ve bu fonksiyonlarini verir,
ve bu fonksiyonlar ¢ parametresine bagli olmadiklarindan B(v) = B(k,) =B(k,) =B(7,) =0

bulunur. L]

Sonug S ylizeyi zaman-benzeri bir uzay olan S% de Sitter uzay1 olsun. Bu durumda Killing
esitliklikleri agagidaki gibi hesaplanir.

i. (V4B.di)=0,

ii. —ekg((—R(B,d1)d1.d3) + (V3 B.d3)) — (R(B,dy)dy.da) + (V5 B.dp) =0,

iii. —£(Vy,B.d3) + - (Ve B.do) — E((~R(B,dy)d1.dy) +(V} Budy)) = 0.

Kanit Teorem 4.8 de acikca belirtilmistir. [

4.6. Zaman-benzeri Yiizeylerde Kiling Manyetik Egriler

4.9 Teorem ¢ : U C E*> — E?, ¢©(U) = S zaman-benzeri yiizey ve y: I C R — U S yiizeyi
iizerinde bir edri olsun. Bu durumda Darboux esitlikleri {d, da, d» } ile ilgili Lorentz

esitlikleri asagidaki gibidir:

O(d)) 0 —eky ke | [ di
q)(dz) = | k, 0 EW d> 4.72)
q)(d3) kg 0) 0 d3

kg, ky, ve T, S ylizeyi lizerinde sirasiyla, y egrisinin, geodezik egrilik, normal egrilik ve

egrilik torsiyonu fonksiyonlaridir.

Kamit ¢ :U CE? - E3, o(U) = S zaman-benzeri yiizey ve y: 1 C R — U S yiizeyi iizerinde

bir egri olsun. Manyetik egrinin tanimindan
q)(dl) = le d = kgd3 — &k, d> (473)
denklemi biliyoruz. ®(d3) € span{d;,ds,d,} oldugundan

®(d3) = Ad + uds +Ed, 4.74)
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seklinde yazabiliriz. Buradan

A = &(P(dz).di) =—€(P(dr).d3) = kg, (4.75)
= E(q)(d3).d3) = 0,
§ = (P(d3)dr) =0.
esitliklerine ulasiriz. Buradan
D(d3) = ked) + @d> (4.76)

seklinde hesaplanir. Benzer hesaplamalar yaparak asagidaki esitligi buluruz
CD(dz) =k,d, + eods. 4.77)

[]

4.10 Teorem ¢ :U C E? — ]E?, ¢©(U) = S zaman-benzeri bir yiizey, y: I C R — U, § iize-
rinde bir egri ve B, Yy egrisi boyunca bir Killing vektor alani olsun. Bu durumda y egrisi B
manyetik alanin bir manyetik yoriingesidir gerek ve yeter kosul B, v egrisi boyunca asagidaki
gibi yazilir

B(S) = —e®d| — k,d3 +kgd2 4.78)

burada @(s) herbir manyetik egri ile iliskili bir fonksiyon, € = +1, ve {kg,k,} Darboux

egrilikleridir.
Kanit B Kiling vektor alanim1 asagidaki gibi yazalim

B(s) = ud, + ¢ds + ddy, 4.79)

buradan u, ¢ ve 0 diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. (4.73)-(4.77) esitliklerini kullanirsak
U= —€W®,; = —k, ve 8 = kg bulunur. Tersine (4.79) esitligi saglansin, bu durumda B x
di = ®(dy) = V4,d; esitligi saglanir. Dolayisiyla y, B manyetik alaniyla ilgili bir manyetik
yoriingedir. -

4.11 Teorem ¢ : U C E?> — E3, ¢(U) = S zaman-benzeri bir yiizey ve y: I C R — U bu
yiizey iizerinde bir egri olsun. Bu durumda, y, B Killing vektor alam ile ilgili manyetik

egridir gerek ve yeter kosul y egrisinin Darboux egrilikleri asagidaki denklemi, saglar:

knkyy + @knky, — 28k, Ty — kT, — T, 0knkg + €k T kg + Ekghy + koky@ — 2€koky T, — k3 T,
—eknky T @ + ko T2k = 0.
(4.80)
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Kanit 7y egrisi B Kiling manyetik vektor alani ile ilgili bir manyetik bir egri olsun. Bu du-

rumda, B manyetik alaninin d; yoniindeki tiirevini alirsak asagidaki ifadeyi bulmus oluruz

VaB = —&@'di+ (—k, — €@k, + kgT,)d3 + (ky + @k, — €k, T, )do. 4.81)

1

B(v) = 0 denklemi kullanilirsa , @ sabit olarak bulunur .

Vi, B = (ko(—k), — e@ky + kg Ty) + kn (K} + Bk — €kn T )dy (4.82)
+((—ky, — e@ky + kgT,)' + T, (ky + Wk, — Ky T,) ) d3 (4.83)
+((ky + @ky — £knT,)' + £T,(—k;, — €Wkg + kg Tr))da = 0. (4.84)

Ayrica Riemann egrilik tensoriinden asagidaki esitligi biliyoruz
R(B,dy)d, =C((d;.B)d; — (d,.d1)B) (4.85)
buradan asagidaki esitlik elde edilir
R(B,d)d; = €C(knd3 — kod>). (4.86)

elde edilen esitlikler Yardimci Teorem 4.7 kullanilirsa aggidaki denklem elde edilir:

(ky + Ok, — €k T;)" + €T, (—ky, — €@k + kg T,) — ei—g(—k; — e@kg + ko)’
keTy /17 n (4.87)
—&-1" (kg + @k, — €k, T) = 0,
Son olarak, Yardimci Teorem 4.7 ’deki son denklem otomatik olarak saglanir. ]

Daha sonra de Sitter uzay1 S% tizerindeki manyetik egrilerin denklemlerini bilgisayar prog-

rami kullanarak elde edecegiz.

4.12 Teorem 7, de Sitter uzay1 S% C § iizerindeki manyetik egri olsun bu durumda Y egrisi
asagidaki parametrik gosterimlerimlerinden birisine sahiptir;
L.
Y(s) = ki coss+kpsins, k, =0, (4.88)
ki,ky € E3.
ii.
Y(s) = hi +hys + has? kg =c =1 (4.89)

hy,hy, s € E3.
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1.

= =
Vs) = g1+ g2 mme ¢ Mo e VO ke=c#1,  (4.90)
ce — cc —
81,82,83 € E}.

iV, kg = 1/ 22! tanh(Y2AT(253))

1 o+1 o-—1 2010++/2c;W++/2 (D'
dyhypergeom([5, B+ =11 [ T
—2c10++/2c1@++/2c) 7@'] 1 ) tanh( \/2C1w(C2+S) )

2c1® Cosh(,/chw(c‘2+s))2 2 ?
\/2c1@-2 \/27117)
c1—2—,/c1

+d3cosh(YV2ATB)) T mE T ginp (V2T
hypergeom([ c1(ﬁ+\/22631%+\/261 w 72L1w+\/2612(?'1420_\/2c1 o— 2(,1

_ =2018V24+/2¢18\/c;B— +2c1] — 7c1w+\/m+«/2cl w

2010 c1o
y(s) = _72¢1w+\/m+m] 4.91)

2c1G)' (1/2¢1w(c2+g)) )

cosh

\/ﬁm ]
+dzcosh(m) lx/cT . Sinh(m(cm))

—c10++/2c1B++/2c1— G)' _ 2010++/2c10++/2¢1 —0+2c¢

hypergeom([= e it
2C1&7\[+\/261ﬁ7\/61ﬁ7——2cl] [Clw+\/261w+\/261—&7
2010 c1o0
261w+\/261w+m] 1 )
2c1@

cosh( = G;(cz ) )?

Kanit Eger y de Sitter uzayi S% lizerinde zaman-benzeri bir egri ise, bu durumda kg geodezik

egrilik fonksiyonu olmak iizere y egrisi asagidaki egriliklere sahiptir
kp=1, 7, =0.
Buradan asagidaki de8isken katsayili ikinci derece diferansiyel denklemini elde ederiz
ky 4+ @kgky' = 0. (4.92)

Diferansiyel denklemi ¢ozersek asagidaki esitlikleri buluruz:

2 V201@
ky =c veyak :\/%tanh( C] 2(02+S))

@ = sabit. Darboux catinist kullanilirsa asagidaki 3. mertebeden diferansiyel denklem elde
edilir:
ke?" — K,y + (=K +kg)Y + K,y =0.
Diferansiyel denklemi ¢ozersek asagidaki dort durumu elde ederiz
1.
Y(s) = kjcoss+kpsins, ky =0, (4.93)



burada ki, k> € E3.

ii.

Y(s) = hi +hys +has kg =c =1

burada hy,hy,h3 € E%

1il.

1
=g+

burada g1, 82,83 € ]Egl’

1
e\/cz—ls + g3

c2—1

e—\/c2_ls’ kg — C# 1’
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(4.94)

(4.95)

iv. kg = 1/ 2 tanh (V292219 i diferansiyel denklemin ¢oziimii bize (4.98) esitligi ile

verilen manyetik egriyi verir.

[]

4.13 Teorem Eger y de Sitter uzay: S% C S iizerinde zaman-benzeri bir egri ise , bu durumda

Y egrisi asagidaki gosterimlerinden birine sahiptir:

Y(s) =a

ai,ap GE?.

il

Y(S) =b1+by e

1
V241
burada by, by,b3 € E3 vec £0 € R.
iii. kg = /22 tanh (Y2202 19))

Vs |y

e’ +aye ', kg =0.

- 2
e Vee+ls k, =

) g_c7

. A
vz +1

dihypergeom([}, %t 211

—2C1ﬁ7+\/26‘1(3+\/261+(§]

[2L1&7+\/2C1(D+\/2C1+(D'
)

2c10

)
2c10 cos h(

N
+d3cosh(—vzclw(62“)) RGN

—c10++/2cq ﬁ)’+v26‘1+ﬁ7

1 V2e @ (cp+s)
NEaLEEe ) tanh (V=52

sinh (Y1522 261%(62+S))
72C1 O++/2c10++/2c1+O— 26‘1

hypergeom(|— e
20182442618 \/c; B+ +2c

2c10

2c10

,[- *ClﬁH\/WwL\/m

c1@

726‘1 O+ 2(,‘1 (D’+V2C1 +CD’]

2c1 @

+d> cosh(—” 2¢10(cy+s) )

COos

\/26,0+2—/c1B)
cla)'—o—\/ZLl(D'—i—\/Zq—i—(D'

1
\/2c1®@(cy+s) ) )
h(X——>—=—)
T Vas  ginh(Y2allets) wz(cﬁs) )
_ 2010+/2c10++/2¢1+0+2¢

hypergeom([— e

2c1@

clw+\/2c1m+\/261+w

2c1(D\f+\/2c1(D\/c165+ 2(,‘1] [

2010

c10

2c1w+\/2c1w+\/2c1+w]

2c1@

)
COSh( 261@-2(02-%3) )2

(4.96)

(4.97)

(4.98)

Kamit S? zaman-benzeri bir yiizey 7y bu yiizey iizerinde bir egri olsun . bu durumda asagidaki
1 y

egrilikler mevcuttur

kg» kn

=1, 7,=0.

(4.99)
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(4.74) esitligi kullanilirsa asagidaki diferansiyel denklem elde edilir
ky + @kgky' =0 (4.100)

diferansiyel denklemi ¢ozersek asagidaki esitlikleri bulmus oluruz

2 V200
ke = veya k :\/%tanh( a 2(62“)), (4.101)

burada @ = sabit Darbox cat1 denkleminden asagidaki iiciincii dereceden diferansiyel denk-
lemlere sahiptir
keV" —kyY' + (—ky —kg)Y — Ky =0. (4.102)

diferansiyel denklemi cozersek asagidaki iic durumu elde ederiz.

i.

Y(s) =a1e’ +aze™, kg =0, (4.103)
ai,ap € ]E?
1i.
Y(s) = by 4 by VS LV e 4104)
Va1 241 P

by,by,b3 € E3 and ¢ # 0 € R,
ii. kg = 4/ %1 tanh(—vzclwz(czm), diferansiyel denklemin ¢oziimii bize (4.98) de verilen man-

yetik egrileri verir. O
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5. UYGULAMALAR

Ornek H? hiperbolik diizlemi iizerinde asagidaki parametrik denkleme sahip bir egri alalim
¥(s) = (cosh(v/2s),0,sinh(v/2s)).

Bu durumda Darboux esitlikleri

di = (sinh(v/2s),0,cosh(v/2s)),
dy = (cosh(v/2s),0,sinh(v2s)),
dy = (0,1,0)

ve Darboux egrilikleri
ko(s) =0, ku(s) =1, 7, =0.

seklinde hesaplanir. Teorem 4.10 kullanilirsa @ = 0 olarak hesaplanir ve dolayisiyla y bir

manyetik egridir. Bu manyetik egriyle ilgili manyetik vektor alani ise
B(s) = (—@sinh(v/2s), 1, —@ cosh(v/2s)).

biciminde hesaplanir. Egrinin ve manyetik alan vektorlerinin davranigt Sekil 5.1°de gosterilmistir.

=5 7

Sekil 5.1. H% hiperbolik diizlemi iizerindeki bir ytiklii parcacigin,
B(s) = (—@sinh(v/2s), 1, —@ cosh(y/2s)) (kirmizi) manyetik alan ile ilgili
hareketi.

Ornek Eger a; = (%,O, %), ar = (0,1,0) ve a3 = (1,0,0) secilirse, H? iizerindeki egrinin
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parametrik denklemi asagidaki gibi bulunur.

1 1
B(s) = (Es2 +1,s, Esz).
Egrinin Darboux formiilleri
d = (S, 1,S),
d (1s2—1—1 s ! 2)
= (= =5
2 ) ) )
1 1
d3 = (—ESZ,O, §S2+1)

ve Darboux egrilikleri

seklinde hesaplanir. Teorem 4.10 kullanilirsa @ = 0 hesaplanir ve dolayisiyla y bir manyetik

egridir. Manyetik egriyle ilgili manyetik vektor alan1 alagidaki gibi hesaplanir.
B(s) = (1,s,s>+1).

Egrinin ve manyetik vektor alaninin gosterimi Sekil 5.2 de verilmistir.

Sekil 5.2. H? hiperbolik diizlemi iizerindeki bir yiiklii paracigin, B(s) = (1,s,s> +1)
(kirmiz1) manyetik alani ile ilgili hareketi.

Ornek zaman-benzeri bir yiizey olan de sitter uzayi lizerindeki y manyetik egrisi asagidaki
gibi verilsin

7 (s) = (0,coss,sins).
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Bu egri i¢in Darboux egrilikleri :
ke(s) =0, ky(s) =1, 7, =0.

Kiling vektor alani ise
B(s) = (1,@sins, @ coss)

seklinde elde edilir. Dolayisiyla, ilgili manyetik egri (mavi) ve manyetik vektor alan1 (kirmizi),

Sekil 5.3 de gosterilmisgtir

Sekil 5.3. S% de sitter uzayi lizerindeki uzay-benzeri bir egri boyunca bir yiiklii parcacigin,
B (kirmizi) manyetik alani ile ilgili hareketi.

Ornek ay = (0, %, —%) ve ay = (0, %, %) seklinde secilirse de sitter uzay: iizerinde

1 1 1 1
'}/Z(S) = (Ees — Ee_s, Ees -+ EB_S,O).

egrisi bulunur. Bu egri i¢in Darboux egrilikleri :

ke(s) =0, ky(s) =1, 7, =0.
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seklinde hesaplanir. Kiling vektor alani ise agsagidaki sekilde bulunur

1 1 1 1
B(s) = ((Dies—l—wie*s,wies—wie*s,l).

Ilgili manyetik egri (mavi) ve manyetik vektor alan1 (kirmizi), Sekil 5.4° de gosterilmistir.

Sekil 5.4. S% de sitter uzay1 iizerindeki zaman-benzeri bir egri boyunca bir yiiklii parcacigin,
B (kirmiz1) manyetik alani ile ilgili hareketi.

Ornek hy = (0,—1,0), hp = (0,0,1) ve h3 = (%, %,O) seklinde secilirse manyetik egrinin
parametrik denklemi asagidaki gibi bulur

\S]
[\

s 8

=(=,=—1
Y3 ( 2 Y 2 7s)
Bu egri i¢in Darbox egrilikleri :
ko(s) =1, ky(s) =1, 7, =0.

seklinde hesaplanir. Kiling vektor alani ise

B(s)=(—@Os—1,—®s— 1,—@s).
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olarak bulunur. Ilgili manyetik egri (mavi) ve manyetik vektor alam (kirmizi), Sekil 5.5° da

gosterilmistir.

Sekil 5.5. S% de sitter uzayi iizerindeki 3 egrisi boyunca bir yiiklii parcacigin, B (kirmizi)
manyetik alani ile ilgili hareketi.

Ornek de Sitter uzay iizerinde y manyetik egrisi asagida verilsin

—COSs

NIk
= —1. ICOSSS\;I(%OT/I s +sinscos (\/O 21 /1 1)
1. 1COSSC?;%OT/1 1) +81ns51n(\/0 2 /1 1)

Bu egri i¢in Darboux egrilikleri :
kq(s) = cots, ky(s) =1, 74 =0.

Kiling vektor alani ise
B(s) = 2dy — dy + cotsds.

olarak hesaplanr. Ilgili manyetik egri (mavi) ve manyetik vektor alani (kirmuzi) Sekil 3.4°de

verilmisgtir.



Sekil 5.6. S% de sitter uzayi iizerindeki Y4 egrisi boyunca bir yiiklii parcacigin, B (kirmizi)
manyetik alani ile ilgili hareketi.

34



35

6. Sonuc ve Oneriler

Bu tez ¢alismasinda, E? 3-boyutlu Lorentz uzayinda uzay-benzeri ve zaman-benzeri yiizey-
ler tizerindeki manyetik egriler incelenmistir. Bu yiizeyler iizerindeki Darboux ¢at1 eleman-
lariin varyasyonu yardimiyla Killing esitlikleri elde edilmistir. Bu esitliklerin ¢oziimii ile
Lorentz uzayindaki 151k-benzeri olmayan yiizeyler tizerindeki Killing manyetik egriler i¢in
diferansiyel denklemler elde edilmistir. Bu denklemlerin ¢oziimleri yapilarak manyetik egrile-
rin egriliklerinin karakterizasyonu bulunmustur. Ozel olarak, Lorentz kiireleri olarak ad-
landilan, uzay-benzeri H% hiperbolik diizlemi ve zaman-benzeri H% de Sitter uzay1 lizerin-
deki manyetik yoriingelerin egrilikleri hesaplanmistir. Bu egrilikler Darboux cat1 esitliklerin-
de kullanilarak ilgili diferansiyel denklemler elde edilmistir. Bu denklemlerin ¢éziimiimleri
yapilarak, Lorentz kiireleri lizerindeki menyetik egrilerin parametrik denklemleri elde edilmis-
tir. Sonug olarak, Lorentzian 3-uzayda, 1s1k-benzeri olmayan tiim manyetik egrilerin karak-

terizasyonlari elde edilmistir.
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