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OZET
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1. GIRIS
1.1 Cokyiizliiler

Cokytizliiler sanat, doga, geometrik incelemeler gibi birgok disiplinde kendini
gostermektedir. Bu disiplinleri inceleme ve hayal etme noktasinda ¢okyiizlii cisimleri
farkedip, kesfetmek farkli bakis agilari saglamaktadir. Doga ve tasarim gibi

disiplinlerde birgok arastirmaya yon vermektedir (Senechal, 2013a).

Cokyiizliiler sahip olduklari, simetrik 6zelliklerden dolay1 ylizyillardir insanoglunun
ilgisini gekmistir. Arkeolojik kazilarda iskogya’da, cilali tas devrine ait oyulmus tastan
diizgiin cokyiizliiler bulunmustur. Bu taslar Oxford Universitesi’ndeki Ashmolean
Miizesinde yer almaktadir (Sekil 1.1).

Ll

Sekil 1.1. Platonik cisimlerin bulunan ilk 6rnekleri.

Cokyiizliilere bircok canli tiiriinde karsilasilmaktadir. Genellikle canli tiirlerinde
cokylizlii kristallerin yapisindan farkli olarak, daha cesitli geometrilerden olusur. Bu
duruma verilebilecek Orneklerden birisi Radiolaria adindaki tek hiicreli deniz
canlisidir. Bu canli ¢ok yiizlii yapilara sahiptir. Ernst Haeckel’in Charles Darwin ile
birlikte H.M.S. Challenger adli osinografik kesif seferinde yaptigi cizimlerde
cokylizlii yapilarin doga ile iliskisini ortaya koymustur (Sekil 1.2) (Senechal, 2013b).



Fig. 325, . A Naswcllarian skeleton, ¢ ollisilre ageese Hkl.
(015 mamn. dimmseter).

Sekil 1.2. "Radiolarla” tek hiicreli deniz canlilarinin platonik cisimlerle form iliskisi
(Thompson, 1945).

Cokylizliilerin sonlu ¢oklukta c¢okgenle sinirlandirilmis bir cisim olarak tanimi
yapilabilecegi gibi sonlugoklukta ¢okgenlerden olusan bir yiizey olarak da
tanimlanabilir. Cokyiizliiyli olusturan ¢okgenlere ¢ok yiizliiniin yiizleri, ¢okgenlerin

kenar ve koselerine ise ¢okyiizliiniin ayrit ve kdseleri denir. (Alexandrov, 2000).

Cokyiizlilerin konveks olmast ayrica 6nemli bir ozelliktir. Konveks cokyiizliiler

asagidaki 6zellikleri saglayan sonlu diizlemsel cokgenden olusan bir sekildir.

1. Cokgenlerin ortak kenarlar1 ya da kenar pargalar1 boyunca bir ¢okgenden diger
bir cokgene ge¢is yapmak miimkiindiir.

2. Seklin tamami sekli olusturan ¢okgen diizlemlerin sadece bir tarafindadir.

Birinci 6zellik ¢okyiizliinlin koselerde pargalara ayrilmayacagini hatta pargalarinin
higbirnin bir digerinden ayr1 olmadigmi belirtmektedir. ikinci 6zellik konvekslik

kosulunu belirtmektedir.(Alexandrov, 2000).

Cokyiizliiler 6zelliklerine gore siiflandirilmiglardir. Konveks, simetrik ¢okytizliiler
Platonik cisimler, Arsimed cisimleri ve Katalan cisimleri olarak {i¢ ana grupta
incelenebilir. Biitiin kenarlar1 esit ve yiizeyleri diizgiin ¢gokgen olan kati cisimlere
"Diizgiin Kat1 Cisim" denir. Yalnizca bes tane olduklarindan Bes Kat1 cisim olarak
bilinen bu geometrik cisimlere, Platon (Eflatin)’un isminden esinlenerek Platonik
Cisimler de denilmistir. Diizglin geometrik cisimlerden iicgen yiizliilerden 3 tane,

besgen yiizliilerden 1 tane ve bir tane de kare yiizlii vardir. Bes Kat1 Cismin 6zellikleri:



1.Tiim yiizeyler diizgiin ¢okgendir.
2. Bir kosede kag yiiz birlesiyorsa diger koselerde de o kadar yiiz birlesmektedir.
3. Biitiin yiizeyler ayn1 biiytikliikte ve esittir. (URL-1)
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Sekil 1.3. Diizgiin ¢okytizliiler ve agilimlari. (URL-1)

"Timaus" metninde ¢ok yiizliller olarak belirtilen platonik katilart bilim tarihine
kazandiran Antik Yunan filozofu platon (M.0.427-M.0.347) dur. (Senechal, 2013b).
Platon temel geometrik sekillerin envanterini olusturma imkani arastirmistir.

Dogadaki yapilarin geometrik tanimlamasini yapan ilk kisidir. (Peorce, 1990).

"Timaus" metninde ilk konu elementlerdir. (Waring, 2015). Platon metinde
elementlerin en kiiciik yap1 taslarinin geometrik bigimlerini belirtmistir. (Senechal,
2013Db). Platon, platonik cisimlerin, dort elementi temsil ettigini soylemektedir. Platon
bu ¢ok yiizlii cisimlerin dogadaki elementleri anlattigin1 diisiinmektedir. Bunlar;
Tetrahedron(diizglin dort yiizlli), atesi; Icosahedron (diizgiin yirmi yiizli), suyu;
Hexahedron (kiip - diizgiin alt1 yiizlii), topragi; Octahedron (diizgiin sekiz yiizlii),



havayi; Dodecahedron (diizglin on iki yiizlii), "gercek diinyay1", "Evreni" temsil eder.

Bu durum evrenin ana geometrik sekli olarak kabul edilmistir. (Stakov, 2009)

Sekil 1.4. Platonun bes kat1 cismi. (URL-2)

Arsimed cisimleri de Platonik cisimlerden sonra incelenen cisimlerden birisidir. Ilk
olarak bu cokyiizlii cisimleri Arsimed’in (M.O. 287-212) kesfettigi diisiiniilmektedir.
Bu nedenle ad1 Arsimed cisimleridir (Senechal, 2013b). Fakat Arsimed’in yaptigi
caligmalara ait kitabin yiizyillar 6nce kayboldugu bilinmektedir. Bu sebeple on {i¢ adet
Arsimed cisimleri Kepler tarafindan yeniden incelenip kesfedilmistir (Kinsey ve
More, 2002; Pearce, 1990). Arsimed cisimleri farkli c¢esitlerde yar1 diizgiin
cokgenlerden olusan yiizeylere sahiptir (Stakhov, 2009). Arsimed cisimleri iki ya da
daha fazla diizgiin ¢okgenlerden olusur ve digbiikey (konveks) ¢okyliizlii hacimlerdir.
Tiim koseleri ayni tiirlerde uyumlu gokgenlerden olusur (Pottman Vd., 2007). Arsimed
cisimleri fakli alt gruplara farkli tiirde olusum yontemleri ile boliinebilir. Arsimet
cisimlerinin bazilar1 Platonik cisimlerin koselerinin kesilmesi teknigi (truncation) ile

olusturulur. (Pottman vd., 2007)

Katalan cisimleri ise Arsimed cisimlerinin duallerine denir. Bu cisimlerde on ii¢

tanedir. Adinm1 ise 1865 yilinda Belgikali matematik¢i Eugene Catalan tarafindan



tanimlanmas1 sebebiyle almistir. (Eugene, 1865). Katalan cisimlerinin, Arsimed ve
Platonik cisimlerden farki yiizeylerini olusturan c¢okgenlerin diizglin ¢okgen

olmamasidir ayrica bu ¢okgenlerin kenar uzunluklar1 da ayn1 olmayabilir.
1.2 Minkowski Geometrisi Ve Konveks Cokyiizliiler

(Thompson, 1996) da ifade edildigi gibi Minkowski geometrisini inceleyen bir¢ok
kaynak bulunmaktadir. Bunlara 6rnek olarak (Kaya, 2002), (Gelisgen, 2007),
(Colakoglu, 2009) (Krause, 1975), (Martin, 1998), (Millman ve Parker, 1991),
(Thompson, 1996) ve (Coxeter, 1961) gosterilebilir. Minkowski geometrisi 6klidyen
olmayan sonlu boyutlu bir geometri olarak eliptik ve hiperbolik geometriden farklidir.
Space-time Minkowskian geometriden de farklidir. Minkowski geometrisinin lineer
yapist Oklidyen geometrideki ile neredeyse aynidir. Noktalar, dogrular oklidyen
geometridekiyle aynidir ve ag1 Ol¢limleri ayni yontemle yapilmaktadir. Tek farki
uzakligin her yonde ayni1 olmamasidir. Bu farklilik alinan metriklerle ilgili kavramlari
degistirmektedir. Dolayistyla Minkowski geometrilerinde uzaklikla ilgili kavramlarin
incelenmesi ilgi cekici konularn ortaya ¢ikmasimi saglamaktadir. Ornek olarak
Oklidyen uzaydaki bilinen kiirenin yerine alinan "yeni birim kiire" degisebilen bir
genel simetrik konveks kiimedir ve paralellik aksiyomu gecerli olmasina ragmen,
Pisagor teoremi gibi benzeri birgok teorem gegerli degildir. Bu geometrilere 6rnek

verecek olursak Taksi geometrisi, Cin Dama geometrisi ve @ geometrisi verilebilir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde oncelikle metrik geometri tanimlari(diizlemde) yapilmistir. Sonrasinda
Oklid uzay1 tanitilarak bazi temel tanim ve teoremler iizerinde durulmus ve gerekli

goriilen kimi teoremler ispatlar ile birlikte verilmistir.
2.1.Metrik Geometri

Bu boliimde yapilan metrik geometri tanimlar1 (diizlemde) ve Maksimum Diizlem
Geometrisi ile ilgili verilen bilgiler i¢in (Millman ve Parker, 1991) ve (Salihova, 2006)

dan yararlanilmistir.

Tanim 2.1.1 Elemanlar1 noktalar olarak adlandirilan bir kiime P, P nin dogru olarak
adlandirilan bazi alt kiimelerinin toplulugu £ , I , da nokta ve dogrular arasinda
tizerinde olma (incidence) bagintisi olmak tizere (P,L,I) sistemi asagidaki iki

aksiyomu sagliyorsa bu sistem bir soyut geometri olarak adlandirilir.

) VA,B € P icin A € L ve B € [ olacak sekilde birtek [ € £ dogrusu vardir.

i) Her dogru en az iki noktayi kapsar.
(P, L, 7) soyut geometrisi S = (P, £, I) seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.1 2 = {(x,y): x,y € R} olsun. Dogrular kiimesi asagidaki gibi tanimlansin

a sabit gercel say1 olmak iizere R? nin
Ly ={(x,y) € R*:x = a}

seklindeki her alt kiimesine bir dikey dogru denir. m ve b sabit gergel sayilar olmak

tizere R? nin
Ly ={(x,y) € R%:y =mx+ b}

seklindeki bir alt kiimesine dikey olmayan dogru denir. Ly tim dikey ve dikey
olmayan dogrularin kiimesi olsun. Burada (x,y)IL, & x =ave (x,y)[L,, ©y =
mx + b olmak iizere G = (R?, Lg,I) bir soyut geometridir. G = (R?, Lg, 1) diizlem

modeli Kartezyen diizlem olarak adlandirilir.



Tanim 2.1.2 S = (P, L,I) soyut geometrisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa incidence

geometridir denir.

(i) £ de farkli iki noktayi iizerinde bulunduran bir tek dogru vardir.

(if) Dogrudas olmayan ii¢ 4, B, C € P noktalar1 vardir.
Ornek 2.1.2Kartezyen diizlem bir incidence geometridir.

Tammm 2.1.3 Bir d:P xP — R fonksiyonu, asagidaki ozellikleri saglarsa, bir

metriktir denir.

M1: Her A, B € P i¢ind(4, B) = 0, (2.1)
M2: Her A,B € P icin d(A,B) = 0 & A = B, (2.2)
M3: Her A, B € P icin d(A, B) = d(B, A), (2.3)
M4:Her A,B,C € P icin d(A,B) < d(A,C) +d(C,B). (2.4)

Tanmm 2.1.4 [,G = (P, L, ) incidence geometrisinin bir dogrusu olsun. d, G tizerinde
uzaklik fonksiyonu olmak tizere asagidaki kosullar saglaniyorsaf: [ — R fonksiyonu [

i¢in bir cetveldir denir:
i)f fonksiyonu bire-bir ve 6rtendir.
i) [ tizerindeki her P, Q nokta ¢ifti i¢in
lf(P) = F(@I=d(P,Q) (2.5)
dir. Bu denkleme cetvel denklemi denir.

Tammm 2.1.5(P, L, I) incidence geometrisi d uzaklik fonksiyonuyla birlikte VI € £
dogrusu igin bir cetvele sahip ise, cetvel postiilatint sagliyor denir. Bu durumda M =

(P, L,1,d) ye bir metrik geometri denir.

Neden metrik geometride galistyoruz? £ deki [ dogrusuna iliskin sorular1 f cetvelini
kullanarak, R ye doniisiim yaparak cevaplandirabiliriz. Bu diizlemin elemanlar1 R de
“arada olma” gibi kavramlar kullanilarak [ ye transfer edilebilir. Bu da metrik

yaklasimin bize sagladigi kolayliktir.



M = (P, L,1,d) nin metrik geometri oldugunu gostermek i¢in her bir [ € £ igin bir

f:l = R, f bire-bir ve 6rten fonksiyonunu bulmaliyiz.

Tamim 2.1.6 (Noktamin dogruya uzakhgi)Verilen bir P noktasi ile verilen bir [
dogrusunun bu noktaya en yakin noktasi arasindaki uzakliga bu noktanin bu dogruya

uzakligi denir ve
d(P,l) = min,g,d(P,X) (2.6)
seklinde yazilir.
2.2 Oklid Uzayinda Dogru Ve Diizlem
Bu boliimdeki bilgiler (Kaya, 2002) dendzetlenerek verilmistir.
2.2.1 Dogru

Bilindigi gibi geometri de dogrudenilince “diiz bir ¢izgi” akla gelir. Uzayda bir dogru,
konumunu belirten bazi 6zellikleri yardimiyla analitik olarak ifade edilebilir. Baz1 6zel
hallerde dogru denkleminin nasil oldugu ve bir dogrunun hangi farkli temsillerinin

(denklemlerinin) bulundugu asagida anlatilmaktadir.

2.2.1.1 Verilen bir noktadan gecen ve verilen bir dogrultuya paralel olan

dogrunun denklemi

Verilen bir A = (xy, Yo, Zg) noktasindan gecen ve verilen bir d = (p, q,r) vektoriine
paralel olan dogru iizerindeki degisken X = (x,y, z) noktasini diislinelim. X noktasi

dogru iizerinde yer degistirirken daima AX || d kalir.

Sekil 2.1. A noktasindan gegen, d vektoriine paralel dogru.



Bu da bir parametre 1 € R olmak iizere AX = Ad demektir. Boylece OA ve OX sirayla

A ve X noktalarinin yer vektorleri olmak tizere
OX=0A+Ad (2.7)

yazilabilir ki bu A noktasindan gegen d vektoriine paralel olan dogrunun vektorel

denklemidir.O halde vektorel denklemi (2.7) olan dogru
{X:0X = OA + Ad,A € R} (2.8)
nokta kiimesinden ibarettir.
Bundan bagka (2.7) ifadesi daha agik olarak
xe; +ye; + zes = (xg + Ap)e; + (Yo + Aq)e, + (zg + Ar)es (2.9

Bi¢iminde yazilabilir. Buradan

X =Xy + Ap
Y=Y +2q (2.10)
Z=2Zy+Ar

elde edilir. (2.10) sistemine (x,, Vo, Zo) noktasindan gecen ve (p,q,r) vektoriine
paralel olan dogrunun parametrik denklemi denir. Aparametresi degistikce X =

(x, v, z) noktas1 bu dogruyu ¢izer.
(2.10) ifadesindeki denklemler A ya gore ¢oziilerek hemen

X—Xo Y —DXo Y—Yo Z—Zg X—Xo Z—Z

p q ' q r % r

denklemlerinden herhangi ikisine esdegerdir. Yani bir dogru gercekte iki bagimsiz
denklemle temsil edilir. Bu nedenle dogru denklemi deyimi yerine dogru denklemleri
deyimini kullanmak daha anlamlidir, ancak biz yine de ¢ogunlukla birinci deyimi

kullanacagiz.

Ozel olarak dogrultu ve vektdriin p,q,r koordinatlarindan bazilar1 sifir olabilir.

Ornegin p = 0 ise dogrunun standart denklemini



y—}’ozz—zo

— =0, 2.10
X — Xp q - ( )
bi¢iminde, r = 0 ise
X—=Xo Y —Yo
_  z—2,=0 (2.11)
p q °
bigiminde,q = r = 0 ise
y—¥ =0, z—2,=0 (2.12)

bi¢iminde v.b. yazmak matematiksel agidan daha anlamli olur.

Dogru denkleminin bulunmasinda vektor kullanilmasina karsin bu vektoriin yalnizca
dogrultusu 6nemlidir, vektoriin yonii dogru denklemini etkilemez. Ciinkii , bir dogru
d = (p, q,r) vektoriine paralelse, d ye paralel olan her vektore de paraleldir. Yanik €
R — {0} olmak tizere her kd = (kp, kq, kr) vektorii dogrunun dogrultu vektorii olarak

alinabilir. Bu nedenle p, q, v ye s6z konusu dogrunun dogrultu parametreleri denir.
2.2.1.2 Verilen iki noktadan gecen dogrunun denklemi

Uzayda verilen herhangid = (xq,Yo,29) Ve B = (xy,y1,2;) noktalarindan gegen

dogrunun denklemini bulmak i¢in dogrultu vektorii olarak
AB = (x; — X0, Y1 — Yo, Z1 — Z0) (2.13)
vektorii alinabilir. Dolayisiyla bu halde dogrunun vektorel denklemi
OX = OA + AAB (2.14)

ve standart denklemi

X — X — Z—7Z
o _Y~™Yo _ 0 _ (2.15)
X1 —=X0 Y1—=Yo 71— 1%

bi¢imindedir.
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2.2.1.3 ki dogrunun dik veya paralel durumlu olma kosullari
Uzayda herhangi iki dogru, birbirlerine aykir1 konumda olsalar bile dik olabilirler.

Dolayisiyla herhangi iki

x—xozy—YO:Z—Zoz
p q r

1 (2.16)

ve

x—x' —-y' z—=Z
Yo Y Yo _Z7%0_, (2.17)
p q r

dogrularmin  dik durumlu olmasi d = (p,q,7v) ve d' = (p',q',r") dogrultu
vektorlerinin birbirlerine dik olmalar1 yani skaler ¢arpimlarinin sifir olmasina

esdegerdir. Dolayisiyla bu dogrularin birbirlerine dik olmasi i¢in

pp'+qq +rr' =0 (2.18)

kosulu saglanmalidir.

Dogrularin paralel olmalari i¢in de d ve d’ nin paralel olmasi gerektiginden

dxd' =0 (2.19)
ya da ayni sey demek olan
§=%=§ (2.20)
saglanmalidir.

2.2.1.4 Verilen bir noktadan gecen ve verilen dogrultuya dik olan dogrunun

denklemi

Verilen A = (xq,y0,2o) noktasindan gegen ve hem a = (a4, a,,az) hem de b =

(b1, by, b3) vektorlerine dik konumda bulunan dogrunun dogrultu vektdrii a X b
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dogrultusunda olur. Dolayisiyla d = a X b = (p, q,r) almirsa geriye bir noktasi ve

dogrultusu bilinen dogrunun denklemini yazmak kalir

2.2.2 Diizlem

3

Diizlem denilince “iizerinde hi¢ girinti ¢ikinti olmayan sonsuza kadar uzanan ve
derinligi bulunmayan bir satth” kastedilir. Geometrik olarak bu, bir dogru diizlem
icinde hareket ettirildiginde dogrunun her noktasinin diizleme degmesi demektir.
Diizlem denklemi bulunurken genellikle bu 6zellikten yararlanilir. Simdi c¢esitli

elemanlar1 verilen diizlem denkleminin nasil bulunacagini goérelim.

2.2.2.1 Verilen bir noktadan gegen ve verilen bir dogrultuya dik olan diizlemin

denklemi

Verilen bir n = (4, B, C) vektoriine dik olan diizlem {izerinde degisken birX =
(x,y,z) noktas1 alalm (sekil 2.2). n vektorii diizleme dik oldugundan bu diizlem

icindeki her NgX = (x — xq, ¥V — Yo, Z — Z,) vektoriine dik kalir. Yani
nLNX=>nNX=0=2A(x—x5) +B(y—yy)+C(z—25) =0 (2.21)
olur. Son denklemde D = —(Axy + Byy + Cz,) denirse diizlemin denklemi olarak
Ax+By+(Cz+D =0 (2.22)

lineer ifadesi bulunur. Karsit olarak bu ispat tersten ele alinir ve degerlendirilirse her
Ax + By + Cz + D = 0 lineer denkleminin bir diizlem gosterdigi sonucuna varilir. O

halde diizlem gergel uzayin
{(x,y,2):Ax + By+ Cz+ D =0, xX,y,Zz € R}

bigiminde bir altkiimesidir.

Sekil 2.2. nvektoriine dik olan gegen, ve X noktasindan gegen dogru.
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Diizlem denkleminin ilk ii¢ katsayisini koordinat kabul eden n = (4, B, C) vektoriine

diizlemin normal vektorii denir.

2.2.2.2 Verilen ii¢ noktadan gecen diizlem denklemi

Verilen noktalarN; = (x1,y1,21), Ny = (x3,¥2,22), N3 = (x3,¥3,23) olsun. Bu
noktalar diizlem {izerinde oldugundan N;N, ve N;N; vektorleri diizlem icinde
bulunurlar ve N; N,xN; N5 vektorii bu iki vektore dik oldugundan diizleme de diktir.
Yani diizlemin normal vektorii olarak n = N;N,xN; N; alinabilir. Dolayisiyla X =
(x,y,z) diizlem fizerinde degisken nokta olmak iizere diizlemin denklemi
N;X.(N;N,xN;N3) = 0 ifadesinden hesaplanir. Bu ifade (N;X,N;N,,N;N3) =0

karma ¢arpimina esdeger oldugundan istenen diizlemin determinant formunda olan

X—X1 Y—=Y1 Z—Z
X2 =X1 Y2=V1 Z2—7Z1|=0 (2.23)
X3 =Xy Y3— Y1 Z3—Z3

denklemi bulunur.

Sekil 2.3. Ny, N,, N3 noktasindan gegen dogru.

2.2.2.3 Verilen bir noktadan gecen ve verilen iki farkh dogrultuya paralel olan

diizlemin denklemi

Verilen farkli dogrultular d = (p,q,r) ved' = (p’,q’,r") vektorleri ile belli olsun. Bu
dogrultular aranan diizleme paralel olduklarindan dxd’ vektorii diizleme dik olmak
zorundadir. Dolayisiyla diizlemin normali olarak yine n = dxd’ alinabilir. Diizlemin
Ny = (xg, Y0, Z9) noktasindan gectigi de géz Oniine alinirsa daha dncekilere benzer

olarak diizlemin denklemi NyX.n = 0 kosuluna esdeger olan

(NoX,d,d") = 0 (2.24)
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veya
X—=Xo Y—Yo Z— 2
p q r 1=0
p q r
ifadeleri ile bellidir.
Not: d || d’ ise bu formiil gegerli(yeterli) degildir.
2.2.2.4 Diizlemin eksenlerden ayirdig: parcalar cinsinden denklemi
Baslangi¢ noktasindan gegmeyen ve denklemi

Ax +By+Cz+D =0

olan herhangi bir diizlem i¢in D # 0 dir. Dolayisiyla bu denklem

A_B _C _
p* " pY D%~

biciminde yazilabilir. Burada,

A B 1 B _ 1 C _ 1
D a’ D b’ D ¢
olarak tanimlanirsa dizlemin denklemi
X y z
—_——_—= - = 1
a b ¢

seklini alir. Dikkat edilirse bu son denklemde
y=0,z=0i¢in |ON;| =a=x
x=0,z=0i¢in |ON,| =b =1y
x=0,y=0i¢in |[ON;| =c =2z

bulunur.
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Yani a,b,cbu diizlemin cksenlerden ayirdigi pargalara karsilik gelir. Bu formda

verilen bir diizlem kolayca resmedilebilir.

Sy
N, =(0,b,0)

Nl =(a,0,0)
X

Sekil 2.4. KoseleriN;, N,, N5 eksenler tlizerinde olan diizlem pargasi.

2.2.3 Bir dogru ve bir diizlemin birbirlerine géore konumu ve dogru ve bir

diizlemin kesisme noktasinin bulunmasi

Uzayda bir dogru ve bir diizlem verildiginde, dogru ya diizlemin iginde bulunur, ya
diizleme paralel konumda olur yahut da diizlemi bir tek noktada keser. Simdi (sekil

2.5) de goriilen bu durumlart analitik olarak agiklayalim.

=i

Sekil 2.5. Bir dogru ve diizlemin uzayda birbirine gore konumu.

Denklemi
Ax+By+Cz+D =0 (2.33)

olan diizlemle denklemi

X—Xx — zZ—z
o_Y Yo _ 0 _ 4 (2.34)
p q r

olan dogrunun ortak noktalarini arastiralim. Burada dogru denklemini

X =x9+ Ap, y =y, +1q, zZ=2zy+ Ar (2.35)
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seklinde parametrik olarak ifade edelim. Herhangi bir kesisme noktasinin koordinatlari

diizlem denklemini saglayacagindan,
A(xg +Ap) + B(yo +Aq) + C(zop+ Ar) + D =0 (2.36)
olur. Bu ifade A ya gore ¢6ziilerek

Axy+ Byy+Czy+ D
A=— (2.37)
Ap + Bq + Cr

bulunur. Burada

I. Ap+Bq+Cr #0 ise, yani diizlemin normal vektorii dogrunun dogrultu
vektoriine dik degilse, (2.37)denkleminden A bir tek sekilde belirtilir. Bu da

dogrunun parametrik denklemi vasitasiyla bulunabilecek bir tek kesisme
noktasimin bulundugunu gosterir. (6zel olarak g = g = % ise dogru diizlemi dik

keser.)

ii. Ap+Bq+Cr =0 ve Axy+ By, + Czy+ D # 0 ise (yani diizlemin normal
vektorii dogrunun dogrultu vektoriine dik ama (xg, yy,Zo) noktast diizlemde
degilse) dogru diizleme paraleldir.

lii. Ap+Bq+Cr =0 ve Axq + By, + Czy + D # 0 ise (yani diizlemin normal
vektorii dogrunun dogrultu vektoriine dik ve (xg, ¥o,Zo) noktasi diizlemde ise 1

ne olursa olsun (2.36)gecerli olacagindan dogru diizlemin i¢indedir.

2.2.4 Uzayda farkh iki dogrunun birbirlerine gore konumu ve kesisme Noktasinin

bulunmasi

Uzayda iki dogru kesisebilecegi gibi aykir1 ya da paralel konumda bulunabilir. Simdi
dogrultu vektorleri sirayla d = (p,q,7), d' = (p',q',r") olan ve Ny = (xo, Vo, Zo),
N'g = (x'0,y"y 2'o) noktalarindan gegen

X—Xx — Z—z
0o_Y 7Yoo _ 0_ 4 (2.38)
p q r

x—x'g y=Y, z-12
“0_2 Jo 2 To0_ (2.39)
p q r
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Dogrularini gz oniine alalim. d, d’ ve NyN', vektorlerinin durumlarina gore su haller

miimkiindiir;

(»,q,1)
A (p,' q,l T")

Ny = (x0, Y0, Zo)

-------- ’

N'g=(x"o0,y Orzlo)

Sekil 2.6. Uzayda iki dogrunun birbirine gére konumu.

i. (NyN'y,d,d") + 0iseyani

x'o— xg y,0 —Yo Z'o— 7%
p q r #0 (2.40)

! ! !

p q r

ise bu dogrular ayni bir diizlemde olmayacaklari i¢in aykir1 dogrular olup ortak

noktalar1 yoktur.

!

ii. (NgN'yg,d,d)y=0amad | d ise 5 = qi = % ise bu dogrular ayni1 diizlemde

olmalarina karsin paralel olup yine ortak noktalar1 yoktur.
iii. (NgN'g,d,d") =0ved ¥ d' ise dogrular ayn1 diizlemde bulunur ve kesisirler.

Kesigsme noktasini bulmak icin dogrularin
X=x9+Ap x=x"o+up'
y=yotdg ve y=y' +uq
z=2zy+ Ar z=2zo+ur
Parametrik denklemlerinin karsilikli olarak esitlenmesiyle bulunan
Xo +Ap = x'o + up’
Yot+Aq=y'y+uq' (2.41)

Zo+Ar =z'o + ur’

lineer denklem sistemine uyan A ve u degerlerini bulmak gerekir. Bulunan A (veya u)

kesisme noktasini belirlemeye yeter.
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3. MAKSIMUM UZAKLIGI VE MAKSIMUM DUZLEM

Bu boliimde maksimum diizlem geometrisi ile ilgili bilgiler (Salihova, 2006) dan

Ozetlenerek verilmistir.

Tamim 3.1 Oklid diizleminde alman A = (a4, a;) ve B = (b4, b;) noktalart

arasindaki Oklid uzakhgidg (4, B) = \/(a; — b1)? + (a; — b,)? bigimindedir.

y ﬂ‘
b, A
la,—bs,|
as
R la;—b; |
a1 bl ¥

Sekil 3.1. A ve B noktalar1 arasinda 6klid uzaklig:.

Tanim 3‘2dM: RZM X IRZM - [O, OO) Olmak uzere A = (al, az) ve B = (blﬁ bz)

noktalar arasindaki uzaklik

dM((apaz): (bpbz)) = max{|a; — by|,|az — b,|} (3.1)

bi¢iminde tanimlanirsa, bu fonksiyona R?,, de Maksimum Uzaklik Fonksiyonu ve bu
uzaklikla donatilmis diizlemede Maksimum Diizlemi denir. Maksimum diizleminin
noktalart ve dogrulari Oklid diizleminin noktalar1 ve dogrularmin aynisidir.
Dolayisiyla, tliggenler de aynidir ve agilar da aymi yolla Olgiiliir. Bu calismada

Maksimum diizlemi yerine M-diizlemi veya R?, gésteriini kullanilacaktir.
Vi

Vﬂi
b, A b A
laz—Db,| la>=b|
a a
’ B la,—bil B\ la,—b|
a b. T x a b, g

Sekil 3.2. A ve B noktalar1 arasinda maksimum uzaklig.
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Onerme 3.1 d,uzaklik fonksiyonu metriktir.

ispat:A, B,C € RZM ved = (xl,yl),B = (.xZ,yz),C = (xg,y3) 0|Sun

1. dy(A,B) = max{|x; — x3|, |y; — y-|} bigiminde tanimli oldugundan maksimum

ve mutlak deger fonksiyonlarmin tanimindan d,, (4, B) = 0 oldugu agiktir.

2. dy(A,B) = 0olsun. max{|x; — x|, |y, — y2|} = 0 dir.
Bu durumda |x; — x,| =0, |y; — y2| = 0 dolayisiyla,

X1 = X3, Y1 =y, olur. Buradan (x;,y;) = (x2,¥,) ve sonug olarak A = B

olur.

A = B olsun. Bu durumda d,,(4,4) = max{|x; — x,|,|y; — y.|} = 0 olur.

Yani, dy (4, B) = 0 dur.
3. dy(4,B) = max{|x; — x|, [y, — y21}
= max{|x; — x|, |y, — y11} = du (B, 4)
dir.
4. dy(A,B) < dy(4,C)+ dy(C,B) oldugunu gosterelim.
du(4, B) = max{lx; — xa|,|y1 — y2l}
dy (A, C) = max{|x; — x5, |y; — y3l}
du(C,B) = max{lxs — x2|,|ys = y21}

oldugundan,
dy (4, B) = max{|x; — x|, ly1 — ¥}
= max{|x; —x3 +x3 — X%, [y1 —y3 + ¥3 — 21}
< max{|x; — x3| + |x3 — %3], |y1s — y3] + lys — 21}
olur.

dy(4,B) = max{|x; — x3| + |x3 — x|, |[y1 — ¥31 + |ly3 — ¥}
alalim.

dy(A,B) <dy(4,C) +dy(C,B)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

esitsizliginin dogrulugunu ispatlamaliyiz. Ispat i¢in asagidaki durumlari inceleyelim.
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() |1 — x3| = |y1 — y3l Ve |xz — x| = |y — y,| ise
dy(A,B) < |xq —x3| + |x3 — x| =dy(4,C) + dy(C,B)  (3.6)
olur.

(i) lx1 — x3| < |y1 — ysl ve lxg — x3| < [ys —y,| ise
dy(4,B) < |y: —ysl +lys —y2l = du(4,C) + dy(C,B) (3.7)
olur.

(i) |, — x3| = |y; — y3l ve |x3 — x3| < |y — ¥, (3.8)

ise iki durum s6z konusudur.
1.Durum: Eger|x; — x3| + [x3 — x5| = |y1 — y3| + |y3 — y,| ise
dy(A, B) =[x — x3| + |x3 — x5 (3.9)
dir.
Bu ifadede |x3 — x| yerine |y; — y,| yazarak |x3 — x;| < |y3 — y,| oldugundan
du(4,B) < |x1 — x3| + |y3 — y2| = du(4,C) + dy(C, B) (3.10)
elde edilir.
2.Durum: Eger |x; — x3| + |x3 — xz| < |y1 — sl + lys — y2| ise
dy(A,B) = lys —y3l + lys — yal (3.11)
dir. |y; — y3| yerine |x; — x5| yazarsak|x; — x5| = |y; — y3| oldugundan
du(A,B) < |x1 = x3]| + |y3 = ¥2| = du(4,C) + du(C, B) (3.12)
olur. Her iki durumda da verilen esitsizlik saglaniyor.

(iv)  |x; —x3] < |ly; — y3l ve |x3 — x3| = |y — y,| ise asagidaki iki durum s6z

konusudur.
1.Durum: [x; — x3| + [x3 — x| = [y1 — y3| + [y3 — ¥l

2.Durum: [x; — x3| + |x3 — x| < |y1 — w3l + |ly3 — yal
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Bu iki durum i¢in (iii) dekine benzer olarak
dy(A,B) <dy(AC)+dy(C,B) (3.13)
esitsizliginin saglandig1 gosterilebilir. Sonug olarak tiim durumlarda
dy(A,B) <dy(A, C)+dy(C,B) (3.14)
oldugu gosterilmis oldu.

Yardimer Teorem 3.1 Bir dik iiggenin hipotentisii iizerinde bulunan ve her iki dik
kenara esit uzaklikta olan tek bir nokta vardir. Ustelik, bu uzaklik u, dik kenarlarin

uzakliklar1 a ve b ise
u=ab/(a+Db) (3.15)
dir.

Teorem 3.1 R?,,de P = (x,,y,) noktasinin ¢ ...ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan

dpuzakhigr soyledir.

lax + by + c|

(3.16)

Ispat: Bir noktanin bir dogruya uzakligi demek, bu nokta ile dogrunun bu noktaya en
yakin noktasi arasindaki uzaklik demektir. O halde 6nce bdyle bir noktanin varligini

gostermeliyiz. Yardime1 teorem 3.1 e gore boyle bir nokta vardir. Bu durumda ispata
gecebiliriz.? ...ax + by + ¢ = 0 dogrusunun eg§imi m = —% dir. Verilen nokta ve

dogrunun konumuna gére 4 durum s6z konusu olabilir:

1. Durum: Dogrunun egimi m = —a/b, a > 0 ve b < 0 (a ile b farkl isaretli) ve

P = (x,,y,) noktasi £ dogrusunun alt bélgesinde olsun

(Sekil 3.3). A(—Z Yo = =,¥0) Ve B(xo,—xo — ) olmak iizere dogru iizerinde iki

nokta alalim.
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Y a
/ a ¢
B(XO’_BXO _B
K R
b C
A(==yo—=,yo) P P= (X0, ¥0)
a a
0 =x
l

Sekil 3.3. Noktanin dogruya uzaklig1.
b c a c .
|AP| = (xo + ~Yo +2), |PB| = (_EXO 1~ Yo) dir.
dy(P,K) = |DP| = |PR| = |KD| = u olsun. dy;(P,1) = u oldugundan u nun degeri

u = |AP||PB|/(|AP| + |PB|) (3.17)

ve |AP| = (xo + Eyo + g), |PB| = (—%XO —%— Vo) oldugundan

b C a c b C a c
u=<X0+EYO+5>-(_BX0_E_Y0)/ (Xo + Yo +5>+(_BX0_B_Y0)

= i (ax, + by, +©). (—ax, — by, —¢)/ G (axo + by, + ) — %(aXo + by, + c))

1 1 1
= —E(axo + by, + C)Z/(E—E)(axo + by, + ¢) = (ax, + by, + ¢)/(a—Db)

Olur. Dolayisiyla,

_ax,+by, +c¢

— (3.18)

elde edilir.

22



2. Durum: ¢ ..ax+by+c=0,m=—a/b,a>0,b<0veP = (xy7,) noktasi

£ dogrusunun iist bolgesinde olsun.A ve B noktalar1 (i) durumunda oldugu gibi

dogru tlizerindeki A(— g)’o — 2, Yo) Ve B(xq, — %xo - %) koordinatli noktalardir.

|AP| = (— Syo — 2 —X), |PB| = (yo + %xo + %) oldugundan benzer sekilde

_ax,+by, +c¢

— (3.19)

elde edilir.

3. Durum: ¢ ..ax+by+c=0,m=—-a/b,a>0,b >0 (aile b ayn isaretli)

ve P = (x,,y,) noktasi £ dogrusunun alt bolgesinde olsun.
|AP| = (—g)’o - 2 —Xp), |IPB| = (— %xo - % — y,) dir. Benzer sekilde

ax, + by, +c
= 2
u Ep— (3.20)

elde edilir.

4. Durum: ¢ ..ax+by+c=0, m=—a/b,a>0,b >0 (aile b ayn isaretli)

ve P = (x,,y,) noktasi £ dogrusunun iist bolgesinde olsun.

|AP| = (xo + %yo + %), |PB| = (yo + Sxo + 2) oldugundan. Benzer sekilde

ax, + by, +c
elde edilir. Yukarda elde edilen (1), (2), (3), (4) durumlarini birlestirirsek,
lax, + by, + c|
= 22
jal + Ib] (5:22)
dir. Ayrica
a=b>b iken dy(P, ) = lax, + ay, + c|/(2|al)
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a=0 iken dy (P, 1) = |by, + c|/|b]
b=0 iken dy (P, 1) = lax, + c|/lal

Tamm 3.3 A = (ay,a,), B = (b, b,), R?,, de iki nokta olsun. A dan B ye minumum

uzakliktaki noktalarin kiimesi
olarak tanimlanir ve seklinde gosterir.

A ve B noktalarindan gegen dogrunun egimi m = 1 olsun. m = 1 iken AB , dogru

parcasina esittir.
Bu tanim i¢in birka¢ 6rnek verelim;
Ornek 3.1 A = (0,0) ve B = (1,1) ele alalim,

max{|x| + |y|} + max{|x — 1| + |y — 1|} = max{|1],|1|} denkleminin ¢4ziimii

icin agagidaki dort durum s6z konusudur.

x| +|x—1] =1
lx[+]y—1]=1
lyl+1x—1] =1
lyl+ly—1=1

Bu dort denklem ¢oziildiigiinde

v

A

v

Sekil 3.4. A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
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Ornek 3.2 A = (0,0) ve B = (0,1) ele alalim,

max{|x| + |y|} + max{|x| + |y — 1|} = max{|0],|1]} =1 denkleminin ¢ozimii

icin asagidaki dort durum s6z konusudur.

lx| + |x| =1
! Iyl +Ix| =1
x| +ly—1=1
lyl+ly -1l =1
Bu dort denklem ¢oziildiigiinde
]
1
< 2 =x

v

Sekil 3.5. A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
Ornek 3.3 4 = (0,0) ve B = (1,0) ele alalim,

max{|x| + |y|} + max{|x — 1| + |y|} = max{|1],]|0]} =1 denkleminin ¢6zimi

icin agagidaki dort durum s6z konusudur.

x|+ |yl =1
{ lyl+lyl=1
x| +|x—1] =1
Uyl +x—1]=1

bu dort denklem ¢6ziildiigiinde

YA

. 4

v

VL

Sekil 3.6. A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
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Ornek 3.4 A = (0,0) ve B = (1,2) ele alalim,

max{|x| + |y|} + max{|x — 1| + |y — 2|} = max{|1],|2]|} = 2 denkleminin

¢Oziimii i¢in agagidaki dort durum s6z konusudur.

lx| + |x — 1| =2
!IXI+|J’—2|=2
lyl +1x—1] =2
lyl+1ly—2|=2

bu dort denklem ¢oziildiigiinde

»
|

~05 15 X

Sekil 3.7. A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
Ornek 3.5 4 = (0,0) ve B = (2,1) ele alalim,
max{|x| + |y|} + max{|x — 2| + |y — 1|} = max{|2],|1|} denkleminin ¢6ziimii

icin agagidaki dort durum s6z konusudur.

x| + |y — 1] = 2
lyl+ |x =2 =2
lyl+ 1y —1] =2

{|x|+|x—2|=2

bu dort denklem ¢oziildiigiinde

YA
2
. < A,
oI\ 7 2 x
-0.5[% L5

v
Sekil 3.8. A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
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Ornek 3.6 A = (0,0) ve B = (—1,2) ele alalim,

max{|x| + |y|} + max{|x + 1| + |y — 2|} = max{|—1|,|2|} denkleminin ¢oziimii

icin asagidaki dort durum s6z konusudur.

x| +|x+1]| =2
!IXI+|y—2| =2
ly| +[x+ 1] =2
lyl+ly—2[=2
bu dort denklem ¢oziildiigiinde
y4
- ?

IR

»
>

—-1.5 =0.50 0.5 y

A

N
Sekil 3.9: A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
Ornek 3.7 A = (0,0) ve B = (—2,1) ele alalim,
max{|x| + |y} + max{|x + 2| + |y — 1|} = max{|-2|,|1|} = 2 denkleminin

¢Oziimii i¢in agagidaki dort durum s6z konusudur.

x| + |y — 1] = 2
ly| + |x+ 2| =2
lyl+ 1y —1] =2

{|x|+|x+2|=2

bu dort denklem ¢oziildiigiinde

v

Sekil 3.10. A ve B noktalarina minumum uzakliktaki noktalarin kiimesi grafigi.
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4, MAKSIMUM UZAY GEOMETRISI

Bu boliimde 6ncelikle kartezyen uzayin d,, uzaklik fonksiyonuyla birlikte bir metrik
geometri oldugu gosterilmistir. Sonrasinda bu geometride bir noktanin bir dogruya, bir
noktanin bir diizleme olan uzaklik formiilleri ile iki dogru arasindaki uzakligin formiilii

arastirilmastir.
4.1 Uzayda Maksimum Metrigi

Tamm 4.1.1 d,:R3, X R3,, - [0,0) olmak iizere A= (x,y1,2;) Ve B =

(x4, ¥2, Z5) noktalar1 arasindaki uzaklik

dy (A, B) = max{|x; — x,1, |y1 — ¥2l, |21 — 231} (4.1)

bi¢iminde tanimlanirsa, bu fonksiyona R3,,de Maksimum uzaklik Fonksiyonu ve bu
donatilmis uzaya da Maksimum Uzay denir. Bu uzayin nokta ve dogrulari 6klidyen
uzaym nokta ve dogrulariyla aynidir, agilar da ayni yolla 6l¢iiliir. Bu ¢alismada

Maksimum Uzay1 yerine M-uzay1 veya R3,, gdsterimi kullanilacaktir.
Onerme 4.1.1 d,uzaklik fonksiyonu bir metriktir.
spat: 4,B,C € R3), ve A = (x1,y1,21), B = (X3, ¥2,2,), C = (x3,¥3,23) olsun.

I.  dy(4,B) = max{|x; — x,|,|y1 — ¥21,12z; — z,|}bigiminde tanimli oldugundan
maksimum ve mutlak deger fonksiyonlarinin tanimindan dy; (A4, B) = 0 oldugu
aciktir.

Il.  dy(4,B) = 0olsun. max{|x; — x|, |y1 — ¥2|, 121 — 25|} = 0 dur.

Bu durumda |[x; — x| =0, |y; — y2| = 0 ve |z; — z,| = 0, dolayisiyla,
X1 = Xy, Y1 = Y, V€ z; = z, olur. Buradan (xq, v4,21) = (X3, V5, Z) ve sonug
olarak A = B olur.
A = B olsun. Bu durumda

dy(4,4) = max{lx; — x;|, [y1 = ¥21, 121 — 2,1} = 0 (4.2)
olur. Yani, dy, (A, B) = 0 dur.

. dy(A B) = max{lx; — xz|, [y1 — y2l, 121 — 2|}
= max{|x; = x11,1y2 = y1l. 122 — 211} = du (B, 4) (4.3)

dir.

28



IV. A= (x,y1,21), B = (x3,¥2,2;),C = (x3,y3, z3) olsun.
dy(A,B) < dy(4,C) + dy(C, B) oldugunu gosterelim.

dy (A, B) = max{|x; — x|, |y1 — ¥z, |21 — 251} (4.4)
dy (4, C) = max{lx; — x3|, |y, — y3l, 121 — z3l} (4.5)
dy(C,B) = max{lx; — x3|, 1y, — y3l, 122 — z3} (4.6)

bi¢imindedir. Boylece yirmi yedi durum miimkiindiir.

i. dM(A, B) = |x1 - le, dM(A, C) = |x1 - X3| VEdM(C, B) = |x2 - x3| O|SUI’1 BU

durumdalx; — x3| < |xq — x3| + |x, — x3|oldugunu gostermeliyiz.
dy(A, B) = [x; — xz| = |x1 — x5 + x5 — 25| < |xg — x3] + [x2 — x5 (4.7)
oldugundan dy; (A4, B) < dy(A4,C) + dy(C, B) elde edilir.

“ dM(A, B) = |x1 - le, dM(A, C) — |x1 — x3| VedM(C, B) = |y2 - y3| 0|Sun BU

durumda |x; — x3| < |x; — x3| + |y2 — ¥3| oldugunu gostermeliyiz.
dy(4,B) =[xy — x| =[x — x5 + x3 — %3]
< lxq — x3] + [x3 = x| < |xq — %3] + [y2 — ysl (4.8)
bigimindedir, ¢linkii |y, — y3| = [x, — x3| dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

“l dM(A, B) = |x1 - le,dM(A, C) = |x1 - X3| VEdM(C, B) = |ZZ - Z3| 0|Sun BU

durumda |x; — x| < |x; — x3| + |2z, — 23| oldugunu gostermeliyiz.
dy(4,B) = |x1 — x3| =[x — x5 + x5 — x5
< ey —x3l + x5 — x| < g —x3| + |2, — 23 (4.9)
bigimindedir, ¢linkii |z, — z3| = |x, — x3|dir. Boylece

dy(A,B) < dy (A, C)+ dy(C,B) elde edilir.
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iv. dy(4,B) = |x; — x|, duy(4,C) = |y; —y3| vedy(C,B) = |x; — x3| olsun.

Bu durumda |x; — x3| < |y; — y3| + |x2 — x3| oldugunu gostermeliyiz.
du(A,B) = |x1 — %3] =[xy — x3 + x3 — x5
< g —xsl + x5 — x| < |yr —ysl + [x2 — x5 (4.10)
bigimindedir, ¢linkii |y; — y3| = |x; — x3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

V. dy(4,B) =|x; — x|, dy(4,C) = |y, —y3| vedy(C,B) = |y, —y3| olsun.

Bu durumda |x; — x| < |y; — y3| + |y2 — ¥3| oldugunu gostermeliyiz.
du(4,B) =[x — x2| =[x — x5 + x3 — %3]
< lxq — 23] + [x3 = x| < |yy —y3l + [y2 =yl (4.11)
bi¢imindedir, ¢iinkii |y; — y3| = |x; — x3|ve |y, — y3| = |x, — x3]dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

Vl dM(A, B) = le - le, dM(A, C) = |y1 - y3| VEdM(C, B) = IZZ - Z3| O|Sun

Bu durumda |x; — x,| < |y; — y3| + |z, — z3| oldugunu gostermeliyiz.
du(4,B) =[x — x| =[x — x5 + x3 — %3]
< lxg — x3l + [x3 = x| < |yg —y3l + 12, — 5] (4.12)
bi¢imindedir, ¢iinkd |y; — y3| = |x; — x3] ve |z, — 25| = |x, — x3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A, C)+ dy(C,B) elde edilir.

Vil. dM(A, B) = |.X1 - le, dM(A, C) = IZl —Z3| VEdM(C,B) = |x2 - X3| olsun.

Bu durumda |x; — x,| < |z; — 23| + |x; — x3| oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |x; —x3| = |21 — x5 + x3 — x3|

< xp —x3] + x5 — x| < |z — z3| + |xp — x3 (4.13)
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bigimindedir, ¢iinkii |z, — z3| = |x; — x3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

viii.  dy(4,B) = |x; — x3|, dy (4, C) = |z, — z3| vedy(C,B) = |y, — ys| olsun.

Bu durumda |x; — x| < |z; — z3| + |y, — y3| oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) =[x, — x2] =[xy — x3 + x3 — x5
< xg = x3] + [x3 — x| < |zq — 23| + |y, — w5l (4.14)
bi¢imindedir, ¢iinkii |z; — z3| = |x; — x3| ve |y, — y3| = |x3 — x,|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

|X dM(A, B) = le -2 le, dM(A, C) = |Zl - Z3| VedM(C, B) = |Zz - Z3| O|Sun

Bu durumda |x; — x| < |z; — z3] + |z, — 23| oldugunu gostermeliyiz.
dy(4,B) =[xy — x| =[x — x5 + x3 — x5
< g = x3l + [x3 — %3] < |27 — 23] + |2, — 73] (4.15)
bigimindedir, ¢iinkii |z, — z5| = |x; — x3| Ve |z, — z3| = |x3 — x,|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

X.  dy(A,B) = |y1 = y2|.du(A,C) = |x; — x3] vedy(C,B) = |x, — x3| olsun.

Bu durumda |y; — y,| < |x; — x3| + |x2 — x3| oldugunu gostermeliyiz.
du(A,B) = |y1 = y2| = ly1 —y3 + y3 = ¥2l
< lyy —ysl + lys = y2l < I3 — 23] + |x; — x5 (4.16)
bigimindedir, ¢iinkii [x; — x3| = |y; — y3| ve [x, — x3| = |y3 — y,|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

Xi. dy(4,B) = |ys —y.l, du(4,C) = |x; — x3| vedy(C,B) = |y, — ys| olsun.

Bu durumda |y, — y,| < |x; — x3] + |y, — y3| oldugunu gostermeliyiz.
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du(A,B) = y1 —y2l = Iy1 —y3 + y3 — ¥2l

S Iyi = ysl +1ys = yal < 11 = 23] + [y2 = ysl (4.17)
bigimindedir, ¢iinkii |x; — x3| = |y, — y3| dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

X” dM(A, B) = |y1 _yzl, dM(A, C) = |x1 - X3| VedM(C,B) = |ZZ _Z3| O|SUI’1

Bu durumda |y; — y,| < |x; — x3] + |z, — 23| oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = ly1 = y2l = ly1 —ys + y3 = ¥2l
< |y —ysl +lys —y2l < lxg — 23] + |25 — 25 (4.18)
bigimindedir, ¢iinkii [x; — x3| = |y; — y3| ve |z, — 23| = |y; — y,| dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

xiii.  dy(A,B) = |y; — y|, dy(4,C) = |y; — y3| ve dy (C,B) = |x; — x3]| olsun.

Bu durumdaly; — v,| < |y; — y3| + |x; — x3]|0ldugunu gostermeliyiz.
du(A,B) = |y1 —y2l = ly1 —y3 + y3 — ¥2l
Sy =yl + lys = y2l S Iy — w3l + 1xp — x3 (4.19)
bigimindedir, ¢iinkii |x, — x3| = |y; — y,| dir. Boylece
dy(A,B) < dy(4,C) + dy(C,B) elde edilir.

xiv.  dy(A,B) = |y, — y2l, du(4, C) = |y, — yslvedy (C,B) = |y, — ys| olsun.
Bu durumdaly; — y,| < |y1 — y3| + |y, — y3loldugunu gostermeliyiz.

dy(A,B) = |ly; —y2l = ly1 —y3 + y3 — ¥2l
< ly; = ys3l + lys — 2l (4.20)

oldugundan dy (A4, B) < dy(4,C) + dy(C, B) elde edilir.
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xv. dy(4,B) =|y; —y2|,dy(A,C) = |y; —y3| ve dy(C,B) = |z, — zz|olsun.

Bu durumdaly; — y,| < |y; — y3| + |z, — z5|oldugunu géstermeliyiz.
du(A,B) = ly1 = y2| = ly1 —y3 + y3 — ¥2l
Sy —ysl+ lys —y2l < lyy—ysl + 12, — 23 (4.21)
bigimindedir, ¢iinkii |z, — z3| = |y; — y,| dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

XV' dM(A,B) = |y1 _yzl, dM(A, C) = |Zl _Z3| ve dM(C,B) == |x2 —X3|O|SUI’]

Bu durumdaly; — y2| < |z — 23| + |x; — x3|oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |y1 —y2l = Ily1 —y3 + y3 — ¥2l
< yy —y3l 4+ lys =yl < lzq — 23| + [x; — x5 (4.22)
bi¢imindedir, ¢iinkii |y; — y3| < |z, — z3|ve |ys — y2| < |x, — x3| dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

xvii.  dy(A,B) = |y1 — ¥21, du(A,C) = |z, — z3| ve dy(C,B) = |y, — yzlolsun.

Bu durumdaly; — y,| < |z; — 23| + |y, — y3|oldugunu gostermeliyiz.
du(A,B) = ly1 —y2l = ly1 —y3 + y3 — ¥2l
< lyr —y3l + lys =2l < |zy — 23| + |y, — w5l (4.23)
bigimindedir, ¢iinkii |y; — y3| < |z; — 23| dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A, C)+ dy(C,B) elde edilir.

xviii.  dy(A,B) = |y; — y21,du(A,C) = |z, — z3| vedy(C,B) = |z, — zz|olsun.

Bu durumda |y; — y,| < |z, — 23| + |z, — z3|oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |y, —y2l = ly1 —y3 + y3 — ¥2l
Slys =yl +Hlys =yl <Mz — 23| + |2, — 23 (4.24)
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bi¢imindedir, ¢iinkii |y; — y3| < |21 — zz|ve |ys — y,| < |z, — z3]| dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

XiX dM(A, B) = |Z1 - Zzl, dM(A, C) = |X1 - X3| ve dM(C, B) = Ixz - X3|0|Sun

Bu durumda |z; — z5| < [xq — x3| + |x, — x3|oldugunu géstermeliyiz.
dy(A,B) = |z, — 23| = |7y — 73 + 23 — 7,
< |zy — 23| + |25 — 23] < [xq — x3] + |x, — %3] (4.25)
bi¢imindedir, ¢iinkii |z; — z3| < |x; — x3|ve |z, — z3| < |x, — x3]| dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

xX. dy(A,B) =|zy — z5|, dy(4,C) = |x; —x3| ve dy(C,B) = |y, — ys|olsun.

Bu durumda |z; — z,| < [x; — x3] + |y, — y3|oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |z, — 25| = |2, — 23 + 23 — 7,|
< |zy = z3| + |25 — 23] < g — x3] + |y, — y31(4.26)
bi¢cimindedir, ¢iinkii |z; — z3| < |x; — x3|ve |z, — z5| < |y, — y5|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

XXl dM(A,B) = |Zl - Zzl, dM(A, C) = |x1 - x3| VEdM(C, B) = |ZZ - Z3|0|Sun

Bu durumda |z; — z3| < |xq — x3| + |z, — z3|oldugunu gostermeliyiz.
du(A,B) = |z, — 23] = |21 — 23 + 23 — 7,|
S zy — 23| + |25 — 2] < g — x5 + |25 — 23 (4.27)
bigimindedir, ¢iinkii |z; — z5| < |x; — x3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A C)+ dy(C,B) elde edilir.

xxii.  dy(A,B) = |z, — z3|, dy(4,C) = |y, — y3| ve dy(C,B) = |x, — x3|olsun.

Bu durumda |z; — z,| < [y, — y3| + |x, — x3]oldugunu gostermeliyiz.
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dy(A,B) = |z, — 23| = |7y — 73 + 23 — 7,

< lzy — z3l + |25 — 23| < |y1 — 3l + |xg — x5 (4.28)
bigimindedir, ¢iinkii |z, — z3| < |y; — y3lve |z3 — 23| < |x; — x3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy (A, C)+ dy(C,B) elde edilir.

Xxiii. dy(A,B) = |2y — 25|, dy (4, C) = |y, — y3l vedy(C,B) = |y, — yslolsun.

Bu durumda |z; — z,| < |y, — y3| + |y, — y3|oldugunu gostermeliyiz.
du(A,B) = |z, — 25| = |2, — 23 + 23 — 7,|
< lz1 — z5| + |25 — 75| < |y — y3l + ly2 — ysl (4.29)
bi¢cimindedir, ¢iinkii |z; — z3| < |y; — ys|ve |z3 — z,| < |y, — y;|dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

XXlV dM(A, B) = |Zl - Zzl, dM(A, C) — |y1 - y3| VedM(C, B) = |ZZ - Z3|0|Sun

Bu durumda |z; — z,| < |y, — y3| + |22 — z3]oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |z1 — 25| = |21 — 23 + 23 — 7,|

S zy = z3| + |25 — 23] < |y —ysl + |25 — 23] (4.30)
bi¢imindedir, ¢iinkii |z; — z3| < |y; — y3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy(4,C) + dy(C,B) elde edilir.

XXV. dM(A, B) = |Zl - ZZlidM(AI C) = |Z1 - Z3| VEdM(C, B) = Ixz - X3|O|Sun

Bu durumda |z; — z,| < |z — z3| + |x, — x3|oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |z, — 23| = |21 — 23 + 23 — 7|
<lzy —z3|l + |23 — 25| < M2y — z3| + |x; — %3 (4.31)

bigimindedir, ¢iinkii |z3 — z,| < |x, — x3|dir. Boylece
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dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

XXV' dM(A, B) = |Zl - Zzl,dM(A, C) = |Zl - Z3| ve dM(C, B) == |y2 - Y3|0|Sun

Bu durumda |z; — z,| < |z, — z3| + |y, — y3|oldugunu gostermeliyiz.
dy(A,B) = |21 — 23| = |7y — 73 + 23 — 7,
< zy = z3| + |25 — 25| < |2y — 73] + |y, — y3l (4.32)
bi¢imindedir, ¢iinkii |z3 — z,| < |y, — y3|dir. Boylece
dy(A,B) < dy(A,C)+ dy(C,B) elde edilir.

xxvii.  dy(A,B) = |z; — 2|, dy(4,C) = |z, — z3| vedy(C,B) = |z, — z3|olsun.

Bu durumda |z; — z,| < |z — z3| + |2z, — z5|oldugunu géstermeliyiz.
du(A,B) = |21 — 23| = |21 — 25 + 23 — 7,|
< |z; — z3| + |z, — z3] (4.33)
oldugundan, dy (A, B) < dy(A,C) + dy(C,B) elde edilir

Teorem 4.1.1 Kartezyen uzayd, uzaklik fonksiyonuyla birlikte bir metrik

geometridir.
4.2. Maksimum Uzayda Bazi1 Uzaklhik Formiilleri

4.2.1 Maksimum uzayda verilen bir noktanin bir dogruya uzakhgi

Teorem 4.2.1.1 Maksimum uzayda bir P, = (Xo, Vo, Zo) noktasimin ? = % = Z—;C

bigimindeki bir £ dogrusuna uzakligi o = |[p(yo —b) — q(xo —a)|.8 = |(zg — ¢) —
r(xo —a)l,y = 1q(zg — ©) —r(yo — b)|

ve

max{|p +ql,|p — ql}, a=Bvea=y
A={max{lp+r|[p—r]}, B=avep=y
max{l]q+rl,|q—r]}, y=avey=p
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olmak tizere;

dm(Po, ¥) = %”B'V} (4.34)
ya da;
dy (Py,?)
_ max{lp(yo — b) — q(x0 — )|, Ip(z0 — CA) —1(xo — a)l,1q(zo — ¢) —T(yo — b)|} 4.35)
dir.
Ispat: Oklidyen uzayda verilen bir Py = (X, Vo, Zo) noktasmmXT?al = % = Z—;C

denklemi verilen bir #dogrusuna olan uzakligini bulmak i¢in merkezi P, noktasi olan
kiire g6z Oniine alinabilir. Kiirenin yarigapi biiyiitiildiik¢e kiire yiizeyi verilen dogruya
yaklasacaktir ve kiirenin dogruya ilk temas ettigi noktas: ile P, noktas1 arasindaki
uzaklik, P, noktasinin £ dogrusuna uzaklig: kadar olacaktir. Oklidyen geometride
bilinen kiire ile diizlemin bu sekilde temas noktasi tek bir tanedir ve bu noktada dogru
kiireye tegettir. Ancak maksimum uzayinda kiire ayritlar1 eksenlere paralel olan bir
kiiptiir ve kiipiin ayrit uzunlugu (gap1) biiyiitiildiiginde dogruya bir kosesinden, bir

ayritindan ya da bir ylizeyinden temas edecektir.

Kiipiin yarigapin biiyiitiirsekP, ile £ arasindaki maksimum uzakligi, P, ve kiip ile ¢
dogrusunun kesistikleri nokta arasindaki maksimum uzakligi ile ayni olacaktir.
Merkezi Py = (xo,¥0,Z9) noktasi ve kiipliin yarigapin1 biyiitirken kiip ile £
dogrusunun kesistigi andaki yarigapinin k oldugu kiipii ele alalim. k degeri Py noktas1
ile £ dogrusu arasindaki maksimum uzakliga esittir. Bu anda kiipiin dort kosesi su
noktalar olacaktir. P, = (xg + K, yo + K, 2o + k), P, = (xg — K yg + Kk, zy + k), P; =
(xo +k yo—kzy—Kk), P, = (xg — Kk yo— Kk zy +k)

£ dogrusu ve kiip, dogrultu vektori (1,0,0), (0,1,0) ya da (0,0,1) olan ve P;, P,, P;
ya da P, noktasindan gecen bir dogru iizerindeki bir ayritta kesisecektir. Boylece

kiipiin on iki ayrit1 incelenmelidir.
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Sekil 4.1. Maksimum uzayda kiirenin ve dogrunun kesigsme durumlari.

1.Durum: P noktasi icin  #,(1,0,0)dogrultusuna sahipx-eksenine
paralel,#,(0,1,0)dogrultusuna sahip y-eksenine paralel, £5(0,0,1) dogrultusuna sahip
z -eksenine paralel ve P; noktasindan gecer. Boylece arastirdigimiz uzaklik k
degeridir. Dogrular ve kiipiin #dogrusuna degdigi andaki yarigap uzunlugu k olsun.#;

dogrusunun denklemi

x_(x0+k):y—(}’0+k):Z—(Zo+k):

7 0 0 A (4.36)
Bi¢iminde ya da parametrik olarak
X=A+xo+k,y=yo+k,z=2y+k (4.37)
bigimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi
xX=pu+a,y=qu+b,z=ru+c (4.38)

bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse
A+xo+k=pu+a,y,+k=qu+b,z, + k= ru+ cdenklem sisteminden

—-b—2z,+c
y=2 0 (4.39)
q—r

bulunur. Boylece

_T()’o—b)—Q(Zo_C)
= -

k

(4.40)
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elde edilir.

£, dogrusunun denklemi

X—(o+k) y—Ootk) z—(z+k) _

0 T 0 A (4.41)
bi¢iminde ya da parametrik olarak
x=A+xo+k,y=yo+k,z=2zy+k (4.42)

bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

gu + b,z = rp + ¢ bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo+k=pu+a,A+ yo+k=qu+b,zy, + k =rp+ cdenklem sisteminden

xO_a_Zo+C
= (4.43)
p—r

bulunur. Boylece

_ G0 — @) —p(zo—©)

k — (4.44)
elde edilir.
£3 dogrusunun denklemi
x—(az)o+k):3/—(3(1)0+k):Z—(zlo+k):/1 (4.45)
bi¢imide ya da parametrik olarak
x=A+xo+k,y=yo+k,z=2zy+k (4.46)

bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x =ppu+a,y =

gu + b,z = rp + c bicimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo+k=pu+a, yo+k=qu+b,A+zy+k = rp+ cdenklem sisteminden
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u= (4.47)

bulunur. Boylece

_ 40 —a) —p(o—b)
P—q

k

(4.48)

elde edilir.

2.Durum: £,(1,0,0)dogrultulu x-eksenine paralel,£5(0,1,0) dogrultuluy-eksenine
paralel, £4(0,0,1) dogrultulu z-eksenine paralel ve P, noktasindan geg¢en dogrular
olsun.Kiipiin £ dogrusuna degdigi andaki yarigap uzunlugu k olsun.?, dogrusunun

denklemi

x— (=K _y=0o+k) _z—(@—k) _

1 0 0 A (4.49)

bi¢iminde ya da parametrik olarak x=A4+x,—K,y=yo+Kk,z=17,—Kk
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

qu + b,z = ru + c bicimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse
pu+k—A=xy—a,qu—k=yy,—Db,rp+k =2z, — c denklem sisteminden

Yo—b+2zy—c
U= TtT (4.50)

bulunur. Boylece

_q(zg—c) —1r(yo—b)
B q+r

k (4.51)

elde edilir.

€5 dogrusunun denklemi

x—(xXo—k) y—Wot+k) z—(z0—k)
0 B 1 B 0 B

A (4.52)
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bi¢iminde ya da parametrik olarak x=xy—Kk,y=A+y,+k,z=17,—-k
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

gu + b,z = ru + c bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo—k=ppu+a,yo+k+A=qu+b,zy —k =ru+ c denklem sisteminden

Xo—a—7Zy+c
n= (4.53)
p—r

bulunur. Boylece

_P(zo =) —r(x — )
= -

k (4.54)

elde edilir.

£ dogrusunun denklemi

X=X~k y—(@Go+k) z—-(z20—k) _
0 B 0 B 1 -

A (4.55)

bi¢iminde ya da parametrik olarak x=xy—k,y=yo+k,z=A+7,—-k
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

gu + b,z = rp + ¢ bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo—k=pu+a,yo+k=qu+b,zy —k+A=ru+ c denklem sisteminden

XO—a+y0—b
. 456
—— (4.56)

bulunur. Boylece

_4&o—a) —p(yo —b)
p+tq

k

(4.57)

elde edilir.
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3. Durum: #,(1,0,0)dogrultulu x-eksenine paralel,£,(0,1,0) dogrultuluy-eksenine
paralel, £5(0,0,1) dogrultulu z-eksenine paralel ve P; noktasindan ge¢en dogrular

olsun. Kiipiin ¢ dogrusuna degdigi andaki yarigap uzunlugu k olsun.

£, dogrusunun denklemi

Xx—=(X+K) y—(@o—K z—-(z0—k _
1 B 0 B 0 B

A (4.58)

Bicimde ya da parametrik olarak x=A+xo+k,y=yo—-k,z=275—k
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

qu + b,z = ru + c bicimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

A+xo+k=pp+a,yo—k=qu+b,zg —k=ru+ cdenklem sisteminden

Vo—b—12y+cC
= g (4.59)

bulunur. Boylece

_A(zo =) —r(yo—b)
= =

k

( 4.60)

elde edilir.

£g dogrusunun denklemi

X=X +Kk) y—@o—K) z—-(z—k)
0 - 1 - 0 B

A (4.61)

Bigiminde ya da parametrik olarak x=xy+k, y=A4+y,—k, z=7,—k
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pp+a,y =

gu + b,z = ru + c bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo+k=pu+a,yg—k+A=qu+b,zy —k=ru+ cdenklem sisteminden
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_Xo_a‘l'ZO_C 462
h= DET (4.62)

bulunur. Boylece

_ P(zg —©) —r(xp —a)
B p+r

k

(4.63)

elde edilir.

£4 dogrusunun denklemi

x—(Xo+k) y-—@Go—k) z—-(z0—k)
0 - 0 B 1 B

A (4.64)

Bicimde ya da parametrik olarak x=x,+k, y=y,—k, z=A+1z;—Kk
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

qu + b,z = ru + c bicimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo+k=pu+a,yo—k=qu+b,z, —k+ A= ru+ cdenklem sisteminden

Xo—a+y,—Db
n= 4.65)
p+q (

bulunur. Boylece

_PGo—b) —qx0 —3)
p+q

k

(4.66)

elde edilir.

4.Durum: #,(1,0,0) dogrultulux-eksenine paralel,#,(0,1,0) dogrultuluy-eksenine
paralel, £5(0,0,1) dogrultulu z-eksenine paralel ve P; noktasindan gegen dogrular

olsun. Kiipiin ¢ dogrusuna degdigi andaki yarigap uzunlugu k olsun.
€1y dogrusunun denklemi

X=X —k) y—(@o—k) z—-(z+k)
1 B 0 B 0 B

A (4.67)
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Bi¢ciminde ya da parametrik olarak x=A4+x,—k, y=y,—k, z=17,+Kk
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

gu + b,z = ru + c bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse
A+xo—k=pu+a,y—k=qu+b,zy,+ k =ru+ cdenklem sisteminden

Yo—b+2zy—cC
p=22 q+r° (4.68)

bulunur. Boylece

_1(yo—b) —q(zo—©)
B qtr

k

(4.69)

elde edilir.

£11 dogrusunun denklemi

X—(Xo—=K) y—(@Go—K) z—-(z20+k)
0 B 1 B 0 B

A (4.70)

Bigiminde ya da parametrik olarak x=xy—k, y=A4+y,—k, z=17,+k
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

gu + b,z = rp + ¢ bigimindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse
Xo—k=ppu+a,yo—k+A=qu+b,zy,+ k =ru+ cdenklem sisteminden

XO—a+Z0_C
L= (4.71)
p+r

bulunur. Boylece

_ r(xg—a)—p(zg—¢)
- pt+r

k

(4.72)

elde edilir.

£, dogrusunun denklemi
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X—Xo—K) y=—@o—K) z—-(z0+k)
0 h 0 B 1 B

A (4.73)

Bigiminde ya da parametrik olarak x=xy—k,y=y,—k, z=A+17z,+Kk
bicimindedir. Benzer olarak ¢ dogrusunun parametrik denklemi x = pu+a,y =

gu + b,z = rp + ¢ bi¢imindedir. Bu denklemler birlikte ¢oziiliirse

Xo—k=ppu+a,yo—k=qu+b,zy + k+ A = ru+ cdenklem sisteminden

Xo—a—Yyo+Db
n=— Yo (4.74)
P—q

bulunur. Boylece

=p(YO—b)—Q(X0_a)
p—q

k

(4.75)

elde edilir.

Boylece incelenen tiim durumlardan bulunan k degerlerinden istenilen formiil elde

edilir.

4.2.2 Maksimum uzayda verilen bir noktanin bir diizleme uzakhgi

Teorem 4.2.2.1 Maksimum uzayda bir Py = (xq, Yo, Zo) noktasmnin,P: Ax + By +

Cz + D = 0 diizlemine olan uzaklig1

|Axy + byy + Czy + D|
max{|A+B+C|,|-A+B+C|,|JA—B+C||A+B—C|}

dy (Py, P) = (4.76)

bigimindedir.

Ispat: Oklidyen uzayda P, = (xq,V,2Z,) noktasmin P:Ax+ By +Cz+D =0
diizlemine olan uzakligimi bulmak i¢in merkeziP, noktasi olan kiire goz Oniine
almabilir. Kiirenin yaricap: biiyiitiildiik¢e kiire yiizeyi verilen diizleme yaklasacaktir
ve kiirenin diizleme ilk temas ettigi noktast ile P, noktast arasindaki uzaklik, P,
noktasinin P diizlemine uzakligi kadar olacaktir. Oklidyen geometride bilinen kiire ile

diizlemin bu sekilde temas noktasi tek bir tanedir ve bu noktada diizlem kiireye tegettir.
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Ancak maksimum uzayinda kiire ayritlari eksenlere paralel olan bir kiiptiir ve kiipiin
ayrit uzunlugu (cap1) bityiitiildiigiinde diizleme bir noktada (kdsesinde) veya bir ayriti

ya da bir yiizii boyunca temas edecektir.

P P P
Sekil 4.2. Maksimum uzayda kiirenin ve diizlemin kesisme durumlari.

Tiim bu durumlar inceleyebilmek i¢in kiipiin sekiz kodsesini gz Oniine almaliyiz
¢linkii her bir kse ayn1 zamanda bir ayrit ya da bir yliziin de iizerindedir. Dolayisiyla
P, noktas1 ile bu koseleri birlestiren dogrular ile diizlemin arakesit noktasini
buldugumuzda bu nokta ile P, noktasi arasindaki uzaklik, P, noktasinin Pdiizlemine
olan uzakligini verecektir ve bu andaki uzaklik kiipiin yaricapina esittir.Kiipiin bir kdse
noktast ile P, noktasin1 birlestiren bir dogrunun dogrultusu 4 =
{(1,1,1),(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—1) } kiimesinin bir elemamdir. Yani dort durum

sOz konusudur.

1. Durum: P, dan gegen [; dogrusunun dogrultusu(p,q,r) = (1,1,1)ise [l in
standart denklemi

X—ony—y():Z—Zo:
1 1 1

ty (4.77)

olup dogru tizerindeki herhangi bir noktanin koordinatlari,
x=x0+t1,y=y0+t1,z=20+t1

bi¢iminde yazilabilir. Arastirilan nokta hem dogru hem de diizlem iizerinde

oldugundan bu nokta diizlem denklemini de sagalayacaktir. Boylece;
A(xg +ty) + B(yg + t1) + C(zy + t;)+D=0 (4.78)

denkleminden
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. _ Axg+Byy+Cz +D
1™ —(A+B+0)

elde edilir.

Buna gore t; yukarda elde edilen dogru olmak {izere [; dogrusu P diizlemini

(4.79)

P; = (xo + t1, Vo + t1, 2y + t;) noktasindan keser. O halde P, ile P; arasindaki

Maksimum uzakligi
dy(Po, P1) = max{|xo — xo — t1l, [yo — Yo — t1l, 120 — 2o — t1|}
= max{|ti], |t1], [t1]} = |t4]

_ |Axo + By + Czp + D
B (A+B+0)

olarak bulunur.

(4.80)

2. Durum: P, dan gegen [, dogrusunun dogrultusu (p,q,r) = (—1,1,1) ise l,nin

standart denklemi

x—xozy—J’o:Z—Zoz
-1 1 1

ty

olup dogru iizerindeki herhangi bir noktanin koordinatlari,
x:xo_tz,y:y0+t2,Z:ZO+t2

bi¢ciminde yazilabilir. Arastirilan nokta hem dogru hem de diizlem iizerinde

oldugundan bu nokta diizlem denklemini de saglayacaktir. Boylece;
A(xg —t;) + B(yo + t,) + C(zy + t,)+D=0
denkleminden

_AXO+ByO+CZO+D
2 A-B-C

elde edilir.
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Buna gore t, yukarda elde edilen dogru olmak iizere [, dogrusu P diizlemini

P, = (xog — ty,yo + ty, Zy + t;) noktasindan keser. O halde P, ile P, arasindaki

Maksimum uzakligi
dy (Po, P,) = max{|xo — xo + t21, [yo — Yo — t2l, |20 — 2o — 21}
= max{|t,|, |t2], 62|} = |¢t5]

_ |Axo + By + Czp + D
B —-A+B+C

olarak bulunur.

(4.85)

3. Durum: P, dan gegen I3 dogrusunun dogrultusu (p,q,r) = (1,—1,1) ise I iin

standart denklemi

x_xo=y_y0=z_zo=t
1 -1 1 :

olup dogru tizerindeki herhangi bir noktanin koordinatlari,
x=x0+t3,y=y0_t3,z=Z0+t3

bi¢iminde yazilabilir. Arastirilan nokta hem dogru hem de diizlem iizerinde

oldugundan bu nokta diizlem denklemini de saglayacaktir. Boylece;
A(XO + tg) + B(yo — tg) + C(ZO + t3)+D:O
denkleminden

¢ _AXO+ByO+CZO+D
3T —A+B—-C

Elde edilir.

Buna gore t; yukarda elde edilen dogru olmak tizere I3 dogrusu P diizlemini

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

P; = (xo + t3,y0 — t3, Zy + t3) noktasindan keser. O halde P, ile P; arasindaki

Maksimum uzaklig1
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dy (Po, P3) = max{|xy — xo — t3l, [yo — Yo + t3l, |20 — 2o — 3}
= max{|tz], |ts], [tz]} = |¢5]

. AXO+ByO+CZO+D
- A—B+C

olarak bulunur.

(4.90)

4. Durum: P, dan gegen l, dogrusunun dogrultusu (p,q,r) = (1,1,—1) ise l, iin

standart denklemi

x—xozy—J’o:Z—Zo:t
1 1 -1 .

olup dogru iizerindeki herhangi bir noktanin koordinatlari,
x=x0+t4,y=y0+t4,Z=ZO—t4

biciminde yazilabilir. Arastirilan nokta hem dogru hem de diizlem tizerinde

oldugundan bu nokta diizlem denklemini de saglayacaktir. Bdylece;
A(xg +ty) + B(yo + t4) + C(zy — t,)+D=0
denkleminden

. _ Axq+Byy+Czy+D
£ —A-B+C

elde edilir.

Buna gore t, yukarda elde edilen dogru olmak iizere I3 dogrusu P diizlemini

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

Py = (xo + ty, Yo + t4, zy — t,) noktasindan keser. O halde P, ile P, arasindaki

Maksimum uzaklig1

dy (Po, Py) = max{|xy — xo — tal, Yo — Yo — tal, |20 — 2o + t41}

= max{|tyl, |t4l, [t4]} = [t4l
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_ |Axo + By + Czp + D

A+B-C (4.95)
olarak bulunur.
4.2.3 Maksimum uzayda verilen iki dogru arasindaki uzakhk
4 £ 4

- > —

£, - R
4,
2, !

Sekil 4.3. Maksimum uzayda kiirenin ve dogrularin kesisme durumlari.

Teorem 4.2.3.1 Uzayda herhangi iki dogru

Xx—a y—-b z—c

;...

olsun. Bu dogrular arasindaki maksimum uzaklik su sekildedir;

i. £, ve?, birbirine paralelse dy,(¥1,%2) = dy (4, ¥,) dir. Burada A, ¢, tizerindeki
herhangi bir nokta olmak tizere A = (a, b, ¢) olarak secilebilir.
. 4 ve £, birbirine  paralel degilse (aykirt dogrularsa)

a=p'q—pq', B=pr' —p'r,y =rq —r'qolmak lizere

dM(‘Elf'BZ)
B (a=ad)y+B-=b")p+(c—cHa
- max{la+ B +yll-a+B+ylla—B+ylla+p -y}

(4.96)

dir.

50



Ispat: dy,(£4,4,) = mind, (X, X') diir, burada X € £; ve X' € £, dir. £; ve 4,
birbirine paralel durumda #, tizerindeki her bir noktanin #; e uzaklu da aynidir. Bu
durumda A = (a,b,c) ve A =(a',b',c") segilirse dy(€1,%;) =dy(ALy) =
dy (€1, 4") olup bu da noktanin dogruya maksimum uzaklik formiiliinden kolaylikla

hesaplanir.

£, ve £, birbirine paralel degillerse bu durumda p’'q — pq’, pr’' —p'r,rq’ —r'q den
en az biri sifirdan farklidir. Aksi halde dogrular birbirlerine paralel olurlardi. Sirasiyla
£, ve £, lzerinde bulunan P = (pA+a, gA+b, rA+c)ve P' = (p'u+a’, qg'u+
b', r'u+ c¢") noktalarim1 géz 6niine alinsin. Bu durumda dy, (P, P") minumum ise P
ve P’ noktalarindan ~ gegen  ¥; dogrusunun  dogrultu  vektorii
{(1,1,1),(—-1,1,1),(1,-1,1), (1,1, —1)} kiimesinin bir elemanidir ki bu kiimenin her
bir elemanm kiipiin cisim kosegenlerinin dogrultularidir. £3 dogrusunun dogrultu

vektori (p”', q",r"") olsun

Maksimum uzayda kiireler dogru boyunca hareket ettirilirken diger taraftan kiire
biyiitiiliip kiigiiltildiigiinde dogrularla temas ettigi noktalardan maksimum olan

koseleri kestigi noktalar olmaktadir.

Dogrularin uzayda birbirine goére konumlart (sekil 4.3) oldugu gibidir. Kesisen
dogrular arasindaki minimum uzaklik ise zaten sifir olacaktir. Ayrica 6zel durumlarda

ise dogrular birbirlerine paralel diizlemde olabilir.
Uzayda iki dogru arasindaki uzaklik formiilii

(a=a)y+B-b)B+(c—cHa

dy(£,%,) =
UGB max{la + B +y|,|—a+ B +ylla=BL+vy| la+ B —yl}

(4.97)

dir.

Ozel durumlarda ise

(a—a)y+MB-b)B+(c—c)a
maX{|ﬁ+V|,|a+V|;|a+ﬁ|; |_B+Y|' |—(X+Y|, |—(X+ﬁ|}

dM(‘Bl;‘BZ) =

dir.
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I.  Durum: P ve P’ den gegen £5 dogrusunun dogrultu vektorii
", q",r'") =(1,1,1) ise

atpl—a —p'p b+qi—-b"—q'u c+ri—-c' —r'u
1 B 1 B 1

oldugundan

gerekli hesaplamalar ile

_ (a - a’)(r - Q) + (b — b’)(p —r) + (C _ C/)(q _ p)
U= (p’r — pr’) — (CI’T’ _ qrr) _ (p,q — pq,) (498)

ve

_(@-a)" g+ B b 1)+ (c—c)(q —p)

y)
(@'r—pr')—(0@Q'r—qr')—(p'q—prq’)

(4.99)

elde edilir.

Elde edilen bu degerler P ve P’ arasindaki maksimum uzakligin hesaplamasinda

kullanilirsa yani
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgA—q'u+b—->b'|,|rA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde 2 ve u yerinde yazlirsa;

dy (P, P")

( )

(a=—a)(gr'—qr)+Bb-b)Pr—pr)+(c—-c)pq —p'q
(p'r—pr)—(@Qr—qr')—('q—pq")
(a=—a)(gr'—qr)+ b -b)Pr—pr)+(c—-c)pq —p'q
(p'r—pr')—(@Qr—qr')—(@'q—pq")
(a—a)(gr'—qr)+b-b)Pr—pr)+(c—-cHPpq —r'®
(p'r—pr)—Q@Q'r—qr')—(®'q—pq")

)

"

= max <

)

(a—a)(@qr'—q'r)+ (b -b)P'r—pr)+(c—c)pqg —p'q
(p'r—pr')—Q@Q'r—qr')—(p'q —pq’)

(4.100)

elde edilir.
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II.  Durum: P ve P’ den gegen £5 dogrusunun dogrultu vektorii
@",q",r") = (—1,1,1)ise

atpl—a —p'p b+qi—-b"—q'u c+ri—-c' —r'u

1 1 1 oldugundan
C(@a—a)q-n-B-b)p+r)+(c—c)p+q)
B (pr' =p'r) = (g'r —qr') = (pq' —p'q) (.101)
ve
PG Tt e Ul (A B Gt A0 R

(pr'=p'r) = (@'r—qr') = (pq' —p'q)
elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgr—q'u+b—>b'|,|rA—r'm+c—c'|}
ifadesinde A ve u yerinde yazilirsa;

dy(P,P")
(|la—a’)(gr'—q'r)+ (b—b)(p'r—pr') + (c—c)(pq —p'9|)
(pr’' —p'r) —(q'r —qr') — (pq' —p'q)
(a—a)(@r—qr)+ (B -b)(pr' —p'r)+(c—c)p'q—prq)
(pr’' —p'r) —(q'r —qr') — (pq' —p'q)
(a—a)(@r—qr)+ (B —-b)(pr'—p'r) + (c—c)p'q—pq")

= max <

\ (pr' —p'r) = (q'r—qr') = (pq’' —p'q) y
_[@—=aDgr' —qr) + (b - b)pr—pr’) +(c —cHpq" —p'9) (4.103)
(pr' —p'r) = (q'r —qr') = (pq' —p'q) '
elde edilir.
I11.  Durum: P ve P’ den gecen £5 dogrusunun dogrultu vektorii
(",q",r'")=(1,-1,1) ise
a+pl—a —-p'u b+ql—b'—q'u c+ri—-c' —r'u .
= = oldugundan

1 -1 1

gerekli hesaplamalarla
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_(a—a)-r—q)+B-b)p-1)+(c—cNP+q)
a (pq’ - P'q) + (pr’ - p’r) + (qT" _ q’r) (4104)

ve

(a=a)(=r"=qg)+B-b)p —r)+(c—-c)P +q)
(pq' —p'q@) + (pr' —p'r) + (qr' — q'r)

A= (4.105)

Elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgAt—q'u+b—=>b'|,|rA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde A ve u yerinde yazilirsa;

dy(P,P")

(|(a—a)(gr'—q'r)+ (b -=b)Pp'r—pr')+(c—c)pqg —p'9d|)
(pq' —p'q) + (pr' —p'r) + (qr' — q'T)
(a=a)@r—qr')+ (B -b)(pr' —p'r)+(c—c)P'q—pq)
(pq' —p'q) + (pr' —p'r) + (qr' — q'T)
(@a—a)(@r' —qr)+b-b)pr—pr)+(c—c)pq —p'qQ

(pq' —p'q) + (pr' —p'r) + (qr' — q'r)

)

"

= max <

)

\

_|@=a)(gr'=qr)+ B -=b)p'r—pr)+ (c—c)pq —p'qQ) (4.106)
(pq' —p'q) + (pr' —p'r) + (qr' — q'1) '
elde edilir.
IV.  Durum: P ve P’ den gecen £3 dogrusunun dogrultu vektorii
(", q",r")=(1,1,-1)ise
a+pl—a —-p'u b+ql—b'—q'u c+ri—-c' —r'u .
= = oldugundan
1 1 -1
_(@-ad)r -+ B -b)p+r)+(c—cHP—q) (4.107)
(pr' —p'r)+(@'r—qr') + (pq’ —p'q) '
ve
_ ! ! ! + b _ bl ! + ! + _ ! I __ !
/,l=(a a’)(—r'—q") +( )P +1r)+ (=)' -4q) (4.108)

(pr' —p'r)+@'r—qr') + (pq —v'q)
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elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgt—q'u+b—=>b'|,|rA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde A ve u yerinde yazilirsa;

dM(PJP,)

(|(a—a)(q'r—qr')+ (B -b)(pr' —p'r)+(c—c)P'q—prq)|)
(pr' —p'r)+(q'r—qr") + (pq' —p'q)
(a—a)(@r—qr')+ (B -b)(r' —p'r)+(c—-c)P'q—pq)
(pr' —p'r)+(q'r—qr") + (pq' —p'q)
(a=a)@r' —q'r)+ B -b)pr—pr)+(c—c)pq —v'@

(pr'—p'r)+ (@'r—qr')+ (pq —p'q)

)

"

= max <

)

\ y,

(a—a)@r' —qr)+B-=b)p'r—pr)+(c—-c)pq —p'0
(pr' —p'r)+ (@'r—qr')+ (pq' —p'q)

(4.109)

elde edilir.

Bunlarin diginda bazi 6zel durumlar olarak dogrular birbirlerine paralel diizlemler
tizerinde bulunabilirler. Bu durumda P ve P’ den gegen 5 dogrusunun dogrultusu i¢in

altin durum s6z konusudur.

I.  Durum: P ve P’ den gegen ¢35 dogrusunun dogrultu vektorii
(»",q",r") = (-1,1,0) ise

atpl—a —p'p b+qi—-b"—q'u c+ri—-c' —r'u
-1 Bl 1 B 0

oldugundan

_(la=ad)r+(b-b)r—(c—c)(q+p)
- ®'r—pr)+(a'r—qr)

(4.110)

ve

_(a=a)r'"+b-b)r'—(c—c)(q +p")
4= (' —pr)+(@'r—qr) 11D

elde edilir. Boylece
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dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgA—q'u+b—>b'|,lrA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde A ve u yerinde yazilirsa;

dy(P,P")

(a—a)(@r—qr)+ B -=b)(pr' —p'r)+(c—c)(p'q- pq’)‘
(@'r—pr)+(q'r—qr") '

= max ! ! ! ! ! ! ! ! !
(a—a)(gr'—q'r)+ (b -=b)pr—pr')+(c—c)(pq —p q)‘
\ (p'r —pr')+(q'r —qr’) ')
_|@=a(@'r —qr’) + (b - b)(r' —p'r) + (c — ) (p'q — pq’)‘ 4.112)
('r—pr’)+(q'r—qr’) '
elde edilir.
Il.  Durum: P ve P’ den gegen £5 dogrusunun dogrultu vektorii
(",q",r") =(0,1,—1) ise
a+pl—a —-p'u b+qgi—-b —q'u cH+ri—-c' —r'u 5
= = oldugundan

0 1 -1

_(a=a)(=q—-1)+(b-Db)p+(c—c)p
= (rq' —p'q) + (pr' —p'r) (4.113)

ve

_(@-a)(=r"—q) + (b - b)p' + (c —cHp)

y)
(rq' —p'q) + (pr' —p'r)

(4.114)

elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgA—q'u+b—->b'|,|rA—r'm+c—c'|}

Ifadesinde A ve p yerinde yazilirsa;
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dM(PJP’)

\

|
(pq' —p'q) + (pr’ —p'r) $

(a—a)(gr'—q'r)+ b -b)P'r—pr')+(c—c)(pq — p’q)|
(rq' —p'q) + (pr' —p'r) J

(@a—a)(@r—qr)+ B -b)(pr' —p'r)+(c-cHp'q- pq’)‘

(
=max4

l

_|@=a(@'r —qr’) + (b - b)(r' —p'r) + (c — ) (p'q — pq’)‘ 4.115)
(ra’' —p'q) + (pr' —p'r) '
elde edilir.
I11.  Durum: P ve P’ den gegen 5 dogrusunun dogrultu vektori
(p",q",r") = (1,1,0) ise
a+pr—a —-p'u b+qgi—-b'—q'u cH+ri—-c' —r'u 5
= = oldugundan
1 1 0
a—a)r—((b-b)r+(c—-c)(q-
_( )r—( )r + ( )(q—p) (4.116)

(qr' —q'r) — (pr' —p'r)
ve

@—a) = (b= = (= )P — q)
4= @ —am - Gr =) 217

elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgA—q'u+b—>b'|,|rA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde A ve p yerinde yazilirsa;

dy (P, P")

(a—a)(gr'—qm)+ B -b)@'r—pr')+ (c—c)(pq - p’q)‘
(@' —q'r) — (pr' —p'r) '

M @ —a)(gr — g + (b= bY@ —pr') + (c — ) (pq — p'q)\ )

\

(gr'—q'r) — (pr' —p'r)
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_|@=-ad@r' —gr)+ B -b)@'r—pr)+(c—c)pq —p'q) (4.118)
(qr' —q'r) = (pr' —p'r)

elde edilir.

IV.  Durum: P ve P’ den gegen ¢35 dogrusunun dogrultu vektori
(®",q",r") = (-1,0,1) ise

atpl—a —p'p b+qi—-b"—q'u c+ri—-c' —r'u
-1 B 0 B 1

oldugundan

_(a=ad)g-0b-Db)p+r)+(c—c)q
H= (»'q—pqa)+ (r'q—rq") (4.119)

ve

_(a=ad)qg'=(b-b)P +1)+ (c—c)q
> ®'q —pq) + (r'q —7q’) (41209

elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgA—q'u+b—->b'|,|rA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde 2 ve u yerinde yazilirsa;

du(P,P")

(a—a)(qr'—qr)+ B -b)p'r—pr)+(c—c)(pq - p’q)‘
(®'qa—pq)+(@'q—7rq") '

(a—a)(@r—qr')+ B -=b)pr' —pr)+(c—c)p'q— pq’)|
(»'q —pq') + (r'q—rq’) )

= max

(a=a)@r' —qr)+B-b)p'r—pr)+(c—c)pq —v'@)
(»'qa—pq')+(r'q—rq’)

(4.121)

elde edilir.

V. Durum: P ve P’ den gegen ¢5 dogrusunun dogrultu vektorii
(»",q",r") =(0,1,1) ise
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atpl—a —p'p b+qi—-b"—q'u c+ri—-c —r'u

0 1 1 oldugundan
(a=ad)or-@+Bb-Db)p—(c—c)p
- (pq' —p'q) + (p'r —pr") (#122)
ve
1< (a=a)@'—q)+ B -b)p" —(c—cHp' (4.123)

(g’ —p'q) + (p'r —pr’)
elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA—p'u+a—-a'l,lgr—q'u+b—=>b'|,|rA—r'm+c—c'|}
Ifadesinde A ve u yerinde yazilirsa;

dy (P, P")
(|la—a)(@qr' —q'r)+ (B —=b)P'r—pr')+(c—c)pq —p'q|)

(pq’' —p'q) + (p'r —pr’) ' L
(a—a)@@r' —q'r)+B-=-b)Yp'r—pr')+(c—c)(pq - p’q)‘

=max!
I

|
(rq' —p'Q) + @'r —pr") J
_|@=adar —an + G-I —pr) + = Hoa D],
(rq' —p'qQ) + (p'r —pr’)

elde edilir.

VI.  Durum: P ve P’ den gegen ¢5 dogrusunun dogrultu vektorii
(", q",r'") =(1,0,1) ise

at+tpi—a' —p'py b+ql—b'—qu c+ri-c' —7r'u
1 B 0 B 1

oldugundan

_(@a—a)g+(b-b)(r—p)—(c—c)q
= (r'qa —pq") + (qg'r —qr") (+125)

ve
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(a—a)q'+(b-b)0" —p)—(c=c)q’

A=
(r'q —pq')+(q@'r—qr’)

(4.126)

elde edilir. Boylece
dy(P,P") =max{lpA —p'u+a—-a'l,lgr—q'u+b—=>b'|,lrA—r'm+c—c'[}
Ifadesinde A ve u yerinde yazilirsa;

du(P,P")

=max|{
\

(@a=a)(gr'=q'r)+ (b =b)(p'r —pr) + (c - cN(pq - p’q)|

(p'q —pq)+(@Q'r—qr’)
(a—a)(@r—qr)+ b -=b)pr' —pr)+(c—-c)(p'q- pq’)‘
(»'q—pq’)+(@q'r—qr)

(a—a)(@r—qr')+ B -=b)(pr' —p'r)+(c—c)(p'q- pq’)‘ l
|
)

(rq' —p'q) + (p'r —pr’) (%.127)

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu bolime kadar cokyiizliilerden ve 6zelliklerinden, konveks g¢okyiizliilerin bazi
smiflar1 olan Platonik, Arsimet ve Katalan cisimlerden bahsedilmistir. Bu cisimlerin
matematiksel yapilari, ¢esitli bilim dallarindaki rolleri gegmisten giiniimiize kullanim
alanlar1 6zetlenmistir. Ayrica daha 6nceden yapilan metrik geometri ¢aligmalarinin
1s1¢inda konveks c¢okyiizliiler ile Minkowski geometrileri arasindaki iliskiye
deginilmistir.

Daha onceki g¢alismalarda diizlemde maksimum uzakliginin bir metrik oldugu
gosterilmis, bu metrikle olusturulan diizlem maksimum geometrisinin 6zellikleri

incelenmisti. Biitlinliik agisindan bu incelemelerden de kisaca bahsedilmistir.

Bu calisgmada Uzayda maksimum uzakligin bir metrik oldugu ayrintili olarak
verilmigtir. Maksimum metrigi ile désenmis uzay maksimum uzaydir. Daha 6nceki
calismalardan farkli olarak bu tezde ilk kez maksimum uzayda bir noktanin bir
dogruya, bir noktanin bir diizleme uzakliklari ile iki dogru arasindaki uzaklik formdiile
edilmistir. Boylece maksimum uzay geometrisinde yapilabilecek daha ileri calismalara

151k tutulmustur.
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