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Bu cgaligmada, 6nce kesikli parametreli Makrov zin-
cirlerinde dodrusal istatistiksel modeller kullanilarak
esit zamanli gdzlemlerde yalnizca durum oranlarzna ilig-
kin veriler bulundugunda gegitli tahmin ediciler ince-
lendi. Daha sonra slirekli parametreli Matrkov zincirle-~
rinde gdzlem mekanizmasina bagli olarak durum tahmin- .
leri arastirildi. Son olarak Poisson Orneklemesi tekni-
éi’kullanllaravaﬁrkiye erkek niifusunun ele alinan beg
b8lge arasindaki ig gﬁgﬁ tartigilda.
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ABSTRACT

In this study various state estimators for the dis-
crete parameter Markov chains are examined using linearv
statistical models when there is an observation at equally
.spaced times and the observed data just as the state
proportions that relating to the number of individuals
in each state fer each time period n are knéwn. And then
the state estimators for the continuous time parameter
Markov éhains depending on the observation mechanisms
are investigated. Finally the internal migration of
Turkish male population among the given five regions

is discussed via the sampling at Poisson times.
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GIRIg

Uygulamalarda ilgilenilen silirece iligkin bilitlin de-
" gerlerin elde edilmesi miimkiin de§ildir, hatta gerekli de
dedildir. Bu bakimdan siirecin belirli éral;klarda veya
belirli zaman araliklariyla, yada belirli kurallara da-
yanarak amaca uygun bir gekilde gbzlenmesi yeterli ve

gereklidir.

Kismen g&zlenmig Ornek fonksiyonlarinin tekrar olusg-
turulmasi, X = {Xn; n € Wlveya ¥ = {¥(t); t > 0} slireci-
nin gﬁzlemlenmemis'tesadﬁfi durumlarinln tahminini, bir
bagka deyigle §leem yapilmamis aralik veya noktalarda
slirecin nerelerde bulunduunun tahminini ge;ekli kilar.
Bu ama¢ igin yapilan tahmin iglemine "durum tahmini",
ilgili tahmin edicilere de "durum tahmin edicileri" de-
nir(l). OUzetle durum tahmini, siirecin durumlarina ilig-

kin kogullu olasilik dagiliminin hesaplanmasidir.

Parametre tahmin edicilerinde oldudu gibi, durum
tahmin edicilerinin de belirli bazi $zellikleri tagimasi
istenir. Bunlar, tahmin edicilerin etkin bir.gekilde he~
saplanabilmesi, ek g&zlemler yapildifinda elde edilen
tliim gbzlemlere dayanarak tahmin edicilerin tekrar bastan
hesaplanma51n§an ¢ok ardisik olarak hesaplanabilmesi gi-
bi uygulamaya yOnelik 8zellikler, ve tutarlilik, asimpto-
tik normallik v.b. istatistiksel &zellikler olarak Szet-
lenebilir(l). - @ 8.

t Yaksekoyretim Kurulu
Dokiimantasyon Merkez



: 2
Kesikli‘paraﬁetreli Markov zincirlerinde durum tah-

'miﬁi'ﬁzerindé yapilmig ilk &nemli g¢aligma A Madansky'nin
en kﬁgﬁkykaéeler y8ntemiple ¥apt1§1 tahminlerdir(2). Bun-
dan sonraki -¢aligmalar da homojen zincirlerde H.Theil ve
G.Rey'in kuadratik programlamayla yapti§i tahminler(3),
T.C.Lee, G.G.Judge ve A.Zellner'in en g¢gok olabilirlik ve
Bayes teoremine dayali tahminleri{4), ve homojen olmayan
zincirlerde yine T.CiLee ve G.G.Judge!in tahminleri(5)
6nemlidir. Daha sonra kesikli parametreli tahmin edicile-
rin biiylik bir kismi, yeni tahmin ediciler de eklenerek

T.C.Lee, G.G.Judge ve A.Zellner tarafindan bir kitap bi-

¢iminde derlenmigtir(6).

Slirekli parametreli Markov siireglerinde durum tahmini
c¢aligmalarinda R.L.Stratonovich'in ayni zamanda kesikli
parametreli Markov zincirlerini de iceren siirekli para-
metreli yayilma siireglerine iligkin tahminleri(7), H.J.
Kushner'in yayilma slire¢lerine iligkin taﬁminleri(B),
W.M.Wonham(9) ve A.N.Shiryaev'in(10) gbzlemlenmig bir
yayilma slirecini etkileyen silirekli parametreli Markov
zincirleri fizerine c¢aligmalari, A.I.Yashin'in bilegenle-
rinden biri { £} gbzlemlenen iki bilesenli bir
{(£,.,€,)} silirekli parametreli Markov zincirine iligkin
tahminleri(11l), M.Rudemo'nun slirekli parametreli Markov
zincirinin bir fonksiyonu g&zlemleridigi duruma iligkin
tahminleri(12), E.Masry'nin Poisson 8rneklemesi aracili-
iyla galigtidi spektral tahminleri(13), A.F.Karr'in sii-
rekli parametreli 0-1'1li Markbv stireglerine iligkin tah-

minleri(l), ve son olarak L.C.G.Rogers vé:D.Williams'ln



Dirichlet formlari aracilifiyla siirekli parametreli ve

sonsuz durumlu Markov zincirlerinde tahminleri ele alan
galismasi(14) Snemlidir. Bu aland; yapilmis diger @él%s-
malar Markov siirecinin 8zel bir durumu olan Poisson sii-
regleri {izerindedir. Biz bu ¢alismamizda yalnizca kesik-
1li ve slirekli parametreli homéjen zincirlerde durum tah-

minleriyle ilgilenecegiz.

1. B&liim'de kesikli ve siirekli parametreli Markov
zincirlerinin‘temel ﬁiellikleri ve limit teoremleri, ar-
dindan hbmojen olmayan kesikli parametreli Markov zincir~-
lerinde ergodiklik katsayilari aracilidiyla eréodiklik
6zellikleri ?erilmistir. Markov zincirlerinin indirgene-
mezlik ve ergodiklik gibi temel 8zelliklerinin incelen-
mesinde kullanilmaya baslanan ve son yillarda gelistiri-

len nedensel matrisler bu bdliimlin son kavrami olmustur.

2. BSliim'de kesikli parametreli Markov zincirleri
igin Kisitli ve Kisitsiz Eanﬁgﬁk Kareler, Egitsizlik
Kisitli Tartili En Kiiglik Kareler, Genellegtirilmis En
.Kﬁéﬁk Kareler, Minimum Ki-Kare, En Gok Olabilirlik, Bayes
ve Minimum Mutlak Sapmali tahmin ediciler verilmistir. Sii-
rekli parametreli Markov zincirleri i¢in de Egit Zamanla
Gézlemler,Tesadiifi Egit Aralikli G&zlemler Halinde, Po-
isson Zamanlarinda, Ortalamali G&zlemler Halinde ve Mar-
kov zincirinin fonksiyonu g&zlemlendiinde durum tahmin-
leri verilmigtir.

3. BSlim'de siirekli parametreli Markov zincirleriy-

le Tiirkiye erkek niifusunun ig¢ g¥¢li incelenmeden &nce, ig
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gbo¢ olayina iligkin teorik gSriisler ve Onceki uygﬁlama—
lara yer verilmigtir. Son olarak erkek niifusun ig¢ g&¢iine
iligkin ge¢is olasiliklari fonksiyonu ve bazi gbstergeler
elde edilmistir.



BOLUM 1

MARKOV ZINCIRLERI

1.1. Girig

Modern geligmeler belirsizlik, karmagiklik ve dina-
migin etkilerini a;tlrmaktadlr. Birey ve teknolog yal-
nizca birkag yil 8nce deferi takdir edilemeyen, ¢ok daha
az formiile edilmig veya ¢dziimlenmis olan problemlerle ug-
_rasmak zorunda kalmaktadir. Ancak sevinilecek bir durum,
rasyonel sistemleri algilama ve ylirlitmede g8ze g¢arpan
_ilerlemelerin yapilmig olmasidir. Kiginin kendi fiziksel
- gevresini anlamasini ve kdntrql etmesini engelleyen bu
belirsizlik, karmagiklik ve dinamizmin etkiledigi tilirde
olaylari tanimlamak i¢in mantiksal yapilarin geligtiril-
mesinde Andrei Andreivich Markov (1856-1922)'un ﬁigimlen—
dirdigi model temel bir basari olarak yer almaktadir. Be-
lirsizligi ¢dzlimlemeyi amaclayan &nceki caliganlarin be-
lirsizligi bagimsiz olaylarin bir sonucu olarak modelleme-
lerine karsilik, Markov herbir denemenin kendinden hemen
Snce gelen denemeninrsonucuna bagliligini ileri slirmenin
daha.avantajll olacadini gdrdii. Daha sonralari halihazir-
daki denemenin gegmigteki denemelerin sonuglarina ¢ok da-
ha karmagik bir bigimde bagimliligi tegvik edici dlmugsa
da, bu diiglincenin ¢odunlukla ¢Szlimleme ve hesaplamalar
ySniinden islenemeyen, yani {izerinde islemvyapllamayan

5



sonuc¢lara gStiirdiigii gSriilmiigtiir (15).
77Probiemle£rmé£odolojik agidan tic sinifa ayrilar :
(i) hareket bigiminin ortaya koyduju sonucun veya sonug-

larin bilindigi, deterministik yapaiya sahip belirlilik
problemleri, (ii) miimkiin sonuglara kargi getirilebilecek
olasilikiarin bilindigi veya tahmin edilebilecegi risk
problemleri, (iii) miimkiin sonu¢larla ilgili olasilikla-

rin bilinmedi§i belirsizlik problemleri{16).

Belirsizlik ¢aligsilan alana gbre ¢ok sayida neden-
den kaynaklanir. S8zgelimi, insangiicli planlamasinda be-
‘lirsizlik iki nedenden ortaya gikar : birincisi, gevre-
den dogan belirsizlikler.Bunlar, emek talebini belirle-
yebilen havanin kestirilemezliginden y&netim veya hiikili-
metin kararlarina kadar defigir. itkincisi, kiginin bi-
reysel se¢me Ozglirliiiinden, Szellikle igiﬁi birakmasin-

dan kaynaklanan belirsizlikler (17).

¥8neticiler genellikle belirsizlik ortaminda, ¢ok

deJigik Olglitler kullanarak karar wverirler(18).
1.2. Tan;mlar, Kesikli Zincirin Temel Ozellikleri

1.2.1. Tanim : Bir X = {X(t); t =0,1,2,...} kesik—

1li parametreli stokastik siirecini wveya slirekli parametreli -
bir X = {X{(t); t > 0} stokastik siirecini ele alalim.
T={0,1,2,...} veya T = {f € IR; t > 0} parametre uza~
yvindaki herhangi n tane tl < ty < ... < tn noktasi igin
x(tl), X(tz),...,X(tn_l) slirecin bilinen dederleri olmak
lizere, X(tn)'nin kogullu dagilimi yalnizca x(tn_l)'e ba-

gimliysa, X silirecine bir Markov siirecidir, denir. Bunu



formiile. edersek : xl,xz,...,xn, n tane gergel sayis:i

ig¢in

PIX(t) <x_  [X(t)) = x;,...,X(t _ }

1) T X

= P{X(t ) < x_ |x(t__,) (1.1)

= xn—l}

bagintisi gergeklendiginde {X(t)} silireci bir Markov sii-
recidir(19). Buradaki Xiy i=1,2,...,n gergel sayilari-
nin herbiri silirecin durumu adini alir ve T'de ¥h > 0,

h € R ig¢in P{x;-h <X(t) <x, + h} >0 olacak bigimde
bir t € T vardir. Siirecin biitlin durumlarinin olusturdu-
Ju kiimeye durum uzayi diyecek ve bﬁnu'E ile gBsterecegiz.

éizim.gallsmamlida sonlu durum ﬁzaylna sahip ve E C IN

olan slireglere yer verecegiz.

Genelde durum uzayi Eesikli,olan Markoy siireci,
Markov zinciri (MZ) olarak adlandirilir, ve bunun yanin-
da parametre uzayinin kesikli veya slirekli oldufu belir-
tilir.

Kesikli parametreli bir {x(t); t ='0,1,2,...}

Markov zincirini slirekli parametreli-olandan ayirmak igin
{Xn; n=20,1,2,...}, {X(n); n € W} bigimlerinden biriyle

veya daha kisaca {Xn} ile gBsterecediz.

Bir {Xn} Markov zincirinin olasilik yasasini belir-
lemek igin biitlin n > m > 0 zaman parametreleri ve
j.k B durumlari igin

Pj(n)‘;hP{Xn = j} : o (1.2)

ve

'ij.(m,n)'= P{X, =k|x, =3} " (1.3)



kogullu olasilik fonksiyonunun bilinmesi gerekir. Her
myn €T ve j,k €F igin ij(m;n)”fonksiyonuna Markov zin-

cirinin gegis olasiliklari fonksiyonu diyecegiz.

EJer bir zincirin ij(m,n) fonksiyonu yalnizca n-m
farkina bagliysa, bu zincire zamanca hamojendir veya-ki-
saca homojendir, yada duradan gegig olasiliklarina sa-
hiptir, denir(19). Bu, bir anlamda ij(m,n) dederlerinin
n ve m'den bagimsiz olmasi ve yalnizca j ve k'ya bagimli
olmasi demektir. Aksi durumda, yani ij(m,n) deJerleri-
nin j ve k'dan baska n'ye yada m'ye bagli oldugunda il-
gili zincire homojen olmayan veya duragan olmayan zincir,
denir. Bu tanimlar sﬁfekli parametreli zincir i¢in mat-
risyel -bi¢gimde 0 < s < t olmak fizere P(s,t) = P(t-s)
ise zincir homojendir, aksi halde homojen olmayan bir

zincirdir, diye Ozetlenebilir{20).

Markov zincirleri incelenirken genelde geg¢igs olasi-
liklar: fonksiyonu, N zincirin durum sayisi olmak {izere
NxN tipinde bir matris bigiminde gOsterilir. Yani
P{m,n) = {Pij(m,n)}, i,y €E; myn €T, m<n ile
— -]

Pll(m,n) Plz(m,n) eee PlN(m,n)
P {(m,n) P,,{m,n) ... P, (m,n)
P(mn) = | 21 22 2N (1.4)

_?Nl(m,n) PNZ(m,n) cee PNN(m,EL

dir, ve bu matrise geg¢is olasiliklari veya kisaca gegis

matrisi, denir.
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Bir ge¢is matrisi asagidaki ézellikleri.gergekler :
{19,20) :

)
)

{1i) Pij(m,n) 20, her i,j €.8, m,n € T igin.
{ii) ? Pij(m,n)'= 1, (¥i € E)

{iii) P{(m,n) = P(m,u)P(u,n), m <u <n.

fgtincti 6éellik Chapman-Kolmogorav denklemleri olarak
adlandirilir. Zincirin kesikli parametreli olmasi duru-
-munda ardisik bagintilar ve sfirekli olmasi durumunda di-
feransiyel denklemler big¢imini alan Chapman-Kolmogorov
denklemleri, Markov zincirinin temel 8zellikleri caligi-
.llrken ¢ok sik bagvurulan bir aragtir. Bu denklemleri

n >u>m >0 olmak lizere daha agik bir gekilde

H .
Zp, ()P L (u, = . {m, (1.5
e lk(m u) kj(u n) Pij(m n) ( )

olarak vazabiliriz.

Bir {Xn} zinciri verildidinde (i), (ii) ve (iii)
6zelliklerini gergekleyen bir {P(m,n)} matrisléri ailesi
tanimlanabilir. Tersine (i), (ii) we (iii) Ozelliklerini
gergekleyen bir {P(m,n)} matrisler ailesi verildiginde,

elemanlara Pij(m,n)'ler

Pyylmm) = P{x, =j[x, =i} (1.6)

bagintisini gergekleyen bir P(m,n) gegis olasiliklari.
matrisine sahip bir {xn} zinciri tanimlanabilir(19).
(iii) Bzelligi uzun:siire Markov zincirini €animlamada

kullanilmigtir.Ancak bu 6zellidi gergekleyen Markov ol-
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mayan bir siireg gdsterilince bu yol terkedilmistir(21).

Kesikli parametreli bir MZ'nin ge¢is matrisinin bii-
tln m € n'ler igin belirli olmasi ig¢in bir adimlik gegis

olasiliklari matrisi denilen
p(0,1),p(1,2),...,P(n-1,n)

dizisinin bilinmesi gerekir. Zincir homojen oldudunda
biitlin bir adimlik ge¢is olasiliklari matrisleri sabit bir

P matrisine egit olacajindan o

n-in

P(m,n) = P (1.7)

olacaktir. Buna gdre sistemin baglangi¢tan n dSnem sonra

j {3=1,2,...,N) durumlarinda bulunma obasiliklari

Pj(n) = P{Xn = 3}, (1.8)
P(n) = {Pj(n)}, j=1,2,...,N olmak {izere

P(z)*= P(0)'P(0,n). = P(0)'P? (1.9)

bagintisiyla verilir. Buradaki P{0,n) matrisine n-adimlik

gecis olasiliklari matrisi diyecegiz.
1.3. Durumlarin Siniflandirilmasr (19,22)

1.3.1. Tanimlar : A C E durum uzayinda bir kiime,

i,3 € E herhangi iki durum olsun. Ayrica Tij' X homojen
MZ'nde herhangi bir j durumuna ilk giris zamanini ve
Nj,j durumuna yapilan toplam girislerin sayisinl gdster-
sin, ve Pi{A} = P{AIX0 = i}, Ei[Aﬂ = E[A|X0 = i] ola-

rak tanimlansin.
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(i) Eger i ve j igin Pij >0 ise, i'den j'ye ulagi-
lir, denilir ve bu durum i = j ile gbsterilir.

(ii) Efer A € E kiimesinden digindaki higbir duruma

ulagilamazsa, A'ya kapalidir, denir.

(iii) Herhangi bir A C E kiimesinin kapali higbir &z

altkiimesi yoksa, A'ya indirgenemez bir kiimedir, denir.

(iv) Eer bir Mz'nin, durum uzayi E indirgenemez bir

kiimeyse, bu zincire de indirgenemez bir zincirdir, denir.
; 1 ' 3 ] —_ .
(v) Pj{le < oo} ; ise j'ye tekrarli, Pj{le o} >0

ise j'ye geg¢isli bir durum denir.

(vi) Tekrarli durumlar Ej{leI beklenen ilk girig za-
maninin sonsuz olup olmamasina gdre ikiye ayrilir:
Ej[ le] = o ise j tekrarli durumuna etkisiz, Ej[ le ] < oo
ise j'ye etkili bir durumdur, diyecegiz.

(vii) Bir j tekrarli durumu igin

p{In EW, n>15T =nd; X(T) = 7} =.1(1.10)

olacak sekilde bir § =2 2, § € gt varsa, j'ye periyodik-
tir ve periyodu &'dir, aksi halde-yani § = 1 ise-j'ye

aperiyodiktir, denir.

(viii) Tekrarli durumlari bir tek kapali ve aperiyodik
kiime olusturan bir geg¢is matrisine ve zincirine diizenli-
dir, diyecegiz ve diizenli geg¢ig matrislerinin kiimesini

G4 ile gbsterecegiz.
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1.4, Kesikli Zincirlexrde Limit Teoremleri

n-adimlik gegig olag;ilklari matrisi n + oo Gurumun-
da genelde, belirli bir matrise yaklnéﬁz. Bu P(0,c) mat-
risine bakildiginda biitiin safirlarln birbirine egit oldu-
gu, yani herhangi biz j durumunda bulunan sistemin sonra-
ki adimda diger biitiin durumlarda ve j'de bulumma olasi-
liklarinin birbirine egit oldudu gdriillir. Fiziksel olarak
miimkiin akislarin dengelehmesi olarak yorumlanabilecek
olan bu durum,MZ teorisinde c¢ok O6nemli bir yer. tutar(15).
Ancak bazi 6zel durumlarda n - o ig¢in P(0,n) matrisi be-

lirli bir matrise yakinsamaz.

1.4.1. Teorem : X homojen MZ, indirgenemez aperiyo-

dik sonlu durumlu bir zincir olsun. Bu durumda
v'e=v', v'1 =1 (L.11)

sisteminin bir tek ¢Ozlimli vardir. Bu tek ¢dziim v, kesin

pozitiftir ve

v(j) = 1im P?™(4,3),¥i,j € E (1.12)

n —> oo
gercgeklenir(20).

1.4.1.Teorem'de gegen v'ye zincirin dura§an dagi-

limi1 diyecegiz.

X tekrarl:i indirgenemez ve §—periyotilu MZ igin
P™(i,j) 'lerin biitlin durumlarin etkisiz olma hali disinda
limiti yokturl Biitlin durumlarin etkisiz olmasi halinde
n > o iken.Pn(i,j) = 0(¥i,j)'dir] . Bununla birlikte n
pnéim

igin (i,3)"lerin limitinin i baslangi¢ durumuna

bagli olmak lizere ﬁarllglnl izleyen teorem vermektedir.



1.4.2. Teorem : P, homojen indirgenemez tekrarli

é~periyotlu bir MZ'nin geg¢is matrisd ve B, i € B, ve
3 GBZ, veya i GBz,ve j EB3,..Z, veyaﬁi. EBG ve j EBl
iken P(i,j) = 0 olacak gsekilde ayrik Bl,...,B6 kimeleri

iginde

P (1,3) = p%(1,3) (1.13)

olan i ve j € E durumlarinin kiimesi olsun. Ayrica zinci-
rin etkill oldujunu varsayalim. Bu durumda her

m € {0,1,...,68-1} igin

8 = atm(mods)

v({i),i € Balj € BBI

1im PPty 4y =

n —> oo
0, diger durumlarda
(1.14)

dir. Buradaki v(j)(j € E) - degerleri
VIP = v" vll - 6 (1.15)
sisteminin tek ¢&ziimli olan v vektdriinlin bilesenleridir(20).

Ikinci teoreme dikkatle bakilirsa v ¢dziim vektdrii-
niin bir olasilik vektdril olmadigi gdriiliir. Bu teoremdé
v'nin bir olasilik vektdrii olabilmesi igin ¢ = 1 olmasi
gerekir ki,bu zincirin indirgenemez' apetriyodik olmasi,

dolayisiyla ilk limit teoremine (1.4.l1l.Teroem) doéniilmesi

demektir.
1.4.1. Teorem agafidaki hale genisletilebilir.

1.4.3. Teorem : P diizenli bir MZ'nin geg¢ig matrisi

ve Vi, P'nin tekrarli durumtarinin olusturdudu Pl alt-

matrisine kargi gelen durafan dagirlim olsun. v' = (vi,O'),
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P matrisine karsgi gelen tek duragan dagirlimdir ve

k > % iken R
o
o = ) ‘39
PX - 1y B (1.16)
elemanca yakinsar; yani
k . .
P {i,3) = v(3) (1.17)

dir(22). Ustelik bu yakinsama geometrik hlédadlrﬁ yvani
her i,j € E igin

12501, 5)-v() | < aBX, x = 1,2,... (1.18)

olacak gekilde o > 0, 0 < B <1 sabitleri vardir(20).

Bu teoremde gegen Ozellikler indirgenemez, ancak
§-periyotlu periyodik bir P matrisi warliginda da su bi-

8

¢imde gegerlidir: P° matrisinin kdgegeni iizerinde yer

alan Pl,Pz,...,P5~matrisleri igin k > e iken
ok 4 i
Pm(ilj) > 1Vm

12K (1, 3)-v_(3) ] < .o g5, * (1.19)

k=1,2,...5 m=1,2,...,8; i,j € E;

o>0; 0 < Bm'< 1

dir(20). A

1.5. Siirekli Parametreli Markov Zincirleri-Temel
8zellikler

Slirekli parametreli bir MZ'ni daha belirgin bir bi-

¢imde kesikli parametreli zincirden ayirmak igin
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Y = {¥Y(t); £t =0} ile gﬁsterelime

Kesikli parametreli MZ'nde oldudu gibi siirekli pa-

OO

rametreli MZ'nde de (P(t)) gegis fonksiyonu

(i) Pij(t) =20

{(ii) 2p, . (t) =1
ke K

(iii) ké;Pik(t)ij(S) = Pij(t+s)

6zelliklerini gergekler. Herhangi bir n € IN Dogal sa-

yisi igin, T = [0,«) parametre uzayinin 0 < ty << ..o <t
bigiminde sirali anlarinda slirecin sirasiyla igsiyse..si €EE
durumlarinda bulunmasina iliskin ortak dagilim, (P(t)) ge-

¢is fonksiyonu ve slirecin baglangigtaki da§111m1, yvani

Y(0)'in dagilimi MI(.) aracilifiyla verilir. Bu durum

formiille
P{Y(tO) = io,Y(tl) = il,...,Y(tn) = in} (1.20)
= H{i)P, . (t,-t,)P, (t,—-t.)...P. . (E -t _J)
Y707 i0i, "L 074,172 T i i, ™ n-1

bigiminde ifade edilir. Bu sonucun tersi de dogrudur :
Bir II(.) olasilik dagzlimi ve bir E durum uzayi fizerin-
de (i), {(ii) ve (iii) &zelliklerini gergekleyen bir (P(t))
gegis fonksiyonu verildiginde, bir 2 Srnek uzayi, oT7c "o
Y(t):Q = E tesadiifi deiskenleri, (R,P) bir olasilik uza-
y1 olatak.gsekilde { lizerinde bir P olasilik &6lglimii; ve -
durum uzayi verilen E, baglangi¢ dagrlimi verilen II(.)

ve gegig fonksiyonu verilen (P(t)) olan siirekli paramet-
reli bir MZ, Y olégturulabilir. Bdyle bir durumda Q,
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Y(t) ve Q Uzerindeki P olasilik 8lclimil genel olarak asa-
gidaki gibi kurulur :

Q = {w|w:[0,%) > E fonksiyon}
Y(t,w) =w(t),t >0,w€Q; (1.21)
ve

A = {Y(to) = io,‘Y(tl) = il""'Y(tn)“='in}(l°22)

$eklinde tanimlanmig bir olaysa, bunun olasilik dlg¢limi

P(a) = Z H(i)Pi

(£, ~0)P
i€w 0 i

. (tl"to)oonpn . (t —t

)
i 011 | i i n n-1

0 n-1"n

| (1.23)
dir(20).

Slirekli parametreli MZ‘'nde gegigler arasi zamanlar,
ardigsik olarak girig yapilan durumlar bilinmek lizere
birbirinden kosullu olarak bagimsizdir. Ayrica: herbir
durumdaki.konaklama(bekleme).zamanl,parametresi bulunu-
lan, yand girig yapilmis olan duruma bagli bir {listeil da-
§£11ma'sahiptir(23). Buna gdre i durumunda konaklamaya
.ait dagilim wi(t) : i durumunda konaklama stiresi ve

A(i) bu dajilimin parametresi olmak lizere

-A{i)~t

f(r) = A(i)e s, T 20 (1.24)

~bigiminde olur. Burada &zel olarak A(i) = w;(0) olarak: = o
alinir,., Biitlin durumlarin konaklama zamanina ait para- '~

metreleri bir matris halinde
A = Rgg(A(i)), i =1,2,...,N (1.25)

bigiminde g&sterilir. Bu matrisin tersi M ile gSsteri-

lir ve zincirin ortalama konaklama zamani matrisi olarak
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adlandirailir(23).

Slirekli parametreli bir MZ'nde ard arda giris yapi-
lan durumlar kesikli parametreli bir MZ olugturur. Bu ke-
sikli parametreli zincire slirekli parametreli MZ'nin te-

melinde yatan zincir de denilmektedir(20).

Konaklama zamanlarinin listel dadiligi ve temelde ya-
tan MZ, siirekli parametreli MZ'nin yaplslni aydinlatmada
¢ok 6nemli bir rol oynamaktadir. Agagidaki teorem bu du-

rumu Szetlemektedir.

1.5.1. Teorem : n € N, j €EE ve u € ®T o1sun.

‘TO’Tl'TZ"" ile Y = {¥(t); £t > 0} zincirinin gegis za-
manlarini ve X = {Xn; n = 0,1,...} ile temelde yatan MZ'
ni gbsterelim. Xn'= i ise, vani zincir n.adimda i duru--

mundaysa

P{Xn+l = s Tn+1—Tn >u l.'AXO""'Xn; TO,...,Tn}

-

A{i)u (1.26)

= Q(i',j)e-
_yazalabilir. Burada Q(i,j) >0, Q(i,i) = 0 ve

0(3,3) =1 olup, Q, X kesikli parametreli MZ'nin gegis
matrisidir(20).

‘Uygulamalarda siirekli parametreli bir MZ'ne ait

veriler (i) parametreleri ye Q(i,j) gegis olasilaklariy=

la verilir. Bu bakimdan 1.5.1.Teorem stirekli parametreli "~

zincire iligkin gok sayida hesaplamanin baslangi¢ nokta-
s1 olur. Yalniz zincirde emen durumlar bulunmasi halinde
" hesaplamalarda dikkatli olunmasi gerekir. Emen durumla-

ran varliginda Tn:Zincirin ge¢is zamanlara, W(t):Zincifin
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konaklama zamanlarini g8stermek lizere temelde yatan zin-
cir

X 4 = (1.27)

bigiminde tanimlanir(20).

gimdi A(i) parametreleri ve Q matrisi yardimiyla
(P(t)) gegis fonksiyonunu belirlemeye dogru bir adim ati-

yoruz.

1.5.2. Teorem : Biitlin i,j € E durumlari ig¢in
t *'Pij(tB fonksiyonu diferansiyellenebilirdir ve tiirevi
slireklidir. t = 0'da bu tiirev
.-X(i)l. i=3

a(i,§) = (1.28)
A()o(i, 3,1 # 3

ile verilir. t >~O noktasinda bu tiirev

d _ . _ g
- Pij(t) kéEA(l,k)ij(t) kZaEPik(t)A(er)
(1.29)
dir(20,23).

Yﬁkarldaki teoremde t 2 0 durumunda verilen tiirev-

ler matrisyel bigimde

d +y =

d

I = P(t)a (1.30)

olarak gdsterilebilir. Zincir homojen defilse yukaridaki
matrisyel denklemlerde A yerine A(t) yer alir. Bu denk=

lemlere fleriye ve Geriye Kolmogorov denklémleri denir.
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1.5.2. Teorem'deki A matrisine zincirin tiretici
matrisi veya gegis orani matrisi denir. tretici matrisin

Snoe¢ki tanimlanan A matrisi g&zdnline alinarak
A = AMQ-I) =-AI-Q) (1.31)

big¢iminde yazilabilecedi agiktir. A matrisinin satir top-
lami saifirdir. Bu tiir matrislere "diferansiyel matris"

de dénir.

P geg¢is matrisinin kes?kli parametreli MZ'nde oyna-
digi rolil, A liretici matrisi slirekli parametreli MZ'le-
rinde oynar(23).

A matrisine iiretici maéiis gememizin nedenini asafi-

" daki teoremden gdrebiliriz.

1.5.3.Tcorem : Herhangi bir t = 0 aninda geg¢igs fonk-

‘siyonu, A zincirin liretici matrisi almak lizere

P(t) = B (1.32)

ile verilir. Burada

ootn
e = 3 E_ av (1.33)

n=¢ *°
olarak tanimlanmistir(20).

1.5.3.Teorem'in ifadesinden de gdriilecedi gibi, A
tiretici matrisi bilindiginde (P(t)) fonksiyonu biitiin
t # 0 noktalarinda belirlenmig olmaktadir, yani biitlin
't > 0 noktalarindaki gegig olasiliklari A matrisiyle
tiretilmektedir. Bte yandan A {iretici matrisinin sifira

esit olan en az bir &zdeeri vardir. A'nin bu sifira
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eéit Szdeferlerinin sayisi A'nin temelinde yatan kesikli
parametreli MZ'nin kapali kiime sayisini verir. A'nin di-
er Szdederlerinin de 1.5.3.Teorem’'in ifadesinde gecgen
P(t) = e™'nin spektral gdsterimi digiiniildtigtinde, P(t)
ge¢is olasiliklarinda ilistel artmadan ¢ok listel bozunma-
ya {(yani azalmaya) neden olgcak sekilde negatif gercgel
kisimlara sahip karmagik(veya gergel) sayilar oldudu sdy-
lenebiiir(ZB).A

v;{t), t aninda zincirin i durumunda bulunma olasi-
1l1Jini gbstersin. v(t) biitlin durumlarin olasiliklarini
gésteren vektSr olmak lizere, bu vektdr geg¢is olasilikla-

r1 matrisiyle
v(t) = v(0)P(t) = v(0)e™® (1.34)

seklinde iligkilendirilebilir. Bu, baslangigtaki olasi-
11k dagilimi ve gegig olasiliklari matrisi bilindiginde,
sistemin gelecek herhangi bir andaki olasilik dadilimi-

ni belirleyebiliriz, demektir.

1.6. Siirekli Parametreli Markov Zincirlerinde Limit

Teoremleri

Y = {¥(t); t > 0} slirekli parametreli MZ'nin teme-
linde yatan X = {Xh; n=20,1,2,...} kesikli parametreli
MZ igin i,j € E herhangi iki durum ve A = E-{j} olmak

izere i'den j'ye k adimda (d%nemde) ilk gegis olasiliga

£, =4 ' (1.35)

ij _
k-1
{ 2P, f" .7, k
BEA ib bj

A%
X
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big¢iminde wve f?j yardimiyla "i'den j'ye herhangi bir

adimda" yada"eninde sonunda gggme” olasiliga

oofk o
f,. = Z . .
i3 5 13

(1.36)

bigiminde tanimlanair.

Bu tanimlar agsagidaki Onermede yardlmpl olmaktadir
(20) :

1.6.1.5nerme :

j € E gegigli durumu igin asagaidaki
6zellikler gergeklenir

-
3

«o

. . < = -— - i -L .. ~~
(1) Pi{é 1j(YS)ds t} =1 fijexp{ A (3) (1 fjj)]

o0

(ii) Ei[ flj(Ys)ds]

R..
=.41<00.
B

A(3)
%»v
Burada Q, X zincirinin gegis matrisi olmak {izere

o0
R= X Qm'dir.ve Rij’ i'den baglayan zincirin j'ye yap-
m=0
mas1i beklenen girig sayisaidir.

(iii) 1lim
+ - oo

P, {¥(t) = j} = lim

t—-)ao

Pij(t) = 0.

Bu Snermeyi gbyle yorumlayabiliriz :

: (i) sikkinda
A CE bir kiime olmak {izere, A'nin gdsterge fonksiyonu

1, j €A
1.(a) =
P )

(1.37)
|0, 5¢a

yardimiyla, bagslangicta i durumunda bulunan zincirin j

gegigli durumunda [ 0,%) siliresi boyunca geg¢irdigi siirenin

dagilim fonksiyonu verilmektedir. (ii) sikki i'den bag-
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layan zincirin j ge¢isli durumunda gegirmesi beklenen
siirenin sonlu oldufunu stylemektedir. (iii) sikki zinci-
rin limit dagiliminda (i,j) elemanin sifir olacagdi , vani
zaman bakimindan oldukga ileriye gidildi&inde i durumun-

dan j durumuna ge¢isin miimkiin olamayacadi belirtiliyor.

Asagidaki teorem hangi gartlar altinda zincirin 1li-

mit olasilik dagiliminin varlidini vermektedir.

1.6.2.Teorem : Y = {¥Y{t); t 2 0} indirgenemez tek-

rarli bir MZ olsun. Her j € E ig¢in

M(3) = 1im P{¥{t) = j} (1.38)

£ = oo

vardir ve Y(0) dagilimindan bagimsizdir. Zincirin limit
olasilik dagilimi, A zincirin liretici matrisi olmak {ize-

Ire

H'A = 0'
: (1.39)
ni=1

sisteminin tek ¢Sziimddiir(20,23).

fte yandan temelde yatanAkesikli zincirin limit da-

gilim:
V'Q = Vl
(1.40)
vl =1

sisteminin ¢dzimiidir ve v = (v(1),v(2),...,v(N)) ¢bzlimin-
den elde edilen v(i)/v{3j) orani "j'ye yapilan.iki giris

arasinda i'ye yapilmasi beklenen giris sayisi" olarak yo-
rumlanir. §$imdi j durumuna girigle baslayan ve yine j'ye

sonraki girigle biten bir devreyi ele alalim. Bu devre
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j'de konaklamakla harcanan ve beklenén uzunlugu l/W&j)
olan zamanaraligiyla baglar, daha sonra i # j durumla-
rinda harcaran ve herbirinin silire olarak beklenen uzun-
lugu 1/A{i) birim olan diger araliklar gelir. Yukarida
da gegtigi gibi bu i(/# j)'ye yapilan giriglerin bekle-
nen sayisi v(i)/v(j)'dir. Buna gdre s8zli geg¢en devrenin
beklenen uzunludu

1 v(i) 1 _ 1 v(i)
Y ER I € N Y ER I 16 M- X ¢ B

olur{20).
1.7. Homojen.Olmayan Markov Zincirleri, Engodiklik

Ilk kesimde gegig fonksiyonu ij(m,n)'nin j ve k'dan
bagka n'ye yada m'ye badimli olmasi durummunda MZ'ne ho-
mojen olmayan bir zincir demistik. Bu,bir bagka deyigle
Qincir kesikli oldugunda her dSnem igin dncekilerden

farkli bir geg¢is matrisinin var olmasi demektir.

Homojen olmayan MZ daha &nce verilen MZ taniminda-
o ki bzellikleri gercekler, yalnizca gegig olasiliklari
igin, sBzgelimi X = {Xn; n=20,1,2,...} bir homojen ol-

mayan MZ ise,

P{Xn = ]/Xn_l = i} = P(n,1i,3j) (1.42)
yazilabilir. Yani zincirin gegig olasiliklari bulunulan
dtneme, n'ye de badimlidxir.

Homojen olmayan MZ'lerinde hesaplamalar homojen MZ'
lerindekinin aynisidir. Ancak her ddnemin farkli bir ge-

¢is matrisi oldugundan durumlara ilk girig zamanlar:,
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durumlarda konaklama zamanlari gibi istatistiklerin he-
saplanmasi gok gliglesir. Ayni gekilde 1limit olasilik da-
rliminin hesaplanmasi da gﬁglestiéinden,bﬁ kavram ho-
mojen 6Lmayan zincifler durumunda Snemini biiylik 6lgﬁdé
yitirir. Ed nedenlerle uygulamalarda homojgn olmayan MZ'
leri ¢ok seyrek kulian:.llr(lS) . Ancé.k, biitiin ddnemlere
iligkin gegis matrislerinin dbnem indisine badli olarak
bir dizi bigiminde ifade edilebildigi homojen olmayan
zincirlerin limit olasilik daélllmlarlnln varl;él vé'Ya-
kinsakligina iligkin Snemli teknikler de geligtirilmig-
tir. Bu tekniklerden en Snemlileri arasinda "stokastik
zincirlefde'taban“, "konveks analiz ydntemiyle yaklagim"

ve "kuyruk o-cismi yaklagimi" verilebilir(24,25,26).

Biz bu kesimde ergodiklik kavrami arac;l;élyla homq-
jen olmayan MZ'nin davranisini gegisg matrislerinin yakin-
~sak11§1 yéﬁﬁnden incelemeyi ama¢liyoruz. Ciinkii ancak ya-
‘klnsaklléln varliga durumunda homojen olmayan MZ'leri igin
homojen olanlara benzer bigimde bazi yaklagik istatistik- .
sel hesaplamalar &apllabilif. Once ergodiklik kavramina

genel bir girig yapiyoruz.

i

Stokastik siireglerin birgok»sistemi tanimlamada ya-
rarli bir ybntem . olmasi igin,'bir {X(t); t =0} stokastik

slirecine iligkin gﬁzlemlerden ortalama deder fonksiyonu
m(t) = E[ X(t) |, (1.43)
kovaryans g¢ekirdegi

R(s,t) = Cov X(s),X(t)]1, C O (1.44)
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ve dagilim fonksiyonu
F(x) = P{X(t) < x} (1.45)

gibi olasilik niceliklerinin elde edilebilmesi, yani bir
anlamda Slclilebilmesi gerekir. Bu diiglircenin ardindan do-
gal olarak s6yle bir soru akla gelir : elimizde kesikli
parametreli bir {Xn; n=20,1,2,...} stokastik siirecinin
bir tek sonlu {X(n,w); n = 1,2,...,M} gézlemi veya sii-
rekli bir {X(t); t = 0} stokastik siirecinin sonlu bir
{X(t,w); 0 < t < U} gdzlemi bulunsun. Bu gdzlem bir tek

w € Q'ya aittir, yani elimizde bir tek 6rnek fonksiyonuna
‘ait sonlu bir zaman boyunca g&zlemlenmig veri bulunmak-
tadir. Elimizde birden fazla &rnek fonksiyonuna ait g&z-

lemler bulundudunda,sdzgelimi ortama deéer fonksiyonunun
n(t) == 3X(t,w,), w, € Q (1.46)
N T S ) :

seklinde, genel ortalamayla tahmin edilecegi agiktir.
Acaba elimizde bir tek drnek fonksiyonuna ait gdzlemler
- bulundugunda stokastik siirecin ortalamasini

U
x = lim sz [X{(t,w)dt (1.47)

seklinde, zamana gdre ortalamayla tahmin edebilir miyiz?

Bu problem:. ergodiklik teorisinin ilgi alanina girer(19).

Ergodiklik teorisinin udrastidi problemleri genelde

iic baglikta toplayabiliriz(27) :

(i) Hangi kosullar altinda (1.47)'yle verilen limit

vardir?
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{ii) (i) 'de sbzil gegen limitin dederi w'ya baglidir,
yani x = x(w)'dir. Bu limit deder hangi kosullar altin-

da m(t) 'ye egittir?

(iii) x(t) fiziksél bir niceligi gésteren bir isaret
(signal) oldujunda, hanyi kogullar altinda bu X(t) sii-
reci ergodiklik &zelligini gergekleyen bir siliregten g&z-

lenmig bir Srnek olarak ele alinabilir?

Ergodiklik teoremlerinden ilki duragan siireglere
aitti,ve'bﬁ teoremin tatmin edici bir matematiksel ispa-
tini 1931'de G.D.Birkhoff ve daha sonra 1932'de J.von

Neumann vermigtir(19) .

Ergodiklik teorisine daha modern anlamda s&yle yak-
lagalmaktadir(28) : L, f£ fonksiyonlarinin, ilizerinde be-
lirli 6zellikte bir ff integrali kavraminin -sfzgelimi,

. Lebesgue integrali- tanimlandigi bir sbyut uzay olsun.

Ayraca T,

T:L>L .
- (1.48)
f>y9=TE

~olan bir operatdr olsun. Ergodiklik teorisi agagidaki
6zellikleri saglayah T operatdrlerinin ™ ardistirmalariy-
la ugrasir :

(i) £ negatif olmayan bir fonksiyonsa, Tf de negatif

olmayan bir fonksiyondur, ve
1ii) vl < Jflf£].

Bu anlamda bir yaklagsima &rnek olarak, L = Lp:p.

dereceden mutlak integrallenebilir gergel degerli Slgilile-
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bilir fonksiyonlar uzayi ve T onun tizerinde tanimli ham-

perti operatdrii verilebilir(29).

§imdi homojen olmayan MZ'lerinde ergodiklik kavra-
mina donelim. Homojen olmayan MZ'lerinde Vo baglangigtaki

dagdilim olmak lizere n dnem sonraki dagilim

n = voPle...Pn ' (1.49)

bi¢iminde verilir. Burada matrislerin garpimini

TD,n = Ple...Pn (1.50)

ile g&sterelim ve bu ¢arpima zincirin "ileriye cgarpimi"
diyelim. To,n'nin zincirin n adimlik geg¢ig olasiliklari-
ni1 verdigi agiktir. Benzer bicimde homojen olmayan zinci-
rin gegi§ matrislerinin ters ydnde g¢arpimi da diiglinlile-

bilir. Bunu da

[§)

m,o =P P ...P P

ile gdsterelim ve bu garpima zincirin "geriye c¢arpimi”
diyelim. Zincirlerin geriye ¢arpimi su soruyu akla ge-
tirmigtir : Zincirin veya sistemin gu anda bulundudu du-
rum bilindiginde,sistemin zamanca daha &nceki bir anda
bulundugu durum hangisidir, veya zincirin Onceki bir 4&-
nemdeki olasilik dagillml nedir? Gergekten, bir MZ zaman-
ca ters ybnde gdzlemlendiginde de bir MZ ortaya ¢ikar(24).
Bunun bir nedeni olarak bir MZ'nde simdiki durum bilindi-
ginde, zincirin gegmis ve gelecekteki durumunun birbirin-
den bagimsizligi gdrililebilir. Homojen olmayan bir (Xn)

MZ'nin ters zinciri (Ln)'nin bir adimlik gegis matrisi
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p{X _, = 3%, =i} = (Ln)ij (1.52)

ve gok adimli gegis matrisi
= 43 = 4 = , < ,
P{xm Jlxn il = (L ., m<n (1.53)

bigiminde ifade edilir. L matrisinin elemanlar: (X )
zincirinin gegig matrisinin elemanlari, ve zincirin (n-1)

adimdaki dagilimi H(n-1) bir ®nsel dagilim bigiminde ali-

narak
N
Eﬁ(n) = P{Xn =3} = iZlﬂi(n-l)Pij(n—l,n) (1.54)
yardimiyla

Hi(n—l) .
(Ln)ji = —ﬁj_(fl—)— Pij(n-l,n), i,3 = l,...,N (1.55)

olarak belirtilebilir. Benzer bigimde ¢ok adimli ters
gegis olasiliklari II{m) Onsel dadilimi ve Pij(m,n),m < n

gegig olasailiklari yardimiyla

N .
Hj(n) = .§ Hi(m)Pij(m,n) (1.56)
i=1
olmak lizere
I, (m)P..{(m,n)
_ i ij* =
(Ln,m)ji = Hj(n) , M <n (1.57)

ile verilir. Bu tanimlar, B{m,n) = [Hi(m)/Hj(n)] i;e si-

rasiyla
L, = [ B{n-1,n) O P(n-1,n)]" (1.58)
L =[B(m,n) O P{m,n)]" (1.59)

n,m
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olarak matrislerin "benzerlik carpimiyla g8sterilebilir.
Matrislerin benzerlik garpimi, A = [aij lve B =['bij] ay-

n1 boyutlu ikt matris olmak lizere

c=aA08B=]{ aijbijl (1.60)

olarak tanimlanar.

(1.36) ve (1.57) tanimlari araciligiyla homojen ol-
mayan bir zincirin ters zincirinin de homojen olmadidi
gﬁsterilebilir(23).Yukar1daki tanimlar homojen MZ'leri
igin I = Hi]; i=1,2,...,N 8nsel dajilimiyla,

B = bij] = [Hi/nj]'~i'j~= 1,2,...,N olmak lizere bir
adimli ters gegis matrisi o

L=[(sOPT (1.61)

bi¢imini alir. Homojen MZ'nin ters zinciri homojen olma-

yan bir zincir olabilir, ve L(e) =P gergeklenir. Ozel
‘olarak
L =P (1.62)

olan homojen (Xn) zincirine "tersinebilirdir®, denir.Ho-

mojen bir MZ'nin tersinebilir olmasi ig¢in gerek ve yeter

kosul
&= lim P" (1.63)
n - oo
olmak iizere
(O0DP =[(e0I)PT (1.64)

olmasidir(1l5). Ozel olarak simetrik gegis matrisli, yani

cifte stokastik homojen MZ'leri tersinebilirdir.
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Simdi homojen olmayan zincirlerde ileriye ve geriye
carpimlarin-asimptotik davranigsina-ergodiklide donliyo-

ruz. Once ileriye garpimlardaki ergodiklige giriyoruz.

Ileriye garpimlarin asimptotik davranisinda genel-
de iki durum ortaya g¢gikmaktadir : birincisi, "bagslangig-
taki dagilimdan badimsizlik" olarak yorumlanabilecek

olan, lim TO a matrisinin satirlarinin birbirine ya~-
n —> oo r

kinlasmasi, yani birbirine egsit denebilecek bir hale 4d-

niismesi. fkincisi,birinci haldekine ek olarak lim T

n > % Q'n

matrisinin sabit bir matrise yakinsamasi. $imdi bu'kav-

ramlari daha formel olarak tanimlayalim :

1.7.1. Tanimlar : Gegis matrisleri P, = {Pij(k)},

k
i,j =1,...,N olan homojen olmayan bir MZ'ni ele alalim.
Bu zincirin ileriye garpimlari T = {t,.(p,x)},

prr ij

i,j = 1,...,N olsun.
(i) Eger r - o iken herbir i,j,s,p ig¢in

tis(p,r)—tjs(p,r) -0 (1.65)

oluyorsa, bu MZ'ne zayif ergodiktir, denir.

(ii) (i) 'deki sifira yakinsama gergekleniyor ve
tis(p,r)'lerin kendisi belirli bir limite yakinsiyorsa,

zincire gliglii ergodiktir denir(22).

Zayif ve gligli ergodikli§i incelemede bagvurulan
yvaklagimlardan biri de biiziilme katsayisi'dir. Stokastik
ortamda biiziilme katsayisi ergodiklik katsayisi olarak
adlandirilair(22). Bilizlilme katsayisi en ilkel bigimde met-

rik uzaylarda tanimlanir.
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1.7.2. Tanim : {(S,d) bir metrik uzay, £:5 = S bir

fonksiyon olsun. EJer her x,y € S ig¢in
G({f(x),£(y)) <ad(x,y) (1.66)

0 < o €1 olacak bigimde bir a € IR sabiti varsa, bu sa-
bite bilizlilme katsayisi ve f'ye de bir biiziilme ddniliglimli

denilir(30). Burada d:SxS ﬁ'IR+metrik fonksiyonudur.

Olasilik dagilimlarinin olugsturdugu kilimede tanlmléna-
bilen bilinen metrikler P.Lévy, e.k.li.s. uzakliklari ve
Ip-normlari yardimiyla tanimlanan metriklerdir{31l). Bun-
lardan P.L&vy uzakligi gbyle tanimlanmaktadir : Olasilik
éa§1llmlar1 azalmayan fonksiyonlar olduklari ig¢in
x+ty=a (- < a<= dojrusu y = F(x) ve y = G(x) gibi
herhangi iki dailim fonksiyonunun herbiriyle bir tek
noktada kesigir. Igte bu iki kesigme noktasi arasindaki
uzakliga d(F,G,a) diyelim. F ve G arasindaki Lévy uzak-
liga

d(F,G) = e.k.d.s a(r,G,a) ' (1.67)

-0 < g < oo
ile tanimlanir. Bu uzakligin metrik Szelliklerini sagla-

digi kolayca g8sterilebilir(32).

Biz ergodiklik katsayilarini (nxn) tipinde stokas-

tik matrisler lizerinde tanimlayacagdiz. Oysa {(nxn) tipin-

de matrisler nz—boyutlu bir vektSr uzayi olusturur(30,
-2

33). Dolayisiyla (nxn)'lik herbir stokastik matris IR"

de bir nokta olarak diigilinlilebilir.
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2
1.7.3. Tanim : Herbiri IR" uzayinda bir nokta ola-

rak gdrebilecedimiz (nxn) tipinde stokastik P matrisle-

rinin klimesi lizerinde tanimli olan ve 0 < 1(P) < 1 bagin~-
tisini gergekleyen herhangi bir t(.) siirekli skaler fonk-
siyonuna ergodiklik katsayisi denir. T ergodiklik katsa-

yisi ,P stokastik matrisi ve v olasilik vektdri igin
7{P) =0 ® P = 1v! (1.68)

bagintisini sadlarsa, 'Gz ergodiklik katsayisi', aksi
halde "6z olmayan ergodiklik katsayisi" olarak adlandi-
rilir{22). Burada P = 1lv' matrisinin biitlin satirlarinin
esit oldugu agiktir. Bu tiir matrisler "kararli matris"

adini alir ve P¥ = p(¥r € IN) 8zelligini gergekler.

0z ergodiklik katsayisi Ornekléeri :

n n
1 . . :
7,{P) =5 max 2 |P, -P. | = 1-min Z min(P, ,P. ),
1 2 1,5 s=1 is " js i'j A is’" js
(L.69a)
a(P) = max max IPiS-PjSI, (1.69Db)
s 1i,j3 ,
n
b{(P) = 1- Z (min P, ) (1.69¢)
s=1 i 1s
0z olmayan ergodiklik katsayisi Srnekleri :
c(P) = l-max(min P, ), (1L.70a)
. is
s i
n .
Y{(P) = min Z min(P.s,P. ). (1.70b)

i,j ss1 s 18 18

Ergodiklik katsayisinin deder araligi [ 0,1 ] kiimesi

oldujundan, her 8z ergodiklik katsayisinin "bire tamam-
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‘layani®™ bir 6z olmayan ergodiklik katsayisidir, ancak
tersi dodru olmayabilir. Buna Omek, yukaridaki ilk &z
ergodiklik katsayisi ile son 8z olmayan ergodiklik katsa-

yisi arasindaki

tl(P) = 1-v(P) (1.71)

bagintisi verilebilir.
Not : Onceleri bir ergodiklik katsayisi t1(.)
P) =1 P = 1v' (1.72)

bagantisini sadladiginda 6z ergodiklik katsayisi adini
aliyordu. Ancak daha sonra tanim, 1.7.3. Tanim'daki hale

déniigtii(34).

Asafidaki yardimci teorem metrikler yardimiyla 8z

ergodiklik katsayisi tanimlama imk&n: vermektedir(22).

1.7.4. Yardimci Teorem : D = {%'; 2 =20, 2'1 = 1}

olasilik dagilimlari klimesini ve onun ilizerinde tanimlzi
d metrigini gdzbniline alalim. Herhangi bir (nxn)'lik P

stokastik matrisi ig¢in

- e d(x'P,y'P)
T(P) e.k.li.s. CICATAD) (1.73)
x',y'€D
xFy

ile tanimlanan nicelik agagidaki Ozellikleri gergekler :

(i) P /Py stokastik matrisleri icin
<
T(Ple) \~T(P1)T(P2) (1.74)

dir.
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(ii) P stokastik matrisi ig¢in
(P) =0 ®3v €D } P = 1v' (1.75)
diir, yani P kararlidir.

Ergodiklik katsayisi tanimlamada Lprnormlarlndan da
yararlanilabilir, c¢linki bu normlar olasilik dagilimlarz
lizerinde de tanimlanabilmektedir. Lp-normlarinin analiz-

de, x € " olmak lizere

n
Ix = 2 % 1Y%, pleo (1.76a)
i=1 |
ve
flx*l, =max|x,|, p= _ (1.76b)
i 1

ile verildigini biliyoruz(30,35). Bu durumda 1.7.4.Yar-

dimci Teorem'in ifadesinde

d(x',y") = Hx'—y'ﬂp (1.77)
konursa
_ " Ix'P-y'Pll _ " (x=y)'
T{P) e.k.l.s. _WiT:§TW—' e.k.i.s. ==y T P
KI'YI €D X‘,Y’ €D
X#Y : XFy
(1.78)

veya § = (x-y) '/l (x~y)'ll birimlestirilmig vektdr tani-

miyla

T(P) = e.k.l.s. [I8'Pl (1.79)
islh = 1.
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bulunur. Yalniz burada x,y € D oldujundan, 8.8 + 0,

§'l =0 O6zelliklerini saglayan bir vektdrdiir.

Lb-normlarlyla tanrmlanmig ergodiklik katsayilara
iginde p = 1'le tanimlanan katsayi. daha onceki verdigi-
miz Tl(') katsayisina <git bir 6z ergodiklik katsayisidir

(31).

Metrik wve normlardan bagka "Hilbert izdilisel yalan-
ci1 metrigi"(36) veya kisaca "izdlisel uzaklik"{22)denilen
bir fonksiyon yardimiyla da ergodiklik katsayisi tanimla-
nabilir. Herhangi iki x,y € IR®, x >0, y > 0 vektdri

arasindaki izdiisel uzaklik

max(x./y.)
'V et) = A 4N *i¥5
d(x',y') =In mnx 7y = max Ln(~*) (1.80)
Wl i,3 3¥i

geklinde tanimlanir{22,36).

X,¥r2 € IRn, a>0,y >0, z >0 olmak tizere izdiigsel

,uzaklik
(i) d(x',vy") ?:0 : pozitiflik
(ii) a(#',y") = d(y',x") : simetriklik
(iii) d(x',y') < d(x',z') + d(z',y') : licgen egitsizligi

(iv) d({x',¥v') =0 ¢® c€ IR, c> 0 X = cy : ayni

tasiyici lizerindeki vektSrler arasindaki uzaklik sifir.

(v) d(x',y') = d(ax',by'), a,b € IR, a,b > 0 : her
vektdriin tagiyicisi tizerinde hareket serbestligi

6zelliklerini saglar(22).
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Yukaridaki &zelliklerden (iv)'sli yalnizca ¢ = 1 du-
rumunda gergeklegtirilebildiginde izdligey uzaklik bir
metrik olur. Buna 4 izdiigey uzakligini
D+ = {Zf; Z >0, 2'1 =1} kiimesi {izerinde tanimladigimiz-
da ulagiyoruz, yani {D?,d) bir metrik uzay olmaktadir(31).
Buna gore tliml sifirlardan olusan bir si{itunu bulunmayan

+ .
P € s stokastik matrislerine iligkin 6z ergodiklik kat-

sayisini l.7.4.Yardimci Teorem'e gdre

— v d{x'P,v'P)
T(P) e.k.i.s. T (1.81)
erED
X Fy

olarak tanimlayabiliriz. S+:her slitununda en az bir po-
zitif elemani bulunan matrislere "silitun erigimli matris-

ler" diyecegiz.

E.k.li.s. uzakliklariyla tanimlanan ergediklik katsa-
yilar: olasilik dagilimlarini igerdiginden uygulanabilir-
1igi yoktur. Bunun yerine Lﬁénormlarlyla verilen veya ge-
¢ig matrisinin elemanlara arac111§1yla formiile edilen kat-

sayilardan yararlanilar.

Burada son bir ergodiklik katsayisi olarak Birkhoff

ergodiklik katsayisini (22) stokastik matrisler i¢in ve-

riyoruz :
min iiﬁ—gil ' P>0
5(2) = i,jrk,1 ij le
0 ' PFO (1.82)

olmak lizere
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_ l/Z(P)

_1
T(P) —m . (1.83)

¢

Simdi ileriye c¢arpimlara iligkin ergodiklik teorem-

lerini veriyoruz.

1.7.5. Yardimci Teorem : 1{(.) bir 6z ergodiklik kat-

- ) .
sayisi olmakiizere r — o igin { 1,} nin zayif ergodikligi
Pt R .

T, ) >0, ¥p >0 (1.84)

olmasina -denktir(22).

Bazen her p = 0 igin Tp r ileriye carpimlar dizisi
H4
yerine, asil {Pk}, k > 1 dizisinin ergodiklik katsayilara

dizisine bakmakla da ergodiklik durumu incelenebilir.

1.7.6. Teorem : {Pk}, k > 1 matris dizisi verilmis

olsun. Eder

o0

X {l-c(Pk)} = 00 (1.85)

k=1

ise, bu diziden olugturulan ileriye ¢arpimlar dizisi za-
yif ergodiktir(22). Burada c{.) ergodiklik katsayisi da-

ha dnce tanimlandigi gibidir ((1.70a)).

Bu teoremden dodrudan elde edilebilecek bir sonug

gbyledir :

1.7.7.Sonug¢ : Eger {Pk}, k > 1 dizisi igin

c(Pk) < c, <1, k > 1 ise, ileriye carpimlar dizisi her

0

p = 0 igin ¢, parametresiyle geometrik oranda ergodiktir.

0

Yani her k =2 1 igin c(Pk) < ¢, <1 oldugunda, 1.4.3.Teo-

0

rem Pk(i,j) =T (i,j) ve B = ¢, ile gegerlidir.
Prr 0
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1.7.7.50onug’'ta gegen c(A) <1 6zelligini sadlayan
bir A stokastik matrisine"Markov matrisi" denir. Bu tiir
matrislerin en az bir siitunu tamamiyla pozitiftir(34).
0 halde 1.7.7.Sonug¢tun diizglin Markov matrisi olan bir
{Pk}, k 221 dizisi igin gercgeklegtidini soyleyebiliriz.
Asagidaki teoremde de ileriye ¢arpimlar dizisinin
elemanlari diizénlioldugunda zayif ergodiklik icgin yeter-

1i bir kogul verilmektedir.

1.7.8.Teorem : Her p 20, r > 1 ig¢in Tp r €6 ise
P

ve her k 2 1 ig¢in

minT P, (k) >y >0 © (1.86)
. 2 ij

1,3

ise, zayif ergodiklik her p = 0 ig¢in y geometrik oranin-
da ortaya ¢ikar(22). Burada 1.7.8. Teorem'in varsayimla-
r1 8zel olarak sonlu sayida elemandan olusan bir stokas-
tik matris dizisi i¢in de gercgeklendiginde, ayni sonucun

sadlandigir gOsterilmigtir(37).

Simdi ileriye garpimlarda gliglid ergodiklide gegiyo-

ruz. Once ilging bir tanim veriyoruz.

1.7.9. Tanim : Satir erigimli bir {Pk}, k 2 1 sto-
kastik matrisler dizisi verilsin. Bu dizi igin k = o

iken

D'Pk - D?

olacak bigimde bir D > 0, D'l = 1 olasilik vektdrili varsa,

D'ye g8re "asimptotik olarak homojendir", denir.
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1.7.10. Yardimci Teorem : y P20, r=>1 dizisi-

T
prr

nin v limit vektdriine gdre gli¢li ergodikligi, {Pk},

k 2 1 dizisinin v vektdxiine gdre asimptotik homojen ol-

masini gerektirir(22).

1.7.11. Teorem : Eger P k > 1 matrislerinin her-

k'
biri dizenli ve 0 < y <min+pij(k), k > 1 ise, {P}

dizisinin D olasilik vektdriine gbre asimptotik homojen-
1igi, k» o iken

e, —e (1.87)

k

olmasina denktir. Burada herbir ey P, matrisine karsi

k
gelen tek tilirléi belirli duragan dagilim ve e de‘{ek} di-
zisinin limitidir. Bu denk Ozelliklerden yahnizca ikisin-

den biri gercgeklendiginde D = e olur(22).

Bu teoremin bir sonucu agagidadir :

1.7.12. Sonug : {Pk}, k > 1 indirgenemez matrisler
dizisi 0 < y < min+Pii(k) , k > 1 8zelligini gercekliyor
ve bir v vektdriiyle gligldi ergodikse, k — o iken, Pk’

k 2 1l'larin tek tirld belirli olasilik dagilimlari dizi-
si ig¢in

& TV (1.88)

olur. Burada vP= v/, wv'l=1'dir.

1.7.13. Teorem :~{Pk}' k 2 1 indirgenemez matrisler
dizisi i¢in 0 < ¥y <rmintPij(k), k> 1ve t>1 olmak lize-

re biitlin r > t olan biitlin r"ler igin

Tl(Tp,r) <81 (1.89)
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oluyorsa, asimptotik homojenlik {Pk} dizisinin gligli er-

godikligi igin gerekli ve yeterlidir(22).

Asagidaki teorem de {Pk} dizisinin elemanca yakin-
sadigi bir limiti bulundugunda giiglii ergodiklik durumunu

vermektedir :

1.7.14., Teorem : k — o iken Pk -+ P{elemanca) ve

P € G, ise, Pk'nln ileriye carpimlar dizisi gligli ergo-

1

diktir ve ey 2> v limit vektdrl P'nin tek tilirlid belirli

duragan dagilim vektdriidlir(22).

1.7.15. Ornek : Gegig matrislerin 1,2,...

- —_
(ntl) $n+l)
— 1 1 1
Py 3 3 3
%’ + 2 0 % o 2
(n+1) (ntl) "~ |

olan homojeén..olmayan kesikli MZ'ni ele alalim. Bu dizi-
den .olugturulan ileriye carpimlar dizisinin ilk {i¢ ele~
maninin %l ergoéiklik katsayisina iligkin ilk besg,ondan
sonra gelen onuncu, onbeginci, yirminci ve yirmibegineci
degerleri, ve ayrica bu ileriye c¢arpimlarin satirlarinin

yakinsadigi olasilik vektdrleri agsadidadir :
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Tablo 1. fleriye Garpimlar Dizisinin Ba21°5l Katsa-

yilari ve Yakinsadigi Olasilik Vektorleri

Katsayi
No To,r11 T1,r+1 T2, rrl

1 0;75555555556 0,61111111111 0,56250000000
2 0,38888€£88889 0,25462963000 0,21333333333
3 0,16694444444 0,10760674000 0,08989654200
4 0,06640495100 0,04193475200 0,03448065400
5 0,02622026700 0,01655578800 0,01362775100
10 0,00022839691 0,00014300601 0,00011689292

15 1,9301951x10™% 1,207343x107% o,8580495x1077
20  1,6152626x10° % 1,0099029x10~° 8,3819032x10 2
25  2,6193447x10 10 3,4924597x10" 1%
Yakinsa-0,30782701 0,30782174  0,30782701
nan vek-
tdrler 0,2306829 0,23068628 0,2306829
0,46149009 0,46149198 0,46149009

Bu zincirin gegis matrisleri dizisi n-+~ igin ele-

man<a _ -
1 1
° 3 3
i = = _l. .‘]_‘ i
ili - Pn P 3 3 3 (1.21)
I 4 1
LZ 2

matrisine.yaklnsamaktadlr ve P € Gqr yani diizenlidir.Do-
layisiyla 1.7.14.Teorem geregi {Pk} dizisi qli¢li ergodik-
tir. Gergekten, yukaraidaki tablo incelendiginde ileriye
carpimlarin satirlarinin yakinsadidi olasilik vektdrleri

P'nin duragan dagilim vektdrii

(1.92)
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vektdriinden ¢ok farkli defillerdir. Benzer olarak

1lim T ve lim matrislerinin satirlarai da

T
r - oo 15,r r ~ o 25,r

P'nin duragan dagilimindan ¢ok farkli olmayan

Vis T (0,30776703; 0,23072131; 0,46151166) (1.93a)

ve

Vog = (0,3077365; 0,23074087; 0,46152262) (l.93b)

vektOrlerine yakinsamaktadir. Ustelik bu vektSrler P'nin

durajan dagilim vektdriine 8ncekilerden daha yakindir.

§imdi geriye carpimlarda ergodiklik kavramina geg¢i-
yoruz.Geriye carpimlarda zayif ve gligld ergodiklik kav-
ramlari ileriye carpimlardakine benzer bigimde tanimla-
nir. Ancak gefiye carpimlarda bu iki kavram birbirine
denktir, yani geriye g¢arpamlarin zayif ergodiklidi elde
edilince giiglii ergodiklik de elde edilmis olmaktadir.

Agadidaki teorem bu durumu yansitmaktadir :

1.7.15. Teorem : U_ ., T =0, k & 1 geriye garpim-
14

lari igin zayif ve gﬁglﬁ ergodiklik denktir(22,38).

1.7.16. Tebrem : Eger her r 2 0, k 2 1 i¢in

Ur,k € G, ve her k ?=l igin

min P, (k) >y > 0 (1.94)
e 1|
1,7

ise, biitlin r = 0'ler ig¢in ergodiklik y geometrik oraniy-

la elde edilir(38).

Bu teoremin dedigik bir bigimi agsagidadir :
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1.7.17. Teorem : P, nxn tipinde sonlu sayida sto-

kastik matrisin olugturdugu kiime, ve her k = 1 igin
P, € P(i = 1,2,...,k) matrisleri igin

= E i j = * o0
Uk,D PkPk_l...P1 G1 olsun. Bu durumda i,j i,2, y
clmak Hzere

\

mk. oliri)=v gj)‘g aﬂn/mﬂ' n=>1 (1.95)

olacak gekilde bir m > 1, 0 < a <1 sayilari ve bir
v'l =1, v 2 0 olasilik dagilimi vardir. Burada [x], x'in

tam dederidir(37).

Asagidaki teorem higbir Snsart koymaksizan ergodik-

1ikx durumunu incelemektedir.

1.7.18. Teorem :'Ur x geriye c¢arpimlar dizisi ergo-
. 7

diktir ©® r = o jken

U, >1lvg , k>0 (1.96)

r,k

olacak sekilde bir tek v_, n >0 olasi1lik dagilimlari

dizisi vardir(22).

1.7.14.Teorem, geriye garpimlar dizisi igin de dog-
rudur(38), ancak Ur,k geriye cgarpimlar dizisinin satir-
larinin yakinsadi§i vektdr, ileriye garplmlar dizisinde-
ki gibi tek tiirlii belirli de§ildir ve baglangi¢ ddnemine

baglidir(22).

1.7.19. Ornek : 1.7.15.0rnek’te verilen zincirin ge-

riye garpimlar dizisini ele alalim. Bu dizinin ilk {i¢ ele-
manina iligkin ergodiklik katsayilari ve satirlarinin

yvakinsadidi olasilik vektdrleri asagidadir.
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Tablo 2. Geriye'garplmlar Dizisinin Ba21751 Katsa-

yilari ve Yakinsadigi Olasilik Vektdrleri

Katsayl.ﬁ u u
No 50, 50-r~1 49,49-r-1 48,48-r-1

1 0,16693367000 0,16694469000 016695641000
2 0,06959491300 0,06960126200 006960802100
3 0,02554240700 0,02554581400 002534944600
4

0,01006971200 0,01007142300 0r01007325100
5  0,00381242020 0,00381326450 ©r00381416750
10  0,00003213884 0,000032i5860 000003218022

-7
15 2,7107308x10~ ! 2,7165515x10~ ! 2r7214932x10
| -9
20 2,4156179x10"° 2,2409949x10 2 2,3865141x10
25  3,4924597x10 1% 8
. yakinsa-0, 35248125 0,41174139 0,35248125
nan vek-
térler 0,19906881 =  0,15431999 0,19906881
0,44844995 0,43393863 0,44844995

Tablodan da g&riilecedi gibi yakinsanan vektdrler
geriye carpimlarinin bag?!angig, ddnemine ba§li olup birbi-

rine yakin dedildir, ve ayrica lim P_ = P matrisinin
.n—>00

duragan dagilimindan da farklidirx. Bu, 1.7.18.Teorem'i
dogrulamaktadir. Dolayisiyla Ur k geriye c¢arpaimlar di-
4

zisi ergodiktir.

1.8. Nedensel Matrisler-Kesikli Durum

Bu ilk b&liimiin son iki kesiminde son yillarda Markov
sfireglerinin &zelliklerini incelemede kullanilan neden-

sel matrisleri ele alacagiz.
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Nedensel matrisler Markov siirecinde, durumlarin oy-
nadigi rol bakimindan zaman i¢indeki etkinlidini g&ste-
rir. Bu yﬁzden bir g&¢ galigsmasinda nedensel matrisler
bdlgeler arasi rekabetin ve dinamidin yapisina dikkate
deder bir bakig agisi getirir. Dolayisiyla bu matris}er
bélgelerarasi gegitli bagimlilik etkilerine iligkin di-
namigi ortaya g¢ikarmada cekici bir gergeve oclusturmakta-
dir{39). Nedensel matrislerin istatistiksel agidan ®nemi,
birvdenge durumunun-varlidi ve karakteri iizerine dikkat
cekmesidir(40). Bir bagka deyisle bu matrisler b&lgeler-
arasi slireglerin denge durumunu da ortaya koymaktadir.
Bunun yaninda nedensel matrisler, homojen olmayan zincir-
lerin yakinsaklik 8zelliklerini belirlemede de yardimct
olmaktadir. Sﬁzéelimi, N.Pulman ve G.Styan sabit neden-~
sel matrisli homojen olmayan kesikli parametreli Markov
zincirlerinin yvakinsakligini bu yolla iﬁcelemislerdir

(39,41).

G6¢ olayinda varig yerlerini birbiriyle kargilastir-
maya yarayan "rekabet eden varig yerleri® ve gikig yerle-~
rini birbirleriyle karsilagtirmada kullanilan "rekabet
eden ¢ikig yerleri" kavramlarina badli olarak nedensel
matrisler, sirasiyla sa§ ve sol nedensel matrisler olarak
tanimlanir. P(n), n.dSnemdeki gegig matrisi olmak {izere

sag nedensel matris
R =pm e + 1), (1.97)

ve s0l nedensel matris de

¢ =p(n + 1P(n) "L (1.98)
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ile tanimlanir.Bu matrislerin tanimli olabilmesi igin

P(n) 'nin singular olmayan bir matris olmasi gerekir.
Gergekten P(n) hemen hemen biitlin g&¢ uygulamalarinda
singular olmayan bir matristir, ¢linkii "k&gsegensel olarak
baskin®"dir, yani Pii > 0,5'tir, ve L.McKenzie k&segensel
olarak baskin matrislerin singular olmadidini gbstermig-

tir(39).

Bir nedensel matrisin elemanlari gegigs matrisindeki
degismeler ve gecgis matrisinin kofaktdrleri yardimiyla
ifade edilebilir(39). Bu bdlgelerarasi bagimlilik etkile-
rini yorumlamada ¢ok yararlidir. Buna g&re bir séﬁ neden-

'sel matris igin

((n) (1.99)

€ = ij(n + II.)—Pk:j

kj
s&zkonusu dedisme ve Aki,P(n) matrisinin (k,1i) indisli
kofaktdrii ve |P(n)|, P{n)'nin determinanti olmak {izere

kOsegen haricindeki elemanlar

Cis = E sijki/lp(n)[ © (1.100)

ve O0zel olarak k8segen elemanlari

ciy =1+ 12 ekiAki/fP(n)l (1.101)

olur. Bu durum matrisyel olarak, A kofaktdrler matrisi

olmak {izere

R

CY=1I+A'(P(n+ 1)-P(n))/|P(n)] {1.102)

bigiminde ifade edilebilir(1.100). formiiltinde A, ./ [P(n)]
sabitleri birer tarti olarak goriilebilir, ¢linkfi stokas-

tik bir matrisin tersinin satir toplami da 1 oldugundan
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% Ak. = [P(n) | 'dir.

1

Simdi C; 5 terimlerinin yorumuna gegelim(39): €43
terimlerinin biitlin k bSlgelerinin etkilerine gqdre i b&l-
gesinin, bir g&¢men varis yeri olarak j bSlgesinin degi-
sen cekiciligi {izerine etkisini g8fsterdigi diislinlilebi-
lir. i bblgesine ait etki de pij'deki dedigmelerle dogru-«
dan ifade edilebilir. j, i ile yiiz ylize daha gekici olur-
sa, eij pozitif olacaktir. Bununla birlikte j'yle yliz yil-
ze diger bSlgelerin rekabeti de dedigirse, bundan i'nin
j'nin degisen g¢ekiciligine olan katkisi da etkilenecek-

tir. e, . > 0, k # i igin i'nin j'nin artan g¢ekiciligi

kj

izerine olan g&reli etkisi azalacaktir. Tersine ¢ <90,

kj
k# i olursa, i'nin j lizerine g8reli etkisi artacaktair.

i'nin j'nin degigen g¢ekiciligi {izerin e harcadigi toplam
etki, dojrudan ve dengeleyen veya artiran etkilerin tar-

t1l1 toplamidir ki, buradaki tartllar yukarida kofaktdr-

ler araciligiyla olusturdugumuz.tartllardlr.

Tartilarin rolﬁnﬁ daha iyi anlamak ig¢in kdsegendeki
Ay kofaktdrlerini ele alalim. |P(n)| degeri temeide
k&segendeki elemanlardan etkilendiginden, [P(n)| dege-
riyle sistemde sergilenen hareketlilik arasinda ters bir
iligki vardir. Bu ylizden herbir Aii'nin i'nin sistemin
geri kalan kismina gbre Onemini gdsterdigi dliglinlilebilir.
Buna gdre, gdreli olarak yliksek bir Aii dederi, i b&lge-
sinin sistemin geri kalan kismina gbre daha hareketli ol-
dugunu gbésterir. Bir bagka deyisgle bu, i bdlgesi sistemin

yapisinda snemli bir rol oynuyor,demektir.
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Yukarida verilen kavramin bir sonucu olarak "biitlin
b8lgelérin bir varis yeri olan j iizerine toplam etkisi”

sbyle verilebilir :

gj = ? cij =1 +] E(ekj‘z Aki)/lP(n)ll. (1.103)
i k i :
Bu gj degeri, "j varig yerinin gekiciligindeki top-
lam deéisiklik“ olarak da yorumlanabilir. Bu durumda l'den
biliylik bir siitun toplami artan g¢ekiciligi, 1'den kiigiik bir

topiam azalan c¢ekiciligi gGsterir(39).

Bir CL matrisinin yorumuna gglince, bu matrisin ele-
manlari ¢ikis b8lgelerinin varis b8lgelerini g8¢ vererek
 ne derece destekledidini g®sterir. Buna gdre CL nedensel
matrisinde bir i.sﬁtun toplaminin 1'den biiylik olmasi b&l-
genin diJer ¢ikig yerlerine gdre niifusunu tutma yetenegi-
nin arttigini, 1l'den kiiclik olmasi kiigtik Gdldugu derecede

g6cli destekledigini g&sterir(39).
Sol nedensel matrisler igin (1.102) esitligi

ch =1+ (®(n + 1)-P(n))a'/|P(n) | (1.104)

bigimini alir. Sa§ nedensel matrislerde olduju gibi sol
nedensel matrislerde de Ay kofaktdrlerinin "rekabet
eden ¢ikig yerleri" kavramina bagli olarak yorumu veri-

lebilir.

CR ve’CL matrislerinin &zdegerleri birbirine egit-
~tir, ve bu 6%dé§erlerin sistemin yakinsaklik Ozellikle-
rini incelemede Snemli bir yeri vardir(39,41). Nedensel

matrisin dzdederlerinin hepsi mutlak degerce llden kiigik-
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se Markov zinciri bir Bernou.ili slirecine yakinsar, dola-
yisiyla go¢ bakimindan herbir b&lge niifusunun kararli ka-
lan bir oranina ulasir. En az bir &zdeger 1'den bliyiikse
zincir iraksar, yani birden fazla yutan durum(bdlge) var-
dir. En biiylik 6zdeder 1l'e esit oldugunda sistemin gelecek-
teki durumu ig¢in ikinci bliylik 8zdeger yakinsaklik oranini
verir. lkinci biiylik Szdefer l'e yaklastikca sistemin ya-
kinsakligi artar(hizlanir). Ilk 8zdeder yukarida anlatil-
dig1 gibi sistemin yakinsakliginin bir 8l¢iisii oldugundan

sistemin "kararlilik indeksi" olarak da adlandirilair.

Ozet olarak, sistem diizeyinde CR ve CL nedensel mat-
rislerinin basit olarak sistemin ayrintili yapisal degi-
sikligine iligkin iki tamamlayaici tasviri oldufu sSylene-

bilir(39).
1.9. Nedensel Matrisler-Siirekli Durum{42)

Nedensel matris tanimi silirekli parametreli Markov
zincirlerine de genigletilmigtir. Ancak siirekli paramet-
reli halde geligtirilen ve heniiz ilk tanim olan sabit ne-
densel matrislerdir, ve bu &zelligiyle "slirekli paramet-—
reli sabit nedensel matrisli Markov zincirleri" sinifini
ortaya c¢ikarmigtir. Benzer olarak Snceki kesimde kesikli
parametreli sabit nedensel matrisli Markov zincirlerinden

s0z edildigini hatirlatalim.

Bu kesimde ele:alacadimiz siirekli parametreli Markov
zinciri homojen olmayan bir zincir, yani P(s,t) # P(t-s)
olan bir zincir olacaktir. Bu durumda firetici matrisin

verini
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P(t-h,t-k)-I
h + k

Q(t) = lim (1.105)

h'(-k.‘-> 4]
{h=0 veya k=0}

ile tanimlayacadimiz “"siddet matrisi" alacaktar..

1.9.1. Tanim : Siirekli parametreli bir X{t) Marckov

zinciri ig¢in--e§er varsa- sabit nedensel matris asagi-

daki &zellikleri gergekleyen bir C(s,t) matrisidir :
(i) c(s,htk) = c{s,h)C(s,k), {s,h,k} C [0, )
(i1) 0 < s < t olmak {izere P(g,t) gegis fonksiyonu
P(s,t) = P(s-h,t-h)C(t-s,h), 0 < h < s (1.106)
bigiminde yazilabilir.

Agagidaki teorem sabit nedensel matrisli bir Markov

zincirinin giddet matrisi ig¢in bir ayrigim vermektedir.

1.9.2. Teorem : X(t) Markov zinciri sabit nedensel

matrisli bir zincir olsun ve C(s,t) nedensel matrisinin
birinci mertebeden kismi tiirevleri tanimli olsun. Bu du-
rumda, C ve Q iki siirekli paramétreli homojen Markov zin-
cirinin {liretici matriéi olmak lizere X{(t)'nin gsiddet mat-
risi

Q(t) =tc t g (1.107)

bigiminde yazilabilir.

Bu teoreme gbre giddet matrisinin zaman parametre-

sine gfre lineer oldugu s®ylenebilir.

1.9.2. Teorem'de gegen C ve Q matrislerinin degJig-

meli oldugu, yani CQ = QC oldu§u durumda, sabit nedensel
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matrisli Markov zincirlerinin indirgenemeziik ve ergodik-
lik 8zellikleri kesikli parametreli homojen Markov zincir-
lerinin kargi gelen Szellikleriyle kolayca belirlenebil-
mektedir. S&zkonusu durumda -
Q= {qij}, e.k.ﬁ.s.{iqil]} <g<e®veC = {Cij}'

i €E
e.k.t.s.{|c;, |} < c <o olmak tizere

i €E
P=I+0Q/gve R=1I+ C/c (1.108)

matrisleri sirasiyla X(n) ve ?(n) ile g&sterecegimiz ke-
sikli parametreli homojen Markov zincirleri yardimci ol-
‘maktadir. Bilindi§i gibi bu kesikli zincirler iiretici

- matrisleri sirasiyla Q ve C olan siirekli homojen zincir-

lerin temelinde yatan zincirlerdir(20).

Asagidaki teorem ve sonuglar X(t) zincirinin indir-

genemezligi igin gerek (ve yeter) sartlari vermektedir.

1.9.3. Teorem : X(t) indirgenemezdir < PR kesikli

indirgenemez homojen bir Markov zincirinin geg¢is matri-
sidir.

1.9.4. Sonug¢ : Eger §(n) veya Y(n) indirgenemezse,

X(t) de indirgenemezdir.

1.9.5. Sonug¢ : X(t) indirgenemezdir 9'% (P + R) ke-

sikli indirgenemez -homojen bir Markov zincirinin gegis

matrisidir.

C ve Q defigmeliyken, P ve R de degismeli olur ve bu

durumda X{t) nin ergodikligi igin X(n) veya Y(n)'den bi-
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rinin ergodikligi yeterlidir. Agsagidaki teorem bu durumu

ifade etmektedir.

1.9.6. Teorem : i(n) veya %(n) bir Il 1imit dagili-

miyla ergodik olsun. Bu durumda X(t) de ayni limit dagdi-

limiyla ergodiktir.

Sabit nedensel matrisli Markov zincirinin gligli er—
godikligi de X(n) ve g(n) zincirlerinin ergodikligiyle
incelenebilir. Stirekli parametreli bir Markov zincirinin
gliclii ergodikligi flal = e.k.li.s.{ Z {ai.l} normu yardi-

jee
i€E

miyla tanimlanabilir. EJer her s 2 0 igin

lim lip(s,t)-Ll = 0 (1.109)

t > o=

olacak gekilde satirlari birbirine egit bir L stokastik

matrisi varsa,zincire gliglii ergodiktir, denilir.

1.9.7. Teorem : Egder X(n) veya Y(n), T limit dagi-

limiyla giigléi ergodikse, X(t) de ayni dagilimla gligli

ergodiktir.



BOLUM 2

MARKOV ZINCIRLERINDE DURUM TAHMINLERI

2.1. Kesikli Parametreli Markov Zincirlerinde Durum

Tahmini

Biz elimizde M dSnem boyunca yidinin tilimline ait
nij(t), t=1,2,...,M : Bnceki ddnemde i durumunda olup
bulunulan t dSneminde j durumunda bulunan birimlerin sa~-

yisinin bulunmadagi, yalnizca nj(t) =X nij(t), yani bu-
i

"lunulan ddnemde j durumundaki birimlerin sayisinin var
olmasi halinde dogrusal istatistiksel modeller aracili-
Giyla durum tahminini verecediz. Bu durumda asadidaki

yol izlenir : {Xt; t € IN} ilgili MZ olmak lizere

PIX,_y = &, X, =3} =P{x__; = ilp{x,_= j]Xt_l =i}

(2.1)

esitliginde olasiligin "genel toplam kurali" ni uygular-

sak, r durum sayisi olmak {izere

r r
Ee{x__, =i, X_ =3} = T PR{X_. =ilp{X_=3|x__, = i}
i=1 t-1 t i=1 t-1 t t-1
(2.2)
r
P{Xt =3} = iilp{xt_l = l}P{Xt = Jlxt_]_ = i}

(2.3)

bulunur. Burada qj(t) = P{X_ = j} ve MZ'nde gegis ola-
siliklari tanlmlyla; son badginti

53



54°

r
qj(t) = Z g,

(t=1)Psur 3 = 1,2,00.,r (2.4)
i=1J 13 ’ ’ '

halini alir. Bu bagintida qj(t) ler yerine gergek g&zlem—
lenmig yj(t) oranlari konulsa, 1 olasilikla, yani.ylizde

yiiz olasilikla bu bagintiya gergekleyen bir pij’

i,j = 1,2,...,r gegig olasiliklari kiimesi bulunamaz. An-

cak p; i,j =1,2,...,r gegig olasiliklarinin bir hata

j’
terimi farkiyla yukaridaki bagintiyi sagladidi sOylene-

bilir. Birbaska deyigsle Ornek gtzlemleriyle ge¢is ola-

silaiklari arasinda, uj(t) hata terimi olmak lizere

r
. = Z
yj(t) x

i_lyi(t—l)pij + uj(t),,j =1,2,...,1T

(2.4)

bigiminde stokastik bir badinti vardir. (2.4) baginti-
sini, ¥y = {yj(t)}:Mxl tipinde g8zlem oranlarinin vektd-

ri, p% = (plj,pzj,...;prj):rxl tipinde tahmin edilen

geg¢is matrisinin j.siitunu, uj:Mxl tipinde hata wektori
ve Xj; Mxr tipinde

y1(0) y,(0) ...y (0)
X, = ylit—;)YZZt-l) .o yrit-l)

y, -1y, M-1) ... y (¥-1) ]

bi¢iminde bir matris olmak lizere

j' j = 1,2,...,1‘ (2"5)

olarak matrisyel bigimde ifade edebiliriz.

Bundan sonraki altkesimlerde Xj matrisi ve uj hata

vektdriine iligkin varsayimlara gbre (2.5) modelinden
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pij' i,j =1,2,...,r parametrelerini tahmin etmeye ¢alis

sacagirz.
a. Kisitsiz ve Kisitli En Kii¢lik Kareler Tahmin Edicigi

Bu tahmin edicilerde (2.5) modelinde Xj'nin ranki~
mn r oldugunu, ve ayrica wjj:MxM pozitif tanimli kOsegen
bir matris olmak {izere hata vektdrid igin

E[uj] =90 (2.6a)

ul'l=o0.w.. s € .
E[uju:l 1 jwj], 0 IR (2.6Db)

gergeklendigini varsayiyoruz. Burada gu noktayi belirt-
mekte yarar var : hata vektSrilinlin varyansinin

Efuu' ] = o1 bigiminde olmasi, yani uj'lerin esit var-
yvanslara sahip olmasi, en kiiglik kareler (EKK) tahmin edi-
cilerinin en iyi &zelliklerinin ortaya ¢ikmasi ig¢gin, &zel-
likle dogrusal sapmasiz tahmin ediciler arasinda en’kﬁgﬁk
-varyansa sahip olmak ig¢in istenir. Ancak EKK ySntemini
kullanmak i¢cin bu "varyanslarin egitligi" varsayimi gerek-

1i degdildir(2).
(2.5) bagintisini y' = (yi,yé,...,y;), p' = (pi,pé,...,pé)
u' =-(ui,ué,...,u;) ve

X = ng[Xj], J =1,2,..., (2.7)

olmak lizere daha kisa bir big¢gimde
y=Xp +u (2.8)

ile gBsterebiliriz. Burada X'in k&gegenindeki Xj matris—

lerinin tanimindan hepsinin birbirine esit oldugunu bi-
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liyoruz :‘Xl =X, = ... = Xr' Bu yeni g&sterimle hata

vektdriine iligkin varsayimlar
Elul=0 (2.9a)
Efluu' ] =2 (2.9Db)

bigimine donliglir. Burada ¥ : MrxMr tipinde singular bir

matristir. Clinkii (2.5) 'den

dir. Bu ise Z'nin satirlarinin dodrusal bagimli olmasi
demektir. Bu durumda M > r olmak lizere (2.8) modelindeki

gegis olasiliklarinin EKK tahmini igin
g =u'u = (y-%) ' (y-Xp) (2.10)

pozitif tanimli kuadratik formunu enkiiglikleyen

P = (x'x) Ix'y (2.11)

¢oziimli bir baglangi¢ ¢6zlim olarak kullanilabilir (2,6).
Burada X matrisinin yapisi geredi gegis matrisinin j.

stitunu ig¢in

~ -1 .
P. = 'X. X'y, = 2,... 2,12
5 (XJ J) 5¥50 3 1,2, /T ( )

bigiminde bir baglangig¢ ¢dziim verilebilir. Yine X mat-

risinin 6zel yapisi geredgi, E, gegis olasiliklarina ait
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r
zp =1, 1i=1,2,...,r (2.13)

j:l lJ
kosulunu gergekler(6). Ancak

0<p..<1, i, =1.2,...,r (2.14)

ij
kosulu-gergeklenmez. Bu kisiti da ele alinca problemi-

miz, I,:rxr tipinde birim matris ve G =] Il,Iz,...,Ir]

olmak lizere

p>0 (2.15a)
kisaitlari altinda

u'u = (y-Xp) ' (y-Xp) : (2.15Db)

enkiigiikleyen tahminleri bulmak, oluyor. Oysa bu problem

Gp < lr
-Gp < —lr (2.16a)
p=20
kisitlari altinda
Enb Z = (X'y-X'Xp“)P (2.16b)

fonksiyonunu eniyileyen'ﬁc‘yi bulmak big¢iminde bir dogru-
sal programlama (DP) probiemine indirgenebilir(6). Ote
yandan (2.16) modelinin duali

M

[c',-G"] \ > X'y-X"Xp® (2.17a)
2

=
Al,kz Q
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kisitlara altinda

r
= ¥ «
Enk w [Xllé] (2.17b)

..]_r
fonksiyonunu eniyilemektir. Burada Ai,lz €mr* dqual degis-
kenlerdir. ;C kisitli ¢Szimiint (2.16) ve (2.17) modelle-
rini asgqldaki gibi birlegtirerek proBlemden g¢ikarabili-
riz: Oqr0y asil modelin ve 8 dual modelin ayldk degisken-
leri olmak lizere
Gp = ;f

G'Al—G'Az + (X'X)p-B = X'y (2.18a)

pl}\llkzlallazl B > 0
kisitlari altinda

(X‘y—X'Xp)'p-Ailf + Aélr = -Aial-léaz-ﬁ'p <0
(2.18b)

fonksiyonunu enbiiyliklemek.

Ancak baglangigta kuadratik programlama (KP) prob lemi
i¢in P.Wolfe'un gelistirdidi KP igin standart simpleks
algoritmasi da kullanilabilir. XKP i¢in simpleks algorit-

mas1l agadidaki gibi kurulur(3,6).

Tablo 3. Kuadratik Programlamada Simpleks Algorit-
masina Illigkin Tablo

By Ay Ay o) ay Gy "B
ir G I

-1r G I

X'y | 6 -G* X'X -I
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b. Egitsizlik Kisitli Tartaili En Kiiglik Kareler Tah-

min Edicileri

Onceki altkesimde EKK tahmin edicilerinde hataya
iligkin kovaryans matrisi Z'nin singular oldufunu g&s-
termis, Ote yandan 2 = GZI biciminde oldujunda EKK tahmin
edicisinin en kii¢lik varyansli, yani etkin olacadini be-
lirtmigtik. Z'nin singular oldudu ve hata terimlerine
iligkin varyanslarin egsit olmadidi durumda, OSnceki ke-
simdeki EKK tahmin edicilerinden daha etkin bir tahmin
edici "tartilama" veya "agirliklandirma" yoluyla elde
edilebilir. Tartili EKK ydntemi, ¥ singular olmadiginda

elde edilebilen

p = (x'= Ix) " ix syt (2.19)

¢Szlimiinde X yerine singular olmayan bir "adirlik" veya
"tarti" matrisi koymak big¢iminde OSzetlenebilir.

Agairlak matrisleri gok gesitli olabilir. Biz burada
Monte Carlo teknikleriyle Onemli Szellikleri ortaYa kon-

mus olanlari(6) veriyoruz. Bagka afirlik matrisi Srnek-

leri igin (2) ve (3)'e bakilabilir.
Istatistiksel modelimizi tekrar yazalim :

y =Xp +tu
Elul=0 (2.20)

Elun'] =2

ve Z, k&gsegensel olmayan singular matristi.
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Agarligi belirlemede kullanacadimiz matris H:rMxrM

olsun. Modelimizi H ile seldan cgarpalim :
Hy = HXp + Hu (2.21)

Bu yeni modelin tartili EKXK tahmini

g 1

p = (X'H'HX) ~X'H'HXy (2.22)

dir.

Gergekte Z singular oldugundan hata terimlerinin
farkli varyanslarini birbirine egit olan varyanslara
dtnilistlirecek hic¢bir H'H afirlik matrisi yoktur. Bunu 86z-
de§er kavrami ve Z'nin kOsegen legtirilmesinden sOyle-
yebiliriz. Ancak tartili EKK tahmin edicisi Onceki ke-
simdeki tartisiz EKK tahmin edicilerinden daha etkin-

dir.

Agirlik matrisi belirlenirken su durumlar karsimiza
gikar : kisitlardaki denklemlerin agirliklari farkla,
denklemdeki dedigkenlerin agirliklari ayni ve kisitlar-
daki denklemlerin adirliklari farkli, denklemdeki de§is-—
‘kenlerin agirliklari farkli. Bu'iki durumu kisaca sira-

siyla, farkli~ayni ve farkli-farkli olarak ifade edelim.

Farkli-ayni adirligdi kisitsiz EKK ile uygulandiginda
elde edilen sonug, kisitsiz tartisiz EKK tahminiyle ayni-
dir{6). Yani tartilama islemini kisitsiz tahmin ediciler-
le birlikte uygulamanin hig¢bir kazanci yoktur. Ote yandan
farkli-farkli agirligi kisitsiz ERK ile birlikte uygulan-
diginda, kisitsiz EKK tahmin edicileri satir toplami ko~

sulunu gergeklemez duruma diismektedir(6). O halde tar-
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tilama iglemini yalnizca kisitli EKK tahmin edicileriyle
birlikte kullanabiliriz.

Simdi bazi &zel afirlik matrisleri veriyoruz. H mat-
risiai € IR, di:MxM (i =1,2,...,r) kSsegen matrisler ol-

mak lizere

H = KSQ(aidi) (2.23)
bigihinde olsun. Bu durumda agirlik matrisimiz

H'H = Kgg(aididi) (2.24)

olur. Simdi. tartilama islemine 8rnekler verelim :

1. Farkli-Ayni Agirliga. di =71 ve
(i),;i kisitsiz tahmin olmak {izere

a, = (u-r)/ [y;~%XB,) " (v,~% )] , (2.25)

yani, "i_denklemin fark(residual) terimine iligkin kareler

toplami b8l M-r” nin tersi.

(ii) al = W‘(i y; (8)), (-2.26)

biitlin gtzlem yapilan ddnehler {izerinden i.durumdaki bi-

reylerin oranlarinin ortalamasinin tersi.

Z y.(t) 2 y.(t)
{iii) a, = I(E——i———)(l - E—-——l---——) ]-1 (2.27)
i M M ! ‘ -

"bitliin dnemler {izerinden i.durumdaki bireylerin orta-

lama orani garpi i.durumda olmayanlar:inorani” nin tersi.
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2. Farkli-Farkli AJairlaiga.

Hata terimlerinin varyansinin ilgili durumdaki
gbzlemlerin gergek parametrik oraniyla orantili oldudu
diislinlilebilir. Ote yandan varsayimlarimiza gdre &rnek
deferleri vektdrli y = (yl(t),yz(t),...,yr(t)); paramet-
releri E(t) ve qu,(t) _olan bir multinomiyal bir
X = (Xl(t)'xz(t)""’xr(t)) vektdriiyle ayni dagilimdan
gelmektedir. Dolayisiyla herbir Xj(t), N(t) ve qj(t)‘

parametreli bir binom dagilimina sahiptir ve varyansi

Var(Xj(t)) = N(t)qj(t) (1-q(€)), (2.28)

qj(t) = 0,5'te en biliylik dejerine ulagtigindan, ilk di-
gilince
qj(t)/N(t) g qj(t) <0,5
2
gl {t) =
J

(1-q (£))/N (&) g5 () > 0,5 (2.29)

bigiminde ifade edilebilir. O halde qj(t)=< 0,5 olan

uygulamalarda agirlik matrisinin j.kOgegen elemani

alajdy = Ksg(N(t)/y;(8)), & =1,2,...,M  (2.30)

olur.

Kisitla durumlarla birlikte uygulanan tartili tah-
min ediciler tartisiz tahmin edicilerden {istiindlir. Tar-
t111 tahmin ediciler kendi aralarinda "Hata Karelerinin
Ortalamasinin Karekdkii" kriterine g&re kargilagtirildi-
ginda, Ornek hacmi biiylik iken "ortalamanin tersi" tarti-

s1 en iyi tahmini vermektedir. "Durum oranlarinin g¢arpi-
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minin tersi" tartili tahmin edici ise, diger tartil:i tah-

min ediciler kadar iyi degildir(e).
c. Genellestirilmis En Kiigllk Kareler Tahmin Edicisi

a.altkesimde hata vektdriine iligkin kovaryans mat-
risi 2Z'nin singular olusu yliziinden, bilinen EKK ySntemi
ile gegis matrisinin elemaﬁlarlnl tahmin edemiyorduk.
Z'nin singularligi satirlarinin aralarinda dodrusal ba-
"gimla olugu, dolayisiyla modelde fazla dediskenlerin bu-
lunugundan kagnaklanmaktad1r(6). Ute yandan r—-1 tane ba-
gimsi1z gbzlem vektori Yj ve r-1 tane bajimsiz parametre
vektori pj vardir. O halde diger r-1 bajimsiz vektdre ba-
gimli olan r.vektdre ait denklem sistemden c¢ikarilabilir.
Modelimizde genelligi bozmayacagindan, (2.5) denklemin-~-

den son satiri ¢ikarirsak indirgenmis modeligiz
yx = Xxpx + u
E(ux) =0 ' (2.31)
E(uxu;) = Ex

bi¢iminde yazilabilir. Bu modelin ¢&ziimi, I.srxr tipinde

birim matrisler ve R = [Il,Iz,...,Ir_ij olmak lizere

P 20 (2.32a)
kisitlari altainda

-l
-— ' —
(Yx Xxpx) Ex (yx Xxp ) (2.32b)
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fonksiyonunu enkli¢gliiklemektir. Bu KP problemi de istenir-
se kisitli EKK y6ntéminde oldugu gibi bir DP problemine

doénligtiriilerek ¢dziilebilir.

Modelden ¢ikarilan r.parametre vektOriinlin tahmini

de, §x, (2.32) probleminin ¢8ziimli olmak {izere
p, = lr - Rg, (2.33)

seklinde elde edilebilir.

Bu tahmin edicide ¥, dolayisiyla 2x matrisi yq
oranlarinin, 6 ortalamasi qj(t) varyanslari
qj(tﬁ l—qj(t)]/N(t) ve kovaryanslari —qi(t)qj(t)/N(t)
.olan bir multinomiyal daglllmdan geldigi varsayimina

dayanilarak olugsturulur,
d. Minimum Ki-Kare Tahmin Edicileri

Onceki altkesimlerdeki gibi, M d&neme iliskin
elimizde bulunan yj(t) oranlarinin parametreleri qj(tLN(t)
olan bir multinomiyal dagilimdan geldigini varsayalim.
Ayrica ilk altkesimde bu qj(t) olasiliklarinin birinci
dereceden bir Markov siirecinden geldigini varsaymisg
ve yj(t) gdzlenmis oranlariyla arasinda |

seklinde bir bagdintinin varli§ini belirtmistik.

{

Gozlemlenmis oranlar yj(t)ﬂlerle teorik oranlar
qj(t)'ler arasindaki farkin Ornekleme hatasindan kaynak-

landigi diisiinlilebilir. Buna dayanarak N(t)yj(t) gbzlem—
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leanmig frekanslar ve N(t)qj(t) teorik frekanslarinin uy-

gunlugu, N(t)qj(t)‘# 0 olmak kosulu altinda

, _ A 2
2 M r [N(t)yj(t)-N(t)qj(t)]

X4 = 2 1
t=1 j=1 TNﬂwqﬂtH

(2.35)

M(r-1l) serbestlik dereceli ki-kare istatistidiyle sanana-
bilir(43,44). Ayni istatistik enkiigiiklenerek gecgis olasi-
laklari igin bir tahmin elde edilebilir. Bu tahmin edici-

ye "minimum ki-kare (MKK) tahmin edicisi" diyecegiz.
Gergekten (2.35) ifadesi y% =»{yj(l),yj(Z),...,yj(M)],
‘y; ==[yi,yé,...,y;_l], Xxpxi= {qj{t)}, j=1,2,...,-1,

t=1,2,...,M olmak lizere

x* = (yx_xxpx)'z;l(yx—xxgx) (2.36)
bigiminde yazilabilir. Burada E;lzﬂ(r-l)xM(r—l) tipinde
bir kdsegen matris olup

: y 3
qj(t) q (t)

t=1,2,...,M (2.37)

=1 = Ksg [

a2 = 1,2,...,1‘—1;

bigimindedir.
(2.36) modelini dogrudan enkiiglikleyen ¢6zlim

S = -1 zloy-1_ ‘
P, (szx Xx) szx Y, - (2.38)

kisitsiz en kiiglik ki-kare tahminini verir. Kisitli ¢dzim,
(2.36) modeline R = [Il,Iz,...,Ir_ll olmak tlizere
Rpx < lr

Px>or -~ (2.39)
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kisitlari eklenerek bulunur. Burada elde edilen ki-kare

¢6ziimli genellegtirilmig EKK tahmin edicisiyle aynldlr(G).

Uygulamada elimizde genelde qj(t), j=1,2,...,r;
t =1,2,...,M deferleri bulunmadigindan, E;l matrisinde
bu degerler yerine yj(t)'ler konur ve tahmini olan 5;
elde edilir. Bu islem (2.35)'i enkiliglikleyen ki-kare dege-
rinin
M -1 [N(t)y, (0)-N(t)q, ()}

0y 2
x')"= 2

(2.40)

bigiminde alinmas: demektir. Bu dederin enkiiciiklenmesiyle
elde edilen tahmin ediciye "de§igtirilmig minimum ki-kare

{DM'KK) tahmin edicisi" denilir(6).
e. En €ok Olabilirlik Tahmin Edicisi

Yine herbir dbneme iligkin yj(t) oranlarinin qj(t),N(t)
parametreleriyle bir multinomiyal dagilimdan geldigini
varsayiyoruz. Buna gdre gekilen Orneklerin dadilimi bi-
lindiginden, bilinmeyen Pij
bilirlik y6ntemiyle dé tahmin edebiliriz.

parametrelerini en gok ola-

N(t), t aninda gbzlem yapilan toplam birim sayisi,
ni(t), t aninda i.durumda bulunan g&zlenen birim sayisi

ve bunlarin arasindaki iligki

Z ni(t) = N(t) {2.41)
i

dir. Dolayisiyla herhangi bir 6rnekte herbir i durumunda

n,(t) birimin gSzlenmesine iligkin ortak dadilim
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. . r n.(t)
£n(eq(e) N(t)) = B T a0

. 3=
I n,; (£): (2.42)

olur. Burada fd(t) ve g(t), sirasayla nj(t) ve qj(t)'lerin
olusturduju vektfrlerdir. Ote yandan t = 1,2,...,M ddnem-
leri boyunca yapilan gtzlemlerin bafimsizlifini da diigli-
nerek, bu gdzlemlerde ortaya g¢ikan sonug¢larin ortak ola-

si1lik yodunluk fonksiyonu

=

' r n.(t)
rN(t). I qj(t) J (2.43)
1 1 « J=1
n,(t)!
i=1 *

f(nlg,N) =

=

t

ile verilebilir. Burada n =[n(l),n(2),...,n{M)1,

qg' ={qg{1)',q(2)',...,gM)'] ve N' =[N[1),N(2),...,N(M)]

olarak tanimlanmrigtir. Ayrica N(t)'ler belli ve ?qi(t) =1
oldugundan, nj(t)‘lerin ve qj(t)‘lerin herbir t igin yal-

niz r-1 tanesi badimsizdir. Bu ve

n;(t) = N(t)yj(t), i=1,2,...,r (2.44)

oldugu diiglinlilerek (2.43)'den olabilirlik fonksiyonu

M
Liply) = II
t=1

N{t)
Q(N(t)ym(t))!(N(t)-ZN(t)Yk(t‘l)
m k

yT X

N (t)-2N(t)y, (£)

x H(Eyi(t-l)pij)N(t)yj(t)(l‘zzyi(t-l)pik) ‘

ji ki

(2.45)

m,j,k =1,2,...,r-1, p = [Pij 1, 1,53 = 1,2,...,x(slitun vek. )

seklinde elde edilir. Sonra alisildigi lizere bu fonksi-

yonun logaritmasi alinarak,
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L1yl - -1 —_
XXZX Y, xxzx X Db, 0 (2.46)

matrisyel gbsterimine ulagilir(4,6). Bu egitlikte Xj'ler
ilk altkesimde tanimlanan gdzlem oranlarinin matrisi ol-

mak lizere

XX = Kgg{xj Ly, 3=1,2,...,r-1 (2.47)
va
2;1 1=y, 4,5 =1,2,...,-1 (2.48)

bigimindedir. yj(t) oranlarina iligkin wvaryans-kovaryans

. s . -1 . :
matrisinin tersi olan bu Zx in elemanlara

zi3 = ng[N(t)/qr(t)], i# 3 (2.49)
ve
33 = N(t) N(t) -
z Ksg {qj(t) + a2, (5) 1, £t =1,2,...,M (2.50)
dir.

Z_ bilindiginde (2.46) sistemini kisitsiz enbiiytik-
leyen ¢8zim bize en ¢ok olabilirlik (ECO) tahminini ve-
rir. Ancak olabilirlik fonksiyonunun "mod“u gegis
olasiliklarini belirleyen b&lgeye diigmeyebilir. Bu bdl-
gede bazi durumlarda olabilirlik fonksiyonunun yerel
maksimumu,bazi durumlarda da mutlak maksimumu bulunabi-
lir. Mutlak maksimuma uygun ¢&ziim b&lgesinde ulasildigin-
da,kisitsiz tahmin ediciyle kisitli tahmin edici cakigir.

Mutlak maksimum uygun b&lgede olmadiginda yerel maksimum
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gbyle aranir : (2.46) sistemine R =[I,,I,,...,I__,] ile
Rp, <1_ (2.51a)

ve

p, =0 '_' (2.51b)

kisitlari eklenerek problem yine EKK yénteminde oldugu

gibi DP ve KP ile ¢bzilebilir.
f. Bayes Tahmin Edicisi

ECO tahmin yontemi uygulanan verilerde oranlara ek
olarak bagtaki bir ddneme ait biitlin gegis olasiliklara
(pij'ler) biliniyorsa veya uygun ola51liklar Bngodriilebi-
liyorsa, bu bilgiler olabilirlik fonksiyonuyla birlegti-

rilip parametrelerin Bayes tahmini de elde edilebilir.

Biz ®nsel dagilim olarak ¢ok degiskenli beta dagi-
liminin alindigi Bayes tahminlerini verecegiz. Cﬁnkﬁ be-
ta dagilaimi goktéeéisik durumlari yansitabilen bir dadi-
l1imdir, ve ayrica multinomiyal dagilimdan c¢ekilen Ornek-
ler igin eglenik bir Onsel da§lllmdlr, vani beta Onsel
dagilim olarak kullanildiginda sonsal dagilim da bir

beta dailimi olmaktadir(45).

Yukarida anlatilanlara gdre, zincirin gegig matri-
> * > ' = ' (] e o
sinin i.satirza Py (pil'PiZ""'pir) nin Onsel dagilimi,
1 = s y e ' £ - -
a; (ail'aiz""'air) i.satirin Onsel parametreleri .ol

mak lizere
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mp,id (2.52)

ile verilebilir. Beta dagiliminin ortalama ve varyansin-

dan ¥nsel dagdilimin ortalama ve varyansini

r
) é aij/ Z2a,, = ai./ai {2.53a)

E(p.
1 j:l lJ J

J
var(p;.) = aij(ai-aij)/ai(a:.L + 1) B (2.53b)

olarak yazabiliriz. Benzer gsekilde i.satirin herhangi

iki elemani arasindaki &nsel kovaryans
: - — 2
Cov(pik,pih) = aikaih/ai(ai + 1) (2.53c)

olur. Ote yandan geg¢is olasiliklar: matrisinin’rssatlF
rinin herbirinin birbirinden bagimsiz bir Onsel dagili-
ma sahip oldufunu varsayarsak, tiim gegis olasiliklaraing

ait ortak Onsel dadilim

T
£(Pla) = T £(p,la,) - (2.54)
i=1 ~

ile verilebilir. Yine gegig olasiliklarinin mutlinomiyal
bir dagilimdan geldigi varsayimindan gdzlemlerin elimiz-

de olmasi kogulu altinda olabilirlik fonksiyonu

M

{
L(px[y) - I N(t)! X
t=1 nHN(t)ymét)]3[N(t)-2N(t)Yk(t)ll
m k
N(t)y, (t) N(£) 1-Zy, (t)]
- - T Yo -k
X ?{?yi(t l)pijI [1 ﬁ?yi(t Vpgd - '

j'k,m = 1,2,...,r-l; i = 1,2’..-,r (2055)
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olur. Bayes tahmin edicilerin istatistiksel teorisi ge-
regince, ortak o6nsel dagilimla olabilirlik fonksiyonunu
garpar ve bu garpimda nj(t) = N(t)yj(t),

r

qj(t) = -Zlyi(t—l)pij koyar ve parametre igermeyen sa-
l=

bitleri K altinda toplarsak, gegis olasiliklarina ilig-

kin sonsal dagilim

r-1
M r-1 n,(t) r-1 N(t) milnm(t)
flpin) =x{ N0 Mqg.(t) ] [1- Z gq_(t)] X
= =1 j=1 4 m=1
r-1

r r-1a.,.-1 «r-1 a,-( 2 a,, -1)
x0T nmpid [1-2p, 170 k=1 k) (2.56)

i=1 §=1 I =5

olarak elde edilir.

Gecgis olasiliklarini tahmin etmek i¢in sonsal dadi-
limin modundaﬁ yararlanacagiz. Clinkli mod civarinda di_,
ger merkezi edilim Slglilerinden daha fazla bir yigdilma
vardir. Bu iglemi yaparken 0 < pij < 1 kosulunu gdzardi

‘ediyor ve yalnizca X pij = 1 kosulunu kullaniyoruz. Buna
J

gbre sonsal dagilimin logaritmasinin Py 've gbre tlirevi

;|
alinir ve sifira egitlenirse
r-1 : r-1
t=1 q.(t) _r-1 i Py - r-1
el 1= Z g (t) J - T P,
i=1,2,...,r; j=1,2,i..,x-1 (2.57)

bulunur. Bu r(r-1l) sayida denklem agagidaki gibi matris-

yel bigimde yazilabilir (4,6) :

]
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1 1

-1 - =.‘
X p, * Z,£-Z,"Jp, =0 (2.58)

1—1_1-
XoFoe Yo K> 0o F%o

® X “x xx
Burada E;l, yj(t)'lerin varyans—-kovaryans matrisi-
nin tersi olup, ECO tahmin edicisinde oldugu gibi

2;1 =1 .31 4 ' (2.59a)

ile elemanlarr t = 1,2,...,M olﬁak {izere
=1 = Regl N(£)/q_(£)], 1 # j (2.59b)

ve

N(t) o N(t) ,

£33 = Ksg [ 1
qj(t) qr(t)

(2.59¢)

s a . -1 o
bigimindedir. 20 onsel varyans-kovaryans matrisinin ter-
sidir ve elemanlari

-1
20

il

ng{z];J]' k,j = 1,2,...,1'-1

(ai+l)/(l/Pir+l/ij)., k =3
= Ksg-
(a;+1) /P, » kX # 3, 1 = 1,2,...,r

(2.60)

bigimindedir. Yani X' kSsegeni iizerinde z%

blok halinde dizilmis, r(r-~1)xr(r-1) boyutlu bir matris-

J matrisleri

tir. Ayni boyutlu J matrisi i =1,2,...,r; j =1,2,...,r=1
ile

J = ng{(ai—r)/(ai + 1)] (2.61)
olup, k8gegeni lizerinde birbirinin ayni blok matrisler

dizilmigtir. Son olarak f:r(r-1)xl boyutlu, i =1,2,...,r;

j = 1,2'-00'r-1 ile
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£ = I(aij-l)/(ai +1)]. ' (2.62)

bi¢iminde bir vektdrdiir.

Tanimlarindan da g&riildigli gibi 2;1 ve Z.1 matris-

0
leri bilinmeyen Pij parametrelerini de igermektedir. Bu

ylizden sansal dagilimin mod deqérini su yolla buluruz :

Ex ‘ve 2;1 matrislerinde pij'ler ve ilgili- deferlerinin

—

yerine Onsel parametreleri koyarak E;l ve 201 matrisleri-

ni olusturur ve {2.58) sisteminden ilk tahmini

1

-~ = 1y 1 ‘-l _l |A";1 -_1
p (1) = (x1Z_'x! + FryhiETly, + E0he) (2.63)

olarak elde ederiz. Sonraki adimda gx(l) tahmini deger—
lerini Onsel parametreler olarak alip ayni yolla 52(2)
ikinci tahmini elde ederiz. Bu isleme 52(.) tahminleri
karérll kalincaya kadar devam ederiz. En son elde edi-
len ¢6zlim aranan mod @eéeridir. Bu deéeri‘ﬁ% ile géste-
relim.

Bu tahmindeki sonsal dadilimin varyans—kovaryans
matrisi, 5;1 ve igl, 5% vardimiyla olusturulmus matris-

ler olmak iizere

— ] A-l A"l -
vip) = (x! I 'x_+ Ity

1 (2.64)

dir.

Yukarida anlattigimiz ardigtirma ySntemi Bayes yak-
lasiminda sonsal dagilim bulunurken yapilan ardigtirma
iglemine paraleldir. p, (1) ilk goztmi 0 < pys <1 kogu-
lunu gergeklediginde, istenirse ardigtirma iglemine bag-

vurulmayabilir, ¢iinkii b6yle bir durum sonsal dagilimin
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modunun, yani mutlak maksimumunun 0 < pij=< 1,
i=1,2,...,r; j =1,2,...,r-1 kapali btlgesine diigtiliglinii
gosterir. Aksi durumda ardigtirma islemiyle s&zkonusu

kapali bbSlgeye diigsen yerel maksimumu mod olarak almig

oluyoruz.

Yukarida sonsal dagilim kurulurken % pij = 1 kosulu
3
r-1

Py, = 1- jil pij (i =’1,2,...,r) bigiminde igleme katil-

migti. Bu, Ex tahmininde r.bilegen Sir'lerin yer almamasi
demektir. Iste bu pir'lerin olusturdugu gegis matrisinin

20 ~ — o
r.slitunu p_'dan, R = [I;I,...I ;1 olmak lizere

p, = 1 -Rp_ . (2.65)
ile, ve ilgili varyans-kovaryans matrisi, V(p,l), (2.64)de
tanimlandigdi gibi olmak lizere

V(pr) = RV(px)R’ ' (2.66)

ile tahmin edilir.

Ardistirma ydnteminden baska mod de§erini gegis
olasiliklarina iliskin sonsal dagilimi dofrudan yan ko-
sullarimiza badli olarak enbiiylikleyerek bulabiliriz. Bu
problem 8nceki altkesimlerde oldugu gibi R =] Il’IZ”‘°’Ir-l]

ile

P =20 (2.67a)

kisitlari altinda



[l _1 v -l -~ -l - -l - s
(XxEx Y, szx X - + Eg £ 20 Jpx) Py (2.67b)

fonksiyonunu enbiiylikleyen §x'nh1 bulunmasina indirgene-
bilir(4,6). Problemin bu hali duali alinarak, A dual

dedigkenler vektdrli olmak lizere

-1 -1 =1 -1
~ . -
= x;{zx Yo + z;O E-Xe 3 X, Dy zoj; Jpx

R')
A =0 : (2.68a)

kisitlari altinda

A lr (%.68b)

fonksiyonunu enkii¢iiklemek haline déniigtlirilebilir. (2.67)
ve (2.68) problemleri &nceki altkesimlerde oldugu gibi
birlestirilerek, Pr ve o aylak degigkenlerin vektdrleri

olmak {izere
+ =
R.px Pr lr

1 1 1

=S R =
Xx + 20 J)px N szx Yo +Z,Tf

] 1y
R'A +(szx 0

ve
Pyr APy o =0 {2.69a)

kisitlari altinda

1 1

1y "1__1"'1 _ T 3 Y
(szx v, ¥t Zgf szx Xx?x Z, Jpx) p A1

= -a'p-~A'p_ <0 (2.69b)

fonksiyonunu en bilyliklemek olarak ifade edilebilir.

Bu problemin simpleks tablosu asagidaki gibidir(6):
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Tablo 4. Bayes Tahmin Edicisinin Simpléks Algorit-
masina:-tligkin Tablo

B, A=0 px>0 pr>0 a =0
1. 0 R I o}

R R | ' Ty—1 -1 _
szx Yo 20 £l R xxEx X, + 20 Jg| o I

g. Minimum Mutlak Sapmali Tahmin Edici

Kesikli Markov zincirinin gegis olasiliklarini tah-
min etmede yararlandigimiz dodrusal modelle gergekte

yaptiimiz ig, gegis olasiliklarina uygun olan
y =Xp +u - (2.70)

bi¢ciminde hiperdiizlemler bulmaktir. Simdiye kadar s&z
ettigimiz tahmin edicilerden ¢ok farkli bir tahmin edici
de, gercgek parametrik deferlerden sapmalarin mutlak de-
gerlerinin toplamini enkﬁgﬁkleyeﬁ tahmin edicidir. Bu
tahmin ediciye "minimum mutlak sapmalar (MMS) tahmin edi-

cisi” diyecegiz.

MMS tahmin edicisini su yolla buluyoruz :
a' = (uy(e) uy (), . enpu (£)),u, (8) = (luy (1, lug(2)] ...,

Iui(M)l) ve lrM:rM boyutlu 1'lerden olusan vektSr olmak

tizere
y =Xp +tu
Gp = 1,
p=0 (2.71a)

kisatlar: altinda

17
a lrM (2.71b)
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’

mutlak sapmalari DP yoluyla enkiigliklenir. Bunun igin

sapmalar vektdri u,
]uj(t)l = max{O,uj(t)} + max{-uj(t),O} {2.72a)

ve

uj(t) = max{w,uj(t)}—max{-uj(t),0} (2.72Db)

olduc‘jundan,u1 =lfmax{0,uj(t)}] ve u, = [max{—uj(t),O}]
olmak lizere
u = u;-u, {(2.72¢0)

bigiminde, "pozitif" ve "negatif sapma" vekt&rlerinin

farki olarak ifade edilebilir. Bu durumda (2.71) prob-

lemi

y ='XP + u,-u,

Gp = lr

pru;su, = 0. (2.73a)
kisitlari altinda

(ugp + uy) 'l (2.73Db)

mutlak sapmalarinin enkiiciklenmesi olur, Bu problemin

simpleks tablosu agsagidaki gibi diizenlenebilir(6) :

Tablo 5. En Kiiglik Mutlak Sapmalar Tahmin Edicisinin
Simpleks Tablosu

ij o 0 lrM lrM
go P ul u2

lrM 24 X I -I

m li G 0 a
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Burada m temelde olan bir yapay dediskene atanan

"cok biliylik" bir fiattir (Biliyilkk M ySntemi).

MMS tahmin edicisinde herbir g&zlemdeki sapmalar
olduk¢a farkliysa, bir basgka deyisle u degigen varyansli
ancak i¢ iligkisizse, g&zlemler k6§elerinde ui'lerin stan—
dart sapmalari bulunan bir H matrisiyle tartilandirila-

bilir. Bu, H matrisini

Y(p) = (Ha)'l_, (2.74)

bigiminde igleme katmak demektir. Bu haliyle problemimi-

zi bilitlinliyle formiile eaersek,
y = Xp + uz-u,

Gp = lr

pPrugsu, 20 - (2.75a)

kisaitlari altinda

(ul + uz)'H'lrM ' (2.75b)

fonksiyonunu enkiigiiklemek Problemin bu halinde simpleks
tablosunda &nceki verilen tablodan farkli olarak lrM ye-
rinde H'lrM yer alir. Yani tartilamayla problemin yal-

nizca fiat vektdrid 1, H'l , olarak dedismis oluyor.

2.2. Kesikli Tahmin Edicilerin Ozellikleri

Ortalama hata karenin karekdkli kriterine gdre iyilik
dereceleri bakimindan kesikli durumda kullanilan tahmin
ediciler gbyle siralanabilir(6) : Bayes, En Cok Olabilir-

lik, Genellegtirilmisg EKK, Minimum Ki-Kare,Kisitli EKK,
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Minimum Mutlak Sapmali ve Kisitsiz EKK.

Tahmin ediciler varyanslari bakimindan siralandi-
ginda da yukaridaki sonu¢ elde edilmektedir. Yani tahmin
edicilerin varyanslari EKK tahmin edicilerinden, ECO ve
Bayes tahmin edicilerine dogru kiiglilmektedir. Bunlardan
S6zellikle Bayes tahmin edicisinin varyansinin kiigiilmesin-
de, bu tahmin edicinin Ornek bilgisi yaninda ®nsel bilgi-

yi de kullanmasi etkin olmaktadir.

Ote yandan d.altkesimde de belirttigimiz gibi,tah-
min edilen geg¢is olasiliklari yardimiyla kestirilen oran-
larin ayni dadilimdan geldigi,; bir bagka deyisle gdzlem-
lenen oranlarin geg¢isg olasiliklari tahmin edilen Markov
slireci tarafindan iiretildig§i Anderson ve Goodman'in ge-
ligtirdigi ki-kare istatistigiyle sinanabilir. (43,44).
Bunun ig¢in, multinomiyal dagilimdan geldidini varsaydi-
gimiz r sayida nj(t) frekansinin asimptotik normal dagil-

digi varsayimi altinda ilgili ki-kare istatistigi

.2 _ _ - - .
X(-1)u = Z2(0 (BN (B)y; (N/N(D)y; (8)  (2.76)

bi¢iminde olusturulur. Bu istatistik bakimindan De§isti-
rilmig Minimum Ki-Kare tahmin edicisi en iyi tahmin edi-
cidir. Minimum Ki-Kare tahmin edicisi ise, yalnizca kii-

¢clik 6rnekli gbzlemler durumunda diJer tahmin edicilerden
daha biliylik olabilen ki-kare dederi verebilmektedir. Bun-
dan basgka hata vektOriine iligkin varyans—kovaryans mat-

risi bilindiginde, Minimum Ki-Kare tahmin edicisi, Genel-

lestirilmig ERK tahmin edicisiyle gakigir(6). S&zkonusu
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Varyans~Kovaryans matrisi bilinmediginde daha Once de
belirtildigi gibi Minimum Ki-Kare tahmin edicisi yerine
De§igtirilmis Minimum Ki-Kare tahmin edicisine bagvuru-
yorduk. Bu iki tahmin edicinin istatistik teorisinden "en
iyi asimptotik normal" tahmin ediciler oldudunu biliyo-
ruz (45) .

ECO ve Minimum Ki-Kare tahmin edicileri biri digde-

rinin duali olan iki tahmin edicidir.

En Snemli 8zellik olarak gsunu s8yleyebiliriz : Mon-
te Carlo deneyleriyle yapilan ve biiylik Srnekler igeren
drnekleme calismalari burada verilen biitlin tahminlerin
gergekrparaﬁetre deferlerine yakinsadigini ve normal da-

Jildiklarini g8stermistir(6).

2.3. Siirekli Parametreli Markov Zincirlerinde Durum

Tahmini
a. Girisg

Silirekli parametreli bir MZ'nin yapisini belirlemede
degigik ydntemlerden yararlanilmaktadir. Bunlar, slirekli
parametreli MZ'ni Yari-Markov siireglerinin 6zel bir duru-
mu olarak ele almak,siirekli parametreli zincirin temélin-
de yatan kesikli parametreli MZ'nden yararlanmak, ve sl-
rekli parametreli zincire ait gbzleiler dogrudan elde
edilemediginde durum uzayi E {izerinde tanimli negatif ol-
mayan bir g(.) fonksiyonuna iligkin g&zlemlerden yarar-
lanmak olarak 6zetlenebilir. Bunlardan ilki e@lan Yari-
Markov siireglerine, s&zgelimi Kolmogorov diferansiyel

denklemleri gibi, bazi gliglii analitik araglar gegerlili-
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gini yitirdiginden ¢ok seyrek bagvurulur(l2). tfkinci
yontem aragtirma konusunda yapilan g&zlemlere bagdli ola-
rak ¢ok defigik bigimlerde uygulanir. Biz OSnce bu y&nte-
min kapsamina giren bazi tahminleri éle alacagiz. Son
yaklagima da son yillarda oldukga sikga bagvurulmakta-
dir. Bu ydntemde yer alan g(.) fonksiyonlari bizi zinci-
rin "toplamsal fénksiyoneli" denilen bagka bir stokastik
slireg kavramina gbtiirmekte ve bu sliregler araciligiyla
zincire iligkin istatistikler hesaplanabilmektedir(l).
Biz bu ySntemlerin kapsamina giren bazi tahminleri ele

alacagiz.

b. Egit Zamanli G6zlem}er Halinde Durum Tahmini

A > 0 kabul edilen Srnekleme araligi olmak {izere
gbzlem deferleri X(0),X(A),X(2A),... bigimindeyse, du-

rum tahmini burada anlatildigi gibi yapilir :

Y = X(nA) gbzlemlenmis deferlerinin geg¢is olasiliklari
matrisi, A silirekli parametreli zincirin iiretici matrisi

ve N durum sayisi olmak lizere
p, =P = ze 1 (2.77)

bigimindedir(1l). Burada jA,'ler A matrisinin Szde§erleri-
dir, ve fi ve Hi' A matrisinin 51ra51yia slitun ve birim-

lestirilmig satir Szvektdri olmak tizere
B, =[B (1,301 =[£ (1L (3)] (2.78)

bigiminde tanimlanmigtir. Izdiiglim matrisi de denilen Bk'

lar
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o , n#*m (2.79)
6zelligini gergekler{33). S8zgelimi, N = 2 igin
-a a
A= (2.80)
b -b -

olmak lizere(2.77 deki matris

b _,_a _(ath)A a___a_ (atb)A
a+thb a f b atb a+hb
Py = : .
b ___b _ _—(atb)h a_, _b __-(ath)A
a¥fb atb afb a+b°®© g

(2.81)

bigimindedir. Bizim durum tahmininde yaptigimiz is N
matrisinden A matrisinde: yer alan parametrik degerleri

{a,b,...) ¢bzmek, dolayisiyla A matrisini belirlemektir.

N = 2 igin (2.80)'deki A matrisinin elemanlari (2.81)'den

+ . .
In (x) = Ln(x+) = Lnmax{x,0} olmak iizere

PA(0,1) 1 .
2 = 5.0, - ¥ Ln'[ 1-P, (0,1)-P, (1,0)
PA(orl) + P&(l,O) A A A
(2.82a)
ve .
P, (., )
= A’ 1+ !
b = 56, I FBL(L07 (& LB 1B (0, 1) A (1,0)1)
(2.82b)

olarak elde edilir{(l). Burada P,(i,j)'lerin tahminleri

nij(t):(Yk_l =1, ¥, = j) olan g&zlemlerin sayisi ve

nij = inij(t) olmak {izere

-
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n, . (%)

Ppltsi,)) = g=d—— | (2.83)

§ni3(t)

ile verilir(43).

c. Tesadiifi Dedigen Egit Aralikli Gdzlemler Halinde

Durum Tahmini

Bu halde gdzlemler yine bilinen bir Ornekleme arali-
§1, A > 0'ya gbre yapilmaya gallsllmaktadir, ancak gtzlem

slirecindeki aksamalar yliziinden arastirilan siireg

T =nA+ § (2.84)
n n

zamanlarinda g&zlenmektedir. Burada 6n'ler birbirinden
bafimsiz ve ayni dagilima sahip, X'den badimsiz ve
P{|§ | <A/2} =1 olan tesadiifi deJigkenlerdir. § 'nin
dagilim fonksiyonuna p ve, p'nun siﬁetrizasyonuna px
diyelim. p'nun simetrizasyonu, o* sbyle tanimlanir :
X,dagdilimi p olan bir tesadiifi degigken olsun. X', X'den
bagimsiz ve X'le ayni dagilima sahip bir tesadifi degig-
ken olmak lizere W = X—-X' tesadlifi degiskeninin dagilimi

p'nun simetrizasyonudur{2l,32).

Agagidaki yardimci teorem (X(Tn)) dizisi igin gegis

matrisini vermektedir.

2.3.1. Yardimci Teorem : pr, px'ln Laplace doniligtii-

riimlinli g&stermek lizere, (X(Tn)) dizisi gegig matrisi

N -AiA E
Q= Z e Lo (Ai)Bi (2.84)

olan bir MZ'dir. Burada Ai ve Bi‘ler 8ncekli altkesimde
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tanimlandi§i gibidir{l). A.F.Karr N = 2 ig¢gin yukaradaki
yardimci teoremde gegen Q matrisini vermekte ve p bilin-
diginde (X(Tn))'nin yasasinin (¥Y(t))'yi belirledigini

sbylemektedir.

p bilinmediginde 6nce gegitli ySntemlerle tahminine
gidilir ve daha sonra Q'dan yararlanarak Snceki. tahmin

durumunda oldudu gibi A {iretici matrisi tahmin edilir.
d. Poisson Zamanlarinda Durum Tahmini

Her stokastik siire¢ en az sayilabilir sonsuzlukta
bir dé§i$ken dizisinden olugtudundan, herhangi bir slire-
.cin stokastik olabihesi ig¢in de bu gsartin gérgeklenmesi,
yani bu siirecin en az sayilabilir sonsuz sayida zaman
‘noktasinda "g&zlemlenebilir" olmasi gerekir. Stokastik
slire¢gler ig¢inde gSzlemleme bakimindan Ppiéson slirecinin
ayri bir yeri vardir. Ginkili Poisson slireci [ 0,%) sonsuz
aralléinda sonsuz g¢oklukta noktanin tesadiifi dadilimini
gbsterir ve hatta bu yﬁzdeg vurgulu bir sekilde "tesa-
difi sﬁreg" veya "tam tesadiifilik modeli" olarak adlan-
dirilir(19). Bu yilizden hérhangi bir Poisson silirecinin
ortaya ¢ikig zamanlarinda, yani Poisson zamanlarinda
Markov slirecini gdzlemlemek, slirecin yapisini ortaya koy-
mada Gnemli bir yoldur. Bu tiir g6zlemleme iglemine

"Poisson Orneklemesi" de denilmektedir.

Poisson Orneklemesi gergekten incelenen stokastik

siireglerin bazi temel &zelliklerini korumaktadir(46) :
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Poisson Orneklemesi "Markov 8zelligi" ni korumak-
tadir. Yani X = {X(t); t 2 0} siirecinden Poisson Srnek-
lemesiyle Y = X(Tn) gseklinde elde edilen Y = {Yn; n € IN}
slireci bir MZ'yse, X de silirekli parametreli MZ'dir. Us-
telik Y = {Yn; n € IN} zinciri duragan gegis olasilikla-
rina sahipse, bunun X i¢in de gegerli oldufunu sdyleyebi-

liyoruz.

Poisson 6rneklemesi ayrica siireglerin duraganlik
dzelligini de korumaktadir. Yani X = {X(t); t = 0} siire~

cinde XyrXgreoor X, € IR sayilari i¢in

F(tl”"’Fﬁ) = P{X(tj) <§xj; 3 =1,2,...,n}

(2.85)

degeri yalnizca tj-t._ farklarina bagli oldudgunda,

j—-1

¢ = P{Ym+j’< xj; j 1,2,...,n} (2.86)

m

degeri, Y, = X(Tn) bigiminde Poisson Orneklemesiyle elde
edilmig, kesikli zincir icin de m'den bagimsizdir. Bunun
tersinin de dodru oldudunu Onceki paragrafta belirtmig-

tik.

X = {X(t); t > 0} gergel degerli stokastik siireg ve
1, siirekli daélllm fonksiyonu G olan {X(t)!}'den bagimsiz

bir tesadlifi degigken oldudunda, X{t) dagiiim fonksiyonu

P{Xtt) < x} = [P{X(t) < x}4G(t) (2.87)
0

olan bir tesadiifi dedisken olarak diigiinlilebilir. Ancak

X(1)'ya iligkin bu egitligin yazilabilmesi igin
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{xX(t); t = 0} stirecinin "8lg¢lilebilir"” olmasi gerekir.
Dolayisiyla 1'lar Poisson siirecinde varis anlari olarak
alindifinda, yukaridaki egitligin yazilabilmesi ig¢in g&z-
lemlenen siire¢ Sl¢iilebilir olmak zorundadir. Bu durumda
Poisson Orneklemesinden elde edilen kesikli parametreli

MZ'nin geg¢is olasiliklarini

Py T RIX(T 4) = §[X(r) = i}
= OfP{Tn+l-Tn = t}p, s (v)dt (2.88)

bigiminde tanimlayabiliriz(46). Ote yandan A parametreli
bir Poisson siirecinde Tj+l?Tj variglararasi zamanlari
yine A parametreli bir {istel dagilima sahip oldugundan

(20), kesikli zincirin gegig olasxliklary

oo

o -At
Pij 0! Ae

—

Pij(t)dt (2.89)

olur. Buradan A, siirekli zincirin firetici matrisi ve

P = [ﬁij] olmak iizere, kesikli zincirin gegig matrisi

B = faeMexp(at)at
0
= A(AI-A)"Y = AR(A) (2.90)

veya buradan siirekli zincirin liretici matrisi
A= a(1-1) (2.91)

olarak elde edilir. Burada gegen R(z)_= (zI—A)—l fonksi-
yonuna (P(t)) gegis fonksiyonunun g¢&zliclisii(resolvent)
denir(22). Her A ig¢in R()\) matrisi agagidaki 6zellikleri

gercekler(14) :
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(i) Her i,j,A igin :ij(k) =0,

(ii) A > o0 igin Arij(k) - Gij =

{(iii) Dilizenli bir MZ &¢in

k?rij(A) =1 (¥i,A)

dir.
Bu li¢ 8zellik AR(A) 'nin gergekten bir stokastik mat-

ris oldudunu g&stermektedir.

Poisson &rnekleme siirecinin A parametresi bilinme-

. diginde Nt'

termek {lizere

(O,t] araligindaki varislarin sayisini gds-—

»
f4ﬁz

A(t) = (2.92)

seklinde tahmin edilebilir(l). A parametresine ait bir
bagka tahmin "sabit parcacik sayma ybntemi"ne gdre gsu yol-
la yap11abiiir(47) : L*® jle A'nin tahmin edilecek dege-
rini g8sterelim. v, L®'1n A'dan A'nin yizde 100y'dan daha

fazla farkli olamayacadi bir gergel sayi yani
Al-y) ST <A1+ ) (2.93)

olan sayi olsun. Yine (0,t] aralidinda Poisson silirecinin

varig sayisi N, olsun. Bu durumda

t

% Nt(l_Yz) 1+

b* = ———— 1h —X (2.94)
2y 1-y

olmak {izere A'nin tahmini y'ya bagli olarak
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3
% _b
L* =2 (2.95)

ile verilir. A'ya iligkin gliven katsayisi da b*1a bagla

olarak
N,-1
p{A &D} =J X - e-x‘dx = wx(N ) (2.96)
' (Nt-l)! Ty ; *

ile verilir. Burada

Nt(l-Y)
D= - Ln In

l‘+Yth{l+Y) .1ty
2y 1-v 7 2Y 1-v !

wi(Nt} gliven diizeyinde A'ya iligkin gliven araligidar.

wﬁ(Nt) fonksiyonunun de§erleri Nt=< 40 igin tablo bigi-

minde diizenlenmigtir. N, > 40 durumunda

(4xrt - \/4Nt-l) deJigkeni yaklaglk olarak standart nor-
mal dagirlima sahiptir. Bu durumda ¢§(Nt) fonksiyonunun
degeri, Z standart normal dedigkeni ig¢in ¢(u) = P{Z < u}

olmak {izere

AN (1 + y) )
® - = 1+ vy _ ™~
VI @(/ —— tn 1Y - VT
4N, (1-v) A
_ t 1+ v —
qa(/ Lo S VAN -1)

(2.97)

ile verilir(47).
e. Ortalamali G8zlemler Halinde Durum Tahmini(1l)

Bu altkesimde A > 0 yine Ornekleme aralidimiz olmak -

lizere, silirecin tam kendi dederi olan X(nA) yerine
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1 nA
Y == [ X(u)du, . (2.98)
n Y nA-Y
y € (0,4), bigiminde (nA-vy,nA) araligi lizerindeki ortala-

ma deferini gdzlemledigimizde durum tahminini verecegiz.

Burada A ve y bilinen dederler olmak {izere

A =MAI[t/A]] = o(¥;; 0<n<I[t/AD) (2.99)

stirecin (0,t] gdzlem aralidi lizerindeki o-cebiri veya

gegmigidir.

X MZ istel konaklama zamanlarina sahip oldugundan,
bazi Yn'ler'durum uzayi E'deki durumlari deder olarak
a11r vé bu degerler X'in sonradan yap11m1§ ve Oncekileri
de kapsayan, veya tam (exact) dedigimiz g6zlemlerini ve-

rir. Bu tam g&zlemler durum tahminine temel tegkil eder.

2.3.2. Yardimci Teorem:: Y, = Xo'ln gbzlemlenebil-

0
digini ve Z0 = YO’Zl'XZ"" ardigik Yn € E deferlerini

gbstersin. Bu durumda (Zn) geglis matrisi agagida veril-

digi gibi olan bir MzZ'dir.

o, ) =MV e 1,1 2 0@, (2.100)
LeE °7Y k=1
dir. Burada
;. YoadE, .
u(i,j) = f ald)e e, (is)at (2.101)

0

ve A(i), i.durumda silirecin konaklama siliresine iligkin
istel dagilimin parametresidir. Ote yandan (2.100) for-

niildndeki Z0X(L,§) 'ler
k.
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g = (1-v)"1-1 ' (2.102)
k=1

matrisinin elemanlari olarak verilir.

Yukaridaki yardimci teoremdeki elemanlari soéyle
yorumlayabil iriz : e-A(i)Y, X siirecinin (kA-y,kA] ara-
11§1 boyunca i.durumda bulunmasi olasilidina karsi gelir.
PA_Y(i,:)-ise sonraki A-araliginin baglangicinda i.tam
gbzlem elde edildikten hemen sonra gegerli olan X'e iligkin
dagilimi verir. Uk da tam gdzlemler elde edilemeyen bir
A-araliginda siirecin k.ddnemde i - j gegislerini yapma

otasilididar. -

Bu tilir gdzlemlerde liretici matrisin parametreleri-

0
baslangi¢ dadiliminin varlidi vargayimi altinda, A lire-

nin tahmini gdyle yapilir : X MZ'nin baglangigta bir X

tici matrisindeki paramaetre sayisi s olmak lizere

s-1
A,l.= E[Yh] + A, =E [YnYn-!-l] reeesB = E{iiloynﬂ] (2.103)
tanimlariyla
(al,az,...,as) = F(Al,Az,...,AS) ) (2.104)

olugturulur. Burada Ai, i=12,...,8 deferlerinin tah-

mini Y, gbzlemlenmis silirecinden r durum sayisi ile

- 1 [e/Alr-1
Ai(t) = EE7ZI‘;k£1 ig()Yk_i (2.105)

gseklinde tahmin edilir. Burada verilen parametre tahmin-

leri £ @ o iken
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\/E(al,az,...,as) > N(0,3,23 (2.106)

'y
F)
6zelligini gergekler; yani "asimptotik normal® tahmin-

lerdir. Burada JF' yukaridaki F'dﬁnﬁsﬁmﬁnﬁn jakobyeni~-

nin (Al,...,As) noktasindaki degeridir, ve X2

Az By 0

ne k—i’?’ B =0 L...5r-1 . (2.107)
1 i=0 _

vektOriiniin limit kovaryans matrisinin A katidir. Ayrica

sbzkonusu tahminler tutarlidir.

Bu tiir gbzlemlerde durum tahmini @e oldukga zor-
dur. Bunun igin iki tane.yardimci silire¢ tanimliyoruz :
son tam(exact) g&zlemden beri gegen‘A-araliklari sayisini

gbsteren

N, = min{k; Y

_x € E} : (2.208)

ve Wh, Nn sayisina giren g6zlemlerin deferleri olsun,
yani

Wn = Y(n—Nn) (2.109)

olsun.

Durum tahmininde ayrica P{X{(t) = jiﬂ%}, j € E ola-
siliklarinin P{X{(nd) = ij%A} olasiliklari yardimiyla

belirlendiginden yararlanacagiz.

Asagidaki teoremden yararlanarak P{X{(nA) = F1H A

j € E olasiliklarini belirleyecediz.

2.4.3. Teorem : C C (1,2) U (2,3) U ... U (r-1,r)

olmak lizere
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: Y
Py{X, = 3, L s x(uwau € €} = SA(4,9.y)dy (2.110)
- 0 c

olan A(i,j,y) fonksiyonlarini, dolayisiyla y'nin matris
dederli A fonksiyonunu ele alalim. Yine y'nin matris

degerli

I(y) = Bp_ My) (2.111)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

P{X(nd) = j[X ,} =1, v =j

n.
=0, ¥, #3j, ¥ €E (2.112)
Nn-l
13 T (Yn-i) (Wnlol"'lo)
= i=0 Y €E
N -1 " n
n r(y__.)1(w)
. n-i n

dir. Burada Ay) matrisinin elemanlari X = {X(t); t > 0}
slirecinin geg¢is zamanlarina bagli olarak Bessel fonksi-

yonlari yardimiyla belirlenebilir, (2.112) formiiltindeki

oran, Lebesgue Olgilimiine gére iki yodunlujun Slgilimlerinin
Radon-Nikodym tlirevi tamamiyla bu yoJunluklarin orani

olmas1i gercegiyle birlikte yalnizca Bayes formiiliidiir.

Yukaridaki teoreme dayanilarak P{X(nA) = ijnA},
j € E olasiliklari agagdidaki gibi glincellegtirilebilir :
l.Adim : K(0) = I, r : durum sayisi olmak lizere

rxr'lik bir birim matris olarak alinir.

2.Ad1im : GYzlemlerden Wh belirlenmis ve daha sonra

Yn+l gdzlemlenmis olmak iizere
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K(n+1) =1, Yn € E ise

K(n)F(Y 1), Y & E ise (2.113)

olarak ardigik hesaplamalarla bulunur. Ayrica

= Wh, Y 1 # E ise (2.114)

olarak alinir.
3.Adim : Sonraki adimdaki gegis'ola5111klari

P{X(nt1)A) = 3% . Al | - (2.115)

K(n+l) (W _1_1'0'100’3,0,000,0)

K(n+l)(W 1,1 0,...,0)+...+K(n+l)(W 0,...,0,r)

ll
" ile tahmin edilir. Bu durumda durum tahmini
P{x(t) = jlj%x } = Z.P -n (i,3)

+ (Py_pal3ed)-Z P nA(l.n))P{x(nA) = 3|%_,}

iFj .
(2.116)

ile elde edilir.

Bu altkesimde gegen b siirecinin bir MZ olmadigina

dikkat edilmelidir.

f. Markov Zincirinin Fonksiyonu G&zlemlendiginde

Durum Tahmini{12)

{xX(t); t > 0} siirekli parametreli MZ ve durum uza-

y1 E, sonlu boyutlu olsun. Bu siirecin
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pij(t) = p{xX(stt) = jix(s) =i}, t =0 (2.117)

#

duragan durum olasiliklarinin lim P,
t—>0 "

ni sagladi§ini, yani MZ'nin standart bir gegis fonksiyo-

j(t) = sij 6zelligi-

nuna (14,20) sahip oldudunu varsayalim. Bu altkesimde g&z-

lemlerin
E(t) = g(X(£)), t > 0, ' (2.118)

bigiminde X MZ'nin kendisi degil de, onun bir fonksiyonu
oldugdunda durum tahminini ele alacadiz. Bu gdzlemlenen

slirecin durum uzayi

B = g(B) (2.119)

olsun. Ayrica

E_ =g '({a}) = {1 € E:g(i) = a}. (2.120)

ve t 20, i,j € E olmak iizere

Pyylast) =P{X(stt) = 3j, X(u) =E, ,s <u<sttlX(s) =i}

(2.121)

olarak tanimlayalim. Standart gec¢ig fonksiyonlu bir MZ

igin

ay f ~q4 = tig_o(l—pii(t))/t (2.122a)
ve

954 = tiﬂ»opij(t’/t' j#F i (2.122b)

limitleri vardir. Biz gqj'lerin sonlu oldudunu ve X zin-

cirinin



95

Zq,.=0, 1€E (2.123)
jeg

6zelligini gergekledigini varsayiyoruz. Ayrica X zinciri-
nin saddan siirekli ve X,, zincirin n.gegis(sigrama) in-

den sonra bulunduju durum olmak lizere

P{Z(1/q

= o0} = ] (2.124)
n ’ .

)
Xq

oldujunu varsayiyoruz(2.124) varsayimi hemen hemen emin
olarak Ornek fonksiyonlarinin her sonlu zaman araliginda
sonlu sayida ge¢ig(sigrama) yapmasini gerektirir. Ote
yandan sagdan slireklilik varsayim: (2.121) bagintisiyla

i veya j, Ea'nln elemani olmadzg§inda Pij(a,t) = 0 olmasi-

ni gerektirir. Buna gOre

Pla,t) = {Pij(a,t)} (2.125)

matrisini tanimlayabilixiz. Bu matris de
P(a,tt+s) = P(a,t)P(a,s) (2.126)
Chapman-Kolmogorov denklemini saglar, ve ayrica

lim P(a,t) = I (elemanca) (2.127)
t->0

gergeklenir. P(a,t) matrisi igiﬁ

_—a't'—;ég q;4Pslart), 1 € By (2.128a)
a
ve
dPik(a,t)
— T jéE Pij(a,t)qjk, k €E, (2.128Db)

a
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geriye ve ileriye Kolmogorov denklemleri saglanair.
a # b igin @(a,b) matrisini

Qik(a,b) = Qg (i,k) € E_XE,

=0 , {i,k) & EaxE (2;129)

b

olarak olugturalim. Ayrica £ = {Et; t 2 0} siirecinin
gbzlemlenmis kismi {£_; 0 < s < t}'deki gegiglerin sayi-

sina N diyelim ve p{t), elemanlari

P (£)== PIX(t) =k[E_, 0 <s <t} (2.130)

olan satir vektdri olsun.

fzleyen teorem p{(t) gegis olasiliklarinin tahminini

vermektedir :

2.3.4. Teorem : {Etf'nin Ty <1, <... noktalarinda

gecis yaptigini kabul edelims Ayrica o = £y Ve

= ET r Vv 21 diyelim. Bu durumda p(0),{X{(t); t > 0}
v
slirecinin baslangi¢ dagilimi olmak lizere,

Q
v

p(t) = pO)P(ag, 7,000y, ay) Play,T,=T1) %

.XQ&al,az)...Q(aNt_lyaN )P(aNt,t-TN )N (2.131)

t t

dir. Burada N, g¢arpim matrisinin satirlarinin toplamina
1 yvapan "normallestirme" iglemidir.

2.3.4. Teorem'den g(t) tahminleri ardigsik olarak
elde edilebilir. S8zgelimi, § , s <u < t araliginda

hig¢bir geg¢is yapmamigsa, o = g olmak iizere
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p(t) = p(s)P(a,t-s)N

bigiminde, ve Szel olarak bir T ge¢ig(sigrama) noktasin-

- da, o = ET-G' B = ET olmak {izere

p(1) = p(1-0)Q{a,8)N
bigiminde verilir.
2.4, Siirekli Tabhmin Edicilerin 6zellik1eri4

b.—e,Altkesimler'de verilen {iretici matrisin ele-
manlarina iligkin tahmin ediciler tutarli ve asimptotik
normaldir(l). f.Altkesim'de verilen ;(t) tahminlerinin
“olugturdugu {éft); t > 0} slirecinin kendisi r durum sa-
yisi olmak {izere durum uzayi [O,l]r olan bir Markov siire-

cidir(12).

Tahmin edicilerin bigimi kuvvetli olarak gdzlem
mekanizmasina baglidir.Ancak durum tahmininde en ideal
yontem incelenen silireci Poisson zamanlarinda g&zlemlemek-
tir. Bunun yaninda ﬁretici matrisin parametrelerinin tah-
mininde aranan Snemli bir 6zelligin de ardisik olarak he-
saplanabilirlik, yani 8nceki tahminlerin daha sonra yapi-
lacak tahminlerde : kullanilabilmesidir. b.-e. Altkesimler'
deki A liretici matrisinin parametreleri igin, son altke-
simde de {é(t)} gecig olasiliklari igin bu &zellik ger-
geklenmek tedir.



BOLUM 3

UYGULAMA

3.1. Girig

Go¢, nilifusun bliylikliiglini dedistiren hayati siireg-
lerden biridir. Dogal artig digsinda bir iilkenin niifusu
igin tek degigkenlik kaynagidir. Codunlukla kestirileme-
yen gb¢lin ¢aligilmasi gligtlir. G6¢ olgusu asiri ekonomik
degigiklikler ve dnemli ulusal olaylarla yakindan ilig-
kilendirilir ve demografideki diger konulardan daha faz-

la dikkat gekmektedir(48).

Farkli tanimlari olmasina radmen gd¢ olayinin ¢odun-

lukla kabul g&ren tanimi gdyledir :

"Go¢, kent, kdy gibi yerlegim birimleri arasinda
yerlesmek amaciyla ortaya c¢ikan niifus hareketlerine de-

nir "(49).

GO¢ hareketi i¢ ve dig gb¢ olmak ilizere iki kisimda
incelenir. Bunlardan ig¢ g&g¢, lilke ig¢inde bir yerden(bdl-
ge,kent,kasaba,kdy vb.) diﬁexine yerlesmek amaciyla olan
niifus hareketidir. Bir iilke sinirlarini her iki yd&nde
-igeriye veya digariya— asmak suretiyle meydana gelen
ve calismak, yerlegmek amaciyla yapilan niifus hareketle-
rine de dig g8¢ veya bazen ayni anlama gelmek iizere ulus-
lararasi gb¢ler adi verilir. Bazi amag¢lar i¢in her iki
yondeki g8g¢lerin arasindaki fark bulunur. Bu farka da

net g6¢ denir(48,49). Bunlardan bizim ilgilenecedimiz

98
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i¢ gbg¢ler olacaktuir.

¢ gb¢ hareketlerinin incelenmesine ilk kez E.G.
Ravenstein 1885'te Journal of Royal Statistical Society'
de ABD'deki eyaletlerarasi gdgii konu alan bir makalesiy-
le baglamigtir.Ayni yazar 1889'da yine ayni dergide eya-
letlerarasi gbgle ilgili bir makale yayinlanmigtir. Ul-
kemizde de 8zellikle II.Diinya Savasi'ndan sonra kente
gd¢ edenlexrin ani ve biiylikk bir artig gSstermesi sonucu
g6¢ hareketlerinin incelenmesi 5nem kazanmigtir. Bu konuda
ilk yayin verenler arasinda Sami 6ng§r ve Erol Tumegrtekin

sayilabilir(50,51).

G6¢ hareketleri bazi sosyolojik 6zelliklerin denge-
lenmesinde Snemli bir rol oynadigindan sosyal bilimcile-
rin biylik bir kismi tarafindan "toplum hedeflerine ula-
silmasinda bir arag¢"(52), veya "insan kaynaklarina ilis-
kin iiretkenligi artirmak ig¢in bir yatirim tiirii" olarak
gdriilmektedir(53,54). bte yandan gb¢ hareketlerine gere-
inden fazla iggﬁéﬁnﬁn, dolayislyla niifusun yigilmasi so-
nucu ortaya ¢ikan sorunlar bakimindan dikkat edilmesi ge-

reken bir olgu olarak bakilmasi da bir bagka gOriigtlir(55) .
3.2. Goglerin Dayandirildigi Teorik Goriisler

Cok gesitli olan teorik gd&riislerin baglicalar:i sun-

lardar :

i) Insan Kapitali. Unceden de sdylendigi gibi insan
kaynaklarinin {iretkenligini: artirmada g&g¢iin bugilinkii de-

geri, varig ve ¢ikig yerlerindeki hayat boyu kazanglarin
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bugiinkli degerleri ara51ndaki'fark, eksi goc¢ilin maliyeti-
dir. Bu kavramsal gerceve istenirse, s8zgelimi g&¢ eden-
lerin yakinlarindan ayrilmalarayla iligkili psigik fiyat-
lar gibi, g6ge iligkin biitlin maliyet ve faydalari g&z
Online alacak gsekilde genigletilebilir. Ancak en Snemli
bir etken olarak ele alinan varig yerindeki parasal ka-
zanca ait beklenti 6lclisti, oradaki is bulma olasiligiyla

garpilmalidir(53).

ii) Uzaklik ve Onceki Gtgler. Uzellikle bir y®reden
digsa olan -s8zgelimi bir ilden diger illere,bir bdlgeden
diéer bdlgelere- g&¢ incelenirken ¢ikig ve varis yerleri
arasindaki uzaklik glindeme gelir. Bir ilden yakin gevre-
de bulunan illere olan g6¢ hareketi ile uzak illere olan
gégle: farkli Ozelliklere sahiptir. Bu bakimdan g&¢ hare-
ketleri gerek yurtdisinda, gerekse yurtiginde yapilan
caligmalarda uzun uzaklikli g&g¢ler, orta uzaklikli g&g-
ler ve yakin uzaklikli g8¢ler olarak incelenmigtir. Bun-
lardan uzun uzaklikli gdg¢lerin varig yerleri genelde {l-
kenin metropol alanlari, orta uzaklikli gSg¢glerin y&neldigi
alanlar bSlge merkezi durumundaki iller ve difer tiir
gb¢li alan yerler de ¢ikig ilinin geVreéinde bulunan il-

ler olmaktadir(55).

Uzaklik kavrami bazi galigmalarda nakil maliyeti,
psigik fiyatlari ve belirsizlidi gdsteren géste;ge degig—-
kenler bigiminde "insan kapitali” yaklagimiyla da birlesg-
tirilmektedir(53). Ote yandan ®nceki gbglerin, (sonraki)

gbgler iizerindeki etkisi gdyle agiklanmaktadir : Gﬁgmen—f
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lerin biyllkk bir kismi1 tekrar gd¢ edenler veya geriye d4do-
nenlerdir. Buna gOre belirli bir bdlge ele alindiginda,
bu bSlge igine olan gbg¢lerin artmasi, tekrar gi¢ edenle-
rin digsariya gS¢lerinin artmasina neden olmasi beklenir.
Clinkii daha Once g&¢ hareketine katilmig kigiler gittik-
leri yerlerde bir gevre edindikleri igin, ayni yere tek-
rar go¢ edilmesi durumunda psigik maliyet(fiyatlar) dli-
ser. Bu ylizden bazen dnceki g&¢, daha sonra ortaya g¢ikan
digsa gb¢ olayini kestirmede kullanilmigtir. Bu kestirme
ters yonde de yapilmaktadir(56). Buna paralel bir caligma

lilkemizde 1970 sayim1 sonuglarina g&re 1965-1970 donemi

... g8¢ akimlarinin incelenmesinde yapilmigtir(57).

iii) Sosyoekonomik Etkenler. Yapilan arastirmalar
yag, cinsiyet, 1rk, editim ve meslek bakimindan g&¢ oran-
larinda farklaliklar bulundugunu géstérmigtir. Kentler
6zellikle ilk biiylime yillarinda, ve Bzellikle erkek gdg-
menleri gektiginden, cinsiyet orani [ (Erkek NiifusyKadin
Niifus)x1000] genel {ilke ortalamasinin @izerindedir. 1950-
1955 doneminde gelen gd¢ dalgalarinda da erkekler adir
basmaya devam etmiglerdir. fkinci d¥nemde 1960-1965 yil-
lari arasinda bazi kentlerde, 1965-1970 ddneminde de da-
ha bagka kentlerde gd¢menlerin cinsiyet orani dengelen-—
meye baglamigtir. Bunun yaninda erkeklerin g&¢leri geng
caligma ddnemlerinde, dzellikle 20430 yaglari arasinda
~olmaktadir ve bu yilizden hizli biiyliyen biitiin kentlerde bu
yasla;daki erkek sayisi ¢ok yliksektir. Kadinlarda ise
yaglara gdre go¢ etme oranlari efrisi daha yavas bir yik-
selige sahip olup en iist noktaya daha ge¢ yaslarda ula-

T. C.

Wiksekogretim Kurulu
Dokiimantasyon M-ries
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sir ve daha yavag bir diiglisle ¢ocuk dofurma ddneminde

erkek g6¢ oranlarinin iistiinde kalarak devam eder(57).

G6¢ hareketlerini incelemede isg imkanlarinin geki-
ciligi Bzel dikkat gekmistir. Orgtitlii etkinliklerde ga-
ligmanin ve genellikde g8¢ edenlerin galigtigi Orglitlen-
memis veya marjinal islerin her ikisinin de gekici yan-
"lari vardir. Bunlardan ilki uzun donemli, ikincisi de
gdo¢menin genellikle atlama tasi olarak gdrebilecedi kisa
ddnemli iglerdir. Ancak bu dﬁéﬁnceye paralel olarak ele
alinan ¢ikis yerindeki gelir, issizlik ve licretlerden
olusan ekonomik ko§gllar1 8lcen degigkenler siklikla an-
‘lamsiz bulunmustur(53). Benzer gekilde kentsel bir ig
edinmenin c¢ekiciligini tanimlamak ig¢in g¢gok g¢aba harcanmig
olmasina ragmen, ampirik bulgular bu olgularin kir-kent
gd¢lerinin hacmini ve y6niini belirleyecedi beklentisini

tam olarak dodrulamamigtir(57).

iv) Alternatif Firsatlar. GO¢iin modellenmesinde yer
alan bir diger ®nemli kavram da "alternatif fairsatlar"-
dir. Bu kavramin kapsami gsudur : Varis yerleri arasindan
6zel birinin segilmesi kismen alternatif varig yerlerin-
deki kogullara bagimlidair. Literatﬁrde'uygun bir altér-
natifler kiimesi tanimlanmasinda bazi uyusmazliklar olmak-
la birlikte, g&¢ akimlarina iligkin kesit-regresyon ca-
ligmalarinda bagarili sonuglar veren degigik Slgililer kul-
lanilmigtir. Bu Slglilerden bazilari en fazla niifus, en
diigik igsizlik orani, ve gikigla varig yeri arasindaki
uzakllktan daha yakin yerlerde yer alan diger biitiin bdlge-

ler arasindaki en yliksek ortalama licrettir. Ancak bu kav-
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ramlarin her biri éle alinirken uzaklik etkeninin alter-
natiflerin g¢ekiciligini azalttifini ve gbg.eden igin agi-
r1 uzakligin alternatif bdlgelere ijigkin bilgilenmeyi

sinirladigdi da g&zdntinde bulundurulmalidir(53).

v) Hayat Diizeyi. G&¢ olayini inceleyen az sayida ¢ga-
ligmada da hayat dlizeyi ve sosyal zevkleri ele alan d8lg¢li-
ler kullanilmigtir. Bunlardan B.C.Liu'nin &apthl ve gbg¢
olayini ¢ok az agiklayabilen (% 8) bir caligmada ABD'de
her bir eyalet ig¢in bir "hayat diizeyi iﬂaeksi" hesaplan-
mistir. Bu indeksin hesaplanmasinda 100 deJigken 9 kate-
goride toplanmigtir. S8zgelimi, bu kategorilerden "birey-
- sel statii"de igglicline katilma orani, fert bagina motorlu
arag, fert bagina e§itim harcamalari ve tibbi hizmet di-
zeyi indeksi ile birlikte 14 degigken, "yasama sartlara"
kategorisinde su¢ indeksi, yoksul ailelerin ylizdesi, fert
bagina diigsen yesil alan, fert bagina dligsen telefon, fert
bagina diigen kilitliphane kitaplari, fert basina senfoni or-
'kestra51, fert bagina motorlu arag¢ Sliimleri, ortalama gﬁ4
nesli glin sayisi, ortalama yillik nem, ve bagka on degig-
ken yer almaktadir. Ancak bugiine kadar yapilan regresyon
analizine dayali g¢aligsmalarda gd¢ olayini agiklamada eko-
nomik degdiskenlerin dier defigkenlerden daha etkin oldu-
‘gu, bunu sirayla iklim de§iskenleri, {icret farkliliklarzi,
niifus yojunlugu ve hayat diizeyinin izledi§i gdriilmiigtiir

(53).
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3.3. Gdge Iligkin Kestirim Ydéntemleri

¢ gtgler dofrudan veya dolayli yontemlerle belirle-

nebilir.
a. I¢ Gbgiin Dogrudan ¥Y6ntemlerle Belirlenmesi.

Bu ySntemlere konu olan gﬁg "net gb¢"tlir ve gbyle

tanimlanir :

Net GO¢ = Tahminlenen Niifus Degigikligi-DoJumlar

+ Oliimler (3.1)

I¢ gdgiin dogrudan ydntemlerle belirlenmesinde bazi
gligliiklerle kargilagilmaktadir. Bu durumlarda i¢ gdg¢ler
i¢in dofrudan ydntem agsagdida belirtildigi sekilde uygu-

1anmaktad1r(49) :

(i) Sirekli bir niifus kayit sisteminin varligdinda

adres defigiklikleri de belirlenebilece§inden,belirli ara-

liklarla i¢ gbglerin bir 8lciisli elde edilebilir.

(ii) Niifus sayimlarina sayim devresi igindeki g&¢
hareketleri hakkinda ek sorular konulabilir ve alinacak
cevaplarin tasnifiyle sayim devresindeki ig¢ gSg¢ler tesbit

edilebilir.

(iii) Son olarak, bir sondaj aragtirmasiyla belirli
bir devredeki ig¢ gBgler yonili, hacmi ve biitiin 6zellikle-

riyle tesbit edilebilir.
b. I¢ Go¢lin Dolayli Yoldan Belirlenmesi.
Bu alandaki.  ySntemler

(i) Demografik Y®ntemler



105
(ii) ZIstatistiksel Ydntemler
olarak guruplandirilabilir.

(i) Demografik ¥dntemler. Bu ySntemlerin baslicala-

ri1 arasinda

a) Dodum Yeri lIstatistiklerine Dayanan Y¥Ydntem
b) Sayim ve Hayati Kayitlar ¥Y&ntemi
c) Hayatta Kalma Oranlarina Dayanan ¥Y&ntem

'sayi1labilir.

a) Dogum Yeri Istatistiklerine Dayanan ¥&ntem. Bu
ySntemle *hayat boyu g&¢ edenler" tespit edilebilmekte-

dir(57).
'Bu yﬁntémin bazi ciddi sakincalari sunlardir(49,57) :

1) Bu ydntemle bireylerin hayatlari boyunca yaptigi
gb¢ hareketlerinin tamami dedil, yalnizca tek bir g&¢ ha-
reketi tesbit edilebilir. Y6ntemin bu eksikligi bir oranda
nlifus sayiminda "ikamet eden niifus" kavramina bagvurula-
rak iki sayim arasindaki gtg¢ler yakalanarak giderilebi-
lir. Ancak bu yolda iki sayim arasindaki g&glerin kagi-

rilmasini tam olarak engelleyemez.

2) Bu yOntem Snceden gb¢ etmisg, ancak sayrimdan Once
tekrar dofum yerine dénmils olan kisilerin hareketlerini

yakalayamaz.

3) Saylmda'"haz1r bulunan niifus" kullanildiginda, her
kigi ik8@met ettigi yerde dedil, o anda bulundugu yerde
kaydedilir. Bu ylizden dofum yeri istatistiklerine dayanan

ybntem, "ikamet eden niifus"” tanimi da kullanildiginda iyi
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sonuglar verir.

4) Bu yéntemin en Snemli sakincasi, bulunan sonug¢la-
rin hangi zaman devresine ait oldudunun bilinememesidir.
S6zgelimi, 1975 yilina ait istatistiklerde, 5 yasinda
olup bagka yerden Ankara'ya 1973'de g&¢ eden bir kigiyle,
b5 yasinda olup 1962'de Ankara'ya g86¢ eden bir kigi ayni
islemi goriir. )

b) Sayim ve Hayati Kayitlar YOntemi. Bu ydntemde de

net gb¢ belirlenebilir. Bu formiille

Mi-Md = (P —Pt)—(B-D) 53.2)

t+n

bigiminde ifade edilebilir. Burada Pt : t tarihindeki
genel niifus, B : sayim devresindeki dojumlar, D : sayim
devresindeki &liimler, M; : sayim devresindeki ige gdg,

Md : sayim devresindeki diga gdg¢tlir. Formiilden de gdriile-
bilecedi gibi belirli bir ddneme ait gdgiin hesaplanabil-
mesi igin o d6nemdeki hayati kayitlarin (dofumlar ve &lim-
lerin) tutulmus olmasi .gerekir. Yine bu dtnemde bir bdl-
genin gd¢ durumu aragtirailirken, bu bSlgeden diga giden-
lerin nereye gittigi ve ige g&¢ edenlerin nereden geldik-
leri bilinmez. Bu ySntemde yalnizca sdylenebilecek

M;-M, < 0 iken o bdlgenin "g8¢ veren" bir bdlge, M;,-Mj > 0
iken "gb¢ alan" bir bdlge oldududur. Bu yéntém.belirli
bir yag grubu veya cinsiyetteki. gb¢li de yukaridaki tanim-

lar dogrultusunda verir.

c) Hayatta Kalma Oranlarina Dayanan Y¥ntem. Hayati

kayitlar elde olmadiginda ve ilgilenilen niifusa uygun
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bir hayat tablosu varliginda {uydurulabildiginde) bu
yontem (i) ileriye dog§ru, (ii) geriye dogru, ii) (i) ve

(ii)'nin ortalamasi seklinde uygulanir.

(i) t ve t + n tarihlerindeki niifus sayimlarindan
x ve X + n yaglarindaki niifuslari biliyoruz. t + n tari-

hinde x > n halinde x yagsinda olanlarin gd&g¢ii

R
My T Pxin T nPxFx (3.3)

seklinde bulunur. Burada Pi ¢ t tarihindeki sayimdan el-
de edilen niifus, nPx % X yvasindakilerin n yi1l sonra ha-
yatta kalma olasilidr (hayat tablosundan alinir) olarak
tanimlanmistir. t + n tarihinde x < n iken’x yagsindaki-

lerin gdgii-

ile bulunur. Yani x yil Onceki dodumlar (B),'x yil sonra
hayatta kalma olasiligiyla garpilarak ilgilenilen b&lgede
t + n tarihinde x yasinda olmasi "beklenen" niifus bulun-
maktadir. Bu sonu¢ t + n tarihindeki sayimdan elde edilen
x yas niifusuyla karsilagtirilip net g6¢ bulunmaktadir. Bu
bulunan'Mi dederleri blitiin miimkiin x yaglari ig¢in topla-

nirsa toplam net g&¢ elde edilir.

Bu ySntemin avantaji yaslar ve cinsiyet itibariyla
net g6¢li vermesidir. Sakincalari ise,

t

. t . .
Iik formiilde nPsPx ifadesi, P

niifusunu _p_ ile
nvx
carptigamizda, niifusun l—npx'lik kisminin ilgilenilen b&l-

gede n yil sonrasina ulagmadan 31lmiis oldugunu kabul etmis
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oluyoruz. Oysa bu Olenlerin bir kism kesinlikle diga g&g
edenler arasindadir. Dolayisiyla bu ydntem "beklenen nii-

fusu" az, o yastaki net gb¢li daha fazla bulmaktadir.

-~ Niifus sayimlarinin yapildigdi n yillik devre arxa-
larinda ige g&¢en gdg¢menlerin 6lmiis olanlari hesaba ka-
tilmaktadir. Bu durumda ise net gd¢ daha az bulunmakta-

dir.

{(ii) ¥Y8ntemin Geriye Dodru Uygulanigi. fleriye dogru
uygulanigtakine benzer diiglincelerle geriye dodru ydntem—

le x yasindakilerin net gdcii

Pt+n Pt-l-n
M}'—"{ = _Xxin _ P:’( =X__p (3.4)
npx npo

formiilleriyle hesaplanabilir. Burada B : t yilindaki
dogumlardzir.

Bu ydntemde de 6nceki ydntemin aksine net g&¢ fazla

bulunmaktadir.

(iii) Ortalama Y&ntemi. Hayatta kalma oranlarina da-
yanan ySntemin Onceki iki uygulamasi incelendi§inde, ile-
riye dofdru uygulamanin gdg¢lerin n yillik devrenin sonun-
da, geriye dodru uygulamanin da g&g¢lerin n yillik devrenin
bagsinda oldudunu varsaydigi goriiliir. Bu varsayimlarin
gergeklenmedidi agiktir. Bilindigi gibi gergek durumuyla
gb¢ blitlin devreye yayilmis bir bigimde gergeklegir. Bu
durum ve ayrica net gdglin ileriye dogru uygulanigta az,
geriye dogru uygulanigta fazla olarak elde edilmesi gbz

Oniline alinarak ilgilenilen devredeki net g&¢ ileriye ve
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geriye dofru uygulamada bulunanlarin aritmetik ortalamasi
olarak alinir. Yani
i g
0 _ Mx + Mx

) = XX (3.5)

olarak alinir. Onceki tanimlardan

mt < m? < u9 (3.6)
X X X

oldugu s8ylenebilir.

Ulkemizde Hayatta Kalma Oranlari ¥Yéntemi D.I1I.E. ta-
rafindan 1968 yilinda baglatilan bir projede dedistirile-
rek uygulandi. "Burch teknigi" olarak bilinen bu ydntem
‘yalnizca gigmen niifusla ilgilenir ve capraz yag—cinsiyet
tablolarini dodum yeri-oturma yeri tablolariyla birleg-
‘tirerek "disarida dofmus niifus"u, yani sayim sirasinda
il disinda dogmug niifusu belirler. Daha sonra ileriye dog-
ru hayatta kalma ySntemini uygulayarak bir sayimdan bir
sonrakine digarida dogmuglardan hayatta kalanlarain tahmi-
nini yapar. Ancak lilkemizde Burch tekniginin uygulanmasi
i¢in gerekli tahlolardan yalnizca 1965 sayimina ait ola-

n1 hazirlanmigtir(57).

(ii) Istatistiksel Y&ntemler. Istenilen anlamda ve-
rilerin bulunamayigi g6¢ hareketlerinin kestiriminde ¢ok
degigik istatistiksel y&ntemlerin kullanilmasini engel-
lemektedir. Ustelik kestirimde kullanilan istatistiksel
yontemlere iligkin veriler dolayli yollardan tiliretilmek-
tedir. G8¢ olayinin kestirilmesinde kullanilan istatis-

tiksel yOntemlerin basglicalar:z
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a) Zaman Serileri Modelleri
b) Kesit Modelleri

c) Markov Modelleridir.

a) Zaman Serileri Modelleri. Bilindigi gibi bu mo-
dellerde kullanilan veriler yillik veriler olmak zorun-
dadir. Ancak ABD'de bile gbge ait yillik veriler bulun-
mamaktédlr. Bu ylizden daha degigik yollarlé veri tiliretil-
me yoluna gidilmistir. Bu tiirden bir calisma ABD'de ya- |
pllmlstlr. ABD'de ekonomik galismalarin gounun baglan-
gici olarak alinan 1958 yilindan 1975'e kadar gegen siire
igerisinde c¢alisan ve bir "sosyal glivenlik numarasi" bu-
lunan kigilerin % 1'inin Silirekli Calisma Ozgeg¢misg Brnedi’
nden gégie ilgili veriler derlenmigtir(53). Derlenen bu

verilerden ¢ok sayida calismada yararlanilmistir.

tlkemizde de gdgle ilgili veriler Frederic C.Shor-
ter'in Onciiliiglinde 1965 sayiminda dodum yerleri oturma
yerlerinden farkli olan 0-4 yas grubundaki gocuklarin in-
celenmesi sirasinda tiliretilmeye calisilmistir. Ilgileni-
len 0—47§a$ grubunun kesinlikle ve tiimilyle g¥g¢ edenler-
den olustudu bilindiginden, bu gurubun yetigkinlerin yer
degigtirme ySnlerini saptamakta kullanilip kullanilamaya-
cagr irdelenmig, alinan olumlu sonugtan sonra 1960-1965
arasi ddnem iginde iller arasi akimlar incelenebilmigtir
(57) . Ancak 0-4 yag grubuna ait verileri kullanirken
bzellikle kisa slirelerde gb¢, yas ve cinsiyet bakimindan
farklilik g8sterdiginden, 0-4 yas grubunun kisa aralik-

larda gercek gd¢ Orgiisiinli géstermedigi unutulmamalidir(58).
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Zaman serilerinde de kestirilen g&¢ oranlari net
gb¢ kavramina dayandirilmaktadir. (3.1)bagintisindan "tah-
minlenmig niifus degigikligi" ndeki hatanin doqrudan net
gbgce yansidi§i gbriilmektedir. Bu dezavantajina radmen
netgd¢ iligkisi ABD'de birgok arastirmada kullanilmigtir.
Bunlardan en Snemlisi Plamt modelidir. "Insan kapitali"
gbriigliini hemen hemen tilimiiyle modeéllendirebilen Plaut'un
bu galismasi gb¢ olayini agiklamada c¢ok zayif kalmigtar

(53).

G6¢ olayina zaman serileri uygulamalarinin en Onem-
lilerinden bir digeri de Ballard'in yaklagimidir. Ballard,
Plaut'un g&¢ orani denklemine benzeyen denklemiyle g&¢
oranini de§il, besg gruba ayirdigi niifusun herbir yas
grubunu kendisinin gecikmeli bir fonksiyonu olarak kes-
tirmektedir. Ancak Plaut'un modeli de istenilen dlizeyde

basarili dedildir(53).

Sonug¢ olarak, ige ve digsa gdglere iligkin glivenilir
veriler olmamasi ylizinden 3.2.Kesim'de verilen gtriligleri
yansitan dedigkenlerin yer aldigi modellerin zaman seri-

leriyle kestirimi pek parlak gSriinmemektedir.

b) Resit Modelleri. Genellikle ekonometrik yOntem-
lerde kullanilan kesit modeller, gdc¢li modellemede en zen-
gin kaynak olan ve sayimlardan elde edilen "nilifusun sos-
yoekonomik karakteristikleri"nin g&¢ kestirimi i¢in kul-
lanilmasinda ortaya g¢ikan iki probleme karsi ele alin-
maktadir : (i) E§itim basarisi ve gelir dajilimi gibi

bagimsiz defigkenlerin kestirimindeki gtigliik, (ii) Gog-
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le iligkilendirilmig ekonomik dedigkenleri kestirebilen

ekonomik modellerle g&¢ verilerinin uygunlugu.

ﬁilindigi gibi istihdamdaki de§igme, igsizlik, lc-
ret diizeyleri v.b. gbgle iligkilendirilebilen ve kendi-
leriyle ilgili yi1llik veriler bulunabilen nitelikler her-
bir b6lge igin ekonometrik modellerle kestirilebilir.
Ote yandan kesit modellerinde verilerinayni devreye —ayni
zamana, ayni uzunluklu silireye- ait olmasi gereklidir. Bu
bir sorun g¢ikarar. Cilinkii demografide yillik gbg¢lerin
‘beg yillik gﬁglerin (1/5) 'inden ~g¢ikig yerine ddnme,
ikinci gbgler ylizlinden~ fazla olmasi beklenir. Bu soruna
rkargl ekonometrik modelde yillik veriler yerine bes yil-
lik veriler kullanilacak olsa, ¢ok degerli olan ekonomik
verilerin kullanilmamasi durumuyla karsllaslllr(SB). Bu
yiizden kesit modellerin daha etkin kullanimi ig¢in ekono-
metrik modellerle iligkisini daha ayrintili olarak aras-

tirmaya ihtiya¢ vardair.

¢ ) Markov Modelleri. Ozellikle son yillarda "gok
béléeli demografi" nin geligmesiyle birlikte demografide
Markov modellerinin gegitli uygulamalarina rastlanmakta-
dir.GS¢ de bu uygulamalardan biridir. Ulkemizde de sehir-
lere g8¢ sonucu ortaya g¢ikan "sehirlegme" olgusuna Markov
modelinin uygulanabilecedi bir galismada Snerilmigtir(58).
Bu g¢aligmada Tankut-Saatg¢idglu sosypekonomik sartlarin
hizla def§ismesi nedeniyle Bakiye Metodu (Sayim ve Hayati
Kayitlara Dayanan Y6ntem) ve Hayat Tablosu Metodu (Hayat-

ta Kalma Oranlari Y6ntemi) nun uzun vadeli g8¢ tahminle-
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rinde kullanilamayacadini .ileri slirmlis ve bunun yerine sosyoe-
konomik ve gevresel etkenlerin topyekiin stokastik model-
lenmesi yolunu Snermiglerdir.. Durum uzayinin elemanlarini
kdy, kasaba vé sehir olarak belirleyen yazarlar c¢aligma-

larini Oneri asama51nda'blrakmlslardlr.

Genelde i.b8lgeden j.b&lgeye olan gdg

M, .(b)

_ i !
M’i‘j(t) = P, (t-1) P_'i_%b"_l)_ (3.7)

denklemleriyle tahmin edilmektedir. Burada Pi(t—l) : i
bSlge niifusunun t yilina kadar hayatta kalan kismi, bise-
cilen temel y1l Mij(b) : [ b-1,b) aralifinda i.bdlgeden j.
bdlgeye g&¢ eden nlifustur. G&¢ olayina yapilan bu yakla-
slmdé bblgelerarasi gecgis olasiliklari sabit, yani b te-
mel yilinda bulunan gegig olasiliklarinin gd¢ tahmini ya-
pilan dSnemler boyunca defismez kaldigi kabul edilmig
oluyor. Ancak gegis olasiliklarinin sabit kaldigi varsa-
yimi yapilan uygulamalarda iyi sonug¢ vermemigstir. 1979'da
Rogerson adli bir arastirmaci iki veya idaha fazla sayida
gegis matrisi kullanarak daha glizel sonuglar elde edile-
bilecegini g&stermigtir(52,45). Daha sonra b&lgelerin
"gbreli gekicilik" katsayilari denen bir kavram agagida-
ki gekilde modele katilmigtir :

M) A (D) Ay (b-1)
P,(6-1) | | (&1 [ & (5-1)

M’.ij(t) = P, (£-1)
(3.8)

Burada Ah(t—l) : t yrlindaki {ilke niifusunu ve Aj(t-1)~:
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j.bblgenin [ t-1,t) zaman araligindaki gekicilik indeksi-
ni gdstermektedir. Dolayisiyla (3.8) formiiliinde 3.7 for-

miilden fark eden terim, (b-1l). ddnemle kargilagtirildi-
ginda j.bblgenin (t-1) .d8hemdeki "dider biitiin bdlgelere
gbre c¢ekiciligini" ifade eder(53).(3.8)denkdemi k biitiin

b8lgeleri gbstermek ilizere

T My, (t) =P, (t-1) (3.9)
k

olacak bigimde diizenlenebilir. Son bulunan(3.9)e§itli§in—

den yararlanarak 3.8 denklemi

M, (t) A (t+1)
17 —
P en | MigP) i) | X D

(3.10)

bigiminde dlizenlenebilir. Hatta bu denkleme "dedigen
cekicilige kargi g&¢iln biylik1liglini" &lgen bir y paramet-

resi asagidaki gibi ilave edilebilir(53) :

M?.(t) ) Aj(t—l) Y — A (e=1) |y
- = M L3 L3 b M 3 k emaey x namac -
Pi%t—li ij Ajib—li K ik* Ak(b-l)
(3.11)

G6¢ olayina Markov modelleriyle yaklagma, bir bagka
gbriise gbre bdlgeler arasi bafimlilik etkilerinin dina-
mik bi¢imde modellenmesidir(39). tnceleri yalnigca belir-
li "rekabet eden etkenler"e gdre incelenen g&¢ olayzi,
daha sonra g&zdniine alinmayan ve kontrol edilemeyen etken-
leri de hesaba katarak 6zei bir wvarig yeri agisindan ba-

kildiginda "rekebet eden orijinler (g¢ikis yerleri)" ve
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6zel bir gikig yeri agisindan bakildiginda "rekabet eden
varis yerleri" bigiminde incelenmeye baglamigtir. Markov
modelleri ve nedensel matrisler bu incelemeyi temin et-

mektedir(39).
3.4. Tirkiye'de Erkek Niifusun Ig¢ G3gii

Bu kesimde iilkemiz erkek niifusunun {ilke ic¢indeki
gb¢linli slirekli parametreli Markov zincirleri araciligiyla
incelemeye calisacagiz. S&zkonusu olguyu incelemede sii-
rekli parametreli Markov zincirlerinden yararlanmék is-
tememizin en Snemli nedeni, g&¢ olayinin yilin tiim za-
manlarina yayilmis olmasidir. Bundan bagka ikinci neden
olarak, gb¢ olayini incelemede ﬁﬁfus bilimciler arasinda
son yillarda model olarak alinan homojen olmayan kesikli
parametreli Markov zincirlerinde bazi Markov zinéirleri
istatistiklerinin hesaplanma gligliigli, hatta imkansizli-
gini, ve liclincli neden olarak da g8¢ siirecine iligkin li-
mit dagiliminin belirlenebilmesi igin en az yirmi dSnem-
lik geg¢is olasiliklarinin bilinmesi zorunluludunu gorii—
yoruz(23,36$. 1.7.19.0rnek de limit dagilimin belirlen-
mesinde gereken ddnem sayisinin biliylikliiglini dogrulamak-
tadir. Bunun yaninda {ilkemizde gd¢ hareketlerini belir-
lemede en glivenilir kaynak olarak gdriilen niifus sayimla-
rinin beg yilda bir yapildigi diigliniillirse, homojen olma-
yan kesikli Markov zincirleriyle g&¢ olayini inceleye-
bilmek ig¢in yerlegim birimleri arasindaki geg¢iglerin ti-
miinli verecek bigimde en az yliz yllllk.(yirmi niifus sayi-

mini igeren) verilerin elimizde olmasi gerekmektedir.
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Kaldi ki, tilkemizde daha nce yapilan tiirdeki galigmalar-
da gtge iligkin bilgiler niifus ‘sayimlarindan dolayli yol-
larla tiliretilmektedir; bu ylizden bu verilerin gergek gdz-
lem deferlerine yakin olacagi da sgiliphelidir. Ote yandan
yldz yil boyunca bir iilke nilifusunda ani de§igmelerin ol-
mamas1 da beklenemez. S&zgelimi, bizim ¢aligmamizda 1339
yilinda ililkemize katilan Hatay ilimizin {ilke niifusuna
eklenmesi‘dolaylslyla 1940 Oncesi sayimlari analizimize

dahil edemiyoruz.

Bu galigmada 1974 yilinda H.Tezmen tarafindan yapi-
lan bir g8¢ calismasinda (61) iilkemizin sosyal, ekonomik
' vveNCOérafi bdlgeleme bakimindan ayrildidi birbirine bgn—
Hzer be$ b8lgeyi temel olarak aldik. Yalnizca bizim calig-
mamizda Tezmen'in b&lgelemesinden bir fark, 1955 yilinda
Kocaeli ilinden ayrilip bir il olan‘ve son yillarda sos-
yoekonomik yapisinda gbriilen degismeye paralel olarak Sa-

karya ilinin 3.b8lge'de yer almasi oldu.

Galigmadaki bblgeler ve icerdikleri iller agagida-

dair :

1;B61ge. Orta Anadolu BOlgesi : Afyon,Ankara,Canki-
ri,Gorum,Eskigehir,Kayseri,Kirgehir,Konya,Nevgehir,Nig-

de,Sivas,Tokat;Yozgat.

2.B81ge. Karadeniz BG8lgesi : Amasya,Artvin,Bolu,Gi-
resun,Gﬁmﬁshane,Kastamonu,Ordu,Rize,Samsun,Sinop,Trab—

zon, Zonguldak.
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3.B51lge. Marmara-Ege BSlgesi : Aydin,Balikesir,Bi-
lecik,Bursa,Canakkale,Edirne, Istanbul,izmir,Kirklareli,

Kocaeli,Kiitahya,Manisa,Sakarya,Tekirdag,Usak.

4 .B61lge. Akdeniz Bblgesi : Adana,Antalya,Burdur,
Denizli,Gaziantep,Hatay,Isparta,icel,Kahramanmarag,Mug-

la.

5.B61lge. Dogu~Gilineydoju Anadolu B&lgesi : Adiyaman,
Agrai,Bing8l,Bitlis,Diyarbakir,E1l38z1§,Erzincan,Erzurum,

Hakkari,Rars,Malatya,Mardin,Mus,Siirt,Tunceli,Urfa,Van.
3.5. Varsayimlar

Caligmamiza temel olarak alinan varsayimlarimiz

asagidadixr :

(i) Sosyal yapxlaran farkliligi geredi b&lgelerin
birbi:inden farkli olan dojum oranlarinin zamana bagli
olarak lilkemizin dodum oranina etkisi sabit kalmigtir.
Bir bagka deyisle, bSlgelerin dodum oranlari uzun ddnem—

A}

de i¢ g6¢ iizerinde ayni etkiyi gbsterir.

(ii) Benzer big¢imde b8lgelerin birbirinden farkli
olan 61im oranlarinin zaman ig¢inde ililkemizin &lim orani-
na etkisi ayni kalmistir. Yani b8lgelerin $liim oranla-

rinin uzun dénemde ig¢ gfge olan etkisi ayni kalmigtir.

(iii) Bu g¢aligmada, Szellikle 1960'li yillarda
Avrupa lilkelerine igg¢i gdgili olarak ortaya ¢ikan diga gd—-
¢lin i¢ gbce etkisi, daha Snceki ig¢ g&¢ galismalarinda
1965 ve 1970 niifus sayimlarindan bu etki arindirilarak

elde edilen veriler kullanildigi igin ortadan kalkmigtir.
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(iv) Ikinci Diinya Savagi sonrasinda &zellikle Balkan
tilkelerinden gelen ve biliylik bir kismi 3.bSlgeye olan ige
gS¢lin etkisi daha sonra s6z edilecek olan "dilizglinlegtir-

me" iglemiyle giderilmigtir.

(v) Ayrica bu caligmanin analizine uygunlugu baki-
mindan gbzlem zamanlari olan niifus sayim tarihlerinin bir-

birinden bagimsizligi varsayilmistir.
3.6. GO8zlem Siireci

Bu caligmada gdzlem zamanlari olan niifus sayimi ta-
rihlerini, (v) varsayimi da dikkate alinarak gilin ve ay
da dahil olmak lizere bir Poisson silireeinde varig zaman-
lari olarak alabiliriz. Gergekten, efer gbzlem siireci bir
Poisson silireciyse, Uj,;j =1,2,...,n tesadiifi degisken-
leri gﬁzlém siiresinin baglangicindan j. varisin g6zlendi-
gi zamana kadar gegen silire olmak {lizere, Ul,Uz,...;Un'ler
(0,T] gbzlem araligi lizerinde bagimsiz ve diizglin dagili-
ma sahiptir. Bu durumda Kolmogorov-Smirnov testiyle g&z-

lem zamanlarinin diizglin dagilima  uygunludu sinanabdilir,

veya orta biliylikliikteki g&zlem dederleri icgin

n. 2
_ e nT nT
s, = iilui N(—2 ’ --—12) (3.12)

vazilabilece§inden, normal dagilimla da bu sinamaya yak-
lagabiliriz(19) . Buna gdre, 1.1.1927 tarihi 0 baglangig
yili, 1.1.1986 tarihi son gdzlem zamani olarak alinarak
j'ler herhangi bir sirada j =.1,4,11,7,8,10,5,2,6,12,3,9

olmak tizere Ui'ler
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Ul = 0,8247; U2 = 18,7616; U3 = 53,7863; U4 = 33,7726;
U5 = 38,7753; U6 = 48,7808; U7 = 23,7644; U8 = 8,7534;
Ug = 28,7671; UlO = 58,7890; Ull = 13,7589;
UiZ = 43,7781
ve
12
S12 = ilei = 372,3122 (3.13)

dir. Ilgili normal dagilim T = 59,0411 ile

N{354,2466; 3485,8515) tir. Bu bilgilerle

354,2466-1,96(59,0411) < 372,3122 < 354,2466 + 1,96(59,0411)
238,5260 < 372,3122 < 469,9672
(3.14)
oldugundan, gdzlem slirecini bir Poisson}sﬁrecinde varisg

zamanlari olarak alabiliriz.

GSzlem siireci olan Poisson siirecinin parametresini

(2.92) Denklem'de de belirtildigi gibi
. Nt
Alt) =—'t— ‘ (3.15)

ile veya sabit parcgacik sayma ySntemine gore yapilabilir,
Analize dahil ettigimiz 1.1.1940-1.3.1981 araligi lize-
rinden sabit pargacik sayma ydntemine g&re,(2.94). Denk-

lem'den ¥ = 0,35 ile
x _
b = 8,2460 (3.16)

ve(2.95), Denklem'den

- 8,2460-

x
T =41,7767

= 0,1997737 : (3.17)

olarak Poisson siirecinin parametresini tahmin ederiz.
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3.7. BSlgelerin Niifuslari ve Niifus Oranlari

BSlgelerin sayim yillarina g8re erkek niifuslari 6.

Tablo'da we bu niifuslarin oranlari 7‘.Tablo'da verilmig-

tir.

Tablo 6. Sayim Yillarina GOre BSlgelerin Erkek Ni-

, fuslarz:
Sayim
Yil- B 6 g e 1 e
lari 1 2 3 4 5
11940 1978737 1485696 2703734 1204157 1526588
1945 2197444 1608143 2762810 1302164 1576019
1950 2478107 1763717 2989097 1484311 1811853
1955 2788635 1921516 3239520 1716483 2115748
1960 3303112 2245791 4124137 2056391 2434457
1965 3727567 2565925 4087720 2350023 2777322
1970 41355700 2692360 5333729 2681879 3163448
1975 4767013 2943192 6213026 3203840 361;659
1980 5045017 3075400 7100480 3600738 3873727
Tablo 7. Sayim Yillarina GOre BSlgelerin Erkek Niifus
Oranlari
.gi{fm B 6 1 g e 1 e r
lara 1 2 3 4 5
1940 0,22235718 0,16695255 0,30382748 0,13531508 0,17154771
1945 0,23261794 0,17023547 0,29246669 0,13784502 0,16683488
1950 0,23540296 0,16754087 0,28394347 0,14099924 0,17211346
1955 0,23668801 0,16268545 0,27536233 0,14568811 0,17957610
1960 0,23320659 0,15855752 0,29117266 0,14518549 0,17187774
1965 0,24035550 0,16520228 0,26382829 0,15153073 0,17908320
1970 0,22966475 0,14951753 0,29620332 0,14893547 0,17567893
1975 0,22979393 0,14187661 0,29949901 0,15444115 0,17438930
1980 0,22229286 3

0,13550786 0,31286040 0,15865524 0,17068364
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7.Tablotdaki erkek niifus oranlari ve sonraki sayfa-
da erkek nilifusta bir Onceki sayima gdre dedigim orani
ylizde olarak silirekli ¢izgili diyagramlar big¢iminde 1l.§e-

kil'de verilmigtir.

Bu diyagramlar incelendidinde &zellikle 3.bdlgede
2.Diinya Savagi sonrasinda {ilkemize olan g&giin etkisi be-
lirgin bir bigimde gOriilmektedir. Ayrica 1960-1970 yil-
lari arasinda ve soﬁ olarak 1978 yilinda Bulgaristan'dan
toplu gd¢ler olmugtur. Bunun yaninda daha 8nce sdz edilen
1960 sonrasinda Avrupa {ilkelerine olan igg¢i gog¢iiniin 1974
yilina kadar devam ettidini ve bu yildan sonra giderek
durgunlagtigini belirtmekte yarar vardir(62). Bu durum-
lar dikkate alinarak tiim bdlge nilifus oranlari lizerinde
licli hareketli ortalamalar bigiminde bir "diizglinlegtirme"
islemi uyguladik ve 8.Tablo'da verilen bdlge niifus oran-
larini elde ettik. Dﬁzgﬁnlestirilmig bu niifus oranlari
temel alinarak niifustaki bir OSnceki sayima gtre degigim
oranlari ylizde olarak kesik ¢izgili diyagramlar bigi-

minde yine 1.Sekil'de verilmigtir.
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1

ﬁ:g EE&L'

Sekil-1l. Gergek GSzlemlenmis ve Diizglinlegtirilmis
Erkek Niifusunda Bir 6ncek1 Sayima GOre De-
gigsim Oranlari :



tirilmigs Erkek Niifus Oranlari

Sayim

123

Tablo 8. Sayim Yillarina G8re BSlgelerin Diizgiinles-

v1l- B & 1 g: e e r

lari 1 2 3 4 5
1940 0,2349127 0,1749483 0,2824253 0,1360673 0,1716464
1945 0,2344634 0,1709397 0,2836303 0,1386643 0,1723023
1950 0,2340141 0,1669312 0,2848353 .0,1412613 0,1729581
1955 0,2335649 0,1629226 0,2860402 0,1438583 0,1736140
1960 0,2331156 0,1589141 0,2872452 0,1464552 0,1742699
1965 0,2326662 0,1549055 0,2884502 0,1490522 0,1749258
1970 0,2322170 0,1508970 0,2896551 0,1516492 0,1755817
1975 0,2317677 0,1468884 0,2908601 0,1542462 0,1762376
1980 0,2313184 0,1428799 0,2920651 0,1568432 0,1768934"

disi

3.8. GOzlem Zincirinin Gegis Matrisi ve Uretici Mat-

ris

8.Tablo'da verilen oranlardan tahmin edilen ve ken-

de aynli zamanda kesikli parametr egi Markov zinciri

olan g&zlem zincirine iligkin bir geg¢is olasiliklara

matrisi
i 0,98916270 0,60000000 0,01083730 0,00000000 0,00000000\
0,00275310 0,97539630 0,00000000 0,00000000 0,02185060
p = | 0,00000000 0,00000000 0,98815540 0,01184460 0,00000000

0,00000000 0,00000000 0,00549870 0,99450130 0,00000000
L0’00940791 0,00000000 0,00731989 0,00000000 0,98327229J

(3.18)

dir. Bu matrisi (6)'da verilen IBM-4097 sistemi igin
Fortran 77 dilinde yazilmig programi IBM PC sistemleri-
ne uyarlayarak elde ettik. S&zkonusu tahmin, Minimum Mutlak

Sapmalil tahmin edici olup,ayrica kiogegen elemanlari gbzlem
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oranlarinin ortalamalarinin ¢arpiminin tersi olan kogegen bir

matrisle tartilanmigstir. Bir bagka Minimum Mutlak Sapmali tah-
min, agirlik matrisi kﬁsegen elemanlari gozlem oranlarinin or-

talamasinin tersi ve ktsegen bir matris olan

’.0;98528017 0,00000000 0,01471983 0,00000000 0,00000000
0,00387002 0,97539630 0,00000000 0,00233185 0,01840183
p = | 0,00000000 0,00000000.0,99224900 0,00775100 0,00000000
0,00000000 0,00000000 0,00000000 1,00000000 0,00000000

L0'01358330 0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,98641670/
(3.19)

dir. Ancak bu ikinci tahminde 4.b8lge yutan bir durum ol-
dugundan ve bu durum uygulamalarda pek fazla tercih edil-
‘mediginden biz ilk tahmin {izerinden analizlerimize devam

edecegiz.

I1k tahmin edilen geg¢is matrisinden silirekli paramet-
reli Markov zincirinin liretici matrisi (2.91) Denkiemi'ne
gbre
r—0,0022 0,0000 00,0022 10,0000 0,90001
0,0005 -0,0051 0,0000 0,0000 0,0046
A= 0,0000 00,0000 -0,0025 0,0025 10,0000
0,0000 o0,0000 o0,0011 -0,0011 00,0000

. 0,0020 90,0000 0,0015 0,0000 —0,0035J

(3.20)
bigiminde elde edilir. A liretici matrisi yardimiyla ¢i-
zilen ve durum iggal oranlariyla ilk geg¢is zamanlarini
belirlemede yararlanacagimiz bdlgelerarasi akis grafigi

2.8ekil’de verilmigtir :
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1

0.0020 s+0,0022
L4

s+0,0051

0,0015
s+0,0035

0,0011 0,0022 " 1
s+0,0011 $¥0,0022  s+0,0051

..__'..__!.'__._-.
s+0,0011

0,0025

s¥0,0025 1
s¥0,0025

Sekil 2. BBlgelerarasi Akigs Grafigi.

3.9. Geg¢ig Olasiliklari Fonksiyonu, Limit Dadilim,

Tahminler

Elemanlari pij(t), bagslangi¢gta i durumunda bulunan
sliirecin t aninda j durumuna gegis olasilifini gdstermek

tizere P(t), gegis olasiliklari fonksiyonu yada "aralik

1

gegis olasiliklari™ matrisi (sI-A) — matrisinden ters

Laplace dd&niigtlirlimleri kullanilarak bulunur(23). Buna
gbre P(t) = etA, t = 0 gegis olasiliklar: fonksiyonunun

elemanlara
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_ -0,0022t _ _
Pia(t) =e , Piy(8) =P () =0,
P 4 (t) =0,3056 + 0,7857e 0+ 0022t 1 091370, 0036%,
P ,(t) = 0,6944-1,7857e" 070022 4 1 091370/0036F,
le(t) = 2,6127e-0'0022t—4,4231e—0’0035t + l,8104e-0'0051t,
Pyylt) = e"0,00Slt’ P,,(t) = 0,3056 + 2,0529e-0’0022t_
22 23 A
P,,(t) = 0,6944-4,6656e 07 0022E & 35,7019e70+0033¢_
_34,6230e"070036t_ 1478,70,0051t
Pés(t) = 2’8750(e"'0:0035t_e-0,0051t)'
P3l(t) = Py,(t) = Py () =0,
P, (t) = 0,3056 + 0,6944e 7 0036F,
Py, (t) = 0,6944(1-70/0036F),
P4l(t) = P42(t) = P45(t) - 0,
P,,(t) = 0,3056(1-e 0’ 0036%),
P,,(t) = 0,6944 +.0,3056e 070036
P, (t) = 1,5385(e” 0700228 70,0035,
- t _
Peo(t) = 0,3056 + 1,2088e 070022217, 9230e70,0035¢ 4
+ 11,4087¢70,0036¢
P, (t) = 0,6944-2,7473e" 0700228 | 13 4615¢70/0035E
-11,4087¢ 070036
Pyg(t) = 0100 (3.21)

olur.
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Yukaridaki gegis olasiliklari fonksiyonu incelendi-

ginde siirecin limit dagiliminin
v = (0,0000; 0,0000; 0,3056; 0,6944; 0,0000) (3.22)

oldugu gOriiléir. Bu sonug¢ bize kogullarin gdzlem yapilan
yvillardakinin ayni kalmak sartiyla 3. ve 4. bSlgelerde

erkek niifus bakimindan bir yi§ilma olacadini gdsterir.

Gecgig olasiliklari fonksiyonunun 1980 yil bagindaki

degeri
r ~
| 0,91576 0,00000 0,08017 0,00407 0,00000
§,02366 0,8154@/0,00582 0,00010 0,15495
P(40) = ; 0,00000 0,00000 0,90687 0,09313 0,00000

0,00000 0,00000 0,@4098 0,95902 0,00000

\0,07139 0,00000 0,05651 0,00274 0,86936

(3.23)
ve v(40) = v{0)P(40) bagintisindan ayni yildaki erkek
niifusun b8lgelere gdre dailimina iligkin tahmin
;(40) = {0,23151; 0,14266; 0,29125; 0,15825; 0,17633)

(3.24)

olarak bulunur. O sayimdaki. g&zlemlenen dagilim

Vg(40) = (0,22229; 0,13551; 0,31286; 0,15866; 0,17068)

(3.25)
ve diizglinlestirilmig gdzlemlenen dagilim

vdg(40) = (0,23132; 0,14288; 0,29207; 0,15684; 0,1%7689)

(3.26)

olup, gﬁzlemlenén dagilimla tahmin edilen dagilim ara-
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sinda fark gOriilmekle birlikte diizglinlegtirilmis g&zlem-
lenen dagilimla tahmin edilen dagilim arasinda diizglinleg-

tirme geredi Gnemli bir fark gOriilmemektedir.

1980 yilindakine_.benzer bigimde 2000' yilinda erkek

niifusun bdlgelere gbre dajilimi

;(60) = (0,22978; 0,12883; 0,29562; 0,16931; 0,17646)

(3.27)

olarak tahmin edilir. Bes yillik aralarla sayim glinleri
itibariyle erkek niifusun bdlgelere gBre dagilimi 9.Tab-

lo'da verilmigtir.

Tablo 9. Sayim Gilinleri Itibariyle BSlgelerin Tah-

nini Erkek Niifus Oranlari

B6lgeler
1. 2

Sayim

Tarihi 3 4 5

21.10.1945
22.10.1950
23.10.1955
23.10.1960
24.10.1965
25.10.1970
26.10.1975
12.10.1980

0,23443
0,23399
0,23357
0,23315
0,23272
0,23230
0,23187
0,23145

0,16990
0,16556
0,16139
0,15733
0,15341
0,14950
0,14572
0,14208

0,28369
0,28483
0,28590
0,28703
0,28808
0,28922
0,29030
0,29142

0,13927
0,14207
0,14487
0,14763
0,15038
0,15318
0,15597
0,15871

0,17271
0,17355
0,17427
0,17486
0,17541"

0,17580°%
0,1761427

0,17634

137N N 2227



129

3.10. Bblgelerarasi Ilk Gegig Zamanlari

Bélgelerarasi akis grafiginden yararlanarak Laplace
doniligtiiriimlerini elde ettigimiz b&lgelerarasi ilk gegis

zamanlarina iligkin yodunluk fonksiyonlari asagidadir;

t >0 ile

£ (8) = 1,08 = £.(8) =0, £,(8) = 0,0022¢~0,0022¢t
£,(8) = 0,0183(e70:0022¢_4=0,0025¢,

£, () = 2,467741 x10 e 0 0020t 5 4677415107370/ 0051F,
£,,(t) =0, £,5(t) = 1,916x1073e 00015t
~1,269607846x10 e 0s0031t ¢ 490588251074~ 0, 0022t
£,,(8) = 3,17059x107 47070031 & g 047900088670, 0022E_.
~0,06176282e 070025t 4 § 013545673¢7070035¢,

£,5(t) = 0,0046e”070046E £ ey -= £u,(t) = £5.(t) = 0,

£35(t) = £,,(t) = 1,964285714x10 3 (¢~0s0011t_,=0,0025¢,

f34(t) = 0,0025e v f4l(t) = f42(t) = f45(t) =0,

-0,0011t

f,3(t) = 0,0011e , £ -0,0020t

51(t) = 0,0020e

£5o(t) = £55(€) = 0, f.,(t) = 3,384615384x10 e~ 0/0022E_
~0,001884615e7 079933 £ () = 0,004711538¢7070035E.

-2e-0,0022t

-0,032888e~0s0025t 4 5 85051282x10 (3.28)
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Burada i = j oldudunda fij(t) ilk geg¢is zamanina
"jlk geri ddnils zamani"™ diyoruz. Yukaridaki yodunluk
fonksiyonlarlna‘bak11d1§1nda, 1.,2.ve 5.b8lgeler igin
geri doniig miimk iin g6riilmiiyor. Bu durumun limit dadilim—

la da uygun diigtiigd aglktir.

eij yukaridaki yofunluk fonksiyonlari verilen
tesadiifi degigken, yani baglangigta i‘durumunda bulunan
slire¢in j durumuna ilk gégi§4an1n1 gbstermek lizere, sii—

recin ortatama ilk geg¢ig zamanlarini fiﬁ(s) Laplace d&-

niigtliriimlerinden
5 —- 4 ey
eij 3= fij(s){s =g {3.29)

veya dogrudan "beklenen deder" tanimindan elde edebili-
riz. Benzer yolla ilk gegig zamanlarinin ikinci moﬁént—
lerini

2
5.2=9_¢ gl : (3.30)
ij dsz

fij Is =0

iliskisinden veya tanimdan, dolayisiyla s&zkonusu dedig-
kenin varyansini

var(e,.) = 82, - (8,2

‘. . 3.31
3 ij i::) ( )

ile buluruz. 10.Tablo'da sifirdan farkli olan ilk gegigy

ve geri donilis zamanlarini ve bunlara iligkin standart

sapmalari gbsteriyor.
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Tablo 10. Bdlgelerarasi Ortalama llk Gegis Zamanlara
ve Standart Sapmalari

ij .e_-"_-.l \LVar(eij)
13 454,55 454,55
14 854,55 605,48
21 647,06 2525, 46
23 669,35 739,66
24 26,85 1046,63
25 217,39 217,39
33 1309,09 1643,22d‘
34 800,00 7959,90
43 909,09 909,09 -
44 1309,09 1643,22
51 500,00 500,00
53 545,45 500,30
54 950,25 636,43

10.Tablo'daki bilgilere gbre baslangi¢ta bulunulan
bblgeler kendi iginde ilk gegis zamanlari bakimindan kar-
silagtarildiginda : l.bSlgeden 4.b8lgeye ilk gegis igin
gereken zamanin ancak % 53,2'sinde l.bdlgeden 3.bSlgeye

ilk gegig yapilmaktadir.

2.b8lgeden dijer bdlgelere ilk gegiste en fazla za-
man 3.bdlgeye gecgiste gerekli olmaktadir. 23-ilk gegisg
zamaninin % 96,7'si kadar bir silirede 21-ilk geg¢igi, % 4
iinde de 24-ilk gegigi ve % 32,5'unda da 25-ilk gegigi
olmaktadir. |
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3.bbdlgeden yalnizca 4.b8lgeye gegis olmaktadir. Bag-
langigta 3.bdlgede bulunan nilifusun bSlge digina ¢ikip
-4 ,b81lgeye gegip-tekrar 3.b8lgeye geri dénmesi ig¢in degen
slire 4.bdlgeye ilk gegigte gegen siireden % 63,6's1i kadar
daha fazladir.

4.bbdlgeden de yalnizca 3.bdlgeye ge¢is mimkiin olup,
baslangigta bu b8lgede bulunan bir kiginin 3.b&lgeye gb-
¢lip oradan tekrar 4.b6lgeye geri dtnmesi ig¢in gerekli sii-

re, 43-ilk geg¢isg siliresinden % 44 daha fazladir.

5.bdlgeden 2.bdlge disinda tium bdlgelere gegis ol-
makta, ancak bu b&lgeden ayrilan bir kigi bu bdlgeye tek-
rar geri dSnmemektedir. 5.bdlgeden en uzun silireli ilk
ge¢gis 4.bdlgeye olmakta, bu gegigin % 52,6'sinda 51-ilk

gegigi, % 57,4'tinde 53-itk gegisi gerceklegmektedir.

11k gecis zamanlari bakimindan biitiin bSlgeler bir-
biriyle karsgsilastirildiginda : en kisa siireli ilk gegis
24, én uzun siireli ilk geg¢is her ikisi de birbirine egit
ve birer ilk geri dénﬁs olan 33 ve 44 gegig}eridir. Bu

ilk gegiglerde en kisa siire/en uzun siire orani % 2,1'dir.

3.11. BSlgelerarasi Durum Iggalleri

vij(t), bagslangi¢ta i durumunda bulunan siirecin (0,t)
zaman araliginda j durumunu iggal sayisini gdstersin.Bu
tesadlifi dediskenin olasilik fonksiyonu -ki bu fonksiyon

iggal olasilik fonksiyonu diye adlandlrlllf-,
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(1-y)£.S(s)
1] (3.32)

ge = 1 .
w,.° (y/s) ==]|1-
1] s l—yfji(s)

baglnt151ndan, ve ilk iki momenti, N durum sayisi olmak

lizere,sirasiyla
e
_ £.:(s)
vi$(s) = =1 (3.33)
J sl 1-£,5(s)] ,

e e
“2e gy = fij(S)[l + fjj(S)]

-Ze( J
+J s[l—fj§(8)]2

7 i'jzl]-o-'N

(3.34)

iligkilerinden bulunur (23). Burada ilk bagintida

wg?(y/s), Wij(k/t) =’P(Vij(t) = k) olasilik fonksiyonunun

geometrik-Laplace doniigtlirlimlidliir. Ancak burada yalnizca

ilk momentleri vermekle yetinecegiz. t = 0 ile

Gli(t) = §1Z(t) = Gls(t) = 0, ;13(t) - 1_6—0,0022t'

Vi, (8) =0,1350 + 7,6389x10  *t + 0,7578¢™070036% g 892870~ 0022F,
v,y (8) = 1-1,4839¢70/0020% 0,4839e'°'°°51t,;22(t) =0,

V,5(t) = 0,1447 + 7,6389x10" *£-0,5759e 7070036 g, 1623070, 00155
~0,01847¢7070022¢ | 4 670,70/0051¢

Vpa(t) =-0,0774 + 7,6389x10" %t-24,0438e7 070036

~0,0845e 070051t | 55 5385070s0035t 5 3378,0,0022¢

vys(t) = 1—e-o,oo46t,;3l(t) = vy, lt) = 535(t) =0,

Vaa(t) = -0,2122 + 7,6389x107 %t + 0,2122¢7070036F,
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Va4 (£) = 0,4823 +.7,6389x10 *t-0,4823¢70s 0036t

§4l(t) = 342(t) = 345(t) =0,

Vy3(t) = 9,3364x107% + 7,6389x107 £-9,3364x10 2e 00036,

V,q(t) = -0,2122 + 7,6389x10™ ¢ + 0,2122¢70/0036F,

Ty (6) = 1-e70000208 5 (o) = 0,

V55 (t) = 0,3711 + 7,6389x10"%¢ +-3,4860e~07 0036E_

-3,6923¢7 070035t g 354g,70,00228

Veg(t) = -571,6891 + 0,6944t + 1248,7512¢ 0« 00225,

~3846,1538e™07 0939 & 3169,0017e70/ 0036, 5 (1) = 0.
(3.35)

ll.Tablo'da sirasiyla 1960, 1980 ve 2000 yillarina
iligkin durum iggallerinin ortalama dederleri werilmig-

tir.

11. Tablo'da'yer alan dederler bir kiginin s&zkonusu
zaman araliginda verilen b8lgeye yapacadi geg¢ig sayisi-
n1 verdiginden, bir bakima diJer kigiler de g®zdniine a-
1indigainda bir "durum iggal'oranlf olarak alinabilir.

Degerlendirmelerimizi bu g®riis altinda yapacadiz.
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Tablo 11. 1960, 1920 ve 2000 Yillarinda Ortalama
Durum Iggalleri

13 vy4(20) vy;(40) v, 5 (60)
13 0,04305 0,08424 0,12366
14 0,00107 0,00413 0,00902
21 0,01126 0,02479 0,04024
23 0,00130 0,00589 0,01242
24 0,00002 0,00019 0,00063
25 0,08789 0,16806 0,24119
33 0,00054 0,00210 0,00461
34 0,04878 0,09524 0,13953
43 0,02176 0,04308 0,06397
44  0,00054 0,00210 0,00461
51  0,03921 0,07688 0,11308
53 0,02982  0,05929 0,08839
54 0,00401 0,03659 0,12415

11.Tablo'daki 1980 yilina iligkin durum iggalleri
incelendiginde baglangig¢taki l.bSlgede olup 3.bdlgeyi ig-
gal “edenlerin oraninin, ayni ddnemde baslangigta 1l.bdSlge-
de bulunan kigilerin 3.¥e 4.b8lgelere geg¢gme olasiliklari-
nin toplamina egit oldudu goOriiliir. Buna gbre ilgili

;ij(t) ve pij(t) fonksiyonlarina bakildiginda

613(t) =pya(t) Fpy,(e), t >0 (3.36)

fonksiyonel iligkisi bulunur. Bu iligki baslangigta 1.
b&igede bulunup 4.bdlgeye gecgenlerin biliylik bir kisminin
ikinci gegiglerini 3.bdlgeye yaptiklari, Veya‘l3-gegi$ini

yapanlarin bir kisminin ayni zaman aralidinda 4.bdlgeye
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gegip tekrar 3.bdlgeye geri dondiikleri bigiminde yorum-
lanabilir. Benzer bigimde 514(40)'a bakilirsa p,,(40)"
dan az biiylik oldugu gdriiliir. Bu durumda bagslangig¢ta 1.
btlgede bulunan ve 3.b8lgeye gec¢en niifusun ¢ok az bir
kisminin 3.bdlgeden 4.bdlgeye ge¢tigi veya 4.bSlgeden 3.
btlgeye gegip oradan tekrar 4.bdlgeye gectidi s®ylenebi-
lir. '

Bblgeler arasindaki diger durum iggalleri de birey-
sel olarak benzer big¢imde yorumlanabilir. S&zkonusu iggal-
lerin tlimi birbiriyle karsilastirildiginda oran olarak en
fazla iggal 25, en az iggal 24'tilir. 25 iggallerinin fazla
. olmasinin bir nedeni olarak bdlgenin toprak biiylikligi,
.bir ikinci meden olarak da son yillarda 5.bSlgede yeni

yeni geligen g&¢ ¢ekim merkezleri g8sterilebilir(61l).

DiJer durum iggallerinde bulunan bir bagka fonksi-

yonel iligki
- _ = >
v34(t) v33(t) + P34(t), t 0 (3.37)

dir. Bu iligki (0,t) araliginda 34-iggallerinin baglan-
gigta 3.b8lgede olan ve tekrar bu b&lgeye geri ddnenlerin
igsgalleri arti 3.bdlgeden 4.bdlgeye kesin-geri d&nmemek
sartiyla- g&¢ edenlerin neden olduju iggaller bigiminde
agiklanabilir. Agadida da yalnizca 1980 yili ig¢in gercgek-

lenen iki iligki veriyoruz :

343(40) = 633(40) + P, 4(40), (3.38)

v, (40) = (40) + 2p.,(40) (3.39)

P53
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Bu iligkilerden ilki yalnizca 1980 yilinda olmak
{izere daha 6nce verilen ikinci fonksiyonel iligkiye ben-
zer bigimde yorumlanabilir. Ikincisi ise, 5l-iggallerinin
incelenen 40 yillik zaman sliresinde 51-miimklin gegiglerin-
den 54-miimkiin gegiglerinin iki kati kadar daha fazla ol-
dugu seklinde agiklanabilir. Bu . durum lilkemizdeki g&g¢ o-
layini inceleyen bazi niifus bilimcilerin yaptigi gibi,
1.bS1lgeyi gbg¢ veren bSlgelerle gf¢ alan bSlgeler arasin-

da bir gegig b&lgesi olmasiyla iligkilendirilebilir(57).

3.12. Hayat Boyu I¢ GS¢ Oraninin Tahmini

Sdzkonusu orani d, P(t) 'nin k8segen elemanlarindan

olusan vektdr olmak lizere,

r(t) = v(0) P(t)-a1ll

ile tahmin edilebilir. 1980 yili ig¢in bu oran

£(40) = v(0)[ B(40)-aI]1 = 0,106

]

% 10,6

olarak bulunur. Bu oran % 10,7 olarak bahsedilen 1965-
1970 dénemi filke igindeki niifus hareketliliginden pek

farkli dedildir(63).



138
3.13. Sonug

Ulkemizde 6zellikle 2.Dilinya Savasi’nin sonrasinda
ortaya ¢ikan i¢ g8¢ olayini incelemek igin, Szellikle
savag sonrasinin ilk yillarinda gd¢menleri ve gdg¢menlerin
demografik &zelliklerini izlemek ig¢in ‘gerekli olan kap-
samli oturma yeri kayitlari ve hayati olaylara (doéum,.

- 81im, gb¢) ili§ﬁin glivenilir kayitlar yoktu. Ozellikle
1950'lerden sonra ig g&¢ olaylar: gﬁg\alanlnda en gilive~-
nilir kayﬁak olan niifus sayimlarindan dolayli jdllardan
tahmin edilme yoluna gidilmis ve bu alanda diinyadaki c¢a-
ilgmalara paralel olarak giderek daha gok geligmig tek-
nikler kullanilmigtir. Ote yandan 1950'lerden sonra Dev-
let Istatistik Enstitiisii sayimlara yeni sorular ekleye-
Fek bilim adamlari ve pléncilar ic¢cin gerekli bilgilerin

elde edilmesinde igbirligi yapmigtir.

Biz bu g¢aligmamizda yalnizca sayimlarin yapildiga
yillari kapsayan siire ig¢in yapilan i¢ gd¢ incelemederi
yerine daha sonraki yillara y®nelik olarak bu olayi ince-
~lemeyi ve bunun igin olayi stokastik bir ortam iginde ele
almay1i uygun gdrdiik. G&¢ olayinin zaman olarak yilin tii-
miine yayilmig olmasi bakimindan daha anlamli olmasi, g&g¢
olayina iligkin istatistiklerin daha kolayhheéaplanabil—
mesi ve gd¢ olayinda ileriye ydnelik tahminler igin gdz-
lem yillarinin daha genig bir zamana yayilmasina gerek
olmamasi nedenlerinden de slirekli parametreli Markov zin-
cirlerini g&¢ olayini incelemede en elverigli model ola-

rak ele aldik.
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Analizimizin sonucunda g&¢ olayini etkileyen sosyo-
ekonomik gsartlar ayni kaldigi siirece 3.bSlge olarak ala-
nan Marmara—-Edge bdlgesiyle, 4.b6lge olarak ele alinan
Akdeniz b8lgesinde erkek nilifusun artacagi, buna karsilik
sirasiyla 1.,2. ve 5.b81lge olarak alinan Orta Anadolu,
Karadeniz ve Dodu-Giineydogu Anadolu BSlgelerinde sdzko-
nusu niifusun azalacagi goriildli. Elde edilen ge¢is olasi-
liklari fonksiyonu yardimiyla tahmin edilen g&zlem yil-
larina iligkin erkek niifusun dagilimiyla diizgiinlegtiril-
mig gbzlem dagrliminin birbirine ¢ok yakin oldudu gdril-
dii. Bu durum geg¢is olasiliklari fonksiyonunun tahmininin
kabul edilebilir ve tutarli oddugunu gdstermektedir. Bu-
nun yaninda 8nceki bagka tekniklere gdre yapllan 1.,2.
ve 5. b8lgelerin erkek niifus Saklmlndan gb¢ veren bdlge-
ler oldugu dogrulandi. 1940-1980 yillari arasinda hayat

boyu gdcedenlerin orani % 10,6 olarak belirlendi.

G&gedenlerin g&¢ ettikleri bdlgelere ilk gegis za-
manlarina iligkin olasilik yodunluk fonksiyonlari ve or-
talamalari bulundu. Bu bakimdan ortalama en kisa zamanin
Karadeniz béigesinden Akdeniz b8lgesine ilk gégiste, en
uzun zamanin ise DoJu-—Giineydodu Anadolu b&lgesinden Ak-

deniz bdlgesine ilk gegigte ortaya g¢ikacagi tahmin edil-

di. Ote yandan Marmara—-Ege ve Akdeniz bdlgelerine ilk geri

donilig zamaninin tiim bélgelerarasi ilk ge¢ig zamanlarin-
dan daha uzun olacadi tahmin edilirken, orta Dogu-Gilineydogu
Anadolu ve Karadeniz b&lgelerine geri doniiglin ise miimkiin

olmadigi goriildii.
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Gogedenlerin neden olduklari durum iggalleri elde
edilen ortalamalar:i bakimindan karsliastlrlldlﬁlnda, en
az iggaller -sifirdan farkli olanlar iginde-'baslanglg—
ta Karadeniz Bﬁlgesindé bulunanlarin Akdenizybﬁlgesine
yaptigi gecislerle, en fazla iggallerin ise, baglangig¢-
ta yine Karadeniz b&lgesinde bulunanlarin Dodu—Glineydodu

Anadolu bdlgesine yaptxgdi gegiglerle oldugu ,goriildi.
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