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OZET

Markov zincirlerinde ilk gecis zamam, bir zincirin belli bir duruma veya
durumlar kiimesine gectigi ilk zaman olarak tammmlamr. ilk gecis zamam
zamana bagh rastgele bir degiskendir. Bu durum veya durumlar sasirtici, az
rastlanan, ilgilenilen bir olayin ilk gecis zamanim gosterebilir. Bu calismada
durum uzayi sonlu elemanh ve indirgenemez bir Markov zinciri icin ilk gegis
zamam dagiliminin elde edilmesi iizerinde durulmustur. Ayrica durum uzayimnin
azaltilmasin1 amaclayan ve durumlarin bir araya getirilmesi ile yapilan
obekleme yontemi ele almmstir. i1k gecis zamaninin dagilimi 6bekleme yaparak
da belirlenmeye cahsilmistir. Ele alinan dort duruma sahip indirgenemez
Markov zincirinin ilk gecis zamanimmin dagihimim belirlemede Johnson SB
dagihmi 6ne cikmustir. ik gecis zamam dagihmimin deneme sayisina bagh
olarak yakinsamasi, Kullback uzakhk olgiisii ve Wasserstein metrigi ile
gosterilmeye ¢ahisilmistir. Bunun yanisira ters 6bekleme yontemi kullamilarak
istenilen limit dagilima ve limit dagiliminin entropisine yaklasan gecis matrisleri

elde edilmistir.
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1. GIRIS

Markov zincirleri, dinamik ve stokastik sistemlerin analizinde ve ozellikle bir
sistemin zaman boyunca i¢inde bulunabilecegi farkli durumlar arasinda yaptigi
hareketlerin incelenmesinde yaygin olarak kullanilan modellerdir [Alfa ve Shi, 2000;
Schnatter, 2001; Wang ve Puterman, 1999].

Uygulamada birgcok slire¢, bu modele uymakta ve dolayisiyla da Markov analizi,

degisik disiplinlere uygulamalar1 oldugu i¢in literatiirde genis bir alana sahiptir.

Genelde bagimsiz artighlik 6zelligine sahip bir stokastik siirecle ilgili ilk gegis

zamani bilgisi Markov bagimlilik yapisinin kullanilmasiyla elde edilebilir.

Ik gegis zamanlar1 ise Markov analizinin 6nemli bir pargasim olusturmaktadir. Tlk
gecis zamani, stokastik bir siirecin belli bir esik degerini (6nceden varsayilan bir
sinir1, kritik bir degeri) gectigi ilk zaman noktasi olarak tanimlanir. Bu esik degeri
genellikle bir sabit olabilecegi gibi rastgele bir degisken veya stokastik strecin
kendisi olabilir. [Kammer, 2007]. ilk ge¢is zamami zamana bagh rastgele bir
degiskendir. Esik deger sasirtici, az rastlanan, ilgilenilen bir olayin ilk ge¢is zamanini

gosterebilir.

Ik gecis zamani uygulamalarina bilim ve miihendisligin pek cok alanlarinda

karsilasmak miimkiindiir.

Kammer (2007), Ik gecis zaman siirecini firmalarm kredi riski icin kullanmis olup,
Kammer c¢aligsmasinda esik degerini firmanin bor¢larinin(pasif) bir fonksiyonu olarak

tanimlamay1 dnermistir.

Shinozuka ve Wu (1988), ilk gegis problemi igin deprem uyarimini rastgele bir siireg
olarak modellediler. Ik gecis olasiliklarin1 hesaplamak igin Poisson yaklagimini

kullandilar.



Li ve Shaked (1995), stokastik bir siireci t zamaninda belli bir aygitin zarar gérme
seviyesi olarak gosterdiler ve ilk ge¢is zamanini, soklara ve yipranmaya maruz kalan
aygitin ¢alismasi sirasinda bozulma oranin1 asma zamani olarak tanimladilar. Artan
Bozulma orani( IFR) ve Artan Ortalama Bozulma orani( IFRA) na sahip ilk gecis

zamanlarinin 6zelliklerini incelediler.

Mandel (2010), doku sertlesmesi hastaliginin evrelerini Markov zincirinin
ozelliklerini kullanarak durumlara ayirmis ve gecis matrisini elde ederek hastaligin
cesitli evrelerine gegisi i¢in ortalama ilk geg¢is zamanini tedavi gorenler ve tedavi
gormeyenler icin tahmin etmistir. Bu suretle doku sertlesmesi hastaliginin seyrini

tanimlama ve tahmin yapma imkani dogmustur.

Ik gecis zamanmin borsada uygulamasi ise yatirimcinin borsayl izlemesini
kolaylastirmasi i¢in borsa izleme programlarinda yatirimeiyr uyaran alarm sistemleri
mevcuttur. Bu alarm sistemine gore al-sat emirleri ilk geg¢is zamanlar1 olup uyari
sinyalleri yatirnmcinin izledigi hisse senedi belli bir fiyata veya fiyat araligina

geldiginde yapilir.

Ilk gecis zaman1 degiskeni degisik alanlarda farkli anlamlara gelebilir. Ornegin,
kumarbazin iflast probleminde oyunun siiresini gosterir. Fizikte bir parg¢acigin bir
duruma ulasmasi igin gereken zaman, giivenirlik analizi ¢aligmalarinda ilk gecis
zamaninin beklenen degeri, ilk bozulma icin ortalama siireye karsilik gelir. Tlk gecis

zamaninin sag kalim fonksiyonu bir sistemin giivenilirligi olarak goriiliir.

Fiziksel ve kimyasal sureclerde yer alan kontrolli reaksiyonlardan kromotografiye
(renk ¢oziimii) kadar pek ¢ok alanda kullanilan ilk geg¢is zamani kavrami stokastik
stireclerde énemli rol oynar. Bu yuzden gercek sistemlerin hareketlerini anlamak igin
ilk gecis Ozelliklerini bilmek gerekir. Bu iliski birkez kuruldugunda ilk gecis 6zelligi
cinsinden sistemin dinamiklerini elde etmek oldukga basitlesir. Bu sistemlerle ilgili
problemler [Gerstein ve Mandelbrot, 1964; Fienberg, 1974; Tuckwell, 1989;

Bulsara, Lowen ve Ress, 1994; Bulsara ve ark., 1996] gibi kaynaklarda bulunabilir.



Siireclerin  ortalama ilk gecis zamanlarina bakilarak normal veya anormal
davramslar1 ortaya konulabilir. iki siire¢ cok farkli olmasina ragmen ilk gecis
karakteristiklerini i¢eren uzun donem Ozellikleri ayni olabilir. Sadece ilk gecis
strecini inceleyen kitaplar [Kemperman,1961; Dynkin ve Yushkovich, 1969; Spitzer,
1976; Syski, 1992] veya stokastik siireglerde ilk gegis siirecini alt bir konu olarak
inceleyen kitaplar ise [Cox ve Miller, 1965; Feller, 1968; Gardiner, 1985; Risken,
1988; Van Kampen, 1997] verilebilir.

Gegcis zamanlart olasilik teorisinde ve uygulamalarinda eskiden beri aragtirilmistir.
En cok bilinenler ise bekleme zamanlari, yutulma problemleri, sénme kavrami,
mesgul durumlar ve diger uygulamalar1 da icine alacak sekilde bir kiimeye ilk

gecis/girig zamanidir.

Diflizyon, rastgele yiriiyiis gibi stokastik modellerde ilk gec¢is olasiliklarini elde
etmek icin  Green fonksiyonu, Fourier ve Laplace doniisiimii gibi matematiksel
araglar kullanilir. Boylece ilk gecis karakteristikleri ilk gecis olasiliklar1 cinsinden
ifade edilebilir. Bu anlamda R.Syski(1992) Markov zincirlerinde bir kiimeden son
cikis zamani ve ilk giris zamam olarak gecis zamanlarini ele almis ve gecis
olasiliklarinin belirlenmesinde 6rnek fonksiyonunun rolii lizerinde durmustur. RosS
ve Schechner (1985) kesikli Markov zincirinin ilk ge¢is zamanimimn tahmini icin
gozlenen riske dayali tahmin edicileri kullandilar ve daha sonra diizglinlestirme ile
sonuglar siirekli zamana genislettiler. Boylece ilk gecis zamaninin dagilimini tahmin

etmek i¢in gama fonksiyonunu kullandilar.

Gegis zamanlart aslinda duraklama zamanlar1 olmasina ragmen uygulamada ve teorik
acidan onemli bir yere sahiptir. Markov zincirinin analizinde ve kullaniminda ilk
gecis zamanlar1 zincirin uzun doénemli davranmisini anlayabilmek igin temel
kavramlardan biridir [Das Gupta, 2010].



Bu tezin amaci, durum uzayr sonlu elemanli, indirgenemez bir Markov zinciri igin
kesikli olan ilk geg¢is zamanlarinin dagilimlarina siirekli dagilim yaklasiminda

bulunmaktir. Buna iligkin olarak baz1 yeni sonuglar elde edilmistir.

Durum uzay1 sonlu elemanli olan Markov zincirinde eger eleman sayisi ¢oksa islem
yapmak zorlastig1 i¢in durum uzaymin eleman sayisini azaltan, modellemede kolay
hesaplama yapmaya yarayan Obekleme yontemi uygulanarak ilk ge¢is zamani
dagilimlarina siirekli bir dagilim ile nasil yaklasimda bulunulabilecegi tizerinde
calisilmas1 gereken 6nemli bir problemdir. Bu g¢alismada bu problemin ¢oziimii

tizerinde durulmustur.

Ayrica durum uzayr sonlu elemanli, indirgenemez bir Markov zincirinin durum
uzayinin genislemesi ¢ercevesinde ©beklemenin ters durumu olan ters 6bekleme

yontemi gelistirilmeye caligilmistir.

Giris boliimiinde konunun ele alinma nedeni ve ¢alismanin amaci tartisildi.

Ikinci bélimde Markov zincirleri ve Markov zincirlerinin ilk gecis zamanlari ile

ilgili genel bilgiler verildi.

Uclincli boliimde uygulamada kullanmak igin Entropi, Kullback uzaklik 6lgiisii ve

Wasserstein metrigi gibi kavramlar Bilgi Teorisi igerisinde incelendi.

Doérdiincii boliimde durum uzayinin azaltilmasini amaclayan ve durumlarin bir araya

getirilmesi ile yapilan 6bekleme yontemi anlatilmistir.

Besinci boliimde Markov zincirinin simiilasyonu yapilarak ilk gecis zamani1 dagilimi
deneme sayilarina bagli olarak ortaya konmus ve bununla beraber 6bekleme yontemi
kullanilarak da ilk gegis zamanlarinin dagilimi belirlenmistir. Obekleme yontemi
uygulanmadan once yapilan calismada dagilimlar arasindan Johnson SB dagilimi
kendini 6n plana ¢ikarirken, O6bekleme yontemi uygulandiktan sonra yapilan

calismada ilk gecis zamani dagilimlarinin Obekleme bi¢imine gore degisiklik



gosterdigi goriilmiistiir. Ik gecis zamanmnin dagiliminin deneme sayilarina bagh
olarak yakinsamalari, Kullback-Leibler uzaklik Ol¢iisii ve Wasserstein metrigi
kullanilarak gosterilmistir. Bunun yanisira Obeklemenin ters durumu olan Ters
Obekleme yontemi gelistirilip istenilen limit dagilima ve limit dagilimin entropisine

yaklasan ge¢is matrisleri uygulama boliimiinde verilmistir.

Son bélimde sonug ve 6neriler degerlendirilmistir.



2. MARKOV ZINCIiRLERI

Bir Markov zinciri, belirli stokastik sistemlerin uzun ve kisa donemdeki

davraniglarint modellemek i¢in kullanilir [Wu ve Shieh, 2007].

Uygulamada bir¢ok siire¢, bu modele uymakta ve dolayisiyla da Markov analizi,

olasilik modellerin 6nemli bir tiiriinii olusturmaktadir.

Markov suregleri, halihazirda siirece iligkin degerler bilindiginde, siirecin gelecekteki

degerlerinin gecmisten kosullu olarak bagimsiz oldugu siireglerdir [Cinlar, 1997].

Yapilan uygulamalardan goriilecegi gibi Markov sireclerinin 6zel bir hali olan
Markov zincirleri ; finans, pazar arastirmalari, genetik, ila¢ sektOrli, demografi,
psikoloji, kuyruk kurami uygulamalari, giivenilirlik ¢aligmalari, planlama, isguc
tahminlemesi, performans analizleri, alacak yonetimi, hisse senedi fiyat degisimleri

gibi konularda kullanilmaktadir.

2.1. Markov Zincirleri Uzerine Yapilan Cahsmalar

Bu boélimde, MZ (izerine yapilan bazi ¢alismalar incelenmis, MZ’nin hangi bilim
dallarinda kullanildig1, yapilan ¢aligmalarda nasil bir yol izlendigi ve bu ¢aligmalarda

elde edilen sonuglar iizerinde durulmustur.

Kuyruk Teorisine Uygulamalari

Adan ve Kulkarni (2003), Markov zinciri gosterimine sahip tek sunuculu kuyruk
tizerinde calistilar. Bir miisterinin bekleme zamani ile kalan miisterilerin sayisi
arasindaki iliskiyi kullanarak ayrilis donemleri ve rastgele zaman noktalar1 arasindaki
kuyruk uzunlugu dagiliminin Laplace — Stieltjes (LS) doniisimiinii elde ettiler. LS
doniistimii verildiginde bekleme zamanlar1 ve kuyruk uzunluguna ait momentleri

buldular. A,, n=0 ; (n-1).ve n. varislar arasindaki zamanve S ,n>0; n.



varisa iligkin hizmet siiresi olsun. Bu degiskenlerin {Z ,n>0} olan bir Markov

n

zinciri olusturdugunu varsaydilar.

P(Awlsx’snsy' Zn+1: J/anl) :P(Alsx’sosyizlz J/ZOZI)
= Gi(y)Pi,j(l_e_ijx) (2.1)

Burada x,y>0; i, j=1..,N. Z  verildiginde A ,,,S, ,Z,,, gecmisten bagimsizdir.

Chaudry ve Gupta (2003) korelasyonlu varislarin yani sira variglarin yogunlugunu da
dikkate aldilar. Hizmet slrelerinin rastgele oldugu Markoviyen varis siiregleri
tizerinde yogunlastilar. Bir ayrilistan sonra kuyruktaki miisteri sayisinin dagilimini

hemen elde etmek icin gémiili (imbedded) Markov zinciri yontemini kullandilar.

Stok YoOnetimine Uygulamalari

Yin ve ark. (2004), kdgit endiistrisinde tiretim planlamasi ve stok uygulamasini ele
aldilar. Stoklarin birka¢ haftada bir yenilendigi stok yonetimini diisiindiiler. Bu

literatiirde (s, S ) politikasi olarak bilinir.

n+1

S —-d ., X <s,

n+1? n —

B {Xn—dw s<X, <S

burada d,; ardarda gelen talepler ve X, ; stok seviyesi, d,’ler bagimsiz rastgele

n?

degiskenler olarak alindigindan X, bir Markov zinciridir. Bu sayede stok sistemi

sonlu sayida duruma sahip bir Markov zinciri olarak modellenebilir.

Abboud (2001), makine bozulmalarini ve stok durumunu birlikte ele aldi. Sistemi bir

Markov zinciri olarak modellemek i¢in bozulma ve onarilma zamanlarinin geometrik



dagilima uydugunu varsaydi. Sistemin durumunu (i, j ) bigiminde gosterdi. Burada i

stok durumunu, j ise makine durumunu gostermektedir.

Proje Yonetimine Uygulamasi

Choi ve ark. (2004), kisith bir proje planlamasi disiindiiler. Gorev sureleri,
maliyetleri ve gorev basarilari, basarisizliklar1 Markov zinciri ile modellendi. Bu
sayede ¢ok karmasik bir problem ¢6ziilebilir bir stokastik optimizasyon problemine

doniigsmiistiir.

Zaman Serilerine Uygulamasi

Gonzales ve ark. (2005), rekabetgi bir enerji piyasasinda elektrik fiyatlarini tahmin
etmek i¢in Markov zincirlerini kullandilar. Caligmalarinda elektrik fiyatlarinin

rakiplerin stratejilerine bagl olarak bir degisimi yansittigin1 gosterdiler.

Kalite Kontrol Ydntemlerine Uygulamalari

Saccucci ve Lucas (1990), olusturulan kontrol semalarinin ARL’lerini (ortalama
devre uzunlugu), Markov zincirleri ile hesaplamistir. Ayrica Fua, Spiringa ve Xieb
(2002), Aparisi ve Diaz (2007), Serel ve Moskowitz (2008), surecin varyansini ve
ortalamasini gozlemlemek i¢in kullanilan iistel hareketli agirlikli ortalama istatistigi
(EWMA) ile olusturulan kontrol semalarinin ARL’lerini Markov zincirlerini
kullanarak hesaplamistir. Aparisi ve Diaz (2007), asimetrik kontrol limitleri ile
EWMA kontrol semalarinin ARL’sini hesaplamak i¢in Markov zincirlerine dayanan

bir prosedur 6nermistir.

Magalhaes, Costa ve Neto (2006), uyarlamali X ve R semalar1 gelistirmisler ve bu
semalarin Ozelliklerini, Markov zinciri yaklagimmi kullanarak olusturmuslardir.

Yapilan uygulama 0Ornegi, degisken parametreli kontrol semalarinin, sabit



parametreli  kontrol semalarindan daha gelismis istatistiksel performansla

sonuglandigin1 gostermistir.
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2.2. Temel Kavramlar ve Genel Bilgiler

X, rastgele degiskeninin deger kiimesi S durum uzayr olsun. Ayni olasilik uzayi

n

(,3,P) itizerinde taninlanmig ve S’de degerler alan bir {X,| neN} rastgele

degiskenler topluluguna durum uzay1 S olan bir stokastik stire¢ denilir. N kiimesine

slrecin parametre uzayi denilir. N sayilabilirse, 6zellikle N :{0,1,2,...} ise stlirece

kesikli parametreli stokastik sireg, aksi halde N sayilamazsa siirece stirekli

parametreli stokastik stre¢ denilir.

{Xn : n=0,1,2,..} sonlu ya da sayilabilir sonsuz durum uzayina sahip bir stokastik
siire¢ olsun. Aksi belirtilmedikge, siirecin durum uzayini negatif olmayan tamsayilar
kiimesi olan S = {0,1,2,...} ile gosterilir. X, =1 ise, surecin n aninda i durumunda
oldugu soylenir. Siire¢ i durumundayken bir sonraki dénemde j durumunda olma

olasilig1 Pj; ile gosterilir.

Io,I1,...,In-1,1,] stirecin durumlar1 ve n > 0 olmak lzere

P {Xn+1 =] | Xo =10, X1 = I1,..., Xn-1 = In-1, Xn = 1I}=P{Xn+1 = J|Xn = 1} = Pjj

ozelligini saglayan X ={X, : n € N} stokastik stirecine Markov Zinciri (MZ) adi
verilmektedir. Bu tanima gore, bir MZ, herhangi bir n i¢in, “simdiki” durum X,
verildiginde, “sonraki” durum Xq.1’in Xo,X1,...,Xn1 “ge¢mis” durumlarindan kosullu
olarak bagimsiz oldugu, bir baska deyisle Markov O6zelliginin saglandig1 rastgele

degiskenler dizisidir.

Pij, i durumundan j durumuna bir donemde (bir-adimda) ge¢is olasilig: olarak anilir.
Dolayisiyla, bir-adimda gegis olasiligi zaman parametresinden bagimsiz oldugunda,
yani MZ homojen oldugunda, MZ’nin duragan geg¢is olasiliina sahip oldugu sdylenir
ve su sekilde de yazilabilir.
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P{Xn+1| Xn =i} =P(1,j)) =Pjj; i,j €S

I:)OO POl POZ

o Pn R
Tanim 2.2.1. Vi, j € S i¢in elemanlar1 Pjj’ler olan bir P=| . .

Ro Rt P

matrisini ele alalim.
a) Herhangi iki i, j € Sicin P;; >0

b) Heri e Sicin > P, =1
j

Ozelliklerini saglayan P matrisine S durum uzay:1 Uzerinde bir Markov matrisi (ge¢is
matrisi) denir [Cinlar, 1997].

Teorem 2.2.1. X = {X, : n € N} bir MZ olsun. Herhangi m, n € N; m> 1 ve iy, Iy,...,in

e Sigin

P{Xn+1=i1, Xn+2=i2,...Xn+m=im|Xn=i0}= P P A}

dir.
Sonug 2.2.1. S durum uzayi iizerinde MZ’nin 7y baslangi¢ olasilik dagilimi verilsin.

Yani, P{Xo =i} = mo(i), (Vi € Sicin) olsun. O zaman me N Ve ig,iy,i2,...im € Sigin

P{Xo = io, Xl = ij_,...,Xm = Im} = 7Z'0(Io) P. P P . (22)

ily gy Tt g i

olur. Bu sonucu sozle ifade edecek olursak; her m icin Xo, X1,...Xn’nin ortak dagilima,

7o baslangic dagilimi ve P gegis matrisi bilindiginde hesaplanabilir.
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Tanim 2.2.2. Herhangi bir m € N olmak (izere, MZ’nin i durumundan j durumuna n-

adimda gecis olasiligi,
P{Xnin=] | Xm=i} = Pij(n);i,j eSveneN

olarak tanimlanir. Burada, P™ = [P;™] olup, 6zel olarak n = 0 igin P° = I dir [Cinlar,
1097].

Asagidaki teoremde verilen Chapman-Kolmogorov denklemleri n-adimda gecis

olasiliklarini hesaplayabilmek igin bir metot verir:

Teorem 2.2.2.

0

Py = 33, U™ Y e Nve v, e S
k=0

dir.

Ispat : Pij(m+n) =P{Xn+n=j | Xo =i}

0

=Y P {Xn+n=]Xn =k | Xo =i}

k=0

8

=D P ;=] Xn =k Xo =i} P{Xy =k | Xo = i}

k=0

R, Py

Ms

n-adimda gecis olasiliklar Pij(n)’leri matrisyel olarak yukaridaki esitlikten PM™ jle

gosterirsek,
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p(m+n) — p(m)p(n)

olur. Boylece

PO =ppt D =pppld=_=p"

dir [Ross, 1996].

Markov zincirlerinin anlasilmas: igin izleyen Ornek 2.3.1-Ornek 2.3.2 [Cinlar, 1997],
Ornek 2.3.3 [Akyurt, 2005; Hoel ve ark., 2005], Ornek 2.3.4 [Akyurt, 2005] den

alinmustir.

2.3. Markov Zincirleri Uzerine Baz1 Ornekler

Ornek 2.3.1. Bernoulli siirecinde basarilarin sayisi

Nn, herhangi bir denemede basari olasiligit p olan n tane bagimsiz Bernoulli

denemesindeki basarilarin sayisini gostersin.

P{Nn+1 :j | No, Nl,...Nn} = P{Nn+1 :j | Nn}

oldugundan {N; : n € N} bir MZ’dir.

Gercekten

P{N,,=J.N, =i}

n+l

Pi=P{Nns1=j | Ny =i} =
ij {Nn+1=j | Ny =i} P{N. =i}
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:P{le_Nn:j_i’Nn:i}
P{N, =i}

_P{Nn+1_Nn=j_i}P{Nn=i}
B P{N, =i}

=P{Nn+1 - Nn =j - i}

=P{Xp+1=j—i}
p;j-i=1

=4 q;j-i=0
0;j—1=01

yazilabilir. Dolayistyla, {N, : n € N} durum uzay1 S = 00 olan bir MZ’dir. Bu
MZ’nin gecis matrisini asagidaki gibidir.

o O Qo
o o -
o - O

Bu MZ’nde n -adimda gegcis olasiliklart

Py = P{Nmen=j | Nim = i} = P {Nnn =N = j = i}

=P{Nn=j-1i}

= n gt j=i,.,i+n
(= + i) e

ile hesaplanir.
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Ornek 2.3.2. Bagimsiz Denemeler Siireci
Xo, X1,..., Xp’ler ortak dagilima,

2(k);k=012,...

P = k}:{ 0:k <0

olan bagimsiz kesikli rastgele degiskenler olsun. Xj+1, Xo,X1,...,Xp’den bagimsiz

oldugundan
P{Xn+1=] | Xo, X1,...Xn} = P{Xn+1 =]}

ve Xp+1, Xp’ den bagimsiz oldugundan
P{Xn+1 =] | Xn} = P{Xn+1 =}

dir. Dolayistyla,

P{Xn+1 =] | X0,X1,..,Xn} = P{Xn+1=] | Xn}

oldugundan {X, : n eN} bir MZ’dir.

Bu MZ’nin durum uzayi, S ={0,1,2,...} = 0 ’dir ve
Pij = P{Xns1 =J | Xn = i} = P{Xnr1=j} = ()

oldugundan ge¢is matrisi,
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7(0) () 7#(2)

o | 7O 7 ()

bigiminde yazilabilir. Bu MZ’nde Vm > 1 icin P™ = P’dir.

Ornek 2.3.3. Rastgele Yiiriiyiis Modeli

Bir MZ’nin durum uzay1 0,1,2,3,.. tamsayilarn ile, olasiliklar1 da, Pjj+1 = p= 1 — Pjj.1;
0 < p <1 ile ifade edilirse, bu MZ’ne bir rastgele yiiriiyiis modeli denir. Bu modelin

biraz daha genel bir bicimi asagida verilmistir.

A1,Az,...’ler ortak olasilik fonksiyonu f olan tamsayr degerli bagimsiz rastgele
degiskenler ve Xo, Ai’lerden bagimsiz, tamsay1 degerli bir rastgele degisken olsun. Xj
= Xo + Ay + ... + A, olarak tanimlanirsa, {Xn; n > 0} dizisine bir rastgele yiiriiyiis
denir. Bu durumda Xy’ler, durum uzay: tamsayilar ve gegis fonksiyonu Pj; = P(i,j) =
f(j-i) olan bir MZ olusturur.

Bu MZ’ne gore, tamsayilar lizerinde bir par¢acigin hareket ettigi diisiiniilmiistiir. Bu

pargacik, i durumunda iken bir adim sonra j durumuna f (j — i) olasilig1 ile gecer.

Ozel bir durum olarak, f (1) = p, f (-1) = q ve f (0) = r olan bir basit rastgele
yiiriiylis modeli diistiniilsiin. Burada, p, g ve r negatif olmayan ve toplamlar1 1’¢ esit

olan degerlerdir.

Buna gore, gecis fonksiyonu,
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p,j=i+1
P(ij)=py={"1="""
AL PR
0, d.h.
seklindedir.

Bir parcacigin bdyle bir rastgele yiiriiylis modeline sahip oldugu g6z oniine alinirsa
bu pargacik verilen bir gozlemde i durumunda ise, 0 zaman bir sonraki gézlemde p
olasiligi ile 1 +1 durumuna, q olasilig1 ile i —1 durumuna sigrar ve r olasiligi ile ayni i

durumunda kalir.

Ornek 2.3.4. Kumarbazin Iflasi Problemi

Bir kumarbazin her oyunda bir para birimi kazanma olasiligt p, bir para birimi
kaybetme olasilig1 1— p olsun. Kumarbaz oyunu ancak iki sartla birakir; ya elindeki
para sifira diiser (iflas) ya da N para birimine ulasir. Bu durumda MZ’nin gecis

olasiliklar1 su sekilde olusur:

Pi,i+l = p = l - Pi,i-l; i= 1)2!3)"') N - l

Poo=Pwnw=1

Yukaridaki denklem rastgele yiiriiyiis modeliyle 0 ve N durumlart haricinde
uyusmakta, fakat oyun 0 ya da N durumuna girdiginde bir daha buradan

¢ikamamaktadir, bu iki duruma yutan durum denir.

Ornegin, bir kumarbazin elinde 0 zamaninda (baslangicta) 2 Tiirk Liras1 (TL) olsun.
Bu kumarbaz her seferinde 1 TL yatirdig1 bir oyun oynadiginda, kazanirsa yatirdigi 1
TL’yi ve bir o kadar parayr daha alir, kaybetme durumunda ise yatirdigi para geri

verilmez. Para 4 TL’ye ulastiginda ya da bittiginde ise oyun sona erer.
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Dikkat edilirse t +1 oyun sonra elde olan para miktari, t . oyundan sonra eldeki kalan
para miktarina baglidir. Bu da bu durumun bir MZ oldugunu gostermektedir. Oyunun
kurallar1 da zaman i¢inde degismediginden MZ duragandir. Asagida gosterilen gegis

matrisinde, durum elde bulunan paradir:

1 0 0O 0 O
1-p O p 0 O
P=f 0 1-p 0 ©p O
0 0 1-p 0 p
| 0 0 0 0 1]

Gegis matrisinde, Poo = Pas = 1 oldugu goriilmektedir, yani 0 ya da 4 TL para birimine
ulagildiginda oyun bitmektedir, durum degismemektedir. Diger durumlarda ise

kaybetmenin olasilig1 1— p, kazanmanin olasilig1 ise p oldugu goriilmektedir.

2.4. Durumlarim Smiflandirilmasi

Tanim 2.4.1. Eger i’den j’ye sonlu adim sonunda ulasilabiliyorsa, j durumu

ulasilabilirdir. Yani, i, ] € S olmak Uzere

P;™ > 0 olacak sekilde In > 0 varsa i — j (i den j ye ulagilabilir);
Pji(") > 0 olacak sekilde 3n > 0 varsa j — i (J den i ye ulasilabilir),

P;™ > 0 olacak sekilde 3n > 0 ve P;(™ > 0 olacak sekilde 3m > 0 varsa i <> j (i ve j

iletisimli) dir; bir bagka deyisle karsilikli olarak ulasilabilirdir.
Karsit olarak,
vn >0 igin P = 0 ise i den j ye ulagilamaz

vn >0 igin Pji(n) =0 ise j deniye ulasilamaz
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vn >0 icin Py = 0 ya da P;™ = O ise, i ve j iletisimli degildir.

Iletisimli durumlarin bazi1 6zellikleri asagida verilmektedir:

Liz
17 eini o

1) Yansima ozelligi: Pij(o) =95 = { .
0;i# ]

2) Simetri ozelligi: Eger 1 <> j ise, 0 zaman j <> i

3) Gegislilik ozelligi: Eger i <> j ve j <> kise, 0 zaman i <> k dir. [Bhat, 1984].

Tamm 2.4.2. Bir i durumunun periyodu d, {n=1: PR > 0} kiimesindeki

tamsayilarinin en biiyiik ortak boleni olarak tanimlanmaktadir. d = 1 ise, duruma
aperiyodik durum denir [Bhat, 1984].

Teorem 2.4.1. Eger i <> j ise, 0 zaman d(i) = d(j) dir.

Bu teoreme gore, iletisimli durumlar ayn1 periyot degerine sahiptir [Ross, 1996].

Tanim 2.4.3. MZ’nin i’den j’ye n donemde ilk gecis olasiligt fij(n) asagidaki gibi

tanimlanir:
P yn=1
(n)—
f” - Z pibfbj(n_l);n :2!31--'
beE—{j}

Tanim 2.4.4. f; = Zfij(n) degerine MZ’nin i’den j’ye eninde-sonunda gegis
n=1
olasiligi veya i’den j 'ye her adimda ge¢is olasiligi denir.
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Tanim 2.4.5. j’de baglayan siirecin j’ye eninde-sonunda geri donme olasilig1 olan fj; =

1ise, j’ye geri doniisliidiir denir [Cinlar, 1997].

Tanim 2.4.6. i geri doniislii olmak iizere,

i = infii(n)

n=1

ile tanimlanan z4;” ye i durumuna ilk geri doniis igin gereken ortalama gegis sayisi
denir. Ayni durumlara ilk geri doniis i¢in gereken gecislerin sayisi tekrarlanma

zamani Ve w;i’de, | durumunun ortalama tekrarlanma zamani olarak adlandirilir.

wii’den yararlanarak, geri doniislii bir durumun etkisiz ya da etkili geri doniislii olarak

nasil siniflandirildig1 asagida verilir.

a) 1 geri doniislii bir durum olmak ftizere, I durumunun etkisiz geri doniislii olmasi

i¢in gerek ve yeter sart uj =oo olmasidir.

b) i geri doniislii bir durum olmak tizere, i durumunun etkili geri doniislii olmast igin

gerek ve yeter sart uj < oo olmasidir.

Tanim 2.4.7. Eger fi < 1, yani slre¢ i durumunda pozitif bir olasilikla bu duruma

eninde sonunda geri doniis yapamiyorsa i durumuna gegislidir denir [Cinlar, 1997].

Geri doniislii ya da gegisli gibi durumlarin siniflandirilmasina baska bir kriter P;i™

olasiliklar1 kullanilarak verilebilir:

Teorem 2.4.2.

i durumu geri doniislii < ) P =0
n=1



21

i durumu gegisli < > P <o dir.

n=1

Teorem 2.4.3. Eger i <> | (i ve j iletisimli) ve i geri doniislii ise, o zaman | de geri
doniisliidiir [Bhat, 1984].

Teorem 2.4.4. Eger i <> j ve j geri doniislii ise fij = 1 dir [Ross, 1996].
Tanim 2.4.8. Pji = 1 sartin1 saglayan i durumuna yutan bir durum denir.

Tanim 2.4.9. A < N bir kiime olsun. Eger A kiimesi disindaki durumlara A’nin

icindeki durumlardan ulasilamiyorsa, A kimesine kapali kiime denir.

Tanim 2.4.10. Eger bir kapali kiimenin kendisinden bagska hicbir kapali 6z altkiimesi

yoksa, bu kiimeye indirgenemez kiime denir.

Tanim 2.4.11. Eger bir MZ’nde biitiin durumlarin olusturdugu kiimenin kendisi, yani

S, indirgenemezse, bu zincire indirgenemez zincir denir.

Bir MZ indirgenemez < biitiin durumlardan birbirine ulasilabilir [Cinlar, 1997].

S sonlu elemanl indirgenemezlik sart1 altinda w; (i € S) sonludur. Boylece, yalnizca

durum uzay1 sayilabilir sonsuz oldugunda durumlar etkisiz geri doniislii olabilir.
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2.5. Limit Teoremleri

Etkili ya da etkisiz geri dontislii durumlarin siniflandirilmasina bagka bir kriter de =;

olasiliklar1 kullanilarak verilebilir:

Teorem 2.5.1. ; = limy ., P;™% olmak tzere
m; > 0 ise j durumu etkili geri doniisliidiir.

mj = 0 ise j durumu etkisiz geri doniisliidiir [Ross, 1996].

Teorem 2.5.2. Eger X , sonlu duruma sahip indirgenemeyen aperiyodik bir MZ ise, o

Zaman

denklem sisteminin tek ve negatif olmayan bir ¢6ziimii vardir.

' = (m1,72,...,ms) = verildiginde lim,_., P" asagidaki gibi olacaktir:

7l 72 .. s
lim pn = 7l #n2 .. 7S
7l 72 .. #$

Buradan da asagidaki denklem yazilabilir:
= limy_., P;®

7' = (71, 72,...,7s) seklinde verilen bu vektor, sirecin limit dagilimi olarak adlandirilir
[Cinlar, 1997].
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Tanim 2.5.1. Bir {P; : j > 0} olasilik dagilim1 i¢in P;j = z PPR;; j=0ise {P;:j>0}
i=0

olasilik dagilimina MZ’nin duragan dagilimi denir.

Eger Xo’1n olasilik dagilimi P; = P{Xo = j}; j = 0 zincirin bir duragan dagilimu ise,

0 zaman

POG =1} =Y P X =] X0 = (3P0 = 1}

= 2 RP
i=0

:Pj

dir ve timevarimla

PG =1} = S P =] | Xo1 = (PPt = i}

i=0

= 2 RP
i=0

= Pj
elde edilir.

Buradan su sonug elde edilir: Eger baslangi¢ olasilik dagilimi duragan dagilim ise, 0
zaman her nigin Xp’ler ayn1 dagilima sahiptir. {X,: n >0} bir MZ olmak iizere, her
bir n ve m > 0 igin Xp, Xn+1,...,Xn+m, ayni ortak dagilima sahip olacaktir. Diger bir

ifadeyle, {X,: n >0} duragan bir siire¢ olacaktir.
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Teorem 2.5.3. indirgenemez aperiyodik bir MZ asagida verilen iki siniftan birine

aittir:
1) Biitiin durumlar ya gegisli ya da etkisiz geri dontislii ise, bu durumda Vi, j igin

n—o iken B™ — 0 dir ve duragan dagilim yoktur.

2) Biitiin durumlar etkili geri doniislii ise, 7; = lim P/ > 0 olmasi demektir ki, bu

durumda {z; : j = 0,1,2,...} duragan bir dagilimdir ve bu dagilim zincirin tek duragan
dagilimidir. [Ross, 1996].

Ornek 2.5.1. X, durum uzay1 S = {1,2,3} ve gecis matrisi

0.50 0.40 0.10
P=/0.10 0.20 0.70
0.05 0.70 0.25

olan MZ’nin limit dagilimin (7’ olasilik vektoriinii) bulalim.

0.50 0.40 0.10
Cozim: 7z'P=7n"= (m m 73)| 0.10 0.20 0.70 |= (m m m3)

0.05 0.70 0.25
0.571 + 0.17, + 0.0573 =7 1 0.17, + 0.057253 = 0.574
= 0471 + 0.2 + 0.773 = 72 = 0.471 + 0.773 = 0.8
0.1m1 + 0.77 + 0.2573 = 73 0.171 + 0.77> = 0.7573
1
Tl=1=2mmm)|l|=1=2m+m+r=1
1

w1 = 10k alarak 0.1m, + 0.057z53 = 5k



25

— 0.8, + 0.7m3 = —4k denklemlerini ¢6zdiigiimiizde,

my = 33.635k ve 73=32.73k bulunur.

m+m+m3=1— 10k + 33.635k + 32.73k =1
= m = 0.13095, 7, = 0.44045, 3= 0.42860
= (m1, o, 3) = (0.13095, 0.44045, 0.42860)

olarak bulunur.

2.6. Durumlarin Smiflandirilmasi ve i1k Gegis Zamanina iliskin Bazi Ornekler

Ornek 2.6.1. Durum uzay1 S = {1,2,3,4,5} ve gecis matrisi

[0.0 0.2 08 00 00]
00 0.0 1.0 00 00
P=[1.0 00 00 00 00
03 03 00 04 00
100 00 07 01 02

olan MZ igin
a) Durumlar1 siniflandiralim.

b) Baslangicta 5 durumunda bulunan MZ’nin 3 adimda 1 durumuna ilk gegis

olasiligini bulalim.

COzim: a)

<6) X

e

VL
9

Sekil 2.1. Ornek 2.6.1 i¢in durumlar aras gegis diyagrami



{1,2,3} kapali kiime, etkili geri dontislii ve periyodik

{4,5} gecislidir.

b) f5:¥ =2
YOL:
5—-5-3-1
5—4—4—1

5—5—4—1

OLASILIK:
(0.2)(0.7)(1)=0.14
(0.1)(0.4)(0.3)=0.012

(0.2)(0.1)(0.3)=0.006

f5:® =0.14 + 0.012 + 0.006 = 0.158

Ornek 2.6.2. Durum uzay1 S = {1,2,3,4,5} ve ge¢is matrisi asagida verilen MZ i¢in

(0.2 0.3
0.1 0.7

0.0 0.0
0.0 05

a) Durumlar1 siniflandiralim.

05
0.2
0.1
0.7
0.0

0.0
0.0
0.0
0.3
0.1

0.0]

0.0
0.0
0.0

0.4
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b) Baslangi¢ta 4 durumunda bulunan zincirin 3 durumuna eninde sonunda gegis

olasiligini bulalim.

c) Baglangigta 4 durumunda bulunan zincirin 3 durumuna ortalama ilk gegis

zamanini bulalim.



Cozim: a)

/\

< X

— e
4@\.5/

N
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Sekil 2.2. Ornek 2.6.2 i¢in durumlar aras1 gecis diyagrami

{1,2,3} kapali kiime, etkili geri doniislii ve aperiyodiktir.

{4,5} gecisli durumdur.

b) faz =7

m yol

1 4—-3

2 4—4—-3

3 4—4—4-3

k 4—4—4—4—. . —43

_ s (K
faz =D fus
k=1

fag™

(0.7)
(0.3)(0.7)
(0.3)*(0.7)

(0.3)' (0.7)
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= i(o.s)kfl(o.n
=(0.7) [1 + (0.3) + (0.3)* +...]

1
=(0.7) ———
©0.7) 1-0.3

c) E[T] = i K.f o) = ik.(o.s)kfl(o.n I T
k=L k=L p 0.7

2.7. Potansiyel ve Eninde-Sonunda Gegis Olasihklar1 Matrislerinin
Hesaplanmasi

C, kapali kiimeleri (geri doniislic durumlarin kiimesi) ve D ise butin gegisli
durumlarin kiimesini gostermek iizere, P gecis matrisini asagidaki gibi ayristirmamiz

mUmkuandur:

C D
Ll
P=
oLl Q

Tanim 2.7.1. rjj, i’den baslayan MZ’nin j’ye yaptig1 ortalama gegislerin sayis1 olmak

uzere, R = [rij] matrisine, MZ’nin potansiyel matrisi denir.

j geri doniisli durumu i¢in

e 0, f; =0
. 0] fij >0

R matrisinin elde edilmesi i¢in asagidaki tablo kullanilabilir:
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Cizelge 2.1. rjj nin durumlara gore degeri

Fij ] Geri

Gegisli
i dontsli

Gegis
Geri yok — 0

Doniislii Gegis

var — o

Gegis
yok — 0

Gecisli S=(1-Q)*
Gegis

var — o

fij, i’den J’ye eninde sonunda gegis olasilig1 olmak iizere, F = [fij] matrisini elde

etmek i¢in asagidaki tablo kullanilabilir:

Cizelge 2.2. fij nin durumlara gére degeri

fii j Geri
i Doniisli
] Gegis yok > 0
Geri
Gegis 0
Doniislii
var > 1
Gegis yok > 0
Yalniz bir kapali _ 1
fi=1- .
Gegisli Gegis kime — 1 i
Var Birden fazla kapali ri
o fi=—:1#]
kiime —- G =SB rjj




Ornek 2.7.1. X, durum uzay1 S = {1,2,...,7} ve gecis matrisi,

(06 04 00 0.0 00 00 0.0]
09 01 00 00 00 0.0 00
0.0 00 00 0.7 03 0.0 0.0

00 00 10 00 00 0.0 0.0
01 01 01 00 01 04 0.2
01 00 02 02 01 01 03

olan bir MZ olsun.

a) Durumlar1 siniflandiralim.
b) R matrisini hesaplayip yorumlayalim.

¢) F matrisini hesaplayip yorumlayalim.

:
=

Cozim: a)

Sekil 2.3. Ornek 2.7.1 igin durumlar aras gegis diyagrami

C.:={1,2} Kkapali kiime, etkili geri doniislii ve aperiyodiktir.
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C, = {3.4,5} kapali kiime, etkili geri doniislii ve periyodiktir (d = 2)

D = {6,7} gecisli durumdur.

K 0
b) P gecis matrisini P = [ L Q} olacak sekilde asagidaki gibi ayirabiliriz:

06 04|00 00 001/ 00 00
09 01|00 00 00| 00 00

00 00|00 07 03] 00 00
00 00|10 00 00 | 00 00
00 00|10 00 00| 00 00

61 01|01 00 01| 04 02
01 00|02 02 01|01 03

-1
04 0.2 1 10 04 0.2 1.75 0.50

= =(l - = — =

Q [0.1 o.:J:>S (-9 Ho 1} {0.1 0.3D [0.25 1.50}

Bu durumda,

00 o 0.00 0.0 0.00 0.00 0.00]
0 o 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 o 00 o 0.00 0.00

R=/0.00 0.00 0 o 0.00 0.00
0.00 0.00 0 oo 0.00 0.00

00 00 00 00 o 175 0.50

o0 0 ) 0 o 025 1.50 ]

Ornegin, r77 : 7°den baslayan MZ 7 durumuna ortalama 1.50 kez gecis yapar.



0.1+0

0.2+0.2+0.1

VB = {0.1+0.1 0.1+o.0+0.1}:

= G=SB

1

fee = 1-—=1

66

f76: 76

_|1.75 050102 0.2
0.25 1.50

e 025 1
r, 175 7

Bu durumda,

[1.00
1.00
0.00

F =]0.00

0.00

0.40

0.20

1.00
1.00
0.00
0.00
0.00
0.40
0.20

1

175 7'

0.00
0.00
1.00
1.00
1.00
0.60
0.80

3

f77 =1-—

0.00
0.00
1.00
1.00
1.00
0.60
0.80

f67

0.1 05

0.00
0.00
1.00
1.00
1.00
0.60
0.80

H

0.1 05

0.2 0.2}

Cy

0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.43
0.14

C

04 0.6
02 0.8

0.00 |

0.00
0.00
0.00
0.00
0.33
0.33
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Ormnegin, fes : 6°dan baslayan MZ’nin 6 durumuna eninde sonunda gecis olasilig

0.43’tiir [Cinlar, 1997].

2.8. Markov Zincirinin Simulasyonu

Fen Bilimleri, Sosyal Bilimler ve Saglik bilimlerinde kullanilan siireglerin birgogu

“Markoviyen” ozellik tasimaktadir. Bu kisimda kesikli zamanli Markov siireglerin
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simiilasyonu kisaca ele alind1 ve Markov zincirlerinin indirgenemez ve aperiyodik
oldugu kabul edildi.

Iki durumlu Markov zincirinin simiilasyonu

Markov zincirlerinin simulasyonunu daha iyi anlayabilmek icin 6nce iki durumlu bir

Markov zinciri goz 6niine almabilir. {X,:n>0} Markov zincirinin durum uzay:

S= {0,1} ve gegis olasiliklart matrisinin

o_ 0.20 0.80
10.40 0.60

oldugu, siire¢ sifir durumunda basladiginda X, =0 oldugu kabul edilsin. X,

degerinin simiilasyonu yapilmak istendiginde P gecis olasiliklar1 matrisinin ilk

satirma gore dagilmis bir X rastgele degiskeni olusturulur. P(X =0)=p,, =0.20 ,
P(X =1)=p,, =0.80 olacak bicimde X,k X,’e esitlenir. X =X,. Boyle bir X

rastgele degiskeni olusturmak i¢in kesikli ters doniisiim yontemi kullanilabilir. Buna

gore U ~U(0,1) degeri tretilir. Eger U <0.20 ise X =0 alinir. Eger U >0.20 ise
X =1 alinir. Bu sekilde X; degerinin simiilasyonu yapilmis olur. X, de asagidaki
gibi tretilir. Eger X, =0 ise P gec¢is matrisinin ilk satirina gore onceki gibi X
rastgele degiskeni olusturulur ve X = X, almir. Aksi takdirse X; =1 ise P gegis
matrisinin ikinci satirma gére P(X =0)=p,=0.40, P(X=1)=p,=0.60 ve

X =X, ahnr.
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Genel olarak X’ nin simiilasyonu yapildiktan sonra X, ’in simiilasyonu asagidaki
gibi yapilir. Eger X, =i ise 0 zaman X ’in simiilasyonu su sekilde yapilir.
P(X=0)=p,, P(X=1)=p,.Eger U<p, ise X =0 almir. Eger U > p,, ise

X =1 almirve X ,, = X yapilr.

Bu sekilde X, X,,...X, dizisinin similasyonunu elde etmek icin sadece

U,U,,...,U, gibi diizgiin dagilimdan elde edilmis n tane bagimsiz degere ihtiyag

vardir.

Genel Algoritma

Gegis olasiliklart matrisi P =(B;), i,jeS olan bir Markov zinciri icin Y, :P

matrisinin i. satirina gore dagilmis bir rastgele degiskeni gdstersin .
P(Y, =)= Py J€S.

Y,’yi olusturmak igin ters doniisiim yontemi kullanihir. Ornegin durum uzayi
$={0,1,2,3,..} seklinde ise Y,’nin similasyonunu yapmak igin once
U ~U(0,1) degeri iiretilir. Eger U <p,, ise Y; =0, eger p,<U < p,+p, ise

Y, =1 alinir. Bu sekilde devam edilerek, eger

-1

Py <U <

p, ise Y;=j almur.

i
k k=0

I
o

Asagidaki algoritmada Y, ’nin simiilasyonunu yapiniz denildiginde bagimsiz diizgiin

dagilimi kullanarak ters doniisiim yontemi yani yukardaki islem kastedilmektedir.

[Sigman,2009]
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Bir Markov zincirinin N adima kadar simiilasyonu

1) U~U(0,1) degerleri tiretilir
2) X, =1, baslangi¢ degeri secilir. n=1 olsun.
3) Y, degerinin simiilasyonu ile X, =Y; atamasi yapilr.

4) Eger n<N ise i=X, esitlenir. Y, degerinin simiilasyonu yapilir ve n Dbir

n

artirthr. X, =Y; atamasi yapilir. Aksi takdirde ( n= N ise) durulur.

5) 4. adima geri dondiliir.
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3. BILGI TEORISi

Bu bolim, ters obekleme yonteminde kullanilan entropi kavramimi ve ilk gecis
zamaninin deneme sayisina gore yakinsamasinda kullanilan Kullback uzaklik 6l¢ist

ve Wasserstein metrigi kavramlarin1 vermek amaci ile hazirlanmistir.

Bilgi (Information) teorisi, Claude Shannon’un 1948’de “Bell System Technical
Journal” dergisinde “A Mathematical Theory of Communication”adli makalesi

yayimlandiktan ilk birkag yil sonra gelisme gostermeye baslamistir.

Shannon’a gore bir olay hakkinda bilgi edinilmesi, o olayin belirsizlik igermesi
halinde s6z konusu olabilir. Buna gore, ortaya c¢ikma olasilig1 yiiksek olaylarin
meydana gelmesi fazla bilgi getirmemekte; aksine, olasilig1 diisiik olaylarin olugmasi

daha fazla bilgi tasimaktadir [ Varshney, 2004; Aftab, 2001]

Bilgi teorisi, ilk olarak haberlesme kanallar1 (telefon, telgraf, radyo ve televizyon
kanallar1) arasinda etkin bilgi aktariminin tanimlanmasinda kullanilmistir ve telefon
kanallar1 tizerinde tiretilen ses sinyallerinin giiriiltii ve bilgi icerigini 6lgmek icin bir
ara¢ olarak gelistirilmistir. Daha sonralar1 ekonomi, bilgisayar bilimleri, fizik,
istatistik, psikoloji ve biyoloji gibi farkli disiplinlerde de kullanilmistir. Bu teori,
bilgi ve belirsizligin olgiilmesi igin matematiksel bir temele dayanir [Heckerling,
1990; Wagner, 1978].

3.1. istatistiksel Belirsizlik ve Entropi

Istatistiksel entropi, bir istatistik deneyin belirsizliginin 6lclstdir. Deney sonucu ne
Olclide 6ngoérulemez ise entropi o denli biiyiik olmaktadir. Yine hilesiz bir madeni
paranin atilmasi deneyinde her iki sonucun ortaya c¢ikma olasiligi birbirine esit
oldugu icin maksimum belirsizlik, maksimum entropi sézkonusudur. Ornegin; tura
gelme olasiliginin yazi gelme olasiligindan bariz bir sekilde biiyiik oldugu bir
paranin atilmasindan 6nceki (deneyin sonucunu tahmin etmeye yonelik) belirsizlik

daha azdir. Ciinkii biiylik olasilikla tura gelecektir. Bu anlamda bir kiginin boyle bir
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deneyi gergeklestirmekle elde edecegi bilgi az olacaktir. Bu anlamda entropi ile

(deneyden elde edilecek) bilgi miktar1 birbirleri ile iliskili iki kavram olmaktadir.

Termodinamik’teki entropinin olasiliga dayali anlamini ilk vurgulayan bilim
adamlarindan biri L. Boltzman’dir. Boltzman bir sistemin sahip oldugu belirsizlik ile
entropisi arasindaki paralelligi vurgulamasi bakimindan Istatistiksel Bilgi
(Enformasyon) Kuraminin Onciileri arasinda sayilabilir. Bir gazin sahip oldugu
serbestlik derecesi gazin belirsizligi ile (dolayisiyla sistemi olusturan parcaciklarin

belirsizligi ile) ilgilidir [Rényi, (2007a)].

3.2. Entropi Turleri

Uygulamada en sik kullanilan entropi Shannon entropisi olmakla beraber, Rényi
entropisi de biyolojik gesitlilik derecesinin ortaya konmasinda kullanilmaktadir Yine
Tsallis entropisi de son yillarda istatistiksel ¢aligmalarda kendine ayricalikli bir yer

edinmistir [Jost, 2006].
3.2.1. Shannon entropisi

Kesikli bir dagilimda X rastgele degiskeni xi,X»,...,.Xk degerlerini pi1, Pz,...,Px

olasiliklari ile alsin. Shannon entropisi
K

Hs(p) =~ > p; log p, (3.1)
i=1

seklinde tanimlanir. [Shannon,1948]

Genellikle logaritmanin tabani 6nemsiz olmakla birlikte haberlesme miihendisliginin

pratik gereksinimleri cercevesinde 2 olarak kabul edilmekte ve boylelikle entropi
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birimi “bit” olmaktadir. Baz e tabani olarak segilecek olursa entropi birimi “nat”
olmaktadir [Garcia, 1994]. Ayrica, log 0 = 0 olarak kabul edilmektedir [Karmeshu ve
Pal, 2003].

Kesikli hallerde 6rnek uzayi S igerisinde biitiin sonuglarin ger¢eklesme sanslarinin
birbirine esit olmasi halinde en buyik belirsizlik (en heterojen durum) gergeklese-

cektir:

P(X =x,) = — i=12,...K
K

ve bu duruma karsilik gelen maksimum entropi
HOO = -3 ilog(ij= logK (3.2)
K \K '

degerine esit olacaktir.

Obir ug durumda herhangi bir {X =x,} kesin olaymin gergeklesmesi halinde ise

H(X)=0 olarak bulunur. Bu yiizden kesikli dagilimlar igin entropinin 0 ve log K
arasinda oldugunu belirtmek gerekiyor. Buradan hareketle Shannon entropisinin

alacag iist degerin grup sayis1 K’ya bagli oldugu goriilmektedir [Rao, 1984].

Surekli hallerdeki entropi diferansiyel entropi olarak adlandirilmaktadir. Stirekli
dagilimlardaki entropi hesaplamalar1 i¢in yukaridaki formiillerdeki toplama
sembollerinin integral operatorleri ile yer degistirmesi gerekmektedir. Yine de
siirekli dagilimlarda entropi hesabi kesikli hallerdeki kadar sorunsuz degildir. Bu

sorunlar Reza tarafindan 6zetlenmistir [Reza, 1994].



3.2.2. Havrda-Charvat entropisi

a>0vea=1 olmak tzere

ZiKzl pia -1

H.(p)=
()= =7
ile verilir [Havrda-Charvat,1967].

3.2.3. Tsallis entropisi

a>0vea=1 olmak tzere

K 3
i= pi -1
Hr (p)= —zll_a

ile verilir [Tsallis, 1988].

3.2.4. Rényi entropisi

a>0ve ozl olmak lzere

log .K: piK
HR(p): L

l1-a

ile verilir [Renyi, 1961].

3.2.5. Mathai entropisi

a#1ve —o<a<?2 olmak lzere

log» £ pie-1
Hm(p)= gzlflp

l-a
ile verilir [Mathai, 2007].

39

(3.3)

(3.4)
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3.3. Entropi ve Istatistiksel Bagimsizlik

X ve Y bagimsiz oldugunda kosullu dagilimlarin entropileri marjinal dagilimlarin

entropilerine esit olur. Dolayisiyla iki bagimsiz rastgele degiskeni i¢in

H(X/Y)=H(X) (3.5)

H(Y/X)=H(Y) (3.6)

olur. Bunun yani sira farkli entropi tiirleri arasindaki iliskiler kimi esitlikler yardimi

ile incelenebilir.

XveY , ayni olasilik uzayi iizerinde tanimlanmais iki rastgele degisken olsun.
pP(X,Y¥i)=P(X=x,Y=y;):,i=12,..,n ve j=12,...m

H(X,Y)= —izn: P(X=x, Y=y,)logP(X =x, Y=y,) birlesik dagilimin entropisi

olmak Uzere,
H(X,Y)=H(Y)+H(X/Y) (3.7)
H(X,Y)=H(X)+H(Y/X) (3.8)

Es.3.7 ve Es.3.8’den yola ¢ikarak birlesik dagilimin entropisinin marjinal bir
dagilimin entropisi ile kosullu diger dagilimin entropisinin toplamina esit oldugu

ortaya ¢ikar [Cover ve Thomas, 2006].
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3.4. Karsihikh Bilgi Olciisii

Karsilikli Bilgi, bir rastgele degiskeninin diger bir rastgele degiskeni hakkinda icerdigi

bilgi miktarnin bir ol¢iisiidiir.

Y’nin X hakkinda verdigi bilgi

(3.9)

m n P(X=x.,Y =Y.
I(X;Y) = ZZP(X =X,Y = yj)|09 PO(( _ X');IP(Y :yjy))

seklindedir. X ve Y’nin bagimsiz olmasi halinde 1(X,Y)=0 olur. Bu da hig siliphesiz
sezgilere uygun bir durumdur. Bagimsiz degiskenlerin birbirlerinin belirsizlikleri

hakkinda bilgi vermeyeceklerini beklemek dogaldir. Yine bazi elemanter islemlerden

sonra

10 Y)=HOX)+H(Y)-H(X,Y) (3.10)
1(X;Y)=H(X)-H(X/Y) (3.11)
1(X;Y)=H(Y)-H(Y/X) (3.12)

Ozdeslikleri elde edilebilir. [Moser ve Chen, 2012]

Iki Degiskenli Normal Dagilimda Karsilikli Bilgi Olciisii

(X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeni u,,u,,c:, of,parametreli normal dagiliml

olsun. Bu durumda birlesik entropi

H(X, Y) =In 27o,0,e41- p?) (3.13)
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burada p®: Korelasyon katsayisi

X ve Y’nin marjinal entropileri de

H(X) = In (v27eo ) (3.14)
H(Y) = In (J27eo,) (3.15)

olarak bulunur. Hesaplanan bitiin entropiler nat cinsindendir ve karsilikli bilgi

Olcusi de
I0X: Y) = —%In(l—pz) (3.16)

olur. p=0igin I(X;Y)=0 olacagina dikkat edilmelidir [Reza, 1994].

3.5. Goreli Entropi ve Kullback-Leibler Bilgisi

€69 ({2

D(p II q) ya da goreli entropi ger¢ek dagilim “p” iken, dagilimin “q” sayilmasindan
kaynaklanan yetersizligin bir 6l¢iisiidiir. Ayn1 zamanda “p” ve “q” gibi iki dagilim
arasindaki mesafenin bir dl¢iisii olarak da degerlendirilebilir [Rényi, (2007b)]. iki

kesikli dagilim arasindaki Kullback-Leibler mesafesi (ya da goreli entropi)

D 119)= 3 p(log & -] (317)

seklinde tammlanmustir. iki dagilim &zdes oldugunda bu mesafe sifira esit olur. Bu

Olcu genellikle asimetriktir. Baska bir ifade ile
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D(p I1'q) # D(q 11 p) (3.18)

Bu istatistik, belirli diizgunliik kosullarinda asimptotik olarak ki-kare dagilmaktadir.
Bu konu ile ilgili olarak Kullback (1996)’a basvurulabilir. Son olarak karsilikl1 bilgi
Olgiisti ile goreli entropi arasinda bir paralellik kurulabilir. Karsilikli bilgi miktari,
ortak olasilik fonksiyonu ile iki marjinal olasilik fonksiyonunun ¢arpimi arasindaki
Kullback-Leibler mesafesi ya da goreli entropiye esit olmaktadir [M.Gray, 2011].
Baska bir ifade ile

1OGY)=D(f(x.y) 1 F()f(y) ) (3.19)

3.6. Markov Zincirlerinde Entropi

Baslangigta i durumunda bulunan bir Markov zincirinde bir donemde gecis

s@zkonusu olsun. Bu durumda bir donemde gecisin entropisi

H®=->"" p,logp, (3.20)

olur. Eger baslangi¢ta i durumunda bulunuldugu bilinmiyorsa, daha ortalama bir

belirsizlik olgusu

H(X)= Zin:lpi H i(l) = _Zin:lz;]:lpipijlogpij (3.21)

seklinde verilir. Genel olarak r ddnemde gegis icin

H=->"" pi”logp,” (3.22)
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HO= 3o ==22 > pipy "logp;” (3.23)

olur (Reza, 1994).

3.7. Wasserstein metrigi

Miihendisler ve matematikgiler sistemler arasindaki farkliliklar1 6lgmek igin farkli
metrikler gelistirdiler. Ornegin, bilgi teorisyenleri cesitli verilerin olasiliklarimni
tamimlayan dagilimlar arasindaki farkliliklar1 6lgmek ig¢in  Kullback-Leibler
yakinsamasini, kontrol teorisyenleri ise kararsiz sistemleri geri beslemeyi kullanarak
kararl1 hale getirdikleri zamandaki performans sonuglar1 arasindaki farki 6lgmek igin
aralik-bosluk(gap) metrigini kullandilar. Caligmada kullanilan Wasserstein metrigi
stokastik siirecler arasindaki farkliliklar1 6l¢mek i¢in kullanilir. Wasserstein metrigi
stokastik siireclerin davramig farkliliklarin1 degerlendirmek i¢in bir yaklasim
sagladigr gibi, bu metrigi Kkarsilastirma, dogrulama ve parametre tahmin

problemlerinde de kullanmak mimkdindur [Thorsley ve Klavin, 2009].

Wasserstein metriginin diger bir avantaji ise stokastik siire¢ler arasindaki uzakligi
pek cok kriter yerine sadece bir tane kritere gore dlgmesidir. Wassertstein metrigi
18.yy’da Monge-Kantorovich tarafindan tagima problemini ¢6zmek i¢in 6nerildi. Bu
yiizden Wasserstein metriginin diger bir adi1 Kantorovich metrigidir [Thorsley ve
Klavin, 2009].

Tasima probleminin amact mallarin iiretildigi yerden tiiketildigi yere ortalama tagima
maliyetini en aza indiren en iyi tasima planin1 bulmaktir. Stokastik siireclerde ise
stokastik siirecler tarafindan izlenen yollar miimkiin oldugunca eslestiginde izlenen
yolun birinden digerine tasinmasi igin ortalama tasima maliyetini gOsterir.
Wasserstein metrigi en ¢ok goruntu suregleri, gorintl duzeltme, géruntu tanima gibi
alanlarda kullanilir [Thorsley ve Klavin, 2009].
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(X,w,) ve (Y,wg) iki olasilik uzayr , z; XxY carpim uzayinda olasilik 6lgiist,
H(l//A,l//B)={7T€ P(XxY): z[MxY]=y,[M] ve ﬁ[X ><U]=t//B[U] , MeX UeY }ola-

silik Olgiilerinin (kabul edilebilir tasima planlarinin) kiimesi olsun. c¢: X —Y olmak

uzere maliyet fonksiyonu, = eIl(y,,w,)’ e gore toplam tasima maliyeti

Il7]= [ c(xy) dz(x,y)

XxY

v, ile y, arasindaki optimal tasima maliyeti

TC (l//A’l//B) = inf/reH(y/A,y/B) I[ﬂ-] dlr

w, ,» wg IKi olasilik 6l¢lisii ve bunlara ait dagilim fonksiyonu F ve G , maliyet

fonksiyonu c(x,y) olsun.

Optimal tagima maliyeti
1

T (waws) = [c(F(®),G ®)dt dir.
0

Ozellikle  maliyet fonksiyonu c(x,y)=|x—y| ise optimal tasima maliyeti olan

Wasserstein metrigi
1

Twave) = [[F -G ®)]dt (3.24)
0

ile tanimlanir [Villani, 2003].

Barrio ve ark. (1999) Es.3.24’deki uzakligin L2 versiyonunu dagilimlarin zayif

yakinsakligini1 ¢alismak igin asagidaki gibi dnermislerdir.

1/2

T(WaVe) = { | GROEEROREE (3.25)
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Irpino ve Romano (2007) Es.3.25’deki ifadenin
T (WA W) = (Ma —1ig)° +(0, —05)° +20,0, [l_ Corryg (\VA’\VB)] (3.26)

Corrg (Wa, W) : iki dagilimm geyreklikleri arasindaki korelasyon olmak {izere

Es.3.26’daki gibi yazilabilecegini ispat etmislerdir [Irpino ve Romano, 2007].
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4. OBEKLEME TEORISi

Bir Markov zincirinin durumlar kiimesine ilk gecis zamaninin dagilimi 6bekleme
yapilarak elde edilmesi icin 6bekleme teorisine ihtiya¢ duyulur. Bu yizden Markov

zincirinin 6bekleme 6zellikleri bu boliimde anlatilmistir.

4.1. Tammlar ve Amag

Obekleme teorisi, durum uzaymn etkili bir sekilde nasil Sbeklere ayrilacagini
gosterir ve orijinal zincirin, 6beklenmis zincire yakinliginin nasil 6lgllecegine iliskin
Olciiler verir. Bu yakinligin élgllmesine iliskin 6nerilen metoda 6bekleme yaklasimi

denir.

Durum sayist arttiginda, Markov problemleri hizli bir sekilde biiyiir. Bu yiizden
biylk 6lcekli Markov modellerinin ¢6zimi igin ugrasmak olduk¢a zorlasir. Belli
sartlar altinda kesikli parametreli sonlu Markov zincirinin durum uzay: alt kiimelere
ayrilabilir. Ayrilan bu alt kiimelerin her biri Markov 6zelligini koruyan daha kiguk
bir zincirin durumu gibi davranabilir. Blylk 0Olcekli Markov zincirleriyle
ugrasildiginda bu oOnemlidir. Ciinkii kiiciik zincirlerle ugrasmak ve hesaplama
yapmak daha kolaydir. Thomas ve Barr (1977) 6bekleme yapmanin nedenlerinden

bahsetmiglerdir. Bunlar kisaca

e Analitik faydalar1 yani hesaplama kolayligi vardir. Ayrica orijinal modelin
giiclii 6zelliklerini bilen veya varsayan yeni bir modelin gelistirilmesinde ve
indirgenmis bir model kullanmak gerektiginde ( model indirgemede)

o Istatistiksel faydalar1 vardir. Gegis olasiliklarini tahmin etmede kiglk
zincirler daha saglamdir (robusttur.)

o Belki de dyle bir 6bekleme yapilir ki siirecin aragtiritlmasinda yeni bir anlayis
saglar. (Biiylik sistemlerin davranislarini kavramak daha zor oldugundan)

e Markov zincirine ait gegis olasiliklarinin seyrekligini ( sifir veya sifira yakin

olasiliklar1) onarmak i¢in kullanilabilir.
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Eger durumlar rastgele bir araya getirilirse, orijinal surecin  Markov o6zelligi
bakimindan, bilgi kaybina neden olacagi unutulmamalidir. Yani 6bekleme yapilmasi
bilgi kaybmma neden olur. Uygulamacilar ne kadar bilgiyi kaybettiklerini ve
Obeklenmis zincirin Markov oOzelliklerinden ne kadar uzaklastiklarini bilmezler.

Uygulamada bu sapmalar 6nemli olabilir.

Sekil 4.1. Markov zincirinin durum uzayr a) Orijinal durumlar b) Obeklenmis
durumlar

Obekleme yaparken dikkat edilecek bir husus da orijinal durumlarin cogunun siiper-
durum dedigimiz bir duruma toplanmasidir. Bdyle bir sey kolaylik saglamaz.
Ornegin , 10°(1.000.000) duruma sahip orijinal bir zincir diisiinelim. Eger bir siiper-
durum cok biyuk olursa yani orijinal zincirin durum uzayinin %90’ 11 (yaklasik
9x10° durum) icerirse, dogal olarak diger durumlara daha az sayida durum kalacaktir.
Dolayistyla 9x10° durumlu bir zincirin ¢oziilmesi durumunda kalinir ki bu da

problem agisindan pek bir kolaylik saglamaz.
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O %90

a) b)

Sekil 4.2, Markov  zincirinin  durum uzayr a) Orijinal  durumlar
b) Yanlis Obekleme

Obekleme yaklasimi1 Markov 6zelligini korumasi bakimindan gii¢lii bir aractir. Yani
obeklenmis zincir Markov &zelligini korur. Obekleme yaklasimi sayesinde farkli
Obeklemeler icin bilgi kaybimi (bir yerde Markov O6zellikli bir siirece yakinligini)
Olcerek alternatif  ©beklemelerin  nasil segilecegi BOlUm 4.4’te g0sterilmistir.

Obekleme yapabilmek icin Markov Zincirinin 6bekleme 6zelliklerine bakilir.

4.2. Markov Zincirinin Obekleme Ozellikleri

S = {1,2,...., n} sonlu durum uzayli kesikli parametreli indirgenemez
X ={X,:t=12,...} bir Markov zinciri diisiinelim. Gegis olasiliklar1 P = [P”J olsun.
A tim mdmkin ilk durum olasiliklarin - satir  vektorlerinin - kiimesi

A:{ aeR"a.=(a, sy ocn),zin:lai =l 20,i=1...., n} ¢= {C(l),C(Z), ------ ,C(m)}

S’nin ayrmntili obeklemeleri m < n,Uin;lC(i) =S ve C®HNC(j))=¢ i=]j

olmak (Uzere 0©bekleme yapildiktan sonra karsilik gelen durum uzayi
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S={12........ ;m} , S durum uzayh Sbeklenmis zincir X = {X, :t=12,....|

Tanim 4.2.1

Eger X, herhangi bir ilk durum olasilik vektorii « igin Markoviyen ve gecis

olasiliklar1 «’ nin se¢imine bagl degilse, X Markov zinciri < 0beklemeye gore
guclu  obeklemelidir. Zincirin limit dagilimi 6bekleme yapma bicgimini etkilemez.

Yani gucli 6bekleme limit dagilimindan bagimsizdir. Eger X , bir tane ilk durum

olasilik vektori icin Markoviyen ise X Markov zinciri & 0Obeklemeye gore zayif

Obeklemelidir. Zayif 6bekleme ilk durum olasilik vektoriine (o) baghdir [Zhang,
2006].

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 ile glcli 6beklemeyi tanimlayan temel sartlar

Kemeny ve Snell(1976) tarafindan verilmistir .

Teorem 4.2.1 Bir Markov Zincirinin guclu 6beklemeli olmasi igin gerekli ve yeter
sart £ ={C(1),C(2),.......,C(m)} 6beklemesine gsre C(i) ve C(j) kiimesinin her

¢ifti i¢in olasiliklarin

P, = D> Po i,j=12....m tim keC(i) icin (4.2)
reC(j)

olmasidir.

Teorem 4.2.2

Markov zinciri, X ’ e gore giicli ébeklemeli <  VUPV=PV (4.3)

olacak bicimde U ve V matrisleri vardir.
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burada V, (n x m) boyutlu ve C(]) ’deki durumlar icin j. siitun elemanlar1 bir (1)

aksi takdirde sifir(0) olan matristir. V matrisine foplayici matris denir. Bu matrisin

stitun vektorleri ortogonaldir.

U, (m x n) boyutlu ve C(i)’deki durumlar icin i. satin sifir olmayan, kalan

durumlar i¢in sifir olan matristir. U matrisine dagitict matrisi denir. U matrisinin

satir vektorleri ortogonaldir. U matrisini hesaplamak icin U =(V'V) V'

kullanilir.

Ornek 4.2.1  Gegis olasilik matrisi asagidaki gibi olsun. & = {{1,2}, {3}}

Obeklenmesine gore gucli obeklemeli olup olmadigini arastiralim ve Obeklenmis

zincir igin gegis olasiliklarini, U, V matrislerini bulalim.

1 2 3
1174 1/4 112

P= 2]1/6 1/3 1/2
3|1 0 1/2 1/2

< ={{1,2},{3}} obeklemesine gore gugli  obeklemelidir.  Cunki
P, +P, =5= P, + P, dir. Obeklenmis zincir icin gecis olasiligi matrisi

asagidaki gibidir.
5 _ 1/2 1/2
12 12

¢ =1{{1},{2,3}} obeklemesine gore P, = % #0=P; oldugundan guclu

6beklemeli degildir.
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Keza ¢ ={{1,3},{2}} 6beklemesine gére P, =%¢%= P,, oldugundan yine

guclu 6beklemeli degildir.

¢ =1{1,2},{3}} obeklenmesine gore

1 O
toplayict matris (V) V=120
0 1

U= (V TV)_lv T formiiliinii kullanilarak dagitict matrisi (U )
asagidaki gibi olur.

U = 2 1/2 0 burada U.V=1 dir.
0 0 1

X’in P gibi 6beklenmis zincir icin gegis olasilik matrisi varsa, P = UPV * dir.

Obeklenmis zincirinin k adim sonraki gecis olasilik matrisi (4.4)’ de verilmistir.

(P)* = (UPV)* =UP*V = P* (4.4)
" TR 1 9 1, .. e "
Ornek 4.2.1 i¢in limit dagilimi 7z = (E,Z,E) dir. Limit dagilimi, 6bekleme

yapma bi¢imini etkilemez ve U dagitict matrisi 7’ den etkilenmez. Sonug olarak

gucli 6bekleme 7 den bagimsizdir. Ornek 4.2.1°de her bir beklenmis durumda her

172 1/2 0
bir durum esit olasilikla alindiginda U= 0 0 1 matrisi bu sekilde olur.
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Istenirse

2111 9/11 0 a l-a 0
0 0 1 veya genel olarak U = 0 0 1 , 2 €(01)

matrisi secilebilir. Kisaca U matrisi limit dagilimina bagli degildir.

4.3 Gegis Olasihik Matrisinin Oz Sistemi

Thomas ve Barr (1977), giclu 6beklemeli oldugunda orijinal gegis matrisin (P)
dzdegerleri ile Sbek haline gelmis gecis matrisinin (P ) dzdegerleri arasinda bir iliski
oldugunu gostermislerdir. Obeklenmis zincirin 6zdegerleri, orijinal Markov zincirin

ozdegerlerindendir. Ornek 4.2.1°de (P)’ nin 6zdegerleri {1, 1 ,0} "dir. Obeklenmis
12

zincirinin gecis matrisinin (P) 6zdegerleri {1,0}’ dir. Tum stokastik matrisler

bir(1) 6zdegerine sahiptir. Stokastik matrisler i¢in eger 6zdeger 1’den farkli ise

0zdeger vektoriiniin bilegen toplamu sifirdir.

Ornek 4.3.1
Ozdegerler  Ozvektorler
A=1 x, =(1/3,1/31/3)
1/2 1/4 1/4
P=|1/4 1/2 1/4 @:% X, = (0,-1,1)
1/4 1/4 1/2
1
/13 = Z X3 = (_1’1’ O)

Eger A=#1 ise Xe=0" dir. Burada e =(1,1,,,,1). Ornekte goriildiigii gibi
X,6=0 ve X;6=0" dir. x,.e=1" dir. Thomas ve Barr (1977) o&zdeger ve

Ozvektorleri kullanarak durum uzayi i¢in aday Obeklerin nasil olusturulacagini

asagidaki teoreme goére vermiglerdir.
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Teorem 4.3.1. X, P’ nin A 6zdegerlerine gore sol- dzvektorleri olsun. Eger X
Markov zinciri, P =UPV gecis matrisine sahip olacak sekilde obeklenmis bir

zincirise 0 zaman (XV)P = (XV )4 esitligi saglanur.

Kemeny ve Snell (1976) sabit bir 6beklemeye gore orijinal zincir i¢in 6beklenmis
Markov zincirine ait gegis olasilik matrisinin tek oldugunu ispatladi. Buna iliskin

teorem asagida verilir.

Teorem 4.3.2. Eger 6beklenmis Markov Zinciri X ’in gecis olasilik matrisi P ise o

zaman bir Markov zinciri yapan her « (ilk durum olasilik) vektéri igin

P aynidir. X in gecis olasiligi matrisi P =U PV tektir,

Kemeny ve Snell(1976) zayif 6beklemeli olmasi i¢in yeterli sarti asagidaki gibi

vermislerdir

Teorem 4.3.3. X, Markov zinciri icin zayif 6beklemeli olmasi igin yeterli sart

U _PVU_=U_P c;itliginin saglanmasidir.

Bolim 4.4'de Markov 6zelligi acisindan bilgi kaybini 6l¢mek icin glicli 6bekleme
teorisinin nasil kullanilacagina deginildi ve Markov problemleri icin 6bekleme

yaklasimi verildi.

4.4 . Obekleme Yaklasim

Bu bolimde Obeklerin nasil olusturuldugundan bahsedilecektir. Bir 6bekleme
digerine ni¢in tercih edilir ? Bu sorunun cevabi arastirilmistir. Siire¢ hakkinda 6n
bilgi olmaksizin daha iyi sonuglar elde etmek icgin 6beklerin iyi bir sekilde
dengelenmesi zorunludur. Bu bélimde 6beklerin nasil iyilestirilecegi, gelistirecegi
tartistlmistir. Durumlarin toplanmasindan yani bir araya getirilmesinden ne kadar

bilginin kaybedildigini 6lgmek gerekli olabilir. Diger bir deyisle yeni zincirin
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Markov 6zelligine sahip bir siirece yakinligi nasil dlgiilebilir? Bu 6l¢ii Tanim 4.4.1°
de verildigi gibidir [ Zhang, 2006]

Tanim 4.4.1

d,(P,B;V,U) = mia}x|(VUPV —PV),|= n"!ﬁ_lx|(VI5 —PV)| (4.5)

Eger P Markoviyen (Markov &zelligine sahip) ise d_ (P, P;V,U) =0 olur.

Markov 6zelliginden uzaklastik¢a bu 6l¢ii biiyiir. Diger alternatif ol¢iiler ise

> |ovuPv-PV)

ij|

d, (P,P;Vv,u)="—=""1= —— (4.6)
nm > 1/2
_ T I(VUPV-PV).
d,(P,B;V,U)= 2 ¢ Jul (4.7)

nxm

Teorem4.41 0<d, (P,P;V,U)<1 igin k=0,1,2....,0

Markov 6zelligi bakimindan bilgi kaybi minimum olan ébeklenmis zincir i¢in durum
uzaymin oObeklenmesini bulma, U ve V’ ye gore d(P,IS;V,U) uzakligini

minimum yapmaktir. Bu sekilde en iyi 0bekleme bulunabilir.
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Minimum d(P,P;V,U)
uyv

Kisitlar

V ( 6beklemeyi tanimlar)

U=(V'V)*VT (dagitim icin)

Uyari
e d(P,P;V,U)’ nin minimizasyonu , P’ nin bigimine bagh degildir. Yani aym

Markov zinciri igin minimizasyon , P’nin rastgele permiitasyonuna bagl degildir.

e Minimizasyon igin tim mumkin 6beklemeleri saymak gerektiginden uygulama

acisindan bu pek pratik olmaz. Bu ylizden yapilan 6neri birkag drnek dbekleme

alip en kiiciik olan d (P, IS;V,U)’ nin secilmesidir. Belki bu tam olarak en iyi

Obeklemeyi saglamayacaktir, fakat en iyi 6beklemeye ulasilmasi i¢in bir gelisme

saglayacaktir.

Bu oOlguler kullanmanin en avantajli tarafi limit dagilim vektorii ()’ den bagimsiz
olmasidir. Bu Olculer sadece giclu Obekleme igin tanimlidir. Zayif 6bekleme igin
tanimli degildir. Zayif 6bekleme yaklasimi i¢in bu tiir 6lgiilerin tanimlanmasi agik bir
problem olarak durmaktadir. Bir 6l¢ii sifir ise yani VUPV — PV =0 ise, bitiin
oOlgiiler sifir olacaktir. Bir 6l¢iiniin kiigiik olmasi diger oOl¢iilerin de kiigiik olmasini
gerektirmez. Ilk olct (d_), fark matrisinin maksimum elemanimni kullanir ve tim
Olcller arasinda en hassas olamidir. Uygulamacilar se¢ecekleri 6beklemenin her bir
6bek igin iyi bir gosterim verip vermeyecegini 6lgmek isterlerse, ihtiyaglarina baglh
olarak ilk 6lglyi(d_) kullanabilirler. Eger biiyiik hatali bir obek tanimlanirsa

hassasligin gelistirilip gelistirilemeyecegini gérmek icin 6bek sayisi arttirilabilir.
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Aymi dagitic: matrisli (U = \% v )_1V T ) farkli 6l¢iiler kullanilmasinin nasil bir etki

yaptigin1 gérmek i¢in asagidaki ornege bakalim. Markov zincirinin gegis matrisi P

olsun.

1 2 3
0 1/3 0
/73 0 0
173 0 0
0 1/4 1/4
0 0 1/2
172 0 O

4 5)
1/3 0
0 1/3

1/3
0 1/4
0 0
0 1/2

6
1/3]

1/3
1/3
1/4
1/2

¢ =1{{1,2,3},{4,5,6}} obeklemesine gore giiglii dbeklemelidir. Obeklenmis zincirin

matrisi

O

[N

1 2
1/3 2/3

112 1/2

m=2 oldugunda her bir 6bekte 3 durum olacag i¢cin CZ / 21=10 tane

mimkun 6bekleme sayisi olacaktir. Karsilastirilan sonuclar Cizelge 4.1’

de gosterilmistir.

m=2 oldugunda ve bir 6bekde 2 durum , diger 6bekde 4 durum olacagi

icin CZ =15 tane mimkiin 6bekleme sayisi olacaktir. Karsilastirilan

sonuclar Cizelge 4.2° de gosterilmistir.
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e m=3 oldugunda ve her bir 6bekde 2 durum olacagi icin CZC} /3!=15

tane mimkiin 6bekleme sayis1 olacaktir. Karsilastirilan sonuglar Cizelge

4.3’ de gosterilmistir.

Toplam 10+15+15=40 tane obekleme var. ¢ ={{1,2,3},{4,5,6}} Obeklemesine gore

VUPV=PV oldugu i¢in tiim olgiiler sifirdir yani bu 6beklemeye gore zincir gicli
Obeklemelidir. Fakat diger oObeklemeler icin oOlgiiler sifir olmayabilir. Tim

Obeklemeler ve hesaplanan olgller Cizelge 4.1, 4.2, 4.3” de verilmistir.

Cizelge 4.1. U=(V'V) 'V’ a gére farkl dlciilerin karsilastiriimasi

m=2 ve her 6bekte 3 durum

Sira Obekleme d, d, d,
1 {{1,2,3},{4,5,6}} 0 0 0
2 {{1.3,4},{2,5,6}} | 0.1111 | 0.0620 | 0.0556
3 {{1.2,6},{3,4,5}} | 0.1111 | 0.0786 | 0.0741
4 {{1.4,5}.{2,3,6}} | 0.2083 | 0.1001 | 0.1019
5 {{1.4,6},{2,35}} | 0.2222 | 0.1496 | 0.1389
6 {{L36}.{24,5]} | 0.2778 | 0.1756 | 0.1481
7 {{L2,4},{356}} | 02778 | 0.1943 | 0.1759
8 {{1.2,5},{3,4,6}} | 0.3333 | 0.2421 | 0.2037
9 {{L35}.{2.4,6}} | 0.3889 | 0.2484 | 0.2222
10 {{1.5,6}.{2,3,4}} | 0.3889 | 0.2605 | 0.2407




Cizelge 4.2. U=(V'V) V" a gore farkl 6lgiilerin karsilastiriimasi

m=2 ve bir dbekte 2 durum , diger 6bekte 4 durum

Sira Obekleme d, d, d,
1 {{45}.{1.2,36}} | 0.1250 | 0.0932 | 0.0833
2 {{25},{13,4,6}} | 0.1667 | 0.1178 | 0.1111
3 {{2.6},{1,3,45}} | 0.1667 | 0.1361 | 0.1111
4 {{13},{2.4,56}} | 0.1667 | 0.1306 | 0.1250
5 {{5.6},{L.2,3.4}} | 0.2083 | 0.1129 | 0.0833
6 {{4.6},{1,2,35}} | 0.2083 | 0.1341 | 0.1250
7 {{1.2},{3,4,5,6}} | 0.2708 | 0.1472 | 0.0972
8 {{1.6}.{2,3,4,5}} | 0.2708 | 0.1472 | 0.1250
9 {{1.4},{2,35,6}} | 0.2917 | 0.1767 | 0.1528
10 {{3.4}.{L2,5,6}} | 0.2917 | 0.1909 | 0.1806
11 {{2.3},{1.4,5,6}} | 0.3333 | 0.1666 | 0.1111
12 {{3.5},{,2,4,6}} | 0.3333 | 0.1736 | 0.1389
13 {{15}.{2,3,4,6}} | 0.3958 | 0.2172 | 0.1319
14 {{3.6},{1,2,4,5}} | 0.4583 | 0.2428 | 0.2083
15 {{2.4}.{1,35,6}} | 0.5000 | 0.2466 | 0.2083
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Cizelge 4.3. U=(V'V) 'V’ a gore farkl 6lgiilerin karsilastiriimasi

m=3 ve her 6bekte 2 durum

Sira Obekleme d, d, d,
1 {{1.6},{2,3},{4,5}} | 0.1667 | 0.0899 | 0.0648
2 {{1.3}.{2,5}.{4,6}} | 0.1667 | 0.1196 | 0.1019
3 {{1.3},{2,6},{4,5}} | 0.1667 | 0.1196 | 0.1019
4 {{L2},{35},{4,6}} | 0.1667 | 0.1196 | 0.1019
5 {{1.5},{3,4}.{2,6}} | 0.2083 | 0.1226 | 0.1019
6 {{.2},{3,6}.{4,5}} | 0.2500 | 0.1226 | 0.0926
7 {{1.4},{2,3}.{5,6}} | 0.2500 | 0.1362 | 0.0926
8 {{1.2},{3.4},{5,6}} | 0.2500 | 0.1510 | 0.1204
9 {{1.4},{2,6}.{3,5}} | 0.2500 | 0.1417 | 0.1296
10 {{1.6},{3,4}.{2,5}} | 0.2500 | 0.1510 | 0.1389
11 {{1.3},{2,4},{5,6}} | 0.3333 | 0.1455 | 0.1019
12 {{1.6},{2,4},{35}} | 0.3333 | 0.1701 | 0.1389
13 {{.4},{2,5},{3,6}} | 0.3333 | 0.1667 | 0.1481
14 {{1.5},{2,4},{3,6}} | 0.3333 | 0.1956 | 0.1574
15 | {{15}.{2,3},{4,6]} | 0.3750 | 0.1608 | 0.1019

Cizelgelere bakildiginda olgiiler arasinda asagidaki gibi bir iligki tespit edilebilir.
d,(P,P;V,U)>d,(P,P;V,U)>d,(P,P;V,U).

Cizelge 4.1’ de (d_ )’ a bakildiginda 2 ve 3. siradaki 6beklemelerin esit derecede iyi

oldugunu, 6 ve 7. siradaki obeklemeler, 9 ve 10. siradaki obeklemelerinde esit
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derecede iyi oldugu goziikkmektedir. Eger diger 6lgiilere bakilirsa (d, ve d,’ye) 2.

siradaki 6bekleme, 3. siradaki 6beklemeden daha iyidir. Keza 6. siradaki 6bekleme,

7. siradaki 6beklemeden, 9. siradaki 6bekleme 10. siradaki 6beklemeden daha iyidir.
Bu zincir ¢ = {{1,2,3},{4,5,6}} Gbeklemesine gore giiclii Gbeklemelidir. d_ =0,
d, =0, d, =0 olgileri sifir oldugundan ¢ = {{1,2,3}, {4,5,6}} Obeklemesi en iyi
dbeklemedir. ikinci en iyi Sbekleme ise ¢ = {{1,3,4},{2,5,6}} dir. Bu sekilde en

iyi 6bekleme elde edilmeye galigilir.
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5.ILK GECiS ZAMANLARINA SUREKLi DAGILIM YAKLASIMI VE
BiR UYGULAMASI

Bu béliminde Markov zincirinin simiilasyonu yapilarak ilk geg¢is zamani dagilimi
deneme sayilarina bagli olarak ortaya konmus ve bununla beraber 6bekleme yontemi
kullanilarak da ilk gecis zamanlarinin dagilimi belirlenmistir. Obekleme ydntemi
uygulanmadan Once yapilan ¢aligmada dagilimlar arasindan Johnson SB dagilimi
kendini 6n plana ¢ikarirken Obekleme yontemi uygulandiktan sonra yapilan
caligmada ilk gec¢is zamami dagilimlarinin 6bekleme bicimine gore degisiklik
gosterdigi goriildii. Elde edilen sonuclar1 genellestirmek amaciyla degisik P gecis
matrislerinin de simiilasyonlar1 yapildi. Gergek verilerle ¢caligmak i¢inde 02.01.2004-
13.09.2005 tarihleri arasindaki BIST-100 bes dakikalik endeksine gore % 0.1°lik
artis ve azalislar dikkate alinarak 24874 wveri i¢in gecis matrisi olusturulmus ve
durumlara gore ilk gecis zamanmin dagilimlari belirlenmistir. Bu uygulamalarin
sonuglar1 EK-3’de verilmistir. Bu uygulamalarda yine Johnson SB dagiliminin 6n

plana ¢iktig1 gézlenmistir.

Ik gecis zamanlarmin dagilimlara uyumunu degerlendirmek icin Easy Fit yazilimi
kullanilmustir. Ik gecis zamanmin dagilimi deneme sayilarina bagl olarak Easy Fit
yazilimi araciligiyla 65 dagilim arasindan Kolmogorov-Smirnov testinin sonucuna
gore en 1yl uyum saglayan dagilimlar elde edilmistir. Bu dagilimlar Cizelge 5.5-

Cizelge 5.11°de verilmistir. Cizelge 5.5 — Cizelge 5.11’de gecen P

Kolm
Kolmogorov Smirnov testi ici p degerini, Tyum : Kolmogorov-Smirnov test

istatistiginin degerini gostermektedir.

IIk ge¢is zamaninin dagilmmin deneme sayilarma bagl olarak yakinsamalari,
Kullback-Leibler uzaklik 6l¢iisii ve Wasserstein metrigi kullanilarak gosterildi.
Bunun yanisira Markov zincirinin durum uzaymin genislemesi c¢ergevesinde
Obeklemenin tersi durumu olan Ters Obekleme yOontemi gelistirilip istenilen limit
dagilima ve limit dagilimin entropisine yaklasan gec¢is matrisleri uygulama

boliminde verildi.
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5.1. Ik Gecis Zamam Dagihmimin Belirlenmesine Iliskin Simulasyon
Cahsmalarimin Sonuglari

Bu kisimda yapilan tiim simiilasyon ¢aligmalarinda

[0.40 0.22 0.18 0.20]
0.16 050 0.20 0.14
P= (5.1)

0.28 0.32 0.30 0.10

1033 0.17 0.35 0.15]

gecis matrisi kullanildi. Bir Markov zincirinden simiilasyon ile sirasiyla 10.000,
100.000, 1.000.000 gozlem uretilerek ilk gegis zamaninin dagilimi belirlenmeye
calisildi. Bu dagilimlart belirlemek i¢in asagidaki Obeklenmis gegis matrisleri

kullanilmustir.

Cizelge 5.1. Obekleme bigimlerine gore Sbeklenmis gegis matrisleri

Sira Obekleme Obeklenmis gecis matrisi
1 42,3 70540 0.195 0.265]
P=/0.300 0.500 0.200

0.380 0.320 0.300 |

2 (2,31,{1},{4) [0.660 022 0.120]
0.400 0.400 0.200
0.520 0.330 0.150 |

ek
Il

3 {3,4},{1,{2} [0.400 0.220 0.380]
0.160 0500 0.340
0305 0.245 0.450 |

O
Il

4 (1,2},{3},{4) [0.640 0.190 0.170]
0.600 0.300 0.100
0.500 0.350 0.150 |

O
Il




Cizelge 5.1.(Devam) Obekleme bigimlerine gére dbeklenmis gegis matrisleri

5 {2,4},{1},{3} [0.480 0.245 0.275]
P=/0.420 0.400 0.180
10420 0.280 0.300
6 13542544 | [0.580 0.270 0.150]
P=]0.360 0.500 0.140
10680 0.170 0.150
7 (1,2,3},{4} IS__0.852 0.148]
10.850 0.150 ]
8 {1,2,4),{3} ﬁ—_0'755 0.245 |
10.700 0.300 |
9 {13,4},{2} ~ [0.762 0.238
~10.500 0.500
10 (2,3,4},{1) ﬁ—_0'743 0.257 |
10.600 0.400 |
11 {1,2},{3,4} F~)__O.640 0.360 |
10.550 0.450 |
12 (1,3},{2,4} F~)__O.580 0.420 |
10.520 0.480 |
13 {1,4},{2,3} 5 10.540 0.460
10.340 0.660

64
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Orijinal zincir i¢in dbekleme gozoniine alinmaksizin simiilasyon calismalarindan

elde edilen sonuglar asagidaki ¢izelgede 6zetlenmistir.

Cizelge 5.2. Durumlara gore ilk gecis zamani dagilimlart

Sira | Baslanan | Girilen | ilk Gegis Zamani Dagilin1
Durum Durum

1 1 4 Beta

2 1 3 Johnson SB
3 1 2 Johnson SB
4 1 1 Johnson SB
5) 2 4 Beta

6 2 3 Johnson SB
7 2 2 Johnson SB
8 2 1 Beta

9 3 4 Burr

10 3 3 Johnson SB
11 3 2 Johnson SB
12 3 1 Johnson SB
13 4 4 Johnson SB
14 4 3 Johnson SB
15 4 2 Johnson SB
16 4 1 Johnson SB

Cizelge 5.2’den

belirlenmesinde Johnson SB dagiliminin daha sik goriildiigii, Beta dagilimimin daha

az gorildiigi anlasilmaktadir. Bir 6zellik olarak ilk gecis zamaninin dagilimini Beta

ele alman Markov zincirinin ilk gecis zamani dagiliminin

ve Burr dagiliminin belirledigi durumlarla Johnson SB dagilimi saglam kalmistir.

Kisaca Beta ve Burr dagiliminin kullanildigi durumlarda Johnson SB dagilimi da ilk
gecis zamaninin dagilimini basarili bir sekilde modellemistir. Boylece ele alinan

Markov

zinciri i¢in ilk ge¢is zamanmin dagilimi olarak Johnson SB dagilimi

kullanilabilir.
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Cizelge 5.3. Johnson, Beta, Burr dagilimlarinin olasilik degerlerinin

karsilastirilmasi
Baslanan 1.000.000 Deneme
ve Olasilik T
Girilen Dagilimi
durumlar P(X<5) | P(X<15) | P0<X <15) | P(X >20)
Beta 0,52889 0,89742 0,11710 0,04665
1-4
Johnson SB | 0,50137 0,90655 0,11932 0,04244
Beta 0,50270 0,87421 0,12363 0,06205
2-4
Johnson SB | 0,50401 0,90560 0,11857 0,04317
Burr 0,50764 0,91263 0,11076 0,04319
3-4
Johnson SB | 0,50170 0,90652 0,11914 0,04247
Beta 0,70238 0,97317 0,06516 0,00682
2-1
Johnson SB | 0,70171 0,97690 0,05697 0,00666

Yukaridaki ¢izelgede Beta, Burr ve Johnson dagilimlarinin birbiri yerine
kullanilabilecegi goriilmektedir. Cizelge 5.2°de ilk gecis zamanlarinin dagilimlari

farkli gibi goriinse de olasiliklar yakin oldugundan bu dagilimlar birbirinin yerine

kullanilabilir.
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Obekleme yapilarak ilk gegis zamani dagilimma iliskin simiilasyon sonuglari

asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 5.4. Obekleme yapilarak elde edilen ilk gegis zaman1 dagilimlari

Sira | Obekleme Baslanan | Girilen | Ik Gegis Zaman1 Dagilimi
L Tal el | oy | g | Weibul

2 [affa) | g | (23 | Kumaraswamy
3 [ BaLgg | g | (aa4) | dohmsonsB
SR | g | e |Gamma

S A | | (24 | Kumaraswamy
6 W32 | g | @y | Weib

7 {1,2,3},{4} o {1,2,3} | Burr(4P)

8 (1,2,4},{3} (3 {1,2,4} | Power Function
9 {1,3,4},{2} 2 {1,3,4} | Lognormal(3P)
10 {2,3,4},{1} ) {2,3,4} | Power Function
11 {12},{3,4} (3,4} {1,2} |Gamma

12 {1,2},{3,4} {1,2} (3,4} | Weibull

13 {1,3},{2,4} (2,4 {1,3} | Lognormal(3P)
14 {13},{2,4} {13} {2,4} | Kumaraswamy
15 {1,4},{2,3} {2,3} {14} | Weibull

16 {1,4},{2,3} (1,4} {2,3} | Lognormal(3P)

Cizelge 5.4’den

ilk gecis zamaninin dagilimmin belirlenmesinde Obekleme

bi¢ciminin olduk¢a etkili oldugu goriilmektedir. Diger bir ifade ile 6bekleme bigimine

gore ilk gegis zamaninin dagilimi da degigsmektedir.



Cizelge 5.5. Bir durumundan baslayan zincirin deneme sayilarina gore
ilk gecis zaman1 dagilimlari

Deneme Sayisi Durumlar
1-4 1-3 1-2 1-1
Johnson SB Johnson SB Johnson SB Gen. Gamma
Poim =0,95579 P =0,81004 Poim = 0,70428 Poim =0,70044
Tioim = 0,07919 Teom = 0,11529 Tyom = 0,14335 Tyom = 0,13274
Gen.Gamma Beta Gen. Gamma Johnson SB
Poim =0,93128 Poim =0,75385 Poim = 0,67949 Poim =0,67336
10.000 Teom = 0,08740 Teom = 0,12202 Twom = 0,14646 Tyom = 0,13588
Burr Burr Weibull Weibull
P =0,89707 Poim =0,70862 Peoim = 0,67191 Poim =0,62671
Tyoim = 0,08914 Tyom = 0,12718 Teom = 0,14741 Tyom = 0,14127
Log -Pearson 3 Weibull Burr Burr
Poim =0,88150 Poim =0,68261 Peoim = 0,61139 Poim =0,57567
Tyoim = 0,09122 Teom = 0,13009 Tyomn = 0,1550 Tyom = 0,14721
Beta Johnson SB Johnson SB Johnson SB
Peom =0,9745 Peom =0, 77047 Peom = 0,66014 Peoim =0,56708
Tiom = 0,06579 Tyom =0,10786 T =0,12826 T = 0,13211
Johnson SB Burr Gen.Gamma Gen.Gamma
PKolm =0,81679 Peom = 0,62255 Peoim = 0,59398 Peom =0,49894
Twom = 0,08740 Tom =0,12282 Teom =0,1354 Teom = 0,13943
100.000 Gen.Gamma Weibull Weibull Weibull
P, =0,80988 Peoim = 0,56402 Peoim = 0,56871 Peoim = 0,49205
Tyoim = 0,08806 Tiom =0,12872 Tyom = 0,13816 Teom = 0,14019
Weibull Gen.Gamma Burr Burr
P = 0,78401 P = 0,55071 P =0,51475 | Py =0,41322
Tyom = 0,09045 Teorm =0,13008 T = 0,14419 Tyom = 0,14931
Beta Johnson SB Johnson SB Johnson SB
P = 0,83080 Peoin =0,52599 Peom = 0,52226 PKO,m =0,3777
Tom =0,07289 Teom =0,1138 Teom = 0,1247 Teom = 0,13223
Gen.Gamma Burr Gen.Gamma Gen.Gamma
Prom = 0,58524 Pem =0,44638 | P, =0,37239 P = 0,32551
1000000 |1 -000101 |7, =0,12118 | T, =014065 | Ten=0,13825
Burr Weibull Weibull Weibull
Peom =0,57448 Peom = 0,39667 Peom =0,37161 Peom =0,29496
T = 0,09178 Teom =0,12615 T = 0,14074 T = 0,14208
Johnson SB Chi-Squared Burr Burr
P = 0,54993 P = 0,39049 P, = 0,33699 P = 0, 2554
Teom = 0,09358 Teom =0,12679 Toom = 0,14495 Tuom = 0,14749




Cizelge 5.6. iki durumundan baslayan zincirin deneme sayilarina gore
ilk gecis zamani dagilimlari

Deneme Sayisi Durumlar
2-4 2-3 2-2 2-1
Burr Johnson SB Johnson SB Johnson SB
Peoim =0,91299 Pm =0,81004 P = 0,85694 Peim = 0,75517
Teom = 0,08473 | T, = 0,11529 Tuom = 0,11749 Tyom = 0,12868
Gen.Gamma Beta Weibull Beta
Poim =0,88002 Peoim =0,75385 P = 0,78203 P = 0,75094
10.000 Teom=0,08919 | T, =0,12202 Tuom = 0,12781 Tiom = 0,12920
Dagum Burr Burr Gen. Gamma
PKoIm =0,87546 PKolrn =0,70862 PKolm =0,77762 PKolm =0,69336
Teom=0,08975 | T,,,,=0,12718 Teom = 0,12838 Tyom = 0,13611
Johnson SB Weibull Gen.Gamma Weibull
PKoIm =0,86416 PKolrn =0,68261 PKolm =0,6903 PKolm =0,68664
Tiom = 0,09112 Teom = 0,13009 Teom = 0,13917 Teom = 0,13690
Beta Beta Johnson SB Beta
Pom = 0,86058 Peom = 0,91297 Peoim = 0,69837 Peoim = 0,80136
Tyom = 0,08066 | T,,,,=0,09161 Tyom = 0,12414 | T, = 0,10453
Burr Johnson SB Weibull Johnson SB
Peom = 0,74937 Peom = 0,76257 Peoim = 0,5546 Peoim = 0,5084
Teom=0,09089 | T,,,=0,11021 Teom = 0,13972 Teom = 0,1345
100.000 Johnson SB Burr Gen.Gamma Weibull
Peom = 0,73055 Pom = 0,65675 Peoim =0,54276 Poim =0,46672
Teom=0,09248 | T,,,,=0,12109 Teom = 0,14103 Teom = 0,13901
Weibull Weibull Burr Gen.Gamma
Pewm = 0,72214 P = 0,6317 Peoim = 0,52582 Peoim = 0,45378
Teom=0,09318 | T,,,,=0,12363 Tom = 0,14294 | T, ., = 0,14045
Beta Johnson SB Johnson SB Beta
P.» =0,91089 Peom =0,59776 Peom = 0,50526 PKolm =0,71591
Teom=0,06729 | Ty, =0,11094 Twom = 0,12488 Tyom = 0,1016
Burr Burr Gen.Gamma Johnson SB
PKolm = 0 61358 Kolm =0,48393 Kolm =0,38041 Kolm = 0 40733
1.000.000 |1 -009160 |Tem=0.12138 | T,=013805 |1 _ =013046
Gen.Gamma Weibull Weibull Gen.Gamma
Peoim = 0,60805 Peom =0,44863 Peom = 0,36408 PKDIm =0,34993
Teom = 0,09201 Tiom =0,12482 Tiom = 0,13995 Tyom = 0,13685
Johnson SB Chi-Squared Burr Weibull
Peoim = 0,59321 P =0,43414 | P, =0,33321 | B, =0,3145
Teom=0,09310 | T, =0,12628 | Ty, =0,14369 | Ty, =0,14114
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Cizelge 5.7. U¢ durumundan baslayan zincirin deneme sayilarina gore
Ilk gecis zaman1 dagilimlar

Deneme Sayist Durumlar
3-4 3-3 3-2 3-1
Beta Johnson SB Johnson SB Beta
Pom =0,89454 Peoim =0,90027 | B, =0,77948 | P, =0,90270
Teom = 0,08838 Teom = 0,20637 | T,,,, = 0,13078 | T,,, = 0,10796
Gen.Gamma Burr Weibull Johnson SB
Poim =0,87852 Pewm =0,81219 | B, =0,74819 | P, =0,76972
Tioim = 0,09047 Tyom = 0,11919 | T, ,,=0,13482 | T, ,,=0,12688
10.000 Johnson SB Chi-Squared Burr Weibull
Peoim =0,86777 Peoim =0,80295 | B . =0,72339 | P, = 0,68805
Teom = 0,0918 Teom =0,12037 | T,,,,=0,13794 | T, ,, = 0,13673
Weibull Beta Gen. Gamma Burr
Poim =0,82051 Pwm =0,80092 | P, =0,71697 | P, =0,66861
Tom = 0,09719 Tom =0,12063 | T, = 0,13874 | T, = 0,13903
Beta Beta Johnson SB Beta
Pom = 0,83204 Pem =0,90312 | P, =0,66567| P, =0,67758
Tom = 0,08198 Teom =0,09314 | T,,,,=0,12193 | T, ,,=0,11733
Burr Johnson SB Beta Johnson SB
Peom =0, 73486 Pem =0,73711 | B, =0,64199| P, =0,57403
Teom = 0,09044 Teom =0,11289 | T, =0,12437 | T,,,,=0,12770
100.000 Johnson SB Burr Weibull Weibull (3P)
Peom =0,72613 Pem =0,64515 | B, =0,49154| P, =0,47918
Teom =0,09116 Tom =0,12226 | T, = 0,14024 | T, .= 0,13764
Gen.Gamma Weibull Gen.Gamma Gen.Gamma
Peom =0,70776 Pem =0,61117 | B, =0,47288| P, =0,46002
Tiom =0,09266 Teom =0,12571 | T, = 0,14233 | T, =0,13975
Burr Johnson SB Johnson SB Johnson SB
Peom =0,6178 Peoim =0,57963 | P, =0,56821| P, =0,38844
Tiom =0,09061 Tom =0,11255 | T,y = 0,12329 | T,,,, =0,13250
Gen.Gamma Burr Gen.Gamma Gen.Gamma
Peom =0,6036 Pem =0,48126 | B, =0,42603| P, =0,33724
1.000.000 |t -009165 |T,, =0,12163 |T,,, =0,13799 | T, = 0,13835
Johnson SB Weibull Weibull Weibull
Pom =0,60185 Peom =0,43374 | P, =0,41791| P, =0,30923
Teom = 0,09178 Tom =0,12632 | T, =0,13890 | T, = 0,14181
Log Pearson3 Chi-Squared Burr Burr
Peom =0,57776 Pom =0,41793 | P, =0,38236| P, =0,26824
Twom = 0,09358 Teom =0,12794 | T,,,,=0,14301 | T, =0,14727
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Cizelge 5.8. Dort durumundan baslayan zincirin deneme sayilarina gore
ilk ge¢is zaman1 dagilimlari

Deneme Sayisi Durumlar
4-4 4-3 4-2 4-1
Johnson SB Johnson SB Beta Johnson SB
Peom =0,92205 | P, =0,9016 Peom = 0,86738 | P, =0,72121
Teom =0,08769 | T,,,,=0,10815 | T, =0,11367 | T,,, =0,13032
Burr Burr Johnson SB Gen. Gamma
Pom =0,90918 | R, =0,80981 | R, =0,7788 | P,,=0,64977
Teom =0,08972 | T,,,,=0,12176 | T,,,=0,12575 | T, =0,13860
10.000 Gen. Gamma Chi-Squared Gen. Gamma | Weibull
Pom =0,88231 | R, =0,79623 | P, =0,7204 | P, =0,61692
Teom =0,09352 | T,,,,=0,12353 | T,,,=0,13289 | T, = 0,1424
Pearson 6 Beta Weibull Burr
Peom =0.85575 | P, =0,79094 | P, =0,69961 | P, = 0,55047
Teom =0,0969 Teom=0,12421 | T,,,,=0,13537 | T, =0,15019
Beta Beta Beta Johnson SB
Peom =0,87943 | P, =0,79503 | R, =0,71757| B, =0,65386
Tyom = 0,07865 | T,,,=0,1038 Tom =0,11491 | T, =0,12692
Burr Johnson SB Johnson SB Gen.Gamma
Pewm =0,76756 | P, =0,66202 | P, =0,63142| P, =0,55031
Tom = 0,08933 | T,,,=0,11728 | T,,,=0,12365 | T, =0,13799
100.000 Gen.Gamma Burr Weibull Weibull
Pem =0,76756 | P, =0,61167 | P, =0,51528| P, =0,52002
Teom = 0,08933 | T,,,,=0,12223 | T,,,=0,13566 | T, =0,14133
Pearson 6 Chi-Squared Gen.Gamma Burr
Pom =0,72294 | P, =0,58252 | R, =0,48446| P, =0,46931
Teom=0,09311 | T, ,,=0,12512 | T,,,=0,13901 | T, =0,14712
Johnson SB Johnson SB Johnson SB Johnson SB
P = 0,63702 | P, =0,59094 | P, =0,44525| B, =0,31319
Teom =0,08921 | Ty, =0,11155 | T, =0,12796 | T, =0,13544
Burr Burr Gen.Gamma Gen.Gamma
Pwm =0,61161 | P, =0,48884 | R, =0,34647| P, =0,28248
1.000.000 |t  =0,09106 |T,, =0,12091 | T, =0,1388 | T, =0,13927
Gen.Gamma Weibull Weibull Weibull
Pem =0,59817 | P, =0,44769 | P, =0,3354 | R, =0,27029
Teom = 0,09205 | T,,,,=0,12492 | T, =0,14013 | T, =0,14088
Weibull Chi-Squared Burr Burr
Pewm =0,57068 | P, =0,44677 | P, =0,29754| P, =0,22967
Teom = 0,09408 | T,,,,=0,12501 | T,,,=0,14492 | T, =0,14664
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Obekleme yapilarak deneme sayilarma gore ilk gegis zamani dagiliminin simulasyon

sonuglar Cizelge 5.9, Cizelge 5.10, Cizelge 5.11°de verilmistir.



Cizelge 5.9. Bir 6bekleme yapildiginda ilk ge¢is zamani1 dagilimlari

Durumlar
Deneme Sayist {1' 2} ' {3} {4} {1’ 3} 1 {2} {4} {1’ 4} ' {2} {3}
{3} >{12} | {2} ~> {13 {2} > {L4)
Power Function | Weibull Weibull
Peoim = 0,54334 Poim =0,40839 Peoim = 0,54654
Teom =0,23851 Tiom =0,24371 Teom =0,17977
Gamma Gumbel Max Gen. Gamma
Poim =0,30098 Poim =0,3947 Poim =0,50881
10.000 Tyoim =0,29153 Tyom =0,2465 Tyom =0,18524
' Inv.Gaussian Log Logistic Johnson SB
Peom =0,2821 Peoim =0,38971 Peoim =0,49261
Tyoim =0,29671 Tyom =0,24753 Tyom =0,18764
Gumbel Max Normal Gamma
Peom =0,2785 Poim =0,36638 Peoim =0,37794
Tyoim =0,29772 Tyom =0,25246 Tyom =0,20593
PowerFunction Weibull Weibull
Peom = 0,30358 Peom = 0,23829 Peom =0,33759
Tyom = 0,26676 Tyom =0,24748 Tyorm =0,18196
Gamma Gumbel Max Johnson SB
Peom = 0,24423 Peoim = 0,23495 Peoim = 0,32006
Tom = 0,28226 Tyom =0,24832 Tyom =0,18478
100.000 Gumbel Max Normal Gen. Gamma
Peom = 0,20485 Peom = 0,21292 Peom =0,28224
Tom = 0,29415 Tiom =0,25413 Tiom =0,19125
Inv.Gaussian Johnson SB Gamma
Peom = 0,19922 Peoim = 0,20842 Peoim = 0,20057
Teom = 0,29599 Tyom =0,25537 Teom =0,20773
Gamma Weibull Weibull
Peom = 0,15941 Pewom = 0,16393 Peoim = 0,24153
Tyom =0,27893 Tioim =0,24154 Tyom =0,18213
Gumbel Max Kumaraswamy Johnson SB
Peom = 0,13041 P = 0,15476 P = 0,24032
1.000.000 Tiom =0,28999 Tiom =0,24436 Teoim 018235
Inv.Gaussian Gumbel Max Gen. Gamma
Peom = 0,123 Peom = 0,14894 Peoim = 0,20485
Teom =0,29313 Tiom =0,24622 Tiom =0,18927
Weibull Johnson SB Gamma
Peom = 0,12121 P = 0,1293 Peom = 0,1316
=0,29391 =0,25295 =0,2072

Kolm

KoIm

KoIm
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Cizelge 5.9.(Devam) Bir 6bekleme yapildiginda ilk gegis zamani dagilimlar

Kolm

Kolm

Durumlar
Deneme Sayist | {2,3}, {1}, {4 |{2.4}, {1, (3} {34}, {1, {2}
{4 {23} {24  [{1J>{34
Gen. Gamma (4P) | Weibull Johnson SB
PKolm =0,49362 PKolm =0,34877 PKolm =0,83051
Tiom =0,21141 Tiom =0,21697 Teom =0,11269
Weibull Inv. Gaussian Chi-Squared
Peoin =0,38837 PKolm =0,28502 PKolm =0,75903
Tiom =0,23027 Tiom =0,22971 Teom =0,12142
10.000 Log-Logistic Lognormal (3P) |Beta
Peoim =0,34379 Peoim = 0,26371 Peoim =0,75281
Teom =0,23914 Tiom =0,23441 Teom =0,12214
Inv. Gaussian Log-Logistic Burr
Poim =0,33766 Peoim =0,25754 Poim =0,73683
Tiom =0,24041 Tioim =0,23582 Teom =0,12398
Kumaraswamy Kumaraswamy Johnson SB
Peoim = 0,44909 Peoim = 0,61987 Peom =0,70173
Tiom = 0,19427 Tyom =0,16515 Teom =0,11187
Weibull Weibull (3P) Beta
Peoim = 0,25366 Peom = 0,49979 Pom =0,65859
Tioim = 0,2303 Tyom =0,18179 Tyom =0,11607
100.000 Gumbel Max Weibull Burr
Pewm = 0,23107 Peom =0,31171 P = 0,58146
Tiom = 0,2356 Tiom =0,2125 Tuom =0,12358
Johnson SB Gumbel Max Weibull
Peoim = 0,20646 Peoim = 0,23205 Peom = 0,55682
Teom = 0,24184 Tiom =0,22932 Teom =0,12602
Kumaraswamy Kumaraswamy Johnson SB
Peom = 0,34426 Pwm = 0,40811 Peom =0,55271
Tiom =0,19242 Tyom = 0,17852 Tiom =0,11258
Weibull Weibull Burr
Pewom = 0,18086 Pewom =0,22776 Peom =0,44773
Tiom =0,22601 Tyom =0,21007 Twom =0,1223
1.000.000 Gumbel Max Gumbel Max Weibull
Pewom = 0,16043 Pewm = 0,16601 Peom =0,41223
Tioim =0,23169 Tioim =0,2252 Twom =0,12584
Johnson SB Johnson SB Chi-Squared
Peom = 0,13534 Peoim = 0,15633 Peom = 0,3907
=0,23952 =0,22795 =0,12807

Kolm
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Cizelge 5.10. iki dbekleme yapildiginda ilk gecis zaman1 dagilimlar

74

Dunumlar
Deweme |13} (4} [0 64 |03, 04 |03, 24 09 23 649,03
) {3:4}—){1:]} {1:]}—}{3:4} {]:4}—}{1: 3} {1:3}—}{]:4} {]:3}—}{1:'—1} {1:'—1}—} ]:3}
Inv. Ganssian | Waibull Burr (4F) Waibull Gen. Gamma Weaibull
B . =0.1%9%37 | B, _=039011 B, .=03768% | B, =04¥59 [R _=052937 B, . =037612
T,..=0.291987 | T _=019379 L., =026073 [T, =0221169 [T, =017738 T, =0.24102
Gumbeal Max Johnson SB Gumbel Max Johnson SB Waibull Gumbeal Max
B . =019683 | B _=034737 B .=03406 B, _=023835 B, . =0.51017 B . =073564%8
I, =02965 | L, =020002 (T, =027034 |I,=023082 ([T, =01803 T = 0.24307
10.000 (Gamma (ran. Gamma Inv. Gaussian Loglosistic Johnson 5B MNormal
B . =0.28174 | B, _=0.29615 B, . =030841 B . =0.35693 F, . =0.46351 R, =033193
I..=0.2933 | T =021026 L, =0217682 [T, =021345 [T, =018682 T =0,25034
Waibull Cumbel Max Waibull Cumbel hax Inv. Gaussian Johnson SB
B, =01785 B . =0.24064 B, =030126 B .=033505 | B, =040192 R, . =031933%
T,,..=0.29772 | T =0.22177 L. =0.27837 L..=023683 | I =0.19633 T =0.25313
Powar Function | Weibull Lognormal (3F) | Waibull Waibull Lognormal(3F)
B . =038 F, =036402 | B =064580 | K =030807 | R, =03835% | F  =035807
T,... =026057 | I, =0,18903 T =0.19369 Ty =10.2132 L =0.17795 Tm =0.21524
(ramma Johnson 5B Gen. Gamma(4F) | Gumbeal Max Johnson 3B Weaibull
B ,=02X%13| B, =032 (B, =028062 | B, =023%11 (B, =033 | R, =023028
T,..=028664 | T _=019335 L. =0.23768 L..=0213767 | L. =0.18164 T...=0.23542
100000 | Gumbel Max (en.Gamma Gumbel hax Johnson SB Gen. Gamma Gumbel hiax
B ,.=021345| B, =028781 (B, =026352 | B, =023248 (B, =030017 | B, =02508
I,..=0.28834( I =020052 L. =026657 [T, =0212921 [T, =0.18B11 T =0.23736
Inv.Gaussian CGumbal Max Waibull Inv.Ganssisn Gamma (Gamma
B . =02M1455( R, =023384 (PR =022014 | B =020161 | B _=02233 B, . =0.20088
T, =0.29107 | I, =021318 I, =0.27389 L..=0213689 | T =020371 T =0.23011
(ramma Waibull Lognormal 3F) |Eumaraswamy | Waibull Loenormal3F)
B . =01078% | B, =02738% | F,, =040563 | F  =043947 (F _=030641 [ F,_ =030303
T, =0282%6 | T, =018484 I..=020684 | I __=017892 | 7T =017707 .. =0.21378
Gumbel Max Johnson 5B Gen. Gammal4F) | Waibull Johnson 5B Weibull
B . =0MW36l | R, =02305 (R, =016814 | F _=026628 | F _=0273%% | PR  =020836
1.000.000 T,..=028434 | I _=019383 L. =021383 | I =0211121 [T, =0.1816 T =0.23483
Inv.Gaussian (zn. Gamma Gumbel Max Cumbeal Max Gen.Gamma Gumbeal Max
B . =00801| R, =021172 | B =01350 B .=0203% | B =02681 [R,  =020036
T,..=028873 | I, =019771 L. =0218414 | I _=023315 [T =018323 T =0.23708
Waibull Kumaraswamny | Gamma Johnson SB Gamma (Gamma
B .=00%04 R =02015¢ (B =013661 | B =0I13066 | B =018233 | B =015%77
T, =0.29109 | I, =019%01 L, =021771 | I, =023879 [T =0.20072 T = 024583




Cizelge 5.11. Bir 6bekte ¢ durumun olmasi halinde ilk gecis zamani dagilimlari

Durumlar
Deneme
Sayist {1,2,3}, {4} {1,2,4} , {3} {1,3,4} , {2} {2,3,4} , {1}
{4} > {123} | {8}>{12,4} |{2}>{134} |{1}>{234}
Power Function | Lognormal (3P) | Lognormal (3P) | Power Function
Poim = 1,00000 Poim =0,9988 Peoin = 0,61361 Poim =0,81148
Teom = 0,05606 | T, =0,12805 | T, =0,2154 Teom =0,19722
Lognormal (3P) | Power Function | Gumbel Max Gamma
Peoim = 1,00000 Peoin = 0,99443 P = 0,39221 Poim =0,2883
Tom = 0,06867 | T, =0,1419 Tom = 0,25739 | T, =0,30998
10.000
Beta Beta Weibull Dagum
Poim = 1,00000 Poin = 0,70385 P = 0,34437 Poin =0,26375
Team = 0,07311 | T, =0,24672 | T,,,=0,26811 | T,,, =0,31731
Pearson 6 (4P) Dagum Normal Inv. Gaussian
Poim = 1,00000 Poin = 0,25492 Poin = 0,34045 Poim =0,25958
Tegm = 0,11489 | T, =0,36045 | T, =0,26903 | T,,,=0,31861
Power Function Lognormal (3P) | Gumbel Max Power Function
P =1,00000 | P, =0,98988 Peorm =0,26999 | P, =0,50163
Teom = 0,07904 | T, =0,13361 Teoim =0,25569 Teoim =0,23559
Beta Kumaraswamy Weibull Burr (4P)
Peoin = 0,99995 Peoin = 0,92537 Peoim = 0,2423 Peoin = 0,45577
Teom = 0,11525 | T, =0,16835 Teom = 0,26274 | T, =0,24437
100.000 |Lognormal (3P) | Power Function | Normal Gamma
Peorm = 0,99943 Peor =0,9195 Peom =0,22864 | P, =0,20692
Team = 0,13141 | T, =0,17023 | T, =0,26644 | T, =0,30592
Pearson 6 (4P) Beta Gamma Inv.Gaussian
Peoin = 0,99902 Peoin = 0,50745 Peim =0,21483 | P, =0,17639
Tom = 0,13600 | T, =0,25802 Teom = 0,27035 | T, =0,31673
Burr(4P) Power Function | Lognormal(3P) Power Function
Peoin = 0,99599 Pem =0,72013 | R, =0,28311 | P, =0,27173
Teom = 0,13866 | T, =0,19657 | T, =0,22389 Ty, =0,26447
Lognormal (3P) | Johnson SB Gumbel Max Gamma
Peoim = 0,99011 Peoim = 0,10126 Peoim = 0,17471 Peoim = 0,15734
1.000.000 | T,,,=0,14904 | T, =0,35167 | T.,,=0,25078 | T,,, =0,29948
Rayleigh Dagum Normal Inv.Gaussian
P = 0,10314 Peorm =0,09569 | P, =0,14749 Peorm = 0,12796
Teom = 043379 | T, =0,35503 | T, =0,25953 | T,,,=0,31163
Inv. Gaussian Inv.Gaussian Weibull Gumbel Max
Peoin = 0,08806 Peim =0,08522 | B, =0,1436 Peoim = 0,1169
Teom = 0,44526 | T, =0,36179 | T,,,=0,26088 | T,,,=0,31679

75



76

Ele alinan Markov zincirine 6bekleme yapildiginda ilk gecis zaman1 dagilimlarina ait
olasiliklarin  belli bir degere gore nasil degistigini anlamak igcin Cizelge 5.12 ,
Cizelge 5.13, Cizelge 5.14 hazirlanmistir. Bu ¢izelgelerden ilk gegis zamani
olasiliklarinin gogunlukla birbirine yakin olduklar1 anlasilmistir. Bu c¢izelgeler
Markov zincirine 6bekleme yapildiginda dagilimlarin birbiri yerine kullanilmasi
hakkinda fikir vermektedir.

Cizelge 5.12. Bir dbekte iki durum olmasi halinde ilk gegis olasiliklarin

karsilastirilmasi
Yapilan Olasilik 1.000.000 Deneme
Obekleme Dagilimu
P(X<2) | P(X<5) | P2<X<4) P(X >6)
Gamma 0,65473 | 0,98287 0,29513 0,00561
1,2}, {3}, {4} | Gumbel Max | 0,64386 | 0,98440 | 0,30952 0,00516
Inv.Gaussian 0,68759 0,97854 0,26123 0,00920
Weibull 0,62786 | 0,99173 0,33391 0,00141
Weibull 0,52359 0,94481 0,35133 0,02239
{13}, {2}, {4}| Kumaraswamy | 0,71828 | 0,86585 0,11738 0,11134
Gumbel Max 0,52278 | 0,93774 0,34753 0,02931
Johnson SB 0,59734 | 0,93283 0,28438 0,03872
Weibull 0,40067 | 0,82817 0,32777 0,10518
wa 12, (3 Johnson SB 0,44183 0,84178 0,32000 0,10634
Gen.Gamma 0,38513 0,82809 0,34250 0,10598
Gamma 0,43436 | 0,82707 0,30466 0,11345
Kumaraswamy | 0,55155 0,75287 0,15691 0,21221
23,1, 4 Weibull 0,50173 0,93760 0,36040 0,02593
Gumbel Max 0,50256 | 0,93084 0,35616 0,03316
Johnson SB 0,56705 0,92801 0,30506 0,04115
Kumaraswamy | 0,56004 | 0,75565 0,15262 0,21059
2.4, 1), 3 Weibull 0,48174 | 0,92179 0,35818 0,03554
Gumbel Max 0,47909 0,91530 0,35677 0,04275
Johnson SB 0,54189 0,91585 0,31323 0,04967
Johnson SB 0,28438 | 0,67361 0,28923 0,25029
Burr 0,27002 | 0,69897 | 0,32304 0,22546
{34}, {1}, {2} | Weibull 0,27545 | 0,64035 0,26242 0,27615
Chi-Squared 0,26424 | 0,71270 0,32975 0,19915




Cizelge 5.13. Her 6bekte iki durum olmasi halinde ilk gegis olasiliklarin

karsilastirilmast
Yapilan Olasilik 1.000.000 Deneme
Obekleme Dagilimi
P(X<2) | P(X<5) | P2<X<4) P(X > 6)
Gamma 0,64329 | 0,97788 0,29719 0,00793
1,2}, {3,4
{. } 3.4) Gumbel Max 0,62844 | 0,98025 0,31620 0,00696
ilk 6bek
Inv.Gaussian 0,67703 | 0,97387 0,26412 0,01187
Weibull 0,61287 | 0,98720 0,33767 0,00273
Weibull 0,41849 | 0,86036 0,34412 0,07851
Johnson SB 0,46960 | 0,86979 0,32531 0,08376
(12, (3.4
ikinci 6bek Gen.Gamma 0,41120 | 0,86421 0,35744 0,07743
Kumaraswamy 0,55998 | 0,74792 0,14673 0,21972
Lognormal(3P) 0,72558 | 0,78695 0,04934 0,20397
Gen.Gamma 4P | 0,77857 | 0,93175 0,12811 0,05181
(13 (2.4)
ilk 6bek Gumbel Max 0,59291 | 0,97126 0,33362 0,01108
Gamma 0,61299 | 0,96780 0,30913 0,01291
Kumaraswamy 0,56004 | 0,75565 0,15262 0,21059
Weibull 0,48305 | 0,92194 0,35731 0,03552
13, {2.4)
ikinci 6bek | Gumbel Max 0,48004 | 0,91620 0,35707 0,04216
Johnson SB 0,54671 | 0,91553 0,30874 0,05005
Weibull 0,39857 | 0,83573 0,33603 0,09784
wa 2.3 Johnson SB 0,44158 | 0,84893 0,32707 0,09973
ilk 6bek Gen. Gamma 0,39110 | 0,83973 0,34906 0,09639
Gamma 0,43332 | 0,83536 0,31314 0,10565
Lognormal(3P) 0,66752 | 0,75068 0,06686 0,23705
L4123 i 052261 | 0,95006 | 0,35872 | 0,01908
ikinci 6bek
Gumbel Max 0,52533 | 0,94404 0,35386 0,02542
Gamma 0,55534 | 0,93915 0,32183 0,02945




Cizelge 5.14. Bir 6bekte li¢ durum olmas1 halinde ilk gegis olasiliklarin

karsilastirilmast
Yapilan Olasilik
Obekleme | Dagilimi 1.000.000 Deneme
P(X <1,5) P(X <3) P(1,01< X <1,05) P(X >2)
0,97815 0,99511 0,30604 0,01043
Burr (4P)
L | (3p 0,99988 0,99998 0,00382 5,5683E-5
123, (4) ognormal (3P)
. 0,72190 0,99402 0,02563 0,10278
Rayleigh
. 0,79747 0,99694 0,04045 0,05433
Inv. Gaussian
Power Function 0,87092 0,92314 0,05169 0,10335
Johnson SB 0,69592 0,94824 0,04120 0,15974
2,45, 3
Dagum 0,87460 0,99597 0,07141 0,03086
Inv. Gaussian 0,63727 0,95367 0,02777 0,18543
Lognormal (3P) | 0,64626 0,71783 0,09269 0,31710
134, (2) Gumbel Max 0,41205 0,79702 0,01269 0,43044
Normal 0,36084 0,76006 0,00892 0,50079
Weibull 0,40440 0,79192 0,01328 0,44005
Power Function 0,83260 0,89475 0,05923 0,13689
Gamma 0,51912 0,89043 0,01846 0,30712
(234} {1
Inv. Gaussian 0,54715 0,89847 0,02317 0,27625
Gumbel Max 0,50173 0,89456 0,01750 0,31314
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5.2. Kullback Leibler Uzakhgi ve Wasserstein Metrigi ile ilgili SimUlasyon
Calismalarinin Sonuclari

1 durumundan baslayip, 4 durumuna girisler i¢in ilk geg¢is zamani dagiliminin
100.000, 200.000, 300.000,.., 1.000.000 denemeleri i¢in Kullback-Leibler uzakligi ve

Wasserstein metrigi cinsinden hesaplanmaistir.

Cizelge 5.15. ilk gecis zaman1 dagiliminin Kullback Uzaklig1 ve Wasserstein metrigi

Denemeler Kullback Leibler Wasserstein Metrigi
100.000 20,00121 0,05526
200.000 14,00506 0,00237
300.000 13,00032 0,00706
400.000 10,00021 0,00197
500.000 9,000154 0,00164
600.000 5,000097 0,00067
700.000 3,000056 0,00005
800.000 3,000037 0,00021
900.000 1,000015 0,00004
1.000.000 0,000000 0,00000

Kullback 0lgisiine bakildiginda 600.000 deneme asimptotik dagilima (1.000.000
deneme) yakinsamanin % 75’ini gergeklestiriyor. Asimptotik dagilima yakinsama

bakimindan 700.000 deneme ile 800.000 deneme arasinda énemli bir fark yoktur.

Wasserstein metrigi dikkate alinirsa 200.000 denemeye gelindiginde asimptotik
dagilima yakisamanin %96 s1 gerceklesiyor.  Kullback uzaklik 6lgiisii ile
karsilastirildiginda Wasserstein metriginin daha hizli bir yaklasim gosterdigi
sOylenebilir. Bununla birlikte Wasserstein metrigi, ilk ge¢is zamaninin
yakinsamasinda diizensizlik s6z konusu iken Kullback uzaklik Olglstunun

yakinsamasi daha saglam bir sekilde olmustur.
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5.3. Ters Obekleme Yontemi

4. Boliimde bir Markov zincirinin durumlarinin biraraya getirilmesi ile orijinal zincir

hakkinda ilging bilgiler veren daha kiiciik zincirler haline nasil getirelecegi gosterildi.

Obekleme yontemi ile daha kesin bir bilgi elde edilmesinden feda edilerek daha
yonetilebilir bir zincir elde edilir. Bu bolumde Kemeny ve Snell (1976)’in Markov
zincirinin genislemesi olarak bahsettigi 6beklemenin ters durumu diisiiniildii ve gegis

matrisinin optimizasyonu ile durum uzayi genisletilmeye ¢aligildi.

S1,Sy,.+;S, durumlarina sahip bir Markov zinciri olsun. Genislemis zincir olarak

adlandirilan bu yeni Markov zinciri agagidaki gibi olusturulur.

Geniglemis zincirde bir durum olan Sy, orjinal zincirde (s;,s;) durumlarmin bir
ciftidir. Orijinal zincirde s;’den s;’ye ve s;’den s, ’ya art arda iki adimda gegisin

oldugu varsayilsin.

Bu gecis genislemis zincirde S, ’den s, ye tek adimda gegis olarak yorumlanir.

Bu tanima gore genislemis zincirde S, ’den s, ye gecis j=k iken mimkindar.

Gegis olasiliklari

Paincn = P s

Paywy =0 J#k olarak verilir.

Genislemis zincirin nasil olusturulacagi hakkinda asagida bir 6rnek verildi.
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Ornek 5.3.1. Giinliik hava durumunu ele alarak Yagmurlu havalar “Y”, Giinesli
havalar “G”, Karli havalar “K” ile gosterilsin. Y,G,K durumlarina sahip {i¢ durumlu

bir Markov zinciri asagidaki gibi olsun.

Y G K
Yi1/2 1/4 1/4

P= G|1/2 0 1/2
K(1/4 1/4 1/2

Bu durumda son iki giine dayali hava durumu bilgisi sadece 6nceki giine dayali hava
durumu bilgisinden farkli tahminlere neden olabileceginden genislemis zincir bir
yaklasim olarak sayilabilir. Bu yaklasimi gelistirmenin tek yolu art arda iki giin i¢in
hava durumunu ele almaktadir. Durumlar o zaman GG, GY, GK, YG, YY, YK,
KG, KY, KK olacaktir.

Yeni gecis olasiliklarinin tahmin edilmesi gerekir. Hala tek bir adim bir glindiir. Bu
yiizden GY’den sadece YG, YY ve YK’ye gegilebilir. Bu cesit orneklerde
durumlarin sayis1 artmasina ragmen Markov zinciri teorisini kullanarak genislemis

zincir yaklagimini daha da gelistirmek miimkiindiir.

Bu Markov zincirinden asagidaki gibi yeni bir Markov zinciri olusturulur. Yeni
zincirde bir durum, eski zincirdeki durumlarin bir ¢ifti olacaktir. Yani GG, GY, GK,

YG, YY, YK, KG, KY, KK seklinde olacaktir.

Eski zincirde n’inci adimda Y durumda ve (n+1) inci adimda K durumunda iken,

yeni zincirde n’inci adimda YK durumunda olur.

Yeni (Genislemis) zincir icin ge¢is matrisi
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YY YG YK GY GK KY KG KK
YY[1/2 1/4 1/4 0 0 0 0 0 ]

YG| 0 0 0 1/2 1/2 0 0 0

YK 0 0 0 0 0 1/4 1/4 1/2

Gyl 1/2 1/4 1/4 O 0 0 0 0
P=

GK| 0 0 0 0 0 1/4 1/4 1/2

KY |1 1/2 1/4 1/4 0 0 0 0 0
KG| 0 0 0 1/2 1/2 0 0 0
KK 0 0 0 0 0 1/4 1/4 1/2

Bu yeni zincir, G¢ durumlu zincirden elde edilecek bilgiye gore orijinal sureg
hakkinda daha detayl bilgi verir. Genislemis zincirin durumlart YY, YG, YK, GY,
GK, KY, KG, KK’dir. Orijinal stirecte p,, =0 oldugu i¢in GG bir durum degildir.
Orijinal zincir ile genislemis zincir Kkarsilagtirildiginda durumlarin  nasil
smiflandirilacagina bakilabilir. Eger orijinal zincir geri donislii ise genislemis zincir
de geri doniislidiir. Eger orijinal zincir d peryoduna sahip ise, genislemis zincir de d

peryoduna sahip olacaktir. Eger i=j iken s; durumu orijinal zincirde yutan durum

ise genislemis zincirde s, durumu yutan durum olur.

Obekleme yaparak genislemis zincirden orijinal zincire geri gidilebilir. Genislemis
zincirde Ozel bir A={A, A,,.., A,} Obeklemesi almarak, her zaman orijinal zincir

elde edilir.

Ornek 5.3.1°de oObekler A={(YY, KY, GY), (KG,YG), (YK,GK,KK)} bu sekilde

olusturulursa
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Y G K
Yi1/2 1/4 1/4

P= G|1/2 0 1/2
Ki1/4 1/4 1/2

orijinal zincir elde edilir.

Bu bolimde o©bekleme yonteminin tersi durumu olan ters Obekleme yontemi
gelistirilmeye ¢alisildi. Gelistirilen yontem Kemeny ve Snell (1976)’de anlatilan
Markov zinciri genigslemesi durumuna benzemesine ragmen olasiliklarin belirlenmesi

gecis matrisinin optimizasyonu ile yapilir.

Gegis matrisinin belirlenmesi i¢in iki yol izlendi. Birinci yolda ele alinan Markov
zincirinin limit dagilimmin entropisine yakinsayacak sekilde Markov zincirinin
durum uzayr genisletilmeye cahisildi. Ikinci yolda ise Markov zincirinin limit
dagilimma yakinsayacak sekilde Markov zincirinin durum uzayr genisletildi.

Gelistirilen yontem asagidaki 6rnege uygulandi.

Ornek 5.3.2. Kurumsallasmis bir sirket ydnetici kadrosunu iist ve alt diye iki gruba
ayirarak yoneticilerini degerlendiriyor, ancak insan kaynaklari sirkete yoneticilerin
iist, orta ve alt olmak iizere ii¢ gruba ayrilarak degerlendirilmesini Oneriyor. Bu
durumda istenilen limit dagilima uygun sekilde yoneticilerin degerlendirilmesine

iliskin gecis matrisini olusturunuz.

E durum uzay1 olmak Uzere,

E ={a,b} » E={ab,c}

degismez limit dagilm 7 = (0.40;0.30;0.30) olsun.
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Iki duruma sahip indirgenemez Markov zinciri asagidaki gibi olsun.

o_ 0.75 0.25
1024 0.76

¢ durumunun eklenmesi ile
Markov zincirinin
genislemesi

Ters Obekleme Asamasi

0,75 0,25-r r
P=10,24 0,76-5s S
t

t u 1-t-u

Ug duruma sahip indirgenemez Markov zinciri igin degismez limit dagiliminin
entropisine yakinsamasina gore r,s, t, u degerleri bulunmustur. Bu bulunan degerler

Cizelge 5.17’de gosterilmistir.
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Ters Obekleme yontemi kullanilarak istenilen limit dagilima yaklasan gecis
matrisinin elde edilmesi, ge¢is matrisinin optimizasyonu yolu ile de bulunabilir. Bu

problemde Markov zincirinin Uglinc duruma giris ve ¢ikis olasiliklarin minimum

olmas1 varsayimi altinda

0,75 0,25-r r
P=(0,24 0,76-s S
t u 1-t

—u
Min{s+t+u+r}

Kisitlar

7'P=r
r<o0,25
s<0,24
t+u=<1
r,s,u,t>=0

optimizasyon modeline gore ¢6ziim yapilirsa t=0,093 r=0,07 s,u=0 olarak

bulunur. Sonunda gecis matrisi

0,75 0,18 0,07
P=| 0,24 0,76 0
0,093 0 0,907

olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Markov zincirlerinin uygulama alanlar1 ¢ok genis olmasina ragmen ilk gecis zamani
ozelliklerini inceleyen calismalar simirlidir. Halbuki Ik gegis zamanlar1 Markov

analizinin énemli bir pargasini olusturmaktadir.

Bu tezde durum uzayi sonlu elemanli, indirgenemez bir Markov zinciri i¢in ilk geg¢is
zamanlarmin dagilimlart kesikli oldugundan kesikli dagilima siirekli dagilim
yaklasimininda bulunuldu. Markov zincirinin simiilasyonu yapilarak ilk geg¢is zamani

dagilimi1 deneme sayilarina bagli olarak ortaya ¢ikarilmistir.

Bu ¢alismada karmagik sistemlerin daha kolay incelenmesi i¢cin Markov zincirinin
durum uzaymin azaltilmasimi amaglayan ve durumlarin bir araya getirilmesi ile
yapilan 6bekleme yontemi anlatilmistir. Bir Markov zincirinin durumlar kiimesine

ilk gecis zamaninin dagilimi 6bekleme yapilarak belirlenmistir.

IIk gecis zamanminin dagilimi deneme sayilarina bagl olarak Easy Fit yazilimi
araciligiyla 65 dagilim arasindan Kolmogorov-Smirnov testinin sonucuna gore en iyi

uyum saglayan dagilimlar Cizelge 5.5-Cizelge 5.11°de gosterilmistir.

Uygulama bolliminde ele alinan dort duruma sahip indirgenemez Markov zincirinin
Obekleme yapmadan ilk ge¢is zamaninin dagilimini belirlemede Johnson SB dagilimi
one c¢ikmistir. Johnson SB dagilimimin, ilk gec¢is zamami dagilimma uyumunu
gosteren p degeri en az 0,31319 ile Markov zinciri 4 durumundan 1 durumuna ilk
gecisi yaparken olmustur. Yine Johnson SB dagiliminin, ilk gegis zamani dagilimina
uyumunu gosteren p degeri en fazla 0,63702 ile Markov zinciri 4 durumundan 4
durumuna ilk geg¢isi yaparken olmustur. Cizelge 5.2°de goriildiigii gibi ele alinan dort
duruma sahip indirgenemez Markov zincirinin 16 tane miimkiin ilk gegis zamani

dagiliminin 12 tanesine Johnson SB dagilimi1 daha iyi uyum saglamistir.

Elde edilen sonuglar1 genellestirmek amaciyla degisik P gecis matrisleri iginde

simiilasyonlar1 yapildi. Gergek verilerle 6rneklendirme iginde 02.01.2004-13.09.2005
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tarihleri arasindaki BIST-100 bes dakikalik endeksine gore % 0,1’lik artis ve
azalislar dikkate alinarak 24.874 veri i¢in gecis matrisi olusturulmus ve durumlara
gore ilk gecis zamaninin dagilimlar belirlenmistir. Bu uygulamalarin sonuglar1 Ek-
3’de verilmistir. Bu uygulamalarda yine Johnson SB dagiliminin 6n plana ¢iktigi

gozlenmistir.

Obekleme yapildiginda ise Cizelge 5.4°de goriildiigii gibi ilk gegis zamaninin
dagilimi 6bekleme bigimine gore degisiklik gostermistir. Ayrica ¢alismada ilk gegis
zamaninin dagiliminin grafikleri, parametre tahminleri verilmistir. Ek-2’de gosterilen
durumlara ait olasilik dagilim grafiklerinden ilk geg¢is zamaninin dagiliminin saga

carpik veya ters J seklinde oldugu goriilmiistiir.

Belli bir degere gore olasiliklarinin karsilastirilmasi ile Cizelge 5.3’de gosterildigi
gibi Beta, Burr ve Johnson SB dagilimlarinin birbiri yerine kullanilabilecegi
goriilmiistiir. Obekleme ydntemi uygulanmasindan sonra belli bir degere gore
olasiliklarinin  karsilastirillmas1  Cizelge 5.12-Cizelge 5.14’de yapilmistir. Bu
cizelgelerden ilk geg¢is zamaninin olasiliklarinin ¢ogunlukla birbirine yakin olduklari

anlagilmistir.

Ik ge¢is zamanmin deneme sayilaria bagh olarak yakinsamalari, Kullback-Leibler
uzaklik Olciisii ve Wasserstein metrigi kullanilarak Cizelge 5.15’de gosterilmistir.
Bunun yanisira Markov zincirinin durum uzaymin genislemesi ¢ergevesinde
Obeklemenin ters durumu olan ters dbekleme yontemi gelistirilmeye calisildi. Ters
Obekleme yonteminde istenilen limit dagilimin entropisine yaklasan gegis matrisleri
elde edilip, Cizelge 5.16’da verilmistir. Gegis matrisinin optimizasyonu ile ters
Obekleme yonteminde de istenilen limit dagilima yaklasan gecis matrisi elde

edilmistir.

Bundan sonraki ¢alismalarda daha yiiksek dereceden Markov zincirlerinin ilk gegcis
dagilimina bakilabilir. Farkli stokastik siire¢ modelleri igin ilk gegis zamaninin

dagilimi incelenebilir. Bunun yaninda Markov zincirlerinde bir durumdan g¢ikis
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yapmadan o©nce son kez istenilen bir duruma ziyareti ifade eden son ¢ikis

zamanlarmin dagilimi da ortaya konulabilir.

Markov zincirinin durumlar1 bulanik hale getirildikten sonra ilk gecis dagilimi

incelenebilir. Bu bulanik durumlar i¢in 6bekleme yapilabilir.

Agirhikli Obekleme gibi degisik dbekleme ydntemlerine gore ilk gegis zamaninin
dagilimi da arastirilabilir, bu ¢ercevede ilk gegis zamaninin dagilimina daha iyi uyum

saglayan dagilimlar ortaya konulabilir.

Ik gecis zamanlar1 ve Obekleme yontemi birlikte Markov Karar siireclerine
uygulanabilir. Boylece ilk ge¢is zaman1 meydana gelinceye kadar beklenen maliyet
minimum veya beklenen kazan¢ maksimum yapilabilir, Obekleme ydntemi ile

istenilen/istenmeyen durumlar biraraya getirilip daha esnek stratejiler olusturulabilir.

Ters 6bekleme yontemi i¢in diger entropi tlirlerine gore limit dagilima yakinsamasi
incelenebilir. Buradan elde edilen ge¢is matrisleri bir biri ile karsilastirilabilir. Ters
obekleme yonteminde Hedef programlama vb. yaklasimlar kullanilarak gegis

matrisinin optimizasyonu saglanabilir.

Istatistikte verilerin dagilimlara uyumunu artirmak icin dagilimlarin genellestirilmis
halleri dikkate alinir. Son yillarda Alzaatreh ve ark. (2012), Alzaatreh (2011)’de
yapilan c¢alismalarda siirekli dagilimlardan doniistimler yoluyla yeni siirekli
dagilimlar veya siirekli dagilimlardan yeni kesikli dagilimlarin iiretilmesi oldukca
ilgi cekmistir. Alzaatreh’in yaptigi calismada T-X dagilim ailesi bigiminde yeni
stirekli ve kesikli dagilimlar elde etmistir. Dagilimlarin genellestirilmesi cabasi
icerisinde dretilen ve T-X dagilim ailesi olan Beta-Gama, Beta-Ustel, Ustel-
Geometrik gibi dagilimlarin da ilk gecis zamani dagilimina uyumuna bakilabilir, yeni

dagilimlar var olan dagilimlardan daha iyi uyum saglayabilir.
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EK-1. iIk gecis zaman1 dagiliminin tahmininde karsilasilan dagilimlarin 6zellikleri

LogLojistik Dagilim® LogLojistik(, B)

a :Surekli 6lgek (scale) parametresi (a > 0)
p:Surekli bicim (shape) parametresi (5>0)

Olasilik £(x) = (Bla)(x]a)™
Yogunluk [+ (x/ BT
fonksiyonu
Birikimli 1

3 F(X)=————
dagilim ) 1+ (x/a)™”
fonksiyonu

_oanlp

Ortalamasi E(X)= sin(z/ )’ pot
Varyansi V(X)=a*(2b/sin2b—b® /sin*b) , B>2, b=x/p

LogNormal Dagilim? LogNormal (x, o)

12 Surekli konum (location) parametresi
o :Surekli Olgek (scale) parametresi (o >0)

Olasilik 1 _nxpy
Yogunluk f(x)= e %
fonksiyonu XV2ro
Birikimli 1 1 Inx— u
2 2 262
fonksiyonu 20
E(X)= u+cl2
Ortalamasi (X)=e
_ c? _ 2y+0'2
Varyansi V(X)=(e" -1)e

1 http://en.wikipedia.org/wiki/Log-logistic_distribution adresinden yararlanilmustir.

2 http://en.wikipedia.org/wiki/L.og-normal_distribution adresinden yararlanilmustir.



http://en.wikipedia.org/wiki/Log-logistic_distribution
http://en.wikipedia.org/wiki/Log-normal_distribution

EK-1.(Devam) Ilk ge¢is zaman1 dagilimmin tahmininde karsilasilan dagilimlarin
ozellikleri

3

Dagum ® Dagum(a,b, p)

a:Surekli bigcim (shape) parametresi (a>0)
b: Strekli 6lcek (scale) parametresi (b>0)
p: Surekli bicim (shape) parametresi (p > 0)

Olasilik \ap
Yogunluk f (X) :@ (E)
fonksiyonu X ((%)a +1)p+1
Birikimli . -p
dagilim F(X)= 1_,_(_)
fonksiyonu b
bT (=T (:+p)
Ortalamasi E(X) = T a T'(p) ya>1
o, TN ) (TCOT (D))
V X - 2 a a a a
Varyansi (X) aZL a 0 + 0 ,a>?2

Inverse Gaussian®  Inv.Gaussian(4, x)

A Surekli bicim (shape) parametresi (4 > 0)
2 Surekli konum (location) parametresi

Olasilik 12 )
A —A(x—

Yogunluk f(x) :[ - } exp#
fonksiyonu 27X 27X
Birikimli
dagilim F(X)zd{\/z(l—ln+exp(ﬂjcp[_ i(l_,_lD
fonksiyonu X\ H u X\ u
Ortalamasi E(X)=u

3
Varyansi V(X)= %

® http://en.wikipedia.org/wiki/Dagum_distribution adresinden yararlanilmustir.

* http://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Gaussian_distribution adresinden yararlanilmustir.



http://en.wikipedia.org/wiki/Dagum_distribution
http://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Gaussian_distribution

EK-1.(Devam) Ilk ge¢is zaman1 dagilimmin tahmininde karsilasilan dagilimlarin
ozellikleri

Rayleigh®> Rayleigh(c)

o :Surekli Olgek (scale) parametresi (o >0)

Olasilik

X -x%/257?
Yogunluk f(x)= ?e
fonksiyonu
Birikimli
daglllm F(X :1_e—X2/20'2
fonksiyonu (X)
Ortalamasi E(X)=o [ L2
2
-1
Varyansi V(X) :TUZ

Burr ° Burr(c,k)

c: Suirekli bigcim (shape) parametresi (c > 0)
k : Surekli bicim (shape) parametresi (k > 0)

Olasilik (0 = ck x&1

Yogunluk X)=CK—— 7
fonksiyonu (1+x)

Birikimli

dagilim F(X)=1-(1+x)"
fonksiyonu

Ortalamasi E(X)=kB(k—-1/c,1+1/c)

> http://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_distribution adresinden yararlanilmistir..

® http://en.wikipedia.org/wiki/Burr_distribution  adresinden yararlanilmustir.



http://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_distribution
http://en.wikipedia.org/wiki/Burr_distribution

EK-1.(Devam) Ilk ge¢is zaman1 dagilimmin tahmininde karsilasilan dagilimlarin
ozellikleri

Gumbel Max?® Gumbel (z, B)

w: Surekli konum (location) parametresi (x> 0)
. Surekli 6lcek (scale) parametresi (3 > 0)

99

OlaSIhk 1 _7¢7? X —
Yogunluk f(x)= Ee y L= ﬁy
fonksiyonu
Birikimli
dagilim e (D
fonksiyonu F(X)=e
Ortalamasi E(X)=u+py

7[2
Varyansi V(X)= ?ﬂ ?

Kumaraswamy Dagilimi Kumaraswamy(«,,«,)

a, : Surekli bicim (shape) parametresi («, > 0)
a, . Surekli bicim (shape) parametresi («, > 0)
[Jones, 2009]

Olasilik f(X) =, X" 1-x)2" | 0<x<1
Yogunluk
fonksiyonu
Birikimli
daglllm F(X)=1-(1—x*)*
fonksiyonu
Ortalamast E(X)=azB[1+i,a2J
o,
2 1\
Varyansi V(X)=a28(1+—,azl—{a28(1+—,a2j}
o o

" http://en.wikipedia.org/wiki/Gumbel_distribution adresinden yararlamlmstur.



http://en.wikipedia.org/wiki/Gumbel_distribution
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EK-1.(Devam) Ilk ge¢is zaman1 dagilimmin tahmininde karsilasilan dagilimlarin
ozellikleri

Johnson SB Dagilimi  Johnson SB(y,d,4,&)

y . Surekli bicim (shape) parametresi

& : Surekli bicim (shape) parametresi (6 >0)
A Surekli 6lcek (scale) parametresi (A >0)
& Surekli konum (location) parametresi
[Paresol, 2003]

Olasilik S 1 y 2

Yogunluk f(y)= exp| —=| y +J5In| ——

fonksiyonu ) AN27y(L-y) p[ 2{7/ (1—)/}} ] ’
y=(x-¢)/2

Birikimli

dagilim

fonksiyonu F(Y) =<D£;/+5In(1in

E(Y)=Awm(y)+¢

r

Ortalamast . (y) =% T exp(-2° /2)/[1+ exp((y - z)lﬁ)] dz
T 2%

z=y+6In(y/(1-y))

Varyansi V(Y) =A% (16 (y) — 14(¥)?)
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EK-2. ik gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baslanan  Girilen
Duum  Dumm Denama Savil Olastlik Dagilmm
1 4 1.000.000
Probability Density Function - Probability Density Function
0,254 o1
0,244
0221 003
0.3 0,08
:.1 29 {,I{,T.
. ; o
¥ o 0.5
014 0,044
0.087 0,03
0053 [Jird
0,044
D,[IZ- QIQ 4
:l- c T T T T T T T T
2 & &0 80 0 -] 0 18 XN 28 L] 35
X X
——Beta (0,72082, 10,891, 1,0, 92,238) —— Gen. Gamma (10612;1 2324, 5 7375)
Probablity Dens ty Function
Frobabillty Densly Function 0419
019 044
044 o
0,1 ooz
0.0 :.I:.r
008 !
0o FOE
{ ool 005
0,054 004
004 002
003 saz]
002 .
0,04 =
0 M :
0 10 = 20 0 10 20 0 40 £
x X

—— Burr (2,4, 1,48E3; 10,243 Johnson BB (34437, 12381, 10841;-1 2244}

Sekil 2.1. Bir durumundan baglayip, dért durumuna giris yapan zincirin ilk gecis
zamani dagilimlariin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Girilan
Duum  Dumm Denams Says1 Olasilik Daglmm
l 3 1.000.000
Frobatlity Dens fty Function Frobatiity Dens ity Function
.jlis.
0184 o
.jlls.
.:|I‘ 4.
7,94
5,47
0,824
-~ 01 o~
o
& o] &
.:;35-
B2 2]
44 0044
o0z 242
H H
0 H 0 5 20 P 0 ] H o 5 0 =
% x
Johnson 5B (3,421%;1 2385, 55 445, -0, 5457 —— Burr {14457, 1 8254;4 2388
Frobabiity Dens ty Function Frobabity Dens ty Function
1,15
0,144
.16
0124 144
011 01
0,08 0.1
B oom g
e .04
1,06
0,044
104
Ly 0024
J T T T T J T T
] H 10 13 ] ] 4 ] i 10 12 14
% x
—Webull {12645 4,5762) —Cnk-aguarad 4]

Sekil 2.2. Bir durumundan baslayip, ic durumuna giris yapan zincirin ilk gecis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baslanan  Girilan
Duum  Dumm Denamea Savi1 Olasilik Dagilmm
1 2 1.000.000

Frobablity Dens ty Function

Probabilty Dengtty Function

024
0,184 218
0,154 0,14
0,14 .
. DiZ 4]
& 01
g 0,08
008
0,05
.:|I.:E.
04 204
0,024 02
H H
0 5 10 15 0 25 0 ' g I 15 ' 20
X X
Johnsen 5B (3,002 11391, 49 228, 0 2433) —— Gen. Gamma {1 071, 1,3857, 3,1308]
Probaniity Dengtty Funation
Frobatiity Dans ity Function
3224
0,14 02
o1& e
0,16
0,42
0,14
0.1 g 1z
:" 0,08 R E
0,08
0,05
0,05
004 004
0,02 002
D- 3- T T T
g g 10 15 d g 10 3 B
x X
——Wmlbdll (1,252, &,4248) —— Bum (1,1651; 1,565, 3 859)

Sekil 2.3. Bir durumundan baslayip, iki durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Gririlen
Dunm  Dum Denamea Sayist Olasilik Daglm
l 1 1.000.000

Frobabllity Dens tty Function

Probability Denslty Function
018 0,18
0,184 2,14
.:|I‘ 4.
0,12
04z
— 0
E- i g 0,08
.:|I.:|5-
0] 0,05
0,044 0,044
002 0,024
™ [s8
0 5 0 5 20 P 30 g : b 5 20
X X
Johnson 5B {2153;1 1631, 57 285, -0 4226T7) ——Gan, Gamma (1 0T84, 1,2121; 34817
Frobablity Cans ity Fundion Frobablity Cans lty Funcion
0,154 0.2]
0,14 0,124
0,12 0184
0,12
0,14
ﬂ R -
:‘ 0,02 :" 01
0)0E 0,02
0,05
0,044
0.04
0,02 0,02
o o
0 E 10 1E 0 E 10 15 ]
x x
—Veeloull (1,2217, &,5854) —— Bur (1,218, 1,570, 3 4583

Sekil 2.4. Bir durumundan baslayip, bir durumuna giris yapan zincirin ilk gecis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Girilan
Dunm  Dumm Danzme Savit Olasilik Daglm
2 4 1.000.000

Frobablltty Density Function

0I5 Frobabllitty Dens iy Fundion
0,24 012
0.2z 044
0.2 a4
0,184 0,059
0,154 00z
PRECHES 007
& F)
042 & ope
2,14 0/0=
008 004
0054 002
004 ooz
2,02 0014
a bt
E) 4 E3 ES ) ) i
x x
—— Bat {0,71342;9,3823;1 0, 20,15€) — Bur (23774 1,8823,10,157)
Probability Denslty Function
Frobablity Dans ity Function 01
o ]
041 005
0.05 208]
one] o079
a7 g oos
7 B o05]
oo 004
0044 003
DiE 002
o013
001 .
i 1 -
a : 0 T Z0 25 0 & ¢ :' =@ . # 40 =
x

—— Gan. Camma (1 0512122432 5 7758)

Johnson EB (32507, 1,198%; 57,02, -1,0958)

Sekil 2.5. Iki durumundan baslayip, dért durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlariin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  (irilen
Dumm  Durum Densma Sayis1 Olasilk Dagilm
2 L 1.000.000

Frobaniiity Dens ity Function Probanility Dens ity Function

0,13 0484
0,184 015
0,14 048]
0124 o424
g 2,14 g 0,44
0,084 00E]
10,084 00s
0,044 004
0,024 0024
1 H
a 5 10 15 il 25 3a Q £ ] £ 7 e
X X
Johnson 5B (3,087I;1,1789; 55959;-0.41033) —— Burr {14578; 18043, 4 4TEE)
Frobablity Censity Function
Frobablity Cens ty Function
0,14 0.4
0,42 o1&
h RER
0.4
012
% 0p8
¢ - 8 044
.:I.:E_ .:..35.
0041 o5
i 0.044
0,02
' 0,024
? o
2 £ 2 £ 0 2 4 £ i 10 z 14
* *
— Welbull (1 ZE7E; 4,3001) — Chil-Squared (4]

Sekil 2.6. iki durumundan baslay1p, iic durumuna giris yapan zincirin ilk gecis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

(irilen
Dunm

Baslanan
Dunm

Daneme Savisi

1.000.000

Frobablity Dens tty Function

0.2
[AL:-2
[AL-E
AR
o424

T
o

o0
005
004
002

TE o’ x 0
x

o
]
=)

—— Johinson SB {3.2622:1 1965 55,916 . 0. 354 25)

Frobablity Dans ity Function

0,1&
0,14
0,12

014

Wi

002
0,05
004

002

10 1=

=1
ini-]

x

— Welpull (1,271, 4,4301)

o

o

(Olasilik Daglmm

Frobablliity Censtty Fundlon

0044

00z

3 10 [ 20
x

— Gen. Camma {1.0572: 1.4015: 3107}

Frobabllty Cens tty Funcilon

0,22

0.2]
0,187
0,18
0,14]
0,12

0,13
0,087
L
0,04
0,02

£ 10 1z =
x

—— Bur (1,225 1,530, 2,4541)

Sekil 2.7. ki durumundan baslayip, iki durumuna giris yapan zincirin ilk gecis

zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Girilan
Dunmn  Dumm Daeme Savist Olasdik Dagilirm
2 1 1.000.000
Probabliity Density Function
Probablltty Dens fty Function 0z
0.=5 0,18
0,52
0454 018
0,44 2141
0.4
0,284 0,124
0,32 T
E P -
0244 208
0.2 2054
0,45
0,12 004
0,02 0,027
0,04
o4 o]
0 E:) i 40 50 o ] 0 15 20 8 D
X b
—_E=@m (0F07ET, £,3485,1 0, 0232) Johnson BB (3,0205;1 1372; 83.241; 0,3 855E)
Frobabity Gers fy Funcien Frobablity Dansity Function
048 048
044 o1a]
041 0.11]
0. 0.1
7 -
LTS & onsd
005 0.5
004 0.04]
002 oo
o i1
[ [ 10 15 il d g 10 15
x x
Gen. Gamma {10872 1.2152:3 428) — W lbull {1365 4 E52T)

Sekil 2.8. Iki durumundan baslayip, bir durumuna giris yapan zincirin ilk gecis
zamani dagilimlariin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  (rigilen
Derum  Dumm Dename Savist Olasili: Dagilmm
3 4 1.000.000
Frobatlity Dars ity Function Frobatiity Dans ity Funcion
. 211+
0414
041 044
044 003
003 ] 008
01084 9074
o, o 05
g 0059 G EE
005
0044 'mf'
LTEE o
00z 0021
0 2011
Q 4
[ 10 10 10 g ] 10 15 0 5 10 3
n x
Bumr (Z4125:1.485:10.306] Gen, Gamma (1.0612: 12372 5.7174)
Prabablity Dengity Function
Frobabillty Dans fty Function
5T
. 0,14
b4 0,12
03 0,124
ops] 0,115
0,14
007 0,034
g [l R 2 D,DS-:
0,05 & o007
0,084
0,044 20c )
o034 0,044
0024 0,024
. 0,024
oot 0,01
y L T T T — T T T T T T T T
2 b n i ) el ] £ 10 15 20 S 20 ES
X x
Johnzon 6B (3,3714; 1,224%, 102,5,-1 1563} —— [ogFeason 3 (86305, 0,082, 21,55

Sekil 2.9. Ug durumundan baslayip, dért durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlariin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baslanan  Girilen
Dumm Dunm Dename Savst Olasihk Daglmm
3 3 1.000.000

Probabiity Denstty Function Probablitty Denslty Function

048
08 0,15
044 18
[RE bit4d
0,24
g
T o1
00z &
oz
0%
o]
0,04 o044
0,024 gz
o o]
o g 1 B 20 ] 0 d g ) 3 EN =
x ®
EhnsanSE (3,2745;1 2145, 1,332, -0, 48707) —— Burr (14725, 1,8475, 4,3928)
Frcbaility Ders ly Functicn Frobabilty Dans ity Function
0.8
0.4 0.5
0.4z 0144
o1 0.124
e [1] .:|.‘ -
g oo &
008
008
006
0244 004]
002 0.0z
o] %
o 5 ) 1 o z 4 H H 10 z 12
n x
—— Welbull (1264514 £713) — Chl-Equared (4)

Sekil 2.10. Ug durumundan baslayip, ii¢ durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Girilan
Donm  Duum Danzme Savist Olasilik Daglmm
3 2 1.000.000

Frobabllity Dens fty Function

0z Frobablity Denstty Funcilion
24
018 0,18
015 ]
0,14
0,144
0,12
04z
) 0.1
LA g
[
0,084 0,08
00 ] 0,08
0044 0,04
02 0,02
Ly
o
T P 7 T o T T T T T
) g o z F) P 7 T s = =
X ®
—— Jdohnson BB (Z,5816;1,1225; 47 842, 0, 2151E) — E=n. Gmmma (1,067, 14078, 2,0923)
Frobabllity Dens ty Function
022
Probabiity Density Function -
0.2
2.184 0,184
0.14] 0,4&]
0.41] 014
04 3 0,12
7 0,1
® 00E]
0.0
0.0s] 002]
204 0 pad
0.0z o0z
24 o
) T T 13 0 B 10 15 20
* k4
— Vimlpull {1.274:4.44 25 —— Bur (1,2248 1,5422;3,43)

Sekil 2.11. Ug durumundan baslayip, iki durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Girilen
Duum  Dunm Dename Sayisi Olasilik Dagilim
i 1 1.000.000

Frobablity Diens ty Function

Frotabilty Dans by Function
048
0,4
0,18
0,14
0,14
0,12 0,12
011
0, {
g z
opa * oge
0oE 0,08
004 0,04]
0oz 0,02
4 o]
0 : 10 1 i kS £t 3 P T py P
X %
Johnsen S (3 2185, 1,175% 65 585,40 450%)  {Gen, Gamma (10781 13595, 3,460
Rrobabiity Dens ty Function
016 . Probabilty Denslty Function
2z
014 0z
0,48
012
0,48
0.1 a4]
& i
= 00a 7 0,121
01
0,084
008
004 0,08 ]
0,04
002
oz
i T - r . o]
0 5 10 13 d E 10 3 20
x X
— Welull {12366 43637 Er (1295 4B 5 ATTE)

Sekil 2.12. Ug durumundan baslayip, bir durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baslanan  (ririlen
Duum  Dumm Denams 3avi Olasthk Daglm
4 4 1.000.000
Probabllity Dansity Function Probabllity Dansity Function
012 ym
.jl‘ 1 :|I‘ .
9,44 0
008 oo
0,08 008
0074 07
E 0,05 3 e
005 el %
0,04 /04
003 002
2029 00z
001 001
o o
o 10 0 0 4 ) 0 10 20 0
x x
Johnson BB (30353, 1,1561 85 £12,0,8071) —Bur (23754, 1,4881,10,138)
Frobablity Cens fty Fundion Frobabllty Cens by Fundion
0414 0,144
011 011
0,05 0,05
054 0,08
0o7 0,07
=~ 0pE & 00D
= 0,05 = 0,05
0044 0,024
ot} o)
024 0,024
04 0,014
) 3 10 1 A s £ & 0 ] 10 15 20
x x
——— en. Gamma (1081% 1.2218 57373 — Welbull (1,1788,7,128)

Sekil 2.13. Dort durumundan baslayip, dort durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  (irilan
Duum  Domm Dename Savit
4 L 1.000.000

Probabiity Ders fty Function

LES]

008
o
0,04

oz

—— Johnson B8 (3,1708;1,1928; 58,555, -0, 445.03)

Frobablitty Cens tty Function

D0E

T

0054

04

0024

[} H 10
n

— Wlbull (13285E: 4.5045)

Olasilk Dagilimy

s

T

Probabiity Dens ity Function

002

=1
o
=1
s
[
=
"
or

—Bum (1,4856;1.8071; 4 45)

Frobabllty Dens tty Funcilon
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Sekil 2.14. Dort durumundan baslayip, ti¢ durumuna giris yapan zincirin ilk gecis
zamani dagilimlariin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglanan  Girilan
Duum  Dumm Denama Savi Olasilik Daglim
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Sekil 2.15. Dort durumundan baslayip, iki durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Baglman  Girilsn
Durum Dumum Depame Savi: Olasilk Daglm
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Sekil 2.16. Dort durumundan baglayip, bir durumuna giris yapan zincirin ilk gegis
zamani dagilimlariin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Yapilan Obeklame Danzme Savist Olasihk Daglim
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Sekil 2.17. {1,2} , {3}, {4} Obeklemesine gore ilk gecis zamani dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapilan Obaklama Danemea Savist Olasilik Daglmm
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Sekil 2.18. {13}, {2}, {4} obeklemesine gore ilk gegis zamam dagilimlarinim
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.19. {14}, {2}, {3} obeklemesine

]

n

—— Zan. Camma (10884 15711, 20747

grafikleri
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0 z 4 5 H 10
X
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gore ilk gec¢is zamani dagilimlarinin
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapilm Obakleme Danama Savist Olasihk Daglmm
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Sekil 2.20. {2,3}, {1}, {4} obeklemesine gore ilk gegis zamam dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Yapilan Obeklema Densma Save1 Olasilik Daglm
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Sekil 2.21. {2,4} , {1}, {3} Obeklemesine gore ilk gecis zamani dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.22. {3,4}, {1}, {2}
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapilan Obaklama Danemea Savist Olasilik Daglmm
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Sekil 2.23. {1, 2},{3, 4} ilk obeklemesine gore ilk gecis zamani dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapilam Obeklame Danzme Savist Olasihk Daglm
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Sekil 2.24. {1,2},{3,4} ikinci obeklemesine gore ilk gegis zamani dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapilan Obeklame Danzme Savist Olasilik: Daglm
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Sekil 2.25. {1,3},{2,4} ilk Obeklemesine gore ilk gegis zamani dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.26. {1,3},{2,4} ikinci obeklemesine gore ilk gegis zamani dagilimlarimin

grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapila Obeklame Danzme Savist Olazihk Daglm
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Sekil 2.27. {1, 4},{2,3} ilk obeklemesine gore ilk gegis zamani dagilimlarinin
grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.28. {1, 4} , {2,3} ikinci 6beklemesine gore ilk gegis zamani dagilimlarinin

grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.29. {1, 2, 3} , {4} obeklemesine gore ilk gecis zamani dagilimlarinin grafikleri



130

EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.30. {1,2,4},{3} Sbeklemesine gore ilk gegis zamam dagilimlarmin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zaman1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri
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Sekil 2.31. {1, 3, 4} , { 2} obeklemesine gore ilk gecis zamani dagilimlarinin grafikleri
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EK-2. (Devam) ilk gecis zamani1 dagiliminin olasilik dagilim grafikleri

Vapilan Obaklama Danemea Savist Olasilik Daglmm
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Sekil 2.32. {2,3, 4} , {1} obeklemesine gore ilk gecis zamani dagilimlarinin grafikleri




EK-3. Degisik gecis matrisleri ve BIST-100 uygulamasi
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Cizelge 3.1. Gegis olasiliklarin toplami kdsegenin altinda daha biiyiik
olmast halinde durumlara gore ilk gecis zaman1 dagilimlar

Sira | Baslanan | Girilen | Ilk Gegis Zamani1 Dagilim1 | Kolmogorov

Durum Durum | 1.000.000 deneme Smirnov uyum

1yiligi p degeri
1 1 4 Johnson SB 0,16939
2 1 3 Johnson SB 0,10531
3 1 2 Gen.Pareto 0,50221
4 1 1 Gumbel Max 0,21642
5 2 4 Weibull 0,46227
6 2 3 Weibull 0,37109
7 2 2 Johnson SB 0,46403
8 2 1 Power Function 0,75831
9 3 4 Gen.Pareto 0,59340
10 3 3 Johnson SB 0,51128
11 3 2 Johnson SB 0,49253
12 3 1 Log Logistic(3P) 0,70011
13 4 4 Johnson SB 0,68278
14 4 3 Johnson SB 0,64466
15 4 2 Johnson SB 0,33246
16 4 1 Gamma 0,34194

133
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EK-3. (Devam) Degisik gegis matrisleri ve BIST-100 uygulamasi
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Cizelge 3.2. Gegis olasiliklarin toplami kdsegenin {istiinde daha biiytik
olmast halinde durumlara gore ilk gecis zamani dagilimlari

Sira | Baslanan | Girilen | Ilk Gegis Zaman1 Dagilim1 | Kolmogorov

Durum Durum | 1.000.000 deneme Smirnov uyum

iyiligi p degeri
1 1 4 Gamma 0,29384
2 1 3 Johnson SB 0,36730
3 1 2 Johnson SB 0,72886
4 1 1 Johnson SB 0,67541
5 2 4 Power Function 0,24557
6 2 3 Johnson SB 0,59072
7 2 2 Gen.Pareto 0,54620
8 2 1 Gen.Pareto 0,59466
9 3 4 Power Function 0,60322
10 3 3 Johnson SB 0,47313
11 3 2 Weibull 0,44747
12 3 1 Weibull 0,43925
13 4 4 Gumbel Max 0,18423
14 4 3 Beta 0,61081
15 4 2 Johnson SB 0,16170
16 4 1 Johnson SB 0,14095
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EK-3. (Devam) Degisik gec¢is matrisleri ve BIST-100 uygulamasi
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Cizelge 3.3. BIST-100 uygulamasi i¢in durumlara gore ilk gegis zamani dagilimlar

Sira | Baslanan | Girilen | Ik Gegis Zaman1 Dagilim1 | Kolmogorov

Durum Durum Smirnov uyum

iyiligi p degeri
1 1 4 Beta 0,68896
2 1 3 Johnson SB 0,57695
3 1 2 Johnson SB 0,75183
4 1 1 Johnson SB 0,75222
5) 2 4 Beta 0,77236
6 2 3 Johnson SB 0,57197
7 2 2 Beta 0,65354
8 2 1 Johnson SB 0,84995
9 3 4 Beta 0,83849
10 3 3 Johnson SB 0,66633
11 3 2 Johnson SB 0,49353
12 3 1 Beta 0,88534
13 4 4 Beta 0,97635
14 4 3 Johnson SB 0,83905
15 4 2 Beta 0,71199
16 4 1 Johnson SB 0,59586
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