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OZET

MATEMATIK OGRETMEN ADAYLARININ GORSEL AKIL YURUTME
DURUMLARININ INCELENMESI

GULSEN, ilknur

Yiiksek Lisans, Matematik Ogretmenligi Bilim Dal1
Tez Danigmani: Prof. Dr. Ahmet ARIKAN
May1s-2012, 176 sayfa

Gorsel akil yiiriitmenin matematik kavramlarin1 anlamada yardimer oldugu pek
cok arastirmaci tarafindan vurgulanmistir. Egitimde bu 6zellikten yararlanabilmek i¢in
Ogretmenlerin O0grencilerin gorsel akil yiiriitme ile ilgili becerilerini gelistirmeleri,
oncesinde ise gorsel akil yiiritmenin Oneminin farkinda olmalar1 gerektigi
diisiiniilebilir. Sonu¢ olarak bu amaca katkida bulunabilmek icin, bu arastirma

matematik 6gretmen adaylarinin gorsel akil yiiriitme durumlarini incelemektedir.

Arastirma {i¢ goniillii matematik 6gretmen aday: ile yapilmistir. Veriler, {igii
gorsel ispat1 ispatlama ve biri gorsel ispati yorumlama olmak iizere 6gretmen adaylarina
dort gorsel ispatin soruldugu iki oturumdan elde edilmistir. Ogretmen adaylarinin gorsel
akil yliritme durumlarinin belirlenebilmesi amaciyla veri analizinde gémiilii (grounded)

teorinin teknikleri kullanilmistir.

Aragtirmanin sonuglar1 6gretmen adaylarinin gorsel ispatlar1 algilama, takip
ettikleri siire¢ ve ulastiklar1 sonuglarin farkinda olma ile ilgili birtakim zorluklarla
karsilastiklarini gostermistir. Ayrica 6gretmen adaylariin ispata gorsel ispat {izerinden
ulagsmak yerine cebire egilim gosterdikleri, ¢oziim siireclerinde ispata odaklandiklari
veya ispattan uzaklastiklari tespit edilmistir. Bununla birlikte gorsel ispat lizerindeki
¢Oziimlerinin rastgele olmadigi, gorsel ispattaki sekil ve ¢éziimleri tizerinden stratejiler

uyguladiklar1 ortaya ¢ikmustir.

Anahtar Kelimeler: Gomdilii teori, gorsel akil yiiriitme, gorsel ispat.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE VISUAL REASONING PROCESS OF THE
PRE-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS

GULSEN, ilknur
M. Sc. Thesis, The Department of Secondary Mathematics Teaching
Thesis Advisor: Prof. Dr. Ahmet ARIKAN
May-2012, 176 pages

In recent years, the idea that visual reasoning provides a nourishing environment
for the learner to understand mathematical concepts has been emphasized by many
researchers. To utilize this notion in the field of education, it is expected that teachers
should be aware of the importance of visual reasoning as they help students to develop
skills regarding it. Therefore, this presented research aims to explore the visual

reasoning process of pre-service mathematics teachers to contribute this goal.

The research was carried out with three pre-service mathematics teachers. Data
were collected in two sessions where teachers were ask to tackle four visual proofs three
of which required operative mathematical explanations while the remaining one
required pre-service teachers to explain their proofs verbally. To determine the visual
reasoning process of these pre-service teachers, the data acquired in this research were

analyzed by using grounded theory techniques.

The results of the research show that pre-service mathematics teachers encounter
several challenges related to perceiving visual proofs and following procedures that they
developed and gaining awareness regarding the reached conclusions. In addition, the
results revealed that pre-service mathematics teachers have a tendency to prefer
algebraic proofs over visual proofs and in some cases they switch between focusing the
visual proofs and straying away from them during the solution processes. Nevertheless
research results suggest that their solutions on visual proofs are not spontaneous and

they create strategies on figures and their solutions.

Key Words: Grounded theory, visual reasoning, visual proof.
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I. BOLUM

GIRIS

Bu bdliimde; “Problem Durumu”, “Arastirmanin Amaci”, ‘“Arastirmanin
Onemi”, “Arastirmanin Simirliliklar1”, “Varsayimlar” ve “Tanmimlar” alt basliklarina yer

verilecektir.

1.1. Problem Durumu

Literatiir taramas1 yapildiginda aragtirma konusu ile ilgili yapilan ¢alismalarin
daha ¢ok gorsel gosterim icermeyen problemlerde, problem ¢6zme metodu olarak gorsel
akil yiirtitme ve gorsel gosterimlerin nasil kullanildigini belirleme amacini tasidiklar
gorilmiistiir. Bu ortak amaci tagiyan aragtirmalarin birbirlerinden ayrilan yonleri ise
aragtirmalara matematik¢ilerin ya da farkli 6grenim seviyelerinden 6grencilerin

katilmasi ve farkli matematik konularimin kullanilmasidir.

Yukarida bahsedilen arastirmalardan biri Lowrie ve Clements (2001) 6. siifa
devam eden 3 6grencinin 4 matematik problemi iizerinde bireysel olarak ¢aligmalarini
inceledikleri ve problem ¢dzme metotlarin1 arastirdiklar1 calismadir. Ogrencilerden
birinin problemleri gorsel yontemle ¢ézmeye egilimli oldugu, ikincisinin daha sézel
(gorsel olmayan) yaklagimi tercih ettigi ve iiglinciisiiniin de hem gorsel hem de gorsel
olmayan stratejileri kullanmaya egilimli oldugunu saptamiglardir. Caligma siireci
boyunca problemlerin yenilik faktorii azaldikea, {i¢ 6grenci de gorsel olmayan sozel akil
yiiriitmeye dogru yonelmistir. Ogrenciler onceki tecriibelerini veya anlamalarini
problem ¢6zme stratejileriyle birlestirmek i¢in uygun kavramsal bilgiye sahip
olduklarini hissettiklerinde, problemleri gorsel olmayan yollarla ¢dzmeyi istedikleri

gOriilmiistiir.



Stylianou (2002) matematik problemi ¢6zmede en sik onerilen stratejilerden biri
olan diyagram ¢izmenin kullanimimi deneysel olarak arastirmayir ve matematikgiler
tarafindan kullaniminin dogasina iliskin bazi i¢ goriiler elde etmeyi amaclamistir.
Katilimcilarin her biri aktif olarak arastirmayla ugrasan ve iiniversite seviyesinde ileri
matematik dersleri veren doktora derecesi almis matematikgilerdir. Her bir
matematik¢iden bes matematik problemini ¢dzmesi, sesli olarak diigiiniirken problem
cozmedeki slire¢ ve davraniglarimi tanimlamasi istenmistir. Onlar bu problemleri
cozmekle ugrasirken diyagram c¢izme stratejileri incelenmistir. Tecriibeli problem
coziiciilerin ispat1 gelistirmede 6zel alt gorevleri yerine getirmek i¢in kullandiklar:
yollar1 ve aktiviteleri tamamlamada sekillerin onlara nasil yardim ettigini belirlemistir.
Calisma, gercekte matematikgilerin kendilerine bilinmez goriinen problemleri ¢ozmeye
calistiklar1 zaman diyagramlar c¢izdiklerini gostermistir. Matematik¢ilerin problem
cozmede kullandiklar1 gorsel temsilin ¢ok yapilandirilmis oldugunu, gorsel temsilleri
kesfettikleri zaman onlar1 yapilandirdiklarint ve bunu sistematik bir sekilde yaptiklarin

saptamigtir.

Zahner ve Corter (2010) olasilik kelime problemlerinin ¢oziimiinde 6zellikle
uzamsal veya gorsel bicimde olan dig ibarelerin roliinii aragtirmiglar, dis gorsel
gosterimlerin nasil ve ni¢in kullanildigin1 anlamaya caligmiglardir. 34 acemi olasilik
problemi c¢oziiciisiine alti olasilik kelime problemi verilmistir. Yazili ve sozli
goriismeler araciligiyla dig gorsel gosterimleri ne zaman ve nasil kullandiklarini ortaya
koymuslardir. Di1s gorsel gosterimler uygun secildigi takdirde olasilik probleminin

¢Ozlimiinii kolaylastirdigini bulmuslardir.

Alcock ve Simpson (2004) bir Ingiliz Universitesinde analiz derslerine devam
eden 18 goniillii 6grenciyle calismislardir. Analiz derslerinden biri standart ders, digeri
smiflarin yaklagik 30 6grenciden olustugu, isbirlik¢i bir ortamda &grencilerin dort
kisilik gruplar halinde yapilandirilmis bir sirast olan sorular iizerinde calistig1 ve
sonuglarin ¢ogunu kendi kendilerine ispatladiklar1 bir derstir. Ogrenci ciftleriyle
gdriisme yapmuslar ve her bir goriisme yaklasik bir saat siirmiistiir. Ogrencilere dizilerin
ve serilerin yakimsaklig1 ile ilgili sorular sormuslardir. Ogrencilerin matematiksel
yapilar1 nesneler olarak gordiigiinii, nesnelerin tiim gruplar1 hakkinda hizli bir sekilde
sonu¢ elde edebildiklerini ve a¢ik oldugunu diisiindiikleri noktada kendi
degerlendirmelerinde emin olduklarini bulmuslardir. Ogrencilerin imajlar1 farkli boyutta

kullanmalarina ragmen imajlarin ¢ok benzer oldugunu gérmiislerdir. Biitliin 6grencilerin



gorsel imajlar1 kullanmaya egilimli oldugunu, gorsel akil yiiriitmeyi etkili bir sekilde
kullananlarin analiz dersi kavramlarinin gorsel ve bigimsel gdsterimleri arasinda giiglii

baglantilar insa ettikleri sonucuna varmiglardir.

Katilimcilara verilen bir problemi ¢6zme metodu olarak kendi ¢izdikleri gorsel
gosterimleri ve gorsel akil yiirlitmeyi nasil kullandiklarini arastiran ¢alismalarin
yaninda, problemin ¢6ziilmesinde gorsellestirmeye yardimci olan araglarin kullaniminin

etkilerinin arastirildig1 ¢aligmalar da yapilmistir.

Eisenberg ve Dreyfus (1994) oOgrencilerin fonksiyonlar1 gorsel bir yoldan
diistinmelerine yardimecr olmayr ve bunu yaparken {istesinden gelmeleri gereken
engelleri anlamaya calismay1 amaglamislardir. Ogrencilerin fonksiyon déniisiimlerini
gorsel yoldan diisiinmelerini saglamay1r amacglayan bir 6grenme {initesinin etkilerini
arastirmak icin bir ¢calisma tasarlamislardir. Ogretim deneyine 16 erkek lise 6grencisi
katilmistir. Calismada, lise cebirinde ¢alisilan grafiklerin 6tesinde 6grencilerin ilging
grafikler insa edebilecegi, cesitli stratejiler gelistirebilecegi The Green Globs bilgisayar
programi, standart cebir becerilerini ve fonksiyon doniisiimlerindeki performansi
degerlendiren soru kagidi, fonksiyon ve doniisim bilgi silirecinde gorsel olarak
ogrencilere programin hangi kapsamda yardim ettigini belirlemek i¢in goriisme sorulari
kullamlmustir.  Ogrenciler dgretim deneyinde smirli bir ilerleme gdstermislerdir.
Aragtirmacilar bunun goriinen iki sebebi oldugunu 6ne siirmiiglerdir. Biri fonksiyon

doniistimleri konusunun zorlugu, digeri ise 6gretim formatinda karsilasilan zorluklardir.

Elliott, Hudson ve O'Reilly (2000) grafik hesap makinesinin matematikte
yetenekli 6 0Ozel Ogrencinin fonksiyonlarla olan ¢aligmasimi nasil etkiledigini
arastirmislardir.  Ogrencilere sembolik yaklasimin kullanimini  zorunlu tutmayan
fonksiyonlarla 1ilgili 6 soru sorulmustur. Arastirmanin amaci, kiiclik bir gruptaki
Ogrencilerin problem ¢ézmede gorsellestirmeyi nasil kullandigina, bunu grafik hesap
makinesinin hangi yollarla kolaylastirdigina ve tesvik ettigine dair bilgi toplamaktir.
Ogrencilerin grafiksel yaklasimlar1 segmeleri onlarin problemi daha agik olarak
gormelerine yardimci ve sembolik yaklasimlarin sonuglarini dogrulamalarinin araci
olmustur. Grafik hesap makinesi 6grencilere gosterimin gorsel ve sembolik bigcimleri
arasinda baglantilar yapma imkan1 vermistir. Ogrenciler gdsterimin sadece bir bigimine

odaklandiklarinda ulasamayacaklar1 anlama seviyesine erigsmislerdir.



Yukarida gorsel gosterim igermeyen problemleri ¢ozme metodu olarak gerek
katilimcilarin kendisi tarafindan gerekse yardimci araglar kullanilarak {iretilen gorsel
gosterimlerin ve gorsel akil ylriitmenin nasil kullanildigini arastiran c¢alismalardan
bahsedilmisti. Bununla birlikte, goérsel gosterim icermeyen problemler oldugu gibi
yalnizca gorsel gosterimlerden olusan problemler de bulunmaktadir. Tekin ve
Konyalioglu (2009) bu tiir problemlere 6rnek veren bir calisma yapmistir. Calisma
trigonometride doniigiim-ters doniisiim formiillerinin ispatlarinin  ortadgretimde
gorsellestirilmesine yoneliktir. Bu calisma ile doniisiim-ters donilisiim formiillerinin
gorsel sekillerle ispat edilmesi ve bunlarin diger arastirmacilara tanitilmasi
amaglanmistir. Arastirmada kullanilacak olan sorular da sadece gorsel gosterimlerden
olusmaktadir. Bu nedenle arastirma sorulariin alindigi Roger B. Nelsen tarafindan
yazilan Proofs Without Words (1993) ve Proofs Without Words II (2000) kitaplarindan
bahsetmek yerinde olacaktir. Bu kitaplarin igerisinde farkli kaynaklardan toplanan
gorsel ispatlarin genis bir yelpazesi bulunmaktadir. Nelsen (1993) kitapta yer alan
resimler veya diyagramlarin 6zel bir durumun ni¢in dogru olabilecegini gérmeye
yardime1 oldugundan ve gorsel ipuglarinin kisiyi matematiksel diisiinceye tesvik
ettiginden bahsetmektedir. Ayrica okuyucularin belirli matematiksel diisiincelerin
seckin gorsel gosterimlerini kesfederken eglenebilecekleri, Ogretmenlerin gorsel
ispatlarin ¢ogunu 6grencileriyle paylagsmayi isteyecekleri, kitabin yeni gorsel ispatlarin
olusturulmasinda yiireklendirme ve tesvik olusturacagi beklentisi igcerisinde oldugunu
sOylemektedir. Arastirmada katilimcilara verilen Ornek gorsel ispatlar ise Claudi
Alsaina ve Roger Nelsen tarafindan yazilan Math Made Visual (2006) kitabindan
alinmistir. Yazarlar matematiksel fikirleri ve ispatlari 6grencilerin daha iyi anlamasina
yardim edecek matematiksel ¢izimler olusturmak miimkiin miidiir sorusunun cevabinin
evet olduguna inandiklarini sdylemektedirler. Kitaptaki amaclarinin ise matematiksel ve
pedagojik Oneme sahip resimler {iiretmede bazi gorsel tekniklerin nasil

kullanilabilecegini gdstermek oldugundan bahsetmektedirler.

Yapilan arastirmalar igerisinde katilimcilara gorsel gosterim igeren ve icermeyen
problemlerin yoneltildigi, katilimcilarin bu problemleri ¢6zme performanslarinin
karsilastirildigi calismalar da bulunmaktadir. Bu arastirmalarin birbirinden ayrilan yonii
ise diger arastirmalarda da oldugu gibi arastirmalara matematikgilerin ya da farkli
O0grenim seviyelerinden Ogrencilerin katilmast ve farkli matematik konularinin

kullanilmasidir.



Bahsedilen arastirmalardan biri Stylianou ve Silver (2004) tarafindan 10
matematik profesorii ve en az iic matematik dersi almis 10 lisans 6grencisinden olusan
20 katilimcr ile yapilan ¢alismadir. Calismanin ilk kisminda profesdrlerin ve lisans
Ogrencilerinin problem c¢ozme stratejisi olarak gorsel gosterimi algilama rollerini
incelemislerdir. Her bir katilimcidan problem ¢ézme ve gorsellestirme ile ilgili dnceki
baslica caligmalardan se¢ilmis 24 problemi kategorize etmeleri istenmistir. Katilimcilara
problemi ¢6zmeleri i¢in izin verilmemis, katilimcilardan sadece problemi ¢6zmiis
olsalardi, hangi stratejileri kullanmay1 diisiindiiklerini ifade etmeleri istenmistir.
Calismanin ikinci kisminda, gorsel gosterimlerin kullanimindaki siklik ve gorsel
gosterimlerin  dogas1 belirlenmistir. Her bir katilimcidan bes problemi ¢6zmesi
istenmistir. Katilimcilardan ¢6ziimiin tamamini1 saglamalar1 ve problemi ¢ozerken akil
ylriitmelerini agiklamalar1 talep edilmistir. Calisma, hem profesorlerin hem de lisans
ogrencilerinin gorsel gosterim kullanimini, siklikla kullandiklart uygulanabilir bir
problem ¢O6zme araci olarak diisiindiiklerini gostermistir. Profesdrler ve lisans
ogrencilerinin kullandiklar1 gorsel gosterimler arasinda goze c¢arpan bir farklilik

bulmamislardir, fakat profesorlerin kullandiklar1 gorsel gosterimler daha zengindir.

Booth ve Thomas (2000) matematikte giicliik ¢eken, yaslar1 11 ile 15 arasinda
degisen 32 6grenciyi gorsel-uzamsal yetenekleri temelinde ikiye bolmiislerdir. Standart
matematik testleri ile iki grup 6grenci degerlendirildiginde matematik performanslari
arasinda farklilik bulunmamakta, fakat bir grup digerinden daha yiiksek gorsel-uzamsal
yetenege sahiptir. Problem ¢ozme goriismeleri yaklasik 30 dakika slirmiis ve her bir
katilimciya en fazla 18 soru (alt1 sorunun ii¢ varyasyonu) sorulmustur. Sozel, bir resimle
ve bir diyagramla olmak {izere {ii¢ farkli gosterimde c¢oziilen aritmetik kelime
problemlerini  0grencilerin ¢6zmeye c¢aligmasi siiresince, her biriyle goriisme
yapilmistir. Sonuclar daha yiiksek gorsel-uzamsal yetenege sahip grubun bu problemler

tizerinde 6nemli derecede daha iyi performans gosterdigine isaret etmistir.

Pantziara, Gagatsis ve Elia (2009) 6grencilerin diyagramli ve diyagramsiz
problem ¢ozmedeki yeteneklerini karsilagtirarak rutin olmayan matematik problemi
cozmede ag, hiyerarsi ve matris tipindeki diyagramlarin etkilerini aragtirmiglardir.
Problem ¢6zme siirecinde diyagramlarin etkisini incelemek icin iki test
olusturmuslardir. Test A, alt1 problemden olusmaktadir ve Ogrencilerin matematik
kitaplarindaki problemlere benzer problemlerdir. Test B de Test A nin igerdigi
problemlerle es yapili alti problemden olusmaktadir. Test B deki her bir problemde



diyagram bulunmakta ve Ogrenciler ¢oziim siirecinde bu diyagramlari kullanmak
zorundadir. Test A ve Test B 6. siniftaki 194 Giiney Kibrisli 6grenciye uygulanmistir.
Ogrencilerden Test A daki alt1 problemi istedikleri yoldan ¢ozmeleri ve problem ¢6zme
stireclerini agiklamalari istenmistir. Test B, Test A nin uygulanmasindan bir hafta sonra
uygulanmistir. Test B de 6grencilerden problemleri ¢ézmek icin her bir problemdeki
diyagrami kullanmalar1 istenmistir. Calisma, Test B de diyagramlarin varliginin
Ogrencilerin rutin olmayan problemleri ¢6zmedeki performanslarin1 tam artirmadigini
gostermistir. Ogrenciler, Test A daki problemlerin ¢dziimii igin cesitli stratejiler
kullanmislardir. Stratejiler problemin yapisina gore kullanilmistir. Bununla birlikte Test
B de diyagramlarin varligi, problemlerin ¢oziimii i¢in 6grencilerin strateji cesitliligini
sinirlamistir.  Rutin  olmayan problemlerde diyagramlarin sunulmasi, diyagramsiz
problemleri ¢dzmede zorluk yasayan Ogrencilere 6nemli derecede yardim etmistir.
Aksine diyagramlar olmadan problemleri ¢ozen O&grencilerin Onemli bir kismi
cozdiikleri problemlerle es yapili olan ve buna ek olarak diyagram igeren problemlerde
basarili olamamuistir. Buna gore rutin olmayan problemlerin oncelikle diyagramlar
olmadan verilmesi ve c¢oOziim ic¢in kullanish problemlerin devaminda saglanmasi

gerektigi sonucuna varmislardir.

Gorsel gosterim  igermeyen problemler oldugu gibi yalnizca gorsel
gosterimlerden olusan problemlerin de bulundugu ifade edilmisti. Katilimcilara yalnizca
gorsel gosterimlerden olusan sorularin soruldugu, onlarin gorsel sorulari ¢dzme

becerilerinin arastirildigi ¢alismalar da yapilmastir.

Hershkowitz, Arcavi, ve Bruckheimer (2001) gorsellestirmenin yiiksek diizey
akil yiiriitmenin sezgisel desteginden daha fazlasi olabilecegi, matematigin esasini
olusturabilecegi, ayrica onun sadece gorsel imajlarla acikea iligkili alanlarin (geometri
gibi) degil, bicimsel sembolik ispatlarin (lise cebiri gibi) da merkezi olabilecegini
gostermeyi amaclamiglardir. Cesitli tlilkelerdeki 6gretmen kurslarinda sorulan, hem
Ogrencilerin hem de matematiksel olarak bilgili yetiskinlerin ugrasabilecegi c¢ok
karmasik olmayan, 6n bilgi gerektirmeyen, farkli yollardan ¢oziilebilen gorsel sekle
dayal1 bir soru sormuslardir. Arastirmacilar soruyu cesitli iilkelerdeki Ogretmenlere
(Brezilya, Ispanya, Avustralya, Giiney Afrika, Israil, Sili) sormuslar, buradan elde
ettikleri bulgularin tesvikiyle 13-14 yaslarindaki ortaokul 6grencilerine de ayni soruyu
uygulamiglardir. Basarili ¢oziim stratejilerine, onlarin smiflandirilmasina, biligsel ve

pedagojiksel icerime odaklanmiglardir. Ogretmenler bireysel ya da gruplar halinde



calisirken Ogrenciler 4-6 kisilik gruplarda calismislardir. Gorsel olarak sunulan bir
problemde ¢6ziim stratejilerinin bundan etkilenmesinin sasirtict olmadigini1 fakat
O0gretmenlerin hepsinin gorsel stratejileri kullanmadigi, problemi sadece sayisal sonuglar
yardimiyla degerlendirmeye calistiklarin1 dolayisiyla genel bir ¢6ziime ulagmada
zorlandiklarini gdrmiislerdir. Ogretmenlerin sayisal yaklagimlardaki israrinin nedeni
olarak zihinlerinin gorsel analizi kullanmadigi ve/veya gorsel araglarin kullanimini
genel bir ¢oziim elde etmek i¢in mantiksal matematiksel bir yol gibi diisiinmedikleri
yorumunda bulunmuslardir. Ogrencilerden ise birden ¢ok ¢dziim stratejisi bulmalar ve
¢ozlim siireglerine dair grup raporu yazmalar1 istenmistir. Tiim sinif gorsel yaklagimlar
kullanarak genellikle ii¢ ya da dort farkli strateji iiretmislerdir. Bu problemin 6grenciler

arasinda gorsel stratejileri tesvik etmede verimli oldugu sonucuna varmislardir.

Fulmer ve McMillar (2009) Pisagor teoremi i¢in “Proofs Without Words”
kitabim kullanarak bir arastirma yapmislardir. Ogrencilerin Pisagor teoremi hakkinda
diistinmesini ve bir ispati O6grencilerin kendi kelimeleriyle ortaya koymalarimi
amagclamuslardir. Ogrencilere igerisinde kelimelerin olmadig1 gesitli resimlerin oldugu
ispatlar1 dagitmislar ve 6grencilerden arkadaslariyla birlikte ¢alisarak bu resimlere yazili
bir ispat gelistirmelerini istemislerdir. Pisagor teoreminin ispatinin rehberliginde
Ogrencilerin resimlerle ugrasirken i¢gorii ve yenilikler elde ettiklerini gérmiislerdir.
Ogrencilerin kendi ispatlarin1 olusturmak icin kendilerine olan giivenlerinin gelistigi

sonucuna varmislardir.

Bardelle (2010) diyagramlarin kullanimindaki 6zellikle bilgi c¢ikarimindaki
baslica zorluklar1 tanimlamaya c¢alismistir. Italya’daki del Piemonte Orientale
Universitesinde matematiksel ispata tahsis edilen bir ders baglamimda 2. ve 3. smf
matematik 6grencilerinden olusan 13 kisilik bir gruba baz1 ifadelerin sekilsel ispatina
bakmay1 ve bdyle bir ispat1 yeniden inga etmeyi igeren birkag gorev vermistir. Gorevler
yazilmis testler olarak yerine getirilmis ve 6grenciler tarafindan yazilan iddialar1 daha
1yi anlayabilmek ic¢in goriismeler yapilmistir. Arastirmanin sonunda elde edilen veriler
ile bir grup Italyan matematik 6grencisinin gorsel akil yiiriitmede beceri eksikliginin
oldugu sonucuna varmigtir. Ayrica yontemlerin analizi ile Ogrencilerin sekillerle
oynamadan kaynaklanan gorsel iddialar1 kullanma yerine cebirle ugrasmayi tercih

ettigini gormustiir.



Arastirmalardan elde edilen sonuglara gore gorsel gosterimlerin hangi konuda ve
nasil kullanilacaginin iyi belirlenmesinin beklenen fayda acisindan 6nemli oldugu
gozilkkmektedir. Bunun yaninda yapilan arastirmalar goérsel akil yiirlitmenin
matematiksel problemlerin ¢6ziimiinde, matematiksel ifadelerin 6zelliklerini kesfetmede
yardimc1 oldugunu, 6grencilerin matematikte kendilerine olan giivenlerini gelistirdigini
ancak Ogrencilerin ve hatta 6gretmenlerin gorsel akil yiiriitmede beceri eksikliginin
oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla buradan gorsel akil yiiriitmenin matematik
O0gretiminde Onemli bir faktor oldugu, matematik 6gretmen adaylarinin gorsel akil
yiirlitme durumlarinin incelenerek belirlenmesi gerektigi sonucuna ulagilmistir. Bu

aragtirma bu baglamda énemlidir.

1.2. Arastirmanin Amaci
Arastirmanin amaci, “Secilen gorsel ispatlar kapsaminda matematik 6gretmen
aday [MOA]’larmin gérsel akil yiiriitme durumlarmin incelenmesidir.”
Bu genel amaci gerceklestirmek i¢in asagidaki sorulara cevap aranacaktir:
1) MOA’larmin gérsel ispatlari algilamalar1 nasildir?

2) MOA’larmin gorsel ispat1 algilamalar1 ve ¢dziimleri arasinda nasil bir iliski

vardir?

3) MOA’lar1 gorsel ispatlar1 ispatlama ve yorumlama siireclerinde hangi

asamalarda ne gibi zorluklarla karsilasmislardir?

4) MOA’larmin ispatlara dair onceki bilgileri goérsel ispatlar1 ispatlama ve

yorumlama durumlarini nasil etkilemistir?

1.3. Arastirmanin Onemi

Arastirmanin konusu olan gorsellestirme, hem matematik hem de matematik
egitiminde yer almakta, ¢ofu arastirmact da matematikcilerin ve matematik

egitimcilerinin gorsellestirmeye 6nem verdigini vurgulayarak, gorsellestirmenin giderek



daha da artan bir ilgi gordiiglinden bahsetmektedirler (Arcavi, 2003; Bardelle, 2010;
Borba ve Villarreal 2005; Gila ve Sidoli, 2007; Gutiérrez, 1996; Nemirovsky ve Noble,
1997). Bu kisimda matematik ve matematik egitiminde gorsellestirmeye nasil bir rol
bigildigine, gorsellestirmeden matematik¢ilerin nasil faydalandiklar1 ve matematik
egitimcilerinin nasil faydalanabileceklerine yer verilerek literatiir ¢ercevesinde
arastirmanin  ni¢in gerekli oldugu ve arastirmanin degerinin gerekgelerinden

bahsedilecektir.

Matematikgiler icin gorsellestirme yeni bir yontem degildir. Matematikgiler
uzun zamandan beri gorsellestirmenin farkinda olmuslardir ve onu kullanmak igin
biiylik ¢aba harcamislardir (Borwein ve Jorgenson, 2001). Ciinkii gorsellestirme
matematiksel nesnede yer alan iligkilerin nasil organize oldugunu anlamay1 daha da
cabuklastirmaktadir (Farmaki ve Paschos, 2007) ve hatta matematiksel aktivitenin ana
bilesenidir (Hershkowitz vd., 2001). Gdorsellestirmenin matematik agisindan tiim bu
kullanigliliginin yaninda onun matematikte nasil kullanildigina dair bilgi eksikligi
bulunmaktadir. Bu durum matematikgilerin gorsel gosterimleri ¢aligmalarinin bigimsel
olmayan bir kism1 olarak diisiinme egiliminde olmalarindan ve ¢aligmalarinda gorsel
gosterimlerin  kullanimin1 rapor etmemelerinden kaynaklanmaktadir. Sonug olarak,
profesyonel matematikcilerin ¢alismalarinda gorsel gosterimlerden nasil faydalandiklari
hakkinda ¢ok az sey bilinmektedir (Stylianou, 2002). Bunun yaninda bilinen sudur ki,
matematik¢iler bir diyagramda neyi arayacaklarini, 6zel bir figiirden neyi
genellestireceklerini bilmekte ve daha genel bir gézlemi gostermek i¢in 6zel bir durumu
veya geometriksel bir imaj1 kullanabilmektedirler (Noss, Healy ve Hoyles, 1997). Diger
bir ifadeyle gorsel gosterimler, matematigi gelistirmede matematikg¢ilere yardimci
olmaktadir. Matematikg¢ilerin gorsel gosterimlerden faydalanarak matematiksel
anlamay1 gerceklestirip genellemelere varmalar1 gibi, 6grencilerin de benzer yollardan
gorsel akil yiiriitmeye Onem veren aragtirmacilarin matematigin sozelin otesinde
diisiinceyi gerektirdigi fikrini benimsediklerini ifade etmektedir. Bu noktada,
matematikcilerin ¢alismalarinda gorsel gosterimlerden faydalanmalari ve matematigin

sOzelin 6tesinde diistinceyi icerdigi fikri birbirini destekler goriinmektedir.

Gorsellestirmenin matematikte veya matematik egitiminde nasil kullanilacag: ya
da gorsellestirmenin kullanilmasi durumunda nasil bir yararmin olacagi konusunda

cesitli goriisler bulunmaktadir. Zahner ve Corter (2010), matematigin bazi alanlarinda,
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geometri gibi, resimlerin ve diyagramlarmm kullaniminin ve anlagilmasinin alan
bilgisinin bir pargasi olarak diisiiniilebilecegini, fakat matematigin diger alanlarinda,
gorsellestirmenin alan bilgisinin kalic1 bir parcast olmayabilecegini ama problem
¢dzmenin bir vasitasi olarak veya matematiksel kesfi gerceklestirmeye caligmak ig¢in
kullanilabilecegini iddia etmektedirler. Ayrica, matematikte gorsellestirmenin problem
¢ozmede 6nemli rol oynadigini uzun zamandir diistintildiigiinii ifade etmislerdir. Zahner
ve Corter (2010) tarafindan iddia edilen matematigin belirli alanlarinda
gorsellestirmeden yararlanilabilecegi fikri, Kotsopoulos ve Cordy (2009) tarafindan da
matematik egitimi acisindan desteklenmektedir. Onlar da belirli matematiksel
kavramlart 6grenmek icin Ogretmenlerin  ve Ogrencilerin  gorseller iizerinde
derinlemesine dislinmesi, gorsellestirme ile mesgul olmasi gerektigini iddia
etmektedirler. Gorsellestirmenin matematik veya matematik egitiminde hangi alanlarda
kullanilabilecegi sorusunun yaninda, hangi 6grenim seviyelerinde kullanilabilecegi
sorusu da onemlidir. Bu agidan matematik egitimcileri farkli egitim seviyelerindeki
Ozellikle ortaokul, lise ve tiniversitelerdeki matematigin 6gretiminin olagan bir pargasi
olarak gorsel unsurlarin kullaniminin artirilmasi gerektiginin altin1 ¢izmektedirler
(Gutiérrez, 1996). Baz1 arastirmacilar, matematikgilerin ne kadar karmasik olursa olsun
sembolik bigimleri anlayabilmesi nedeniyle gorsellestirmenin matematikte ikinci planda
kalabilecegi ama matematik egitiminde bdyle disiiniilmemesi gerektigini ifade
etmektedirler (Arcavi, 2003; Borba ve Villarreal, 2005). Arcavi (2003) matematik
Ogrencileri i¢in gorsellestirmenin iic acidan giicli bir tamamlayict role sahip
olabilecegini iddia etmektedir. Bu roller; (a) 6zellikle sembolik sonuglarin (ve olas1 bir
ispat ve onun dogrulugunu saglamanin) desteklenmesi ve 6rneklendirilmesi (b) (dogru)
sembolik ¢oziimler ve (dogru olmayan) sezgiler arasindaki ¢eliskiyi ¢6zmenin olas1 bir
yolu ve (c) bicimsel ¢oziimler tarafindan kolayca gbéz ardi edilebilen kavramsal
desteklemeler ile yeniden yakin iligki kurmamiza ve onlar1 iyilestirmemize yardim
etmek icin bir yol olarak diisiiniilebilir. Borba ve Villarreal (2005) gorsellestirmenin
matematik egitiminde ©On planda olmas1 gerektigi gorlsini su ifadelerle

desteklemektedir:
e Gorsellestirme, matematiksel bilgiye ulagsmanin alternatif bir yolunu olusturur.

e Matematiksel kavramlar1 anlama, coklu gdosterimleri gerektirir ve gorsel

gosterim anlamanin kendisini degistirebilir.
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e (Gorsellestirme, matematiksel aktivitenin parcasidir ve bir problem ¢dzme

yoludur.

e Teknoloji ve giiclii gorsel ara yiizler okullarda mevcuttur, onun matematigi
ogretmek ve oOgrenmek i¢in kullanimi 1se gorsel siirecleri anlamaktan

gecmektedir.

e Bazi matematikcilerin iddia ettigi gibi bilgisayarlar sayesinde matematigin
icerigi degisebilirse, okullardaki matematigin de baz1 degisikliklere ugrayacagi

agiktir.

e Ispatin akademik matematikte gercegin resmi bir yolu olarak goriilmesine
ragmen bunun tiim seviyelerdeki okullarin matematik derslerine aktarilmasi sart

degildir.

Gorsellestirmenin yukaridaki paragraflarda bahsedilen gerek matematik gerekse
matematik egitimi lizerindeki 6nemi géz oniinde bulunduruldugunda 6gretmenlerin de
gorsellestirmenin  Ooneminin farkinda olmast ve bundan hareketle 6grencilerin
gorsellestirmeye yonelik yeteneklerini gelistirmeleri gerektigi diisiiniilebilir. Bunun
gerceklesebilmesi i¢in 6gretmenlerin kendi yeteneklerini gelistirmeleri onun oncesinde
de kendi gorsel akil yiiriitme durumlarinin farkinda olmalar1 gerekebilir. Bu
arastirmanin 6nemi de burada ortaya c¢ikmaktadir. Presmeg (1986) oOgretmenlerin
cogunun matematikte gorsel siire¢ ile ilgili giicliiklerin farkinda olmadigi ve bu
zorluklarin iistesinden gelinebilecegi gergegini géz dniinde bulundurarak, bu konularda
artan Ogretmen farkindaliginin buna yardim edebileceginin miimkiin oldugundan
bahsetmektedir. Benzer sekilde Duval (2006) 6gretmenler ve dgrenciler arasinda temel
ve biitiinleyici diisiinme siiregleri, akil yiirlitme, gorsellestirme hakkinda biiyiik bir
yanlis anlama kaynagi oldugunu ifade etmektedir. Dolayisiyla Presmeg ve Duval

tarafindan belirtilen diisiinceler de arastirmanin gerekliligini destekler goziikmektedir.

Literatiir taramasi1 yapildiginda gorsel akil yiiriitmeye gerek matematikgiler
gerekse matematik egitimcileri tarafindan ©nem verildigi, gorsel temsillerin
matematikte anlamay1 kolaylastiran etmenler oldugu konusunda hem fikir olduklari
goriilmiistiir. Ayrica 6gretmen adaylarinin matematik egitiminde 6nemli bir yeri olan
gorsel akil ylritmeyi nasil kullandiklarinin incelenmesi ile onlarin gorsel akil

yiiriitmede ne derecede yeterli olduklarinin ortaya koyulmaya c¢alisildig1 bir ¢alismaya
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rastlanmamistir. Bu agidan bakildiginda arastirmanin bu alandaki eksiklige biraz olsun

katkida bulunabilecegi diisiiniilmektedir.

1.4. Arastirmanin Simirhhiklar:

Arastirmaya katilmada goniillii erkek MOA aday1 bulunamadigindan, arastirma

kiz MOA’lari ile sinirhdir.

1.5. Arastirmanin Varsayimlari

1) Arastirmanin uygulama siirecinde, MOA’lar1 arasinda olumlu ya da olumsuz
etkilesim olmadig,
2) Arastirmacinin, MOA’lar1 performans gosterirken cevaplarini etkilemekten

kacinmis oldugu varsayilmaktadir.

1.6. Tamimlar

Gorsellestirme: Gorsellestirme genellikle gorsel bilgiyi gosterme, doniistiirme, iiretme,
kanitlama, gorsel bilgiyle iletisime gecme, gorsel bilgi iizerinde derinlemesine diisiinme
olarak adlandirilmaktadir (akt. Hershkowitz vd., 2001). Gdrsellestirme, matematiksel
problemler, prensipler veya kavramlarin elle ¢izilmis veya bilgisayarla iiretilmis
geometrik veya grafik gosterimini kullanma veya iiretme siirecidir (Zimmerman ve
Cunningham, 1991). Problemleri ¢6zmek veya ozellikleri ispatlamak i¢in zihinsel veya
fiziksel ya da gorsel veya uzamsal unsurlarin temelinde akil yiiriitme cesididir

(Gutiérrez, 1996).

Gorsel Akil Yiiriitme: Matematiksel ifadeler arasindaki iliskileri temsil eden
geometrik veya grafik gosterimlerde yer alan gorsel bilgileri algilama, bu gorsel bilgiler
arasinda bulunan iliskileri kurma ve bu bilgileri bigimsel gosterim haline getirme, gorsel
ve bicimsel gosterimler arasinda karsilikli baglantilar kurma, gorsel bilgiyi

matematiksel iliskiler olarak ifade edebilme siirecidir.
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Gorsel Ispat: Sozel dilde higbir yorum olmadan (yani kelimesiz) sunulan, bununla
birlikte gerektiginde sayilar, harfler, oklar noktalar veya bazen sembolik ifadelerle
iliskili diger isaretlerle donatilan sadece diyagramlara dayanan ve ispatin yeniden

olusturulmasi okuyucuya birakilan ispatlardir (Bardelle, 2010).



II. BOLUM

KAVRAMSAL CERCEVE

2.1. Matematiksel Akil Yiiriitme, Gorsel Akil Yiiriitme ve Gorsellestirme

Akil yiiriitme, bir isi ¢ozerken iddialar liretme ve sonuglara ulagsma amaciyla
benimsenen diisiince sirasidir (Bergqvist ve Lithner, 2012). Diger bir deyisle akil
yluriittiigimiiz zaman diisiince veya goriis siras1 gelistiririz. Bu diisiince sirasini ise
kendimizi veya digerlerini ikna etmek, bir problemi ¢6zmek veya birtakim diislinceleri
daha tutarli bir biitiine doniistiirmek gibi amaglara hizmet etmek i¢in yapariz (akt.
Brodie, 2010). Akil yiirlitmenin matematikle olan iliskisine bakildiginda, epistemolojik
olarak akil yiirlitme matematigin temelidir. Ciinkii fen goézlem yoluyla dogrularken,

matematigin dayandigi nokta mantiktir (Steen, 1999).

Matematiksel akil yiiriitme, matematigin objeleri ile matematik hakkinda akil
yiiriitmedir (Brodie, 2010). Bu tanim igerisine ¢ok ¢esitli akil ylirlitme bi¢imlerini
sigdirabilir. Nitekim literatiir taramasi yapildiginda matematik alaninda pek ¢ok akil
ylriitme ¢esidinden (sembolik akil yliriitme, tliimdengelimli akil yliriitme, tiimevarimh
akil yiiritme, nicel akil yiiritme, model tabanli akil yiiriitme, dinamik akil yiiriitme,
yaratict akil yiiriitme v.b.) bahsedildigi ve matematik egitiminde arastirma konusu
olarak ele alindig1 goriilmiistiir. Bu arastirmada ise akil yiiriitme ¢esitlerinden biri olan
ve farkli arastirma alanlarinda da kullanilan gorsel akil yiiriitme, matematik ile iliskisi

acisindan ilgilenilecektir.

Literatiire bakildiginda pek cok arastirmada gorsel akil yiiriitme ile birlikte
gorsellestirmeden de bahsedildigi goriilmiistiir (Alcock ve Simpson, 2004; Hanna, 2000;
Healy ve Hoyles, 1999; Nemirovsky ve Noble, 1997; Presmeg ve Balderas-Canas,
2001; Stylianou, 2002; Zahner ve Corter, 2010). Ayrica gorsel akil yiiriitmenin
bashiginda yer aldig1 (Healy ve Hoyles, 1999; Hershkowitz vd., 2001) veya igerisinde
adinin gegctigi arastirmalarin ¢ogunda (Arcavi, 2003; Borba ve Villarreal, 2005; Pitta-
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Pantazi ve Christou, 2009) tanimina rastlanilamamis, bunun yaninda gorsellestirmenin
cesitli tanimlan ile karsilagilmistir. Hatta karsilagilan gorsellestirme tanimlart oldukca
genistir ve bu tanimlar ortak 6gelere sahip olmalari ile birlikte tek bir teoriksel yapinin
parcalar1 olarak ifade edilmemislerdir. Bu durumun gorsellestirme ile ilgili teoriksel
aragtirmalarin matematik egitiminde genis bir alana yayilmasindan kaynaklandigi
(Borba ve Villarreal, 2005; Gutiérrez, 1996; Nemirovsky ve Noble, 1997) ve
matematikteki gorsellestirmenin almasi1 gereken daha ¢ok yol oldugu sdylenmektedir
(Mancosu, 2005). Gorsellestirmenin tanimlar1 arasindaki farkliliklar ya da ayriliklar

arastirma konusunun digindadir.

Matematik egitiminde gorsellestirme veya gorsel akil yiirlitmenin arastirmaya
0zgii olarak tanimlandig1 ¢aligmalar yapilmistir (Alcock ve Simpson, 2004; Mancosu,
2005; Presmeg ve Balderas-Canas, 2001). Ornegin, Alcock ve Simpson (2004) gorsel
akil yiiriitmeyi reel analiz kavramlarinin gorsel ve bigimsel gosterimleri arasinda giiglii
baglantilar yapma olarak tanimlamislardir. Bu tanimin arastirmaya 6zgili oldugundan ve
gorsellestirmenin literatiirdeki cesitli tanimlart ile dikkate deger ol¢iide ¢akistigindan
bahsetmislerdir. Bu aragtirmada da kullanilan gorsel akil yiirlitme tanimi aragtirmaya

Ozgiidiir ve aragtirmadaki siirecleri yansitacak sekilde olusturulmaya calisilmistir.

Hershkowitz, Ben-Chaim, Hoyles, Lappan, Michelmore ve Vinner (1989) gorsel
akil yiiriitme ve gorsellestirmeyi esanlamli almis; gorsel bilgi lizerinde derinlemesine
diisinme, gorsel bilgiyle iletisime gegme, gorsel bilgiyi gosterme, belgeleme,
doniistiirme, genelleme yetenegi olarak tanimlamislardir (akt. Sinclair, Mamolo ve
Whiteley, 2011). Bu tanim ile tanimlar boliimiinde yer alan gorsellestirme tanimlari
arastirmada kullanilan gorsel akil yliriime tanimindan ¢ok da uzak degildir. Bu nedenle
bu iki terim arasinda bir ayrim yapilmamis, sonraki bdliimlerde gorsellestirme ve gorsel

akil yiiritmenin matematik ve matematik egitimindeki yerine deginilmistir.

2.2. Gorsellestirme

Bu arastirmada gorsellestirmeye matematik egitimi acgisindan yer verilmesiyle
birlikte gorsellestirme sadece matematik veya matematik egitimi ile sinirlt degildir, pek
cok arastirma alaninda yer almakta ve arastirllmaktadir. Bu arastirma alanlarina

psikoloji, miihendislik, sanat, tip, ekonomi, kimya ve otomobil siirme 6rnek olarak
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verilebilir. Bagka bir deyisle gorsellestirme pek cok sasirtict uzmanlik alanlarinda
basliklarin bulundugu, arastirmalarin ve yayinlarin yapildigi bir alandir (Gutiérrez,

1996).

Gorsellestirmenin arastirildigr alanlardan biri olan psikolojide, matematikte
oldugu gibi, psikologlar uzun zamandan beri gorsellestirmenin Oneminin farkinda
olmuglardir. Bu dogrultuda da caligmalarin1 g¢ercevelemek icgin detayli teoriler ve
bireyleri gozlemlemek, test etmek icin araglar gelistirmislerdir (Gutiérrez, 1996).
Psikolojide yapilan arastirmalar sonucunda diisiinmenin farkli bigimlerinin oldugu
kabul edilmis, fakat psikolojik bir teoride analitik ve gorsel diislinceyi birlestiren yeterli

bir girisim heniiz bulunmamistir (Booth ve Thomas, 2000).

Cogu alanda yer edinen gorsellestirme dilin agirlikli oldugu iletisimde de
kendini gostermektedir. Hatta gorsel gosterimler dilin gosterdigi islev gibi iletisimde rol
edinmiglerdir (Morgan, 2006). Fakat burada gorsellestirmenin iistlendigi rol basit
degildir. Bir¢ok kosul altinda insanlarin duyusal bilginin diger bigimlerinden ziyade
gorsel bilgiye glivenmekte giiglii bir egilim gosterdikleri ortaya c¢ikmustir (Sinnett,
Spence ve Soto-Faraco, 2007). Gorsellestirmenin bu kadar etkili olmasmin diger bir
ifadeyle insanlarin gorsel bilgiye daha fazla glivenmelerinin sebebi, gdrmenin biyolojik
ve sosyo-kiiltiirel insan varolusunun temeli olmasi olabilir (Arcavi, 2003). Insanlarin
dogasindan kaynaklanan gorsellestirmeye dair olumlu egilimleri matematik egitimi

acisindan da degerlendirilerek avantaja doniistiiriilebilir.

Gorsellestirmenin farkli uzmanlik alanlarinda arastirma konusu oldugundan
bahsedilmisti. Bununla birlikte her bir uzmanlik alan1 yalnizca belirli yetenekler ve
cevrelerle ilgilenmektedir, bunlar da ancak kendi arastirma alanlariyla ilgilidir. Sonug
olarak gorsellestirme, bizim sezgisel olarak tahmin edebilecegimizden ¢ok daha fazla
aktivite icin 6nemlidir. Diger bir ifadeyle gorsellestirme alani ¢ok genis ve cesitlidir ki
onu bitiiniiyle smirlamaya c¢aligmak makul degildir (Gutiérrez, 1996).
Gorsellestirmenin kendisini gdsterdigi tiim uzmanlik alanlar1 igerisinde, temelinin
dayandigi alana bakilacak olursa bu alan matematiktir (Zimmerman ve Cunningham,
1991). Cok cesitli yerlerde kendini gosteren ve 6nem arz eden ayrica temeli matematige
dayanan, matematikten uzak olmayan gorsellestirmeye matematik egitiminde de yer

verme ve ondan yararlanma diisiincesi makul gériinmektedir.
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2.3. Matematik ve Gorsellestirme

Matematiksel bilgiyi elde etme siireci olduk¢a farkli yaklasimlar1 gerektirecek

kadar karmagiktir (Duval, 2006). Dolayisiyla matematiksel ilerleme de bilinen bir

durumun daha ileri ve soyut bir durumla yer degistirilmesinden ziyade, akil yiiriitmenin

farkli bigimlerinin birlestirilmesi ile gerceklesir (Healy ve Hoyles, 1999). Bu

arastirmada matematiksel bilginin elde edilmesinde akil yiirlitme ¢esitlerinden biri olan

gorsel akil yiiriitmenin kullanilmas: ile ilgilenilecek ve bu basglhik altinda ise

gorsellestirmenin matematikteki yerine deginilecektir.

Arastirmada gorsellestirme ve gorsel akil yiiriitme inceleneceginden dolay1 bu

kavramlar ve bu kavramlarla iligkili ifadelerin matematigi ilgilendiren kisminin neler

oldugundan bahsetmek yerinde olacaktir.

Gorsel akil yiiritme, diyagramlar tarafindan desteklenir. Dolayisiyla
gorsel akil yiiriitme sozel akil yiiriitmeden farklidir. Bu ise onun sozel
akil yiiriitmeden ayr1 oldugu anlamina gelmez, aksine gorsel akil
yuriitme sozel akil yiiriitmeyi tamamlar (akt. Pantziara vd., 2009).
Buradan sézel akil yliriitmenin gorsel akil yiiritme ile anlamay1 daha da

giiclendirdigi sonucuna varilabilir.

Geometrik kavramlarin elde edilmesi gorsel ve niteleyici akil yliriitmeyi
iceren karmagik bir siirectir (Tsamir, Tirosh ve Levenson, 2008). Bu
acidan bile bakildiginda gorsel akil yiiriitmenin en azindan matematigin

icerisinde bulunan bir alan olan geometri i¢in gerekli oldugu sdylenebilir.

Gorsel akil yiiriitme matematiksel anlama siireciyle iliskilidir (Trigueros
ve Martinez-Planell, 2010). Matematiksel anlama siireci ve gorsel akil
ylirlitme birbirinden ayr1 degildir. Dolayisiyla matematikte anlamay1
saglamada gorsel akil yiiriitmeden yararlanilabilir. Buna ek olarak gorsel
akil yiirtitme kesifle de iliskilidir (Zahner ve Corter, 2010). Kesfetmeye
dayali yapilan matematik etkinliklerinde gorsel akil yiiriitmenin bu

ozelligi kullanilabilir.

Gorsel akil yiiriitme gorsel olarak iliskileri anlama, degistirme, yeniden

organize etme, yorumlama ile ilgili tiim bu zihinsel becerileri birlestirir
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(akt. Pantziara vd., 2009). Goriildiigii gibi gorsel akil yiirlitme pek ¢ok
zihinsel becerinin kullanimmna imkan saglamaktadir. Bu zihinsel
becerilerin kullanilabilmesi, diger bir ifadeyle diyagramlari kullanma
yetenegi matematiksel diisiince ve problem ¢ézmede giiclii bir aragtir

(Pantziara vd., 2009).

e (Gorsel bir gosterim, baska bir gosterimle gosterilen bilginin aynisini
temsil edebilir. Hatta resimsel gosterimlerin kullanimi daha basit
kullanim ve daha direkt ¢ikarim siireci ile sonuglanabilir (Larkin ve
Simon, 1987). Buradan gorsel gdsterimlerin bu 6zelliginin matematikte
anlama siirecini kolaylastirma agisindan kullanish oldugu sonucuna
varilabilir.  Nitekim Farmaki ve Paschos (2007) tarafindan
gorsellestirmenin, matematiksel bir nesnenin tim yapisin1 anlamay1
saglayan iligkilerin organizasyonuna ait biitlin bir kavramay1 kisa yoldan

cabucak verebilecegi iddias1 varilan sonucu destekler gériinmektedir.

e Matematiksel yapilarin gorsellestirilmesi insan zihnini daha Once
bulunmadig1 yerlere gotiiriir ve daha once goriilmemis bir gercegin
imajim  aklin goziine gosterir (Borwein ve Jorgenson, 2001).
Gorsellestirmenin insan zihnine sagladigl bu firsat onun matematikteki

oneminin gii¢lii dayanaklarindan biri olarak sayilabilir.

Pek c¢ok bilimsel arastirma alaninda kullanilan goérsellestirmenin arastirma
acisindan matematiksel boyutu oOnemlidir. Bununla birlikte gorsellestirme terimi
matematik baglaminda biraz belirsizdir ve onun yan anlamlar1 acik olmayabilmektedir.
Ayrica matematikte kullanilan gorsellestirme ile psikolojide ve giinliik konugmada ortak
kullanilan gorsellestirme birbirinden farklhidir. Gorsellestirmenin anlami bu alanlarda,
onun temel anlami olan “zihinsel bir imaj olusturma” ya daha yakindir. Ornegin,
zihinsel imajlar1 beceriyle kullanmak ve sekillendirmek igin sahsin yetenegine
odaklanan psikolojik caligmalar vardir. Bu caligmalarda, sorulara cevap vermek ig¢in
bilgisayar soyle dursun kalem ve kagidin kullanilmasi bile s6z konusu degildir.
Matematiksel gorsellestirme agisindan, kalem ve kagit yardimi olmadan imajlari
zihinsel olarak beceriyle kullanmaya kisitlamak yapay goriinmektedir. Gergekte
matematiksel gorsellestirmede ilgilenilen sey tam olarak 6grencinin uygun bir diyagram

cizme (kalemle ve kagitla veya bazi durumlarda bilgisayarla), matematiksel bir kavrami



19

veya problemi gdsterme, anlamayi gerceklestirmek icin ve problem ¢ozmede bir
yardimc1t olarak diyagrami kullanma yetenegidir. Matematikte, gorsellestirme
kendisinin bir sonu degildir, fakat anlamak olan sonun bir aracidir. Bir diyagrami
gorsellestirmek sadece diyagramin zihinsel bir imaj1 olusturma anlamina gelir, fakat bir
problemi gorsellestirme diyagram veya gorsel imaj agisindan problemi anlama anlamina
gelir. Matematiksel gorsellestirme imajlar olusturma ve bu imajlart matematiksel kesif
ve anlama i¢in etkili bir sekilde kullanma siirecidir (Zimmerman ve Cunningham,
1991). Benzer sekilde Gutiérrez (1996) matematikteki gorsellestirmeyi problemleri
cozmek veya Ozellikleri ispatlamak i¢in, zihinsel veya fiziksel ya da gorsel veya

uzamsal unsurlarin temelinde akil yiiriitme ¢esidi olarak diistinmektedir.

Resimler diistinmeyi gelistirebilir, c¢ilinkii goriintii, ger¢ek diyagramlara
yonlendirildiginde, genellikle mantik kurallarinin kullanimindan ¢ikarimlar1 ¢ikarmak
icin daha basit olarak kullanilabilen islemler getirir (Pylyshyn, 2003). Bu olumlu
sonuglar ile birlikte matematik alanindaki gorsellestirmeye dair yanlis anlagilmalar da
ortaya ¢ikabilmektedir. Nitekim Zimmerman ve Cunningham (1991) matematiksel
gorsellestirmedeki olas1 yanlis anlagilmaya dikkat ¢ekmekte, onun “resimler vasitasiyla
matematigi anlama” olmadigim1  belirtmektedirler. Onlara goére matematiksel
gorsellestirmenin aradig1 sezi, sezinin belirsiz bir ¢esidi, anlama i¢in gelisigiizel bir
temsilci degil, aksine diisiincenin kalbine igleyen sezi ¢esididir. Bu anlamaya derinlik ve
anlam verir, problem ¢6zmek i¢in gilivenilir bir rehber olarak hizmet eder ve yaratici
kesiflere ilham verir. Bu c¢esit anlamay1 gergeklestirmek igin gorsellestirme,
matematigin kalan kismindan soyutlanmamalidir. Gorsel diisinme ve grafiksel
gosterimler, matematiksel diislinmenin diger yoOntemleriyle ve gosterimin diger
bicimleriyle iligkilendirilmelidir. Kisi fikirlerin sembolik, sayisal ve grafiksel olarak
nasil gosterilebilecegini 6grenmelidir ve bu ydntemler arasinda ileri geri hareket
edebilmelidir. Kisi belirli bir problem i¢in en uygun yaklasimi se¢gme yetenegini

gelistirmelidir ve matematik dilinin bu ii¢ diyalektinin sinirlarini anlamalidir.

Gorsellestirmenin matematikgilerin ¢alismalarinda anahtar bir rol oynadigi uzun
zamandir kabul edilmektedir (Noss vd., 1997). Bu anahtar roliin nasil olduguna dair
farkli goriisler bulunmaktadir. Bu farkli  goriislerden birincisi  matematikte
gorsellestirmenin yardimci bir role sahip olabilecegini bundan daha fazlasinin miimkiin
olamayacagini savunanlardir (Alshwaikh, 2007; Borba ve Villarreal, 2005; Gagatsis ve
Elia, 2004; Morgan, 2001; Noss vd., 1997; Pantziara vd., 2009; Stylianou ve Silver,
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2004). Arastirmacilarin bu fikirde olmasinin kendilerine goére belirli nedenleri
bulunmaktadir. Oncelikle gorsellestirme bir teorem veya onun ispatinin esin kaynagi
olarak kullanilmaktadir yani ispatin kesifsel bilesenidir (Borba ve Villarreal, 2005).
Gorsellestirme matematik¢iye ilham verme noktasinda yardimei olabilmekte bu noktada
gorsellestirme biraz kisiye bagh kaliyor goziikmektedir. Gorsel gosterimler problem
¢ozmeyi kolaylagtirmaktadir ama bu durum her zaman olmamaktadir (Stylianou ve
Silver, 2004). Buradan gorsel gosterimlerin bir yere kadar yardimci oldugu soylenebilir.
Bunlarin yaninda gorsellestirme ve matematigin algilanma bicimi arasinda onemli
farkliliklar bulunmaktadir. Matematik soyut, bigimsel, kisisel olmayan ve sembolik
olarak algilanmaktadir (Morgan, 2001). Oysa gorsellestirme arastirmacinin kendisi i¢in
onemli ve motive edici olsa bile bilgiyi gostermede sinirli, matematigin tersine, bi¢cimsel
olmayan ve kigisel bir yapidadir (Alshwaikh, 2007). Matematik ve gorsellestirme
arasindaki rol ayriligi onlara verilen degeri de etkileyebilmektedir. Matematiksel
calisma {iriinlerine sonuglarin nasil elde edildigi silirecinden daha ¢ok Onem
verilmektedir. Sonug olarak sembolik gdsterimler daha yliksek itibar gérmektedir (Noss
vd., 1997). ikincisi matematikte gorsellestirmenin diger yontemlerden bir farki olmadig
goriistidiir. Elliott ve digerleri (2000), aragtirmacilarin matematikte gorsellestirmenin
kavramsal anlamay1 tesvik etmesi ve giiclendirmesi ile birlikte gdsterim ydnteminin
diger yontemlerden daha &nemli olmadigini sdylemektedirler. Ugiinciisii matematikte
gorsellestirmenin 6nemli oldugu, merkezde olmasi gerektigi goriisiidiir (Alcock ve
Simpson, 2004; Borba ve Villarreal, 2005; Pylyshyn, 2003). Matematikte
gorsellestirmenin yardimeci role sahip olmasi goriisiinii savunanlarin gerekgeleri oldugu
gibi, merkezde olmasi gerektigi goriisiinii savunanlarin da gerekgeleri vardir. Bu
gerekcelerden biri matematigin her zaman gorsellestirme olmadan yapilamayacagi
goriisiidiir. Pylyshyn (2003) matematikte bazi konularda (diizlem geometri) sekil
cizmeden bir teoremi ispatlamay1 hayal etmenin zor olmasindan bahsetmektedir. Diger
bir gerekce gorsellestirmenin matematikte yapilabilecek yanligliklar: da aza indirebilme
durumudur. Onermeye dayali akil yiiriitmede yanls ispatlar ve hatali cikarimlar
olusturulabilmektedir. Buna karsilik gorsel gosterimlerin ¢esitli bigimleri kullanilarak
gecerli ispatlart elde etmek miimkiindiir (Borba ve Villarreal, 2005). Son gerekge ise
Alcock ve Simpson (2004) tarafindan gorsellestirmenin Borba ve Villeral (2005) gibi
matematigin parcast olarak gordikleri goriisiidiir. Onlara gére matematikte

gorsellestirmeden sadece aciklayici amaglar icin degil, matematik yapmada ve

-----
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Matematikte gorsellestirmeye bicilen farkli rollerin yaninda matematikgilerin
gorsellestirmeyi nasil kullandiklar1 ya da nasil kullanmalar1 gerektigi konusunda da
iddialar bulunmaktadir. Ornegin, George Polya (1945) matematiksel diisiinme ve
problem ¢6zmede gorsel bakis agilarinin 6neminden bahsederken tecriibesine dayali
olarak, basarili problem ¢6zme icin kesifsel dneriler listesi derlemistir. Kesifsel oneriler
listesinin 6ne ¢ikani1 Polya tarafindan giizel bir tavsiye olarak goriilen sekil ¢izmektir.
Bununla birlikte bazi matematikciler biitlin matematik gorevlerinin gorsel akil
ylriitmeyi gerektirdigini iddia etmislerdir (Lean ve Clements, 1981). Halmos (1987) bu
iddiay1 daha da ileri gotiirmiis, matematikte bilge olmak i¢in, gorsellestirme yetenegi ile
birlikte dogulmasi gerektigini ifade etmistir. Borwein ve Jorgenson (2001) ise
matematik yapmada gorsellestirmeyi yardimci olarak goérmiis, gorsellestirmenin
matematik¢inin konusunu kafasinda canlandirmasina, yazilim ve donanim yardimiyla
calismasinin pargast olan nesneleri ve 6zellikleri gérmesine yonelik dogal kapasitesini

artirdigina isaret etmistir.

Matematikte profesyonel olmayan kisiler i¢in, matematik¢ilerin diisiincelerini
gordiigii fikri sasirtict olabilir. Ama bu fikri savunan matematik¢iler de vardir.
Hadamard (1945) problem ¢b6zme siirecinde ¢ogu matematik¢inin yalnizca kelimeleri
kullanmaktan degil cebirsel veya diger sembolleri kullanmaktan kac¢indiklarini, bunun
yerine geometriksel ve diger imajlari, gorsel akil yiirtitmeyi kullandiklarin1 ve ardindan
elde ettikleri ¢oziimleri sembolik terim olarak kodladiklarini iddia etmektedir. Albert
Einstein, Jacques Hadamard’a olan mektubunda herhangi bir seyi genellikle zihinsel
resimler agisindan diislindiiglinii, kelimeleri yalmizca ikinci bir yetenek olarak

kullandigini ifade etmistir (Lean ve Clements, 1981).

Onceden de bahsedildigi gibi, profesyonel matematikgilerin matematiksel
aktivitesinde gorsellestirmenin nemi ve roliine dair pek cok kisisel anlatilara dayali
aciklamalar bulunmaktadir. Boylece, matematiksel basar1 ve gorsellestirme arasindaki
iliski acik¢a goriilmektedir. Bununla birlikte, arastirmalar iliskinin gergekte cok agik
olmadigin1 veya en azindan iliskinin dogasi hakkinda daha fazla agikliga ihtiyag
duyulabilecegini iddia etmektedirler (Stylianou ve Silver, 2004). Bu arastirmada da
MOA’larmin gorsellestirmeyi nasil kullandiklarini incelenerek bu alandaki ihtiyaca

biraz olsun katkida bulunmaya ¢alisilacaktir.
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2.4. Matematik Tarihinde Gorsellestirme

Bu baslik altinda gorsellestirmenin ge¢gmisten giiniimiize matematikte nasil bir
siirecten gectiginden bahsedilecektir. Bugilin matematikte gorsellestirmeye yliklenen bir
rol oldugu gibi, gegmiste de gorsellestirmenin matematikte iistlendigi rol vardir. Aslinda
gorsellestirme yeni bir bulus degildir. Rival (1987), Stylianou ve Silver (2004) gorsel
gosterimlerin matematigin kendisi kadar eski oldugunu ifade etmektedirler. Rival
(1987) gegmiste geometri ve bir siire matematigin diger branglarinin da agirlikli olarak
resimlere dayandigindan bahsetmektedir. Hatta bununla ilgili carpict bir 6rnek
vermekte, Isaac Newton’un temel teoremleri gercekte ispatlamadigini, Newton’dan
temel teoremleri ispat etmesi istenirse sunacagi ispatin inandirict olmasiyla birlikte,

hafif ve agirlikli olarak resimlere dayanacagini iddia etmektedir.

Borwein ve Jorgenson (2001) gorsele dayali pek ¢ok kayda deger gelismenin
matematik tarihine damgasin1 vurdugunu ifade eder. Matematik tarihine bakildiginda
gorsel gosterimlerin kullanimi Mezopotamya ve klasik Yunanistan’da matematigin ilk
gelisiminin oldugu vyiizyillara dayanabilir. Ornegin, Euclid’s Elements adli kitapta
gosterilen soyut ispatlar agirlikli olarak diyagramlarin kullanimina dayanir. Gorsel
gosterimlerin bu kullanim1 matematikte kabul edilebilir bir uygulama olarak on
sekizinci yiizyilda da stirmiistiir. Gorsel gosterimlerin kullanimi, on dokuzuncu yiizyilda
birka¢ durumda matematiksel kanitlamada yanlig ispatlarin yapilmasi sonucu goézden
diismiistiir. Geometride en ¢ok bilinen drnekler, Oklidyen olmayan geometrinin kesfiyle
birlikte, 6zellikle sezgisel olmayan hiperbolik geometri, Oklid’in kullandig1 sezgisel ve
gorsel ispatin sorgulanmasina neden olmustur. Sonug¢ olarak matematikgiler genellikle
gorsel ispatlardan uzaklagmiglar ve bigimsel matematiksel akil yiiriitmenin mantiksal
temeli yirminci ylizyilda ciddi itirazlarla karsilagmasi gergegine ragmen yerine su an
matematikte egemen olan akil yiiriitmenin sembolik modeli i¢in giiclii bir tercih
olusturmusglardir. Yirminci yiizyilin sonuna dogru, matematiksel akil yliriitmenin araci
olarak gorsel gosterimlere dair ilgi yeniden baglamistir. Gorsel gosterimlerin itibarinin
yenilenmesinin ve gorsel gosterimlere olan yogun ilginin goriinen birkag sebebi vardir.
Sebeplerden biri kesinlikle bilissel devrimdir. Bu bakis agisinin problem ¢ozme ve
karmasik performans iizerinde biliylimesi gorsellestirmeyi unutulmaktan kurtarmistir.
Ikinci sebep hem matematik ogrencilerine hem de matematik ile ugrasan

profesyonellere bilgisayarlarin kolayca iiretilen gorsel gosterimler sunarak bu gorsel
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gosterimlerden daha 6nce goriilmemis bir faydalanma imkani vermesi ve ayn1 zamanda
bilgisayarlarin hemen hemen her yerde bulunmasidir. Bundan baska, teknolojinin pek
cok durumda bir 6lclide hassasiyete izin verebilmesi ve matematiksel ispat ve problem
¢ozme icin araglar olarak imajlarin kullanimini engelleyen sinirliliklarin ¢ogunun
listesinden gelen grafiklerin ingasin1 detaylandirabilmesidir. Ugiincii bir faktor gorsel
gosterimlerde yenilenen ilgi 6grenme ve dgretmede oynayabilecekleri rollerin itibarini

artirmaktadir (Stylianou ve Silver, 2004).

I¢inde bulundugumuz yirmi birinci yiizyilin gegtigimiz son on yilinda gérsel
gosterimler geleneksel ispat icin temsilciler olarak ciddi bir sekilde diisiinilmeye
baslamistir. Bununla birlikte, bugiin hala ispatta gorsel gosterimlerin rolii hakkinda pek
cok tartisma bulunmakta ve arastirmacilarin c¢ogu aktif olarak meseleyi takip
etmektedirler. Arastirmacilar gorsel gosterimlerin pozisyonu hakkinda fikir agisindan
genis bir alana yayilmislardir. Bu konuda bir en u¢ nokta gorsel gdsterimlerin higbir
zaman ispata yardimci olmaktan daha kullanighh olamayacagi genelde matematiksel
anlamay1 kolaylastirdigindan dolay1 onlarin geleneksel roliiniin bir pargast oldugunu
sOyleyenlerdir. Diger u¢ nokta geleneksel ispat1 faydasiz olarak ifade ederek bazi gorsel
gosterimlerin ispatlar ve ispatlarin kendilerini olusturabilecegi oldugunu iddia

edenlerdir (Hanna ve Sidoli, 2007).

2.5. Matematik Egitimi ve Gorsellestirme

Anlama matematik egitiminin her zaman esas konusu olmustur (Fennema ve
Romberg, 1999) ve anlamanin saglanabilmesi i¢in de matematiksel kesfin iyi yapilmasi
gerekmektedir (Tappenden, 2005). Goethe 6grencilerin neyi anladigi ya da bildigi
konusunda “Gordiigiimiizii bilmiyoruz, bildigimizi goriiyoruz” demistir. Son kismi
“Bildigimizi gériiyoruz” dgretmenlerin ve arastirmacilarin yaptiklarimi 6grencilerin tam
olarak gdremedigi ¢ogu duruma uymaktadir (Arcavi, 2003). Matematik egitiminde
anlatilmak istenen ile anlasilan arasindaki farki azaltmak amaciyla yontem ¢esitliligini
artirmak bu kapsamda matematik egitiminde gorsellestirmeden faydalanmak yarar

saglayabilir.

bir bakis acis1 ve matematiksel akil yiiriitme icin kapasitelerinin gelistirilmesinde
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Oonemli bir siiregtir (Herbst, 2002). Ortadgretim Matematik (9, 10, 11 ve 12. Siiflar)
Dersi Ogretim Programinda (2011) ispat ydntemlerini kullanarak ispat yapabilme yer
alan kazanimlar igerisinde bulunmaktadir. Ayrica matematiksel akil yiiriitme
ogrencilerde gelistirilmesi beklenen beceriler arasinda yer almakta programda buna
onem verilmektedir. Buna ek olarak, National Council of Teachers of Mathematics
(2000) akil yiiriitme, kanitlama ve matematiksel ispatin tiim matematik smiflariyla
biitlinlestirilmesi gerektigine Hanna ve Barbeau (2008) matematiksel elemanlarin
stratejiler ve metotlar gibi 6nemli Ogelerini 68rencilere aktarma olasiligindan dolay1
ispatlara orta ve lise seviyesindeki siniflarda 6nemli bir rol verilebilecegine isaret
etmektedir. Ispatin matematik egitimindeki rolii bu kadar énemli iken, dgrencilerin
goziinde fazla bir degeri olmayabilmektedir. Beck ve Geoghegan (2010) bazen
Ogrencilerden matematigi sevdiklerini, fakat ispatlar1 sevmediklerini duyduklarini,
bunun sebebinin ise ispatin, bir ifadenin ni¢in dogru oldugunun agiklamasindan daha
fazla bir sey olmadigimin farkina heniiz varmadiklarindan kaynaklandigini ifade

etmektedirler.

Matematikte Onemli bir yeri olan fakat Ogrenciler tarafindan fazla da
sevilmeyebilen ispatin daha iyi 6gretilebilmesi amaciyla cesitli yollar denenmistir. Yang
ve Lin (2008) ortadgretim matematik derslerinde ispati 6grenmek ve ispatlamak
amaciyla dinleme, konusma, yazma ve yapmayr iceren g¢esitli yaklagimlar
tasarlamalarina ragmen, bu aktiviteler Ogrenciler ve Ogretmenler tarafindan
uygulandiginda  smirliliklarinin -~ goriildiiglinden  bahsetmektedirler.  Arastirmalar
matematiksel olarak yaratic1 ve yetenekli 6grencilerin gelismesinin yalnizca hesapsal ve
mantiksal problem ¢ozme yeteneklerine geleneksel odaklanmayi degil, gelisme
stirecinin tim asamalarinda sezgisel beceriler ve gorsel imajla iliskili gelismeyi
icerdigini iddia etmektedirler (Campbell, Collis ve Watson, 1995). Sonu¢ olarak
matematik ve matematik egitiminde gorsellestirmenin gerekli bir yol olarak karsimiza
ciktig1 goziikmektedir. Burada matematik egitiminde gorsellestirmeden hangi acidan
yararlanilabilecegi sorusu akla gelebilir. Gorsellestirme bir amaci agiklayabilme, akil
ylriitme, problem ¢6zme hatta ispat i¢in de kullanilabilir (Arcavi, 2003).
Gorsellestirmenin matematik egitimi agisindan 6nemi sadece bu sdylenenlerle sinirh
degildir. Matematiksel ispatlar1 inga etme ve anlamanin O6grencilerde diisiik seviyede
olmast (Recio ve Godino, 2001) sorunu ve oOzellikle bilgisayar teknolojisinin

ilerlemesinin gorsel gosterimlerin  genis bir ¢esitlilikte olmasina izin vermesi
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(Nemirovsky ve Noble, 1997) gibi bir kolayligim bulunmasi da gorsellestirmeyi

matematik egitiminde glindeme getiriyor olabilir.

Literatiir taramasi1 yapildiginda arastirmacilarin  matematik egitiminde
gorsellestirmenin sagladigi olanaklara degindikleri goriilmiistiir. Bunlardan biri Corter
ve Zahner (2007) tarafindan sdylenen dis gorsel gosterimlerin 6rnegin hafizaya
yardimci olmak gibi belirli sekillerde bilissel kapasiteleri artirmaya yardimci oldugu
goriistidiir. Bu ifade Tversky (2001) tarafindan da desteklenmektedir. Tversky (2001)
dis diyagramlarin ve gorsel araglarin hafizay1 destekledigini sdylemekte bunlara ek
olarak dikkat ¢cekmeyi, bilgiyi kaydetmeyi, iletisimi, model saglamayi, ¢ikarimi ve kesfi
kolaylastirdigini iddia etmektedir. Bunlarin yaninda gorsellestirmenin problem ¢ézmede
yardimci oldugu goriisiinii savunanlar da vardir. Ortadgretim Matematik (9, 10, 11 ve
12. Siniflar) Dersi Ogretim Programinin temel &geleri igerisindeki becerilerden biri
problem ¢ozmedir ve bu becerinin kazandirilmasina énem verilmektedir. Bu noktada
gorsellestirmenin  O0grencilere problem ¢6zme becerisinin kazandirilmasinda fayda
saglayabilecegi iddia edilebilir. Bu goriislere gore bir diyagram bir problemin yapisini
gostermek i¢in hizmet edebilir (Booth ve Thomas, 2000). Problemin yapisint anlamanin
yaninda dis gorsel gosterimlerin kullanimi problem c¢oziiciilere verilen problem
durumunun zihinsel bir modelini ingsa etmelerinde yardim edebilir (Schwartz ve Black,
1996). Gorsellestirmenin sagladigi iddia edilen tiim bu olanaklarin yaninda Tappenden
(2005) gorsellestirmenin matematik Ogrenimini ve &gretimini kolaylagtirmak gibi
onemli bir amaca hizmet ettiginden bahsetmektedir. Ayrica Tappenden (2005)
tarafindan gorsel gosterimlerin bilgiyi sistematik olarak ozellikle c¢arpict ve etkili
yollarla aktarildigi. en 6nemlisi grafik yaklagiminin isleri kolaylastirmak gibi gizemli

fakat 6nemli teoriksel amaca sahip oldugu iddia edilmektedir.

Sonug olarak matematik 6gretimi ve 6greniminde bulunan sorunlarin iistesinde
gelmede  gorsellestirmenin  fayda saglayacagi bu yilizden gorsellestirmenin

kullanilmasinin gerektigi diisiiniilebilir.

2.6. Matematik Egitimi Tarihinde Gorsellestirme

Tarihsel bir bakis agisindan, 6grenme ve 0gretimde resimsel bilginin kullanimi

uzun bir gelenege sahiptir (Schnotz, 2002). Fakat matematik egitiminde gorsellestirme
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ile ilgili kayda deger calismalar bu kadar eski degildir. Matematik egitiminde,
gorsellestirme ve uzamsal yetenek ile ilgili ilk 6nemli c¢aligsmalari Bishop (1973)

yapmistir (Presmeg, 2006).

1980’11 yillarda o6nemli bir doniim noktast olmus, yapilandirmacilik
davranig¢iligin etkisine karsi atak yaparak ylikselmis ve nitel arastirma yontemleri
matematik egitimindeki karmagsik sorularin {izerine gitmede gecerli olarak kabul
edilmeye baslamistir. Matematik egitiminde gorsellestirme aragtirmalar1 yavas baslamas,
1970’li yillarin sonunda 1980’1 yillarn basinda artmaya baslamistir. Ik ¢alismalarda
hem nitel hem de nicel yontemler kullanilmistir. Siire¢ durumu ile ilgili giicliikler ve
zorluklar ilaveten biligsel ve duyussal durumlar arastirilmistir. 1990’1l yillarda
gorsellestirme aragtirmasi matematik egitimi i¢in dnemli bir alan olarak kabul edilmeye
baslandiginda, miifredat1 gelistirme bakis agisini igeren bazi ¢aligmalar yapilmis ve 6zel

icerik alanlar1 aragtirilmistir (Presmeg, 2006).

2000’11 yillar isaret bilimine ait bakis acilar1 ve teoriler iceren gorsellestirme
tizerinde giderek biiyiiyen bir ilgi gérmiistiir. Matematik 6grenmede anlamli el kol
hareketlerinin kullanimi {izerine aragtirmalar, matematigin dogasini sekillendiren bakis
acilariyla iligkili 6nemli bir rol almaya baslamistir. Farkli ibareler arasindaki iligkiler
veya matematiksel kayitlar 6nemli olarak kabul edilmis ve daha fazla arastirma ihtiyaci
hissedilmeye baslamistir. Sonug olarak, matematik egitimindeki gorsellestirmenin tim
alanin1 birlestirebilecek kapsayici teoremlere olan ihtiyag fark edilmis ve artan bir ilgiye

ulagsmistir (Presmeg, 2006).

2.7. Matematik, ispat ve Gorsel Ispat

Matematik genellikle say1 ve uzayimn bilimi, aritmetik ve geometriye dayanan
disiplin olarak tanimlanmaktadir. Matematik modellerin bilimidir. Matematikgi
modelleri sayilarda, uzayda, fende, bilgisayarlarda ve hayal giiciinde arar. Matematiksel
teoriler modeller arasindaki iligkileri agiklar; fonksiyonlar ve haritalar, operatorler ve
morfizmalar kalici matematiksel yapilar iiretmek i¢in bir Ornedi digerine baglar.
Matematigin uygulamalari, bu modelleri agiklamak ve modellere uyan dogal
fenomenleri tahmin etmek i¢in kullanir. Modeller diger modelleri, siklikla modellerin

verimli modellerini Onerirler (Steen, 1988).
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Modellerden yola ¢ikan matematikte ispatlar yapilmakta ve bu ispatlarin
sonucunda teoremler edilmektedir. Boylece matematik bilimi ilerleme gdstermektedir.
Matematigin olugsmasii ve gelismesini saglayan ispatlama, mantiksal, kavramsal,
toplumsal ve problem ¢6zme boyutlariyla birlikte karmasik bir matematiksel aktivitedir
(Weber, 2005), ve matematiksel ispat, verilen savlardan uygun Onerileri ¢ikarma
yetenegi, kanitlama ve mantiksal diisiinme yetenegi olan akil yliriitmenin bilesimidir.

(Reiss, Heinze, Renkl ve Grof3, 2008).

Matematik yaparken kullanilan ispatlarin rolii ve 6nemi hakkinda matematik¢iler
ve matematik egitimcileri ¢esitli goriislerde bulunmuslardir. Recio ve Godino (2001)
ispatin matematik cemiyeti tarafindan kati ve kesin bir yol olarak goriildiigiinii ve
ispatin tek gegerli kavram oldugunu ifade etmektedirler. Matematik egitimcilerine gore
ispat matematiksel fikirlerin insasiyla derinlemesine iligkilidir, sonu¢ olarak ispat
yapma; tanimlama, modelleme, gosterim veya problem ¢ézme gibi 6grenciler i¢in dogal
bir aktivite olmalidir (Herbst, 2002). Ayrica ispat 0grenilirken ve Ogretilirken dogru
sonucun bulunmasina kisitlanmamali, ispati yaparken zincirleme 0Ozelligin farkinda
olunmal1 ve ispatin yontemsel bakis agis1 vurgulanmalidir (Reiss vd., 2008). Bu bakis
acilar1 ile birlikte matematikgiler, felsefeciler ve matematik egitimcileri ispatin
matematiksel bir iddianin dogrulugunu ortaya koyma yolu dolayi, onun matematigin
merkezi oldugu konusunda fikir birligi i¢inde bulunmaktadirlar (Hanna ve Barbeau,

2008).

Ispat matematikte 6nemli bir yer tutmaktadir. Bununla birlikte ispatin nasil
olmas1 gerektigi konusunda, ornegin ispatlarin sadece gorsel gosterimlerden olugmasi
ya da gorsel gosterimlerin sadece ispata yardimci olmasi gibi, matematik diinyasinda
tartismalar bulunmaktadir (Hanna ve Sidoli, 2007). Bilinen su ki matematik
diyagramlar, tablolar, semboller gibi gosterimlerin uzamsal diizenlemelerine ve esas
bilesenler olarak diger ibarelere sahip olan bir derstir (Presmeg, 2006). Ayrica
matematikciler ve matematik egitimcileri de gorsellestirmenin matematikteki dnemini
vurgulamaktadirlar. Matematik diinyasinda yer alan tartigmalar aragtirma konusunun
disindadir. Bilinen ispatlardan farkli olarak bu ¢alismada gorsel ispatlar kullanilacaktir.
Dolayisiyla gorsel ispat derken neyin ifade edilmek istendigini agiklamak yerinde
olacaktir. Arastirmada kullanilan gorsel ispatlar, diyagramlar ve grafiklere dayanan
icerisinde ¢ikarimsal adimlari igeren ispatlardir. Burada c¢ikarimlar sadece sekillerin

okunmas1 vasitasiyla elde edilebilmektedir. Aslinda ispatlar geometrik sekillere
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dayanmaktadir. Gorsel ispatlar1 anlama veya iiretme de sekilleri yapilandirmayzi,
islemeyi (ayirma, ters yiiz etme, istiine koyma, doniistiirme) ve onlardan bilgi
cikarmay1 igermektedir. Gorsel ispatlar teoremin gegerlilik alaninin 6zel bir degeri i¢in
gelistirilmis olabilmektedir bununla birlikte alanin biitiin degerleri i¢in olan ispati temsil

etmektedir (Bardelle, 2010).



III. BOLUM

YONTEM

Bu boliimde arastirmanin modeli, arastirmanin katilimcilari, veri toplama

teknikleri ve verilerin analizinden bahsedilecektir.

3.1. Arastirmanin Modeli

MOA ’larmin gérsel akil yiiriitme durumlarmin incelendigi bu arastirmada nitel
aragtirma yontemlerinden biri olan gOmiilii (grounded) teorinin analiz teknikleri
kullanilmistir. Arastirmada veri toplama araci olarak yazili dokiiman incelenmesi
yapilmustir. Yazili dokiiman olarak MOA’larmin galisma kagitlari iizerindeki ¢oziimleri
ve metin haline getirilen ses kayitlar1 incelenmistir. Arastirma danigman Ogretim
{iyesinin odasinda iki oturumda gergeklestirilmistir. Calisma sirasinda MOA’larindan
sesli olarak diisiinmeleri istenmis ve MOA’larindan izin alinarak ses kayit cihazi
kullanilmigtir. MOA’larinin gorsel akil yiiriitme durumlarini daha iyi ortaya koyabilmek
amaciyla silgi kullandirilmamus, gerektiginde tekrar yeni bir caligma kagidi verilmistir.
Birinci oturumda katilimcilar gorsel ispatlart ¢ozmeye calismis ve ispatlarla ilgili
yapacak bir seylerinin kalmadigmi soylediklerinde birinci oturuma son verilmis,
incelemeleri igin 6rnek gorsel ispatlar verilmistir. ikinci oturuma érnek gorsel ispatlari
inceleyerek gelen MOA’lar1 birinci oturumda yapamadiklari gérsel ispatlar1 tekrar
¢dzmeye calismislardir. Her iki oturumda da MOA’larna istedikleri sorulara tekrar
donebilme imkan1 verilmis ve MOA’larinin  sorulart ¢dzme siirecinde siire
smirlandirilmast yapilmamistir. Miimkiin oldugunca MOA’larinin rahat edebilecekleri
ve sorularin ¢dzlimiine odaklanabilecekleri bir ortam olusturulmaya c¢alisilmistir.

MOA ’lar1 ile yapilan ¢alisma siireci Sekil 3.1. deki gibidir.
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GOmiilii Teori

Gomiilii teori aslen iki sosyolog Barney Glaser ve Anselm Strauss tarafindan
gelistirilmistir. GOmiilii teori terimini kullanmalarindaki amaglar1 teorinin, arastirma
siirecinde sistematik olarak verinin toplanmasi ve analiz edilmesi sonucu ortaya
cikmasidir. (Strauss ve Corbin, 1998). Diger bir ifadeyle gémiilii teoride, arastirmaci
veri toplarken veya yorumlarken verilerin igine gémiilii olan teoriyi ortaya ¢ikarabilir ve

arastirma boyunca yeni kavram ve teorilere ulasabilir (Turgut, 2009).

GOmiilii teori yaklasiminda veri toplama yontemi olarak goriismeler ve
gozlemler en ¢ok kullanilanlardir. Bunlarin yaninda dokiiman analizi de gerekli
goriilebilir. Bu yaklagimin en 6nemli 6zelliklerinden biri veri toplama ile analizin
birlikte yiirtitiilmesidir. Glaser ve Strauss bu siirece "siirekli karsilagtirmali analiz" adin1
vermislerdir. Bu siirecte, veriler toplandiktan hemen sonra analiz edilir ve ortaya ¢ikan
kavramlar, olgular ve siirecler daha sonraki veri toplama asamalarina dahil edilir. Boyle
bir siirecte veri toplama araci olarak goériisme ya da gozlem formu veri toplamanin ilk
asamasinda yar1 yapilandirilmis bir durumdadir ve veri toplama siirecinin sonuna kadar
da son halini almaz. Hatta baz1 arastirmalarda basta ongoriilen goriisme sorular ile veri
toplamanin sonuna dogru olusturulan sorular arasinda énemli farklar olabilir (Hancock,

2004).

Aragtirmaci mikro analiz veya benzer yontemlerle elde ettigi verileri isleyerek
kodlamalar yapar. (Strauss ve Corbin, 1998). Buna gore gomiilii teoride notlar ii¢ farkl

tirde kodlanir.

Acilk Kodlama: Verideki kavramlarin tanimlandigi ve onlarin 6zellikleriyle
boyutlarinin kesfedildigi analitik yontemdir. Acik kodlama boyunca veriler bagimsiz
kisimlara ayrilir, yakindan incelenerek benzerlikler ve farkliliklar agisindan
degerlendirilir. Yap1 i¢indeki benzer olaylar, nesneler “kategoriler” olarak adlandirilan

daha soyut kavramlar altinda gruplandirilir (Strauss ve Corbin, 1998).

Eksensel Kodlama: Eksensel kodlama, kategorileri, onlarin 6zellik ve boyutlar
dogrultusunda alt kategorileri ile iliskilendirme hareketidir. Kategorilerin nasil
iliskilendigi ve birbirini kestigi ile ilgilenir. Eksensel kodlama sirasinda analist, veri
yap-bozunun parcalarini bir araya getirmeye baslar. Her bir par¢anin (6rnegin, kategori,

alt kategorinin) biitlinii aciklayici bir planda yeri vardir. Bir yapbozu olustururken
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analist, bir parcay1 alip, “Oraya m1 yerlesmeli, buraya m1?” diye sorabilir. Analistin ilk
tesebbiisleri deneme yanilmadir. Daha sonra analist teorik olarak daha duyarli hale
geldikge, kavramsal belirleyicileri ve kategoriyi birbirine uydurmak kolaylasir. Eksensel
kodlamanin amaci, kategoriler arasinda baglanti kurmak ve kategorileri 6zellikleri ve

boyutlar1 agisindan gelistirmeye devam etmektir (Strauss ve Corbin,1998).

Secici Kodlama: Secici kodlama, analizdeki son asamayi temsil eder, bu da
kavramlarin temel-ana bir kategori ¢evresinde biitiinlesmesi ve daha fazla gelisim ve
diizeltme-aritma inceltme ihtiyac1 iginde olan kategorilerin doldurulmasidir. Bu
asamada, kisa not ve semalar, gelistirilen teori diisiincesinin derinligini ve

karmasikligini yansitir (Strauss ve Corbin,1998).

3.2. Arastirmanmin Katilimeilari

Arastirmanin pilot ve asil uygulamasinda farkli katilimcilar yer almigtir. Her iki
uygulama 2010-2011 egitim 6gretim y1linda Ankara’da bir devlet tiniversitesinin Egitim
Fakiiltesi Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlarnt Egitimi Boliimii Matematik
Ogretmenligi Anabilim Dalinda 6grenim goren kiz MOA’lar ile yiiriitiilmiistiir. Pilot

calisma iki, asil ¢alisma iic MOA ile yapilmustir.

Arastirmada katilimcilar matematik derslerinde aktif ve arastirmaya katilmada
goniillii olmalar1 sebebiyle danigman &gretim {iyesi tarafindan seg¢ilmistir. Bu iki
durumun goéz Oniinde bulundurulmasindaki ama¢ daha kaliteli veri elde edilmesini
saglayabilmektir. Arastirmaya katilanlarm tiimiiniin kiz MOA olmasinin sebebi, pilot ve

asil calismada goniillii erkek MOA bulunamamasidir.

3.3. Verileri Toplama Teknikleri

Oncelikle Proofs Without Words kitabindan pilot ¢alisma icin danisman 6gretim
tiyesi ile birlikte iki gorsel ispati ispatlama ve bir gorsel ispati yorumlama sorusu
MOA’larma sorulmak iizere belirlenmistir. Pilot calismadan elde edilen deneyimler
dogrultusunda damigman &gretim {liyesi ile birlikte iic gorsel ispati ispatlama ve bir

gorsel ispati yorumlama sorusu segilmistir. Gorsel ispati ispatlama sorulari Pisagor
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teoremi, geometrik seri ve trigonometrik doniistimlerle ilgilidir. Gorsel ispati
yorumlama sorusu ise Ozdesliklerin esitligi ile ilgilidir. Gorsel ispat sorularindan
trigonometrik doniisiimlerle ilgili olan1 kitapta olan hali gibi alinmamis bazi bilgiler
cikarilmistir. Gorsel ispatin kitapta olan hali ise MOA’larmin soruyu ¢dzemedikleri
durumlar i¢in ipucu olarak kullanilmistir. Gorsel ispatlardan sadece geometrik serilerle

ilgili olan ispat hem pilot hem de asil uygulamada kullanilmaistir.

Calisma boyunca MOA’larindan sesli diisiinmeleri istenmis, uzun siire sessiz
kaldiklar1 zamanlarda ne diisiindiikleri sorulmustur. Arastirmada veri toplamak igin
yazili dokiiman incelemesinden yararlanilmistir. MOA’larmin ¢dziim sirasindaki metin

haline getirilen ses kayitlar1 ve caligma kagitlar1 izerindeki ¢éztimleri incelenmistir.

3.4. Verilerin Analizi

MOA’larinin ¢dziim sirasindaki ses kayitlarmin yaziya dokiilmesi ve galisma
kagitlar1 tlizerindeki ¢oziimleri ile elde edilen verilerin analizi i¢in gomiilii teorinin
analiz teknikleri secilmistir. Ik olarak her bir MOA nin ¢6ziim sirasindaki metin haline
getirilen ses kayitlar1 calisma kagitlar {izerindeki ¢oziimleri ile birlikte incelenmistir.
Bu sirada kavram etiketlemeleri yapilmis ve MOA’larmin ¢oziimleri ile ilgili notlar
diisiilmiistiir. Ac¢ik kodlama siireci takip edilmistir. Bu siire¢ igerisinde kategoriler ve
onlarin 6zellikleri olusturulmaya ve boyutlara gore kategorilerin nasil degistigi ortaya
cikarilmaya ¢alisiimistir. Daha sonra her bir soru igin MOA’larmin ¢oziimleri farkli
zamanlarda tekrar tekrar okunarak karsilastirmali olarak incelenerek eksensel kodlama
ile kategori, alt kategori ve boyutlar sistematik olarak gelistirilmeye c¢alisiimistir. Son
olarak gorsel ispati ispatlama sorularinin ¢oziimleri kendi iginde, gorsel ispati
yorumlama sorusu kendi i¢inde tekrar incelenmis segici kodlama siireci takip edilerek
genel bir sema olusturulmustur. GOmili teorinin igerisinde yer alan siirekli
karsilagtirmali analiz metodu ile farkli kisileri karsilastirma, farkli zamanlarda ayni
kisiden alinan verilerin karsilagtirilmasi, olaylarin karsilastirilmasi, verinin kategorisiyle
karsilastirilmas1 ve kategorilerin diger kategorilerle karsilastirilmasi yapilmaktadir

(Turgut, 2009).

Arastirmanin gecerlik ve glivenirligini saglamak i¢in;
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e Arastirmada veri kaynagi, katilimcilarin galistigi ortam ve siireg, veri toplama
ve analiz yontemleri ayrintili bigimde agiklanmaya ¢alisilmstir.

e Arastirmanin pilot ve asil uygulamasinda kullanilan sorular danisman 6gretim
tiyesi ile birlikte se¢ilmistir. Ayrica pilot ve asil uygulamada kullanilan sorularin
her biri bir matematik¢iye sorulmus ve onun sorulari ¢ozme siireci gdz Oniine
alinarak sorularin se¢imi yeniden gézden gecirilmistir.

e Arastirmaci gozlem, goriisme ve yazili dokiimanlar yoluyla elde ettigi verileri
herhangi bir yorum katmadan okuyucuya sunmus, dogrudan alintilara yer
verdikten sonra gomiilii teorinin teknikleri kullanilarak kategoriler olusturulmus

ve yorumlamustir.

Asagida MOA’larinin ¢dziimlerinin nasil kodlandigini gdstermek igin segilmis
bir 6rnek bulunmaktadir. Ornek; 47, 62 ve 77 sayfalarinda yer alan gorsel ispatlarin

ispatlanma siirecinde seklin algilanmasi ile ilgilidir.

2.MOA: Gérev 1, yukaridaki sekil Pisagor teoreminin gérsel ispatini ifade etmektedir.

Bu ispati gosteriniz. Simdi bunlara dair béyle bir ozellik var mi? Mesela gorsel olarak

bir kare diisiinebilirim (geometrik yapinin temsili) ama sizin vereceginiz bir sey var

mi?
Arastirmaci: Yok, bu sekilde, kare zaten sekil... Yani seklin ozelligiyle ilgili soruyorsan
bu sekil kare...

2.MOA: Tamam, demediginiz icin... Sonucta “Nasil garanti edebiliriz?” (geometrik

yapwnin temsili) acisindan diistindiim.

2.MOA: Su geometrik sekille su sekiller ayni degil mi? (geometrik yapilarin benzerligi)

Arastirmaci: Evet.

1.MOA: Biz her iicgeni biiyiitiip, tek tarafli dik ayrit secip, orayi her seferinde

topladigimizda IL ve ulasabiliyormusuz.(Seklin taban uzunlugundan bahsediyor.)
—-r

Kafama oturmayan yer r'ile hareket ediyoruz ama paydada 1—r var. (geometrik
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gosterimin matematiksel ifadesi) Ama sonu¢ta payda da 1—r olmazsa da bu gelen
toplamla da IL yve ulasamam.

—-r

1.MOA: Burada »’ e nasil ulasabilirim? 1— ryi bir sekilde yok edersem, nasil gider?
Arastirmaci: Burada xi mi bulmaya ¢alismistin?

L.MOA: xi bulduk. Ondan sonra su toplamin IL ve ulastigint da bulduk. Ama
—-r

. . . o7
kafama takilan sey surada buldugum x in ' cinsinden degil, I olmasiydi.
—r

(geometrik gosterimin matematiksel ifadesi)

2.MOA: Bu sorudan bu sonu¢ nasil ¢ikar? Béyle tanjantlardan falan, toplam...

Bélmeler var. Sonsuz tane bélme olacak. Tamam, giizel. 0<rt <1_oldugu icin su

uzakliklarin_béyle kiiciilmesi de mantikli gelivor. (geometrik gosterimin temsili) Ik

once acaba dedim, surayr gérmemigim, fark etmemigim. Tamam, su uzunluklar béyle

toplamlarzi...

3.MOA: Ispatini gosterecesim. Hichir sey diisiinemiyorum su anda. Aslhinda boyle

gidiyor degil mi? Sonsuza kadar? (geometrik gosterimin temsili)

Arastirmaci: Evet.

3.MOA: Séyle gider mesela, sonsuza kadar gidiyor diye diisiiniirsek, ama her bir aralik

r_olacak nasil béyle sunu sonsuza gétiirebilivoruz hocam? (geometrik gosterimin

temsili)

2MOA: Suradaki v _su uzunluk degil mi? u da su dikdorteenin mi uzunlugu?

(geometrik gosterimin konumu)

3.MOA: u tamami degil mi? (geometrik gésterimin konumu)

Arastirmaci: Evet, tamami, yani FC uzunlugu, v de FB uzunlugu.

3.MOA: Surast u mu diye diisiiniiyorum da su anda.
Arastirmaci: FC nin tamami u.
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3.MOA: FC? dyle mi?
Ara§t11macn Evet, oranin tamami u.

3.MOA: Ben surasi u_sanmistim, onu buraya tasimay: diisiiniiyordum. (geometrik

gosterimin konumu)

Arastirmaci: FC nin tamami u, FB de v.

1.MOA: Birim ¢cemberin yarist oldugu icin buralar yaricap. Buraya a dersem buras: da

a. 0 buramin tamami mi1? (geometrik gosterimin konumu)

Arastirmaci: Evet.

MOA’larinin ¢dziimleri sirasindaki metin haline getirilen ses kayitlar kelime
bazinda analiz edilerek Ornekte oldugu gibi kodlanmistir. Olusturulan bu kodlama
listesindeki parcalar uygun kategoriye yerlestirilmistir. Tablo 3.1. de kategori ve

altindaki kodlar gosterilmistir.

Tablo 3.1. Gérsel Ispati Ispatlama Siirecinde Sekli Algilama

Kategori Sekli algilama
Kodlar Geometrik yapi Geometrik gosterim
e Temsil e Temsil
e Benzerlik e Matematiksel ifade
e Konum

Gorsel ispatin soru ve sekilden olustugu kabul edildigi ve yukaridaki 6rneklerin
MOA’larinin sekil ile ilgili algilama durumlarini yansittigi gdz oniine alinarak sekli
algilama gorsel ispati algilama kategorisinin alt kategorisi olarak alimmustir.
MOA ’larmin sekil ile ilgili algilama durumlarinin geometrik sekiller (kare, {icgen v.b.)
ve geometrik sekiller disindaki gosterimler olarak iki bigimde ortaya ¢iktigi
goriilmiistiir. Geometrik sekiller ile ilgili algilama durumlar1 geometrik yapi, geometrik

sekiller disindaki gosterimler ile ilgili algilama durumlar1 ise geometrik gdsterim olarak
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sekli algilama alt kategorisinin boyutlarini olusturmustur. MOA’larmin geometrik
seklin hangi sekil olduguna karar verebilme ve geometrik sekiller arasinda benzerlik
iliskisi kurma ile ilgili algilama durumlarmin ortaya ¢iktigi goézlemlenmistir. Bu
durumda geometrik seklin hangi sekil olduguna karar verebilme temsil, geometrik
sekiller arasinda benzerlik iliskisi kurma benzerlik olarak geometrik yapimin alt
boyutlar1 bigiminde kodlanmistir. Geometrik sekiller disindaki gosterimler diger bir
ifadeyle geometrik gdsterim boyutu ile ilgili olarak temsil, matematiksel ifade ve
konum alt boyutlar ortaya ¢ikmistir. Temsil alt boyutu, geometrik yap1 boyutundaki
temsil alt boyutuna benzer olarak, sekilde geometrik olarak neyin ifade edildigini
algilamay1 igerir. Matematiksel ifade alt boyutu geometrik gosterimin matematiksel
ifadesini anlayabilmeyi ifade eder. Konum alt boyutu ise ac1 veya kenar uzunluklarina
verilen adlandirmalar1 dogru olarak algilayabilmeyi, sekildeki adlandirmanin hangi ac1

veya kenar uzunluguna ait oldugunu dogru olarak gorebilmeyi temsil eder.



IV. BOLUM

BULGULAR VE YORUM

Bu bélimde MOA’larmin gérsel akil yiiriitmeyi nasil kullandiklarini ortaya
cikarmay1 amaglayan c¢aligma kagitlarindan elde edilen bulgular ve yorumlara yer
verilecektir. Iki boliimden olusan bu béliimiin birinci kisminda MOA’larinin gérsel
ispatlar1 yapabilme, ikinci kisminda ise gorsel ispatt yorumlama durumlar
incelenecektir. Her iki kistmda da MOA’larinin gérsel ispat1 ispatlama ve gorsel ispati
yorumlama siiregleri ile ilgili ana ve alt kategoriler olusturulacak, ¢alisma kagitlari
tizerindeki ¢Oziimleri ve ¢ozme islemi sirasindaki konusmalarindan alintilarla deliller

saglanarak bulgular desteklenecektir.

4.1. MOA’larinin Gérsel Ispatlar Ispatlama Siireci

MOA ’larina Pisagor Teoremi, trigonometrik doniisiimler olarak adlandirilan

singa —sin 3 =25ina_’gcosa+’8 cos f—cosa = ZSina_’Bsina+ﬂ
2 2 2 2
ey . . . N | S . .
esitlikleri ve geometrik seri denilen 0 <7 <1 i¢in Zr = —— 1ifadesinin gorsel ispat1
i=0 —-r

sorulmustur. Gorsel ispatlarin nasil ¢oziildiigii ve ¢ozme islemi sirasinda gorsel akil

ylriitmenin nasil kullanildigina dair davranislar gézlemlenmeye ¢alisiimistir.



Gorsel ispati Sekli
algilama kesfetme
Soruyu Biitiinii
algilama kesfetme
Sekli Pargay1
algilama kegfetme

Ispat1 temel
alarak akil

Cebire egilim

Ispatin farkinda

Ipucuna ihtiyag

Sonuca

ulagsma

Ispatlayabilme

yilriitme gosterme olma duyma
Strateji Cebirsel Ispattan Ipucunu
belirleme diisiince uzaklagma kullanma
Strateji Cebirsel Ispata fpucunu
uygulama eylem odaklanma kullanmama

Sekil 4.1.1. MOA’larinin Gérsel Ispatlar1 Ispatlama Siireci

Ispatlayamama
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Sonucu
degerlendirme

Yaptigimin
farkinda olma

Yaptiginin
farkinda
olmama
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4.1.1. MOA’larinin Gorsel ispatlar: Ispatlama Siirecinde Kategoriler ve Icerikleri

Gorsel ispat1 algilama: MOA’larmin ispatlama siireclerinde hem soru hem de
sekil ile ilgili algilama durumlarinin ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. Bu nedenle gorsel ispat
soru ve sekilden olusan bir biitiin olarak alinmis, gorsel ispat1 algilama kategorisi soruyu

algilama ve sekli algilama olarak iki alt kategoride incelenmistir.

Soruyu algilama, MOA’larinin soruda kendilerinden neyin istendigini anlama
durumlarin1 gdsteren kategoridir. MOA’larmin soruyu algilama ile ilgili durumlar
soruyu okuduklar1 sirada ya da gorsel ispat1 ispatlarken ¢ikabilmektedir. Bu nedenle
soruyu algilama alt kategorisi soruyu okuma siirecinde algilama ve soruyu, ispatlama
siirecinde algilama olmak iizere iki boyutta ele alinmistir. Ayrica gorsel ispatta bulunan
soru, aciklama ciimlesi ve gdrev ciimlesi olmak iizere ikiye ayrilmistir. MOA larinin

soruyu algilama durumlari incelenirken bu iki ciimleye gore degerlendirilmistir.

Sekli algilama, MOA’larmin gérsel ispatta bulunan sekil ile ilgili algilama
durumlarim ifade eder. Bu kategori geometrik yapiy: algilama ve geometrik gosterimi
algilama olmak iizere iki boyutta ele alinmistir. Geometrik yapiy1r algilama gorsel
ispatta yer alan geometrik sekillerin (kare, iicgen v.b.) 6zelliklerini algilama ile ilgili
durumlar1 ifade eder. Temsil ve benzerlik olmak {izere iki alt boyutta ortaya ¢ikmuistir.
Temsil, geometrik seklin hangi sekil olduguna karar verebilmeyi yansitirken, benzerlik
geometrik sekiller arasindaki benzerlik iligkisini algilamay1 yansitir. Geometrik
gosterimi algilama ise, geometrik sekiller disindaki gosterimleri algilama durumlarini
ifade eder. Temsil, matematiksel ifade ve konum olmak iizere {i¢ alt boyutta ortaya
cikmistir. Temsil, sekilde geometrik olarak neyin ifade edildigini, matematiksel ifade
geometrik gosterimin matematiksel ifadesini anlayabilmeyi, konum aci veya kenar
uzunluklarina verilen adlandirmalar1 dogru olarak algilayabilmeyi, sekildeki
adlandirmanin hangi a¢1 veya kenar uzunluguna ait oldugunu dogru olarak gorebilmeyi

temsil eder.

MOA’larmin algilamalarini daha iyi yansitabilmek amaciyla gorsel ispati
algilama kategorisinde ortaya cikan boyutlarda sorunsuz siire¢ [SS], dogru anlama

[DA], emin olamama [EO], anlayamama [A], yanlis anlama [YA] alt boyutlar
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alinmistir. Sorunsuz siireg, bulundugu boyuta dair herhangi bir belirtinin ortaya

cikmadigi durumlarda kullanilmistir.

—|_Soruyu okuma siirecinde algilama | Geometrik yapiy1 algilama

. Gorsel ispat1
Soruyu algilama Sekli algilama ” algillama

A

I~ Soruyu ispatlama siirecinde algilama T Geometrik gosterimi algilama

v v

Sekil 4.1.2. Gorsel Ispat1 Algilama Kategorisine Ait Alt Kategori ve Boyutlarin

Eksen Uzerinde Gosterimi

Sekli kesfetme: Gorsel ispatta yer alan seklin, sekillerin birlesmesiyle olustugu
g6z Oniine alinarak sekli kesfetme kategorisi biitiinii kesfetme ve pargayr kesfetme

olmak tizere iki alt kategoriye ayrilmistir.

Biitiinii kesfetme, yapilan islemlerin gorsel ispattaki seklin tamamina yonelik
oldugu veya bilginin sekli olusturan pargalar (sekiller) arasinda bulunan iligkiler ve
pargalarin 6zellikleri kullanilarak elde edildigi durumlari temsil eder. Biitlinii kesfetme;
adlandirma, geometrik Ozellik, biitiin-par¢a iligkisi kurma, biitiine parca ekleme ve
geometrik yap1 bulma olmak iizere bes boyuta ayrilir. Adlandirma boyutu, kenar ve ag1
olmak tizere iki alt boyutta ortaya cikmustir; kenar ve acilarin harflerle temsil
edilmesidir. Geometrik 6zellik boyutu ag1 ve kenar uzunlugu olarak iki alt boyuttan
olusur. Bir sekle ait a¢1 veya kenar uzunlugunun diger sekillerdeki 6zellikler yardimiyla
elde edilmesini ifade eder. Biitiin-parca iliskisi kurma, seklin parcalariyla seklin tamami
arasinda kurulan iligkiyi temsil eder. Alan olmak f{izere bir alt boyutu vardir. Bu alt
boyut kurulan iligkinin neye dayandirilarak kuruldugunu gosterir. Biitline parca ekleme
boyutu sekle birden fazla par¢a eklenmesi durumunu temsil eder. Geometrik yap1 bulma
boyutu ise sekildeki bir par¢anin hangi geometrik yapi (ikizkenar tiggen, eskenar liggen,

kare v.b.) oldugunun belirlenmesini ifade eder.
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Parcay1 kesfetme, verilerin sadece bir pargaya ait Ozelliklerden yararlanilarak
elde edilmesidir. Parcay1 kesfetme; geometrik Ozellik, parca-parca iliskisi kurma ve
parcaya parca ekleme olmak iizere ii¢ boyuttan olusmaktadir. Geometrik 6zellik
boyutunun, biitiinii kesfetme alt kategorisindeki geometrik 6zellikten farki sadece seklin
kendisine ait bilgilerden yararlanilarak elde edilmesidir. Alan, a¢1, kenar uzunlugu ve
trigonometri olmak tizere dort alt boyuta ayrilir. Trigonometri, ag¢inin trigonometrik
degerinin hesaplanmasi anlamina gelir. Parca-parca iligkisi kurma, iki parga arasindaki
cesitli baglantilardan yararlanilarak diger bir parcadaki bilinmeyenin ortaya
cikarilmasidir. Bu boyut da trigonometri ve benzerlik olmak iizere iki alt boyuttan
olusur. Bu alt boyutlar sekiller arasinda kurulan iligkinin neye dayandigini gosterir.
Parcaya parca ekleme boyutu, sekle bir parca eklenerek yeni bir sekil elde edilmesi

durumunu ifade eder.

MOA’larmmn sekli kesfetmelerinde dogru veya yanlis yaptiklarmi belirtmek
amaciyla boyutlar i¢in dogru [D] ve yanlis [ Y] alt boyutlar1 alinmastir.

A
— Adlandirma

A

— Geometrik 6zellik — Geometrik 6zellik

P Sekli
h Bitini|kesfetme Parcayikesfetme " Kesfetme
—T Biitiin-parga iligkisi kurma - Parga-parga iliskisi kurma

— Biitiine par¢a ekleme —— Pargaya parca ekleme

v

I~ Geometrik yap1 bulma

v
Sekil 4.1.3. Sekli Kesfetme Kategorisine Ait Alt Kategori ve Boyutlarin Eksen

Uzerinde Gosterimi
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Ispat1 temel alarak akil yiiriitme: MOA larinin ispati goz 6niine alarak hareket
ettikleri durumlart igerir. Strateji belirleme ve strateji uygulama olmak {izere iki boyuta

ayrilir.

Strateji belirme, MOA ’larinin sekil veya islem iizerinden ispata ydnelik veri elde
etmelerini saglayacak diisiincelerini temsil eder. Sekil {izerinden ve islem iizerinden

olmak {izere alt boyuta ayrilir.

Strateji uygulama, MOA’larmin bilingli olarak ya da planlayarak ispata yonelik
sekilden veya islemden sonu¢ elde etmelerini igerir. Sekilden veri elde etme ve

islemlere yon verme olarak iki alt boyuta ayrilir.

Sekil tizerinden _A_Sekilden veri elde etme
. _ Ispati temel alarak
= Stratej1 belirleme Stratej1 uygulama > akil yiiriitme
Islem iizerinden | islemlere yon verme
v

Sekil 4.1.4. Ispat1 Temel Alarak Akil Yiiriitme Kategorisine Ait Boyut ve Alt

Boyutlarin Eksen Uzerinde Gosterimi

Cebire egilim gosterme: MOA’larmin sonuglar1 sekilden elde yerine cebirsel
islemler yoluyla elde etmeye calistiklari durumlar igerir. Cebire egilim gdsterme;

cebirsel diislince ve cebirsel eylem olmak tizere iki boyutta ele alinmistir.

Cebirsel diisiince, MOA’larmin  sonucun cebirsel yoldan ¢ikabilecegini

diisiindiikleri boyuttur. Burada sadece diisiince s6z konusudur.

Cebirsel eylem, MOA’larmin sonuca ulasmak igin cebirsel yollar1 kullandiklar:

durumlart igerir. Burada yapilan bir iglem vardir.
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< T I » Cebire egilim
Cebirsel diistince Cebirsel eylem gosterme
Sekil 4.1.5. Cebire Egilim Gosterme Kategorisine Ait Boyutlarin Eksen

Uzerinde Gosterimi

Ispatin farkinda olma: MOA’larinin gdrsel ispati ispatlama siireglerinde
yaptiklar1 ispat1 gbz ardi ettikleri veya goz Oniine getirdikleri durumlar1 temsil eder.

Ispattan uzaklasma ve ispata odaklanma olmak iizere iki alt kategoriye ayrilmistir.

Ispattan uzaklasma, MOA’larinin  hangi ispat1 yapacaklarmi unuttuklari
durumlar1 temsil eder. Ispat1 kullanma ve unuttugunu sdyleme olmak iizere iki boyuta
ayrilir. Ispati kullanma, MOA’larinin ispatlamasi gereken ispati, ispat icerisinde
kullanmasidir. Unuttugunu séyleme, MOA nin ispatla ugrasirken bizzat kendi agzindan

hangi ispat1 ispatlamaya ¢alistigini unuttugunu soylemesidir.

Ispata odaklanma, MOA’larinin ispat iizerinde diisiinmeye yoneldigi durumlari
icerir. Amacini belirtme ve durumunu belirtme olmak {izere ikiye ayrilmaktadir.
Amacini belirtme, MOA’nin ispatlamas1 gereken ispatin ne oldugunu ¢dziim sirasinda
ifade etmesidir. Durumunu belirtme ise ispatla ilgili neler yaptiini, hangi durumda

oldugunu sdylemesidir.

A

Ispatl kullanma | Amacini belirtme

_ _ _Ispatin farkinda
Ispattan uzaklasma Ispata odaklanma v olma

A

Unuttugunu sdyleme - Durumunu belirtme
v

Sekil 4.1.6. Ispatin Farkinda Olma Kategorisine Ait Alt Kategori ve Boyutlarin

Eksen Uzerinde Gosterimi

Ipucuna ihtiya¢ duyma: Arastirmada kullanilan gorsel ispatlar icerisinden

sadece trigonometrik dontistimler ile ilgili olan gorsel ispat kitapta (Nelsen, 2001)
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oldugu gibi alinmamus, gorsel ispatta verilen bazi bilgiler kaldirilarak ispat biraz daha
zorlastirilmistir. Gorsel ispatin kitapta bulunan hali MOA’larinin  gorsel ispatt
cozemedikleri durumda ipucu olarak verilmistir. Bu kategori ipucunu kullanma ve

ipucunu kullanmama olmak tizere iki boyuta ayrilmistir.

Ipucunu kullanma, ispat1 ¢dzemeyip ispatin kitapta bulunan hali iizerinden
¢dziime devam edilmesini temsil eder. Ise yarama ve ise yaramama olmak iizere iki alt
boyuta ayrilir. ise yarama, MOA nin sonuca ulagsmasinda ipucunun yardimci olmasi
anlamina gelirken ise yaramama ipucunun da sonuca ulagsmada faydasinin olmamasi
demektir. Ipucunu kullanmama, sonuca ulasmada ipucuna ihtiya¢ kalmamasini temsil

eder.

I $C yarama

Ipucuna ihtiya¢
Ipucunu|kullanma Ipucunu kuflanmama o duyma

A

153 Yyaramama

Sekil 4.1.7. Ipucuna Ihtiyag Duyma Kategorisine Ait Boyut ve Alt Boyutlarin

Eksen Uzerinde Gosterimi

Sonuca ulasma: MOA’larinin gorsel ispatta sonucu elde edip edemediklerini
gosterir. Sonuca ulagsma kategorisi ispatlayabilme ve ispatlayamama olmak iizere iki
boyuta ayrilir. Ispatlayabilme boyutu, MOA’larinmn ispatin tamamini veya bir kismini
ispatlama durumlarini yansitmasi agisindan tam ve eksik olmak iizere iki alt boyuta

ayrilir.

A
—TTam
< . i | » Sonuca
D Ispatlayabilme Ispatlayamama " ulagma
T Eksik

v
Sekil 4.1.8. Sonuca Ulagsma Kategorisine Ait Boyut ve Alt Boyutlarin Eksen

Uzerinde Gosterimi
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Sonucu degerlendirme: MOA’larinin elde ettikleri sonuglara dair yorumlarini,
sonuglari nasil algiladiklarin1 gosterir. Yaptiginin farkinda olma ve yaptigimin farkinda
olmama olmak iizere iki boyuta ayrilir. Yaptiginin farkinda olma boyutu, MOA’larinin
elde ettikleri sonuglar1 dogru olarak degerlendirmelerini ifade eder. Bu boyut hemen ve
sonra olmak {izere iki alt boyuta ayrilir. Yaptiginin farkinda olmama ise, MOA’larinin

elde ettikleri sonug ile algiladiklar1 sonucun farkli oldugu durumlara isaret eder.

A
THemen

< | - Sonucu

"~ Yaptigmim [farkinda olma Yaptiginin farkinda olmama degerlendirme
—Sonra
v

Sekil 4.1.9. Sonucu Degerlendirme Kategorisine Ait Boyut ve Alt Boyutlarin Eksen

Uzerinde Gosterimi
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4.1.2. MOA’larinin Pisagor Teoremi ile Tlgili Gorsel ispati ispatlamalar

Gorev 1.

Yukaridaki sekil Pisagor teoreminin gorsel ispatini ifade etmektedir. Bu ispati

gosteriniz.

Sekil 4.1.10. Calisma Kagidi 1
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MOA ’larina Pisagor Teoremi ile ilgili Sekil 4.1.10. daki gorsel ispat sorulmustur.

Pisagor teoreminin gorsel ispattan elde edilmesi:

1.Coziim: Oncelikle kenar uzunluklarma asagidaki gibi harfler verilsin.

Sekillerin benzerligi gozonline alindiginda asagidaki gibi bir harflendirme ortaya

cikacaktir.

Burada ama¢ o’ +b° =c* oldugunu gostermektir. En distaki karenin alani

(a+b)*ifadesine esittir. Ayn1 zamanda bu karenin alani kenar uzunlugu ¢ olan icteki

kare ile kenar uzunluklari a ve b olan dort dik tiggenin alanlarinin toplamina esittir. Bu

durumda asagidaki ifade yazabilir.

(a+b)’ :4%+c2

Yukaridaki ifadede gerekli sadelestirmeler yapildiginda, a” +b*> = ¢* ifadesi elde edilir.
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2.Coziim:
a h
) '“"H-_,___H_E a
/ — 1
c/ b /
b / ba /-“
/  [®
h“---.
a RE"'\-___H_
h a

Yukaridaki sekilde kenar uzunlugu c olan karenin alaninin, kenar uzunluklart a
ve b olan dort dik iiggenin alami ile kenar uzunlugu b-a olan karenin alanlarinin

toplamina esit oldugu g6z 6niine alindiginda,
c’ :4%)+(b—01)2

esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda a” +b° = ¢ bulunur.

Gorsel ispati algllama: MOA’larn1 gorsel ispati algilamada soru ve sekil
bakimmdan bazi zorluklar yasamuslardir. MOA’larinin sekli ve soruyu algilama
durumlar1 Sekil 4.1.11. de gosterilmistir. Ayrica gorsel ispatta yer alan “Yukaridaki
sekil Pisagor teoreminin gorsel ispatin1 ifade etmektedir. Bu ispati gosteriniz.”
ifadesinde “Yukaridaki sekil Pisagor teoreminin gorsel ispatini ifade etmektedir”
ciimlesi agiklama, “Bu ispat1 gosteriniz” gérev ciimlesi alinarak MOA’larinin soruya

olan tepkileri bu ciimleler dogrultusunda degerlendirilmistir.
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A A
ciklama Temsil(02)
<SS(01.02) DAL |[EO A YA, «SS(O1.O3| DA [EO A YA
Soruyu okuma sfirecinpde algilama Geometrik yapiyi|algilama
Gorev(03) vBenzerlik((jZ)
P . Gorsel ispat1
- Soruyu 4lgilama Sekli alfilama ~ algilama
A .
Agiklama (O3)
SS(01.02) DA EO |A YA $85(01.62,03) DA EO A YA
Soruyu ispatlamp siirecinde algilama Geometrik| gosterimi algilama
vGéirev
v v

Sekil 4.1.11. Pisagor Teoreminin Gorsel Ispatinin Algilanmasi

1.MOA gorsel ispatta yer alan soru ve sekil ile ilgili herhangi bir soru sormamus,

bu durum her iki alt kategori i¢in de sorunsuz siire¢ olarak alinmistir.

2.MOA gorsel ispattaki sekle dair sorular sormustur. Soruyu okumus, gorsel
ispattaki geometrik yapmin neyi temsil ettiinden emin olamamistir. 2.MOA ve

arastirmaci arasinda asagidaki konusmalar gecmistir (1.Gorlisme).

2.MOA: Gérev 1, yukaridaki sekil Pisagor teoreminin gérsel ispatini ifade etmektedir.

Bu ispati gosteriniz. Simdi bunlara dair béyle bir ozellik var mi? Mesela gorsel olarak

bir kare diistinebilirim ama sizin vereceginiz bir sey var mi?

Arastirmaci: Yok, bu sekilde, kare zaten sekil... Yani seklin ozelligiyle ilgili soruyorsan
bu sekil kare...

2.MOA: Tamam, demediginiz icin... Sonucta “Nasil garanti edebiliriz?” acisindan

diistindiim.
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2.MOA soru iizerinde biraz diisiindiikten sonra sekildeki iiggenlerin ayn1 olup
olmadigmni sormustur. Arastirmaci tarafindan ayni oldugu cevabini almistir. 2.MOA

geometrik yapilar arasindaki benzerlik iligskisinden emin olamamustir (1.Gorlisme).

2. MOA: Su geometrik sekille su sekiller aymi degil mi?

Arastirmaci: Evet.

3.MOA gorsel ispattaki soruyu okumus, sorudaki gorev ciimlesinden emin
olamamis, kendisinden Pisagor teoreminin ispatini bu sekilden ¢ikarmasini istendigini

arastirmacidan teyit ettirmistir (1.Gorlisme).

3.MOA: Bu ispati gsterecesim degil mi?

Arastirmaci: Evet, bu sekilden o ispati ¢itkarmaya ¢alisacaksin.

3.MOA, aciklama ciimlesinde gecen Pisagor teoreminin ispati ifadesini
anlayamamis, ispatlama siirecinde aralikli olarak iki defa teoremin hangi anlama

geldigine yonelik sorular sormustur (1.Gorlisme).

3.MOA: Burada Pisagor teoreminin ispati derken?

Arastirmaci: Dik ticgende dik kenarlarin kareleri toplami hipoteniisiin karesine esittir.

3.MOA: Dik iicegendekini mi ispatlamaya calisivoruz burada?

Arastirmaci: Evet.

3.MOA: Tamam.
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3.MOA: Burada bir kenarin uzunlugunun \a* +b*> oldugunu mu bulacagim? Oyle mi?

O mu istenivor burada?

Arastirmaci: Evet, Pisagor teoremi ya da bunlarin kareleri toplaminin bunun karesine

esit oldugunu...
3.MOA: Himmm.
Arastirmaci: Dik tiggenlerden birinde.

3.MOA: Tamam o zaman.

Konusmalardan da goriildiigii gibi 3.MOA soruda kendisinden istenileni

anlayamamigtir. Arastirmactya sorarak soruyu anlamaya c¢aligmustir.

Sekli kesfetme: MOA’lar1 gorsel ispat1 ispatlayabilmek icin sekli kesfetmeye
calismiglardir. MOA’larinin sekli kesfetme durumlart Sekil 4.1.12 deki gibidir. Bu

kategoriye ait alt kategori ve boyutlar basliklar altinda toplanarak verilecektir.

A A
“ . . .
- D(01,02,03)
Kenar fuzunlugu(Q1,02,03)
< > «fAlan >
Adlandjrma Geometrik pzellik
Y
Ac1
v
P . Sekli
- Biitiinii|[Kesfetme Parcay1 [Kesfetme " kesfetme
A
D(01,02,03
, |Alan . v
D Biitiin-parca |liskisi kurma
vY
v

Sekil 4.1.12. Pisagor Teoreminin Gorsel Ispatinda Sekli Kesfetme
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Biitiinii kesfetme alt kategorisi adlandirma boyutu: 1.MOA, 2.MOA ve
3.MOA gorsel ispata sekillerin kenar uzunluklarimi harflendirerek baslamislardir.
2.MOA, 2. goriismede de gorsel ispata sekli harflendirerek baslamistir. 3.MOA kenar
uzunluklarin1 harflendirme konusunda tereddiit yagsamistir. Aragtirmaci, nasil isterse o

sekilde ¢cozebilecegini soylemistir (Sekil 4.1.13, 4.1.14, 4.1.15 ve 4.1.16.).

3.MOA: Ben direkt buradan harflendirmeye basladim ama. ..

Arastirmact: Istedigin gibi yapabilirsin.

Sekil 4.1.14. 2.MOA nin Sekil Uzerindeki Coziimii (1.Goriisme)
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» gale &

Sekil 4.1.15. 2.MOA nin Sekil Uzerindeki Coziimii (2.Goriisme)

Sekil 4.1.16. 3.MOA nin Sekil Uzerindeki Coziimii (1.Goriisme)

Parcay1 kesfetme alt kategorisi geometrik ozellik boyutu alan bulma alt
boyutu: 1.MOA, 2.MOA ve 3.MOA gorsel ispatta sekli olusturan parcalarin (kare,
ticgen) alanlarini hesaplamislardir (Sekil 4.1.17, 4.1.18 ve 4.1.19).
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Sekil 4.1.17. 1.MOA ’nin Parcalarin Alanin1 Hesaplamasi
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Sekil 4.1.18. 2.MOA ’nin Parcalarin Alanin1 Hesaplamasi
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Sekil 4.1.19. 3.MOA ’nin Pargalarin Alanin1 Hesaplamasi

Biitiinii kesfetme alt kategorisi biitiin-parca iliskisi kurma boyutu alan alt
boyutu: MOA’lar1 sekilde yer alan en biiyiik karenin alaniin diger parcalarin alanlari

toplamina esit olmasi durumunu hesaplamislardir.

1.MOA, Sekil 4.1.17 de biiyiik kare, kiiciik kare ve dik iicgen olarak alanlarini
hesapladig1 sekiller i¢in kenar uzunlugu 2b+a olan karenin alaninin kenar uzunlugu c
olan karenin ve dort dik iiggenin alanlar1 toplamia esit oldugunu yazmistir (Sekil

4.1.20).
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Sekil 4.1.20. 1.MOA nin Coziimiinden Bir Boliim

2.MOA da biitiin ve parga arasinda bulunan alan iliskisini bulmustur (Ayrica
bakiniz, Sekil 4.1.15).

2.MOA: Surasi da S, surasi da S, surasi da S, surasi da S. Bir de 4S daha var. O zaman

su en distaki de KLMN olsun. O zaman alan KLMN=4S+Alan(EFGH)= 4a’ + 4ab + b’

3.MOA kenar uzunlugu a+b olan karenin alanmin, kenar uzunlugu b-a olan

karenin alaniyla, kenar uzunluklar1 a ve b olan dikdoértgenlerin alanlar1 toplamina esit
oldugunu yazmistir (Sekil 4.1.16 ve Sekil 4.1.21).

!o«”\b} =

Sekil 4.1.21. 3.MOA’nin Coziimiinden Bir Boliim
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Ispatin farkinda olma: MOA’larmin ispatin farkinda olma durumlari Sekil

4.1.22 dedir. Bu kategoriye ait alt kategori ve boyutlar basliklar altinda toplanarak

verilecektir.
A A
_|_ Ispat1 kullanma (O1, 02, 03) _|_ Amacini belirtme (02)
. . . Ispatin farkinda
- Ispattan uzaklasma Ispata odaklanma v olma
—|- Unuttugunu séyleme (02) —|- Durumunu belirtme
v v

Sekil 4.1.22. Pisagor Teoreminin Gorsel Ispatinda Ispatin Farkinda Olma

Ispattan uzaklasma alt kategorisi ispat1 kullanma boyutu: MOA’larindan
Pisagor teoreminin ispatin1 sekilden elde etmeleri istenmisti. MOA’lar1 amaglarinin ne

oldugunu unutmus, yaptiklari islemler icerisinde Pisagor teoremini kullanmiglardir.

1.MOA bir an igin Pisagor teoremini ispatlamaya calisigim unutarak, Pisagor
teoremi yardimiyla dik tiggenin kenar uzunluklar1 arasindaki asagidaki esitligi yazmistir

(1.Goriigsme).

l‘x 7o Lenss = i K L« a—)l & S

Sekil 4.1.23. 1.MOA’nin Ispatindan Bir Béliim
Bunun iizerine arastirmaci ve 1. MOA arasinda asagidaki konusmalar gecmistir.

Arastirmaci: Su hipoteniisii nereden yazdin?
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1.MOA: Bu her bir dik iicgenin a* +b* = ¢’ olarak bildigimiz iki dik kenarin karelerinin

toplami hipoteniistin karesine esit.

Arastirmaci: Nasil?

1.MOA: Buranin karesi ile buramn karesinin toplami ¢* ve esittir.

Arastirmaci: Ama sen burada Pisagor teoremini ispatliyorsun. Onu kullanabilir misin?

Zaten onu ¢tkartmaya ¢alistyorsun.
1.MOA: Onu ¢ikartmaya ¢alistyorum.

Arastirmaci: Evet, onu bilmiyorsun.

2.MOA, Pisagor teoremini ispatlamaya calistigin1 unutmus,

EH| yi Pisagor

teoreminden bulmus (Sekil 4.1.14), EFGH karesinin alanini da onun yardimiyla

hesaplamistir (Sekil 4.1.18, 1. Goriisme).

3.MOA da Pisagor teoremini ispatlamaya calisigini unutmus, Sekil 4.1.16 da
goriildiigli gibi Pisagor teoremi yardimiyla dik liggenin hipoteniisiinii dik kenarlarin
uzunluklar cinsinden ifade etmistir. Arastirmaci Pisagor teoremini kullandigini, ama

Pisagor teoremini bilmedigini, onu ispatlamaya ¢alistigini hatirlatmistir (1. Goriisme).

Arastirmaci: O zaman sen burada Pisagor teoremini kullanmis oluyorsun. Ama biz

Pisagor teoremini bilmiyoruz.

3.MOA: Dedigim gibi alandan o zaman gidecegSiz ama. Yine alandan gitmis oldum ben

burada.

Ispattan uzaklasma alt kategorisi unuttugunu soyleme boyutu: 2.MOA,
amacinin hangi ispati géstermek oldugunu unutmus, arastirmaci ile aralarinda asagidaki

konusmalar ge¢cmistir (2. Goriisme).
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2.MOA: Bunun alan: neye esitti? Su kenarlarin kareleri, kare oldugu icin. Ben Pisagor

teoremini ispatlayacaktim degil mi burada?

Arastirmaci: Evet.

2.MOA: Tamam.

2.MOA bir siire sessiz bir sekilde diisiinmiistiir. Bir siire sonra arastirmaci ne

diisiindiigiinii sormustur. 2.MOA yapacag1 ispat1 unuttugunu sdylemistir (2. Goriisme).

Arastirmaci: Ne diistintiyorsun simdi?

2.MOA: Simdi sunu diisiiniiyorum. Ben yapacagim ispati unutmusum. Dogaglama

gidiyordum. Pisagor teoremini ispatlayacagima gore surada a+b ve a var...

Ispata odaklanma alt kategorisi amacim belirtme boyutu: 2.MOA sorunun
ispatinda Pisagor teoremini kullanamayacagini ¢iinkii amacinin onu ispatlamak

oldugunu belirtmistir (2. Gorlisme).

Arastirmaci: Orada ne yaptin?

2.MOA: |HG| =c¢ dedim. Burada ben Pisagor teoremini uygulayamam, sonucta onu

ispatlamaya calistyorum, buradan Pisagor teoreminden uzunlugu su diyemem

herhalde...

Sonuca ulasma: 1.MOA ve 3.MOA, 1.goriismede; 2.MOA 2.goriismede sonuca

ulagmistir.
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A
Tam (01, 02, 03)
< - i | . Sonuca
D Ispatlayabilme Ispatlayamama " ulasma
Eksik
v

Sekil 4.1.24. Pisagor Teoreminin Gérsel ispatinda Sonuca Ulasma

1.MOA, Sekil 4.1.13. de yer alan dik kenar uzunluklarini a+b ve b; hipoteniisiinii

¢ olarak adlandirdig: dik {iggen iizerinden Pisagor teoremini bulmustur (Sekil 4.1.20).

2.MOA, HGFE Kkaresinin alan1 yardimiyla Sekil 4.1.15. deki dik {icgenlerin dik

kenarlarinin kareleri toplaminin hipoteniise esit oldugunu bulmustur (Sekil 4.1.25).
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Sekil 4.1.25. 2.MOA nin Sonuca Ulagmasi

3.MOA, Sekil 4.15. de yer alan dik kenar uzunluklarmi a ve b; hipoteniisiinii x

olarak adlandirdig1 dik ticgene dair Pisagor teoremini bulmustur (Sekil 4.1.19).

Sonucu degerlendirme: MOA’larinin hepsi sonuca ulasmistir. Bununla birlikte,
1.MOA ve 3.MOA sonucu elde ettiklerinin farkina varmalarma ragmen, 2.MOA farkina

varamamistir.
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A
Hemen (01,03)

P (A2) _ Sonucu
"~ Yaptigmin farkinda olma Yaptigmin farkinda olmama  degerlendirme

Sonra

v

Sekil 4.1.26. Pisagor Teoreminin Gérsel ispatinda Sonucu Degerlendirme

1.MOA, sonucu elde etmis ve daha énceden ispat igerisinde kullandig1 Pisagor

teoremi ile ayn1 sonucu elde ettigini ok ile gostermistir (Sekil 4.1.20).

2.MOA, sonucu HGEF Kkaresinin alaninin dik iiggenin hipoteniisiiniin karesine

esit oldugunu yazmis fakat sonucun Pisagor teoremine esit oldugunu goérememistir.

2.MOA: HGEF karesinin alani= 2a* +2ab + b’ idi. O da c¢* ye esit. Buradan da... Ben

bu soruyu, vani... Cok basit ama...

2.MOA, ne yaptigin1 gdzden gegirmis ve ispatla ugrasmay1 birakmustir.

2.MOA: Buradan, bunu sadece diizenledim. 2a* +2ab + b* vi  diizenledim.

(a + b)2 +a’ diye yazdim. O da zaten su kisim oluyor. Bu kalsin, yapmak istemiyorum

artik.

3.MOA, sonuca ulastigin1 iiggenlerin kenar uzunluklar1 arasindaki iliskiyi ifade

ederek, Pisagor teoreminin ispatini elde ettigini belirtmistir.

3.MOA: O zaman x’in N a* +b* 'ne esit oldugunu bulmus oldum.
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Gorev 2.

Asagidaki sekil 0<r <1 igin Zri =

i=0 l-r

Ispat1 gosteriniz.

teoreminin gorsel ispatin1 ifade etmektedir.

Sekil 4.1.27. Calisma Kagidi 2
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MOA ’larina geometrik seri ile ilgili Sekil 4.1.27. deki gorsel ispat sorulmustur.

Geometrik serinin gorsel ispattan elde edilmesi: PST ve PQR iiggenleri

benzerdir. Asagidaki sekilden bu benzerlik goriilebilir.

P Q
L :
4] \ ' 1- 7
B
‘R
1
1
S ’

Bu durumda ti¢genlerin benzerliginden
|PS| _|sT|
[OR]  |PQ)

yazilabilir. Buradan da degerler yerine yazildiginda

istenen esitlik elde edilmis olur.

Gorsel ispati algilama: MOA larmin bu kategoriye ait durumlari Sekil 4.1.28

+00

de gosterilmistir. Gorsel ispatta yer alan “Asagidaki sekil 0<r <1 icin E rt = 1—
i=0 —-r

teoreminin gorsel ispatini ifade etmektedir. Ispati gdsteriniz.” ifadesinde “Asagidaki

. N 1 e . . . . .
sekil 0<r<1 i¢in E r :1— teoreminin gorsel ispatini ifade etmektedir.” climlesi
i=0 —-r
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aciklama, “Ispat1 gosteriniz.” gérev ciimlesi almarak MOA’larmin soruya olan tepkileri

bu climleler dogrultusunda degerlendirilmistir.

$S(01.02)03) DA EO A YA, <« 58(01.02.03) DA EO A Yj
Soruyu okuma siirecinde algilama Geopmetrik yapiy1 algilama

. Gorsel ispat1

< Soruyu algilama Seklifalgilama ~ algilama
A A
Matematiksel ifade (O01,03)
SS(01.02.03) DA EO A YA <SS _|DA| EO A YA
Soruyu ispatlama siirecinde algilama feomptrik gosterimii algilama
Temsjl (02) Temsil (O3)
v v

v

Sekil 4.1.28. Geometrik Serinin Gorsel Ispatinin Algilanmasi

Soruyu algilama alt kategorisi: MOA’larinin soruyu okuma ve ispatlama
stirecinde soruyu algilamalarina dair herhangi bir durum ortaya ¢ikmamistir. Bu nedenle
soruyu okuma siirecinde algilama ve soruyu ispatlama siirecinde algilama boyutlar

sorunsuz siire¢ olarak alinmistir.

Sekli algilama alt kategorisi geometrik yapiy: algilama boyutu: Bu kisim ile

ilgili herhangi bir durum gézlenmediginden sorunsuz siire¢ olarak alinmaistir.
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Sekli algilama alt kategorisi geometrik gosterimi algilama boyutu: 1.MOA,

sekildeki |ST| yi dogru bulmasina ragmen elde ettigi matematiksel ifadeyi sekil ile

bagdastiramamis, dolayisiyla anlayamamistir. Ayni durumu sekilde x olarak

harflendirdigi |CT| icin de yasamistir (Sekil 4.1.29, 1.Goriisme).

P 22

a x - 5
i =TT

¥

Sekil 4.1.29. 1.MOA’nin Sekil Uzerindeki Coziimii

1.MOA: Biz her iicgeni biiyiitiip, tek tarafli dik ayrit secip, orayi her seferinde

1
—— ye ulasabiliyormusuz. (Seklin taban uzunlugundan bahsediyor.)

topladigimizda
-r

Kafama oturmayan yer r'ile hareket edivoruz ama paydada 1—r var. Ama sonucta

payda da 1—r olmazsa da bu gelen toplamla da IL yve ulasamam.
—r

1.MOA: Burada r’ e nasil ulasabilirim? 1—ryi bir sekilde yok edersem, nasil gider?
Arastirmaci: Burada xi mi bulmaya ¢aligsmistin?

1.MOA: xi bulduk. Ondan sonra su toplamin IL ye ulastigint da bulduk. Ama
—-r

o . P e .. r
kafama takilan sey surada buldugum x in r' cinsinden degil, 1— olmasuydi.

—-r
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2.MOA, aciklama ciimlesi ile sekilde verilenlerin uyumlu olup olmadigina
bakmig, sonsuzlugun geometrik gdsterim olarak nasil temsil edildigini anladigini

belirtmistir (1.Goriisme).

2.MOA: Bu sorudan bu sonu¢ nasil ¢ikar? Boyle tanjantlardan falan, toplam...

Bélmeler var. Sonsuz tane bélme olacak. Tamam, giizel. 0<r <1 oldugu icin su

uzakliklarin _boyle kiiciilmesi de mantikli eelivor. Ilk énce acaba dedim, surayt

gormemigim, fark etmemisim. Tamam, su uzunluklar béyle toplamlari...

3.MOA, sekildeki gdsterimi anlayamamistir (1.Goriisme).

3.MOA: Ispatini gosterecesim. Hichir sey diisiinemiyorum su anda. Aslhinda boyle

gidivor degil mi? Sonsuza kadar?

Arastirmaci: Evet.

3.MOA: Soyle gider mesela, sonsuza kadar gidiyor diye diisiiniirsek, ama her bir aralik

r olacak nasil boyle sunu sonsuza gotiirebiliyoruz hocam?

Sekli kesfetme: MOA’larinin sekli kesfetme durumlari Sekil 4.1.30. daki
gibidir. Bu kategoriye ait alt kategori ve boyutlar basliklar altinda toplanarak

verilecektir.
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A A
A
A D(O1) D(03)
Kenar < » Geometrik
< > Kenar uzpinlugu  [Trigongmetri ozellik
Adlandirma
Y Y
Ac1(02 v
v
P . Sekli
- Biitiinii kesfetme Parcayi|kesfetme " kesfetme
D(01,02,03) (O1)
P Parca-parca iligkisi
~ Trigdnometri Benzeflik kurma
Y
" Biitiine parca ekleme (O3)
v v

4.1.30. Geometrik Serinin Gérsel Ispatinda Sekli Kesfetme

Biitiinii kesfetme alt kategorisi adlandirma boyutu ag1 alt boyutu: 2.MOA
sekilde yer alan agilara harfler vermistir (Sekil 4.1.31, 1.Gorlisme).

Sekil 4.1.31. 2.MOA’ni Ortak Agilar1 Bulmasi

2.MOA: Suradaki dik iicgene acisal degerler verdim, o, 8 dive. B, a oldu.
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Biitiinii kesfetme alt kategorisi biitiine parca ekleme boyutu: 3.MOA,
sekilde bulunan {iggenleri dikddrtgen ve karelere tamamlayarak ¢oziim yolu

arastirmigtir (Sekil 4.1.32, 1.Goriigsme).

Arastirmaci: Sekli dikdortgene tamamladin orada?

3.MOA: Evet.

Sekil 4.1.32. 3.MOA nin Sekle Parcalar Eklemesi

Parc¢ay1 kesfetme alt kategorisi geometrik 6zellik boyutu kenar uzunlugu alt
boyutu: MOA’lar1 verilenlerden yararlanarak sekli olusturan diger parcalarm (kare,

ticgen v.b.) kenar uzunluklarini bulmuslardir.

1.MOA, verilenlerden yararlanarak PQAS olarak adlandirdigi karenin kenar

uzunluklarin1 ve PQR ti¢geninin hipotentiisiinii bulmustur (Sekil 4.1.29, 1.Goriisme).

Parcayr kesfetme alt kategorisi geometrik ozellik boyutu a¢1 alt boyutu:
1.MOA, PQR ii¢geninin acilarin1 bulmustur (Sekil 4.1.29, 1.Goriisme).
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Parcay1 kesfetme alt kategorisi geometrik ozellik boyutu trigonometri alt
boyutu: 1.MOA, PQR iicgenindeki bir agmin siniis degerini bulmustur (Sekil 4.1.29,

1.Gorlisme).

3.MOA, PST ve PQR ii¢genlerine ait aym aginin tanjant degerlerini bulmustur
(Sekil 4.1.33, 2.Gorilisme).

Arastirmaci: Onu nereden yazdin? Hangisinden?
3.MOA: Suradan, PST den.
Arastirmaci: PST iiggeninden tan o , karsi bolii komsudan...

3.MOA: Bir de su iicgende yazalim.

Arastirmaci: POR’ de.

~, | L = I
£ fa ol T — 5 e
i v T | L el e ¥
'|,3 11
r3 =0
i e L A wnoh = 2 —
b

Sekil 4.1.33. 3.MOA nin Coziimiinden Bir Boliim

Parcay1 kesfetme alt kategorisi parca-parca iliskisi kurma boyutu
trigonometri alt boyutu: | MOA, farkli iicgenlerde ayni acinin siniisleri esit

oldugundan PQR iicgenindeki 90—« acismin siniis degeri ile RAT ticgenindeki siniis

degerini esitleyerek |RT | yi bulmustur (1.Gorlisme).

1.MOA: Burada her seferinde siniis kullanarak buralari bulabilirim. RAT iicgeninde

ro l-r
|RT| 2472

deneyecek olsam olur.
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Arastirmaci: Ne yaptin simdi burada? RAT tiggeninde?

1.MOA: RAT iiceeninde, burada buldugum siniis degerini bilivorum. Yine burada ayni

acwyla siniis yine burada aymi acivla siniisii bulmak istedim. Buradan |RT | Vi

3 _ 2
bulabilirim. M
—r

2.MOA, Sekil 4.30 da her iki {icgende de bulunan S agisinin tanjant degerlerini
esitlemistir (Sekil 4.1.34, 1.Gorlisme).

sy
o i S e
........
—

Sekil 4.1.34. 2.MOA nin Coziimiinden Bir Bolim

3.MOA da iki farkli iiggendeki ayn1 aginin tanjant degerlerinin birbirine esit

olmasindan yararlanmistir (2.Goriisme).

3.MOA: Himm, simdi tana lar birbirine esittir. Oyleyse bu neydi, PST iicgenindeydi.

Bu ticgende iki tanjantlari birbirine esitlersek = olur.

Parcay1 kesfetme alt kategorisi parca-parca iliskisi kurma boyutu benzerlik
alt boyutu: 1. MOA, RAT ve PST iiggenleri arasindaki benzerlik iliskisini kullanarak x
olarak adlandirdigr kenar uzunlugunu bulmustur (Sekil 4.1.29 ve Sekil 4.1.35,

1.Gorlisme).
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Sekil 4.1.35. 1.MOA’nin Coziimiinden Bir Boliim

Ispati temel alarak akil yiiriitme: Yalnizca, 2.MOA ispat1 goz Oniinde

bulundurarak hareket ettiginden bahsetmistir.

A
- Sekilden veri elde etme (02)

y > ispati temel alarak
Stlratejl1 belirleme Strateji uygulama akil yiiriitme

A

—| Islemlere yon verme
v

Sekil 4.1.36. Geometrik Serinin Gérsel Ispatinda Ispat1 Temel Alarak Akil

Yiritme

Strateji uygulama boyutu sekilden veri elde etme alt boyutu: 2.MOA,
sekilden elde edecegi veriyi ispattaki ifadeye benzetebilmek amaciyla yaptigindan

bahsetmistir (1.Goriisme).
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2.MOA: Surada mesela tan 8 yi bulursam , bunu biraz bilerek yaptim, suradaki

1-r

ye benzetmek icin.

1-r

Cebire egilim gosterme: 3.MOA, formiil kullanmay: diisiinmiistiir.

(©03), | _ Cebire egilim
Cebirsel'diigtince Cebirsel'eylem © gosterme

A

Sekil 4.1.37. Geometrik Serinin Gérsel Ispatinda Cebire Egilim Gdsterme

Cebirsel diisiince boyutu: 3.MOA, soruyu diziler yardimiyla ¢dézmeyi

diisiinmtis, arastirmaci sonuca sekilden ulagsmasi gerektigini belirtmistir (1.Gorlisme).

3.MOA: Burada dizilerle ilgili kurallari kullanabilir miyiz?

Arastirmaci: Yok, sekilden ¢ikarman gerekiyor.

3.MOA, kendisini cebirsel olarak diisiinmemeye zorlamis, aklma bir sey

gelmedigini sOylemistir (1.Goriisme).

Arastirmaci: Ne diistintiyorsun bu soruyla ilgili?

3.MOA: Formiil kullanmadan nasil yapilir ki diyorum.

Arastirmaci: Kullanirsan eger, nasil bir formiil kullanmayr diisiindiin?
3.MOA: ...
Arastirmaci: Bu sonuca direkt formiille ulasabilecegini mi diistindiin?

3.MOA: Yani, onun disinda aklima bir sey gelmiyor.
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Ispatin farkinda olma: MOA’larn1 ispatla ugrasirken neyi bulmalar

gerektiginden bahsetmislerdir.

Amacii belirtme (01,03)

< . | ] -~ Ispatin farkinda
- Ispattanfuzaklasma Ispata odaklanma i olma

Durumunu belirtme

Sekil 4.1.38. Geometrik Serinin Gorsel Ispatinda Ispatin Farkinda Olma

Ispata odaklanma alt kategorisi amacimi belirtme boyutu: 1.MOA, sonuca

nasil ulasabilecegini diisiliniirken, ispatla ilgili amacindan bahsetmistir (1.Gorlisme).

3
1L.MOA: Genel anlamda iicgende lr . r*, r,1 seklinde devam ediyor. Bizim

o0

. , 1 . . . 1 . .
aradigimiz Zr’ = 1— vi bulmak. Bu toplam olduguna gore, 1— yi_elde etmemiz
i=0 -r -r

gerekiyor.

3.MOA, ispatta kendisinden istenileni dile getirmistir (1.Goriisme).

3.MOA: Aslhinda ben sunun hepsinin toplaminin oldugunu gostermek istivorum.

1-r

Cok merak ettim ben bu sorular: simdi. Gergekten giizelmis.
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Sonuca ulasma: 1.MOA ve 2.MOA, 1.goriismede; 3.MOA 2.goriismede sonuca

ulagmistir.

\
Tam (01, 02, 03)

- i | . Sonuca
Ispatlayabilme Ispatlayamama " ulasma

A

Eksik

v
Sekil 4.1.39. Geometrik Serinin Gérsel Ispatinda Sonuca Ulasma

1.MOA, x uzunlugu (Sekil 4.1.35.) ve diger uzunluklar yardimiyla |ST| yi

hesaplamis, buradan sonuca ulagsmaistir.
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Sekil 4.1.40. 1.MOA’nin Sonuca Ulasmasi

2.MOA, Sekil 4.1.34. te elde ettigi esitlikteki sadelestirmeleri yaparak sonuca

ulagmistir.
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Sekil 4.1.41. 2.MOA nin Sonuca Ulasmas1

3.MOA, tanjant degerlerini birbirine esitleyerek sonuca ulagmistir.

s = = =
e x- —
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Sekil 4.1.42. 3.MOA nin Sonuca Ulasmas1

Sonucu degerlendirme: 2.MOA ve 3.MOA sonucu elde ettiklerinin farkina
hemen varmalarina ragmen, 1.MOA sonradan farkina varmistir.

A
Hemen (02,03)

<

"~ Yaptigmin [farkinda olma

_ Sonucu

|
Yaptiginin farkinda olmama  degerlendirme

Sonra(01)

v

Sekil 4.1.43. Geometrik Serinin Gorsel Ispatinda Sonucu Degerlendirme

1.MOA, soruda ¢dziimii buldugunu sonradan fark etmistir.
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3

1.MOA: Yok sorun yokmus ashinda. Soruyu cozdiim. Burada buldugum x degeri

—-r

idi. Ama benim diisiinmedigim sey bunun da zaten bir toplam olduguydu. Yani bu

r (%) idi. Burada i degerler almaya devam ediyor. Yani i 3 igin, 4 i¢in, 5 igin diye
—r

devam ediyor. O yiizden tamam sorun yok bu soruda.

2.MOA, sonucu elde etmesiyle, sonucu elde ettigini fark etmesi ayn1 anda
olmustur.

5
2MOA: Tamam bovle bulduk. IL = ”=°1 vazabilirim.
—r

3.MOA da sonuca ulastigini fark etmede sorun yasamamistir.

3.MOA: Buradan da bunun oldugunu buluruz.

—-r
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4.1.4. MOA’larinin  Trigonometrik Déniisiimler 1ile Tlgili Gérsel Ispati

Ispatlamalar

Gorev 3.

[

olmak iizere, yukaridaki sekil asagidaki formiillerin gorsel

0:05—,8 ve 7:a+,B
2 2

ispatini ifade etmektedir. Bu ispatlar1 gosteriniz.

a— a+
ﬂCOS ﬂ

sina —sin f# =v =2sin 5

a_ﬂsina;ﬂ

cos f—cosa =u =2sin

Sekil 4.1.44. Calisma Kagidi1 3
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MOA’larina trigonometrik doniisiimlerle ile ilgili Sekil 4.1.44 teki gorsel ispat

sorulmustur.

Trigonometrik doniisiimlerin gorsel ispattan elde edilmesi:

[
(cos a,sing)
F
7 [cg:ﬁ,sin I&)]
o
e
v B
[] -
C ' |

Sekil yukaridaki gibi harfler verilsin ve A ve E noktalarimin koordinatlarini

yazilsin. FCE agisina x diyelim. Sekilden

O+x+f=a

yazilabilir. Soruda verilen 8 = o= degeri yukaridaki esitlikte yerine yazildiginda,

x=Z ; P bulunur. Yani m(]*ff-f?? ) =60 olur. Bu ifade sekilde yerine yazildiginda ACE

ticgeninin ikizkenar tiggen oldugu gortliir.
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&
{cos a;sinc)
F
k " {-:Eg»ﬁ,smﬁJ
o
7
S\
i ] i
C D 1
Buradan da
|AF|=|FE|=sin6
bulunarak
|AE| = 25in 6 = 2sin “;ﬂ

yazilabilir.

Elde edilen degerler ve acilar sekilde yerine yazilirsa asagidaki gibi olur.



I 3
(cos a,sina) —d
1%
/908 F —
Vv \ o, .
=\, (cosf,sinf)
A u _
G TEivae
o
am
p
] 5 € -
= B C D 1

Buradan

m(GAE) = (e ~90)+(90-6)

a-p

oldugu goriiliir. 6 = — degeri bu esitlikte yerine yazildiginda

bulunur. Ayrica sekilden
|AG| =sina—sin f=v ve,

|GE| =cosf—cosa =u

80
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oldugu goriiliir. AGE ii¢geni icin elde edilenler agagidaki gibi yazilirsa,

G

cos S—msa=u

-p a+f a-p . a+p

Buradan v = 2sin & 3 cos 5 ve u =2sin 3 sin 5 oldugu goriiliir.

Gorsel ispat1 algilama: MOA’larinin bu kategoriye ait durumlar1 Sekil 4.1.45.
a=p . ,_atB
2 2

te goOsterilmistir. Gorsel ispatta yer alan “6 =

y= olmak iizere,

yukaridaki sekil asagidaki formiillerin gorsel ispatini ifade etmektedir. Bu ispatlar

gosteriniz.” ifadesinde y :T olmak tizere, yukaridaki sekil

asagidaki formiillerin gorsel ispatin1 ifade etmektedir.” ciimlesi aciklama, “Bu ispati
gbsteriniz” gorev ciimlesi almarak MOA’larinin soruya olan tepkileri bu ciimleler

dogrultusunda degerlendirilmistir.
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< SS(01.02(03) DA EO A YA > 'SS(OI,OZ,C 3) DA EO A YA,
Soruyu gkuma siirecinde algilama Geometrik yapiy1 algilama

. Gorsel ispat1

A

Soruyulalgilama Seklijalgilama ”  algllama
A s o
Agiklama Konumn(01,02,03)  Konum(O1,03)
4SS((")2) DAl EO A YA > &8 DAl |[EO A YA
Soruyu ispatlama siirecinde glgilama Geomettik|gosterimi algilama
Gorev(01,03)

v v v
Sekil 4.1.45. Trigonometrik Déniisiimlerin Gérsel Ispatinin Algilanmasi

Soruyu algilama alt kategorisi soruyu okuma siirecinde algillama boyutu:
MOA’larmin soruyu okuma siirecinde soruyu algilamalarina dair herhangi bir durum
ortaya ¢ikmamistir. Bu nedenle soruyu okuma siirecinde algilama boyutu sorunsuz

stire¢ olarak alinmistir.

Soruyu algilama alt kategorisi soruyu ispatlama siirecinde algilama boyutu:
Bu alt boyuta dair 2.MOA ile ilgili herhangi bir durum ortaya ¢ikmadigindan sorunsuz

siireg olarak almmustir. 1. MOA ve 3.MOA ’nin soruyu yanlis anladiklar goriilmiistiir.

1.MOA, soruda yer alan matematiksel ifadeyi yanls anlamistir. 1. MOA, u ile
ilgili soldaki esitligin u ya esit oldugunu kullanmaya calismistir ve uzunlugu negatif
bulmustur. Bunun {izerine arastirmaci, soruda verileni kullanamayacagini, kendisinden

zaten onu bulmasi istendigini sdylemistir (1.Gorlisme).

Arastirmaci: Sunu nasil yapmistin?
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1.MOA: sina i bilivorduk. Buradan cosa ya gectik. cosB yi biliyoruz.

cos f—cosa dan bahsedilmis ve u ya esit oldugu verilmis. cos 8 ile cosa yi yerine

yazip u ya esitledigimde b= —\|1-(a+ v)2 ikt

Arastirmaci: u ya esitlediginde? Ama u ya esitlediginde... Soruda onun oyle oldugunu

gosterin demis. Ama sen soruda vermis, kabul edilmis gibi uyguladin?

1.MOA: Ki zaten burada uzunluk negatif ¢ikti. Buras: sina , burast cosy , ayni sekilde

de burada da 0 ve y var.

3.MOA’nin da soruda yer alan matematiksel ifadeyi yanls anladigi soruyu
ispatlama siirecinde ortaya ¢ikmistir. Arastirmaci 3.MOA’na u ve v nin esit oldugu
esitliklerin nasil bulunabilecegi konusunda ne diisiindiigiinii sormustur. 3.MOA bu
esitliklerin ayr1 ayr sekilden ¢ikarilabilecegini sdylemek yerine, birini sekilden bulup,
digerini onun yardimiyla elde edilebilecegini, yalniz sag taraftakinden sol taraftakine

ge¢menin daha kolay, diger ihtimalin daha zor oldugunu sdylemistir (2.Goriisme).

Arastirmaci: Sence nasil bulmus olabilir u ve v nin solundaki ve sagindaki esitlikleri?

3.MOA: Yani buradan sunlarm acilimimi yazdisimda her birinin sunu verir diye

diistintiyorum.

Arastirmaci: 2sin(a;ﬁ jcos(a;ﬁ j nin agtlimint yazarsan oradan da o bulunur
diyorsun.

3.MOA: Evet, va da tam tersi... Buradan gitmek daha zor olabilir ama buradan gitmek
daha...

Arastirmaci: sina —sin f dan baslayp diger tarafa gegmek daha zor diyorsun.
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Sekli algilama alt kategorisi geometrik yapiy: algilama boyutu: Bu kisim ile

ilgili herhangi bir durum goézlenmediginden sorunsuz siire¢ olarak alinmaigtir.

Sekli algilama alt kategorisi geometrik gosterimi algilama boyutu konum alt
boyutu: MOA ’lar1 sekildeki kenar uzunluklar1 ve agilarin konumunu algilamakta zorluk
¢cekmislerdir. Bu durum 1.goriismelerde ortaya ¢ikmis, 2.goriismelerde gézlenmemistir.

MOA ’larmin iicii de sekle ait kenar uzunluklar ile ilgili sorular sormuslardir.

1.MOA, u nun ait oldugu kenar uzunlugunu yanlis anlamistir (1.Goriisme).

1.MOA: Birim ¢emberde oldugumuz icin O ve B noktalarimin arasindaki uzaklikta
varigapa egsit olacak, burasi da 1. Karst bolii hipoteniisten a olacak. cos ff = %
Arastirmaci: Ama suranin hepsine cos [ dedin. |AE| =u degil mi?

1.MOA: |AE| =u evet.

Arastirmact: |AO| #u degil mi? Bu durumda |AO| =u olsaydi olurdu?

1.MOA: Evet. O zaman suraya da b dersek, u-b kadar olur.

2.MOA, sekli incelerken emin olmak i¢in sorudaki u ve v uzunlugunun tam

olarak neresi oldugunu sormustur (1.Goriisme).

2.MOA: Suradaki v su uzunluk degil mi? u da su dikdorteenin mi uzunlugu?

3.MOA da kenar uzunlugundan emin olamamis, arastirmaciya sormustur.

(1.Gorilisme).

3.MOA: u tamanu degil mi?
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Arastirmaci: Evet, tamami, yani |F C|, vde |FB|.

3.MOA, sekildeki kenar uzunlugunu yanlis anlamis, arastirmaciya tekrar

sormustur (1.Goriisme).

3.MOA: Surasi u mu diye diisiiniiyorum da su anda.
Aragtirmaci: |F C| nin tamami u.
3.MOA: |FC|? dyle mi?

Arastirmaci: Evet, oranin tamami u.

3.MOA: Ben surasi u sanmistim, onu buraya tasimayvi diistiniiyordum.

Arastirmaci: |FC| nin tamami u, FB| de v.

1.MOA ve 3.MOA sekildeki agilarla ilgili soru sormusken, 2.MOA agilara

yonelik herhangi bir soru sormamustir.

1.MOA, soruyu c¢ozerken 6 acismin neresi oldugundan emin olamamus,

arastirmactya sormustur (1.Gorlisme).

1.MOA: Birim ¢cemberin yarisi oldugu icin buralar yaricap. Buraya a dersem burasi da

a. 0 buramn tamami mi?

Arastirmaci: Evet.

1.MOA y nin temsil ettigi aciy1 yanls anlamistir (1.Goriisme).
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1.MOA: Burasi o —90, 90— g, surast y.Tamami 90—y . Burasi xise, 90—x.
Arastirmaci: Neresi 90—y ?
1L.MOA: Suras: y, buramn dik oldugu verilmis. COB ii¢geninde ...

Arastirmaci: Ama suranin tamami COA. ..

1.MOA: Buras: 0, yolarak almayacagiz.

3.MOA, soruyu okuduktan sonra sekli incelerken agilar1 sormustur (1.Goriisme).

3.MOA: 0 surasi?

Arastirmaci: O zaman 6, BOE agisi oluyor.

3.MOA: BOE mi? Suramn tamamnmuymis? o da tamami ni?

Arastirmaci: Evet, tamami, yani BOD agist oluyor. 3 da COD agist oluyor.

3.MOA, sekildeki agilarin neresi oldugundan emin olamamis, arastirmaciya

tekrar sormustur (1.Goriisme).
3.MOA: Surast 0 miydi?

Arastirmaci: Evet, BOE agist 6 ya esit.
3.MOA: O zaman burasi da 6
Arastirmaci: EOC de 6.

3.MOA: Evet.
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Sekli kesfetme: MOA’larmin bu kategoriye ait durumlar1 Sekil 4.1.46. da

gosterilmistir.
A
A .
D(03) TD
< Kenar A¢1p Adlandirma
A
Y Y
v

TD((“)l,(")Z,(")B) TD(("B) TD(O2,(")3) }) TD

< » Geometrik < pGeometrik
¢l Kenar upunlugu  6zellik A¢1  Kenar uzyinlugu | Trigonometri  6zellik

Y(01,03) Y Y Y

< Sekli

h Biittidi kesfetme Parcay1 kegfetme © kesfetme

(O
P . Parga-par¢a iliskisi
~ [Trigonometri " kurma
Y
Biitiine parca Parcaya parca
T ekleme(O3) T ekleme(03)
‘D!(")l:(")2=(")3! Y,, Geometrik yapi
bulma
v v

Sekil 4.1.46.Trigonometrik Déniisiimlerin Gorsel Ispatinda Sekli Kesfetme

Biitiinii kesfetme alt kategorisi adlandirma boyutu kenar alt boyutu:
3.MOA, sekilde bulunan kenar uzunluklarina harfler vermistir (Sekil 4.1.47,

1.Goriisme).
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3.MOA: Evet. Suralara degerler versem; a, b, ¢ olsun. sin f = ﬁ, surasi da d olsun. ¢

c
ise surast da c dir.
L
ie
o
i -
/2
f S: r;('\j .'."fé’ =]
@ \..IV
-1 P o Mg b b1

Sekil 4.1.47. 3.MOA nin Sekildeki Kenar Uzunluklarin1 Harflendirmesi

Biitiinii kesfetme alt kategorisi geometrik ozellik boyutu aciyr bulma alt

a—ﬂze

boyutu: 1.MOA, olmasindan da yararlanarak sekildeki bazi acilari

bulmustur (Sekil 4.1.48 ve Sekil 4.1.49, 1.Gorlisme).

\,‘::-"ll- = B’

Sekil 4.1.48. 1.MOA’nin Sekil Uzerindeki 1. Coziimii



&9

o IC_ O\CJ} -

oA =Y

LOA g

Dot - w-B= 16
h ek - &

o S

Sekil 4.1.49. 1.MOA’nin Baz1 Acilar1 Bulmasi

1.MOA, farkli iiggenlerdeki agilar ve soruda verilenlerden yararlanarak GDB
agisini bulmustur (Sekil 4.1.48.).

1.MOA: Surast o —m (@) =a—0, burada 0 min yerine o — yazarsam,

a-p a+pf
2 2

yapar.

+
Arastirmaci: GDB nin d oldugunu buldun.

1.MOA: GDB % buda v idi

1.MOA, x acisi1 diger agilar tiiriinden yazmaya ¢alisnustir, fakat yanlis sonug

bulmustur (Sekil 4.1.48, 1.Gorlisme).

Arastirmaci: Sen ne yapmak istemistin, amacin neydi buradaki islemi yaparken?

1.MOA:  Pardon, surasi eksi olacak. Ben burada xi yok etmeye ¢alistm. Suraya
yazdiklarimla a—90, xi yazmaya ¢alisiyorum. Burasi eksi, burasi arti, burast eksi...

Stfir esittir sifir cikti. Isime yaramadi.
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Sekil 4.1.50. 1.MOA’ nin Coziimiinden Bir Boliim

1.MOA, 6nceden bulamadigi x acgisiin degerini, baska pargalardaki acilar

yardimiyla, DOC agisindan yararlanarak diger agilara bagli olarak bulmustur (Sekil
4.1.51, 2.Goriisme).

Sekil 4.1.51. 1.MOA nin Coziimiinden Bir Boliim

2MOA da sekilde bulunan agilar1 bulmaya c¢alismistir (Sekil 4.1.52,

1.Goriisme).
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Sekil 4.1.52. 2.MOA nin Sekil Uzerindeki Coziimii

2.MOA: Baska neyi kullanabilirim? Ayni zamanda eger burasi [ acisi ise, surasi J3

a-— . .
zaten. O zaman agist dedigim a¢1 y — f ye esittir. Surast r olsun. Surasi 1, r

demistim de 1.

2.MOA: Surada 0 ile y yi vermisti, 6+ y = a oluyor. O zaman surast 180 dereceye

tamamlayacagt igin...

Arastirmaci: 0 +y =ami?

2.MOA: Surada 0+y varya...a -3, #, surada gler gidecek sonu¢ a ¢ikacak

yani toplami a verdiginiz gibi. Burasi 180 —a oldu. O zaman suraya o —90 kalir.

Arastirmaci: Yani AEG agisi.

3.MOA, verilenlerden yararlanarak sekildeki diger acilar1 bulmaya calismistir.
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o

% — ﬂ f;—ﬁ olmak ilzere, yukandaki sekil dqaguiam mumullerm gégsx}cspﬂlml ifade

etmek‘redu L3y ispatlan gslerinie,

Gy —a =\ _i R
sin e - smﬁ’ o= ﬁs:n({ ‘B' a%q"\

cos 7 - msa.—u—lsma:ﬁsm%

P, ~

Sekil 4.1.53. 3.MOA nin Sekil Uzerindeki 1. Coziimii

3.MOA, verilenlerden sekildeki bir agmin degerini (EOC agisini1) bulmustur
(Sekil 4.1.53, 1.Gorilisme).

3.MOA: Himm, 0’y burada vermis, o — 3 'min yarisi. a da tamami demistik zaten. O

zaman surasi da 0 demek istiyor, ¢iinkii o — 8 ‘min yarisiymig 6. O zaman burasi da 6

Arastirmaci: Yani EOC ac¢ist da 0 dir, dedin.

3.MOA, agcilar1 bulmaya devam etmis, FBC agisini iki a¢inin toplamindan

a+p —B bulmustur (Sekil 4.1.53, 1.Gériigme).

bulmasi gerekirsen, yanlis toplayip e

3.MOA: Himm, surasi a- olur.

, 0 zaman burasi 90 —

a-p
2
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a-p a-p

bulmustun. O yiizden OBE ye de 90 — dedin.

Arastirmaci: BOE yi

3.MOA: Evet, surasi da o —90 zaten, sonra su acilari da toplarsam, ne ¢ikt1?
Arastirmaci: ABO agisiyla OBE agisini topluyorsun degil mi?

a-p a-p

3.MOA: Evet. Orasi da ctkiyor. Demek ki orasi da

. cok ilgin¢. Sunun

o — C.7. 9
tamami ¢tkti. Oramin tamami ama &, ama olsun ©, yanly degilim dogruyum. O

zaman...

Arastirmaci: ABC agisini a—p mi buldun?

3.MOA: FBC agisi a—p ¢tkiyor.
Arastirmaci: Hangisi? FBC agisi?

3.MOA: Yani 0, éyle ¢ikti. Surast a—90, burasi da o zaman 90—# dedik.

a-p

Topladigimizda oluyor.

3.MOA, gorsel ispat iizerinde diisiinmeye devam etmistir. Cizdigi sekilden
yararlanarak acilar arasinda bir esitlik bulmus ve bunu nasil kullanabilecegini

sorgulamistir (Sekil 4.1.53, 1.Goriisme).

Arastirmaci: Onu nereden yazdin?
3.MOA: Simdi surast o ...
Arastirmaci: BOD agisint diyorsun.

3.MOA: Suradan bakalim o + 3, baktigimizda surasi 0, surast da 0, dogruyum degil

mi?
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Arastirmaci: Orasint da 6 buldun.

3.MOA: 20, birde 2f toplamina esittir. Simdi burast f ... Simdi suramn tamami o,
burasi da P, a+ [ neye esittir? 20 var iginde, 2 var. a+ [ =20+2 olmus

oluyor.

Arastirmaci: 2.2 ¢alisma kagidinda ¢izmis oldugun sekle gore onu yazdin?

3.MOA: Evet, a+ =26+2p olmus oldu. O zaman atp =60+ poluyor. 6+ f ne

a+p
5

isime yarayacak? Surasi 6 zaten, 0 + 3 ya esit oldu. Yani su

Arastirmaci: Yani EOD agist...

3.MOA: EOD acist atp ye egit oldu.

Biitiinii kesfetme alt kategorisi geometrik 6zellik boyutu kenar uzunlugu alt
boyutu: 3.MOA, sekilde yeni bir iicgen elde ederek kenar uzunluklar1 bulmustur (Sekil
4.1.54, 2.Gorilisme).

Sekil 4.1.54. 3.MOA nin Sekil Uzerindeki 2. Coziimii
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3.MOA, EGO ii¢genini olusturduktan sonra bu olusturdugu sekle bagl olarak

bazi sekillerin kenar uzunluklarin1 bulmustur.

3.MOA: Surasi ne olur ki?

Arastirmaci: E noktasindan OD ye bir dikme indirdin.

3.MOA: Evet, suralar % seklinde ayiriyor.

u
Arastirmaci: Neresi 5 dedin?

3.MOA: Simdi sunlar esit oldugundan dolayi, aaa bir dakika olmaz, olur mu, olur.

Paralel indirdim, suralar esitse...

Arastirmaci: |BE| ile |EC| birbirine esitse dedin?

3.MOA: Suralar birbirine esit. Suraya H diyeyim. |FH | ile |HC| birbirine egsit.

Arastirmact: Oyle dedin, o zaman |HC| ve % dedin.

3.MOA: Evet, suraya ne kalmis oluyor?

Arastirmact: Indirdigin dikmenin ayagina da G de istersen.

3.MOA: O zaman |OG

, cosf3 —% oluyor.

Biitiinii kesfetme alt kategorisi biitiine parca ekleme boyutu: 3.MOA,

sekildeki dogru pargalarini uzatarak iki {iggen olusturmus, buradan agisini

bulmaya caligmistir. (Sekil 4.1.53, 1.Goriisme).

Arastirmaci: Bu ¢izdigini dogrusal mi ¢izdin? BO...
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3.MOA: Evet, dogrusal cizdim, o+, surasi 180— (a +p ) olacak, ne _isime

a+p
2

varayacak? Surasi dogrusal da ¢izemedim, neyse. nereye denk gelir? cosf3,

cos 8 = b zaten.
Arastirmaci: Onu nereden yazdin? cos (1 80— a) dedin?

3.MOA: —cosa oldu. Suradan yapmaya ¢alisiyorum da, himm evet olmad.

3.MOA, 2.gériismede de aym sekli ¢izerek o + B agisin1 bulmaya ¢alismistir.

Arastirmaci: Onu nereden yazdin? o+ ff =20+2 yi?

3.MOA: « zaten surasi, bir tane daha [ eklersek su agi olacak, ben yine simetrigini

alryyorum. a + p =260+ 2 olmus olacak. Suradan cizdigimde, degil mi?

Arastirmaci: Onu ¢iz istersen oraya.

3.MOA: Tamam o zaman. Su da B, o zaman o+ =20+28 olur. Bu durumda
a+pf
2

=0+ p olacak. 6+ B, humm yani iste su agi, diin de buraya kalmistim.

Biitiinii kesfetme alt kategorisi geometrik yapi boyutu: MOA’lar1 sekilde

ikizkenar tiggen oldugunu bulmuslardir.

1.MOA, agrortaymn aynm1 zamanda yiikseklik olmasindan yararlanarak DOB nin

ikizkenar liggen oldugunu bulmustur. (Sekil 4.1.48, 1.Gorlisme).

1.MOA: Burast 0, burasi da 0, burasit da o zaman 90— 6 . Burasi ikizkenar iicgendir.

1,1, 0,0.
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2.MOA, vyarigaplarin esit olmasindan yararlanarak, EGC iicgeninin ikizkenar

ticgen oldugunu bulmustur (Sekil 4.1.52, 1.Goriisme).

Arastirmaci: Ya da istersen onlari harflendir, oyle daha kolay olur.

2.MOA: Tamam. Simdi surada su bir yarim cember ise, su bir yaricap ise, su da bir

varicap oldugu icin...

Arastirmaci: Yani GC yi ve EG yi séyliiyorsun.

2.MOA: Evet, GC yi ve EG yi séyliiyorum. Onlar yari¢ap oldugu icin eger su G deki aci
o —f ise, buradan tabana inen dikme varsa bunlari iki esit par¢aya bélecektir.

Tkizkenar iicgen ciinkii ikisi de yaricap. Yani su kisim, sunu nasil gosteriyim, soyle

gosteriyim, surasi.

3.MOA, yaricaplardan faydalanarak sekilde ikizkenar iicgenin yer aldigini
bulmustur (Sekil 4.1.53, 1.Gorlisme).

Arastirmaci: Onu nereden yazdin? |BO| ile |OC| nun esit oldugunu...

3.MOA: Ciinkii cemberin yaricaplar: olmus oluyor.
Arastirmaci: Evet, dyle diisiindiin. Cemberin yari¢apt oldugu igin yazdin.

3.MOA: Evet, o zaman sunlar d, su da birbirine esittir. Ciinkii ikizkenar olmus oldu.

Parcayr kesfetme alt kategorisi geometrik ozellik boyutu a¢i alt boyutu:
2.MOA, ikizkenar iicgeni bulduktan sonra bu iicgenin oOzelliklerini kesfetmeye
baslamis, tepe noktasindan ¢izilen yiikseklik ayni zamanda agiortay oldugundan

buradaki aciortaya ait agilar1 bulmustur (Sekil 4.1.52, 1.Gorlisme).
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Arastirmaci: Ama bak surast « . Soyle o . Suradan bashyor o, soyle devam ediyor.

2.MOA: Tamam. B ydi burasi. O zaman ben « dan ¢ikardim. Surasi sadece o — 3
a-p

divorum. Su kisimda divorum ki .

oldu, sadece su kisim. Surasi o zaman

Yani EGF iicgeninin acisi.

Arastirmaci: Ya da EGF agist da diyebilirsin.

2.MOA: Tamam, EGF acgisi @

Arastirmaci: Digerini de yaz, FGC agisi.

Y MOA: 0 da 2=8

, tamam.

3.MOA da sekilde ikizkenar {icgenin oldugunu bulduktan sonra ikizkenar

ticgenin tepe agisini bulmustur (Sekil 4.1.53, 1.Goriisme).

3.MOA: Ikizkenar ise surasi olur.

, burast da

oa—pf oa—pf
2

Arastirmaci: Onu nereden yazmistin?

3.MOA: Ikizkenar iiceen oldugu icin suralar esit olacak, esit aviracak yani.

Parcay1 kesfetme alt kategorisi geometrik ozellik boyutu kenar uzunlugu alt
boyutu: 1.MOA, DOB ii¢geninin ikizkenar iiggen oldugunu bulmus, sonra bu 6zellige

dayanarak esit kenar uzunluklarini belirtmistir (Sekil 4.1.48, 1.Goriisme).

1.MOA: Burasi 0, burasi da 0, burasi da o zaman 90—0 . Burasi ikizkenar iicgendir.

1, 1, 8,0. Suramin uzunlugu ile suranin uzunlugu birbirine esittir.
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Arastirmaci: |DC | = |CB| ?
1.MOA: |DC|=|CB| olur.

Arastirmaci: |OD| = |OB| oldugunu da buldun?

1.MOA: DéO ikizkenar ise |0D| :|OB| =1

2.MOA ikizkenar iicgene geri donmiis, ikizkenar {icgeni olusturan iicgenlerden
biri olan EGF fi¢geni i¢in EF ve FG kenar uzunluklarini bulmustur (Sekil 4.1.52,

1.Goriisme).

2.MOA: O zaman sinZ vi, EGF iiggeni i¢cin yapryorum. EGF icin

- EF . -
sinZ p :Q . O da EF ye esittir. EF uzunlugu sinZ P

imis. Burasit da ayni

a
seydir. Su da cos , surasidir.

2.MOA, ABCD dikdértgeninin AD ve BC kenar uzunluklarin1 bulmustur (Sekil
4.1.52, 1.Goriisme).

2.MOA: Baska ne var?
Arastirmaci: Simdi BC ve...

2.MOA: BC ve AD yi yazdim, sin 8 onlar. Surasi da cos f3 .

3.MOA yamukta orta taban uzunlugunu hesaplama kuralindan yararlanarak |EG|

yi bulmustur (Sekil 4.1.54, 2.Goriigsme).
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3.MOA: Ben hep buradan ¢ikmaya ¢alistim su ana kadar nedense. Burasi sin 3, burasi

sina Yamukta bir kural vardi. Yanhs mi hatirliyorum bilmiyorum ama geometrik
kurallari. Su orta taban dikmesi olmus oluyor. Yani su iki tane esit par¢alara ayirdigi
icin, su par¢a bununla bunun toplamimin yarisi miydi? Oyle bir sey vardi. Su uzunlukla

su uzunlugun toplaminin yarisi diye hatirliyorum.
Arastirmaci: Yani EG den indirilen dikme, AB ve CD nin toplamlarinin yarist...
3.MOA: Diye hatirimda kalmis ama tam emin degilim.

sina +sin

Arastirmaci: O zaman EG yi diye diistindiin.

3.MOA, OCD ii¢geninde |CD| yi ve BFC iiggeninde |EH| yi liggenlerin kendi

icindeki ozelliklerden yararlanarak bulmustur (Sekil 4.1.54, 2.Goriisme).

3.MOA: Suras: ayni zamanda sin 8
Arastirmaci: Neresi sin 3 ?
3.MOA: Suradan dolay:.

Arastirmaci: CD .

3.MOA: Suras: da % )

Arastirmaci: Suradaki noktaya da bir harf ver.
3.MOA: H diyelim.

Arastirmaci: Onu nereden yazdin? Tekrar ifade edelim.

. 1
3.MOA: Burasi yine orta taban > ¢clinkii egit ayirmis bunlart.

Arastirmaci: O yiizden EH, ; olur dedin.
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3.MOA, dikdértgenden yararlanarak |HG| yi  bulmustur (Sekil 4.1.54,

2.Gorilisme).

3.MOA: Surasi da sin 8 dir, zaten.

Arastirmaci: HG de, CD ye paralel oldugundan sin 8 dedin.

3.MOA: Su 0 va girmemelivim ama...

Parcayr kesfetme alt kategorisi geometrik o6zellik boyutu trigonometri alt

boyutu:1.MOA, GDB ii¢cgeninden siny y1 bulmustur (Sekil 4.1.55, 2.Gériisme).

Sekil 4.1.55. 1.MOA nin Sekil Uzerindeki 2. Coziimii

1.MOA: m(@)za—%, surast 180—a idi m(E/O\D):180—a, m(O/\DB)=90—(9

Suranmin da 0 oldugunu bulduk. Buras: u, burast v ise, siny yi yazabilirim.
u+v

siny yi yazdim GDB den.
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3.MOA, BOE iicgeninde BOE acisinin ve COD iicgeninde COD agisinin
sintislerini bulmustur (Sekil 4.1.53. ve Sekil 4.1.56, 1.Gorlisme).

SioY =

£
- A

. oS =4

P

St -

o
D

Sekil 4.1.56. 3.MOA’nin Coziimiinden Bir Boliim

Parc¢ay1 kesfetme alt kategorisi parca-parca iliskisi boyutu trigonometri alt
boyutu: 1.MOA DGB ve CHB iicgenlerindeki ¥ dan yararlanarak |HB| yi bulmustur

(2.Gorlisme).

1.MOA: siny = % ayni zamanda ——
u - +v

8]

Arastirmaci: |HB| mi dedin?

1.MOA: |HB| surasi. CHB ii¢genini kullandim.

.-5'“"*}3“ B _B,__._..-
s Jody = W &

Sekil 4.1.57. 1.MOA’nin Coziimiinden Bir Boliim
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Parcay: kesfetme alt kategorisi parcaya parca ekleme boyutu: 3.MOA EG
dikmesini indirerek EOG {i¢genini olusturmustur (Sekil 4.1.54, 2.Gorlisme).

Ispat1 temel alarak akil yiiriitme: MOA’lar1 gorsel ispatla ugrasirken soruda

kendilerinden istenilen bilgileri ¢ikarmaya yonelik akil ytiriitmislerdir.

A A
| Sekil iizerinden (01, 02, O3) | Sekilden veri elde etme (02)

Ispati temel alarak
Stratej1 belirleme Stratej1 uygulama > akil yiiriitme

A

_|Islem iizerinden (O1, 02) | Islemlere yon verme (02,03)
v v

Sekil 4.1.58. Trigonometrik Doniisiimlerin Gorsel Ispatinda Ispat: Temel Alarak Akil

Yiritme

Strateji belirleme boyutu sekil iizerinden alt boyutu: 1.MOA, sekil iizerinden
hangi verileri elde edebilecegini, bunlarin ispata ulagsmada ne ise yaracagin

diistinmtstiir (1.Gortisme).

1.MOA: Burada her tarafin karelerini alsam isime yaramaz. Su DB uzunlugunu biliyor

olsaydim, u® +v* nin degerini bilivor olacaktim. Oyle bir durumda her tarafin karesini
olsayaim, y

alabilirdim. Kareler toplami benim igin bir seyler getirebilirdi. Ciinkii ayni agilar var,

karelerin toplamlart ve ¢arpimlart isime yarardi. KOC icin diisiinsem burasi da y

apar.

1.MOA, sekil iizerinde neler elde ettigini gézden gegcirirken sekilden hangi

veriyi elde etmesi gerektiginden bahsetmistir (2.Gorlisme).
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1.MOA: Suraya x demistik. Suraya kendim A demistim, buraya B demistim. Suralar
birbirine esitti. Su KO ile OA birbirine dikti, eksenlerdi bunlar. Burayr x bulmustuk.

Buranin tamami y idi. Burasi dikti. Burast yarigapti, 1°di. cos f lazim.

2.MOA, sekil iizerinde diisiinerek sekilden sonuca yonelik neler elde

edebilecegini ifade etmistir (1.Goriisme).

2.MOA: Diger tarafi da su iicgenden bulacagimi diisiiniivorum, EDC ticgeninden. Ama

agilar goziimde canlanmiyor. Mesela su a¢i ne olabilir, DEC ag¢is1? Bunu bulsam...
Arastirmaci: Sen sunu diistinmiissiin zaten, o —90 demissin DEG acisina.

v

2.MOA: O aciya ben x desem, soyle gelecek, mesela cosx = T—,B
2

2sin

Arastirmaci: Sen o —90 na mi x dedin?

2.MOA: Suraya dedim. En son sunu diisiindiim: su iicgende u ve v _ortak oldugu icin u

ve v nin son iki esitliginin buradan gelecegini diisiindiim.

3.MOA, BFC ii¢geninde v uzunlugu belirtildigi icin, bu liggenin acilarini verilen

diger agilar cinsinden yazmasi gerektigini diistindiigiinii séylemistir (1.Goriisme).

3.MOA: Benim su acilari tasimam lazim ama...
Arastirmaci: Hangi ag¢ilari?

3.MOA: Yani v ve, suradaki dik iicgende daha rahat hareket edebilmem icin bence, su

actlari tasimam lazim ama...
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Aragtirmaci, 3.MOA’na neyi bulmaya ¢alistigini sormus, 3.MOA gérsel ispatta

verilen sin(a;ﬂ j =d y1 buldugunu sekilden &f y1 bulmaya calistigini

sOylemistir. Buradan da bu a¢inin kosiniisiinii bulacagini soylemistir (1.Goriisme).

3.MOA:

nin nereye dustiigiinii bir kestirebilsem oradan...

Arastirmaci:. Sen simdi neyi bulmaya ¢alisiyorum demigtin?

3.MOA: Ben sunlari bulmaya ¢calisiyorum. sin(a ;ﬂ ] =d onu bulduk da, su a;ﬁ

nin nereye diisecegini bulmaya calisiyorum.

a+f

Arastirmaci: Hangi ag¢i? onu mu ¢alistyorsun?

3.MOA: Evet, oradan kosiniisiinii alacagim ciinkii. Bovlelikle belki de ispatlamus

olacagiz.

3.MOA, sekilden veri elde ederken ayr1 ayr1 olarak iki kere @  acisim

kullanmamasi gerektiginden bahsetmistir (2.G0orlisme).

sina +sin 8

Arastirmaci: O zaman EG yi diye diistindiin.

3.MOA: Suraya ben cos@ demistim zaten. 0 lara girmemeliyim.

3.MOA: Surasi da sin 8 dir, zaten.
Arastirmaci: HG de, CD ye paralel oldugundan sin 8 dedin.

3.MOA: Su 0 va girmemelivim ama...
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Strateji belirleme boyutu islem iizerinden alt boyutu: Soruda istenilen
esitliklerden biri de kosiniis ile ilgili oldugundan 1.MOA, islemler iizerinden sonuca

nasil ulagabilecegini arastirmistir (2.Goriisme).

1.MOA: sina yi bildigimiz icin kosiniisiinii de bulabiliriz. Buradan a y1 yok edebilir

miyim? Ya da u cinsinden degerini bulabilir miyim? Benden kosiniisleri istiyor.

1.MOA, elde etmesi gereken sonuca hangi islemler yoluyla ulasabilecegine dair

fikir yiiriitmiistiir (2.Goriisme).

1.MOA: v nin 2sin@cosy oldugunu bulmamiz gerekivor. y mn u ve vcinsinden

degerlerini bildigimiz icin burada esitleyip sin@ yi u vev cinsinden yazarsam belki bir

sevler gelir diye diistintivorum.

2.MOA da elde ettigi sonuglar1 soruda istenilen bigimde nasil yazabilecegini

diisiindiigiinii dile getirmistir (1.Goriisme).

Arastirmaci: Simdi ne diistiniiyorsun?

2.MOA: Simdi su v ve u yu cosa ve sinf onlara bagh yazabilir mivim dive

diistiniivorum. Ciinkii v ve u sabit deger olarak kaldi. cosa ve sin 8 gibi bir sey

olmali. Onu nasil yazarim diye diigiiniiyorum.

Strateji uygulama boyutu sekilden veri elde etme alt boyutu: 2.MOA,
sekilden elde ettigi ag1y1 6nceden planlayarak buldugunu belirtmistir (1.Goriisme).

Arastirmaci: Hangi ag¢i?
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2.MOA: DEC agisimi bilmiyordum. Buraya o —90 demistim 6nceden. Sonra dedim ki

su kiictik iicgen EGF iiggeninde su EGF agist a- idi. Burasi1 90, o zaman burasi

90 2=F

oldu. Su DEC ag¢isim istiyordum. O zaman a—90+90—%, Topladim.

a+

Buradan ben bu agiyi buldum, DEC acisini. Sonra _aslhinda surada ben onu

kurgulamistim, yani ona ihtivacim oldugunu hissetmistim ona gore yazmistim.

Strateji uygulama boyutu islemlere yon verme alt boyutu: 2.MOA, v nin
sagindaki esitligi bulduktan sonra u nun sagindaki esitligi bulabilecegini de diisiinerek

yaptig1 isleme yon vermistir.

2.MOA: Tamam bu varsa zaten artik bunun da cikacagini diisiiniiyorum. Yine aymi

sekilde buradan bu sefer neyi kullanirim? Sintistinti kullanayim. sin = diyorum.

3.MOA, EG uzunlugunu nasil bulabilecegini sorgulamis ve buna dair islemler

yapmuistir (2.Goriisme).

3.MOA: Simdi EG uzunlugunu nasil bulacagiz?

oldu. cos@

3.MOA: Séyle olsun ya da sin(0+ﬁ), sin (#j =sin(6+ ) = EGH
cos

dan kurtulma yollarini ararsam... cos@, baska bir yerden bulamam herhalde. EG veya

kosiniis... OG yi ben nereve vazmistim? Himm...
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Cebire egilim gosterme: 1.MOA ve 3.MOA, sonuca ulagsmak igin formiil

kullanmay1 diistinmiislerdir.

< (01,03) Qn » Cebire egilim
Cebirsel diisiince Cebirsel eylem gosterme

Sekil 4.1.59. Trigonometrik Doniisiimlerin Gorsel Ispatinda Cebire Egilim

Gosterme

Cebirsel diisiince boyutu: 1.MOA, istenilen esitlige toplam ve fark

formiillerini kullanarak ulasabilecegini diistinm{istir.

1.MOA: Evet. Burada siny yi yazarsak u ve v cinsinden siny yi yazdik orada var,

gerek yok. Burada cosy da % Buradan 6 ya ge¢memiz lazim. Ya toplam, fark
u - +v

formiillerini kullanacagiz, sin@ yi bulabilmek icin. Ciinkii hala CB ve CO uzunluklarin

bilmiyoruz.

3.MOA da toplam ve fark formiillerini kullanmay1 aklindan gegirmistir.

3.MOA: Suradan yola ¢ikmaya ¢alisiyorum da. o buramin tamami, B yine simetrigini
aldim aym sekilde, o+ 3 min yarist acaba nereye denk geliyor? p, [, 2. Burada

toplam ve fark formiillerini kullanabilivor muyuz?

Arastirmaci: Yok, geometrik kurallar: kullanarak sadece sekilden ¢ikarmani istiyoruz.
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Cebirsel eylem boyutu: 1.MOA, ¢dziimiinde yarim ac1 formiiliinii kullanmus,

aragtirmaci sonuca gekilden ulagsmasi gerektigini belirtmistir.

1.MOA: Burada yarim agi formiiliinii kullandim. Surada bunun bilivorum. o yive f yi

biliyorum. y y1 biliyorum. a+ 8 lazim. 2 yi karsiya attim, 2y. Ben siny y1 biliyorum

ama sin 2y y1 bilmiyorum. Yarum aci formiiliinden sin2y =2sin y cosy .

Arastirmaci: Anladim, ama senin bu sekil iizerinden bulman gerekiyor. Siniislii,
kosintislii formiiller yerine sekil iizerinden direkt bulman gerekiyor. Yani geometrik

kurallart kullanman gerekiyor.

C"‘
rf'\.fl - .
BT e YT arn (ot B
D o=t~ \6 ‘;_.;;ezs Kﬁ = S o LYy j‘:{ + oo so~ A £

Sekil 4.1.60. 1.MOA’ nin Yarim A¢1 Formiiliinii Kullanmas1

Ispatin farkinda olma:

A
_|_ Amacim belirtme (O1)

) ) Ispatin farkinda
Ispattanfuzaklasma Ispata odaklanma v olma

A

- Durumunu belirtme (01,02, 03)
v

Sekil 4.1.61. Trigonometrik Doniisiimlerin Gorsel Ispatinda Ispatin Farkinda Olma
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Ispata odaklanma alt kategorisi amacimi belirtme boyutu: 1.MOA, ¢ziim

asamasinda ispatlamasi gereken esitliklerden birini ifade etmistir (2.GOriisme).

1.MOA: v nin 2sin@cosy oldugunu bulmamiz gerekivor. y min u ve vcinsinden

degerlerini bildigimiz i¢in burada esitleyip sin@ y1 u vev cinsinden yazarsam belki bir

seyler gelir diye diistiniiyorum.

Ispata odaklanma alt kategorisi durumunu belirtme boyutu: MOA’lar

ispatta neler yaptiklarini, hangi durumda olduklarini belirtmislerdir.

1.MOA: Burada v ve u uzunlugunu kullanabilmem gerekiyor. u uzunlugunu bir

sekilde siniis islemleri icine sokulabilivorum ama v yi heniiz sokamiyorum.

2.MOA: Evet. Sunu fark ettim. Ben hep % bulmusum. atp

kullanmamusim.

3.MOA: Bunun bir de 2Sin(a —) ... iste ben burada zorlandim biraz. sin(a ;ﬁj cyi

surasi demigtim, o zaman burasi da d oldu, a +  da ben zorlandim iste biraz.

Arastirmaci: sina —sin f nin sag tarafindaki esitligin nasil olacagini mi?

3.MOA: Evet, sunun ispatini...

a+

3.MOA: EOD agisi P ve esit oldu. u ile ilgili hicbir sey bulamiyorum.
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Arastirmaci: AOB ye 180 —a yazdin.

3.MOA: Surasina o zaman o dedik. Surast B dir. Iste o+ B _ile ilgili bir sey

yapamiyorum. Su tamam da. cosa +cos 3 ?

3.MOA: Bir seyler gelivor ama yani net degil. Simdi bunu yerine koyacagim burada. Bu

sefer ben su_y yi hi¢ kullanmadim.

Ipucuna ihtiya¢ duyma: 2.MOA, ipucunu kullanmamis; 1.MOA ve 3.MOA

ipucunu kullanmiglardir.

“ . .
Ise yarama (O1)

02) . Ipucuna ihtiyac
Ipucunu[kullanma Ipucunu kullanmama ~ ~ duyma

A

Ise yaramama (O3)
v

Sekil 4.1.62. Trigonometrik Doniisiimlerin Gorsel Ispatinda Ipucuna ihtiyag

Duyma

3.MOA, ipucunun ise yaramadigini, ipucunda verilenlerin kendisinin &nceden

buldugunu belirtmistir.

3.MOA: Sunu yazmamistim sadece. Surasi cosa, burasi da, bunu da daha énceki

kagitlarda bulmustum ama... Surasi da sina . Bunlar bana bir sey vermedi. Ciinkii

zaten sunu bulmustum.
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Sonuca ulasma: 1.MOA, 2.goriismede; 2.MOA 1.gdriismede tam olarak sonuca

ulasmislardir. 3.MOA, 1.gdriismede istenilen bir esitligi bulabilmistir.

\
Tam (01,02)

- i | . Sonuca
Ispatlayabilme Ispatlayamama " ulagma

A

Eksik (O2)

v

Sekil 4.1.63. Trigonometrik Doniisiimlerin Gérsel Ispatinda Sonuca Ulasma

1.MOA, v =sina —sin 8 esitligini ipucuna gegmeden bulmustur (Sekil 4.1.64,

2.Gorilisme).

-~ [ e ‘:-.f/\_x‘{\ - C_’.\___Il‘\;"""" - v
[ - - W

Sekil 4.1.64.1. MOA’nin Sonuca Ulasmasi

1.MOA, ipucunu kullanarak diger sonuglara ulasmistir (Sekil 4.1.65,

2.Goriisme).

- e S .J:B’
R, Q—n = T Q“ - 5 e \ffrﬂ
e Tl e 8. a8l

Sekil 4.1.65. 1.MOA’nin Sonuca Ulasmasi
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2.MOA, ipucuna ihtiyag duymadan tiim esitlikleri elde etmistir (Sekil 4.1.66,
1.Gorilisme).

y
E 5 1 I,
= i T e [ o o
Ia] 1 e-%& | _Sos V2 Se
P T e L | = = i
e =% Nrme— [ i
c.\r\o.-t-:""'\'{' = :
e
s em i [P 7
-~ Jo=& 3\ P T
\ ATy S| A e ]
A ooy = w7 6 - i e §
Conf — e ' i
i

Sekil 4.1.66. 2.MOA nin Sonuca Ulasmas1

3.MOA, yalnizca bir esitligi bulabilmistir (Sekil 4.1.67, 1.Gériisme).

SR o “““S-;ﬁ‘% - Grd—a = >

Sekil 4.1.67. 3.MOA nin Sonuca Ulasmasi

Sonucu degerlendirme: MOA’lar1 ulastiklar1 sonuglarin farkina varmislar,
sonuglart dogru degerlendirmislerdir.

A
Hemen (01,02,03)

P

. Sonucu
= Yaptiginin farkinda olma

|
Yaptiginin farkinda olmama ~ degerlendirme

Sonra

v
Sekil 4.1.68. Trigonometrik Doniisiimlerin Gorsel Ispatinda Sonucu Degerlendirme
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1.MOA, istenilen esitlikleri elde edince sonucu elde ettiginin de hemen farkina

varmistir.

1.MOA: Suras: 180—a , sin (1 80— a) yvazarsak aT+v . sin (1 80— a) ayni zamanda

kendisine esit sina. sina yt  biliyoruz, sinff i biliyoruz ve c¢ikti.

sina —sin f =a+v—a dan v _cikti. Burasi tamam.

1.MOA: x ekseninde DE uzunlugunu diisiindiim. x eksenine dik oldugu icin, x leri
degismeyecek cosa, burada da y degeri degismeyecek yine diklik oldugu icin sin f3,
buradan a uzunlugu sin f—0 yani sin f, v uzunlugu sino —sin S, o zaten elimde. u

uzunlugu cos o —cos f . Burada birinci kismi bulmus olduk yine. Bunu zaten bulmustuk.

1.MOA: DB uzunlugunu artik bana sin26olarak verdigi igin yerine yazdim. Burada

icler diglar carpimi yaparak tekrar u yu cektim. Aymi sekilde cosy da yaptim

Hipoteniis uzunlugunu 2sin@ olarak yazdim. Buradan da u yu ve v_yi istenen esitlik

gibi bulduk. Birinci kisuimlar: zaten bulmustuk, ikinci kissmlari da bulmus olduk.

2.MOA, v ye ait esitliklerden birini bulunca dogru islem yaptigini da

onaylamistir.

2.MOA: Surasi mesela sina o zaman. Evet, sonucta buranin siniistine sin(180—a)

|4E]
=— 0

dedigimde surasi bolii su r yarigapt, yani 1. O zaman sin(lSO—a) =sina "

zaman |AE|:Sina olur. Burast da sin 8 tamamdw. sina, sin f burasi, o zaman

v =sina —sin § dogruymus.
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2.MOA, diger elde ettikleri esitlerin de farkina hemen varmistir.

2.MOA: Soyle, yani sin(180—«) dedim. cos(180—a)=—cosa dir, ikinci bélgede

|46

cosiniis negatif oldugundan. Bu ii¢gende tanjant I 0 zaman |AG| =—cosa dedim.

O zaman |AB| =cos S —cosa, onu yazdim. O da uidi zaten.

2.MOA: Burada béyle bir kosiniis acisi, yani COS(DEC ) yi oyle deyim x acist demistim

|ECl
a-p
2

onu bulamadigim i¢cin simdi artik onu diyebilirim cos(DEC ) = Ccos

2¢cos

L~ o+
de zaten 2sin Zﬁ

bunu da yerine yazarsak, buradan v =2sin

olur. Bu da ikinci esitlik olmus oldu.

2.MOA: Tamam bu varsa zaten artik bunun da ¢ikacagini diigiiniiyorum. Yine aym

sekilde buradan bu sefer neyi kullanirim? Siniisiinii kullanayim. sin a = diyorum.
. . + . -
Soyle deyim once o zaman. sm(DEC) —sinZ 5 P = |ELC , EC| de zaten 2sin< 5 P

a+p sin a—p . Boyle olmus oldu.

ise u =2sin

3.MOA, yalnizca bir esitlige ulasabilmis, onu da hemen fark etmistir.

3.MOA: Suradan, sina —sin f=a+v—a, o zaman v oldu.
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4.2. MOA’larinin Gorsel ispati Yorumlama Siireci

MOA ’larma 6zdesliklerle ilgili bir gorsel ispat1 yorumlama sorusu sorulmustur.
MOA ’larmin ispatin kendisinin de igerisinde oldugu bir gérsel ispat1 nasil algiladiklari
ve yorumladiklart incelenmeye calisilmistir. Katilimeilarin gorsel ispatt yorumlama
stireclerinin incelenmesi ile elde edilen ana kategoriler ve alt kategoriler sirastyla

verilecektir.

Gorsel ispati

Gorsel ispati algilama Cebire egilim gosterme

yorumlama
a a
Soruyu S.ekil-'sgk'il Cebirsel
— iliskisini —
algilama yorumlama anlamlandirma
a a
Sekli Sekil-islem Cebirsel
— iliskisini —
algilama yorumlama eylem

Islem-islem
—_ iligkisini
yorumlama

Sekil 4.2.1. MOA’larinin Gérsel Ispat1 Yorumlama Siireci

4.2.1. MOA’larinin Gorsel ispati Yorumlama Siirecinde Kategoriler ve Icerikleri

MOA’larmm gorsel ispati yorumlama durumlarini ortaya koymadan énce bu
siirece ait kategori, alt kategori, boyut ve alt boyutlarin igeriginden bahsedilecektir.
MOA’larnin gérsel ispati yorumlama siirecinde ortaya cikan kategorilerden gérsel
ispatlar1 ispatlama siireglerindeki kategorilerle ayni isimde olanlarin igerikleri de

aynidir. Ayni olan bu kategorilerin igeriklerine burada tekrar deginilmeyecektir.
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Gorsel ispat1 algllama: MOA’larinin gérsel ispati yorumlama siireclerinde de
gorsel ispati algilama durumlart soruyu algilama ve sekli algilama olarak iki alt

kategoride ele alinmistir.

Soruyu algilama alt kategorisi, soruyu okuma siirecinde algilama ve soruyu
yorumlama siirecinde algilama olarak iki boyuta ayrilir. Iki boyuta ayrilmasimnin sebebi
ise MOA’larinin soruyu algilama ile ilgili durumlar1 soruyu okuduklari sirada ya da

gorsel ispat1 aciklamaya caligsirken ¢ikmasindan kaynaklanmaktadir.

Gorsel ispatta matematiksel ifadeler sekillerle gosterilmis, bu sekiller arasinda
diizenlemeler yapilmig, yapilan diizenlemeler tekrar matematiksel olarak ifade
edilmistir. Baska bir deyisle matematiksel ifadeden sekle, sekilden baska bir sekle,
sekilden matematiksel ifadeye bir doniisiim s6z konusudur. MOA’larinin da bu degisen
kosullarla ilgili algilama durumlar1 ortaya ¢ikmistir. Bu durumlar1 yansitabilmek
amaciyla sekli algilama kategorisi matematiksel ifadenin sekilsel temsilini algilama,
sekilsel iglemi algilama, seklin matematiksel temsilini algilama olmak iizere ii¢ boyutta

ele alinmustir.

Matematiksel ifadenin sekilsel temsilini algilama; matematiksel ifadelerin sekle
doniistiiriilmesini, sekil olarak ifade edilmesini igerir. Biitlinliik, simgeleme, bi¢cim
degisimi ve renk degisimi olmak iizere dort alt boyutta ele alinmigtir. Matematiksel
ifadenin sekil olarak temsilinde birden fazla sekil matematiksel ifadeyi temsil
edebilmektedir. MOA’larmin matematiksel ifadeyi temsil eden sekillerin tamamini
algilama durumlar1 biitiinliik boyutu altinda ele alinmistir. Simgeleme boyutu seklin
matematiksel ifadeyi nasil temsil ettigini, sekil ve matematiksel ifade arasinda kurulan
mantik iliskisini algilamay1 ifade eder. Ayn1 matematiksel ifade sekillerin degismesiyle
farkl1 bigimlerde temsil edilebilmektedir. Bi¢im degisimi boyutu bu bigcim
degisikliklerini algilama durumlarini ig¢erir. Benzer sekilde, ayn1 matematiksel ifade bir
yerde beyaz renkle baska bir yerde siyahla temsil edilebilmektedir. Renk degisimi

boyutu ise renk degisikliklerini algilama durumlarini yansitir.

Sekilsel iglemi algilama, sekilden baska bir sekle olan degisimi igerir. Bu
boyutta gorsel ispatta bulunan sekil-sekil iliskisini algilama ile ilgili MOA’larinin bir
problemi olmamis, ispatta bulunan bir sekil ve kendilerinin diistindiigii baska bir sekil
ile ilgili algilama durumlar ortaya ¢ikmistir. Bu nedenle sekilsel islemi algilama gorsel

ispatta bulunan ve kendilerinin olusturdugu olmak {iizere iki boyuta ayrilmistir. Gorsel
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ispatta yer alan sekiller aras1 degisimi icerir. Gorsel ispatta bulunan boyutu, ispatta yer
alan sekiller aras1 degisimi igerir. Kendilerinin olusturdugu boyutu, MOA’larmin gérsel
ispatta yer alan sekil ve gorsel ispatta bulunmayan kendilerinin olusturdugu bagka bir
sekil arasinda oldugunu distindiikleri sekiller arasi iligkileri igerir. Biitiin-parca iligkisi
olmak iizere bir alt boyuttan olusur. Bu boyut, sekiller arasinda kurulan iliskileri ifade

eder.

Seklin matematiksel temsilini algilama, sekillerin matematiksel ifadeye
doniistiiriilmesini, matematiksel olarak ifade edilmesini i¢erir. DOniisiim, matematiksel
ifade ve benzerlik olmak iizere ii¢ alt boyutta ortaya ¢ikmustir. Doniisiim; MOA’larinm
matematiksel ifadenin nereden elde edildigini, sekilden matematiksel ifadeye olan
doniistimii algilama durumlarimi yansitir. Matematiksel ifade, matematiksel ifadenin
sekil ile olan uyumunu algilama durumlarin1 ifade eder. Benzerlik, geometrik sekiller

arasindaki benzerlik iliskisini algilamay1 yansitir.

MOA’larmin algilamalarini daha iyi yansitabilmek amaciyla gorsel ispati
algilama kategorisinde ortaya c¢ikan boyutlarda sorunsuz siireg [SS], dogru anlama
[DA], emin olamama [EO], anlayamama [A], yanlis anlama [YA] alt boyutlar
alinmistir. Sorunsuz siire¢, bulundugu boyuta dair herhangi bir belirtinin ortaya

¢tkmadigi durumlarda kullanilmistir.

A
—Matematiksel ifadenin sekilsel temsilini
algilama

— Sekilsel islemi
algilama

%Soruyu okuma siirecinde algilama

» Gorsel ispati
Soruyu algilama Sekli algilama algilama

A

Soruyu, agiklama siirecinde algilama

—— Seklin matematiksel temsilini
v algilama

Sekil 4.2.2. Gérsel Ispat1 Algilama Kategorisine Ait Alt Kategori ve Boyutlarin Eksen

Uzerinde Gosterimi
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Gorsel ispatt yorumlama: Daha Onceden de belirtildigi gibi gorsel ispatta
matematiksel ifadeden sekle, sekilden sekle, sekilden matematiksel ifadeye doniisiim
bulunmaktadir. Bu doniisiimiin sekil-sekil iliskisi, sekil-islem iligkisi ve islem-islem
iliskisi olarak parcalar halinde oldugu goriilmiistiir. Buradan hareketle bu kategori sekil-
sekil iligkisini yorumlama, sekil-islem iligkisini yorumlama ve islem-islem iligkisini

yorumlama olmak iizere {i¢ alt kategoride ele alinmistir.

Sekil-gekil iliskisini yorumlama alt kategorisi, ifade etme ve ¢dzme olmak iizere
iki boyuttan olusmaktadir. Ifade etme boyutu, gérsel ispatta bulunan sekiller arasinda
bulunan iligskinin ifade edildigi durumlar1 temsil eder. Pargalara odaklanma ve parcaya
odaklanma olmak iizere iki alt boyuta ayrilir. Pargalara odaklanma, sekiller arasinda
bulunan iligkinin ortak noktalar belirlenerek ifade edilmesini, parcaya odaklanma ise
sekiller arasinda bulunan iliskinin belirli bir nokta i¢in ifade edilmesini icerir. Cézme

boyutu, iki sekil arasinda bulunan iliskinin islemler yoluyla belirlenmesini temsil eder.

Sekil-islem iligkisini yorumlama alt kategorisi, sekilden isleme gecis ve
islemden sekle gecis olarak iki boyuta ayrilir. Sekilden isleme gegis boyutu; ifade etme,
formiile etme ve kontrol etme alt boyutlarina ayrilir. Ifade etme, sekilden ara islemlere
gecis ve sekilden sonuca gecis olmak lizere ikiye ayrilir. Sekilden ara iglemlere gegis,
ozel ve genel terimler igin ikiye ayrilir. Bu boyut MOA’lar1 tarafindan 6zel ve genel
terimlerin sekilsel olarak gosterimlerinin nasil anlasildigini, nasil ifade edildigini temsil
eder. Sekilden sonuca gegis ise, MOA’lar1 tarafindan sekilden elde edilen sonucun nasil
anlasildigin1 gosterir. Formiile etme boyutu, sekillerin formiillere doniistiiriilmesini,
matematiksel olarak ifade edilmesini igerir. Par¢a ve biitiin olmak {izere ikiye ayrilir.
Par¢a bir seklin bir kisminin, biitiin seklin tamaminin formiile edilmesini temsil eder.
Kontrol etme boyutu, sekilden isleme geciste sekil ve islem arasindaki bulunan iliskinin
denetlenmesidir. Islemden sekle gecis boyutu; ifade etme ve kontrol etmeden olusur.
[fade etme islemden sekle geciste 6zel ve genel terimlerin ifade edilmesini, kontrol etme

ise islemden sekle geciste islem ve sekil arasinda bulunan iligkinin denetlenmesidir.

Islem-islem iliskisini yorumlama alt kategorisi; ifade etme, ¢dzme, formiile etme
ve saglamasini yapma boyutlarindan olusur. ifade etme, islemler arasindaki iliskinin
belirtilmesi anlamina gelir, 6zel terim ve 6zdeslik olmak tizere iki alt boyuta ayrilir.
Cozme, iglemler arasinda bulunan iligkinin matematiksel islemler yaparak veya formiil

kullanarak yapilmas1 olmak {izere iki alt boyuta ayrilir. Formiile etme, iki islem arasinda
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bulunan iligkinin formiile edilmesini, saglamasin1 yapma ise islemler arasindaki

iligkinin kontrol edilmesini temsil eder.

| . Sekilden isleme

A

|
Ifade etme

Formiile'etme Kontrol'etme = gecis
A
— Ifade etme
A
| [fade etme | Cozme
< ] . Gorsel ispat1
D Sekiltsekil iligkisi Sekil-islem iliskisi Islemtislem iliskisi " yorumlama
| Cozme — Formiile etme
v
—Saglamasini yapma
v
P | | . Islemden sekle
- Ifadeletme Kontrolletme T gecis

A

y

Sekil 4.2.3. Gorsel Ispat1 Yorumlama Kategorisine Ait Alt Kategori ve Boyutlarin

Eksen Uzerinde Gosterimi
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Sekli kesfetme kategorisinde yer alan boyutlarda MOA’larmin dogru veya yanlis
yorumlarda bulunduklari durumlar oldugu gibi fikir yiiriitemedikleri ve yaptiklari
islemlerde sonuca ulasamadiklar1 durumlar da ortaya ¢ikmistir. Bunlar1 yansitmak
amaciyla dogru [D], yanhs [Y], fikir yok [FY], sonu¢ yok [SY] alt boyutlar1 alinmistir.
Ayrica yorumlarin 6zel ya da genel terime ait oldugunu gostermek amaciyla 6zel terim

[OT] ve genel terim [GT] alt boyutlarma da yer verilmistir.

Cebire egilim gosterme: MOA’larinin gorsel ispati agiklamaya calisirken
cebire olan yonelimlerini igerir. Cebirsel anlamlandirma ve cebirsel eylem olmak {izere

iki boyuta ayrilir.

Cebirsel anlamlandirma, islemler arasindaki iliskinin cebirsel olarak anlamli

gelip gelmedigini ifade etme durumunu igerir.

Cebirsel eylem, ispati1 sekillerden anlamak yerine cebirsel yollar1 kullanarak
sonuca ulasmaya calisma durumlarini temsil eder. Formiile etmeye ¢alisma olmak {izere

bir alt boyuttan olusur.

. Cebire egilim
© gosterme

<
<

| |
Cebirsellanlamlandirma Cebirsel eylem

Sekil 4.2.4. Cebire Egilim Gosterme Kategorisine Ait Boyutlarin Eksen Uzerinde

Gosterimi
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4.2.2. MOA’larinin Ozdeslik ile Tlgili Gorsel ispati Yorumlamalari

Gorev 4:

Asagida bir 6zdeslik ve onun gorsel ispati bulunmaktadir. Bu gorsel ispat1 agiklayiniz.

1 =p I
3 = 36) = [+ [+ -

142(3) _|-r‘ J_.—'"
53 = 5(52) + +

— 2+3(5) —

CZn—I)a = (er:-l}l{?.m-l)2 = = i“
+—— (n-1D+n2n-1) —»

J'rr‘ @n-1)

P43 +5 44 Q-1 = 14243+ + r2-1) = n*(2n?-1)

— n-1+n@2n-1) —>

Sekil 4.2.5. Calisma Kagidi 4
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Gorsel ispati algilama: MOA’lariin bu kategoriye ait durumlar Sekil 4.2.6. da

gosterilmistir.

Biitiinflik(0O2)

A

Simgelemp(02,03) Biitiinliik(03)

SS(O1) DA EO A YA
) Matematikse] ifadenin sekilsel temsilini algilama -
v
Bigim d¢gisimi(O3)

A

DA

EO

SS(O1,02{03)

Renk dpgisimi(03)

A
SS

DA

EO

A

Gorsel ispattajbulunan | Kendilerinin

A

A al »

‘Bﬁtﬁn—pe rea iligkisi ((")37 )
YA < YA >

v Biitiin-pprea iliskisi (02,03)
v
. S5(01,02,03) DA EO A YA
Sor\ryu okuma siirecinde algilama
< » Gorsel ispat1
Soruyu algilama Sekli|algilama algilama

Aciklama(02,03)
‘SS(OI DA EO A YA
Sorfiyu, yorumlama stirecinde algilama ™

Gorev

SS DA EO

A v
Déniifim(01,02)

A

Benz¢rlik(03)
YA

» Sekilsel islemi
olusturdugu  algilama

v

A

Seklin matematikse

\

y

temsilini algilama

Mateglatiksel ifade (O1)

Sekil 4.2.6. Ozdesliklerin Ispatlanmis Gorsel Ispatinin Algilanmasi
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Soruyu algilama alt kategorisi soruyu okuma siirecinde algilama boyutu:
MOA’larinin soruyu okuma siirecinde soruyu algilamalarma dair herhangi bir durum
ortaya ¢ikmamistir. Bu nedenle soruyu okuma siirecinde algilama boyutu sorunsuz

siire¢ olarak alinmustir.

Soruyu algilama alt kategorisi soruyu yorumlama siirecinde algilama
boyutu: “Asagida bir 6zdeslik ve onun gorsel ispati bulunmaktadir. Bu gorsel ispati
aciklaymiz.” ifadesinde “Asagida bir 6zdeslik ve onun gorsel ispatt bulunmaktadir.”
aciklama ciimlesi olarak, “Bu gorsel ispati agiklaymiz.” gorev climlesi olarak
degerlendirilmistir.

Bu boyuta dair 1.MOA ile ilgili herhangi bir durum ortaya ¢ikmadigindan
sorunsuz siire¢ olarak almmistir. 2.MOA ve 3.MOA’nin ise agiklama ciimlesini

anlayamadig1 goriilmiistiir.

2.MOA, gorsel ispatin sonunda yer alan 6zdesligi sonradan gdrmiis ispatin neyi

ifade ettigini sonradan fark etmistir (1.Gorlisme).

2.MOA: Su esitlik buna neden esittir, degil mi bu ispata gére. Bu ispat aslinda bunun

ispati miymais?

Arastirmaci: Evet, aynen oyle... Bu sekilde ashinda goziikiiyor ve senin onu goriip

soylemen...

2.MOA: Bundan dolay: diye.

3.MOA, agiklama ciimlesinde belirtilmesine ragmen ispat: aciklamaya calisirken

calisma kagidinda sorunun tamaminin olup olmadigini1 sormustur (1.Goriisme).

3.MOA: Burada ispatin tamami var degil mi?

Arastirmaci: Evet.
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Sekli algilama alt kategorisi matematiksel ifadenin sekilsel temsilini

algillama boyutu biitiinliik alt boyutu:

: . I:I;i

Sekil 4.2.7. Besin Kiipiiniin Sekilsel Temsili

2.MOA, Sekil 4.2.7. de goriilen matematiksel ifadeyi temsil eden sekillerin

biitiinliiglinden emin olamamis, arastirmaciya sormustur (1.Goriisme).

2.MOA: Bu devamimi, 5° niin hepsi su mu?

Arastirmaci: Evet.

3.MOA ise ayn1 matematiksel ifadenin sekilsel gosterimini yanls algilamistir

(1.Gorilisme).

3.MOA: Neyse sonra besi, bes birim kareden almis ii¢ tane, neden ii¢ tane aliyor, onu

hala cozemedim ama neyse. U¢ tane, bes tane...

Sekli algilama alt Kkategorisi matematiksel ifadenin sekilsel temsilini
algilama boyutu simgeleme alt boyutu: 2.MOA, besin kiipiiniin simgelenme bigimini

anlayamamis, sagma oldugundan bahsetmistir (Sekil 4.2.7, 2.G0orlisme).
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2.MOA: O zaman surasi sacma geldi bana. Yani 5° esittir su sekil demisiz. 5° o zaman

bizim bildigimiz anlamda 1251 temsil etmivor va da bunun temsili farkl:.

3 -

1 =n e
3 _..,_Z T rrTm e P
=3(3) = B+ BT + gitl= g
i W | ANERE

142(3}

Sekil 4.2.8. Birin ve Ugiin Kiipiiniin Sekilsel Temsili

3.MOA, birin kiipiiniin simgelenme bicimini anlarken, iigiin karesinin

simgelenme bi¢imini anlayamadigindan bahsetmistir (Sekil 4.2.8, 1.Goriisme).

3.MOA: Birde tamam, bir boyutlu yani bir birim kare, iicte ii¢ birim kareden olusmus,

ticiin karesini neden bu sekilde yapmis?

3.MOA, sonrasinda besin kiipiiniin nasil simgelendigini anlayamadigindan

bahsetmistir (Sekil 4.2.7, 1.Gorlisme).

3.MOA: Sunu anlamadim ama neyse. Surada iicliik var, iice iicliik zaten de. Bunlar

neden boyle? Bes, bes, bes?

Sekli algilama alt kategorisi matematiksel ifadenin sekilsel temsilini
algilama boyutu bicim ve renk degisimi alt boyutlar1: 3.MOA, matematiksel ifadenin
(iclin  kiiptiniin)  sekilsel temsilinde kullanilan bi¢im ve renk degisimlerini

anlayamamustir (1.Goriisme).
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Arastirmaci: Su yanda iiciin yaninda tam kare iken sunlar neden parcali? Onu mu

anlamadin?

3.MOA: Parcali bir de, mesela bu koyu renk olmus yanmna gelen. Suradakini buraya

almis?

Sekli algilama alt kategorisi sekilsel islemi algilama boyutu gorsel ispatta
bulunan alt boyutu: MOA’larinin davramslarinda bu alt boyut ile ilgili herhangi bir

belirti ortaya ¢gikmamaistir. Bu alt boyut sorunsuz siire¢ olarak alinmastir.

Sekli algilama alt kategorisi sekilsel islemi algilama boyutu kendilerinin
olusturdugu biitiin-parca iliskisi alt boyutu: 2.MOA, asagidaki seklin kenar uzunlugu
(n—1)+n(2n —1) olan karenin yaris1 oldugunu diisiindiigiinii s6ylemistir. 2.MOA kendi
diisiindiigii bir sekil ile gorsel ispattaki bagka bir sekil arasinda yanlis biitiin-parca

iliskisi kurmustur (1.Goriisme).

i

— (- +nZn-1) —*

Sekil 4.2.9. 1+2+3...+(2n* —1) ifadesinin Sekilsel Temsili

2.MOA: Bunlarin hepsinin toplanmuisi su son sekildir. Simdi bir kenari su olan karenin

varisi gibidir.

3.MOA, Sekil 4.2.9. da bulunan seklin, kenar uzunlugu (n—1)+n(2n—1) olan

karenin yaris1 oldugunu diislindiigiinii sdylemistir ve ayn1 durumun Sekil 4.2.10. daki
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sekil icin de gecerli oldugunu sdylemistir. Biitiin-par¢a iligkisini yanlig algilama soz

konusudur (1.Gorlisme).

Sekil 4.2.10. 3.MOA’nin Sekil Uzerindeki Cizimi

3.MOA: Bunu mesela tamamladigimizi diisiiniirsek... Bunun karesinin yarisi kadar.
Aragtirmact: 1° +3° +5° = (n—1)+(2n —1) uzunlugunu...

3.MOA: Uzunlugunu kareye tamamlarsak yarisi kadar ediyormus.

Arastirmaci: Karenin alanimin yarist kadar mi?

3.MOA: Evet, varisina esit olur o zaman, ben oyle diisiiniivorum su anda. Tipki

suradaki gibi...

3.MOA, sonrasinda yaptig1 islemlerle sonucun diisiindiigii gibi ¢ikmadigini

gormiis ve blitlin-parga arasindaki iliskiyi anlayamamistir (1.Goriisme).

3.MOA: Ama yarisi olmaz ki... Simdi burast 7 birim ama tam varisi olmuyor, oluyor mu

tam yarisi? Surada bir tane eksik...
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Sekli algillama alt kategorisi seklin matematiksel temsilini algilama boyutu
doniisiim alt boyutu: 2.MOA sckilden isleme olan doniisiimii anlayamamus,
arasgtirmaciya sormus, arastirmaci da onu kendisinin bulmasi gerektigini sdylemistir

(Sekil 4.2.11, 1.Gorlisme).

™

& -
i

I
1+2(3)

Sekil 4.2.11. Ugiin Kiipiiniin Sekilsel Temsili

2.MOA: Surada 1+2.3 dedi?

Arastirmaci: Onu senin bulman. ..

2.MOA: Neyi temsil ettigini bulmam gerekiyor.

1.MOA, Sekil 4.2.12. de bulunan birinci esitlik i¢in hangi sayisal degerlerin
saglandigina bakarken, ikinci sekilden elde edilen 6zdesligin neye gore yazildigini,

sekilden matematiksel ifadeye bir doniisiim oldugunu anlayamamaistir (2.Gorlisme).

4

(2n- 113 Jrrrrr

=D +n@u-1) —*

P+3+5 44 01 = 14243 4 + @21) = #20-1)

Sekil 4.2.12. Ozdesliklerin Sekilsel Temsili
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L.MOA: Evet, n=1 icin, n=2 icin iiciin kiipii geliyor, 2n-1 i kullaniyoruz. Burada da

ayni sekilde n=2 igin yazdigimizda 5 geliyor mu? Aradaki sayilari nasil yazdi?

Sekli algillama alt kategorisi seklin matematiksel temsilini algilama boyutu
matematiksel ifade alt boyutu: 2.MOA, asagidaki seklin altindaki (n-1)+n(2n-1)
matematiksel ifadesini sekil ile bagdastiramamis, aradaki iliskiyi anlayamamustir (Sekil

4.2.13, 1.Goriisme).

e

—— (-1 +nOn-1) —>

Sekil 4.2.13. 2n-1"in Kiipiiniin Sekilsel Temsili

2.MOA: Burada o zaman oyle bir durum varsa, sunu gorsel olarak cok fazla

diistinemiyorum ama n (Zn - 1) ise 2n—1 uzunluktan, n tane oluyor surada, arti surada

n—1tane var, su siyahli kissm n—1. Goziiken surada 3 tane gibi.

2.MOA: Peki bir sey soracagim. (n—1)+n(2n—1) divor, bunu bu_sekilde yazmus,

ooruntide 1, 2, 3, 4 tane var.

Sekli algillama alt kategorisi seklin matematiksel temsilini algilama boyutu

benzerlik alt boyutu: 3.MOA, birin kiipiinii temsil eden kareye bir denirken, ayni1 seyin
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iclin kiiplinli temsil eden kareler i¢in sdylenemeyecegini diisiinmiistiir (Sekil 4.2.8,

1.Gorilisme).

3.MOA: Yani ben buna bir birim dersem buna da bir birim diyemem bir kareyve.

Gorsel ispati yorumlama: MOA’larmm bu kategoriye ait durumlari Sekil

4.2.14. te gosterilmistir.
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Sekil 4.2.14. Ozdesliklerin Ispatlanmis Gérsel Ispatinda Yorumlama
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Sekil-sekil iliskisi alt kategorisi ifade etme boyutu parcalara odaklanma alt
boyutu: 1.MOA, gorsel ispatta bulunan ortak 6zellikleri de belirterek sekiller arasinda

bulunan iliskiyi ifade etmistir (1.Goriisme).

Arastirmaci: Simdi ne diigiiniiyorsun?

1L.MOA: Surayr oturtmaya c¢alisiyorum. Yani  birlestirilmis  sekiller iizerinde

diistintiyorum. Burada da biliyoruz ki her bir ikinci esitlikteki parcalanmis sekiller

tictincii esitlige oturtulmus.

Sekil-sekil iliskisi alt kategorisi ifade etme boyutu parcaya odaklanma alt
boyutu: 2.MOA, besin kiipiinii temsil eden sekiller arasindaki iliskiyi ifade etmistir
(1.Gorlisme).

Arastirmaci: Evet. Simdi ne diistiniiyorsun?

2.MOA: 5% bu giizel, bunlari topluyorum, birlestiriyorum, iist iiste koymus, tamam.

Mantikl geliyor.

Sekil-sekil iliskisi alt kategorisi ¢6zme boyutu: 3.MOA, sekil-sekil iliskisini
sayilarla ¢ikarmaya ¢alismistir. Sekil 4.2.15. te bulunan {i¢iin kiipiinii temsil eden seklin
besin kiiplinii temsil eden seklin {izerine yerlestirildiginde iistte ve altta kalan kare

sayisini hesaplamaya calismis, fakat sonug elde edememistir (2.GOriisme).



134

Sekil 4.2.15. Gorsel Ispatta Sekillerin Birlestirilmesi

Arastirmaci: Evet, 3 niin oldugu seklin tabani 7 birim.
3.MOA: Buna da 4, 4; 8 eklersem, 15 olur. (Burada MOA yanliy toplama

vapmustir.)15 birim fazla olmus oluyor. Burasi kag¢ ki? Burasi da 17 neden boyle cikti?

Arastirmaci: 17, o zaman 10 birim mi artmis oluyor?

3.MOA: Humm, ben eksik saydim. 5 birim var burada. Burada 4 birim, 9, 7, bu sefer de
16 oluyor. Neden boyle oldu? Yanlis mi sayryorum?

Arastirmact: Sen neyi sayyorsun? 5 niin oldugu sekilde neyi sayiyorsun sen?

3.MOA: Ben bundan ne kadar fazla surada kare var? Simdi burada 7 tane...

Arastirmact: 5° niin oldugu sekilde su parcalilart mi sayiyorsun?
3.MOA: Evet, kalanlar: sayiyorum.
Arastirmaci: Kalanlar derken?

3.MOA: Su, surasi, surasi... Zaten surasi tam buraya oturacak, boyle.

Arastirmact: 3 niin oldugu sekil, 5° niin oldugu yere oturuyor.

3.MOA: Tam oturmuyor iste. Bir tane kaliyor, burasi tam, buradan bir tane kaliyor.

16ydi zaten toplam 17 olmus olacak. Neyse, orasi. Ben bunu bilmiyorum yani.
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Sekil-islem iligkisi alt kategorisi sekilden isleme gecis boyutu sekilden ara
islemlere geciste 6zel ve genel terimleri ifade etme alt boyutu: 1.MOA, iigiin ve
besin kiiplinii temsil eden sekillerin taban uzunluklari ile yiiksekliklerinin ayni oldugunu

sOylemistir (1.Gorlisme).

1.MOA: Burada verilen bu her bir tabamin uzunlugu, kac birim kareye béliindiiyse o

kadar birim kare. Ayni sey bu taraf icin de gecerli.

Arastirmaci: Yani tabanda ka¢ kare varsa, o kadar karenin sayisi oldugunu

soyliiyorsun. Ayni sekilde su yan dik yiizey icin de tabanla ayni uzunlukta?

1.MOA: Evet. Su kismi ve kismi ayni sayida...

1.MOA, (Zn—l)3 ni temsil eden sekli olusturan kiiciik kareleri topladiginda

bunun (27— l)3 e esit olacagindan bahsetmistir (1.Goriisme).

1I.MOA: Bu n ile genellestirilmis biiviik seklin her bir ayriti bir birim azalarak 1 e

kadar gelivor. Bunlarin _her birini_topladigimda biliyorum ki (2n—1)3 elde etmem

gerekiyor.

2.MOA, daha 6nceden nasil elde edildigini anlayamadig: 1+2.3 ifadesinin neyi

temsil ettigini dogru olarak ifade etmistir (Sekil 4.2.11, 1.Gorlisme).

Arastirmaci: Ne diistintiyorsun? Sesli olarak séyle istersen ne diigiindiigiinii.

2.MOA: En son surada 2.3 demisiz, 1+2.3. Su alt tabani uzunluk olarak diisiindiim.
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2.MOA, 1+2.3 ve 2+3.5 ifadelerinin altinda yazili bulunduklar1 sekillerin taban

uzunlugunu ifade ettigini sOylemistir (1.Goriisme).

2MOA: 5° 1, 2 3 4, 5 par¢adan olusmus. Burada 2n-1 igin ise, 2n—1 parca

olacagimt diigiiniiyorum, surada. Burada da o tutuyor. Su alt kisuim, surayi 3 olarak

diisiinmiistiim, 3 birim. Iki tane iic arti su dolu kare bir, arti bir; burada 3.5, 5 tane 5

uzunlukta 3 tane var, arti 2, bir, bir. Yine sadece sunu uzunluk olarak diistindiim.

2.MOA, &zel terimleri (iiciin ve besin kiipii) temsil eden sekiller i¢in yaptig
yorumu, genel terimi temsil eden (2n-1) sekil i¢in de yapmustir. (n-1)+n(2n-1) ifadesinin

altinda yazili bulundugu seklin taban uzunlugunu ifade ettigini sdylemistir (1.Goriisme).

2.MOA: Burada o zaman é6yle bir durum varsa, sunu gorsel olarak cok fazla

diistinemiyorum ama n (Zn - 1) ise 2n—1 uzunluktan, n tane oluyor surada, arti surada

n—1tane var, su sivahli kissm n—1.

2.MOA: Iste orada bence mesela suradaki sivah doleu su alt kisim benim icin mesela n-

1 i ifade ediyor. n-1 tane surada kutu oldugunu diistindiim. Surada gorsel olarak

baktigimda ii¢ tane oluyor. Hdalbuki mesela soyle, soyle, soyle gelip bir sey oldugunda

burada n-1 tane oldugunu diistiniirdiim, su dolulardan. Sonra n(2n—1)dedigvi zaten

hani 2n-1 benim suradaki su uzunlugun, 2n-1 tane kiiciik kare varmis o. Sunlar da n

sayisi, n_tane sayida olacak o. Aymi buradaki gibi 5 tane, 5’e béoliinmiis birimlik

karelerden olusuyordu, 3 tane vardi. Burada n tane olan 2n-1 birimlik karelere

boliinmiis kutular var.

2.MOA, besin kiipiinii temsil eden seklin altindaki 3.5 ifadesinin sekildeki
parcalanmamis karelerin sayisimi temsil ettigini disiinmiis, yanlis diisiindiiglinii fark

edince onceden diislindiigli uzunluk fikrine geri donmiistiir (1.Goriisme).
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2.MOA: Ya hem béyle... Bir de mesela surada da 3 tane, 3.5 demis, bu 3.5 bence su 5

ten, 5 birimlik karelerden 3 tane beynimde éyle olusuyor. Burada da su 2+2 de, 1+1+2

diye de olusmustu. Himm, evet. 3 icin oluyor mu? Olmuyor. O zaman olmuyor. Bu ilk

basta dedigim daha dogru, vani su. Su alt uzunluk olayi ile ilgili, 2.3 tane.

2.MOA, besin kiipiinii temsil eden seklin 1’ +3° +5° islemini, (2n—1)3 nil

temsil eden seklin ise I’ +3° +...+(2n—1)’ islemini temsil ettigini s6yleyerek, 6zel ve

genel terimler i¢in yanlis yorumda bulunmustur (2.Goriisme).

Arastirmaci: 2+3.5 sekli I’ +3* +5° niin toplanu diyorsun?

2.MOA: Evet. Yani éyle cikiyor. 15, 17, 18 evet dyle ¢ikti. 28, 153. Tamam. Bu

(2n—l)3 de mesela sadece su 2n—1’e kadar olan savilarin toplami. Yani su sayt o

zaman, en son durumda ispatin su kismi 1 den (2n - l)3 e kadar olan sayilarin toplami

uynius.

2. MOA: Hummm, tamam. O zaman 1> i, 3 i, 5 i de 2+3.5 vani 1’den 17 ’ye kadar

17.18

=153, 125,27, 1 oda 153 ayn.

olan savilarin toplami. Evet o da bovle cikt.

Arastirmact: I’ den (2n—1)3e kadar olan _sayilarin _toplami _su sekilde verilen

(n—1)+n.(2n—1) ?

2.MOA: Evet, ovle cikti.

2.MOA: Demek ki 1’den 2n-1’e kadar olan savilarin toplami da surasi olacak. Yani

buna kadar olan sayularin toplami. Sayilari oraya kadar toplayacagiz, yani evet.

Tamam bu 2n* —1. Tamam, mantikli.
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3.MOA, besin kiipiinii temsil eden seklin altindaki 2+3.5 ifadesinde yer alan
3’lin sekildeki tam kare sayisini, 2 nin pargali kare sayisini ifade ettigini, {igiin kiipiinii
temsilden say1 i¢in ise bunun tersi oldugunu sdylemistir. 3.MOA, 6zel terimler icin

yanlis ifadede bulunmus, genel terim 2n-1i¢in fikir yiirtitememistir (1.Goriisme).

Arastirmaci: Yani surada, besin kiipiiniin oldugu yerde diyorsun ki iki tane parcali sekil

oldugu icin iki dedi, ic tane tiim sekil oldugu icin +3 dedi.

3.MOA: Evet. Burada da bir tane tam, iki tane de parcali var. (Uciin kiipiinii temsil

eden sekil icin soyliiyor.)

Arastirmaci: O zaman tersi mi OIMVOI" onun?

3.MOA: Bu bunun tersi, evet sanki.

Arastirmact: Uciin kiipiiniin oldugu yerde bir tane tam kare aldi, iki tane parcali aldig

icin 2.3 oldu?

3.MOA: Evet.

3.MOA: Burada da ne kadar aldi? Himm, zaten gidiyor. 1, 2, 3 aradaki fark 2, 1 den
n—1"’e kadar gidiyor, 2, 3, n, sonra aradaki fark iki olacakti zaten, 2n—1"e kadar

gitmis ama burasi, bilemiyorum yani. Neyse bunu ge¢sek olur mu?

3.MOA, yanlis yorumda bulundugunu anlamus, yukarida bahsettigi matematiksel

ifadelerin uzunlugu temsil ettigini soylemistir (1.Goriisme).

3.MOA: Himm, uzunlugunu o sekilde yapmis.

Arastirmaci: Nasil?

3.MOA: Ben yanlis anlamisim da bir seyleri, neyse. Surada ii¢ birim ya her biri iki tane

var, bir tane de suna eklemis, burada da ayni sekilde iic tane var beslikten sovle

gidiyor, iki tane de su iki birimlik.
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Arastirmaci: Yani sunu divorsun, kovu olan verlere bir demis, surada da koyu olan yere

iki demis oyle mi?

3.MOA: Evet, yani her birinin uzunluguna bir birim dersek bununki yedi birim oluyor.

Bununki on vedi birim oluyor.

Sekil-islem iliskisi alt kategorisi sekilden isleme gecis boyutu sekilden
sonuca gecisi ifade etme alt boyutu: 1+2+3+...+(2n° —1)ifadesi sekilden elde

edilmistir. Bu alt boyut, MOA’larinin bunu algilama durumlarini temsil etmektedir.
.|
2

e (e D a2 ~1) —

PP 4540t Q-1 = 142434 + 2n%1) = n20Qn"-1)

Sekil 4.2.16. Ozdesliklerin Elde Edilmesi

1.MOA, 14+2+3+...+(2n° —1)ifadesinin sekilden elde edilisini dogru olarak

ifade etmistir (2.Gorlisme).

Arastirmaci: Sunlart nasil yazdi? 1+2+3+ ... oldugunu nasil buldu?

1.MOA: Burada bu sekli her bir parcaya avirdiginda, burada bir kare var, burada iki

kare var, burada tic kare var, bu sekilde su en uzun bir satirda bir kare var, ikinci

satirda iki kare var, dictinci satirda iic kare var. Asagi kadar geldigimde burada en son

satirda da 2n* —1 tane satir var. Burada bunu topladigumiz zaman aym zamanda bu

birinci kismin hepsinin _ic ice gecip birlestirilmis hali gibi olustugunu burada




140

parcaladigimizda gorebiliriz. Elimizde tangram ya da yapboz gibi bir sey olsa

pargaladigimizda bununla bunun birlestivilmis ve ayristirilmis halleri oldugunu

gorebiliriz.

3.MOA, sekilden isleme gegisin nasil oldugu hakkinda fikrinin olmadigini
belirtmistir (1.Goriisme).

3.MOA: Surasu su gecisi bilmiyorum. Yani onu anlayamivorum ama su anda. 1, 2...

Gercekten bu sayilar buna nasil esit oluyor diye diistiniiyorsun_ama... Simdi surasi

zaten 2n” —1yapiyor. Yani 1 den baslhyor burada. Burada 7 den baglamistim ben onu.

Surada yedi, burasi on yedi falan diye gidiyor. Su gecisi diistinemedim.

Sekil-islem iligkisi alt kategorisi sekilden isleme gecis boyutu parcayi
formiile etme alt boyutu: Tek sayilar sekilsel olarak gosterilirken tek sayinin kendisi
kadar kare alinmistir. Her seferinde iki karenin gosterimi degistirilmistir, digerleri
aynen alinmistir. Genel olarak 2n-1 tek sayisit i¢in 2 karenin sekli degistirilmis
(pargalanmis), kalan (2n-3) karenin sekliyle oynanmamistir. 1.MOA, bu durumu

formiile etmistir (1.Gorlisme).

Arastirmact: Surasi (2n—l)2 (2n-3) derken neyi kast etmek istedin? Su ii¢ kareyle

ilgili...

1.MOA: Uc kareyi... U¢ karevi, suradaki iic tane kareyi, her birinin alani (2n — 1)2 in

karesi kadar. 2n—3 tanesi alinivor. Burada da 2 tane (2n —l)2 in karesi parcalanmus

ama_parcalanmalarint formiile etmeye calisiyorum su _an. Burada, buradaki her bir

sekil buraya oturtulmus, su sekilde.

1.MOA, sonrasinda yukaridaki ifadesinin daha anlasilir bi¢imini ifade etmistir

(1.Gorlisme).
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1.MOA: Suradaki her bir tam karenin savisi 2n—73.

Arastirmaci: Sekillerde tam kareler var, onlart soyliiyorsun?

1.MOA: Evet, ikinci esitlikte tam kareler olusmustu 2n—3 tane. O 2n—3 tanesi buraya

oturtuldu, tictincii esitlikteki sekillere.

Sekil-islem iliskisi alt kategorisi sekilden isleme gecis boyutu biitiinii
formiile etme alt boyutu: 1.MOA, (2n—1)3 nii sekillere bakarak formiile etmeye

calismistir. Fakat 1 den bagka diger tek sayilar icin esitlik saglanmamaktadir (Sekil
4.2.17, 1.Goriisme).

L.MOA: Su ikisi tamam, simdi bunun formiiliine geldi sira. (n—1)+(2n-1).1+ bundan
bir ¢ikartp tekrar 1 ile ¢arpip toplayarak " (k—1)+k(2k-1), (2n- 1)3 elde etmemi
k=1

saglar.

{\Lf'\, = 3 : \”\ )” _‘f@\,-—_\?
Vg V)l
Sekil 4.2.17. 1.MOA’nin Coziimiinden Bir Boliim

1.MOA, yukarida yaptig1 formiilii bir kenara birakmis, yeniden formiile etmeye
baslamistir. Fakat ikinci kez formiile etme girisiminde de basarisiz olmus, sonuca

ulagamamustir (Sekil 4.2.18, 1.Goriisme).
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Sekil 4.2.18. 1. MOA nin Tek Sayilarin Kiip Gosterimini Formiile Etmesi (1.G&riisme)

1.MOA, 2.gériismede de yeniden formiile etmeye calismistir ama (2n—1)3 ni

tekrar yanlis formiile etmistir (Sekil 4.2.20.).

EF: i o

R 5 = 03 Y
*‘:“‘“‘ (?I 3)'?1‘1(2& 1) ":)'"““*l‘ Q_f, il

Sekil 4.2.19. 1.MOA’nin Sekil Uzerindeki Coziimii
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Sekil 4.2.20. 1.MOA’nin Tek Sayilarin Kiip Gosterimini Formiile Etmesi (2.Goriisme)

Sekil-islem iliskisi alt kategorisi sekilden isleme gecis boyutu kontrol etme

alt boyutu: 1.MOA, sekilden isleme gecisi formiile etmeye calismis, sonuca

ulagamamistir. Yaptigi islemi kontrol etmek i¢in yeniden yapmustir (1.Gorlisme).

Arastirmaci: O zaman sen simdi formiilii yazdin, neredeydi o? Su muydu su?

1.MOA: Toplam olan su. Sunun (2n —1)3 e esit olmasi gerekiyor. Su an yaptigim hatay

arwvorum. Nerede hata yaptim?

Arastirmaci: Suraya veniden formiilii yaziyorum diye not et.

2.MOA, fiiciin kiipiinii temsil eden seklin iigiin kiipiine esit olup olmadigini
kontrol etmistir.

Arastirmaci: Ne diistintiyorsun?



144

2.MOA: Tamam, su kareler su kiiciik karelerin toplami vani 1’ ii bunu temsil ediyorsa

dive diistindiim. Sunlarin _hepsini _parcalasaydim, 1,1,1,... 27 tamam. Bunlar icin

hesaplamistim. 27 birim kiip var.

Sekil-islem iliskisi alt kategorisi islemden sekle gecis boyutu 6zel ve genel
terimleri ifade etme alt boyutu: 1.MOA, (2n—l)3 niin sekil olarak nasil temsil

edildigini ifade etmistir (1.Goriisme).

1.MOA: Burada her bir tarali parcalanmaya yararl olan parga ters ¢evrilip buradaki

eksik kisma oturtuldugunda kare seklinde burayr tamamlyor. O yiizden de
(2n - 1) (2n - 1)2 elde edilmis oluyor.

Arastirmaci: Nereden oluyor dedin?

1.MOA: Buradaki her bir tarali parca...

Arastirmaci: Onu tamamladi?

1.MOA: Buradaki eksik kismi, parcalanmislar: cevirdigimiz zaman biitiine tamamlamisg

oluyor. Toplamda 2n—Iltane parcamiz vardi. Tam biitiin olan parcamin alaninin

(2n- l)2 oldugunu bilivoruz. (2n - l)(2n - 1)2 elde edilmis oluyor.

Arastirmaci: Tiim alant olmug oluyor?

1.MOA: Evet tiim alani olmus oluyor. Tabanlar ayni ise iistler toplanirdan

(211—1)(211—1)2 = (2}1—1)3 elde edilmis olur.

2.MOA, birin kiipiiniin sekil olarak temsilini ifade etmistir (1.Goriisme).

2.MOA: Yani simdi tek bir karenin alani mesela 1’ jinii temsil ediyor.




145

2.MOA: Tamam, bir inceleyim. 1’ icin bos kare vermis. 3 icin 3.3% demis. 3’ sunu

temsil etmis.

2.MOA, iigiin kiipiinii temsil eden sekilde yer alan tiim karelerin sayismin seklin

tabaninda yazan sayiya gore belirlendigini sdyleyerek, yanlis yorumda bulunmustur.

2.MOA: Simdi sunu diisiindiim. Burada en sondaki esitlikten sonra, bir, iki, ii¢ parca,

3 ise mesela, kiipiine gore desil de, su tabandaki sayiva gére iic parcadan olusmus,

Sekil-islem iliskisi alt kategorisi islemden sekle gecis boyutu kontrol etme
alt boyutu: 2.MOA, islemler arasinda bulunan iliskinin islemleri temsil eden sekiller

arasinda da olup olmadigini kontrol etmistir (1.Goriisme).

3MOA: Pve 3 'nii topladim, su kiigiigii de suraya koydum. Acaba bu sekilden bu

sayiyt vakalayabilivor muyum? Ona bakmaya calistyorum.

Arastirmact: 1° +3° =28 ise, sekilde 1’ ve 3 'niin gosterildigi sekli birlestirdigimde 28

oluyor mu? Ona bakmaya ¢aligiyorsun.

3.MOA: Evet.

Islem-islem iliskisi alt kategorisi 6zel terim ve 6zdesligi ifade etme boyutu:
1.MOA, yapilan islemlerin tek sayilar {izerinde oldugunu sdyleyerek, matematiksel

ifadeler arasinda bulunan iliskiden bahsetmistir (1.Goriisme).

1.MOA: Genelde hep tek sayilar tizerinde yapilmis islem. Genelde degil, daha dogrusu

tamaminda tek sayilar iizerinde yapilmis.
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1.MOA, gérsel ispattaki birinci ve ikinci 6zdesligi tarif etmistir (2.Goriisme).

1.MOA: Bu ifade direkt kiipler toplami birinci ifade. Ikinci ifadede ayristiridmis haldeki

her terimi toplamis.

Islem-islem iliskisi alt kategorisi islemleri yaparak ¢6zme boyutu: 1.MOA,
ikinci 6zdeslikte bulunan 2x° —1 ifadesinin ispatta nereden geldigini soylemistir

(2.Gorilisme).

1.MOA: 2n* —1buradan gelivor, bu sekilden.

Aragtirmaci: Yani (n—1)+n(2n—1)=2n*> —1. Tamam, oradan geliyor.

Islem-islem iliskisi alt kategorisi formiil kullanarak ¢6zme boyutu:
MOA’lart  n’ (2712 —1) esitliginin  6zdesliklere esit olmasimmi formiil kullanarak

gostermislerdir.

Arastirmact: n’ (2n2 - 1) in ona (ozdeslige) esit oldugunu nasil bulmus?

1.MOA: Terimler, toplam formiillerini diigiinerekten, son terim arti ilk terim bolii artis

miktart artt bir saglar mi diye onu deniyorum su an. Burada da bu gordiigiimiiz kismi

toplam formiiliinden elde etmis olduk (2.Gorlisme).

Arastirmact:. Peki sunu nasil yazmis? nz.(Zn2 - l) 'i?
2.MOA: 112.(2112 - 1) . Son terim eksi ilk terim mi? Evet, oradan.

Arastirmaci: Nereden dedin?
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N An+1
2.MOA: Surada w oradan yazmig (2.Goriisme).

3.MOA: Uzunlugunun bir fazlasvuin varisi kadardwr. Yani su uzunlugunun bir fazlasinin

carpimimin_yarist_kadar ediyor toplami. Biitiin seylerin toplami, sunlarin _hepsinin

toplami... (1.Goriisme)

Islem-islem iliskisi alt kategorisi formiile etme boyutu: 1. MOA, 1+2(3),
2+3(5) biciminde verilen ifadeleri formiile etmeye ¢alismistir. Fakat sonuca

ulasamamustir.

Arastirmaci: Su 5-27 Nasil buldun onu?

1.MOA: 5-2. Surada olusan esitlikte, burada iiciin kiipii icin diisiiniildiigii zaman, iiciin

karesinden iki eksik, burada besin karesini diigiindiigiimiizde besin karesinden...
Arastirmaci: Besin karesi derken hangisini besin karesi diigiintiyorsun?

1.MOA: Burada ii¢ iizerinden islem yapmisiz tabamimiz ii¢, bu say1 burada olusan

karede iiciin karesinden iki eksik.
Arastirmact: Uciin karesinden iki eksik derken neresi iki eksik?

1.MOA: “Yani iiciin karesinden ne kadar az ya da ne kadar fazla?” onu diisiinmeye

calistyorum.

Arastirmact: Ugiin karesi ne oluyor? Mesela bunun tamami mi oluyor? Ne oluyor iigiin

karesi? Kendin ne diistiniiyorsun?

1.MOA: Buna en yakan iiciin kuvveti sayn diisiindiim acikcasi. Onun icin en yakin ticiin

karesi oluyor. Burasinin toplami yedi.

Arastirmaci: Yediye en yakin sayuyi...

1.MOA: Yediye en yakin iiciin kuvveti iiciin karesi var dokuz.
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Arastirmaci: Tabani formiile etmeye ¢alisyyorsun?

1.MOA: Formiile etmeye calisiyorum.

Arastirmaci: Tabana yazmis oldugun sayr 3.2+1="7 ise bu dokuz, iiciin karesi. Benzer

sekilde burast nasil olur?

1.MOA: Burasi 17 yapiyor. 5 iizerinde ¢alisiyoruz. 5 in karesi 25, 25 ten sekiz eksik,
yani 2’kadar eksik buraya 2 yi olusturabilmek icin 3—2 diye biliyorum. 2 nin birinci
kuvveti yapiyor. Yani elde etmek istedigim sayi... Burada da fark 8. Yani ikini kiipii.
2’nin kiipiinii de 5-2 seklinde yazabiliyorum. Ayni seyi burada da denecegim simdi,

sagliyor mu?
Arastirmaci: Dene bakalim.

I.MOA: n—1+2n>—n , 2n° —lyapti. Demek ki 2 ile ¢cikmiyor. n® ye ulasmam icin o

. 2 o
zaman diizenlemem gereken sey 1—n", o da saglamaz.

Islem-islem iliskisi alt kategorisi saglamasim1 yapma boyutu: 2.MOA ve
3.MOA 6zel degerler vererek 6zdesliklerin hangi n degerleri i¢in saglandiklarina

bakmislardir (2.Goriisme).

Arastirmaci: 1° 'den 17° 'ne kadar olan sayilarin toplamini mi diisiindiin?

2.MOA: Evet, 1> +3° +...+17° diye diisiindiim. Ne oluyor? 161 e kadar olan sayilarin

toplamiymuis. O da mesela n yi ne buldum ben? 9 buldum.

Arastirmaci: Orada ne diisiindiin?

3.MOA: Su formiilii sagliyor mu diye baktim da. Saglivormus.

Arastirmaci: Hangi formiilii?

3.MOA: Uciinde toplam 153 tane kare oldugunu buldum.

Arastirmaci: Ugiiniin toplami derken 1’ +3° +5° toplamlar: 153 tane kare oldu.
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3.MOA: Evet, burada n=3 olmus oluyor. Buraya kovdum 153’ii verdi, denemek

istemistim.

Arastirmaci: Verilen soruda n’ (2n - 1) de hangi n degeri i¢in saglyor, onu buldun. 3

icin sagliyor dedin.

Cebire egilim gosterme: MOA’larmin bu kategoriye ait durumlar Sekil 4.2.21.

de gosterilmistir.

TFormﬁle etmeye ¢alisma(01,02)

< (02) . Cebire egilim
Cebirsel'anlamlandirma Cebirsel eylem gosterme

Sekil 4.2.21. Ozdesliklerin Ispatlanmis Gorsel Ispatinda Cebire Egilim Gosterme

Cebirsel anlamlandirma boyutu: 2.MOA, 6zdesliklerin birbirine esit oldugunu

formiil olarak bildigini sdylemistir (1.G6rlisme).

2.MOA: Alan ile iliskili oldugunu diisiiniiyorum, mesela. Bunlarin hepsinin toplanmisi
su son sekildir. Simdi bir kenari su olan karenin yarisi gibidir. Iste surada bir digli var,

bunlarin iki tanesi bir kare, 2n* —1in karesi yani. Sunun ile de sunun ayni oldugunu

gorebilirim, hani formiilden esit, onu anliyorum.

Cebirsel eylem boyutu formiile etmeye ¢alisma alt boyutu: 1.MOA, (2n - l)3

ifadesini temsil eden sekli matematiksel olarak gostermeye, formiile etmeye calismistir.

Arastirmaci: Simdi sen ne yapmaya ¢alistin?
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1L.MOA: Suramin toplam alamni buldugumda bu toplam alamin sayimin kiipiine esit

oldugunu bulmaya calistyorum.

2.MOA, (211—1)3 ifadesini temsil eden seklin matematiksel gosteriminden

hareket ederek gorsel ispatta belirtilen ikinci 6zdeslige ulasmayr hedefledigini

sOylemektedir.

Arastirmaci: Senin burada amacin nedir?

1.MOA: Bu_genel ifadelerden birine ulasmaya calismak. (Gorsel ispattaki
ozdesliklerden bahsetmektedir.)

Arastirmaci: Hangi...

1.MOA: Buna zaten ulasilabilir. (Birinci ézdeslikten bahsediyor.) Buna su karelerle

ulasmaya calistyorum. (Ikinci ézdesligi séyliiyor.)

1.MOA, (2n - l)3 ifadesini temsil eden sekli formiile edememistir. Amacinin tek

sayilarin kiiplerinin matematiksel olarak farkli bigimlerde yazildigin1 gdstermek

oldugunu soylemistir.

Arastirmaci: Peki diyelim esit ¢ikti, ¢itkmali zaten. O zaman ne olacak?

1.MOA: O zaman kiipii birkac farkls yontemle yazmis olacagiz. Tek sayilarin kiiplerini

birkac farkl sekilde vazmayi gdrmiis olacagiz.

2.MOA, gorsel ispatta bulunan matematiksel ifadeleri bir araya getirmis ama

buradan anlamli bir sonug elde edememistir.
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2.MOA: Suradaki 1+23vard:. 2+3.5, 3+4.7. Burast sadece n—1 den gelenler.
Yani 1, 2, 3, 4, 5 onlari ayri bir vere yazdim, n—1 e kadar. Surada carpim durumunda

olanlar da su sekilde yazdim. Buradan da carpimdan gelecek olanlardi, oyle o sekilde.

X Bk uAY) & U =< \9)} x -

Fa2(o) & 24 55) & %
[ S— T ey kh-m_.._o---"'_“ | 3
" s (ﬂ_n} &
i,
\ T
. f ! T e i
A\ S . TR i. Inh—4 ) % Vl=win !
n ~ =1\ ¥ Poci ™okt ooy T L AL
Y L T T A TN o B M
. N J A 3% i ST s
e ey I T G
i B = o -
In (WY
L ra gl o T L Ao ia-y )
S o ISty L-LRVv4A a=val ¥
% . Oel'ley + 2722170 Ll
& 1 P N R
1 0 LA ME -
[+ 24 =

Sekil 4.2.22. 2.MOA nin Coziimiinden Bir Boliim



V. BOLUM

SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde aragtirmadan elde edilen bulgulara dayali sonucglara ve sonuglar

cercevesinde cesitli Onerilere yer verilecektir.

5.1. Sonuglar

Bu ¢alismada MOA’larinin gérsel akil yiiriitme durumlarini incelemek amaciyla
MOA ’larma gérsel ispatlarin bulundugu ¢alisma kagitlar: verilmistir. MOA’larindan ii¢
gorsel ispat1 kendilerinin ispatlamalari, bir gorsel ispati ise yorumlamalar1 istenmistir.
MOA’larindan ispatlamalar1 istenen gorsel ispatlardan biri gorsel ispatin alindig
kitaptaki (Nelsen, 2000) hali gibi verilmemis, verilen bazi bilgiler ¢ikarilmistir.
MOA ’larmnin ¢dziim durumlarina gore, ispatin kitaptaki hali ipucu denilerek verilmistir.
Katilimcilardan c¢alisma siirecinde sesli olarak diisiinmeleri istenerek, konugmalari
kaydedilmistir. MOA’larmin ¢alisma kagitlart iizerindeki ¢oziimleri ve ¢dziim
sirasindaki konusmalar1 incelenmis, gdmiilii teoriye gore analiz edilerek bazi1 sonuglara
ulasilmistir. Bu sonuglar, MOA’larinin gorsel ispatlar1 ispatlama ve gorsel ispati

yorumlama siire¢leri olmak tizere iki ayr1 baslik halinde sunulacaktir.

5.1.1. MOA’larinin Gorsel Ispatlar1 ispatlama Siirecine Ait Bulgularin Sonuclar:

MOA’larinin gorsel ispatlar1 ispatlama siirecleri Sekil 5.1. de gdsterilmistir.
Arastirmanin sonuglar1 bu sekil dogrultusunda agiklanmaya calisilacaktir. Sekilde de
goriildiigii gibi, MOA’larinin gdrsel ispatlar1 ispatlama siirecine ait ana kategoriler
“Gorsel ispat1 algilama, sekli kesfetme, ispati temel alarak akil yliriitme, cebire egilim

gosterme, ispatin farkinda olma, ipucuna ihtiya¢ duyma, sonuca ulagma, sonucu
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degerlendirmedir.” Her bir ana kategoriye ait alt kategoriler o kategorinin hizasindaki
eksen iizerinde gosterilmistir. Aragtirmanin sonucunda ortaya ¢ikan alt kategoriler
“Soruyu algilama, sekli algilama, biitiinii kesfetme, parcay1 kesfetme, strateji belirleme,
strateji uygulama, cebirsel diisiince, cebirsel eylem, ispata odaklanma, ispattan
uzaklagsma, ipucunu kullanma, ipucunu kullanmama, ispatlayabilme, ispatlayamama,
yaptiginin farkinda olma, yaptigmin farkinda olmamadir. ” Sekilde iligkili olanlar
birbiriyle kesismis ya da oklar yardimiyla birlestirilmistir. iliskiler tek yonlii ortaya
ciktigindan sekildeki oklar da tek yonlii olarak kullanilmistir. Okun baslangi¢c noktasi
iliskinin baslangic noktasini, okun ucu ise bitis noktasin1 gostermektedir. Ornegin,
gorsel ispat1 ispatlayan MOA ispati ispatlayamadigini sanarak yaptig1 sonucun farkinda

olmamaktadir. Burada tek yonlii bir iligski s6z konusudur.

Bu béliimde verilerin analiz edilmesi sonucunda ortaya ¢ikan ana kategorilerin
sonuglar1 ele alinacaktir. Verilerin analiziyle MOA’larmin gorsel ispatlar1 ispatlama

stireclerine iligskin sonuclar Sekil 5.2. de gosterilmistir.
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Benzerlik

Soruyu okuma siirecinde algilama Agiklama ciimlesi

Sor’ algflama Sekli algila

~ Geometrik flyap:

Gorsel ispati algilama

121G ewepieds] Lepeds] [9s100 uruLel, VOIN "1°S 9§

Gorev 6@51\A ruyu, ispatlama siirecinde algilama P Geometrilgfedsterim _
v Temsil Matematiksel itade Konum *
A Adlandirma
etrik 6zellik Geometrik 6zellik
Biitiinii kem Biitiin-parca iliskisi bulm Parcay1 kesfetme |Parga-parga iliskisi kurma Sekli kesfetme
Biitiine parca eklerfie
Geometrik yap1 bulma
v Sekilden veri elde etme
< Stratejifeli S ji a p Ispati temel alarak
/ / akl yiiriitme
Islem tizerinden Islemlere yon verme
< Cebirsel diigiince Cebirsel eylem > Cebire egilim gﬁsterme
Amacini belirt Ispati kullanma
Isppta odaklanma Ispattan fizaklasma
< » Ispatin farkinda olma
] iftme / Unuttugunu sdyleme
Ise yaramama
P ipugiinu kullanma ipucunu kullanmama o ipucuna ihtiya¢ duyma
Ise yarama
P Ispatlayabilnie Ispatlayamama . Sonuca ulagma
/ Hemen Aksik \

< quf o) a VprIilhll’l farkinda oelmama > Sonucu degerlendirme

Sonra,
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——» Soruyu algillama

Gorsel ispat1 algilama

» Sekli algilama

— Biitiinii kesfetme

Sekli kesfetme

— > Parcayi kesfetme

» Strateji belirleme

Ispati temel alarak
akil yiiritme L » Strateji uygulama

Cebirsel diisiince
—b

Cebire egilim gdosterme

— > Cebirsel eylem

—» ispata odaklanma

Ispatin farkinda olma

L, ispattan uzaklasma

—» ipucunu kullanma

Ipucuna ihtiyag duyma

L, ipucunu kullanmama

—» ispatlayabilme

Sonuca ulasma

> ispatlayamama

N Yaptiginin farkinda olma

Sonucu degerlendirme

» Yaptiginin farkinda olmama

Sekil 5.2. Gorsel Ispatlar Ispatlama Siirecine Ait Kategori ve Alt Kategoriler
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Sekil 5.2. de goriildiigii gibi MOA’larinin gorsel ispatlar1 ispatlama siireci sekiz
adimdan olusmaktadir. Bu boliimde her bir ana kategori alt kategorileriyle birlikte
paragraf basliklar1 altinda incelenecek ve kategorilerin birbirleriyle iliskilerinden

bahsedilecektir.

Gorsel ispat1 algilama: MOA’larma ¢alisma kagitlar1 verildiginde, MOA’lar1
oncelikli olarak gorsel ispat1 algilamaya calismislardir. Bu dogrultuda MOA’lar1 gorsel
ispatta yer alan sorulart okumus ve sekilleri incelemislerdir. MOA’lar1 soruyu
okuduklar1 sirada veya gorsel ispati ispatlamaya ¢alisirken soruya dair emin
olamadiklar1 veya anlayamadiklar1 durumlar goriilmiistiir. Dolayisiyla soruyu algilama
alt kategorisi sadece soruyu okuma siireclerinde degil soruyu ispatlama siireglerinde de
ortaya ¢ikmustir. Ayrica MOA’larinin soruyla ilgili algilama durumlarinin agiklama
ciimlesi veya gérev ciimlesine yonelik oldugu gdzlemlenmistir. MOA’larmin gérsel
ispat1 algilama durumlarmim bir digeri ise sekli algilamadir. MOA’lar1 sekildeki

geometrik yapiy1 ve geometrik gosterimi algilamada sorunlar yasamiglardir.

Sekli kesfetme: MOA’lar1 gerek sekil iizerinde gerekse sekil disinda
¢oziimlemeler yaparak sekli kesfetmeye calismislardir. MOA’larmin sekli kesfetme

durumlar biitiinii kesfetme ve parcay1 kesfetme olmak {izere ikiye ayrilmistir.
Biitiinii kesfetme alt kategorisi asagidaki islem tiirlerinden olugsmustur:

¢ Adlandirma

o Geometrik 6zellik

¢ Biitiin-parca iligkisi bulma
¢ RBiitiine parg¢a ekleme

e Geometrik yap1 bulma
Pargay1 kesfetme alt kategorisi ise,

e Geometrik 6zellik
e Parga-parca iligkisi kurma

e Pargaya parga ekleme
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islem tiirlerinden olusmustur. MOA’lar1 hem seklin biitiiniine yonelik hem de sekli
olusturan bir pargaya ydnelik geometrik 6zellik bulmuslardir. MOA’lar1 geometrik
kurallar1 kullanarak biitiin-parca ve parga-par¢a iligkilerini kurmuslardir. Ayrica
MOA ’lan sekil iizerinde cizimler yapmislar, bunun sonucunda ise biitiine par¢a ekleme
ve parcaya par¢a ekleme durumlart ortaya c¢ikmistir. Biitiini kesfetme siirecinde
geometrik yapilar bulmuglar, sonrasinda bu yapilarin 6zelliklerini ortaya ¢ikararak o
parcay1 kesfetmislerdir. MOA’larmin sekli algilama durumlari ile biitiinii ve parcayi
kesfetme durumlar iligkilidir. Diger bir ifadeyle, sekli kesfetmeye yonelik yapacaklar
islemler sekli algilama durumlarindan etkilenmis, nasil algiliyorlarsa Oyle hareket

etmislerdir.

Ispati temel alarak akil yiiriitme: Hershkowitz ve digerleri (2001) bazi
durumlarda gorsel bir stratejinin sembolik bir sonugtan ilham alabilecegini ifade
etmektedirler. Benzer sekilde MOA’larmin da gorsel ispat1 ispatlamaya c¢alisirken,
ispatta istenilene gore hareket etmeye calistiklart durumlar olmustur. Bu da
MOA ’larini rastgele ¢dziim yapmadiklarini gdstermektedir. Bardelle (2010) tarafindan
yapilan caligmada da Ogrencilerin gorsel gostergebilimsel sistemlerin kullaniminin
rastgele olmadig1 fakat biraz daha konu iizerinde ¢alismaya ihtiya¢ duyduklar1 ortaya

¢cikmustir.

MOA’lar1, ispata gdre ne yapmalar1 gerektigini ifade etmisler yani strateji
belirlemislerdir. MOA’lar1 stratejileri sekil iizerinden veya islem {izerinden
belirlemislerdir. MOA’lar1 belirledikleri stratejileri gerceklestirebildikleri durumlar
oldugu gibi gerceklestiremedikleri durumlar da olmustur. MOA’larmin  strateji
belirleyerek bunu gergeklestirmeleri strateji uygulama olarak alinmisti. MOA’lar
strateji uygulayarak, sekilden veri elde etmisler ya da yapacaklar1 islemlere yon
vermiglerdir. MOA’larmin soruyu algilamalari ile strateji belirleme veya strateji
uygulamalarinin iligkili oldugu goriilmistiir. Nitekim soruyu yanlis algiladiklarinda

yanlis strateji belirlemis veya uygulamiglardir.

Cebire egilim gosterme: MOA’larina gorsel akil yiiriitmeyi ve geometrik

kurallar1 kullanarak ulasabilecekleri gorsel ispatlar verilmistir. Fakat MOA’lar1 tiim
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sonuglar1 sekilden elde edebilme imka&nina sahip olmalarina ragmen, cebire egilim
gostererek cebirsel ¢oziim yollann diisiinmiisler ya da cebirsel ¢oziim uygulamaya
calismiglardir. Arastirmacinin ispata sekilden ulagsmalar1 gerektigini sdylemesi {lizerine

tekrar gorsel ispat tizerinden diisiinmeye baslamislardir.

Ispatin farkinda olma: MOA’lar1 gorsel ispat1 ispatlamaya calisirken, ispat
tizerinde diislindiikleri durumlar oldugu gibi neyi ispatlamalar1 gerektigini géz ardi
ettikleri durumlar da godzlemlenmistir. Ispatin farkinda olma kategorisi ortaya ¢ikan bu
durumlara gore ispata odaklanma veya ispattan uzaklasma olmak iizere iki alt
kategoriye ayrilmistir. MOA’lar1 ¢dziim sirasinda hangi ispat1 yapmalar1 gerektigini
ifade etmisler, amaclarin1 belirtmislerdir. Ya da ¢6ziim sirasinda ispatla ilgili olarak
neler yaptiklarini  sOyleyerek durumlarimi ifade etmiglerdir. Boylece ispata
odaklanmglardir. MOA’lar1 gérsel ispati ispatlamaya calisirken ispattan uzaklasarak
neyi ispatlamalar1 gerektigini unutmuslardir. MOA’larinin ispat1 unutmalar1 kendi
agizlarindan neyi ispatlar1 gerektigini unuttuklarini sdylemeleri ya da ispatin kendisini

ispat icerisinde kullanmalar1 bigiminde ortaya ¢ikmaistir.

Ipucuna ihtiyac duyma: Daha &nceden de belirtildigi gibi gorsel ispatlar
icerisinden bir tanesi MOA ’larina kitapta (Nelsen, 2000) bulunan seklinden baz1 bilgiler
cikarilarak verilmistir. Ispatin kitaptaki hali ise ipucu olarak almmustir. MOA’lart
ipucuna ihtiya¢ duymadan sonuca ulastiklar1 gibi, ipucunu kullanmislar ve ipucu sonuca
ulagmalarinda ise yaramistir. Bununla birlikte ipucunu kullanmalarina ragmen sonuca
ulasamadiklar1 durumlar da olmustur. Yani ipucu MOA’larinin sonuca ulasmalarinda
fayda saglayabildigi gibi etkisiz de kalmustir. Ipucu, MOA’larinin ispatta takildiklart

noktaya dair oldugunda yarar saglamistir.

Sonuca ulasma: MOA’lar1 baz1 gorsel ispatlari ispatlayabilmis, bazilarini ise
ispatlayamamislardir. MOA’lar1 gorsel ispatlart her zaman tam olarak ispatlayamamus,
eksik ispatladiklar1 da olmustur. Ayrica, MOA’larmm &ncelikle soruyu dogru

algilayarak, ispat1 temel alarak akil yiiriitme cer¢evesinde dogru strateji belirleyip ve
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devaminda dogru strateji uyguladiklarinda sonuca ulagsmalarimin  kolaylastigi

gOriilmiistiir.

Sonucu degerlendirme: MOA’lar1 gérsel ispat iizerinde ¢dziimlemeler yaparak
sonuclar elde etmislerdir. Fakat MOA’larinin elde ettikleri sonuclarla bu sonuglari
degerlendirmeleri farkli olmustur. MOA’lar1 gérsel ispati ispatladiklarinda, ispati
ispatlayabildiklerinin farkinda olmuslar ya da ispati ispatladiklarinin farkinda
olmayarak sonucu elde edemediklerini diisiinmiislerdir. MOA’lar1  ispati
ispatladiklarinin farkina, sonucu elde eder etmez vardiklari gibi ispati ispatlayip
sonrasinda neler yaptiklarini gézden gecirirken ispati ispatlamis olduklarini fark ettikleri

de olmustur.

Bardelle (2010) grafiksel gosterimlerin  kullanimin pek ¢ok zorluklar
getirdiginden bahsetmistir. Bu zorluklardan biri de MOA’larinin sonucu elde etmelerine

ragmen bunun farkinda olmamalar1 olabilir.

5.1.2. MOA’larinin Gorsel Ispati Yorumlama Siirecine Ait Bulgularin Sonuglar:

Verilen gorsel ispata dair MOA’larinin gorsel ispatlart yorumlama siirecleri
Sekil 5.3. te gosterilmistir. Arastirmanin sonuglar1 bu sekil dogrultusunda agiklanmaya
calisilacaktir. Sekilde de goriildiigii gibi, MOA’larinin gérsel ispat1 yorumlama siirecine
ait ana kategoriler “Gorsel ispati algilama, gorsel ispati yorumlama, cebire egilim
gostermedir.” Her bir ana kategoriye ait alt kategoriler o kategorinin hizasindaki eksen
tizerinde gosterilmistir. Arastirmanin sonucunda ortaya ¢ikan alt kategoriler “Soruyu
algilama, sekli algilama, sekil-sekil iliskisini yorumlama, sekil-islem iliskisini
yorumlama, islem-iglem iligkisini yorumlama, cebirsel anlamlandirma, cebirsel
eylemdir.” Sekilde iligkili olanlar birbiriyle kesismis ya da oklar yardimiyla
birlestirilmistir. Iliskilerin ortaya ¢ikma durumuna gére tek yonlii ve ¢ift yonlii oklar

kullanilmastir.

Bu béliimde verilerin analiz edilmesi sonucunda ortaya ¢ikan ana kategorilerin
sonuglar1 ele alinacaktir. Verilerin analiziyle MOA’larmin gérsel ispatlar1 ispatlama

stireglerine iliskin sonuclar Sekil 5.4. te gosterilmistir.
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3 Soruyu algilama

e Gorsel ispat1 algilama

—— > Sekli algilama

pSekil-sekil iliskisini yorumlama

e Gorsel ispatt yorumlama | Sekil-islem iliskisini yorumlama

> islem-islem iligkisini yorumlama

» Cebirsel anlamlandirma

e (ebire egilim gosterme

» Cebirsel eylem

Sekil 5.4. Gérsel Ispat1 Yorumlama Siirecine Ait Kategori ve Alt Kategoriler

Sekil 5.4. te goriildiigii gibi MOA’larinin gérsel ispatlar1 yorumlama siireci ii¢
kategoriden olugsmaktadir. Bu boliimde her bir ana kategori alt kategorileriyle birlikte
paragraf basliklar1 altinda incelenecek ve kategorilerin birbirleriyle iliskilerinden

bahsedilecektir.

Gorsel ispati algilama: MOA’larina ¢alisma kagidi verilip, ¢alisma kagidinda
bulunan gérsel ispati yorumlamalar1 istenmistir. MOA’lar1 soruyu okumus ve gorsel
ispat1 incelemeye baslamislardir. MOA’larinin soruyu okuma siireglerinde soruyu
algilamalariyla 1ilgili herhangi bir durum ortaya ¢ikmamistir. Soruyu yorumlama
siireglerinde ise soruyu anlayamadiklari gdzlemlenmistir. MOA’lar1 gorsel ispati
incelerken ve gorsel ispati yorumlamaya calisirken sekilde anlayamadiklari, emin
olmadiklar1 ve yanlis anladiklar1 gosterimler olmustur. MOA’larnin sekil ile ilgili
algilama durumlarinin matematiksel ifadenin sekilsel temsilini algilama, sekilsel islemi
algilama, seklin matematiksel temsilini algilama bi¢iminde ortaya ¢ikti§i gorilmiistiir.
Diger bir ifadeyle MOA’lar1 matematiksel ifadenin sekil olarak temsil edilmesini,
sekiller arasindaki degisim iliskilerini ve seklin matematiksel olarak temsil edilmesini

algilamada problemler yasamislardir.
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MOA’larinin matematiksel ifadenin sekilsel temsilini algilamalari asagidaki

boyutlarda ortaya ¢ikmustir:

Simgeleme

Bicim degisimi

Renk degisimi

Biitlinliik

MOA’larinin gérsel ispatta bulunan sekilsel islem yani sekilden sekle olan
degisim ile ilgili herhangi bir sorunlari olmamistir. Ancak kendilerinin olusturdugu bir
sekil ve gorsel ispatta bulunan baska bir sekil arasinda yanlis biitlin-parca iliskisi

kurmuslardir.

MOA ’larmin seklin matematiksel temsilini algilamalar1 ise asagidaki boyutlarda

ortaya ¢ikmistir:

e Doniisim
e Benzerlik

e Matematiksel ifade

Gorsel ispat1 yorumlama: MOA’larinin gérsel ispat1 yorumlamalar1 sekil-sekil
iliskisini yorumlama, sekil-igslem iligkisini yorumlama, islem-iglem iligkisini yorumlama

olmak iizere ii¢ sekilde ortaya ¢ikmuistir.

MOA’lan sekil-sekil iliskisini ifade etme ve ¢dzme yoluyla yorumlamaya
calismiglardir. MOA’lar1 sekiller arasindaki iliskileri belirli bir yer icin (parcaya
odaklanma) veya ortak Ozellikleri gozeterek (parcalara odaklanma) ifade etmislerdir.
Ayrica MOA’lar1 gorsel ispatta bulunan bir sekil ve kendilerinin olusturdugu baska bir
sekil arasinda biitiin-parc¢a iligskisi kurmuslar, bu iliskiyi de islemlerle ¢ozerek ortaya
cikarmaya calismislardir. Fakat sekli algilamalart ile yaptiklart ¢oziimiin arasinda
tutarsizlik oldugunu goérmelerine ragmen yanlis algilamaya devam etmislerdir (Sekil
5.3. te aralarindaki etkilesim ¢ift tarafli oldugundan ¢ift okla gosterilmistir). Bu durum

Noss ve digerleri (1997) tarafindan 6grencilerin kendi gorsellestirmeleri ve analitik
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diisiinceleri arasinda baglanti yapma egiliminde olmadiklar1 iddialariyla Ortligiiyor

goriinmektedir.

MOA’larinin sekil-islem iliskisini yorumlama durumlari sekilden isleme gegisi
yorumlama ve islemden sekle gec¢isi yorumlama olarak iki sekilde ortaya ¢ikmistir.
MOA’lan sekilden isleme gecisi ifade etme, formiile etme, kontrol etme yoluyla
yorumlamaya ¢alismislardir. MOA ’lar1 sekilden isleme gecis iliskisinde &ncelikli olarak
0zel terim, sonrasinda genel terim ve en son sonuca gegisi yorumlamislardir.
MOA’larmin  yorumlar1 incelendiginde 6zel terim ve genel terimi dogru
yorumlayanlarin 6zdesliklerin elde edilmesini dogru olarak yorumladigi ya da fikir
yiirlitemedigi; 6zel terim ve genel terimi yanlis yorumlayanlarin 6zdesliklerin elde
edilmesini diger bir ifadeyle sonuca gecisi yanls yorumladiklar1 goriilmiistiir. MOA’lari
sekilden isleme ge¢isi formiile etmisler, bunun i¢in 6nce seklin bir par¢asini sonrasinda
biitiinii formiile etmislerdir. MOA’lar1 seklin islem olarak gosteriminin gergekten dyle
olup olmadigini kontrol etmislerdir. MOA’lar1 islemden sekle gegisi ifade etme ve
kontrol etme yoluyla yorumlamaya calismislardir. Islemden sekle gegisleri 6zel terim ve

genel terim i¢in belirtmislerdir.

MOA’lar1 islem-islem iliskisini ifade etme, ¢dzme, formiile etme, saglamasini
yapma yoluyla yorumlamaya calismislardir. MOA’lar1 &zel terimler ve dzdeslikler
arasindaki iliskiyi ifade etmislerdir. Islemler arasinda bulunan iliskiyi gorsel ispatta
bulunan islemleri yapma ve formiil kullanma ortaya ¢ikarmislardir. MOA’lar1 ispatt
yorumlamalari agisindan formiile etme islemine ihtiyaglar1 olmamasina ragmen islemler
arasinda iligki bulmaya, bu iliski yoluyla formiil elde etmeye calismiglardir. Bu durum
MOA’larmin cebire egilim gostermeleri olarak yorumlanabilir. Ayrica MOA’lar
0zdeslikte bulunan genel terime degerler vererek iki 6zdesligin esitliginin saglamasina

bakmiglardir.

Bazi MOA’larinin gérsel ispata dair yorum yapamamalarmin ya da yanlis yorum
yapmalarinin gorsel ispati tam olarak incelememelerinden veya dikkatlerini tam olarak
yogunlastiramamalarindan kaynaklanmis olabilir. Bardelle (2010) tarafindan yapilan
calismada da Italyan matematik 6grencilerinin gorsel ispattaki seklin tamamini degil
belli bir kismim kullandiklarin1 sonug olarak gorsel ispattaki biitiin grafiksel isaretleri

degerlendirmediklerinden bahsedilmektedir.
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Cebire egilim gosterme: Gorsel ispati ispatlama sorusunda oldugu gibi, gorsel
ispatt yorumlama sorusunda da MOA’larinin cebire egilim gosterdigi, sekil yerine
cebirsel islemlerle sonuca ulagsmaya calistiklar1 durumlar olmustur. Bununla birlikte
MOA ’lar1 iki 6zdesligin birbirine esitligini cebirsel olarak anlayabildiklerini sdylemisler
fakat sekilden nasil elde edildigi konusunda fikir yiiriitememislerdir. 1.MOA, gérsel
ispatta bulunan sekilde ispatin nasil yapildigin1 anlamak yerine sonuca formiil yoluyla
ulagmaya c¢aligmistir. Arastirmacinin sekilleri sormasi iizerine yorum yapmistir.
Buradan MOA’larinin gorsel destek sistemlerini anlamada ya da kullanmada isteksizlik
gosterdikleri sonucuna varilabilir. Noss ve digerleri (1997) bu isteksizligin tistesinden
gelinebilirse, matematiksel aktive ile gorsellestirmenin birlesiminin dgrencilerin kendi

biligsel gereksinimlerinin takimini ortaya ¢ikarabileceginden bahsetmektedirler.

5.1.3. MOA’larinin Gérsel Ispati Ispatlama ve Yorumlama Siireclerine Ait

Bulgularin Ortak Sonuglar

MOA’larinin gérsel ispat1 ispatlama ve yorumlama siireclerine bakildiginda
gorsel ispati algilamada bir takim zorluklarla karsilastiklar1 bu zorluklarin gerek sekli
algilamalarinda gerekse elde ettikleri sonucglart sekil ile bagdastirmalarinda ortaya
cikabildigi goriilmiistiir. Noss ve digerleri (1997) yapilan g¢alismalarda 6grencilerin
cogunun diyagramlart okumada ve onlarin i¢inde vurgulanan doniisiimleri tanimada
zorluk ¢ektigi sonucuna varildigindan bahsetmektedirler. Yapilan aragtirmada da

MOA ’larmnin benzer zorluklar1 yasadiklar1 goriilmiistiir.

MOA’larinin  Pisagor teoreminin gdrsel ispatim ispatlamak igin Pisagor
teoremini kullanmasi, trigonometrik doniisiimlerin gorsel ispatinda veriyi sekilden elde
etmek yerine trigonometrik doniisiimlerle ilgili formiilleri kullanmak istemeleri ve iki
0zdesligin birbirine esitligini cebirsel olarak anlayabildiklerini sdyleyip, sonucu gorsel
ispatta gérememeleri durumlarinin ortaya ¢ikmast MOA’larmin bu konularla ilgili 6n
bilgilerinin  varligindan  kaynaklanmaktadir.  Stylianou  (2002) tarafindan
matematikcilerin, Lowrie ve Clements (2001) tarafindan 6grencilerin problem ¢ozme
stireclerinde gorsel yontemleri kullanmalarina dair yapilan caligmalarda katilimcilarin
problemlere olan asinaliklar1 arttikga gorsel yontemi kullanmaktan uzaklastiklar

goriilmiistiir. Benzer sekildle MOA’lar1 da onbilgileri ya da &nceden olan asinaliklar:
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nedeniyle gorsel yontemi kullanmada zorlanmis olabilirler. Bunun yaninda
MOA’larinin én bilgilerinin agirlikli olarak cebirsel islemlerle elde edilmis olmasi
dolayisiyla gorsel yonteme asinaliklarimin olmamasi gorsel olarak algilamalarimi
etkilemis olabilir. Matematiksel konu sembolik ifadelerle tanimlandiginda, 68renciler
nadiren akil ylrlitmenin gorsel bi¢cimiyle ugragmaktadirlar (Healy ve Hoyles, 1999)
ayrica bir durumun bilesenlerini ve organizasyonunu gostermek i¢in uzlagsmaya dayanan
diyagramlardaki bu uzlasmalarin basariyla kullanilabilmesi i¢in 6nceden 6grenilmesi ve
anlasilmas1 gerekmektedir (Diezmann ve English, 2001). MOA’lar1 da bilgilerini daha
cok sembolik ifadelerin agirlikli gorsel yontemin daha az oldugu bir siiregten gecerek

elde etmis olabilirler.

MOA’larinin gerek gorsel ispati ispatlama gerekse gorsel ispatt yorumlama
siireclerinde cebire egilim gosterdikleri bu silirecin cebirsel anlamlandirma, cebirsel
diisiince ve cebirsel eylem olarak ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. Benzer durum Bardelle’nin
(2010) italyan matematik Ogrencileri iizerine yaptifi calismada da goriilmiistiir.
Bardelle (2010) Italyan 6grencilerinin sekillerin degistirilmesiyle elde edilen gorsel
ispatlar yerine cebirsel calismay1 tercih ettiklerini gézlemlemistir. Villarreal (2000)
matematiksel sorularla ilgili iki farkli diisiinme ve yaklasim bi¢imi tanimlamistir.
Bunlar cebirsel yaklasim ve gorsel yaklasimdir. Cebirsel yaklasimin 6zelliklerinden
bazilar1 cebirsel ¢oziimlerin grafiksel yorumlarini kurmada zorluk ve grafiksel ¢oziim
istendiginde cebirsel yoldan gitme ihtiyact duymadir. Aragtirmanin sonuglar1 Villarreal
tarafindan yapilan cebirsel yaklagim tanimiyla yakinlik géstermektedir (akt. Borba ve
Villarreal, 2005). Bununla birlikte arastirmacilar matematiksel 6grenme siirecinde
cebirsel ve gorsel gosterimlerin birbiriyle gerekli bir biitiin oldugu sonuca varmiglardir

(Borba ve Villarreal, 2005).

5.2. Oneriler

Bu boliimde arastirmanin sonuglari dogrultusunda faydali olacagi diisiiniilen

Onerilere yer verilecektir.
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MOA’larinin  gorsel ispattaki soruyu ve sekli algilamalarina gore yaptiklari
islemlerin ve sekilden elde ettikleri verilerin degistigi gorlilmiistiir. Buradan soruyu
ve sekli algilamanin gorsel ispatlar1 ispatlayabilmeyi etkiledigi ortaya ¢ikmistir. Bu
nedenle egitim siirecinde MOA’larinin matematik sorularim, 6zellikle ispatlarda
neyin istendigini anlayabilme ve sekilleri dogru okuyabilme yoniinde gelismelerine

daha fazla 6nem verilmesi Onerilebilir.

Aragtirmada  MOA’larinin  gorsel ispatlart  ispatlamada ve yorumlamada
zorlandiklar1 ayn1 zamanda ¢6ziimlerini rastgele yapmadiklar, gerek sekil gerekse
islem {izerinden strateji belirleyip uyguladiklari goriilmiistiir. MOA’larinin bu yonde
becerilerinin oldugu fakat gelismeye ihtiya¢c duyduklar1 sdylenebilir. Matematik
derslerinde MOA’larmin bu becerilerini daha da ileriye tasiyabilecekleri firsatlar

sunulmasi Onerilebilir.

MOA’larinin ispatlara dair &nceki bilgilerinin gorsel ispatlar1 ispatlama ve
yorumlama siireglerini olumsuz yénde etkiledigi durumlar ortaya ¢ikmis, MOA’lari
cebire egilim gdstermislerdir. Bu durum MOA’larmin sembolik ifadelerle ispat
yapmaya daha ¢ok alisik olmalarindan kaynaklaniyor olabilir. Bunu ortadan
kaldirmak icin MOA’larma matematik konularinin &gretiminde sembolik ifadelerin
yaninda gérsel gdsterimlere de agirlik verilmesi &nerilebilir. Béylece MOA’larinin
matematige ait bilgilerinin sembolik olarak yapilanmasimin yaninda gorsel olarak
yapilanmasi, gorsellestirmeyi daha iyi anlamalari saglanabilir. Sonug¢ olarak
MOA’larinin matematiksel ispat yeteneklerinin sembolik olarak gelismesinin

yaninda gorsel olarak da gelismesine katkida bulunulabilir.

MOA’larmimn kendi gorsellestirmeleri ile ¢dziimleri arasinda dogru baglanti
yapamadigr  goriilmiistir.  MOA’larmm  matematik  derslerinde  kendi
gorsellestirmelerini  olusturacaklar1 etkinlikler yaptirilmasi Onerilebilir. Ayrica
MOA’larina matematik miifredatina iliskin 6grencilerin kendi gorsellestirmelerini

olusturmalarini i¢eren etkinlikler hazirlamalarinin saglanmasi dnerilebilir.
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