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Bu tez caligmasinda n. dereceden Hurwitz kararli monik polinomlar kiimesi
(H, C R™) ele almmigtir. Tiim kokleri D C C kiimesinde olan n. dereceden
monik polinomlarin kiimesinin konveks zarfi, D belli kogullar1 sagladiginda bir
politoptur. Bazi D kiimeleri i¢in bu 6zellikle ilgili sonuglar incelenmig ve bu
yolla Hurwitz kiimesine bir digtan yaklagim yontemi aragtirilmigtir. Hurwitz
kararh polinomlar kiimesi agik bir kiimedir. Hurwitz kararl bir polinom veril-
diginde, bu polinom merkezli, kiime icerisinde kalan bir elipsoid belirlenebilir.
Lineer matris egitsizliklerini kullanarak boyle bir elipsoidi veren bir yontem

incelenmistir.
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Hurwitz kararli polinomlarin konveks zarfi.
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In this thesis, Hurwitz stable set of monic polynomials of n-th degree is
considered. Convex hull of set of monic polynomials of n-th degreehaving
roots in the set of D CC is a polytope if it satisfies certain conditions. For
some D, results related with this property are investigated and by this way,
an outer approximation method to Hurwitz set is studied. The set of Hurwitz
stable polinomials is open. If a Hurwitz stable polynomial is given, an ellipsoid
that is located in the set can be determined. A method which uses linear matrix

inequality is investigated.
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1. GIRIS

Bir lineer sistemin kararliligi, bu sistemin karakteristik polinomu ince-

lenerek belirlenir.
Tanmim 1.1 n. dereceden bir
p(s) =ap+a1s+---+a,s", (a,#0) (1.1)

polinomunun tim kékleri kompleks diizlemin sol a¢ik yary diizleminde ise bu

polinoma Hurwitz kararlidir denir.

(1.1) polinomunun koklerinin tam olarak belirlenmesi ise genelde miimkiin
degildir, ancak niimerik yontemler yardimiyla kokler belirli hassasiyette hesap-
lanabilir. Katsayilar1 kullanilarak, polinomun Hurwitz kararhiliginin belir-
lenebilmesiyle ilgili bilinen baz1 6zellikleri verelim.

(1.1) polinomunun Hurwitz kararh (Re(s;) < 0, ¢ = 1,2,...,n) oldugunu
varsayalim.

p(s) = (s = s1)(s — 52) -+ (s — sn) (1.2)
seklinde ifade edilebilir. (1.2) deki ifade diizenlendiginde (1.1) polinomunun
tiim katsayilarimin aym igaretli oldugu goriiliir. Buna gore (1.1) polinomu

Hurwitz kararh ise, tiim katsayilar1 ayni isaretlidir.
Tanim 1.2 (1.1) polinomu verilsin.

p—1 Ap—-3 Qp—5
Qap Ap—2 QOp—4g

0 Gp—1 0Ap-3 Qp—5

nxn

matrisine p(s) polinomunun Hurwitz matrisi denir.



Teorem 1.1 ([1]) (1.1) polinomunun kararl olmasu i¢in gerekli ve yeterli kogul

H, = (anl)
p—1 Ap—3
Hy, =
Qp, Qp—2

Gp—1 Ap-3 0Qn—5
H; = Qp  Gp—2 Aap—4

0 Qp—1 Gp-3
H, = H(p)

olmak tizere her 1 =1,2,...,n i¢in det H; > 0 olmasidar.

q(s) =bo+bis+---+by,s" (b, #0)
n. dereceden polinomu verilsin.
1 n—1 n
q(s):b—(a0+a18+---+an,1s +s")

seklinde ifade edilebildiginden ¢(s) ile ap + a5 + -+ + a, 15" + s" (monik)

polinomunun kokleri aynidir.
p(s) =ao+ars+--+ay,15" "+ " (1.3)
polinomu n—boyutlu
a=(ag,ai,..,a,_1)" € R"

vektorii ile temsil edilebilir. n. dereceden Hurwitz kararli monik polinomlarin
kiimesini H,, ile gosterelim.

Teorem 1.1 kullamlarak (1.3) polinomunun kararhiligini ele alahm. Bu poli-
nom Hurwitz kararli ise ag, aq, ..., a, 1 katsayilar1 pozitiftir.

ag, ay, - - ., a,_1 katsayilarimin pozitif oldugunu varsayalim. Teorem 1.1 kul-

lamlarak agagidaki sonuclar elde edilebilir.
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i) n=1veyan =2 ise (1.3) polinomu Hurwitz kararhdir.

i) n = 3igin (1.3) polinomunun Hurwitz kararli olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul ag < ayas olmasidir.

iii) n = 4 i¢in (1.3) polinomunun Hurwitz kararli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul a? + apa3 < ajazas olmasidir.

iv) n = 5igin (1.3) polinomunun Hurwitz kararli olmas igin gerekli ve yeterli

kosul

az < QsQa4,
2 2
ay +aja; < apaq + a2a304,

at + aya3 + aai + apatay < apagas + 2apaiay + ajasazay
esitsizliklerinin saglanmasidir.
Goriildiigii gibi, n > 3 olmak iizere H,, C R"™ kiimesi lineer olmayan egitsiz-

likler ile ifade edilebilmektedir.

H,, kiimesi n > 3 icin konveks degildir.
p1(s) = 0.057 4 0.65 + 0.15> + 5%, pa(s) = 0.157 + 0.85 + 0.25? + s*
3. dereceden Hurwitz kararli polinomlar: igin

1 1 3
— — =0.1 . — 2 3
2p1(3) + 2p2(s) 0.107 +0.7s + 208 + s

toplamiyla elde edilen polinom Hurwitz kararh degildir.

p(s) = pa(s)(s + 1), Pa(s) = pa(s)(s + 1)

Hurwitz kararh, fakat

1 1 1

S91(5) + 372() = (31(5) + 3a()(s + 1)

polinomu Hurwitz kararl olmadigindan H,, konveks bir kiime degildir [1].



Sekil 1.1: H,, kiimesi (n > 2 i¢in) konveks kiime degildir.

Kararlilik problemlerinde genellikle polinomun katsayilari, siirli aralik-
larda degigsen parametrelerin fonksiyonlarindan olusur. Bu parametrelere be-
lirsizlik parametreleri, parametrelerin bulundugu kiimeye ise belirsizlik kiimesi

denir.

a;: QCR - R (i =0,1,...,n — 1) olmak {izere

p(s,q) = ao(q) + ar(q)s + - -+ + an_1(q)s" " + 5" (1.4)

polinomlarindan olugan

P={p(.q): a€Q} (1.5)
kiimesine n. dereceden polinomlar ailesi denir.

Tanim 1.3 (1.5) polinomlar ailesindeki tiim polinomlar Hurwitz kararl ise P

ye glirbiiz (robust) Hurwitz kararlidir denir.

P polinom ailesinin giirbiiz kararhiligini aragtirmada her q € @ icin p(s, q)
polinomunun kararliliginin kontrol edilmesi genelde miimkiin degildir. Bazi
polinom ailelerinde P’nin bir alt kiimesinin giirbiiz kararliligi, P’nin giirbiiz
kararliligim gerektirir. Bu alt kiimeler P’nin test kiimesi olarak adlandirilir.

Her i =0,1,...,n — 1 icin q; < ¢ olacak sekilde g; ,q;” € R verilsin.
Q={qeR": ¢ <¢<q' ', i=0,1,...,n—1} (1.6)

kutusunu ele alalm. Her i = 0,1,...,n — 1 i¢in a;(q) = ¢; olarak tanimlayalim

Bu durumda

P={p(,q):p(s,q) =qo+ s+ + g, 15" +5",q € Q} (1.7)
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aralik polinom ailesine karsilik

) = @ tastaEsS s ot tass +ads

) = @ tasta s Hast st s Fggst
) = @t asta et Fals g s+

) = @ tastas sttt st +ads
seklinde verilen n. dereceden K(s), Ka(s), K3(s), K4(s) polinomlarima
Kharitonov polinomlar: denir.
Teorem 1.2 ([1]) P aralik polinom ailesinin giirbiz (Hurwitz) kararl olmast
icin gerekli ve yeterli kosul P’ye karsilik gelen Ki(s), Ky(s), Ks(s), K4(s)
Kharitonov polinomlarinin (Hurwitz) kararl olmasidar.

Bu teorem gosteriyor ki K(s), Ka(s), K3(s), K4(s) polinomlarina kargihk

gelen vektorler H,, kiimesine aitse P C H,, dir.
a

R

Sekil 1.2: @ nun belirli dort kosesi Hy, de ise @) C H,, dir.
Her i = 1,2,...,m icin q; € R! olmak iizere
Q == {q € ]Rl L qQ= Z/\’q“ Z/\Z = 1, )\z Z 0 (Z = 1,2,...,m)}
i=1 i=1

kiimesini ele alahm. Bu kiimeye {q1, qq, ..., Q, } kiimesinin konveks zarfi denir
ve Q = conv{qi,dy, ..., qm} ile gosterilir. Ayrica R! ’deki sonlu sayida nok-

tadan olusan bir kiimenin konveks zarfi da politop olarak adlandirilir.
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Bir politopun kose ve kenar kavramlarimi tamimlayalim. q € @) verilsin.
q = Ax+ (1 —\)y olacak sekilde x,y € @, x #y ve A € (0, 1) bulunamyor ise
q noktasina () politopunun kige noktasi denir. a ve b noktalar1 ) politopunun

birbirinden farkl iki kose noktasi olsun.
E={qe®: q=)a+(1—-Xb, A€ [0,1]}

olarak tamimlayalim. a ve b kose noktalarindan farkli ve [a, b] dogru parcasi

tizerinde bulunmayan her x,y € @ i¢in
EN{qe@: q=Xxx+(1-Ny, A€ [0,1]} =0

ise F kiimesine ) politopunun bir kenaridir denir. (1.6) kutusu, kose noktalar
a=(q,q, - q), s =q; veyagq =q; (i=1,2,..,1) formundadir. Buna gore
(1.6) kutusunun 2! tane kogesi vardir. Ayrica bu kutunun herhangi bir kenar
E={q€Q:q <q¢<=<¢q,q =q veyaq; = g} formunda oldugundan
@Q nun [.2'7! tane kenar1 vardir. Ancak genel bir politopun koselerinin ve
kenarlarinin belirlenmesi ayr1 bir problemdir.

Belirsizlik kiimesi () politopu olan (1.4) polinom ailesi polinomlar politopu
olarak adlandirilir. Bir P polinomlar politopunun kararliligi agagida verilen

Kenar teoremi [2] kullamlarak aragtirilabilir.

Teorem 1.3 ([2]) P ’nin giirbiiz kararle olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul @
politopunun her bir kenar icin bu kenara karsilik gelen Q’nun q**, q kdse

noktalarvrimin belirledigi polinomlar p (s, q;,),p (S, qi,) olmak tizere

Dirin (8, 0) = Ap(s,¢™) + (1 = Np(s,¢2), A €0,1]
polinomlarinin kararl olmasidar.

Bir @) politopunun kenarlarina karsilik gelen polinomlar H,, kiimesinde ise
‘P C H,, oldugunu bu teorem yardimiyla ifade edebiliriz.
Bu tez caligmasinda, yukarida baz ozelliklerini verdigimiz H,, kiimesine i¢

ve dig yaklagimlar ele alacagz.
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2. HURWITZ KUMESINE DIS YAKLASIM

Bu boliimde, kokleri D C C sinirh kiimesinde olan n. dereceden monik poli-
nomlarin katsay1 uzayindaki kiimesi incelenmistir. D kiimesi belirli kogullar
sagladiginda, kokleri D kiimesinde olan polinomlarin konveks zarfinin elde edi-
lisi ile ilgili bilinen sonuclar ifade edilmistir. Bu sonuclar yardimiyla, rq > 0
olmak iizere D = {z € C: Rez <0, |z| < 19} i¢in H,, kiimesinin herhangi bir

alt kiimesinin konveks zarfi aragtirilmigtar.
2.1 Schur Kararlh Polinomlarin Konveks Zarfi
p(s)=zo+ms+.. . +a, 8" +5", meR, i=0,1,...,n—1
polinomunun tiim kokleri
D={seC:|s| <1}

kiimesinde ise p(s) polinomuna Schur kararli polinom denir. Ikinci dereceden
monik Schur kararli polinomlarin kiimesini belirlemeye caligalim.
ap = x + 1y, ag = x — 1y € C olmak tizere ikinci dereceden reel katsayil,

kokleri ar; ve ap olan bir polinom
p(S) - (S - Oél)(S - 052) - 82 - (al + OéQ)S + Qo

seklinde ifade edilir.

Co = aqag, ¢; = —(ay + ) diyelim. Bu durumda
Ch = a:2+y2
g = —2z
olur.

c:C— ]R2, (041, 042) — (CO>01)

doniigiimii ile D kiimesi R?’ye (katsay1 uzayi) resmedildiginde kogeleri (1,2),
(—1,0)ve (1,—2) olan iiggen elde edilir.



_1% 1 Re -1 1 c
/ |

P AN

Sekil 2.1: Birim diskin ¢ doniigiim altindaki goriintiisii
Bu koseler
(s+1)2=s+2s+1 — (1,2)7
(s—=1)s+1)=s*-1 — (-1,0)T
(s—1)02=s2-2s+1 — (1,-2)T
polinomlarinin carpimlarina karsilik gelmektedir. Ikinci dereceden monik Schur
kararli polinomlar i¢in elde edilen bu sonucun n.dereceden monik Schur kararlh
polinomlara nasil genellegtirilebilecegini inceleyelim [3]. Derecesi n olan Schur

kararli monik polinomlarin kiimesini D,, ile gosterelim.
Yardimci Teorem 2.1 Her n € N i¢in D,, kiimest biiziilebilirdir.
Kamt. F': D, x [0,1] — D,
F(xo,z1,. .., Tp_1,7) = (mg, TS P r”xn,l)

doniisiimiinii ele alalim.
p (s) polinomunun kokleri sq, s, ..., S, olsun. Bu polinomda z;
(j=0,...,n—1) katsayilan yerine 7™z, katsayilar yazildiginda, bu yeni

polinomun kokleri rsy, rss, ..., rs, olacaktir. Bu nedenle
xe€D,=— F(xr)eD, (0<r<1)

olur.
Ayrica F'(x,0) = 0 ve F(x,1) = x oldugundan D,, kiimesi orijine siirekli

bir sekilde biiziilebilir. m



Uyar: 2.1 Bizilebilir uzay baglantily oldugundan, her n € N i¢in D,, kiimesi

baglantilidar.

x € 0D, olmasi icin gerekli ve yeterli kogul x’e karsilik gelen polinomun
kokleri sq, ..., s, olmak iizere en az bir s; i¢in |s;| = 1 olmasidur.

D,, nin sinir1 iizerindeki her nokta, en az bir kokii birim disk iizerinde olan
polinoma kargilik gelir. .S ile bu tiir polinomlarin kiimesi gosterilsin. S ile 0D,,
ye ait polinomlarin kiimesini gosterelim.

p € S olsun. p polinomunun |s,| = 1 olacak sekilde bir s, kokii vardir.
5. = |5,] (cos B, +isinf,) = 0<0, <2r

oldugundan
p ( eiO*) =0

dir. Buna gore S kiimesi
n—1
e 4+ ijeije =0, 0 €]0,n]
j=0

veya

n—1
L+ ) ae” =0 =0, 6 € [0,7] (2.1)
=0

denklemiyle elde edilir.

Bu denklem 6 = 0 ve # = 7 i¢in (n — 1) boyutlu hiperdiizlem, 6 € (0, )
icin elde edilen noktalar bir yiizey belirtir.

Dolayisiyla, S kiimesi R™ uzayini agik kiimelerin bir koleksiyonuna parcalamig

olur.

Sonug 2.1
E:=R"-§

actk kiimelerin koleksiyonudur. D, kiimest, E daki bu acik kiimelerden bir

tanesi tarafindan kapsanar.



Kanit.
S D JD,

oldugundan

ENoD, = (R"—S)NaD,
= (R"NnadD,) — (SNID,)
= 0D, —9dD,
= 0

dir. SN D, = 0 oldugundan D,, C E dir. D, baglantil oldugundan, F nin
acik ayrik kiimeleri i¢inde oyle bir A € E vardir ki D,, C A dur.

D,CAve ANS=0= ANoD, =10

dir ve buradan

A=D,
olur. m
Ornek 2.1 n =1 icin,
p(s)=z9+s
p(e?) =zg+€? =0 (xo € R oldugundan 0 = 0 veya 0 = )

olacagindan 0Dy = {—1,1} dir.
n =2 i¢in 0Dy (2.1) denklemi kullanidarak su sekilde bulunur:
1+ ije’i@'j)e = 0, 0 €[0,7]

1+ zpe™™ + e = 0, 60,7

1+ 2o (cos20 —isin20) + 1 (cos§ —isinf) = 0, 0 € [0, 7]

1+ 29cos20 4 z1cost) =0 (2.2)

—2psin26 — xysinf =0 (2.3)
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denklem sistemi elde edilir.

0 € (0,7) igin (2.3) denklemi diizenlendiginde
T1 = —xp2cosf
seklindedir. Bu ifade (2.2) denkleminde yazildiginda denklem sisteminin ¢ozimdi
ro=1, |x1] <2

kosulunu saglayan (o, x1) ikililerdir. § = 0 ve 0 = 7 i¢in denklem sisteminin

cozimi sirasyla

Try = —1—.130

r, = 1—|—l’0

kosulunu saglayan noktalardir. 0Dy kiimesi, késeleri (—1,0), (1,2) ve (1,—2)

olan tiggendair.

e

n. dereceden bir polinom 1. ve 2. dereceden polinomlarin ¢carpimlar: seklinde
ifade edilebileceginden, D; ve D, ile ilgili elde edilen sonuglar kullamilarak D,

kiimesinin konveks zarfi belirlenebilir. Bunun i¢in agagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.1 ([3|) Kokleri D kiimesinde olan n. dereceden monik polinomlarin
konveks zarfi, kokleri {—1,1} olan n. dereceden polinomlarin konveks zarfina

egittir.
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n tane

Ve

Pls) = GoDs-1.. (-1,
)

P (s) = (s—=1)(s=1)...(s=1)(s+1),
(nf;)rtane
Pl(s) = (s=1)(s+1)...(s+1),
Prl(s) = (s+1)(s+1)...(s+1).
polinomlarinin katsay1 vektorleri sirasiyla
(1,1,..., 0", @,....,1,-1)" ..., 1, -1,..., =), (-1,-1,...,-1)"
olur. Teorem 2.1’e gore
D, gconv{(1,1,...,1)T,...,(—1,—1,...,—1)T}

dir.

Kamt. D; ve D, i¢in teoremin dogru oldugu aciktir. D;, 1 < j < m icin

dogru oldugunu varsayalim. Yani;
convD; = conv {gbﬂ Doy = (5 — Y (s+1),i=0,... ,j}
(convD; ile D; ye karsilik gelen katsayilarin konveks zarfin1 gosterelim. )

¢j = (S_1>j7
¢ = (s—1)77"(s+1),

G-y = (=D (s+1)7",
¢;; = (s+1).

p; (s) € D; ise, a; >0 ve > a; =1 olmak iizere
J
pi(s) =Y a; ¢ (s)
i=0
dir.
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m ¢ift olsun. pa(s) ve p,,(s) reel katsayili oldugundan

Prsa(s) = pa(s).pm(s) (2.4)
~ (o <s>> (f i <s>>
Burada 21_0 - -
=) a=1
) (520) (50) - o
oldugundan . o
Gy = (5= (s+1D (s —1)" " (s+1) (2.6)

24m)—(I+i I+i
= (3_1)(+ : (+)(8+1)(+):¢(2+m),(l+i)

seklinde ifade edilebilir. Teoremin m + 2 (tiim ¢ift pozitif sayilar) igin dogru
oldugu (2.4), (2.5) ve (2.6) denklemlerinden elde edilmis olur.
m nin tek say1 olmasi durumunu ele alalim. m cift iken p,, 1 polinomunun

en az bir reel kokii vardir. Bu nedenle

Pm+1(8) = p1(8)pm(s)

seklinde yazilabilir. Teorem p; ve p,, polinomlari i¢in gegerli oldugundan, p,,, 1
icin de gegerlidir. m
Kokleri birim agik diskte olan 3. dereceden Schur kararli monik polinom-

larin konveks zarfi Teorem 2.1’e gore su sekildedir.

Ornek 2.2 D; kiimesinin konveks zarfuna bulalum. Uciincii dereceden, kékleri

{=1,1} olan polinomlar ve bu polinomlarin katsayr vektorleri

(s=D(s=1)(s—1) — (~1,3,-3)"
(s=D(s=1(s+1) — (1,-1,-1)"
(s—=D(s+D(s+1) — (=1,-1,1)"
(s+1)(s+1)(s+1) — (1,3,3)7



oldugundan
convDs = conv{(-1,3,-3)" ,(1,-1,-1)" , (-1,-1,1)",(1,3,3)"}

olarak elde edilir.

2.2 Yansima Katsayilar1 Kullanilarak Dis Yaklasim

Schur kararli polinomlar kiimesine daha iyi bir dig yaklagim yansima kat-
sayilar1 kullanmlarak verilebilir [9]. Yansima katsayilari, literatiirde Schur-Szego
parametreleri, kismi korelasyon katsayilar1 [10] veya k-parametreleri olarak
bilinir.

p(s) =xzo+ w5+ ... Fa, 184"

polinomu i¢in k; € R (i = 1,2,...,n) yansima katsayilar1 rekiirsiv olarak

A

ifadeleri ile tanimlanir [11].

z j=12,...,i—1 (i>2) (2.9)

Ornek 2.3 ([12])
p(s) = 0.1+ 0.2s + 0.45% 4 0.3s> 4 s*

polinomunun yansima katsayilar:

k1 = —0.171428, ky = —0.324642, ks = —0.17, k= —0.1
dir.

Teorem 2.2 ([9]) p(s) polinomunun Schur kararl olmasu i¢in gerekli ve yeterli

kosul heriv=1,2,...,n i¢in —1 < k; < 1 olmasidar.
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Burada k; katsayilarindan bir tanesi 1 ya da —1 ise p(s) polinomu kararhilik
bolgesinin sinirindadir.

Monik, Schur kararli polinomlar igin (z,, = 1), z = (2o, 21, . . . ,xn,l)T
katsay1 vektorleri ile k = (kq, . .. ,kn)T yansima katsayilar1 vektorleri arasinda
bire-bir esleme yapilabilir. Yansima katsayilarindan polinom katsayilarina olan

dontigiim (2.7), (2.8) ve (2.9) denklemleri kullanilarak,

CL‘§Z) = mgiil) _k’b 1'52_31), 1= 17"'7”7 J= 17' 72_1

seklinde elde edilir.
Bu doniisiim matris formunda su sekilde ifade edilir. I,, ile n X n birim

matris, F, ile n X n birim Hankel matrisi

1, i+j=n+1

yani En = (eij), eij =
0, i+j#n+1

gosterilsin.

Rj (k;) = Ij41 — k;Ej41 ve O sifir vektorii olmak iizere,

o7 o7 0
x (k) = R, (k) . (2.10)
R (k1) (n+1)xn R (k) 3x2 1 2x1
dir.
Burada z (k) ile, k = (ki,...,k,)" yansima katsayilar1 vektoriine karsihk

gelen Schur kararli polinomun katsay1 vektorii gosterilmigtir.
K (i =1,...,n) yansima katsayilarindan polinom katsayilarina olan bu
doniigiim multilineerdir. (xg, z1, xQ)T verildiginde (&, kg)T yansima, katsayilar

vektoriiniin bilegenleri

2 2
1 3 D) s N2 -

seklinde elde edilir.
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(k1, /{:Q)T yansima katsayilarina karsihik gelen zo + 215 + s polinomunun

katsayilar ise

or 0
$(k‘1,l€2) = Rz(k?2)
Ry (k) 1
1 00 0 0 1 1 0 —ko
Ry(k2) = |0 1 0] —k]|0o 1 0]l=]0 1—k O
0 0 1 1 00 —ko 0 1
1 0 01 1 —k;
Rl(kl) - —kl -
01 1 0 —k; 1
1 0 —ko 0 0 0
v (ki ke) = 0 1—ky O 1 -k X
—ko 0 1 —ky 1
kiko —ko
0
- 1-— l{g —/{31 (1 — kQ)
—k; 1
—ky
= ]{71 (/{32—1>
1

IOZ—]{Q, Ilzkl(kg—l), Q?g:l
olarak bulunur. Teorem 2.2’ye gére n.dereceden monik Schur kararli polinom-

larin kiimesi
K:{(kl,...,kn)TeR”:—1<k:i<1, izl,...,n}

agik kiibiiniin (2.10) déniigiimii altindaki goriintiisiidiir.

Schur kararli (monik) bir polinomun katsay1 vektorii z = (2o, 1, . . ., Tn_1)"
ve bu polinomun yansima katsayilar: vektorii £* olsun.

Bu durumda k? € (—1,1), (i = 1,2,...,n) dir. Bu polinom igin z( (£1)

ile k% = (KT, k3, ... k¥, ..., k‘ﬁ)T , —1 < k7 < 1 yansima katsayilar1 vektorlerine
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karsilik gelen katsay:r vektorlerinin konveks zarfini gosterelim. Yani,
O (£1) = {a(ky, ..o k) =1 <k <1, K=k, (i#])}
dir. Burada

2D (=1) = {e(ky,.. k)i ki=—1, kj=k', (i#j), i=1,...,n}

l?]’

vektorlerine p (s) Schur kararli polinomunun yansima vektorleri denir.

Ornek 2.4

1
p(s)=§+$+$2

Schur kararly polinomunu ele alalim. Bu polinomun yansima katsayilar:

(1/2)1-11  —(1/2) 2

- — __z
! 1—(1/4) 1 (3/4) 3’
@2 1
k2 = 12
dar.
M (£1) = {x = (xo, 21, 1)T cxg = —ko, 11 =k (ko — 1)}
1 3
= {9‘3 = (20, 71, 1)T “ Xy = 5 T =k <—§>}
ve

$(2) (:l:l) = {l’ = (l’o,%l, 1)T Xy = —l{fg, I — k/’l (]CQ — 1)}

olur (Sekil 2.2).
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Sekil 2.2: p(s) polinomunun yansima katsayilar1 ve yansima vektorleri

Katsay1 uzayindaki x noktasi, ug noktalar1 z° (1) ve z* (—1) yansima
vektorleri olan Schur kararh z* (+1) dogru pargas {izerindedir. Bu tanimlama

ve sonuglara gore agagidaki ifadeler verilebilir.

1. Her Schur kararl polinom i¢in 2n tane yansima vektorii vardir

2 (1), 28 (=1), (i=1,2,...,n).

2. Tiim yansima vektorleri kararlilik bolgesinin sinirindadir

(k; =1 veya k; = —1).

3. 2' (1) ve 2' (—1) yansima vektorleri arasindaki dogru pargas

Schur kararhdir.

A, kokleri D = {s € C: |s| < 1} kiimesinde olan monik polinomlarin

kiimesini gostersin.
IC:{(k:l,...,k:n)T:—lgkigl, izl,Q,...,n}

kiibiinii k; eksenleri boyunca N; tane k; = k¥, k € (—1, 1) hiperdiizlemleri ile
N; pargaya bolelim. Ornegin; —1 < kf; < ... < kj y, < 1 olmak iizere K,

kiimesi k1 ekseni boyunca boliindiigiinde,
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Ko = {lb. k) i 1<k <k, 1Sk <1, ~1<k <1}
Ko = {(kl,...,kn)T:k;1gklgk;2, —1§k2§1,...,—1<kn<1}
Kiny = {<k17~-,kn)T3kiN1§k1§1, _1§k2§17”'7_]—§kn§1}

ve genel olarak k; ekseni boyunca boliindiigiinde

Ko = {k k) 1Sk <k, 1<k <104}

ICi,m = {(k’l,,kﬁn)Tk;mgk'zgk* _1§]€]§1,Z7£]}

i,m—+i

Kiv = {Unok) ki Sh<1 —1<k <1045}
kiimeleri (dikdortgenler prizmasi) elde edilir.

Teorem 2.3 (Déniigiim Teoremi, [15])Kdse noktalar {ql, @, ... ,qk} olan bir
Q C R™ kutusu verilsin.

f:Q —R

multilineer olsun. Bu durumda

F(Q)={f(g): ¢ Q}

olmak tizere
convf (Q) = conv {f (¢"),.... f (qk)}

dar.

(2.10) ile verilen doniigiim multilineer oldugundan, kanit1 Teorem 2.3’e dayanan

asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 2.4 AY, (k;), K, kiimesinin koselerine karsilik gelen polinomlarin

kiimesi olmak tizere

Nj+1 1#2,4,6,....,n—2, n ¢ft ise
A= U conv{A; (ki)}, 7 it
m=1 i #2,4,6,...,n—1, n tek ise

olsun. Bu durumda

A CﬂAZ
dar.
Burada (1 =1,2,...,n) i¢cin N; — oo iken A =NA; olacagindan, Schur
K3
kararli polinomlar kiimesine digaridan istenildigi kadar hassas bir yaklagim

elde edilebilir. Bu sonug¢ 6énceki boliimde verilen sonuca gore daha iyidir.

Teorem 2.3’ kullanarak Dj i¢in bir dig yaklagim su sekilde elde edilebilir.
Ornek 2.5
D3 C AN A3

oldugundan Ay ve Ay kimelerini belirleyelim. AY (k1); K11 in kiselerine
karsilik gelen polinomlar, A4 (k1) ; K12 nin késelerine karsilik gelen polinomlar

olmak tizere

Ay = conv {A] (k1)} U conv{A; (k1)}

dir.
Ko = {(k b k)" =1 <k <1, i =1,2,3)

igin ki = k3, = k3, =0 alalm.
Kia={ (ki ko ke) s =1k <0, —1<kp <1, —1<k <1}
kutusunun koselert

<_]-7 _]-7 _1)T 9 (_17 _17 1)T 9 (_17 17 _1)T 9 (_17 17 ]-)T ) (07 _]-7 _]-)T )
(0,—1,1)",(0,1,=1)",(0,1,1)"

dir.
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Bu késelere karsilik gelen polinomlarin katsaylar: (2.8) dontigimi kullamilarak

—ks

kiks — ko — kikoks

—Fky + kiko + koks
1

x (k)=

doniisiimii ile elde edilir ve

v (17373a1)Ta(_]-a_]-a171)T7(17_17_171>T7
AY (kl) = T T
(1,1,1,1)7, (=1,1, —1,1)

dir.
Kio={(ki ks ) 10k <1, —1<ke <1, —1<ks <1}
kiimesinin koseleri

(Oa _1a _1)T ) (Oa _17 1)T ) (Oa ]-7 _]-)T ) (07 17 1)T ; (17 _17 _1)T ; (17 _17 1)T )
(1,1,-1)", (1,1, )"

dir. Buna gére

A2 () (1,1,1,D)",(-1,1,-1, )", (1, -1, -1, )",
1 p—
’ (_1’_17171)T7(_1737 _371>T

dir. Benzer sekilde
Az = conv {A] (k3)} U conv{A; (k3)}
olacagindan Ay (ks) ve A4 (ks) asagudaki gibi belirlenir.
Ksi = {(k1>k2>k3)T —1<k <1, —1<k<1 —-1<k< 0}

kiimesinin koseleri

<_]-7 _]-7 _1>T 9 (_17 _17 0>T 9 (_17 17 _1>T 9 (_17 17 O)T ) (]-a _]-7 _]->T )
(1,-1,00",(1,1,-1)" ,(1,1,0)"

21



dir.
(17 37 37 1)T ) <07 17 27 1)T 9 (17 _17 _17 1)T )

AT (k3) =
' (0,—1,0,1)",(0,1,—2,1)"

olarak elde edilir.
Koo = {(ki ko ks) i 1Sk <1, =1k <1, 0<ky <1}

kiimesinin koseleri
(_17 _17 O)T ) (_17 _17 1)T ) (_17 17 O)T 9 (_17 17 ]-)T ) (]-7 _]-7 O)T ) (17 _17 1)T7
(1,1,0)", (1,1, )"

dir.
(07 ]-7 27 1>T 9 (_17 _17 17 ]->T 9 (07 _]-7 07 l)T )

A5 (ks) =
2 0,1,-2,1)7,(=1,3,-3,1)"

olarak bulunur. Buna gére

A = conw {(1, 3,3)7,(-1,-1,)7, (1, -1, -7, (1,1, 1), (-1,1, —1)T} U
conw {(1, 1,07, (-1,1,-1)7, (1, -1, -1)7, (-1, -1,1)7, (~1,3, 3)T}

ve

As = conw {(1, 3,3)7,(0,1,2)7,(1,-1,-1)7, (0, —1,0, (0, 1, —2)T} U
conw {(0, 1,2)", (~1,-1,1)",(0,-1,0)", (0,1,—2)", (1,3, —3)T}

dir. Ay N Az kiimesi sekil (2.3) deki gibidir.
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Sekil 2.3: D3 kiimesine dig yaklagim

2.3 Polinomlarin Konvekslik Ozelligi

D kiimesi birim agik diskten farkl bir kiime oldugunda da kararlilik bol-
gesinin konveks zarfin1 belirleyebilecegimiz bagka 6zel bolgeler de vardir. [4]

calismasinda verilen bu tiir bolgeleri ele alalim.
C, = {seC:Im(s)>0}

R = {seC: Im(s)=0}
kiimelerini tamimlayalim. C, kompleks diizlemin iist yarisina, R ise kompleks

diizleminin reel eksenine kargilik gelir.

2 C C kapali, reel eksene gore simetrik bir bolge, 2, = QN C, basit
baglantili bir kiime olsun.

Q2 kiimesi belli kogullar1 sagladiginda kokleri 2 kiimesinde olan n. dereceden

monik polinomlarin konveks zarfi ile ilgili énemli bir teoremi verecegiz [4].

Tanim 2.1 P, ile n. dereceden monik polinomlarin bir kiimesini gosterelim.

P, C conv{p) (s),....p% (s)}
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olacak sekilde pl (s),....,pl(s) € P, polinomlar varsa P, kiimesine sonlu
tiretecli kiime denir. pl (s),...,p% (s) polinomlar: P,, nin diretegleri olarak

adlandirilor.

Yardimci Teorem 2.2 ([4]) P, = P, - P, = {Pn11no(5) & Pryina(s) =
Py (8).Pny(8)} olsun. Py, ve Py, sonlu tiretegli ise, P,, kiimesi de sonlu tireteg-

lidar.

Kanit. P, ve P, sonlu iiretecli ise, yle Pfl?, (1=1,...,q1) ve dyle Pﬁ?,

(j =1,...,q2) polinomlar1 vardir ki

q1

pnl e P’]’Ll ﬁ pnl Z)\'Lpnl ) 9 Z)\Z = 1, )\Z Z O
q2

Py € Puy == pu, (s Zu]pn@) ), D =1 1,20

dir. Dolayisiyla, her p, (s) € P,, i¢in,

Po(s) = (ZA,pm >.<Zujp$£ <s>>

- ZZ)\ZMJ nl n2 ( )

=1 j=1

seklinde ifade edilebilir. » ;- Aip; =1, 0 < Aju; < 1 oldugundan
pq(zz]) (S> = p( D ( ) p7(1]2) ( ) (Z = ]-7 "'a(h?j = 1a "'>QZ>
iiretecleri ile P,, sonlu iiretecli bir kiimedir. m

Uyan 2.2 P, veya P,, sonlu tretecli olmadige halde P,, = P, - P, carpima

sonlu iretecli olabilir.

€ > 0 olmak iizere

P, = {Pi(s)=s—aq, aq € [—¢€,€]},

P2 = {P2<S>252+CIS+CO, 03—400§O, 60§€2}.
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kiimelerini ele alahim. P5 sonlu iiretecli olmadigi halde P3 = P, - P, kiimesi

icin
Py Cconv{(s—e€)’,(s—e)’(s+e),(s—e)(s+e),(s+¢)}

olur.

n. dereceden bir polinom birinci ve ikinci dereceden asal polinomlarin ¢carpimi
seklinde ifade edilebilir. Buna gore P, (2) polinomlar kiimesini kokleri sirasiyla
QN R ve () kiimelerinde olan birinci ve ikinci dereceden polinomlarin ¢arpimi

seklinde ifade edebiliriz

(n—1)/2
PLOQNR)-Ps(Q)-...- Pa(Q), ntek ise

Pn (2) = n/2 , (2.11)
Py(Q) ... Py (Q), n ¢ift ise

Teorem 2.5 ([4]) P, (2) polinomlarinin kiimesinin sonlu tretegli olabilmesi

icin gerekli ve yeterli kosul Py (2) kiimesinin sonlu tirete¢li olmasidor.

Kanit. (=) n tek olsun. P, (2) kiimesi sonlu iiretecli oldugundan
P, () C conv{P, (2)} = conv {p,ll (8), ., i (s)}

olacak sekilde p}l (s),...,p™ (s) € P, () vardur.

), basit baglantih oldugundan 2 N R arakesit kiimesi [a, b] gibi bir kapali
aralik verir. P; (2N R) kiimesi (s — a) ve (s — b) polinomlar ile iiretilen bir
kiimedir.

P> (2) kiimesinin sonlu iiretegli olmadigini varsayalim.

Bu durumda 6yle bir po € Po(€2) polinomu vardir ki (kompleks koklere
sahip) pi(s) (j = 1,2, ...,71) polinomlari pg)(s) (1 = 1,2,...,m) polinomunun

ikinci dereceden carpanlar: olmak {izere

po(s) ¢ conv {ﬁ% (s), ...,ﬁém) (s)}
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dir.
(n—1)/2
. A —
Dn (8) = D1(8) P2 (s) .02 (5)
olmak iizere p; (s) € P1 (2N R) ve py, (s) € Pp () polinomlarin ele alalim.

Bu durumda

P (8) & conv {P (AN R)}-

conv {ﬁ% (s), ...,ﬁém) (s)} C et CONY {ﬁ; (s), ...,ﬁgm) (s)}\ (2.12)

olur. Diger taraftan;

conv {P, (2)} = conv{P; (2N R)}-
(n-1)/2

A

Ve

conv {pé (s), ...,pém) (3)} C e CONY {pé (s), ...,pgm) (s)} (2.13)

dir. (2.12) ve (2.13) denklemlerinden
Pn (s) € P, (Q) oldugu halde p, (s) ¢ conv {P, ()}

celigkisi elde edilir. n nin ¢ift olma durumu da benzer sekilde gosterilebilir.

(<) P1(QNR), (s—a) ve (s — b) polinomlar tarafindan tiretildiginden
(2.11) ve Yardimcr Teorem 2.2 kullanilarak ispat yapilabilir. m

Teorem 2.4 kullanilarak convPs (€2) politop olan € kiimeleri icin P, ()
kiimesinin konveks zarfinin da politop oldugu gosterilmis oldu.

ap,ap € Cp overilsin. T (g, ) C C, ile reel eksene gore simetrik olan
¢emberin a; ve ag yi birlestiren yay parcasini gosterelim. «q,as € R igin
' (a1, ae) yay pargast, merkezi (a; + az) /2 ve yarigapl |a;-az| /2 olan gembere
aittir.

ct, c? € R? verilsin. o (¢!, ¢?) ile uglar1 ¢! ve ¢? olan dogru pargasim

gosterelim.
r . C, —R?
. + )
Co Q109
c = =7 (a1, q9) =
C1 - (061 + 042)
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doniisiimiinii ele alalim. Burada (o, az) ikilisi ¢g + ¢15 + s* polinomunun
kokleridir.
7 doniigtimiiniin C' = {z € C; : Im (z) > 0} kiimesine kisitlanmig1 (polinom
reel katsayili oldugundan) o; = @y olmak tizere
To:o — Cc= it

-(a1 + aq)

dir ve bu doniigiim C' kiimesinden I = {c Dcp > icf} kiimesine bire-birdir.
7 doniistimiiniin R? kiimesine kisitlanmig, a1, ap € Rve Il = {c: ¢o < ¢}}
olmak tizere
Tr:R? — 1y
bire-birdir.
a1 = ay € R (cakigik kokler) durumunda ise IT = {c¢: co = ¢}} olmak

tizere T (a1, 1) = T¢ () doniigiimii R ile IT arasinda bire-bir doniigiimdiir.

Uyar1 2.3 7r (a1, a2) noktast m paraboliine Tg (a1, aq) ve T (ag, as)

noktalarinda teget olan dogrularin ara kesitidir.

Yardimc: Teorem 2.3 «ay,ay € Cy vec! =70 (aq), ¢ = 7¢ (ag) olsun. Bu
durumda

o (c',c?) =7¢ (T (a1, a2))

dir.  Yani o (c',c?) dogru parcasi 7o dondisiimii altinda T (aq, ao) yayimn

goriuntistidiir.
Teorem 2.6 ([4]) QN R=la,b] # @ olsun.

i) Q4 kimesi [a,b] UT (a,b) kapaly egri ile distan sinarlandiridabilirse Py (§2)

sonlu treteglidir ve Py () kiimesinin minimal tretegleri kiimesi

{(s—a)2,(s—a)(s—b),(s—bf}

dir.
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ii) Q. kimesi [a, b)UT (a, b) tarafindan distan sinarlandirilamayorsa, Py () 'nin
sonlu tiretegli olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul dyle a; € 00\ [a, 1],

1 =1,...,v kompleks saylarinin var olmasidir ki
I'(a,00) UT (a1, 0) U ... U T' (v, b) U [a, b]

kapaly egrisi Q24 kiimesini distan sinarlar. Bu durumda Py (Q) " man bir

iirete kiimesi
{s=a)* (s=a) (s =), (s =) (s —ar) (s —a@1) ..., (s —a,) (s — @)}
dir.

Kanit.

i) Q kiimesi [a,b] UT (a,b) ile digtan siirlandirilabiliyor oldugundan, Uyar:
2.3 ve Yardimcr Teorem 2.3’ e gore P (2) kiimesi katsay1 uzayinda
o(tr(a,a),7r(b,b)), o (Tr(b,b), TR (a,b)) ve o (Tg (a,b), TR (a,a))
dogru pargalar1 tarafindan sinirlandirilmigtir. Buna gore Py (€2) kiimesi
katsay1 uzayindaki 7 (a,a),7g (a,b), Tr (b, b) noktalarima kargihik gelen

(s —a)?, (s—a)(s—b), (s —b)* kdge polinomlan tarafindan iiretilir.
ii) Q kiimesi [a, b UT (a,b) ile distan siirlandirilamiyorsa
P2 () & conv{(s —a)*, (s —a)(s—b),(s—b)’}

dir.
P, kiimesi sonlu iireteglidir<=> 6yle sonlu sayida c', c?, ..., c” € Py (Q\ [a, b])

vardir ki
P2 () € conv {7g (a,a) ¢t c? e’ Tr(b,b), TR (a, b)}
dir.

o (tr(a,a),c")Uo(c',¢®)U...Ua (", TR (b)) U

Uo (Tg (b,0),7r(a,b)) Uo (Tr(a,b),Tr (a,a))
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dogru pargalarinin birlesimi P (2) kiimesini digtan smirlar.
a; =75 (c), (i=1,..,v) alahm. 7', bire-bir ve siirekli bir déniigtim

oldugundan «; € 9C,\ [a, b] dir ve

[ (a,01) UT (ag, ) U...U T (v, b) U b, al

QO kiimesini digtan simirlar. Eger boyle ¢ (i = 1, ..., v) koseleri varsa

bu durumda P, (),

{(s—a)2,(s—a)(s—b),(s—b)2,(s—a1)(s—d1),...,(s—av)(s—ézv)}

iireteclerinin kiimesi ile {iretilir.

Uyar:1 2.4
r (041, 042) u..ufl (Oév, Oél)

kiimesi 1y kiimesini digtan simrlayacak sekilde o; € 0y (i =1,...,v)
noktalary varsa, Teorem 2.6 daki sonu¢ QN R= & durumuna da genisletilebilir.
Bu durumda Ps () mn dreteglerinin kimesi {(s — a;) (s —a;),i=1,...,v}

olur.
Agagidaki sonug Teorem 2.5 ve Teorem 2.6 dan elde edilir.
Sonug 2.2 Q. kimesi [a,b] UT (a,b) ile distan sinarlandirilabiliyor ise
{P,Ef) ()= (s—a) (s —b)"", i=0,1, n}
minimal treteg kiimesi ile P, (2) sonlu treteglidir.

Uyar: 2.5  kiimesi Sonug 2.2 de ki kosullar: sagladiginda conv {P,, (2)}
kiimesi R™ de (n+1) koseli bir politoptur.

= {s € C:|s| <1} olmasi durumunu bir 6nceki alt boliimde incelemistik.
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Ornek 2.6 5 > 0, 6y < m olmak tizere
Q=Q (ro,00) ={s:s=re", 0<r<rg, |0 <6}
sektoriini ele alalim.
Q (7’0, 00) N R: [0, 7"0]

dir. 2y (ro,00) kimesi IT'(0,70) U [0,7¢] ile distan sinwrlandirilamaz. Diger
taraftan 0y < m/2 ise Q. (ro,0) kiimesi I' (0,roe'®) U T (roe'®, o) U [0, 7o)
egrisi tle distan sinarlandirilabilir.

/2 < 0y < 7 oldugunda Q2 (ro,0o) kiimesi i¢in Teorem 2.5 ii) kogulunu

saglayan oy, ..., o, noktalar, mevcut degildir.

Ornek 2.7 Q = {(z,y) : |z| + |y| < 1} kiimesini ele alalim.

Y—l+x7Ky:1—x
X

-1 1

Qy kiimesi [-1,1]UT (=1,1) kapals egrisi ile distan sinarlandiridabilirdir.

Bu nedenle Ps () sonlu direteglidir yani,
P () C conv {(s+ 1%, (s—1)(s+1),(s— 1)2}
P, () kiimesini belirlemeye ¢alisalim.
i) o102 € C olsun (Im (o) #0) .
ag=x+1(l—x) veay =x—1i(1l—x) olmak tizere,
p(s)=(s—a)(s—a) =5 —(a;+a)s+am
dur.
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o =aa1aq , 1 = — (a1 + aq) diyelim. Bu durumda

c
cp = —2x:>x:—51

o = 4+ (1—-2)’=2+1-20+2>=222—22+1

buradan

C1\ 2 c1
(g ()
Co 9 9 +
Co — —1—|—Cl+]_, (—2§C1§0)

elde edilir.

ag=z+i(r+1)vea; =x—i(x+1) durumunda,

o = P+@E+1)’ =2+ 4+2+1=222+22+1

2
o - 23 v

2
o = %_Cl+17 (0<e £2)

bulunur.

if) oy a0 € R ve a3 = ay olsun.

1 = —2041,
2
cp = oz§:>cozzl (—2<¢<2).
iii) aja0 € R ve a1 #
oy = —1 alalim.
cqq = —ag+l=a;=—+1

co = (—a+D)(-1)=c -1, (0<¢ <2).
a9 = 1 alalim. Bu durumda

cp = —a—1=a;=—c—1

co = (—a—1)(1)=—c—-1, (-2<¢ <0)
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elde edilir. Py () kiimesi asagidaki taraly bolgedir.

Ornek 2.8 Q = {(z,9) : (z - 1)’ +92 < 1} kiimesini ele alalum.

/\y

g /9 (x-D*+y*=1

Q4 kimesi I' (0,2) U [0, 2] kapals egrisiyle distan siarlanduridabilir.

Buna gore,

P () C  conv {(3—0)2,(3—0) (3—2),(3—2)2}
s — (0,0)"
2 —2s — (0,-2)"

P —ds+4 — (4,—4)7

oldugundan Py () kiimesi, diizlemde kogeleri (0,0) , (0, —2), (4, —4) olan ti¢gen
tarafindan kapsanar.
ay,an € C  olmak tizere kokleri aq, as olan ikinci dereceden polinomlarin

kiimesini diizlemde belirleyelim.
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i) a1, € C olsun.
o =x+iy/1— (2 —1)% ay = x—iy/1 — (x — 1)* ve oy = @y olmak tizere,
p(s)=(s—a1)(s—a) =5*— (a1 +ag) s+ aja
co = aqag, ¢ = — (a1 + ag) diyelim. Bu durumda ,

g = —2z

o = 41— (z—-1)°=2>+1-2+22—1=2z

ve buradan

co=—c, (-4<¢<0)

dir.

if) oy a0 € R ve a3 = ay olsun.

¢ = —20517
2
o = a%:cozzl, (—4<¢ <0)
olur.
iii) aj.a0 € R ve oy #
ay = 0 alalim.
cT = —O4
Co — 0, (—2§C1§0)
oo = 2 alalim. Bu durumda,
cp = —q1—2=—=a;=-—c—2

Co — (—Cl — 2) (2) = —261 — 4, (—4 S C1 S —2)
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elde edilir. Buna gore Py () kiimesi sekildeki taraly bolgedir.

N

C,

e —
o
o

Ornek 2.9 Q kiimesi asaqidaki gibi verilsin. Q. kiimesi, merkezi = ekseni

tizerinde olacak sekilde [—1,1]UT (—1,1) tarafindan distan sinirlandirilamaz.

y
C(-1+i1+i)
1
r(-1-1+i) ra+il)
> X
-1 1
-1
Py () ktimesini diizlemde belirleyelim.
i) a1, as € C olsun.
—-1<2<1, —-1<y<1
olacagindan
a) y=1,
ar =+ 1, g = — i almrsa
cp, = —2z
2
o = x2+1:>c0=21+1, (—2< ¢ <2).
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ap = =1+ 1y, ag = —1 — iy olmak tizere

61:2

Ch = 1—|—y2, (1§COS2)
c) z=10<y<l1,
ap =141y, as =1 —1y i¢in,

61:—2

co = 14+9% (1<c¢<2).

il) oy a0 € R ve ag = g durumunda

CcT = —20&1
2
cp = a%:>cozzl (—2<¢ <2).
iii) aj.a0 € R ve oy # g
a) -1 <oy <1, a0 =—1 igin
T = —Oél—|—]_
co = —ap=c=c+1, (-1<¢<1).
b) —1<a; <1, a0 =1 igin
T = —0[1—1
g = ap=c=—¢—1, (-1<¢<1).

M'(—1,-14¢Ul'(-1+4,1+49)Ul'(1+41)U[-1,1]

kapal egrisi €2, kiimesini digtan sinirlar.
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Bu durumda

oldugundan
Po(@) € conv {(1,2)",(-1,0)", (1,-2)",(2,2)" , (2, -2)" }

dir. Py () kiimesi sekildeki taraly bolgedir.

N Cl

(iii) (ii) ®

I
/
'_\
N
OV
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3 KARARLILIK BOLGESINE iC YAKLASIM
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3. KARARLILIK BOLGESINE iC YAKLASIM

Bolim 1 de tammladigimiz H,, kiimesi (n. dereceden, monik, Hurwitz
kararli polinomlarin kiimesi) R™"’'nin agik bir alt kiimesidir. Dolaysiyla H,
kiimesine ait bir nokta verildiginde, bu noktanin H, icerisinde kalacak gek-
ilde bir komgulugu vardir. Bu boliimde H,, kiimesinden bir nokta verildiginde,
simetri merkezi bu nokta olan "en biiyiik" elipsoidi belirleyen bir yontemi in-

celeyecegiz [5].

3.1 Merkezi Konikler ve Kuadratikler

P e R™" simetrik bir matris olsun (P = PT) r € R olmak iizere z7 Px
ifadesine P matrisine karsilik gelen kuadratik form denir.
Ornegin
P = ; 2 ise 2" Pz = 23 + 4,79 + 375

kuadratik formunu elde ederiz.

Teorem 3.1 [15]: P € R™" simetrik matrisi verilsin. Bu durumda QT PQ

diagonal matris olacak sekilde bir Q) ortogonal matrisi (QT = Q‘l) vardar.

D = QT PQ diyelim. QT = Q! oldugundan P ile D diagonal matrisleri
benzer matrislerdir. Yani P ile D matrisleri ayni1 ¢zdegerlere sahiptirler.
(P, simetrik matris oldugundan tiim 6zdegerleri gergeldir ve bu 6zdegerler D
matrisinin diagonalini olugtururlar).

Diger taraftan
1=det] =detQTQ = det Q" det Q = (det Q)*

oldugundan det @) = +1 veya det () = —1 dir.

det ) = —1 olsun.

K diagonal matrisini k1; = —1 ve k; =1 (i = 2,3,...,n) seklinde tanim-
layalm. @Q; = QK olmak iizere QT PQ; = D olur. Burada Q; ortogonal
matristir ve 1 = det (); dir. Dolayisiyla det () = 1 oldugunu varsayabiliriz.
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n = 2 durumu: P € R*>?2 ve P # 0 olsun. 27 Pz = 1 denkleminin

belirledigi egriyi inceleyelim;
Tp, _ 2 2 _
&' Pr = p11ay + 2p127172 + pagrs = 1 (3.1)

Bu tiir egrilere merkezi koni denir (orjin simetri merkezidir).
QTPQ = D = diag(dy,ds) olacak sekilde det @ = 1 olan @ ortogonal

matrisini alalim. y = QT x diyelim. Bu durumda (3.1) denklemi
1=a2"Pr=y"Q"PQy =y"Dy
veya
1= dy; + days (3.2)

olur.

i) d; <0 ve dy <0 ise (3.2) denklemini hig bir y € R? saglamaz.

ii) dy > 0 ve dy > 0 olsun. d; = 1/a?, dy = 1/a3 olarak alalim. (3.2) denklemi

y? /a2 +y3 /a3 =1 olur. Yani 27 Pz = 1 denklemi bir elipstir.

iii) d; > 0 ve dy < 0 olsun. dy = 1/a?, dy = —1/a3 diyelim. (3.2) denklemi

y? /a2 —y2 /a3 =1 olur ve 27 Px = 1 bir hiperboldiir.

iv) d; > 0vedy = 0 olsun. d; = 1/a? diyelim. (3.2) denklemi y? /a? = 1 olur.

Yani y; = a; ve y; = —a; dogrularim belirler.

. 7/4 —/3/4
Ornek 3.1 P = / \/_/ olsun.

—\/3/4  5/4

o V32 iinD—qPg— | ") air
V3/2  1/2 0 2

di=1>0,dy=2>0 dur ve (3.2) denklemi

v+l (1V3) =1 (33
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elipsini verir. y = QT x oldugundan
e'Pr=7/4 22 —V/3/2 2125+ 5/2 22 =1

kuadratik formu, (3.3) denkleminin belirledigi elipsin koordinat eksenlerinin

7/3 kadar dondiirilmesiyle elde edilen elipsi verir.

n =3 durumu: P € R3*3, simetrik matrisi verilsin. 7 Pz = 1 denklemini

ele alalim. Bu denklem
PLITT + ooy + P33T3 + 2p1aT1 T + 2D13T1 73 + 23 ¥awz = 1

seklinde yazilabilir. Teorem 3.1’ gore QT PQ = D = diag (dy,ds, d3) olacak
sekilde det Q = 1 olan bir @ ortogonal matris vardir. y = Q7 z diyelim. Bu

durumda denklem
1=z"Pr=y"Q"PQy =y Dy,

1 = dyy; + days + dsy3 (3.4)

seklinde ifade edilebilir. Burada d;, ds ve d3 P matrisinin 6zdegerleridir.
di >0, dy >0 veds;>0olsun. d; =1/a? i =1,2,3 diyelim.
(3.4) denklemi
vi/ai + /a3 +ys/az =1
olur. TPz =1 denklemiyle verilen yiizey bir elipsoiddir.
P € R™" simetrik matrisini ele alalim. Her z € R™ (2 # 0) i¢in 27 Pz > 0
ise P matrisine pozitif belirli matris denir ve P > 0 ile gosterilir. Ayrica, bir

P matrisi pozitif belirli ise P matrisinin tiim 6zdegerleri pozitiftir.

P € R™™ P » 0 matrisinin 6zdegerleri Ay, Ao, ..., \, ve bu ozdegerlere
karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla u!, u?, ..., u™ olsun.
2T Px = 1 denklemi; asal eksenleri u!,u?, ..., u" vektorleri ile belirlenen,

eksenleri kestigi noktalarin orjine olan uzakliklari /1/\1,\/1/ A2, ..., /1/ A,

olan merkezi bir elipsoidin denklemidir.
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3.2 Lineer Matris Esitsizlikleri

Bir lineer matris esitsizligi (LM 1), x€ R™ ve F; = F € R™" (i =0,1,...,m)

(sabit matrisler) olmak iizere
F(z)=F+ ) =k -0 (3.5)
i=1

seklinde ifade edilir. (3.5) denklemi ile verilen bir (LMI),(x) degiskeninin
polinomlarindan olugan n tane egitsizlige denktir.

A, B,Q=QT R=R" >~ 0 (boyutlar1 uygun) matrisleri verilsin. P = P
olmak tizere

ATP+ PA+PBR'BTP+Q <0
kuadratik matris esitsizligi

—A"P-PA-Q PB
BTP R

=0

lineer matris esitsizligine denktir. Lineer olmayan bu tiir esitsizliklerin LMI
seklinde ifade edilebilmesi, uygulamada kolayliklar saglamaktadir.
Bazi standart problemlerin LMI kullanilarak ele alinmasi ile ilgili 6rnekler

[8] de yer almaktadir.
3.3 Elipsoidal i¢ Yaklasim

p(s) =zo+ a5+ 4+ Tp18" "+ 5"

n. dereceden bir monik polinomun katsay1 vektoriinii z = (zg, 71, ..., T,1)" €
R™ ve

p(s)=a0+ x5+ + 2, 18"+ 2,8" (2, #0) (3.6)

polinomunun katsay1 vektoriinii x =(xg, 71, ..., z,)? € R*! ile gosterelim.

a,b,c € R olmak {izere
D={seC:a+b(s+73)+css <0}
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kiimesini tanimlayalim. s = x + 7y alinirsa,
D= {a,b,cER:a—l—2bx+c(m2+y2) < O}

elde edilir.

a=0,b=1c =0 aindiginda D = {s € C:Re(s) <0} yani Hurwitz
kararlilik,

a=—-1,b=0,c=1alndigimda D = {se€ C:|s| <1} Schur kararhlik
bolgesi elde edilir.

(3.1) polinomunun koklerinin D kiimesinde olmas: i¢in standart Routh-
Hurwitz veya Schur-Cohn kararhilik kriterinin [13] bilinen bir formiilasyonunu

ifade edelim.

Yardimc1 Teorem 3.1 ([5]) p(s) (3.1) polinomunun koklerinin D bélgesinde

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

olmasidir. Burada H;; = H;f'; € R™" sabit matrislert sadece D bilgesine

baglidar.

H (x) matrisi p(s) polinomunun Hermite matrisi olarak adlandirihr [14].

H (x) matrisi agagidaki gibi bulunabilir.
5 (s) b+ecs \" a+ bs
sS)l=|—=) z|———
P Vb2 —ac b+cs
polinomunu tanmimlayalim. p (s) polinomunun katsay: vektorii X ve

1 0 .. 0 0 1 .. O
Rl = ’ RT':
0 .. 1 0 0 ... 0 1

n X (n 4+ 1) boyutlu matrislerini alahm. n (n + 1) /2 tane bilegeni olan H (x)

matrisi
xx" —xx" =aR H (z) R+ b (R} H (z) R, + R H (v) R)) + cR H () R,
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lineer denklem sistemini saglar [7]. Bu sistemin denklem sayisi n (n + 1) /2 dir.
n. dereceden p(s) polinomu verildiginde, bu denklem ¢oziilerek p(s) polinomu-
nun Hermite matrisi bulunmus olur.

D bolgesi sol agik yari-diizlem (e = 0,b = 1, ¢ = 0) oldugunda
p(8) = zo + 215 + 1957 + 235°

polinomuna kargilik gelen Hermite matrisi

2071 0 22073
H(z) = 0  2r1x9 —2w9x3 O
270T3 0 27913

dir.
D bolgesi birim disk (a = —1,b = 0,c = 1) oldugunda, iigiincii dereceden

p(s) polinomunun Hermite matrisi

2 2

T3 — Ty Loy — Lo 13 — T2
H(v) = | 2ow3 — 2071 22 + 22 — 22 — 22 2973 — 1011
T1T3 — ToTs ToT3 — ToT T3 — 7}

olarak belirlenir.
Kokleri D bolgesinde olan n. dereceden polinomlarin kiimesi S ile

gosterilirse bu kiime

S={z: H(z) >0} (3.8)

seklinde ifade edilebilir. S kiimesi kuadratik bir esitsizlikle belirlenmektedir.Bu

boliimde, amacimiz bir z,. € S verildiginde
ECS (3.9)

olacak sekilde
5:{IER”:(ZL‘—IC)TP(:E—JJC)SI} (3.10)

elipsoidini belirlemektir. Bu yolla, genellikle konveks olmayan & kiimesine

icten bir elipsoidle (konveks bir kiime) yaklagimda bulunulabilir. £ elipsoidini
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P pozitif belirli matrisi karakterize ettiginden (3.9) kogulunu saglayacak sekilde
bu P pozitif belirli matrisini aragtiralim.

S kiimesi kuadratik bir egitsizlikle ifade edildiginden (3.7)
HE) =,z HI,®z) >0 (3.11)

seklinde ifade edilebilir. Burada ® sembolii Kronecker ¢arpimini, I,, ise n—boyutlu
birim matrisi gostermektedir. Denklemdeki H matrisi n(n+ 1) x n(n+ 1)
boyutlu reel matristir ve i, j = 1,2, ...n igin 7 H;;x = H(z),; esitligini saglayan

H;; € RODX(0HD) matrisleri yardimiyla

Hy, Hi ... H,
H— .21 '22 | .2 (3.12)
H, .. .. H,

seklinde olugturulur.

D bolgesi sol acik yari-diizlem ve n = 2 igin,

010 0 00 00O
Hi=|100|,He=Hu=|00 0|, Hx=1]0 0 1
00O 0 00 010

dir. (z —z.)" P(z —x.) < 1 esitsizligi

T, = —Pfllplg (313)
P = —P,/ (P22 - P1T2P1_11P12)

olmak tizere P;; € R™"™, P, € R" ve Py € R altmatrisleri ile olusturulan

P P
p-|"" " (3.14)
Ply P
matrisi ile
P(z)=2"Pz >0 (3.15)
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seklinde ifade edilebilir [8].
(z—x)" P(x—x.) <1, (P>0)
verilsin. Bu esitsizligi saglayan x ler icin,
Py =—-P <0, Py=Px,., Py=1—2z!Pux,

olmak {izere

T
i PH P12 X

1] \P% P/ \1

= ZL'TPHZL' + 2$TP12 + ng

= 2' (=P)z+ 22" Pz, +1— 2! Pz,
= —2'Pr+a2lPr+ 2" Pr.— 2l Pr.+ 1

= 1—(z—2)" Pz —x.)

dir. (z — 2.)" P (z — x.) <1 oldugundan 2Pz > 0 dur.

2TPxz > 0 olsun. Bu esitsizligi saglayan z ler igin,

Pi1 <0, Py — PLP Py >0

— PPy

—1
P = P
Py — PLP Py

Le

alinirsa (a = Py — PLP Py diyelim)

(x — xc)T Px—z.) = « (xTPllx — o' Pyw. — ol Pho + xZPllxc)
o' Pyx + 27 Py Pt Py + PLP Paao+
+PLPL PP Py
= a (2" Pz + 22" Pio + PLPL Pro)

= «

B 1 prlll‘ + 2$TP12 + Pyo—
—P22+P17;P1_11P12 —P22+P£Pﬂlpl2
1 T T
— _ 2 Phix+ 21" Pio+ Py) + 1
PLPL Piy — P ( )
< 1
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elde edilir. £ elipsoidinin iyi taniml olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul Py,
matrisinin pozitif belirli olmasi ve Py — P£P1_11P12 > (0 olmasidir. Buna gore

z. €S icin
Py =-P <0, Ppp=Pxz, P22:1—$prc (3.16)

kogullar elde edilir. Dolayisiyla pozitif belirli P matrisi bulma problemi (3.16)
kosullarinmi saglayan P;q, Pjs ve Py parametrelerini bulma problemine doniismiis
olur.

S ve & kiimeleri (3.11) ve (3.15) egitsizlikleri ile yeniden ifade edilirse,
P (x) > 0 kosulunu saglayan her x i¢in H (x) > 0 duir. (3.17)
P matrisinin elde edilisi ile ilgili teoremleri ifade edelim.
Yardimci Teorem 3.2 ([7])

(DRI, )H = HD® ), (3.18)

(DI, 1)H = ,oP+G

kosullary saglanacak sekilde D= 0, Gy; = — G € ROV olmak dizere

0 Gy - Gy
Gy 0 G},

G=| " o (3.19)
Gu Gp -+ 0

blok matrisi varsa (3.17) ifadesi gerceklenir.
Kanit.

(I, ®%)" (D Liy) H) (I, %) =
Dex")HD®x) =
D@L H () = (L,ex) (I, @ P+G) (I, ® x)
= I,®P(x).

45



F2=D"! kosulunu saglayan simetrik F matrisi icin
(F @ 1) [(D ® L) H (2) = (I & P (2))] (F  Ly1) = 0.
Esitligin sol tarafindaki matrisin 6z degerleri
(F & Insr) (F @ L) (D ® L) H (2) = (I, @ P (2))] = H (x) -D' @ P (x)
matrisinin 6zdegerlerine esittir. Buna gore en az bir z vektorii i¢in
H(x) =D '® P(x)

olur. D matrisi pozitif belirli oldugundan (3.17) ifadesi gegerlidir. =

Bir z. € S verildiginde, x. merkezli £CS kogulunu saglayan elipsoidler
icerisinde asal eksenleri en biiyiik olanin1 bulalim. Bir matrisin 6z degerlerinin
toplami1 bu matrisin 22’ine egittir. En biiyiik uzunluklu asal eksenleri olan
matrisi bulmak i¢in agagidaki teoremde ifade edilen optimizasyon problemi

¢oziilmelidir.

Teorem 3.2 ([8]) D kararlilik bolgesi verilsin ve H ise bu bolgeye karsilik
gelen (3.12) matrisi olsun. (3.14), (3.16), (3.18) ve (3.19) lineer matris
egitsizlikleri ile verilen bolge tizerinde Py in ozdegerlerinin toplamanin
maksimizasyonu probleminin ¢oziimiinden elde edilen P matrist i¢in

(x —xc)" P(x —zc) < 1 kosulunu saglayan x lere karsilik gelen polinomlarin

tim koklert D kiimesindedir.

Teorem 3.1’de ifade edilen optimizasyon probleminin ¢oziimii MatLab
programi altinda calisan SeDuMi 1.05 paketi yardimu ile ¢oziilebilir. Asagidaki

orneklerin ¢oziimiinde bu paket kullanilmigtir.

Ornek 3.2 D bolgesi birim disk (a = —1,b=0,c = 1) ve n = 2 i¢in

p(s) =02+ s
polinomunu ele alahm. p(s) = xg + 715 + w252 polinomuna karsilik gelen
Hermite matrisi
T3 — Tt X1Te — ToT
T1To — ToT1 T2 — T3
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bicimindedair.

i,7 = 1,2 igin x"Hyx = H(z);; esitligini saglayan H;; € R33 matrisler:

-1 0 0 0 —% 0
Hy=]10 0 0|, Ho=Hy = —% 0 % , Hop =
0 01 0 % 0
oldugundan
-1 0 0 0 —3 0
0O 0 O —% 0 %
0O 0 1 0 % 0
H =
0 —% 0 -1 0 0
- 0 2 0 0 0
0 2 0 0 0 1
seklinde bulunur.
p_ Uy U9
Ug U3
olsun. z, = (0.2,0)" i¢in
—U; —Ug 02'&1
PH = s P12 = ve P22 =1- 004U1 olur.
—U2 —Us3 0.2us
p_ Pl,l Py ,
Py, Py
0 0 0 0 —us —us
0 0 0 wy 0 —ug
G 0 0 0 wus ug 7
0 ug us 0 0
—Uy 0 Ug 0 0

—Us —Ug 0 0 0

u
0
0
0
0
—U; —Us 0.2uq )

P= —U9 —Uus 02UQ )

0.2u; 0.2up 1 —0.04u,
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matrisleri i¢in

U7 Ug

Ug Uy

Q=Dx1,+1)H-1, P -G diyelim.

—U7+Uq —§UQ+U2 —02U1 —Ug —§U7—|—U4 Us
1 1
—§U9+U2 Us §UQ—0.2U2 —§U7—U4 , 0 §U7+U6
—02u1 5U9—0.2U2 U7—]_ + 004U1 —Us §U7—u6 Ug
Q= 1 1
—Ug —§U7—’LL4 —Us —U7rtup —§U9—|—U2 —O.2U1
1 1 1
—§U7+U4 , 0 §u7—u6 —§U9+U2 Us §u9—0.2u2
Us §u7+u6 Ug —0.2u1 §u9—0.2u2 U7—1 + OO4U1
olur. Burada
00 0 0O0 O 1 0 -02 0 0 O
00 0 0O O 0O 0 0 0O 0 O
00 -1 00 O -02 0 004 O O O
FO = ) Fl = ’
00 0 00 O 0O 0 0 1 0 02
00 0 00 O 0O 0 0 0O 0 0
00 0 00 -1 0O 0 0 02 0 0.04
0 1 0O 0 0 0 00 0O0O0O
1 0 —-020 O 0 01 00O0O
0 =02 0 0 O 0 00 0O0O0®O
F2 — ’ F3 — 9
0 O 0 0 1 0 00 0O0O0O
0 O o 1 0 -02 00 0O0T1OQ0
0 0 0O 0 —-02 O 00 0O0O0O
0 0 0 0 10 00 0 0 01
0 0 0 -1 00 00 0 0 0O
0O 0 0 0 0O 00 0 -1 00
F4 = ’ F5 - )
0 -10 0 0O 00 -1 0 0O
10 0 0 00O 00 0 0 00
0 0 0 0 00 10 0 0 00
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00 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1
00 0 0 0 1 0 0 0 —5 0
00 0 0 —-10 o 0 1 0 2
FGZ 7F7_
00 0 0 0 0 0 —3 0 -1 0
00 -10 0 0 -5 0 5 0 0
01 0 0 0 0 0 3 0 0 0
000000 0 —3 0 -1 0 0
000000 -5 0 5 0 0 0
000000 0 3 0 0 0 1
ng 7F9:
000000 -1 0 0 0 —3 0
000000 0 0 0 —3 0 3
00000O0O 0o 0 1 0 1 0

olmak tizere
Q = D®l1)H-I,P -G

9
=1

= F0—|—U1F1+...—|—UQF9

seklinde ifade edilebilir.

Q>I%)1,az})(>o iz (Pr)

problemi ¢oziildigiinde

Uy = 15625,
Ug = 0,
us = 1.25,

sonuglary elde edilir. Teorem 3.2° ye gore elde edilen elipsoid

. 1.5625 0 )
z. = (0.2,0)", P= olmak tizere
0 1.25

(x —x.)" P(x—x.) <1 egitsizliginden
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e}

— (e (@] O W=




£ ={z € R* : 1.5625z + 1.25z7 — 0.625z + 0.0625 < 1}

dir (sekil 3.1).

i
-

24

=)
n
=1

Sekil 3.1: Ikinci dereceden Schur kararli monik polinomlar (iiggen) ve bulu-

nan elipsoid.

0
Ornek 3.3 D bolgesi birim disk ve n = 3 i¢in xc = | 0.1459 | wverilsin.

0
Teorem 3.2°de ifade edilen problem coziildigiinde

2.3189 0 0.4458
P = 0 2.0180 0
0.4458 0 1.7998

bulunur. (x —z.)" P(x —x.) <1 esitsizliginden

x € R®: 2.318922 + 2.018022 + 1.7998z3+
+0.89172975 — 0.589021 < 0.9570

dir (Sekil 3.2).
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Sekil 3.2: Uciincii dereceden monik, Schur kararh polinomlar (hiperbolik
paraboloid) ve elde edilen elipsoid [6].

S kararlilik bolgesi, koseleri

1 —1 1 —1
‘/1 = 3 ) ‘/2: _1 ) ‘/3: _1 ) VZL: 3
3 1 —1 -3

olan V1V,V3 ve V4oV3 V) ticgenleri ile sinirhidir.

Ornek 3.4 D sol-agik yary diizlem (a = 0,b=1,¢ = 0) olsun.

p(s) = 1+2s+ s* Hurwitz polinomu verilsin. Merkezi x, = olan ve S
2

(2.dereceden Hurwitz kararly polinomlar kiimesi) tarafindan kapsanan elipsoid

1¢in

ol



1 0
0 0.25

olarak bulunur. Buna gére

5:{x€R2:x3+0.25x%—2x0—x1+2§1}CS

dir.
o 0.0625 0
Te = icin P =
4 0 0.0625
o 0.0123 0
Te = icin P =
0 0.0278

seklinde bulunur. Karsilik gelen elipsoidler siraswyla

£ = {zeR*:0.0625z7 + 0.0625z7 — 0.50z9 — 0.50z; +2 < 1} C S
£ = {z€R?:0.012327 + 0.0278z] — 0.2214z — 0.3336x, + 1.9971 < 1} C S

dir (sekil 3.3)

Ornek 3.5 D sol-agik yare diizlem ve p(s) =2+ 4s + 3s% 4 s° olsun.

r. = (2,4,3)T igin benzer islemlerden sonra aradigumiz P matrisi

0.3881 —0.109 —-0.0131
P = —0.109 0.1074 0.0214
—0.0131 0.0214 0.2029

olarak elde edilir. Bu matrisin belirledigi elipsoid sekil 3.4 te verilmaistir.

02
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10

Sekil 3.3: Hurwitz kararh polinomlar kiimesi tarafindan kapsanan elipsoid

2}{[!
1

0

2
ij}{2
B

Sekil 3.4: Uciincii dereceden Hurwitz kararli monik polinomlarin kiimesi ve bulunan elipsoid.
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