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MATRISLERIN OZEL CARPIMLARI
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LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi GOKHAN CELEBI

Bu tez ¢alismasinda, Hadamard, Kronecker, Tracy-Singh, Khatri-Rao ve bialternate matris
carpimlari incelenmistir. Matris teorisi; mithendislik, istatistik ve kontrol teorisi gibi birgok
disiplinde 6nemli bir yer tutmakta ve bu carpimlarin her biri, ilgili alanlarda genis
uygulama olanaklari sunmaktadir. Tezde, bu ¢arpimlarin tanimlari, temel ozellikleri ve
birbirleriyle olan iliskileri detayl bir sekilde ele alinmistir. Ayrica, bu matris ¢arpimlarinin
genellestirilmis formlari, 6zellikle Khatri-Rao ve Tracy-Singh ¢arpimlari, karmasik matris
yapilarini analiz etmek icin tartisiimistir.

Bialternate matris ¢arpimlart ve bu ¢arpimlarin Kronecker ¢arpimla olan iligkisi
incelenmistir. Ayrica bialternate matris ¢arpimlarinin, polinom ve matris kararliligr ile
kontrol teorisi uygulamalarinda kullanilan 6zdeger 6zellikleri incelenmistir.

2025, ix + 43 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Hadamard Carpim, Kronecker Carpim, Khatri-Rao Carpim, Bialterne
Carpim, Permanent.



ABSTRACT

MASTER THESIS

SPECIAL PRODUCTS OF MATRICES
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In this thesis, Hadamard, Kronecker, Tracy-Singh, Khatri-Rao and bialternate matrix
products are studied. Matrix theory plays an important role in many disciplines such as
engineering, statistics and control theory, and each of these products offers a wide range of
applications in related fields. In this thesis, the definitions, basic properties and
interrelationships of these products are discussed in detail. Furthermore, generalized forms
of these matrix products, in particular the Khatri-Rao and Tracy-Singh products, are
discussed for analyzing complex matrix structures.

Bialternate matrix products and their relation with Kronecker product are analyzed. In
addition, polynomial and matrix stability of bialternate matrix products and their
eigenvalue properties used in control theory applications are analyzed.
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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

\4 : Her

€ » Ait

R : Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

M n(R) : Elemanlari reel sayilar cismine ait olan m X n tipindeki matrislerin
kiimesi

AT : A matrisinin transpozu

A” : A matrisinin eslenik transpozu

det(A) : A matrisinin determinanti

izA : A matrisinin izi

AQOB : A ve B matrisinin Hadamard ¢arpimi

AQB : A ve B matrisinin Kronecker ¢arpimi

A°B : A ve B matrisinin Tracy-Singh ¢arpimi

AxB : A ve B matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi

A-B : A ve B matrisinin bialterne ¢arpimi

AXB : A ve B matrisinin permanentel bialterne ¢arpimi



1. GIRIS

Matrisler ve matris islemleri miihendislik, doga ve sosyal bilimler gibi bir¢ok alanda
incelenmekte ve uygulanmaktadir. (Barnett, 1990; Bernstein, 2005; Hogben, 2006; Horn &
Johnson, 1994; Schott 2016; Schmidt & Trenkler, 2013).

Matrislerin kullanimi ¢ok genistir ve bir¢ok farkli ¢arpim tiirii vardir. Matris ¢arpimlari, bir
matrisin diger bir matris ile gesitli sekillerde ¢arpilmasi anlamina gelir. Bununla birlikte,
matrislerin 6zel ¢arpimlari, daha spesifik ve belirli kurallara dayanan islemleri igerir. Bu
0zel carpimlar, genellikle belirli uygulamalarda veya hesaplamalarda daha verimli

¢Oziimler tiretmek icin kullanilir.

Hadamard (veya Schur) ve Kronecker ¢arpimlari matris teorisi, istatistik, sistem teorisi ve
diger alanlarda yaygin olarak ¢alisilmaktadir (Horn, 1990; Liu 2000; Neudecker & Liu
1995; Styan 1973; Van Trees 2002; Zhang 2011). Magnus ve Neudecker (1999),
Hadamard ve Kronecker ¢arpimlari igeren temel sonuglari ve istatistiksel uygulamalar
icermektedir. Hadamard ve Kronecker ¢arpimlari arasindaki esitlik baglantisi ilk olarak
Browne (1974), Pukelsheim (1977) ve Faliva (1983) tarafindan kullanilmistir.

Boliinmiis matrisler i¢in, genellestirilmis bir Hadamard ¢arpimi olarak bilinen Khatri-Rao
carpimi, Khatri ve Rao (1968), Rao (1970), Horn ve Mathias (1992) ve Liu (1999, 2002)
tarafindan tartistlmis ve kullanilmistir. Genellestirilmis bir Kronecker ¢arpimi olarak
Tracy-Singh ¢arpimi ise Singh (1972), Tracy ve Singh (1972), Tracy ve Jinadasa (1989) ve
Koning v.d. (1991) tarafindan incelenmistir. Khatri-Rao ve Tracy-Singh c¢arpimlari
arasindaki bir iligki ve istatistiksel uygulamalart olan pozitif tanimli matrislerin bu iki

carpimi iceren ¢esitli sonuclar1 Liu (1999) tarafindan verilmistir.

Stéphanos (1900) iki kare matrisin bialternate ¢arpimi kavramini tanitmis ve bu ¢arpimin
bazi temel Ozelliklerini elde etmistir. Yillar icinde, bialternate matris ¢arpimi kararlilik
teorisinde, Ozellikle polinom ve matris kararliliginin incelenmesinde (Fuller, 1968) ve
dinamik sistemler teorisinde adi diferansiyel denklem sistemlerinde Hopf ¢atallanmalarinin
tespit edilmesi ve hesaplanmasinda etkili bir arag¢ olarak kullanilmistir (Govaerts &
Sijnave, 1999; Guckenheimer v.d., 1997). Matrislerin O6zdeger analizine dayali
uygulamalarda bialternate garpiminin sundugu avantajlar, bu ¢arpimin daha genis bir teorik

ve pratik gerceveye entegre edilmesini gerektirmektedir.



Bu tez ¢alismasmin ilk boliimiinde Hadamard, Kronecker, Tracy-Singh ve Khatri-Rao
matris c¢arpimlarmin tanimmi, Ozellikleri ve bu garpimlarin birbirleriyle olan iliskileri
incelenmistir. Ayrica her bir ¢arpim igin 6rnekler verilmistir. Ikinci béliimde ise bialterne
carpim ve permanentel bialterne ¢arpimin tanimi, 6zellikleri ve birbiriyle olan iliskisi
teoremlerle verilmistir. Son boliimde ise bialterne ¢arpimin Kronecker carpimla iliskisi,

0zdeger Ozellikleri ve bu ¢arpimlarin iz(trace) dzellikleri incelenmistir.



2. MATRISLERIN CARPIMLARI

2.1. Hadamard Carpim (Schur Carpim)
A = (a;j) ve B = (b;j) m x n tipinde iki matris olsun. O halde A © B Hadamard garpim1
da ayni tipte bir matristir ve A © B = C ve C = ¢;j, ¢;; = a;5. b;j olarak tamimlanir. Yani

bu carpim agagidaki gibi yapilir.

a1 A1z - Qi bi1 by .. byp
dz1 Q2 ... (Qpp b b .. b
A= . : ve B=|"%1 22 - 2n
Am1 Amz2 = Amn lxn bmi bmz - bmnl, .,
olmak tzere
ay1b11 ai2b12 .. Ainbig
a,b a,,b we  Oynb
AQB = = | %2121 22922 - 2nP2n
amlbml amzbmz amnbmn mxn

olarak bulunur. (Horn &Johnson,1994)

. 5 2 3 7 6 3 0 4
Ornek 2.1. A=(4 0 O 1] veB=[5 1 2 7] olsun. Bu iki matrisin
6 2 4 03x4 9 0 3 -2 3x4
Hadamard ¢arpimi
5.6 2:-3 3-0 74 30 6 0 28
AOB=C=|4-5 0-1 0-2 1-7 =l20 0 O 7]
6:9 20 4-3 0-(=2) 334 54 0 12 0 15,4

olarak bulunur.

Teorem 2.1. A = (a;j) ve B = (b;;) elemanlar1 kompleks sayilar cismine ait olan m x n

tipinde iki matris olsun. O halde A®© B =B O A dur.

Ispat: Kompleks sayilarda iki saymin ¢arpimi degisme dzelligine sahip oldugundan ispat
kolaylikla gdsterilebilir. Yani (A © B);; = (a;;)(b;j) = (bjja;;) = (B © A);; olur.
Teorem 2.2. Hadamard ¢arpim altindaki birim matris tiim elemanlar1 1 e esit olan m x n

tipinde bir matristir ve J,,,, seklinde gosterilir.

Ispat: A € M, ,(C) matrisini ele alalim. O halde (Jp, © 4);; = (1)(a;;) = (a;;) Ve

dolayisiyla [, © A = A olur. Hadamard ¢arpim degisme 6zelligine sahip oldugundan



Jain ©A=AQO Jun =A olur. Boylece J,,,, matrisi Hadamard c¢arpimi altinda birim
matris olur.

Teorem 2.3. F= Rveya C olmak iizere Va € F, A,B,C € M, ,(F) i¢in asagidaki
esitlikler gerceklenir.

1- (aA)©OB=AQ0 (aB) = a(4A © B) dir.

2- (AOB)T =47 © BT dur.

3- (AOB)*=A"® B*dur.

4- (AOB)OC=A0O (B OC)dir.

5- A+B)OC=A0O0C)+ (BOGCL)dir.

6- AOB+C)=(AOB)+ (A C)dir.

7- 0 sifir matrisi olmak tizere A © 0 =0 A = 0 drr.

2.2. Kronecker Carpim

A= (ajj)mxn V& B = (bij)pxq tipinde iki matris olsun. O halde A @ B seklinde

gosterilen Kronecker carpim mp x nq tipinde bir matristir ve su sekilde hesaplanir.

A® B =CveC=(cij)mpxng Olmak {iizere C;=a;xB olarak bulunur. Yani;

a1 B a;B ... a,B
A ® B _ az:lB az:zB aZTlB
amB ameB ... ap,B mpxnq
olur. (Horn &Johnson,1994)
0 1
2 2 5 3 _|-2 5 - . S
Ornek 2.2. A= [ 7 1 _4]2X3 ve B = 3 7 iki matris olsun. Bu matrislerin
1 140
Kronecker ¢arpimi;
0 2 0 5 0 3 7
—4 10 -10 25 -6 15
6 14 15 35 9 21
2 2 5 5 3 3
A =
®B 0 7 0 1 0 —4
—-14 35 -2 5 8 =20
21 49 3 7 =12 -28
7 7 1 1 -4 -4l

olarak bulunur.



Teorem 2.4. F = Rveya C olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir.

1- YVa €F, A € My, (F),B € M, ,(F) i¢in (¢d) ® B = A Q (aB) dir.

2- A€My, (F),BEM,, (F)igin(AQ B)" = A" ® B” dur.

3- A€ Mpy,(F),B €M, q(F)i¢in (AQ B)" = A" ® B* dur.

4- A€ Mpn(F),B € M, ,(F),C € M, ((F)icin AQ®B)QRC=A4AQ (B C)dir.
5- A,B € My, (F),C € M, (F)isin (A+B)®C =(AQ C)+ (B C) dir.

6- A€ Myn(F),B,CEM, (F)igin AQ (B+C) =(AQB) + (A ® C) dir.

7- A € M, ,,(F), 0 sifir matrisi olmak izere A @ 0 =0 @ A = 0 dur.

Teorem 2.5. A € My, (F), B € M}, ,(F),C € M, x(F) veé D € M ,.(F) olmak iizere

(A® B)(C®D)=AC Q BD

dir.

Ispat: A € M, ,,(F), B € M, ,(F),C € M, (F) ve D € M, (F) olsun.

a;1B a;B a;nB
AQB = azle az:zB aZ?B
Am1B  am,B AmnB 1 pxng
ve
C11D C12D ClkD
C ® D= C2:1D CZ?D CZI:(D
D cnaD CniD ngxKr

olup buradan

(A®B)(C®D) =

(ag1€11 + -+ ayCn1)BD
(azic11 + -+ + azncy1)BD

(amlcll + et amncnl)BD

olur.

(1111 + -+ A1nCn1)
ac = | (@a1cin -+ aancnn)

(amlcll + -+ amncnl)

(ag1¢1x + -+ aypCni) BD
(az1¢1x + -+ azpCri ) BD
(amlclk + et amncnk)BD

mpXxkr

(@11C1k + -+ + Q1nCni)
(aZIClk + et aZnan)

(@miCik + -+ AmnCnk) mxk



ve

(AC) ® (BD) =
(a11611 + -+ a1ucn1))BD . (aq1C1 + -+ Q1nCui) BD
(az1611 + -+ agncn1)BD ... (G211 + o+ + agnCni) BD
(amlcll +-+ amncnl)BD (amlclk + -t amncnk)BD

mpxkr
olup buradan
(AQ B)(C®D)=AC Q BD
esitligi saglanir.
Teorem 2.6. A € M,,,(F) ve B € M,,(F) matrisleri ters ¢evrilebilir matrisler olsun. O
halde A ® B de ters ¢evrilebilirdir ve (A @ B)™! = A~ ® B~ dir.
Ispat: Teorem 2.5 esitligi kullanilirsa
(A®B)(AT'®B ™) =AA"QBB™ = I, ® Iy = Iynxmn
olur. Buradan
A®B)1=41QB1
olarak bulunur.
2.3. Tracy-Singh ve Khatri-Rao Carpim

Mertebesi m X n olan A ve C matrislerini ve mertebesi p X g olan B matrisini ele alalim.
A = (A;), ij-inci alt matris olarak m; X n; mertebesinden 4;; ile C = (C;;) ij-inci alt
matris olarak m; X n; mertebesinden C;; ile ve B = (By;) kl-inci alt matris olarak p, X
q; mertebesinden By, ile bolinmiis olsun. Burada m = }i_;m;, n=3}j_n, p=
Yt Dk @ = X0, q, ifadeleri m,n, p, q pozitif tamsayilarinin pargalanislaridir (Al Zhour
& Kilicman,2006).



2.3.1 Tracy-Singh Carpim

Iki matrisin Tracy-Singh carpimi
AoB=(Aj°B), = (45 ® Bkl)kl)ij

seklinde tamimlanmir. A;; o B matrisi m;, X n;, mertebeden ij-nci alt matris 4;; ® By,
matrisi m;p), X n;q, mertebeden kl-inci alt matris ve Ao B de m, X n, mertebeden

matristir.
Eger; A boliinmiis bir matris degilse, A° B = A ® B dir. Yani A = (a;;) i¢in

A°B=(aij°B)ij

- ((aif ® Bkl)kz)ij

= ((aijBkl)kl)ij = (a;;B)y;

=AQ®B
olur (Al Zhour & Kilicman,2006).
Ornek 2.3.
; _; 3 1]-3 8
A= c 1123 ve B=|0 1 4| iki matris olmak iizere bu matrislerin
6 0 7 5 7 —6
Tracy-Singh ¢arpimini bulalim. A ve B matrisleri
3 1 4
A1 =8 =2|,45,=| 0|, 4,1=1[6 0],4,;, =[7]veBy; =[1],B;; =[-3 8],
5 1 -3

By, = g] , Byy = [% _2] seklinde boliinmiis olsunlar.

A11 ® B11 A11 ® BlZ A12 ® Bll A12 ® BlZ
All ® BZl All ® B22 A12 ® B21 A12 ® BZZ
A21 ® Bll A21 ® BlZ AZZ ® Bll A22 ® BlZ
A21 ® BZl A21 ® BZZ A22 ® B21 AZZ ® BZZ

AoB =

olmak lizere



-3 1 -9 -3 24 8 4 —12 321
8 -2 -24 6 64 —-16 0 0 0
5 1 -15 -3 40 8 -3 9 —24
0 0 3 1 12 4 0 4 16
0 0 8 -2 32 -8 0 0 0

Aep=| 0 0 5 1 20 4 0 -3 -12
15 5 21 7 —-18 —6 20 28 -—24
40 —-10 56 -14 —-48 12 0 O 0
25 5 35 7 -30 -6 -15 -21 18
6 0 -18 48 0 0 7 -21 56
0 0 6 24 0 0 0 7 28
130 0 42 -36 0 0 35 49 —421,.,

olarak bulunur.
2.3.2 Khatri-Rao Carpim

Iki matrisin Khatri-Rao ¢arpimi
AxB =(A; ® By),,

seklinde tamimlanir. Bu ¢arpim Y m;p; X Y n;q; tipinde bir matristir. A;; ® B;; matrisi
m;p; X njq; mertebeden ij-nci alt matris ve A= B matrisi de Yi_,m;p; X ¥j-1nq;

mertebeden matristir.

Eger; A boliinmiis bir matris degilse A * B = A @ B dir. Yani; A = (a;;) igin
A*B = (a; ® Bij)ij
= (aijB)ij =AQ®B
dir. Eger A ve B nin her ikisi de bolinmiis matris degilse A * B = A o B dir.
AxB = (ay ®by),
= (ai,-bl-,-)l.j =A°B

olarak bulunur (Al Zhour & Kilicman,2006).

_11 210 -1
3 veB=|1]1 1| iki matris olsun. Bu iki matrisin
> 311 0

Ornek 2.4. A =

[ [

1
2
0
-1

Khatri-Rao ¢arpimi;



1 0
A11=[2 1] , A21=[—1 1]; A22=[2]

0 1

-1
A =] 1

3

By, =1[2], Biz =10 1, By = [ ] By, = [

olarak boliinmiis olsun. my =3, m,=1,n=2n,=1p;=1,p,=2,q,=1,q, =

2 olmak tizere, A * B ¢arpim1 (myp; + myp,) X (n1q; + n,q,) = 5 X 4 tipindedir.

A*B:[A11®Bll A12®BIZ]

A21 ® BZl AZZ ® BZZ

e

*

S

Il
e ——3

o BN
WRrNNO
NN O OO
oww»—w—\

1
|
|
I
J

I
w R

5X4

olur.
Teorem 2.7. A, B, C, D ve F matrisleri uygun sekilde boliinmiis olsunlar. O halde

1- (Ao B)(C > D) = (AC) o (BD)

2- (AoB)T = AT o BT

3- (AoB)" = A*oB*

4- (A+C)o(B+D)=(AoB)+(AoD)+(CoB)+ (Co°D)
5- (Ao B) # B o A (genel olarak)

6- (A * B) # B = A (genel olarak)

7- (AxB)*=A"*B*

8 (A+C)x(B+D)=(A*B)+(A*D)+(C*B)+ (Cx*D)
9- (A*xB)o(C*D)=(AeB)*(C°D)

esitlikleri gecerlidir. (Liu, 1999)

Ispat: 3. Maddenin ispat1 yapilirsa

(Ao B)" = ((Aij ° B)ij)* = (((Aif ® Bkl)kl)ij)* - (((Aij ® Bkl)kl)*)ji

= (45 ® Bkz)*)lk)ﬁ = (45 ® Biil)lk)ﬁ =(4;®87),

= A" o B*



2.4. Carpimlarin Birbirleriyle Iliskileri

2.4.1. Hadamard ile Kronecker Carpim

Teorem 2.8. A,B,C,D € M, ,(R) olsun. O halde
(A®B)OC®D)=(A0B)Q(OD)

esitligi saglanir. (Das & Vashist, 2017)

Ispat: A = (a;;) ve C = (c;;) olsun.

[ a.1B a,B ... a,B c11D  c¢i2D ... ¢y D
a, B axB .. ay;,B 1D cD ... ¢ D
A®BOC®D) =47 P o GaP g @t xl e
| a,.B a,,B .. a,,B cniD cpD ... cpnD
[ a11c11B O D a3 BOD ... aypcinBOD
_ | @21€21BOD  az;62,BOD ... aznCnBOD
| ap1cpiB O D appcpBOD .. apnCcanB O D
=(A0B®COD)

Teorem 2.9. P, se¢im matrisi;

11 » =22 27 ~nn

seklinde tanimlanan n? X n tipinde bir matris olsun. Burada E;; matrisleri, n X n tipinde
(i,1). elemani 1 ve diger elemanlart 0 olan matrisler olsun. Boyutlari m X n olan A ve B

matrisleri i¢in
AOB=PI'(AQ® B)P,

dir. (Visick, 2000)

Ispat:
[E5]
allB alzB e alnB 11 |
a,:B  a,;B .. a,B (m)
RI(A® BYR, = [E™ ED, .. E®]| ©1F @228 o @b By
amiB apmpB ... amnB E(.m)
mm
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n
= Z diag(ak, Az, - ank)BE,EZL)
k=1

n

Z Aixci0; ] = [ai;byj]

k=1

= AQOB
Sonug¢ 2.1. Boyutlart n X n olan A ve B matrisleri igin
AQ®B =Pl (AQ® B)P,
dir. (Visick, 2000)

2.4.2. Khatri-Rao ile Tracy-Singh Carpim

A A B B
A — [ 11 12:|' B — [ 11 12] 21
Ay Ay By Bo (2.1)

olsun. Burada A,A;;, A1z, A21,A2,, B, Bi1, Biy, By; Ve By, matrisleri sirasiyla m X
n, my Xng, My XNy, My XNy, My XNy, pX(q, P1 Xq1, P1 Xqz, P2 X 1 V€ P X

q, boyutlu matrislerdirve m; +m, =m, n; +n, =n, p; +p, =p, q¢1 +q, = q dir.

Ayrica;

(2.2)

M M N. N.
M=[ 11 12]’ [V 12]

M{, Mo, ~INT, Np,
olmak tiizere Burada M ,M,;,M,,,N,N;; ve N,, matrisleri sirasiyla m X m,my X
my,my, Xm,, pXp,py Xp1 Ve py X p, tipinde simetrik matrislerdir. M;, ve Ni,

sirasiyla my; X m, ve p; X p, tipinde matrislerdir.

Zy, kqy X rtipinde ve Z, , k, X s tipindeki se¢im matrisleri tanimlansin;

_ 111 011 021 O] 7., = 112 012 022 0
) 2

Z1iTlo 0 0 I 0 0 0 I (2.:3)

Burada zZTZz, =1, ve ZIZ, = I, birim matrisleri ve I,;,115,151,15,,1; Ve I, sirasiyla
mypy X MyPy, MyPy X MyPy ,Niqq X Nyqq,Naqy X Naqy, 7 X T Ve s X s tipinde birim

matrislerdir. (ky = mp,k, =ngm=m;+my,n=n;+ny, p=p; +92,9=q1 + q>,

11



r=mp; + mypy Ve s = niqq + n,q, dll’ 011 ) 012, 021 ve 022 SlraSlyla mypq X

mqp,, MyP1 X MyPy, N1q1 X N1 G, Ve N1q1 X N, q, tipinde sifir matrisleridir.

Ozellikle eger (2.3) denkleminde i = 1,2 icin k = k;, m; = n; ve p; = q;

Z=27=12, (2.4)
olarak bulunur. Burada Z, ZTZ = I sartin1 saglayan k X r tipinde segilen bir matristir.
Teorem 2.10. (2.1)’deki gibi bolinmiis A ve B ve (2.2)’deki gibi bolinmiis M ve N
matrisleri i¢in

AxB =ZT(AoB)Z, (2.5)
M= N =ZT(MoN)Z (2.6)
esitlikleri saglanir. (Liu & Trenkler, 2008)

Ispat: iki esitlikte Tracy-Singh ve Khatri-Rao carpimlarinin &zellikleri kullanilarak
ispatlanabilir.

2.4.3. Tracy-Singh ile Kronecker Carpim

Teorem 2.11 Tracy-Singh ve Kronecker ¢arpimlari igin ;
AoB =Pl(AQ B)P, (2.7)
olacak sekilde P; (i = 1,2) permiitasyon matrisleri vardir. (Liu & Trenkler, 2008)

2.4.4. Khatri-Rao ile Kronecker Carpim

Teorem 2.12 Khatri-Rao ve Kronecker Carpimlari igin

AxB=Q{(A®B)Q, (2.8)

Burada Q;,Q; = P;Z; seklinde bir se¢im matrisidir. P; matrisleri Teorem 2.11 de oldugu

gibi ve Z; matrisleri de Teorem 2.10 daki gibi tanimlanmustir. (Liu & Trenkler, 2008)

12



3. BIALTERNE MATRIiS CARPIMLARI

[ < j olmak iizere herhangi bir n > 2 tamsayisi i¢in Q,,; i,j € (1,2, ...,n) olacak sekilde
tim (I, ) ciftlerinin kiimesi ve i < j olmak lizere G, ; ,j € (1,2,..n) olacak sekilde tiim
(i,J) ciftlerinin kiimesi olsun. Burada hem @,, hem de G, in elemanlarinin

leksikografiksel olarak siralandigi varsayilmaktadir. Q,, kiimesi (721) elemandan, G, ,
kiimesi ise (ngl) elemandan olusur.

Bir A € M,,,, (C) matrisi verildiginde k = 1,2,3,...,7, r = min{m,n} olmak iizere
A nin k_inci bilesik matrisi C,(A) ve A nin k_inci indiiklenmis matrisi P, (4) kavramlari

matris teorisinde iyi bilinmektedir (Marcus & Minc, 1992; Wedderburn, 1934).

Burada sadece ikinci bilesik ve ikinci indiiklenmis matrisleri dikkate alinacaktir. (i,) ve
(k, ) ciftlerinin verilen indis kiimelerinin elemanlar1 oldugunda, bu matrislerin satirlarini
gostermek i¢in ij ve siitunlarin1 gostermek i¢in kl kullanilacaktir.

A = (a;;) € My, (C) matrisi igin C,(A) matrisinin girdileri (i) € Q2 , (k,1) € Q2

olmak tlzere;

A, Qaj 3.1
CZ(A)ij,kl:det[a]l.k a}l.l] (3.1)

seklinde tanimlanir. P,(A) matrisinin girdileri ise (i,j) € G,., ve (k,1) € G, olmak

lizere;

- [a”‘ “”] 3.2)
Vu(, )-ulk, D) PET lape  ay

seklinde tanimlanir. Burada ""per”’ ifadesi permanent fonksiyonudur. u(.,.) degeri ise

Py (Aijp =

_{1, p#*q
u(p,q)—{z’ p=gq

seklinde hesaplanir.
Tamm 3.1. A = (a;;) € M,,(C) ve B = (b;;) € M,(C) olmak iizere bu iki matrisin
bialterne ¢arpim1 F = A - B seklinde gosterilir ve bu F matrisinin girdileri (i,)) € Q,,, ve
(k, 1) € Q3 olmak iizere;
_1 Qi Au by by (3.3)
Jjpa =3 (det [bjk bjl] +det [ajk asz
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seklinde verilir (Elsner & Monov, 2011).

Tamm 3.2. A = (a;;) € M,(C) ve B = (b;j) € M,,(C) olmak iizere bu iki matrisin
permanentel bialterne ¢arpimi G = A X B seklinde gosterilir ve bu G matrisinin girdileri

(i,J) € G, ve (k, 1) € G, 5, olmak lizere;

1 (per Aik ail] +per [bik bil]) (34)
2y/p(@, ). ulk, D) b by Uk i

seklinde verilir (Elsner & Monov, 2011).

Gijkl =

Bu carpimlarin n = 3 igin genel formu asagidaki sekilde bulunur.

a1 Q12 Qg3 by bz b3
a21 a22 a23 ve B = b21 bzz b23

as; ass ass b31 b32 b33

A=

olmak tizere A ve B matrislerinin bialterne ¢arpimi F = A - B olmak iizere

fiz1z  fizas  fizz2s
F=|fiz12 fiz13 fi323
f2312  f2313 2323

seklindedir. Burada (1,2), (1,3), (2,3) ikilileri kullanilarak;

fose =y (dec [y 1]+ aec[2r 22))
s =g (det [t 3] +ee| 20 1))
fuozs =g (det [ 3] +ee| 2 1))
e =g (det [ 3]+ e 1))
fisas =g (det [ 3] dee[pn o))
fiszs =5 (dee [ 3]+ ae[pz 7))
iz =5 (dee[57 322] + aec[ 22 22))

( )

1 _ _
f2313 = 5 det sy baa) + det |



B 1 Ay dzz by, by3
f23,23 - E (det [b32 b33] + det a32 a33]>

seklinde bulunur.
A ve B matrislerinin permanentel bialterne ¢arpimi ise G = A X B olmak {izere

r 911,11 91112 91113 911,22 911,23 911,33 ]
91211 91212 91213 Y1222 YG12,23 Y1233
91311 Y1312 Y913,13 Y1322 Y1323 Y1333
92211 Y2212 Y2213 Y2222 Y2223 Y2233
923,11 Y2312 Y2313 Y2322 Y2323 Y2333

L 933,11 933,12 933,13 Y3322 Y3323 Y3333

seklindedir. Burada (1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3,3) ikililerini kullanarak,

1 a1 aqq [bu bll])
- er + per
911,11 5 ,u(l,l),u(l,l)<p [b11 b11] p a1 Qa1
1
= Z(4a11b11) = allbll
1 a1 A [bu b12]>
— er + per
911,12 5 ﬂ(l,l)u(1,2)<p [b11 blz] p ap; Qg

a11b12 + b11a12

V2

1
= ——=(2a41b1; + 2b11a43) =

2V2

1 ;i dg3 [bn b13])
= er + per
911,13 2 AL Du(L3) (p byq b13] p a;; a3

1 1
== (2a11b13 + 2b11a13) = —(ay1b13 + b110a13)

22 V2

1 a1z Q12 [b12 b12]>
_ +
911,22 2D uZ2) (per [b12 b12] per A1z Q12

1
= Z(4a12b12) = a12b12

1 Az Qi3 [b1z b13]>
— +
911,23 2 AL D(23) (per [b12 b13] per ;2 Qg3

aq12b13 + bipas3

V2

1
=—(2a b + 2b a =
2\/5( 12713 12 13)

1 a3 Qg3 [b13 b13])
— +
911,33 5 ’—,u(l,l)u(3,3) (per [b13 b13] per P
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1
= Z(4a13b13) = a13b13

1 a1 aqp [b11 b11])
= er + per
912,11 2 “(1’2)”(1’1) (p [b21 b21] p ar1 Qazq1

1 a,1b,1 + byqa
= —(2a11b21 + 2b11a21) = 112t St

2\2

1 ai1  Aq [bn b12]>
— er + per
912,12 2 iDL (p [b21 bzz] p az1 Az

1
= E (a11byy + ag3byq + byaz, + az1byy)

1 ai; Qi3 [bn b13])
— +
912,13 2 (L2 (L3) (PeT [b21 b23] per a1 Qp3

=5 (a11b23 + ay3byq1 + byi1az3 + bi3ay;)

1 iz Q3 [b12 b12]>
= er + per
912,22 2L Dr22) (p [bzz bzz] Pe |y,  ays

1 1
=——(2a4,b,, + 2by50a,,) = —(aq,b,, + b;Ha
2 ,—2 ( 12922 12 22) \/?( 12722 12 22)

1 i, Qg3 [b12 b13])
— +
912,23 223 (PeT [bzz b23] per Ayy QAyz

1
= E (a12by3 + ay3by; + byxazs + bizay;)

1 i3 Qg3 [b13 b13])
- er + per
912,33 2 i (LnG3) (p [b23 bzg] p Qz3 Qz3

1 1
= ——=(2ay3by3 + 2b13a53) = —=(a13by3 + by3a,3)

2V2 V2

1 a1 a1 [bn b11]>
— +

1 1
= ——=(2ay11b3; + 2by1a31) = —(ay1b3; + by1a34)

2\/2 V2

1 ajp  Aag [bn b12]>
— er + per
913,12 2/ nLD) (p [b31 b32] p az; as;
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1
= E (a11b3y + b31a4; + bygas; + bizasg)

1 ay1 Qg3 [bn b13]>
— +
913,13 2 L)L) (per [b31 b33] per as; Q3

1
= E (a11b33 + b31a43 + byyaszz + az1by3)

1 Az Qg2 [b12 blZ])
= er + per
g13,22 NeOIen) (p [b32 bgz] p as, Qaszp

ayb3; + byzas;

V2

1
= ——=(2a43b3; + 2byza3;) =

2V/2

1 i, Qg3 [blz b13])
— er + per
913,23 2 (L3 (p [b32 b33] p as, dsz

=5 (a12b33 + ay3b3; + byzass + azyby3)

1 a;3 Qa3 [b13 b13])
— +
913,33 NCOIeD) (per [b33 b33] per (33 Q33

1
= (2a13b33 + 2b13a33) =

(013b33 + b13a33 )
2\2

V2

1 ( az1 dzq

92211 = per ]+per[b21 bZl])
2T 2.2)u(,1) ba1 bz Ay Ay

1
= Z (4&21b21) = dy1byy

B 1 az1 Ay
92212 =

per * : ]+per[b21 bzz])
2Ju2,2)u(1,2) 21 D22 az1 dzp

1 Ay1b3; + az;by
=——(2a,1b,, + 2a,,b = ( )
(2a31b,; 22b21) 2

242

1 ay1 QA3 [bz1 b23]>
_ +
922,13 2 i 2.2)nL3) (per b, b23] per a1 Qz3

ay1by3 + az3byy

V2

1
=—(2a b + 2a b =
2\/?( 21Y23 23 21)

1 Az; Ay [bzz bzz])
— er + per
922,22 22D (p b, bzz] P layy  ay
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922,23

92233 =

923,11

923,12

923,13

92322 =

92323 =

92333 =

= Z (4az3b2,) = azzby;

1 Qdz2 A3 by,
per |, b..| T per a
2/n(2,2)u(2,3) 22 P23 22

1 Ag2b33 + az3by;
2a,,b55 + 2a,3b
2\/—( 22023 23by2) = NG
1 az3 Q3 by
(per bys ] + per [a
2/ 1(2,2)u(3,3) 23
1
= Z (4a,3by3) = az3bys
_ 1 (per azy 6121] W i [bzl
2u(2,3)u(1,1) b3y bs az;

1
= ——=(2a31b3; + 2by1a3,) =

2\/2

1 ( Az,  Qpp

= per |, b ] + per [bZl
24/ 1(2,3)u(1,2) 31 V32 az1
=5 (az1b3; + bsz1a;, + byyaz; + byyasy)
or [b21
asq
1
=5 (az1b33 + az3bsy + by1ass + byzasg)

1 a a
(per bzz bzz] + per [bzz
24/ u(2,3)u(2,2) 32 P32 as;

1 az1 Q33
per | b ]+p
2u(2,3)u(1,3) 31 733

Ay2b3;5 + byyas;
(2a33b3; + 2byza3;) =

1
T2 V2

1 a a
(per b22 b23] + per [bzz
24/ u(2,3)u(2,3) 32 P33 as;

=5 (azzb33 + az3bs; + byyazs + byszas,)

1 (per a23 a23] +per [b23
1(2,3)1(3,3) bss b3 azs
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Ay3b33 + byzass

V2

1
= ——=(2ay3b33 + 2by3a33) =

2\2

1 ( asz; das;

93311 = per ] + per [b31 b31]>
RPN TTERY bs1 bas 31 Q31
1
= Z (4a31b31) = az1bz,

1 az, Qas [b31 b32]>
= er + per
Foa Ty u(3,3)u(1,2)(p ba1 b32] P as as

1
= ——(2a31b2, + 2a5,b
2\/§( 31032 32b31)

1 az; ass [b31 b33]>
— il
933,13 5 '—,u(3,3),u(1,3) (per b3, b33] per az; ds3

1
= —=(2a3,b33 + 2b31a33) =

2V/2

1 ( as; Qzp

93322 = per ]+per[b32 b32]>
P 2 uGIue) N b ba a5 Az

1
= Z (4az,bs3;) = aszzbs;

1 Az azs [bsz b33])
- er + per
933,23 2GR (p b3, b33] PeT las,  ass

1
= ——=(2as;b33 + 2a33b3;) =

V2 V2

1 ( a3z dsz

93333 = per ]+per[b33 b33]>
333 Ju33)u(3,3) bsz  bss 3z 33

1
=2 (4a33bs3) = azzbss
dir.
FeEM ) ©,G6ceM (1) (C) bialterne ve permanentel bialterne ¢arpimlarinin tanimi ve
2

(3.1) ve (3.2) denklemlerinden

A-A=Cy(A) ve AXA=P,(A) (3.5)
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esitlikleri vardir.
Teorem 3.1. A, B € M, (C) olmak iizere;

2(A-B) =Cy(A+B) —C(C,(A) — C,(B) (3.6)
2(AxB)=P,(A+ B) — P,(A) — P,(B) (3.7)
Bu teorem ispati (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.4) deki denklemler yardimiyla gosterilebilir.
Teorem 3.2. A, B, C € M,,(C) olmak lizere;
(@A-B=B-AveAXB=BXA;
(b) a,B € Cigin (aA) - (BB) = aB(A-B)ve aA X fB = aff(A X B) ;
€A-(B+C)=A"B+A-CveAXx(B+C)=AXB+AXC;
(d)(4-B)T =AT -BTve (Ax B)T = AT x BT ;
€(A-B)*=A""B*ve (AXB)"=A"XB* X
(HAB-AB=(A-A)-(B-B)ve ABx AB = (AX A)(B X B);
(9) k = 1,2,3, ...igin (A - A)* = A% - AF ve (A x A)* = AF x A*

(h) A tersi olan bir matris olmak {izere A+ A ve A X A matrislerinin de tersleri vardir. Yani
(A-A)1=4"14Tve(AxA) 1=4"1x A dir.

(i) Eger A ve B iist iggen(alt tiggen, kdsegen) matrisler olup, A ve B matrislerinin kdsegen
elemanlar1 a;; ve b;; ile verilmisse (i = 1,2,3,...,n) 0 zaman F =A-B ve G=AXB
matrisleri de iist liggen(alt licgen, kosegen) matrisler olup bu matrislerin kdsegen

elemanlar1 da sirasiyla;
1 y
fijij =5 (aihj; + byaj;),  ij € Qam (3.8)
1 ..
9ijij = E(aiibjj +bya;), i € Gy 3.9)

Ispat: (a)—(c) numarali ifadeler dogrudan (3.3) ve (3.4) denklemlerinden elde edilebilir.
Ardindan, (d) ve € ifadeleri, (2.6) ve (2.7) denklemleri ile C,(A)T = C,(AT), P,(A)T =
Py(AT), C,(A)* = C,(A%), P,(A)* = Py(A*) ozellikleri kullamlarak kolayca goriilebilir.
(3.5) denklemine bakildiginda, (f) de bilesik ve indiiklenmis matrisler hakkinda bilinen
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sonuglari ifade etmektedir. (g) 6zelligi, (f) kullanilarak ve B = AB seg¢ilerek tiimevarim
yoluyla elde edilebilir. (h) ise (f) de B = A™! olarak alindiginda elde edilir. (i) maddesinin
ispat1 i¢in, once A ve B matrislerinin ist liggen matrisler oldugunu varsayabiliriz. Bu
durumda, (3.8) ve (3.9) denklemleri, (3.3) ve (3.4) denklemlerinden elde edilebilir. Ciinkii
A ve B matrislerinin girdileri, a,, = b, = 0 kosulunu saglar; burada 1 <g<n-—1 ve
p > q. F ve G matrislerinin de iist liggen matrisler oldugunu gostermek i¢in F ve G
matrislerinin girdilerinin su sartlar1 sagladigim gostermeliyiz: fi; =0 gij = 0 tiim
(i,)) ve (k,1) ciftleri i¢in, boylece (i,j) > (k, 1) leksikografiksel siraya gore Q,, Ve G, p
kiimelerinin elemanlaridir. (i,j) > (k, 1) ifadesi ancak ve ancak ya i > kya dai =k ve
Jj >l oldugunda saglanir. Bu durumda, f;;x; = 0 Ve g;;,; = 0 esitliklerinin (3.3) ve (3.4)
denklemlerinden dogrudan elde edilebilecegi kolayca goriiliir, ¢iinkii A ve B matrislerinin

tist liggen yapisi goz oniinde bulundurulmustur.
Teorem 3.3. A,B,C,D € M, (C) olmak iizere;
(A-B)(C-D) =%(AC-BD+AD-BC) (3.10)
(A% B)(C x D) =%(AC><BD + AD x BC) (3.11)

esitlikleri saglanir (Elsner & Monov, 2011).

Ispat: (3.6) denklemini kullanarak

[C2(A + D) = C2(4) — G(B)][C,(C + D) — C,(C) — C5(D))]

AN

(4-B)(C-D) =

[2A(C 4+ D) - B(C + D) — 2AC - BC — 24D - BD]

ENJIS

N =

[(AC + AD) - (BC + BD) — AC - BC — AD - BD]

1
=~ (AC-BD +AD - BC)

olur. Simdi (3.7) denklemini kullanarak

(AxXB)(CxD) = %[Pz(A + B) — P,(A) — P,(B)][P,(C + D) — P,(C) — P,(D)]
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[2A(C + D) x B(C + D) — 2AC x BC — 2AD x BD]

ENJE

[(AC + AD) X (BC + BD) — AC X BC — AD X BD]

N| =

1
=§(AC><BD+AD><BC)

esitligi elde edilir.

) 2 0 4 8 1 0

Ornek 3.1. A=|1 7 0| veB=|1 5 3| matrislerinin bialterne ve permanentel
6 8 5 6 0 2

bialterne ¢arpimlar1 bulunursa;

A ve B matrislerinin bialterne ¢arpimlart F = A - B olmak {izere F matrisi n = 3 oldugu
icin (2) = 3 olup 3 x 3 tipindedir. n = 3 igin leksikografiksel olarak (1,2),(1,3),(2,3)

ikilileri secilerek;

feie=3( Y+ H=g00+59=F
a3 (2 3+ I -Fero-1
fan =58 3+l =520 =10
=35 {415 §)=g0+sm=2
fiuns =3 48 ) =gz0+am =10
foan =3y 3+l Sh=30+9=3
fare=gl §+l =zcr2-2=-2
=35 J+ls =ze-1w=7
o =55 ol 5 P=z04+0=3

olur. Bulunan elemanlar F matrisinde yerine yazilirsa;

22



65/2 1 —10
F=| 29 10 5/2
—32 —11/2 15/2

olur.
A ve B matrislerinin permanentel bialterne ¢arpimlar1 G = A X B olmak iizere G matrisi
n = 3 oldugu igin (*}') = 6 olup 6 x 6 tipinde olur.
(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) ikilileri segilerek;

1

= o2 B rerl? )

1
=, (16 +16 + 16 + 16) = 16

=
.
—

1
J1112 = 2 JA DD (per [323 (1)] +per [g 0

1 2
=—2+0+0+2)=—

1

J1113 = 2JRDR(L3) (per [223 g] +per [g 4

o
| N
—

1 32
=——(32+0+32+40)=—

—_
e
—

1
Y1122 = Zm (per [(1) (1)] + per [é 0

1
=2(0+0+0+0)=0

(@]
—
N——

1
Jr1,23 = 2SR D23 (per [2 :)L] +per [é 4

1 4
=—(0+4+4+0)=—
zﬁ( ) V2

1
= s orly & erl) 9

1
=2(0+0+0+0)=0
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! (per[> 2]+ per[®

1211 =
2/p(1,2)u(1,1)

_ 1 o248 +8) =
T2 V2

1

912,12 = 5 (—M(l,z)u(l,z) (per [

1 67

i (5)] + per [?

1

912,13 =
2/u(1,2)u(1,3)

1
=E(6+4+0+0)=5

(per [i ;L] + per [21;

1

912,22 = 5 ,—#(1,2)#(2’2) (per [

1 7
=—0+04+7+7)=—
zﬁ( ) V2

1

912,23 =
24/p(1,2)u(2,3)

1
=§(0+20+0+0)=10

! (per [;L ;L] + per [8

912,33 =
2,/u(1,2)u(3,3)

1 12
= (12+12+0+0) = —
zx/i( ) V2

g g] + per [;

(per [g ;1-] + per [;

! er[2 %)+ per ®

91311 = 5 (—H(1;3)IJ(1,1) (P r [

1 60
=— (12412 + 48 + 48) = —
zﬁ( ) V2

! (per [2 8] + per [2

913,12 =
2/u(1,3)u(1,2)

1
=-(0+0+64+6) =35
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1 2 4 8
91313 = per + per
B @ )u13) (pers | s
1
=§(4+24+40+0) =34

1
91322 =
2/n(1,3)u(2,2)
= 1 (0+0+8+8) = 8
N 2
1

913,23 =
2/u(1,3)u(2,3)

—1(0+0+5+0)—5
2 2

(per [g 8] + per [é

(per [g AZL] + per [é

1

913,33 = 5 {—M(1,3)#(3,3) (per [

1 8
=—(84+8+0+0)=—
2\/5( ) V2

;} AZL] + per [g

1

211 = zx/u(z,Z)u(l,l)(

1
:Z(1+1+1+1):1

per [1 ﬂ + per H

1

21z = zx/u(z,Z)u(l,Z)(

_ ! (5+7+7+5)—12
N V2

per [1 g] + per [1

1

Jra1s = 2\/#(2,2).“(1,3)(

1 3
=——(B+04+0+3)=—
zﬁ( ) V2

1

o222 = zx/u(z,Z)u(z,Z)(

1
=Z(35+35+35+35)=35

per H g] + per [1

per [; g] + per [;
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1

92223 =
2 u(2,2)pu(2,3)

1 21
=——(214+0+0+21) =—
zﬁ( ) V2

(per [; g] + per [3

(3)] + per [8

92233 = . (per [O
22,33 —
24/1u(2,2)pu(3,3) 3

1
=Z(0+0+0+0)=0

1

92311 = 5 ,—#(2’3)#(1’1) (per [é é] + per [é

_ ! (6+6+6+6)—12
22 W2

1

4 2\/11(2,3)11(1,2)(

1
=E(O+42+8+30)=40

per [é g] + per [é

1

Jra1s = zx/u(2,3)u(1,3)(

—1(2+0+5+18)—25
4 2

per [é g] + per [é

1

Jrazz = zx/u(2,3)u(2,2)(

_ 1 0+0+40+40)=2
N V2

per [(7) g] + per [g

1

Jos23 = 2\/#(2,3)11(2.3)(

1 63
= (14+0+25+24) = —

per [(7) g] + per [553

1

J2a3s = zx/u(2,3)u(3,3)(

1 15
=——(0+0+15+15) = —
2\/5( ) V2
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olur. Sonug olarak G matrisi;

seklinde bulunur.

16
10/V/2
60/V2
1
12/V2
36

1

1

933,11 = 5 ,—#(3’3)11(1’1) (pe

1
Z(36+36+36+36)=36

2V2

93312 =
24/n(3,3)u(1,2)
48
(0+48+48+0) =

1

242

g3313 =
2/u(3,3)u(1,3)
42
(12+30+30+12) =

1

93322 =
24/1(3,3)u(2,2)

1
Zm+0+0+®=0

1

242

93323 =
24/1(3,3)u(2,3)
(16+0+0+16) =

1

93333 =
24/u(3,3)u(3,3)

1
Z<10+10+10+10):10

2/V2
67/2
35
12/V2
40
48/\2

32/V2
5
34
3/V2
25/2
42/\2
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16

V2

0
7/V2
8/V2

35
40/V2
0

r g 2]+p€7"[2

(per [g g] + per [2

(per [2 g] + per [2

V2

(per [g g] + per [g

(per [3 g] + per [g

(per [; g] + per [g

42
10
5/2
21/V2
63/2
16/V2

sl

o))

9

o))

9

9

0
12/V2
8/V2
0
15/V2
10




3.1. Bialterne Carpimin Ozdeger Ozellikleri

A € M,,(C) matrisi ve h,, € C,p,q = 0,1, ..., m skalerleri verildiginde 3

hpgAP - A

toplaminin 6zdegerleri A nin 6zdegerleri cinsinden ifade edilebilir (Fuller, 1968; Marcus &

Minc, 1992). Teorem 3.2’den goriildiigii lizere, bialternate carpim ve permanental

bialternate ¢arpim benzer Ozelliklere sahiptir ve X', _ohpgAP X A7 toplamimin

Ozdegerleri i¢in benzer bir sonug elde edilebilir.

Teorem 3.4. A € M,,(C) ve hy,, € C,p,q = 0,1, ...,m olsun. Eger A matrisinin 6zdegerleri

A1, 5, ..., Ay, 1S€ 0 ZaMan
(i)

m

D hygd? - A

p,q=0

matrisinin 6zdegerleri

m
1
2 z hpg(B 4]+ 2{ X)), (L)) € @z
p.q=0

seklindedir.
(if)
m
Z hyqAP X A1
p.q=0

Matrisinin 6zdegerleri ise

m
1
5D hpg(PA+ XA, (0)) € G
p.g=0

seklindedir (Elsner & Monov, 2011).

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Ispat: Schur iiggenlestirme teoremi geregi dyle bir U € M,,(C) iiniter matrisi vardir ki T =

U™ AU matrisi Ust liggen matristir.
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(U.U)* z hpgAP - A7 | (U.U) = Z hyq (U*APU) - (U*ATU)

p,q=0 »,q=0
(3.16)
m
= D hygT? T
p,q=0
ve
m m
WU D hygd? x AT |W.U) = ) hyg (U"APU) X (U A1)
»,q=0 »,q=0
(3.17)
m
= hyqTP X T4
»,q=0

olarak bulunur. T? ve T? matrisleri kosegen elemanlari AP, ...,/12 ve /12, ...,Afl olan st
ticgen matris olduklarindan (3.16), (3.17) esitlikleri ve Teorem 3.2 (i) 6zelligi ile birlikte
(3.12) toplaminin 6zdegerlerinin (3.13) ile ve (3.14) toplaminin 6zdegerlerinin (3.15) ile
verildigini gosterir.

Teorem 3.4 (i) de m = 1 segilirse (3.12) denklemi

1
Z hqup'Aq =hooAO'AO+h10A1'A0+h01A0'A1+h11A1'A1

P.a=0 (3.18)

:h0011+h10AI+h01IA+h11AA

olur. Burada hyg = hg; = hyo = 0 ve hy; = 1 segilirse (3.18) denklemi A - A halini alir. O

halde A - A matrisinin 6zdegerleri ise (3.13) denkleminden (i, j) € Q,, olmak lizere

1
1 1
= D hog (A +2000) =5 (a2, + As) = o2y
p.q=0

olur. Eger A matrisinin 6zdegerleri A, 45, ..., 4,, 1Se 0 zaman A - A matrisinin 6zdegerleri

My, Ay e AA Ap s ) AgAory ) A1 A
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seklindedir. hyg = hy; =0 ve hyg; = hyg =1 secilirse (3.18) denklemi A-1=1-
Aoldugundan 2A -1 halini alir. O halde 2A-I matrisinin Ozdegerleri ise (3.13)

denkleminden (i, j) € Q,, olmak iizere

1
1 1
5 D hog(0A +2040) = 5 (2 + 4) + O+ 1)) = 24+ 4
p,q=0

olur. Eger A matrisinin 6zdegerleri A4, 45, ..., 4,, 1Se 0 zaman 2A - I matrisinin 6zdegerleri
Mt A+ A3, 00, 4 F A4, + A3, 0, A+ A, A + Ay
seklindedir.

Benzer sekilde Teorem 3.4 (ii) de m = 1 segilirse (3.14) denklemi

1
Z hqupXAq:hovoXAO+h10A1XA0+h01AOXA1+h11A1XAl

pa=0 (3.19)
:hoolX1+h10AX1+h011XA+h11AXA

olur. Burada hyy = hyy = hyo = 0 ve hy; = 1 segilirse (3.19) denklemi A X A halini alir.

O halde A x A matrisinin 6zdegerleri ise (3.15) denkleminden (i, j) € G, olmak iizere

1

1 1

P Z hpq (A?qu + /1?’111'7) =3 (A4 + /1j/1i) = Aid;
p.g=0

olur. Eger A matrisinin 6zdegerleri A4, 45, ..., 4,, ise 0 zaman A - A matrisinin 6zdegerleri
MAL, Mg, v, MAn, A5, o, 250, vy Apc 1 A, AnAn

seklindedir. hgg = hy; =0 ve hyy = hyg =1 secilirse (3.19) denklemi AXI=1X
A oldugundan 24 X I halini alir. O halde 2A X matrisinin 6zdegerleri ise (3.15)

denkleminden (i, j) € G, olmak iizere

1
1 1
5 Z hpg (0A] + 2{27) = 5 (i +2) + A+ 2)) = 2 + 4
p.q=0
olur. Eger A matrisinin 6zdegerleri 14, 4,, ..., 4,, 1Se 0 zaman 2A X I matrisinin 6zdegerleri

A A, A+ Ay oo A+ Ay Ay + gy oy Ay Ay ooy Ay + Ay Ay + Ay
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seklindedir.

2A - I matrisinin 6zdegerleri kararlilik problemlerinin incelenmesinde (Buyukkoroglu vd.,
2015; Celebi, 2016; Fuller, 1968) ve adi diferansiyel denklem sistemlerinde Hopf
catallanmalarinin hesaplanmasinda 6nemli bir rol oynar (Govaerts & Sijnave, 1999;
Guckenheimer v.d., 1997). 2A x I matrisinin 6zdeger 6zelliginin de kararlilik analizinde

yararli oldugu goriilmektedir.

-1 2 0
Ornek 3.2. A= 1 =2 3] matrisi igin A-A, 2A-1, AXA ve 24AX%1
2 2 1

matrislerinin 6zdegerlerini hesaplayalim.
[lk olarak A matrisinin 6zdegerleri hesaplanirsa, x # 0 olmak {izere
Ax =Ax veya(Al —A)x =0
esitliginden 6zdegerler det(Al — A) = 0 denkleminin kokleridir. Buradan
det(Al —A) =23+212-92—-18=A1+3)(1+2)(A—-3)=0
olup A matrisinin 6zdegerleri ; = —3, A, = —2, A3 = 3 olarak bulunur.

A-Ave2A-1 matrisleri (3.3) denklemi yardimiyla hesaplanirsa

0 -3 6 -3 3 0
A-A=|-6 -1 2|1 ve 2A-1=| 2 O 2
6 -5 -8 -2 1 -1
olarak bulunur.
A - A matrisinin 6zdegerleri y; =6, U, = =9, u; = —6 dir. Bunlar ise A matrisinin

0zdegerlerinin ¢arpimina esittir. Yani,
= Ay, to = M43, ps = AzA3

olur. 24 -1 matrisinin o6zdegerleri ise v; = =5, v, =0, v3 =1 dir. Bunlar ise A

matrisinin 6zdegerlerinin toplamina esittir. Yani;
Vi =11+AZ’ Vo =11+A3, V3 = /12+/13

olur. Benzer sekilde A X A ve 2A X [ matrisleri (3.4) denklemi yardimiyla hesaplanirsa
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1 242 0 4 0 0 ]
—2 4 -3 42 6 0
_=2v2 2 -1 42 2 0
AXA=
1 =2v2 32 4 —-6V2 9
242 =2 7 =42 4 32
4 42 242 4 242 1
ve
-2 22 o 0 0 0 ]
V2 -3 3 22 0 0
oAx[=|2¥2 2 0 0 2 0
0 2 0 -4 3V2 0
0 2 1 22 -1 32
L 0 0 22 0 2v/2 2 |
olarak bulunur.
A X A matrisinin 6zdegerleri a; = 9,a, = 6,3 = -9, a, =4, a5 =—6,a, =9 dur.

Bunlar ise A matrisinin 6zdegerlerinin ¢arpimina esittir. Yani;
a; = MA, ap =My, az =43, ay = A4, as = 443, ag = A34;

olur. 2A X I matrisinin 6zdegerleri ise 1 = —6, f, =—=5, f3=0, f,=—-4, Bs=1,

Be = 6 dir. Bunlar ise A matrisinin 6zdegerlerinin toplamina esittir. Yani;

Pr=M+ A, Ba=Mh+Ay Bs=Mh+A3, Ba=2+ 24 Bs =243 Bs=13+ 13
olur.
3.2. Bialterne Carpim ve Kronecker Carpim Iliskisi

C™ deki birim vektorlerin standart tabanlar1 {e; : 1 < i < n}olsun. Kronecker ¢arpimi
kullanarak, C" deki birim vektorlerin standart tabani, {ei Re:1<ij< n} olarak

verilir. P ile n? X n? boyutunda tamimlanan permiitasyon matrisi asagidaki denklemlerle

gosterilsin.

Pe;Re)=¢Qe;,1<ij<n (3.20)

Permiitasyon matrisinin 6zelliklerinden P = PT = P"Lvx,y € C" icinP(x @ y) =y ®
x ve VA,B € M,(C)icin P(AQ B) = (B Q A)P dir. P matrisinin 6zdegeri olan —1’in
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cebirsel ve geometrik katliligi %n(n— 1) ve +1’in cebirsel ve geometrik katlilig1 ise

%n(n + 1) dir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zuzaylar sirasiyla su sekilde verilir;

E_qy = span{ei Re—e Qe : (i,j)E Qz‘n} (3.21)
Ei1y = spanfe; @ e; + e Q@ e; : (i,)) € Gop} (3.22)

(3.21) ve (3.22) d6zuzaylan v’ uzayindaki i¢ ¢arpima gore birbirlerine ortogonaldir. Yani ;

Vu€Ec_q) VeV v e Eqyy i¢in(u,v) =u"v = 0olur.

Teorem 3.5. 4 = (a;;) € M,(C) ve B = (b;;) € M,(C) olsun. Oyle bir U € M,2(R)

ortogonal matrisi vardir ki;

UT(AQ B+B ® A)U = 2[‘4(')—3’14—23] (3.23)

dir (Elsner & Monov, 2011).

Ispat: V ve W matrisleri asagidaki sekilde olusturulsun. V’nin siitunlar

1
ﬁ(ei Qe —eQe), (i,J) € Q2 (3.24)

denklemiyle, W nun siitunlari ise

1
—(el- ® ej + €j ® ei) ’ (l']) € GZ,n (325)

V2uQ,j)
denklemiyle verilsin.

V ile W’nun siitunlar, sirasiyla (i,j) € Q,, ve (i,j) € G,,, ciftlerinin leksikografiksel

sirasina karsilik gelmektedir. U = [V | W] dir.

V ve W matrisinin siitunlar sirasiyla E(_qy V€ E(4) alt uzaylarinin ortogonal tabanlaridir
dolayisiyla UTU =1 olur. P(A® B) = (B ® A)P oldugundan x € E_y ise Px = —x

olur. Buradan

PARB+BRA)x=—-(AQB+B® Ax (3.26)

elde edilir. Benzer sekilde eger x € E; ise Px = x olur ve su sonug elde edilir.
PAR®B+BRQA)x=(AQB+BQA)x (3.27)
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VIW = 0 ve WTV = 0 oldugundan (3.26) ve (3.27) esitliklerinden E(_;y Ve E(,q) uzaylar
(A ® B + B @ A) matrisinin alt uzaylaridir. Buradan su sonug elde edilir,
VT(AQB+BQAW =0ve WI(AQB+BQAV =0 (3.28)

(3.23) ifadesini ispatlamak i¢in

VI(AQB+B®AV =24-Bve W/ (AQB+B®A)V =24A%XB (3.29)
(i,7) € Qzn Ve (k1) € @y, icin VT (A ® B + B ® A)V matrisinin ij-inci satirinda ve kl-
inci stitunundaki elemanlar
VT(A ® B+ B ® A)Vij,kl:

1
:E(ei®ej—ej®ei)T(A®B+B®A)(ek®el—el®ek)

1 T
= E(ei Re —e Q el-) (Ae, @ Be; — Ae; @ Bey + Bey, @ Ae; — Be; Q Aey)
= aikbjl — ailbjk + bikajl - bilajk. (330)

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde (i,)) € G,, Ve (k1) € G5, i¢in W(AQB+B®

A)W matrisinin ij-inci satirinda ve kl-inci siitunundaki elemanlar su sekilde verilir.

WIAQB+BQAW;ju=

1
SNTODITON) (e;®e+e®e) (AQB+BRA(e, Qe —e, ey

1
= ————=(aubji + aubjx + bixay + bya;) (3.31)

Vi, uk, )

(3.30) ile (3.3)’1 ve (3.31) ile (3.4)’u karsilastirarak, (3.29) esitliklerinin gegerli oldugu

sonucuna varilir ki bu da ispat1 tamamlar.

) 2 0 4 8 1 0
Ornek 3.3. Ornek 3.1 de verilen A=|1 7 0| ve B=|1 5 3| matrisleri gz
6 8 5 6 0 2
oniinde bulundurulursa
65/2 1 -10
A-B= 29 10 1 ]
-32 -11/2 15/2
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[ 16 V2 16vV2 0 2V2 0
52 67/2 5 7/N2 10 6v2

30v2 35 34 42 5/2 42

AxB 1 12v2 3/¥2 35  21/V2 0
6v2 40  25/2 20¥2 63/2 15/V2
L 36 24V2 21V2 0 8v2 10
16 2 0 0 0 0 32 4 07
2 10 6 0 0 0 4 20 12
12 0 4 0 0 O 24 0 8
8 1 0 5 7 0 0 0 0
A®®B=|1 5 3 7 35 21 0 0 0|
6 0 2 42 0 14 0 0 0
48 6 0 64 8 0 40 5 0
6 30 18 8 40 24 5 25 15
36 0 12 48 0 16 30 0 10-
16 0 32 2 0 4 0 0 01
8 56 0 1 7 0 0 0 0O
48 64 40 6 8 5 0 0 0
2 0 4 10 0 20 6 0 12
B®A=|1 7 0 5 35 0 3 21 0
6 8 5 30 40 25 18 24 15
12 0 24 0 0 0 4 0 8
6 42 0 0 0 0 2 14 0
136 48 30 0 0 O 12 16 10

dir. Ayrica Teorem 3.5 deki V ve W matrisleri de hesaplanirsa

il

olmak iizere (3.24) ve (3.25) esitliklerinden
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r0 0 0 1 0 0 0 0 O
! 0 0 O ! 0 0 0 O
V2 V2
0 ! 0 0 O ! 0 0 O
V2 V2
L 0 00~ 00 0 o
V2 V2
U=[Voxz|Woxe]=| 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1
0 0 — 0 0 0 0 — ©0
V2 V2
0 22 000 — 0 0 o0
V2 V2
0 0 20 0 0 0 —~ o
V2 V2
o 0 o o o0 o 0 1-
matrisi bulunur. Gerekli islemler yapildiginda
T _ A ) B
U(A®B+B®A)U_2[ %
esitligi saglanir.
3.3. Bialterne Carpimn Iz(Trace) Ozellikleri
Teorem 3.6. A = (a;;) € M, (C) ve B = (b;j) € M, (C) olsun. O halde
2iz(A-B) = izA izB — iz(AB) (3.32)
ve
2iz(A X B) = izA izB + iz(AB) (3.33)

dir (Elsner & Monov, 2011).

Ispat: (3.3) denkleminden

2iz(A-B) = Z fiis

(L,))EQ2n
= Z (aiibjj + bya;; — a;jby; — bija;)
1<i<jsn
n n
ZZ(au jj — Aij ]l)
i=1j=1
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= izA izB — iz(AB)
olur ve benzer olarak (3.4) denkleminden

ZlZ(AXB): Z 9ijij

(1L,))EGyn

1
= z —(aub]} + bl-iajj + aijbji + bijaji)
1<i5fen 2VHET)

n n
= Z Z(aﬁbjj + aijb;i)
i=1j=1
= izA izB + iz(AB)
elde edilir.

Sonu¢ 3.1. A = (a;;) € M,,(C) ve B = (b;j) € My,(C) olmak iizere asafidaki ozellikler
saglanir. (Elsner & Monov, 2011).

2i2(A 1) = (n—1)izd, 2iz(Ax]) = (n+ 1)izA (3.34)
2iz C,(A) = iz2A—iz A%, 2iz P,(A) = iz%A + iz A? (3.35)
4iz[(A-1)(B-1)] = izA izB + (n — 2) iz(AB) (3.36)
4iz[(Ax I)(B x )] = izA izB + (n + 2) iz(AB) (3.37)

Teorem 3.5. ve Teorem 3.6. daki esitlikler kullanildiginda

iz(A-B)+iz(AX B) =izAizB = iz(AQ B) (3.38)

ve

2""det(A- B) det(AX B) = det(A @ B + B ® A) (3.39)

denklemleri elde edilir.

) ) 2 0 4 8 1 0
Ornek 3.4. Omek 3.1 de verilen A=1|1 7 0| ve B=|1 5 3| matrisleri ele
6 8 5 6 0 2

alindiginda

iz(A-B) =50, iz(AXB)=160, izA=14, izB =15, iz(A® B) =210

37



oldugundan bu degerler (3.38) denkleminde yerine yazildiginda esitliklerin saglandigi

gortliir. Benzer sekilde
n=3, det(A-B), det(AxB), det(AQB+B®A)

degerleri hesaplanip (3.39) denkleminde yerine yazildiginda esitligin saglandig1 goriiliir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Hadamard, Kronecker, Tracy-Singh, Khatri-Rao ve bialterne matris
carpimlarinin tanim, 6zellikler ve karsilikli iligkilerinin detayli bir incelemesi verilmistir.
Bu carpimlar, matris teorisinde ve uygulamali matematik alanlarinda temel araglar olarak

genis bir kullanim alanina sahiptir.

Bu tezde ele alinan matris ¢arpimlar1 ve bunlarin iligkileri, gelecekteki arastirmalara 11k
tutacak bircok potansiyel alan sunmaktadir. Ozellikle, matris teorisinin farkli alanlarla
iligkisi, daha ileri diizeyde matematiksel ve uygulamali modellerin gelistirilmesine olanak
taniyacaktir. Ayrica, matris ¢arpimlarinin sayisal ¢ozlimler iizerindeki etkisi, modern
hesaplama yontemleri ve algoritmalar gelistirilirken dikkate alinmasi gereken 6nemli bir

konudur.

Sonu¢ olarak, Hadamard, Kronecker, Tracy-Singh, Khatri-Rao ve bialternate matris
carpimlarinin her biri ve birbiriyle olan iliskileri sayesinde daha genis bir uygulama alani
olusturmaktadir. Bu c¢arpimlarin ve bunlarla iligkili 6zelliklerinin anlasilmasi,
matematikteki ve mihendislikteki problemlerin ¢6ziimiinde yeni yodntemlerin

gelistirilmesine olanak saglayacag diisiiniilmektedir.
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