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Medikal goriintiilemede tan1 ve tedavi amach X-ray 1sini, bilgisayarli tomografi,
ultrason, manyetik rezonans goriintiileme gibi ¢esitli yontemler bulunmaktadir. Bu
yontemler kaliteli bir goriintiiniin yeniden olusturulmasinda oldukga 6nemli bir yere sahiptir.
Bu tezde, oncelikle X-ray 1sin1 davranigi hakkinda temel bilgiler verilip Beer yasasi ile
iliskisi matematiksel olarak ifade edilmistir. Daha sonra Radon doniisiimiiniin tanimina ve
temel Ozelliklerine deginilip bazit Radon doniisiimii hesaplamalarina yonelik c¢aligmalar
yapilmistir. Ilerleyen béliimlerde goriintiiyl yeniden olusturmadaki yontemlerden biri olan
Geri projeksiyon yonteminin tanimina ve ozelliklerine deginildikten sonra, bu siregte
guriiltii gibi istenmeyen etkileri ortadan kaldirmak amaciyla filtreleme teknikleri ifade
edilecektir.

Anahtar Kelimeler: medikal géruntuleme, x-ray, radon doniisimi, geri projeksiyon,
filtreleme teknikleri
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X-ray, Computed Tomography, Ultrasound and Magnetic Resonance Imaging are
some of the methods used in medical imaging for disease diagnosis and treatment planning.
These methods play on important role in reconstructing a high-quality image. In this thesis,
first of all, some basic information about X-ray behavior is presented, followed by a
mathematical expression of the relationship with Beer’ s law. Then, the definition and basic
properties of the Radon transform are mentioned, followed by some research into Radon
transform calculations. In the followwing sections, the definition and features of the Back
projection method, which is one of the methods of reconstructing the image, will be
mentioned, and filtering tecniques will be expressed in order to eliminate undesirable effects
such as noise in this process.
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1. GIRIS

GUnumuizde medikal goriintiileme alani ile ilgili birgok calisma bulunmaktadir.
Medikal gorintiileme, farkli yontemler kullanarak insan viicudunun igyapisini goriilebilir
hale gelmesini saglayan tibbi alandir. Bu amag¢ dogrultusunda Bilgisayarli tomografi (BT),
X-ray, Ultrason ve Manyetik rezonans goriintiilleme (MRG) gibi yontemlerinin yani sira
Pozitron emisyon tomografisi (PET) ve Tek foton emisyon bilgisayarli tomografisi (SPECT)
gibi yontemler de tipta tan1 konulmasi ve tedavi i¢in kullanilmaktadir. Bu goriintiileme
yontemlerinin arasindaki temel fark, farkli fiziksel esaslara dayaniyor olmalaridir. 1895
yilinda, Wilhelm Rontgen tarafindan X-ray isinlariin insan viicudunun igine girdigini
kesfetmesi medikal goriintiileme yontemleri i¢in 6nemli bir adim olmustur (Hanum, 2017:
2). Massachusetts Tufts Universitesinde profesor olan Amerikali fizik¢i Allan McLeod
Cormack, X-ray 1sinlarindan bir goriintii olusturabilmek i¢in baz1 matematiksel algoritmalar
gelistirmistir ve 1960’ larin ve 1970’ lerin baslarinda, ingiliz miihendis Godfrey Newbold
Hounsfield ile temeli X-ray 1s1n1 goriintiilerine dayanan Bilgisayarli tomografinin gelisimine
katkilarindan dolayr bu iki oncii bilim insanina Nobel Tip ve Fizyoloji 6diilii verilmistir.
Daha sonra Cormack’ tan bagimsiz olarak calisan ve ayn1 zamanda Birlesik Krallik’ taki
EMI Merkez Arastirma Laboratuvarlarinda ¢alisan Hounsfield, ilk BT cihazini tasarlamistir.
Medikal goriintiilemede bilgisayara dayali matematiksel yontemler, goriintiiyli yeniden
olusturmada onem arz etmektedir. Bu baglamda, goriintiiyli yeniden olusturmadaki temel
sorun esasen matematikseldir. Yani, olasi1 tim enine kesitler boyunca iki veya ti¢ boyutlu bir
fonksiyonun integral degerlerini bilirsek, o zaman fonksiyonun kendisini nasil yeniden
olusturabiliriz (Feeman, 2015)? Bu 6zel soru Avusturyali matematik¢i Johann Radon
tarafindan incelenmistir ve “On the determination of functions from their integrals along
ceartain manifolds (Fonksiyonlarin belli manifoldlar {izerindeki integrallerinden bu
fonksiyonlarin  kendilerinin  belirlenmesi)” adli ¢alismasinda goriintiiyii  yeniden
olusturabilmek adina baz1 sonuglar ortaya koymustur (Sevimli, 2019).

Medikal gorintilemede, goriintiiyii yeniden olusturmak i¢in en bilinen
uygulamalardan biri ise BT’ dir (Bilgisayarli tomografi). BT tarama islemi, bir¢ok farkli
bdlgeden bir nesne veya canliya gonderilen X-ray 1ginlarinin geri toplanmasindan meydana
gelir (Arslan, 2005). X-ray 1sm1 temelli BT’ de goriintiiyii yeniden olusturmadaki

yontemlerden biri de geri projeksiyondur. Bu yontem ile elde edilen her projeksiyon,



bilgisayarda olusturulan kesit goriintiisii matrisindeki piksellere ayn1 agida geri yansitilir
(Hanum, 2017).

T1bbi goriintii uygulamalarinda bir goriintiiyli iyi bir sekilde tanimlayabilmek igin,
gorlintiiniin ayrintilar1 gereklidir. Dolayisiyla tibbi goriintiiniin net, temiz ve bulaniklardan
arinmis olmasi 6nem arz etmektedir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak X-ray 1sin1 hakkinda temel bilgiler verilip Beer yasasi
ile iliskisi matematiksel olarak ifade edilmistir. Daha sonra Radon doniisiimiiniin tanimina
ve temel Ozellikleri verilmistir. Daha sonra goriintiiyii yeniden olusturmadaki yontemlerden
biri olan geri projeksiyon yonteminin tanimina ve Ozelliklerine deginildikten sonra, bu
stirecte giiriiltii gibi istenmeyen etkileri ortadan kaldirmak amaciyla filtreleme teknikleri
ifade edilmistir.

Bu tez hazirlanirken Feeman’ 1 2015 yilinda Springer yayinlari tarafindan basilan

The Mathematics of Medical Imaging isimli eserinden etraflica yararlanilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. X-ray Isim

2.1.1. Giris

Bilgisayarli eksenel tomografi taramasi, 180 derecelik ac¢inin her birinde 160 veya
daha fazla 1s1ndan olusan binlerce X-ray 151n1 demetinden olusur. Yogunlugu bilinen tek bir
X-ray 1511 kas, beyin dokusu gibi bir ortamdan gecerken 1sindaki mevcut enerjinin bir kismi
ortam tarafindan emilir ve bazilar1 ortamin iginden geger. Ortamdan ¢ikan 1s1in yogunlugu
bir detektor ile 6lglur. Baslangic ve bitis arasindaki yogunluk farki bize ortamin enerjiyi
absorbe etme yetenegini verir. Yelpaze veya koni seklindeki X-ray 1smlariin kiimesi bir
makineden yayilir ve disler veya kemik tarafindan engellenemeyen veya absorbe edilemeyen
bu fotonlar filmi agiga ¢ikarir, bdylece icinden gecilen ortamin bir resmi meydana gelir.
Fotonlar1 engelleyen bir noktanin arkasina yerlestirilen higbir sey goriilemeyeceginden
resim aslinda derinlikten yoksundur. Bu eksiklik, gortintilemede 6énemli bir zorlugu yani,
X-ray 1sinlarinin gegtigi ortamin homojen olmadigimi belirtir. Ornegin; kaslar liflidir ve baz1
kisimlarda digerlerinden daha yogundur; beyin dokusu: gri madde, su, kan ve ndronlardan
olusur.

BT taramasindaki temel fikir sudur: farkli yonlerden gelip ortamdan gecen X-ray
1sinlarinda meydana gelen yogunluk faklarimi olgerek ve sonrasinda bu Olclimleri
karsilastirarak, ortam igindeki hangi konumlarin digerlerinden daha fazla emici veya daha
az emici oldugunu belirlenebilmesidir.

Simdi basit bir modelle baglayalim (Sekil 2.1).

Sekil 2.1. Beyaz ve siyah karelerden olusan 1zgaranin her bir satir ve siitunu i¢in saptanmis

bir X-ray enerji absorbe edilmesinin sematik gosterimi

3



Bir santimetre kalinligindaki kare seklinde bir dilim materyalimiz oldugunu
varsayalim. Kare her biri siyah veya beyaz olan daha kiiclik karelerden olusan 3x3 liik
dikdortgen 1zgaraya boliintir. Siyah kareler X-ray enerjisini absorbe etmezken, her bir beyaz
kare X-ray enerjisini 1 birim absorbe eder. (Beyaz karelerin kemik, siyah karelerin hava gibi
davrandigini sdyleyebiliriz.) Simdi, bir X-ray 1sin1inin 1zgaranin ilk satir1 boyunca gecip 2
birim enerji kaybettigini varsayalim. Bu 1zgaranin ilk satirinda iki kare beyaz ve bir kare
siyah olmasi gerektigi anlamina gelir. Eger bir X-ray 1s1n1 1zgaranin ilk siitunu boyunca ge¢ip
1 birim enerji kaybederse, o zaman ilk siitun yalnizca bir beyaz kare igerir. Bu noktada, ilk
satir ve siitunun durumu igin yalnizca 4 ihtimal vardir, (Bu bes kare icin ilk 2° = 32 olasilik
yerine) yani, 1. satir = BBS ve 1. siitun = BSS; 1. satir = BSB ve 1. siitun = BSS; 1.satir =
SBB ve 1. sutun = SBS; veya 1. satir = SBB ve 1. sttun = SSB. Bu sekilde devam ederek,
1zgaranin ¢esitli satir ve siitunlart igin X-ray enerjisindeki kayiplar1 asagidaki gibi
ol¢tiiglimiizii varsayalim; 1. satir — 2 birim kayip, 2. satir — 2 birim kayip, 3. satir — 1
birim kayip; 1. siitun — 1 birim kayip, 2. siitun — 2 birim kayip, 3. stitun — 2 birim kay1p.

Diger olas1 durumlar nelerdir? Izgaradaki toplam beyaz ve siyah karelerin sayisini
belirlemenin kolay bir yolu var m1? Birden fazla tutarli model var m1? Eger varsa, hangi ek
bilgiler benzersiz bir gélgeleme desenini belirlemeye yardimci olabilir?

Bazi bakimlardan; BT taramasindan bir goriintii olusturmak, binlerce kiiciik karelere
boliinmiis dikdortgen bir resim 1zgarasinda oldugu gibi bir sema yiiriitmekten meydana gelir.
Sadece siyah ya da beyaz yerine -siyah 0 ve beyaz 1’ dir- 1izgaradaki karelerde konumlanmis
ortamin enerjiyi absorbe etme yetenegine bagli olarak gri tonlama degeri atanir. - 0 ile 1
arasinda bir say1- Ortam boyunca gegen her bir X-ray 111 dl¢iiliir ve yogunluktaki degisim
bize 151n yolu boyunca karsilasilan gri miktar1 hakkinda bilgi verir. Tam olarak bilinmeyen
sey, enerjideki azalma yol boyunca nerede meydana geldigidir. Yeterli X-ray 1sinlar1 igin
yogunluktaki degisimleri bildigimizde, tutarli dl¢limleri olan gri tonlama degerlerine sahip
bir goriintii olusturmaya calisiriz. Gorilintli yapilandirmaya yonelik bu yaklasim, Hounsfield

tarafindan onun ilk BT tarayicilarinda uygulanan temel fikre benzemektedir.

2.1.2. X-ray Isim1 ve Beer Yasasi

BT taramalari i¢in kullanacagimiz matematiksel modeli kurarken, bir nesnenin
yogunlugu ve azaltma katsayisi icin matematiksel tanimlara ihtiyacimiz vardir (Beatty,
2012). Fotonlardan olusan bir X-ray 1s1n1 demeti diistintildiigiinde, her bir foton ayni E enerji

seviyesine sahiptir ve demet, 151n yolunun her santimetresi boyunca gecen saniyede ayni



sayida fotona sahip sabit bir frekansta yayilir. Eger N (x), saniyede x noktasi boyunca gegen

foton sayisini1 gosterirse o zaman x noktasindaki 1sinin yogunlugu
I(x) =E.N(x)

ile bulunur. Ayrica bir X-ray 1sinmin genisliginin olmadigin1 (sifir genislik) ve kirilarak
yayilmadigini varsayabiliriz.

X-ray 1sin1 boyunca gegen her madde, maddenin her bir milimetresinden gegen
fotonlarin belirli bir oranini absorbe etme 6zelligine sahiptir. Maddeye 6zgii olan bu oran,
ortamin azaltma katsayisi olarak adlandirilir. Azaltma katsayisinin birimleri, “ortamin her
milimetresi boyunca absorbe edilen fotonlarin oran1” olarak verilir.

Simdi, bir X-ray 1simninin x ve x + Ax konumlari arasinda tespit edilen bazi ortamlar
boyunca gegtigini ve A(x)’ nin orada tespit edilen ortamin azaltma katsayisi oldugunu

varsayalim. O zaman [x, x + Ax] araliginda absorbe olacak tiim fotonlarin orani
p(x) = A(x) . Ax

esitligi ile bulunur. BOylece [x, x + Ax] araliginda tespit edilen ortamlar tarafindan

absorbe olacak fotonlarin sayisi
p(x).N(x) = A(x) .N(x) .Ax

ile bulunur. Eger; her iki tarafi her bir fotonun E enerji seviyesi ile ¢arparsak, bu aralik

boyunca X-ray 1gininin karsilik gelen yogunluk kaybinin
Al = —A(x) .I(x).Ax (2.1)

oldugunu goruriz. (2.1) ifadesinde Ax — 0 olarak alinirsa

% = —Ax) .I1(x) (2.2)

elde edilir.



Beer Yasasi: Bir ortam boyunca gecen kirilmayan, tek renkli ve sifir genislikli bir X-ray
1sininin her milimetresindeki yogunluk degisim hizi, 151nin yogunlugu ve ortamin azaltma
katsayist ile birlikte orantilidir. Bu durum (2.2) diferansiyel denklemi ile ifade edilir.

(2.2) diferansiyel denklemi ayrilabilirdir ve

dl
7= —A(x)dx

olarak yazilabilir (Feeman, 2015).

Eger 151n, baslangic yogunlugu Iy = I(y,) ile x, konumunda baslar ve ortam boyunca

gectikten sonra, nihai yogunlugu I; = I,y ile x; konumunda tespit edilirse; o zaman

xldl X1
f — = —f A(x)dx
I X

X0 0

olur. Buradan

ln(I(xl)) - ln(l(xo)) = — j 1A(x)dx

X2

boylelikle

In (%) - _ fx 400 dx

0

esitligin her iki tarafini -1 ile ¢arparsak
X1 _ I_O
[ A(x)dx = In (1) (2.3)

sonucu elde edilir.
Klasik olarak katsayr fonksiyonunu bilinir ve I fonksiyonunu bulmak icin integralleme
kullanilir. Fakat burada, I’ nin baslangi¢ ve nihai degerleri bilinen ancak X-ray ile

orneklenen ortamin temel bir 6zelligini agiklayan A katsay1 fonksiyonu ise bilinmeyendir.



Boylelikle, X-ray’ in 6lgiilen yogunlugundan, A’ nin kendi degerinden ¢ok, X-ray dogrusu
boyunca A’ nin integral degerlerinin belirlenebildigi goralir.

Ornek 2.1.2.1. Basit bir 6rnek icin, A azaltma katsayisinin bir rnek boyunca sabit oldugunu
varsayalim. O zaman, herhangi bir X-ray 1sin1 boyunca absorbe etme miktari yalnizca 1sin
hatt1 boyunca 6rnegin genisligine baglidir. Bu ylizden; eger 1s1n x, noktasinda 6rnege girip
x-ekseni boyunca hareket ediyor ve drnegi x; noktasinda terk ediyorsa, absorbe etme miktari

A(xy — x,) olur. (2.3) takip edildiginde

yazilir. Burada ki I ve [; X-ray’ in baglangi¢ ve nihai yogunluklaridir (Feeman, 2015).
Ornek 2.1.2.2. Farz edelim ki

_(1=x] Ix| =1
A(x)'_{ 0 |xI>1

ve X-ray 1sin1 x, < —1 igin x, noktasinda I, baslangi¢ yogunlugu ile baslayip 6rnek

boyunca ilerleyip x; > 1 i¢in x; noktasinda dedektorle Olgiilen nihai yogunlugun I;

oldugunu varsayalim. O halde
X1

f 1-|xPdx=1
Xo

olur ki buradan

oldugunu gériiriiz. Esitlik takip edildiginde I, = e~ 1.1, elde edilir. Ornegin; I, = 1 iken
I, = e~ Ldir. % = —A(x) .I(x) diferansiyel denkleminin I, = I(—1) = 1 baslangi¢ kosulu

ile ¢cozimi



1 x < -1
11,
e ¥ 272% —1<x<0
I(x) := 1.1,
e X232 0<x<1
o1 x=>1

verir (Feeman, 2015).

I, ve I; degerlerini dlgebilen bir X-ray emisyon-belirleme makinesi dizayn edilerek X-ray

yolu boyunca azaltma katsayis1 fonksiyonunun integrali olan f;:)l A(x) dx hesaplanabilir.

Bolgeden gegen her dogru boyunca A' nin ortalama degerini bilirsek, A(x, y, z) (bazi sonlu
bolgeler i¢inde) fonksiyonunu yeniden olusturabilir miyiz? Sorusu aklimiza gelir. 1917

yilinda bu soru J. Radon tarafindan ele alinmis ve ¢oziilmiistiir (Radon, 1917).

2.2. Radon Déniisiimii

2.2.1. Giris

Herhangi bir t ve 6 reel sayilan igin; [ g dogrusu, (t cos(8), tsin(8)) noktasi
boyunca gecen ve 1 = (cos(8),sin(0)) birim vektériine dik olan dogrudur. Diizlemdeki
tiim dogrular t” nin ve 6” nin baz1 degerleri igin [, ¢ olarak karakterize edilebilir. Bir 6rnegin
enine kesitinde azaltma katsayisi fonksiyonunu temsil edebilen diizlemde tanimlanmis
belirli bir f fonksiyonu igin yeniden goriintii olusturmanin esas sorusu bizi tipik bir I, g
dogrusu boyunca f nin integral degerini diistinmeye c¢agirir. t ve 8 degerlerinin her bir ¢ifti
i¢in farkli bir dogru boyunca f fonksiyonu integre edilir. Boylece, elimizde gercekten yeni
bir fonksiyona sahip oluruz. Burada, girdiler t ve 8 nin degerleridir ve ciktilar ise ;o
dogrusu boyunca karsilik gelen f fonksiyonunun integral degeridir. Bir f fonksiyonu
secerek baslayalim. O halde, f secildiginde t ve 8 nin karsilik gelen bir fonksiyonunu elde

ederiz. Sematik olarak
f girdisi & ¢ikt1 {(t,e) - fltﬂf ds}

seklinde ifade edilir. Bu ¢cok asamali siirece, 6zelliklerini inceleyen Avusturyali matematikgi
Johann Carl August Radon’ un adi verilmistir. f girdisi igin, semada gosterilen t ve 6 nin

karsilik gelen fonksiyonu R(f) ile ifade edilir. Radon doniisiimii ile ilgili daha ayritili



bilgiler icin Helgason, 1999; Deans, 1983; Debnath ve Bhatta, 2015; Natterer, 2001,
Feeman, 2015; Kuchment, 2014; Toft, 1996; Epstein, 2008 kaynaklarina bakilabilir.
Tamm 2.2.1.1. Tanim bolgesi dizlem olan belli bir f fonksiyonu i¢in, £’ nin 2 boyutlu

Radon doniisiimii (¢, ) reel sayilarinin her bir ¢ifti i¢in

RF(t,0) := j f ds

leo
= fso:_oof(t cos(@) — s sin(@), tsin(f) + s cos(@)) ds (2.4)

ile tanimlanir.

0 ve t' yi dikdortgen koordinatlar olarak ele aldigimizda belirli bir fonksiyonun Radon
doniistimiint gorsellestirebiliriz. Radon doniisiimiiniin degerlerini gri degerlerin siirekliligi
Uzerinde onlarin parlakliklarina gére gosteririz, yani, 0 degeri siyah rengi, 0.5 notr griyi ve
1 degeri beyazi temsil eder. Boyle bir grafik sinogram olarak adlandirilir ve temelde 6rnegin
belirli bir dilimi icin, emisyon-algilama X-ray makinesi tarafindan tiim verileri gosterir.
Sinogram teriminin se¢imi, siiphesiz Rf(—t, 0 + m) = Rf(t, ) simetrisinin yani sira
daha sonra kesfedecegimiz bazi basit 6rnekler i¢in grafiklerin gorindmleri icin 6nerilir.
Sinogramlar ayrica gri 6l¢ekteki (tondaki) uygun bir gékkusagi segmenti kullanilarak renkli
resmedilebilir (Feeman, 2015).

Simdi n-boyutlu uzayda Radon doniisiimiinii verelim.

Tammm 2.2.1.2. n-boyutlu Radon doniisiimii R™ uzayindan bir fonksiyonu R™ nin
hiperdiizlemleri lizerinden integrallerinin kiimesine bir doniisiimdiir (Natterer, 2001).
Radon doniisiimii ile ilgili hesaplamalar yapabilmek icin hiperdiizlemleri (dogrularin
uzaymi) parametrik hale getirmeliyiz. Keyfi bir hiperdizlem w € S™1 normal birim
vektorl ve t € R orjinden isaretli uzaklik ve x bir vektorii gostermek izere x. w = t ile ifade

edilir. O halde Radon dontistimii

RF(t,w) = g (t,w) = f &) dx

x.w=t

ile verilir. (2.4) ifadesi agsagidaki gibi de yazilabilir



(ROt w) = gt w) = [ ftw +so)ds== ["_ [ f(x) §(t — x.w)dx

Burada & Dirac delta fonksiyonu, o', w = (w1, w;): ot = (—w,, ;) nin 90 derece
boyunca saat yonunin tersine rotasyonudur (Kuchment, 2014; Debnath ve Bhatta, 2015).
Onerme 2.2.1.3 a € R? ve T, f(x) = f(x + a) duzlemdeki fonksiyonlar iizerinde calisan

kaydirma operatorii olmak tizere

RT f(t, w) = (Ta R)f (t, @)

bagintisi saglanir (Kuchment, 2014).
Ispat.

RT, f(t,w) = .[ f(x+a)dx

x.w=t

_ f FO) dy =Rf(t + a.0, @) = (Tyy RVF(t, o).

y.w=t+a.w

Onerme 2.2.1.4. A, 2x2 dénme matrisi ve M, f (x) = f(Ax) operatorii de bu matrise karsilik

gelen dénme operatori olmak tizere
RMA = MAR

bagintisi saglanir (Kuchment, 2014).
Ispat.

RM, f(t,w) = ff(Ax> dx = f fO) dy

x.w=t A lyw=t

_ f F) dy =R f(t, Aw) = My R f(t, w).

YAw=t
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2.2.2. Ornekler

Ornek 2.2.2.1. ik &rnek olarak; hastamizin (0,1) merkezli, 0,05 yarigaph kiigiik bir
cembersel tiimore sahip oldugunu ve f azaltma katsayis1 fonksiyonunun oradaki degerinin
sabit 10 oldugunu varsayalim. Simdi keyfi bir 8 degeri alalim. Bu durumda, t = sin(8) iken,
l¢ o dogrusu (0,1) boyunca geger ve ¢embersel tiimore bir ¢ap olusturur. Bu diskin ¢ap:
2.(0,05) = 1 oldugundan Rf(sin(8), 6) = 10.(0,1) =1 elde edilir. Daha da fazlasi;
herhangi bir 6 degeri icin, Rf (t, 6) nin degeri, sin(6) — 0,05 < t < sin(8) + 0,05 dar
bandi harig 0 olur.

Boylece, 0’ dan ©’ ye 6 degerleri igin grafik; t = sin(8) merkez civari, 0.1
genisliginde dar, daha parlak bir gri serit olarak goriiliir. Baska bir ifadeyle, (0,t)
dizlemindeki Rf’ nin grafigi, f(x) = sinx fonksiyonunun grafigine benzer. Benzer
bi¢imde, (1,0) konumlu kiigiik, parlak bir diskin Radon doniistimiiniin (6, t) dizlemindeki
grafigi f(x) = cosx fonksiyonunun grafigine benzer. Sekil 2.2, bu iki parlak disk icin
sinogramlar gosterir. Belki bu ornekler bir Radon doniisiimiiniin grafigi igin sinogram
teriminin kullanilmasina yonelik bir yardim saglar (Feeman, 2015).

Ornek 2.2.2.1’ de diizlemin sonlu bir bdlgesi iizerinde sabit (s1fir olmayan) bir degere
ve bu bolgenin disinda kalan yerlerde 0 degerine sahip bir azaltma katsayis1 fonksiyonunu
ele aldik. Bu tip fonksiyonlara bazi terminolojileri eklemek i¢in, varsayalim ki Q diizlemde
sonlu bir bolgede olsun ve f, y1 Q y1 igeren her bir noktada 1,  da olmayan her bir noktada

0 degerine sahip olan bir fonksiyon olarak ele alalim.

Sekil 2.2. (0,1) (sol) ve (1,0) (sag) merkezli kiiciik ve parlak ¢gembersel diskler i¢in

sinogramlar, sirastyla, sin ve cos fonksiyonlarinin grafiklerine benzer (Feeman, 2015)
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Bu f, fonksiyonu, karakteristik fonksiyon veya Q bdlgesinin gosterge fonksiyonu
olarak bilinir. Boylece, dnceki 6rnegimizde, kiigiik bir diskin karakteristik fonksiyonunun
katina bakmis olduk.

Azaltma katsayis1 fonksiyonu, fq karakteristik fonksiyonu oldugunda; onun Radon
doniisiimiiniin anlasilmas: 6zellikle kolaydir. Aslinda, herhangi bir I, o dogrusu boyunca,
dogrunun degerinin 1 oldugu Q bdlgesinin iginden gegmesi disinda fq nin degeri 0 olur.
Boylece t ve 6 degerlerinin her bir ¢ifti icin, Rfq(t,0) nin degeri, I, ¢ dogrusu ile Q
bolgesinin kesisiminin uzunluguna esittir.

Genellikle, test ettigimiz nesne her biri kendine 6zgii azaltma katsayisina sahip gesitli
malzemelerin damlalarinin bir koleksiyonunu icerebilir. Yakinda gorebilecegimiz gibi tim
koleksiyonun Radon doniisiimii ayr1 ayri damlalarin doniisiimlerinin bir bilesimi olacaktir.
Sonug olarak; 6rneginin bu temel tiirlinii anlama, goriintiinlin yeniden yapilandirilmasi i¢in,

cesitli yaklagimlarin dogrulugunun degerlendirilmesinde merkezi bir rol oynayacaktir.

Ornek 2.2.2.2. a > 0 olmak iizere, R[exp{—a?(x? + y?)}] = g exp (—a?p?), oldugunu
gosterelim.
m = u;x +u,y Ve n = —u,x + u,y bagmtilarin1 kullanarak

x? +y* =m? +n?

fmn) = {—a*(m* + n*)}

elde edilir. Buradan

Rf(p.w) = [ [7 exp{—a?(m® +n?)}8(p —m) dm dn

= |7 exp(—a?m?)6(m — p)dm [_exp(—a?n?) dn

= ?exp(—asz) (Debnath ve Bhatta, 2015).

Ornek 2.2.2.3. Orijin merkezli, R > 0 yaricapl kapali gembersel disk olan Q bélgesini ele

alalim. O zaman () nin karakteristik fonksiyonu
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_f1 x>?+y2<R
foi= {0 aksi halde

ile elde edilir.

Eger t’ nin degerini |[t| > R olarak secgersek, o zaman, 6’ nin degerini
diisiinmeksizin, [, g dogrusu  diski ile kesismeyecektir. Boylece, [; g dogrusu lizerindeki
her noktada f, = 0 dir ve boylelikle, boyle bir t icin Rfq(t, 8) = 0 olur. Diger taraftan; eger
t’yi [t] < R olarak ele alirsak, o zaman; l; g dogru i¢in parametrelestirmede —VR? — t? <
s<VRZ -t parametre degerlerine karsilik gelen segment boyunca ()’ y1 keser. Bu
segmentin uzunlugu 2VR?Z — t2 dir. fo’ nin degeri ise bu araliktaki noktalarda 1, aksi halde
0’ dir. Bu yiizden, bdyle bir t icin Rfq (t, 8) nin degeri segmentin uzunlugu ile aynidir. Yani,
Rfo(t,0) = 2VR?Z — t2 dir. Ozet olarak

2VR? —t?2 |t| <R
Rfa(t,8) = Itl <
0 lt| > R

elde edilir (Feeman, 2015).

Ornek 2.2.2.4. Asagida verilen fonksiyonlarin Radon doniisiimlerini bulalim.

@ fCx,y) = xexp[-a(x* +y*)], a>0

(b) g(x,v) = yexp[—a(x?+y?)], a>0

Ispat. (a) Tanimdan
Rf(t,0) = f_oooo(t cos @ — ssinB) exp[—a(t? + s?)]ds
= \Et cos 8 exp (—at?)

elde edilir.
(b) Benzer sekilde

Ryg(t,0) = fjooo(t cos O + ssin @) exp[—a(t? + s?)] ds
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= \E t sin 8 exp(—at?).

buradan

R{(x + y)exp[—a(x? + y))]} = Rf(t,0) + iRg(t,0) = \/gteie exp(—at?)

elde edilir (Debnath ve Bhatta, 2015).
Ornek 2.2.2.5. Karakteristik fonksiyon temasiyla devam edersek; S’ yi kenarlar x = +1
dikey dogrular1 ve y = +1 yatay dogrular1 boyunca uzanan karenin ¢evreledigi bolge olarak

ele alalim. O zaman

(1, max{|x| |y} <1
fsGoy) = {0, aksi halde

olarak gosterilir.

Yukarida anlatildig: gibi, her bir t ve 6 icin; fg'nin Radon doniisiimiine karsilik gelen
Rfs(t,0) degeri, ;o dogrusu ile S kare bolgesinin kesisme uzunluguna esit olur. Bu
kesisimin uzunlugunu gérmek kolaydir ve bunun i¢in 8° nin iki degeri vardir. Bunlar 6 = 0

ve § = gdir. Bu durumda; I, g dogrulari sirastyla dikey ve yataydir. Béylece, 8 = 0 ve 6 =
g icin, —1 <t <1 iken Rf(t,0) =2 ve |t| > 1 iken Rf(t,0) = 0 dir. Genel olarak;

Rfs(t, ) fonksiyonu 6’ nin sabit her bir degeri igin t’ de pargali dogrusal olur.

Ornek 2.2.2.6. f(x,y) = e™*"~¥ fonksiyonunun Radon déniisiimii
R{e‘xz_yz} =met

olarak bulunur (Deans, 1983).
Ornek 2.2.2.7. Karakteristik fonksiyon olmayan bir érnek icin; f fonksiyonu

_f1=yx2+y? xP+y*<i
fy) = _ (2.5)
0 x“+y->1
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olarak tanmimlansin. O zaman

f(tcos(8) —ssin(0), (tsin(@) + s cos(0)) := {1 N “gz + 5?2 g isz i 1 (2.6)
S

elde edilir ve buradan gorebiliriz ki, Rf (t, 8)’ nin degeri 6’ ya bagh degildir yalnizca t’ ye
baglidir ve |t| > 1 oldugu durumlarda Rf (t,0) = 0’ dir. t’ nin sabit bir degeri i¢in yle ki
|t] < 1 oldugunda, t? + s? < 1 kosulu s? < 1 — t? sartin1 saglar. Boylece, herhangi bir 6

ve t degeri i¢in dyle ki |t| < 1 olsun

f(tcos(6) — ssin(0), tsin(B) + s cos(B)) 2.7)

={1—\/152+52 —J1-t2<s<1-¢t2
0

aksi halde
buradan
Vi-tz
o fds= I i (1—-Vt?+5s?)ds (2.8)

elde edilir. O zaman

ise iz
fszl_jm(l —VtZ+5%)ds =V1—t2 — %tz In Ct—vi_—:g (2.9)

elde edilir. Sonuc olarak

V1 —2 1.2 1+vi-¢? —
1—t¢ 2t ln(l_m) 1<t<1

0 It > 1

RF(L,0) := { (2.10)

elde edilir (Feeman, 2015).

2.2.3. R’ nin Baz1 Ozellikleri

Onerme 2.2.3.1. f ve g fonksiyonlar1 ve herhangi a ve f sabitleri igin
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R(af + Bg) = aRf + BRg, (2.11)

yani, Radon doniigiim lineer doniisiimdiir (Feeman, 2015).

Ispat. f ve g fonksiyonlarinin diizlemde tanimli oldugunu varsayalim.

R(f +9)(t,0) = fio (f + g)(tcos(8) —ssin(8),tsin(0) + s cos(B)) ds

= foo {f(tcos(8) — ssin(8), t sin(8) + s cos(H))

+ g(t cos(8) — s sin(0),t sin(@) + s cos(H))} ds

= J-OO f(t cos(0) — s sin(0),t sin(@) + s 005(9)) ds

+ foo g(t cos(f) — s sin(0),t sin(@) + s cos(@)) ds

=Rf(t,0) + Rg(t,0).

Diger yandan [ af = « [ f oldugundan R(af) = aRf dir.
Onerme 2.2.3.2. L,([-1,1] x S, (1 — £2)71/2),

1 dwdt
f—l fsl |g(t, w)lz\/% < 0o

kosulunu saglayan sonlu silindir [—1,1] x S? iizerindeki fonksiyonlardan olusan uzay olsun.
R? de orijin merkezli birim cemberi Q ile gosterelim ve fonksiyonun Q da destekli
(supported) oldugunu varsayalim. O zaman R Radon doniisimii, L,(Q) dan
Lo([-1,1] x S%, (1 — t2)71/2) ye siirekli lineer bir operatdrdir.

Ispat. f € L,(Q) olsun. O halde

— 2
|Rf(t, w)|% = |f_%f(tw + swt)ds
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1 — 12
X(S) — {1 ISI S. 1 t
0 aksi halde

fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda, son integral

fjooo xS f(tw + swt)ds

olarak yeniden yazilabilir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak
|Rf(t, w)|? < 2V1 — t2 fjooolf(tw + swb)|?ds

elde edilir.

Simdi her iki tarafi V1 — t2 ye bélerek ve w ve t’ ye gére integral alarak, gereken esitsizlige
ulagilir (Kuchment, 2014).

Onerme 2.2.3.3. Diizlemde tamiml f fonksiyonunu, a ve b keyfi reel sayilarini ve pozitif
bir ¢ reel sayisin1 ele alahm. g fonksiyonu; g(x,y) = f(x — a,y — b) ile ve h fonksiyonu

ise h(x,y) = f(cx, cy) ile tamimlansin. O zaman, biitiin t ve 6 reel sayilari igin

Rg(t,0) = Rf(t —acos(6) — bsin(H),0) (2.12)
ve
Rh(t,0) = (1/c). Rf(ct,8) ( Feeman, 2015). (2.13)

Ornek 2.2.3.4. Orijin merkezli, R > 0 yarigapli bir diskin karakteristik fonksiyonu i¢in
Radon dontisiimiinii zaten biliyoruz. Simdi varsayalim ki; Q, f, karakteristik fonksiyonuna
sahip (a,b) merkezli, R > 0 yarigaph disktir. (2.12) takip edildiginde, f,’ nin Radon

dontistimi

_[2JR2 %2 |i| <R
R (t,9)—{ .
Ja 0 1| > R

ile elde edilir. Burada ki £ := t — a cos(8) — b sin(8) esittir (Feeman, 2015).
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2.2.4. R’nin Tanim Bolgesi

Tanim 2.2.1.1” den gorebilecegimiz gibi, bir f fonksiyonun Rf Radon déniisiimii,
l¢ g dogrusu boyunca f” nin integralinin t ve 8 degerlerinin her bir ¢ifti i¢in mevcut olmasi
kosuluyla saglanir. Bu integrallerin her biri goriiniiste sonsuz bir aralik {izerinde
degerlendirilen uygunsuz bir integraldir. Boylece, genel olarak, f fonksiyonu, boyle her
dogru boyunca integrallenebilir olmalidir.

Medikal goriintiilleme baglaminda, f fonksiyonu, materyalin gorintlsu ne olursa
olsun bir diliminin azaltma katsayis1 fonksiyonunu veya yogunlugunu temsil eder. Boylece,
fonksiyonunun kompakt destege sahiptir, bunun anlami sudur ki; fonksiyonun sifir degerine

sahip oldugu yerler disinda bazi sonlu diskler vardir. Bu durumda, uygun olmayan integraller

( fl 3 f ds) sonlu araliklar boyunca diizenli integraller haline gelirler. O zaman, Rf” nin
t

varligl igin tek sart f° nin desteklendigi sonlu disk iizerinde integrallenebilir olmasidir.

Ornegin bu, £’ nin disk tizerinde parca parca stirekli oldugu durumlarda séz konusu olur.

2.2.5. Azaltilmis Radon Doniisiimii

Tanmim 2.2.5.1. Tanim kiimesi diizlem olan bir f fonksiyonu ve u fonksiyonu igin, f
fonksiyonunun u fonksiyonuna gore azaltilmis Radon déniisiimii, her bir (¢, 8) reel say ¢ifti

icin
R,f(t,0):= flt,@ A, (x,y,t,0)f (x,y) ds (2.14)

ile tanimlanir.

2.3.  Geri Projeksiyon

Bu bolimde f azaltma katsayisi fonksiyonu Rf Radon doniisiimiinden elde edilecektir.

2.3.1. Tanmm ve Ozellikler

Beatty (2012), ilgili calismasinda geri projeksiyonun, goriintiiniin yeniden
olusturulmasindaki 6nemine deginmistir. Rf(t,6) Radon doniisiimiiniin bize bir [, 4
dogrusu boyunca f nesnesinin toplam yogunlugunu verdigini biliyoruz. Bu dogru boyunca
nesneden cekilen bir X-ray demetinin ilk ve son yogunluklarini 6lgerek bu yogunluk

belirlendi. Bunu birden fazla ve farkli dogrular boyunca yaparak, baslangic nesnemizin tek
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bir dilimini olusturabiliriz ve bu X-ray ismlarinin 6 agisim degistirerek birgok dilim
tanimlayabiliriz. Bu yogunluklar1 bir sekilde diizleme ‘“geri yansitabilirsek”, belki de
baslangi¢ nesnemizi yeniden olusturabiliriz.

Tamim 2.3.1.1. h = h(t, 8) olsun. Bh ile gosterilen (x,y) noktasindaki h fonksiyonunun

geri projeksiyonu
Bh(x,y) := % Jy h(x cos(8) +ysin(6),6) df

seklinde tanimlanir. Geri projeksiyon operatorii Radon doniisiimiin formal adjoint
operatoridar.

Bu formil Radon doniisiimiine uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir
BRf (x,y) = % Jy Rf (x cos(8) + ysin(6),6) do. (2.15)

Medikal goriintiileme baglaminda, f azaltma katsayisi fonksiyonunu temsil eder.

Olctiigiimiiz dilimler tizerinden geri projeksiyon yapabiliriz. Sekil 2.3’ de gosterildigi gibi,

yalnizca birka¢ 6 yonde geri yansitma basit bir nesneyi bile yeniden olugturmanin yanlis bir

yoludur.

Sekil 2.3. Bir karenin 5, 25, 100 ve 1000 yonlerine gore geri projeksiyonu (Beatty, 2012)

Kullandigimiz geri yansitma sayisini dnemli dlciide arttirsak bile (Ornegin 1000 ydne
kadar), yeniden olusturulan goriintiide hala buyik miktarda bulanik goriintii bulunur. Ne

kadar geri yansitma yaparsak yapalim, yine de Denklem 2.15’ in geri yansitma formiiliinii
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kullanarak miikemmel bir sekilde goriintiiyii yeniden olusturamayacagiz. Bu islemin yararl
olmasi i¢in filtrelenmis geri projeksiyon formiilii tanimlanir.
Teorem 2.3.1.2. R?’ de de taniml1 ve integrallenebilen bir f fonksiyonu igin, filtrelenmis

geri projeksiyon
f(x,y) =5 BIFISIFRAES, O} (x,3) (2.16)

olarak tanimlanir (Beatty, 2012).

Ispat. ilk 6nce, 2 boyutlu Fourier déniisiimii ve tersi i¢in asagidaki denklemi hatirlayalim.
fQoy) = Fifoy) = 5[50 [ 50 Fof (X,Y) e!CX %) dxdy (2.17)

Simdi, (X,Y) Kartezyen koordinatlardan (S,6) kutupsal koordinatlara bir degisken
degisikligi yapalim. S € R icin X yerine Scos(8) (X = Scos(8)) ve 8 =[0,7] icin Y

yerine Ssin(0) (Y = Ssin(0)) yazalim. Bu bize asagidaki Jacobian determinantini verir.

X 0X

s 00| _
ay ov| |S|
os 096

Ki buradan, dX/dY = |S|dSd6 oldugunu séyleyebiliriz. Bu degisken degisikligi (2.16)

denkleminde yerine yazildiginda

1
42

[ % Fof (S cos(8), S sin(6)) elSEos@+ysin®) |51d5d0

elde edilir.
Merkezi dilim teoremini (Teorem 2.4.2.5) kullanarak yukaridaki denklemin aslinda (2.18)’

e esit oldugunu goriiriiz.
— o 52 F(RF(S,0)) eiSCeos@+ysin®)) |5|d5dg (2.18)

Simdi Denklem 2.18 in i¢ integraline daha yakindan bakalim ve asagidakilere dikkat

edelim.
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fjooo‘(]:(ng(s’ 0)) eiS(x cos(8)+y sin(8)) |S|d5

=2 (i f_oooo fF(fRf(S, 9))61'5(9( cos(08)+y sin(H)) |S|d5)

= 2nF |S|F(Rf)(S,8)](x cos(8) + y sin(8),0)

Yani Denklem 2.18’ in i¢ integrali, (x cos(8) + y sin(@), 8) noktasinda |S|F(Rf)(S,0)
nin Fourier doniisiimiiniin tersinin 2 katidir. O zaman, (2.18)’ in aslinda

1 e

Ef_oo}"‘l [I1SIF(RF)(S,0)](x cos(8) + ysin(8),6)ds
esit oldugunu gorebiliriz.
Son olarak, yukaridaki integralin, F~[|S|F(Rf)(S,0)] i¢in Tanim 2.3.1.1° de

verilen geri projeksiyonunun 1/2 oldugunu goriiriiz. Bu nedenle yukaridaki denklemi
~B{F[ISIF(RF)(S, 0)]}(x,¥)

olarak sadelestiririz.

Bu da bizi istedigimiz sonuca gotiiriir, yani
f,y) = %B{T"l[lSI?(Rf)(S, O}, y).

|S| ¢arpaninin Fourier doniisiimii ile tersi arasinda meydana gelmesi 6nemli bir faktordiir.
Bu faktor olmadan, bu iki terim birbirinin etkisini yok ederdi ve Radon doniisiimii i¢in bize
dogrudan f(x,y)’ yi geri vermeyen standart geri projeksiyon formullyle kalacaktik. Buna
ilaveten, filtrelenmis geri projeksiyon formiiliinii veren |S|” yi Radon doniisiimii i¢in bir
filtre olarak adlandiririz.

Onerme 2.3.1.3 Geri projeksiyon bir lineer déniisiimdiir. Yani, herhangi iki h,, h,

fonksiyonlar1 ve keyfi c¢;, ¢, sabitleri igin
B(cyhy + c3hy)(x,y) = c;Bhy(x,y) + c;Bh,(x,y) (2.19)
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esitligi x ve y’nin tiim degerleri i¢in saglanir (Feeman, 2015).

2.4.  Fourier Doniisiimii

Bu bélimde sinyal analizinde oldukga sik kullanilan ve bir zaman fonksiyonunu bir
frekans fonksiyonuna doniistiirmek i¢in bir ara¢ olan Fourier doniisiimii ve baz1 6zellikleri
verilecektir. Bu konu ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in Hormander, 2003; Tolstov, 1962; Stein,
2003; Stein ve Weis, 1971; Strichartz, 2003; Korner,1989; Natterer, 2001 kaynaklarina
bakilabilir.

Tamim 2.4.1. R’ de taniml1 integrallenebilen bir f fonksiyonunun Ff ile gésterilen Fourier

dontistimii, her reel € sayisi i¢in

FFE) = [ f(x) e 2™ dx (2.20)

olarak tanimlanir.
Fourier doniisiimiinde x degiskeni saniye cinsinden zamani temsil ederken, & degiskeni
Hertz’ de fonksiyonun frekansini temsil eder. w = 2mé olmak Uzere w agisal frekansi

kullanan alternatif bir tanim vardir
Ff(w) = [ f(x) e% dx. (2.21)

(2.21) ile verilen tanim miihendislik ve medikal (tibbi) goriintiilemede daha yaygin olarak

kullanilmaktadir (Beatty, 2012).

2.4.1. Fourier Déniisiimii Ozellikleri

Toplanabilirlik. integrallenebilen biitiin f ve g fonksiyonlar1 ve her reel w sayis1 i¢in

F(f + 9)(w) =Ff(w) + Fg(w) (2.22)
dir.

Sabit Katsayi. Bitun integrallenebilen f fonksiyonlari, biitiin ¢ karmasik sayilar1 ve her w

reel sayilari igin

Flcf)(w) =c.Ff(w) (2.23)
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dir.
Onerme 2.4.1.1. Fourier doniisiimii, integrallenebilen fonksiyonlar iizerinde lineer bir

dontisimdur. Yani, integrallenebilen f ve g fonksiyonlar1 ve herhangi a ve f katsayilar1 igin

Flaf +Bg) = aF(f) + BF(g) (2.24)
dir (Feeman, 2015).

Kaydirma — Oteleme. Integrallenebilen bir f fonksiyonu ve sabit a sayis1 igin, g(x) =
f(x — a) olsun. O halde

Fg(w) = e “*Ff(w) (2.25)

elde edilir (Feeman, 2015).
Ispat. Her bir w igin

Fg(w) = [0, f(x—a) e™® dx

u yerine x — a yazildiginda

= [0 f(w) e+ gy

= e~lwa [* f(u) e”i¥ du

= e 0T f ()

bulunur.

Kaydirma — Modiilasyon. Verilen f fonksiyonu ve sabit w, says1 i¢in, h(x) = e!“o* f (x)
olsun. O halde

Fh(w) = Ff(w — wy) (2.26)

elde edilir (Feeman, 2015).
Ispat. Her bir w icin
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Fh(w) = f_oooo e~l0oX £(x) eTI0% dx
= ffooof(x) g H@-wo)x gy

= Ff(w — wo)
elde edilir ki, bu da istenileni kanatlar.

Bu iki kaydirma 6zelligi, f' nin bir modilasyonu Ff” nin 6telenmesini olustururken,
f" nin 6telenmesi Ff" nin bir modiilasyonu ile sonuglandigini géstermektedir.

Olgekleme. Verilen bir f fonksiyonu ve sifirdan farkl sabit reel a sayisi igin, ¢p(x) = f(ax)

olsun. O halde
F§(w) = - Ff(w/a) (Feeman, 2015). (2.27)

Ispat. @’ nin sifirdan biiyiik bir reel say1 oldugunu varsayalim. O halde her bir w sayisi igin,
Fp(w) = [, f(ax) e™ dx

u yerine ax yazildiginda

=10% fQu) ewu/a gy

a

=27, fw) e @/ dy

= ~Ff(w/a)

elde edilir.

Onerme 2.4.1.2. R’ de tanimly, integrallenebilen bir f fonksiyonu ve her reel w sayisi i¢in
Ff(w) = Ff(—w) (Feeman, 2015). (2.28)
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Ispat.

Ff(w) = ffowm e lw¥ dx

= [ 700 o dx

— 7 FGO) e dx

= ffooof(x) e~ t-wx dx

2.4.2. Fourier Doniisiimiiniin Tersi

Tamm 2.4.2.1. Mutlak integrallenebilir bir f fonksiyonu icin, F~1f ile gosterilen f

fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii, her bir x reel sayisi igin

FUfe) = 2[5 f(w) e dow (2.29)
ile tanimlanir (Beatty, 2012).

Bu bizi asagidaki teoreme yonlendirir.

Teorem 2.4.2.2. Ters Fourier Teoremi. ffooolf(x)ldx < oo tamimli ve reel dogru tizerinde

strekli ise, 0 zaman tim x’ ler icin

FHEFNH) = f(x) (2.30)

esitligini saglar (Beatty, 2012).
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Simdiye kadar Fourier doniisiimiinii sadece bir boyutta inceledik. Daha ylksek
boyutlarda karsilik gelen tanimlar vardir, ancak amaglarimiz i¢in sadece iki boyutlu
analoglar1 kullanacagiz.

Tamm 2.4.2.3. R?’ de tanimli kesinlikle integrallenebilir bir g fonksiyonu igin, F,g ile

gosterilen g’ nin 2-boyutlu Fourier doniisiimii tiim (X,Y) € R? igin
Fog(X,Y) = [, 7, 9(x,y) e X dxdy (2:31)

olarak tanimlanir (Beatty, 2012).
Benzer olarak R?’ de ters Fourier doniisiimiinii de tanimlayabiliriz.
Tanim 2.4.2.4. R?’ de tamiml kesinlikle integrallenebilir bir g fonksiyonu icin, 51 g(x, y)

ile gosterilen (x,y) noktasindaki 2-boyutlu ters Fourier dontistimii

1
472

Filgloy) == [ [7 gX,Y) e iX+Y) dxdy (2.32)

olarak tanimlanir (Beatty, 2012).
Son olarak Radon doéniisiimii ile Fourier doniistimii arasindaki iliskiyi verelim.
Teorem 2.4.2.5. Merkezi Dilim Teoremi. R? (izerindeki bir f(x) fonksiyonu uygun

kosullar altinda (6rnegin, L,' de olmak yeterlidir), asagidaki bagintiy1 saglar
Rf (0, w) = f(ow) (Kuchment, 2014).

Ispat. f fonksiyonunun Radon doniisiimiinii asagidaki gibi yazalim.

Rf(t, w) = f_oooof(tw + swt)ds

O halde

Rf(o,w) = [dt [ dsf(tw + swt)e 9t = Joo (e dx = f(ow).

elde edilir.
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2.5. Filtreler ve Kivrim

2.5.1. Giris

Sinyallerin analizinde endise duyulan sey giiriiltiiniin varligidir. Buradaki giiriiltii terimi, bir
sinyali bozan daha ¢ok veya daha az herhangi bir etki anlamina gelir. Bu bozulma arka plan
radyasyonundan, ana sinyale miidahale eden bagsibos sinyallerden, gergek sinyalin
6lgimindeki hatalardan veya sizden kaynakli olarak meydana gelebilir. Gurultinin
etkilerini ortadan kaldirmak ve gergek sinyalin daha net bir resmini olusturmak igin bir filtre
uygulanir.

Bir filtrenin ilk 6rnegi igin, bir sinyalde var olan gurultiinin genellikle rastgele
oldugunu diisiinelim. Bunun anlami sudur ki; giiriiltiiniin ortalama miktar1 zamanla 0
olmalidir. Ayrica, giiriiltiiniin genellikle yiiksek bir frekansa sahip oldugunu, dolayisiyla
giirtiltl sinyalinin grafiginin bulanik ve piiriizlii oldugunu da g6z 6niinde bulunduralim. Bu,
gurdltd miktart oldukga kisa bir zaman araliginda sifira ortalanmasi gerektigi anlamina gelir.
Bu yuzden, T > 0 pozitif bir reel say1 olsun ve f bir gurtltd sinyalini temsil etsin. Her bir

sabit x degeri igin, x — T < t < x + T araligindaki f’ nin ortalama degeri

x+T

fort(0) = = [ f(©) dt (2.33)

ile elde edilir.

Heniiz tamimlanmis olan f,. fonksiyonu, orijinal sinyal f' nin filtrelenmis bir
versiyonunu temsil eder. T’ nin uygun bir degeri i¢in, giriltiiniin aralik boyunca
ortalamasinin 0 olmasi gerekir, dolayisiyla f, kurtarmaya c¢alistigimiz giiriiltiisiiz sinyale

yakin olacaktir.

Simdi, ¢ = N/(2T) fonksiyonunu

1 —T<t<T
Nr (t) = {0 It > T (2.34)

ile tanimlayalim. Buradan

T

f:gb(t) dt = % _TI'IT ®dt=1
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elde edilir. Ayrica, sabit her bir x degeri i¢in

d)(x_t):{% x—-T<t<x+T (2.35)
0 aksi halde

dolayisiyla, herhangi bir f fonksiyonu ve herhangi sabit x degeri i¢in

f(t)(p(x_t):{%f(t) x—T<t<x+T (2.36)
0 aksi halde

elde edilir. Buradan, (2.33)’ teki integral asagidaki integralle 6zdestir

fort@) = J-_ f(©) p(x — ©) dt. (2.37)

Sayisal olarak, f,.. fonksiyonu, 2T genisligindeki araliklar tizerindeki f degerinin
hareketli bir ortalamasini temsil eder. Bu teknik, her tlr sinyalin analizi -radyo, elektriksel,
mikrodalga, ses- ve ayrica borsa fiyatlarinin uzun vadeli davranisi gibi sinyal olarak
diisiinemeyebilecegimiz seyler i¢in kullanilir.

Ornek 2.5.1.1.

1 |t|<a

FO=1.0={ e

olsun. ¢ = N;/(2T) olarak alalim. Ayrica, a > T oldugunu varsayalim.
Herhangi bir x degeri icin, f(t).¢(x —1) carpimi, x — T <t<x+T ve —a<t<a

araliklarinin kesisimi disinda sifir olur.

e

f@). p(x—t)dt

t=—o00

integralinin degeri 1/(2T) ile ¢arpilmis bu 6rtiismenin uzunluguna esit olur.
Eger |x| > T + a ise, 0 zaman hem |t| < a hem de |x — t| < T durumlarinin olmasi

muhtemeldir. Dolayisiyla, bu durumdaki tiim ¢’ ler igin
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f@).¢x—t)=0

olur. Eger |x| < a— T ise
f@).¢(x—t) =1/(2T)
olur. Boylece

1

[2  f®. ¢a-tdt= " () dt=1

Son olarak a—T < |x|<a+T olsun. Bu durumda, [x—T, x+T] ve [—a,a]
araliklarinin kesisimi, x’ in sirasiyla pozitif veya negatif olup olmadigina bagl olarak, ya
[x — T, a] arah@iyada [—a, x + T] araligidir. Her iki durumda da, bu kesisima + T — |x|

genisliginin bir araligidir. Béylece, boyle bir x igin

[ s pe=nde=g @rT-1aD)

elde edilir. Bu durumlan birlestirerek, (2.37)' de oldugu gibi filtrelenmis f, . fonksiyonu

1 x| <a-T
for@) =4 @+T—|x]) a-T<I|x|<a+T (2.38)
0 x| >a+T

elde edilir.

2.5.2. Kivrim (Convolution)

(2.37)’ deki integralde Ny /(2T)’ nin yerine baska bir g fonksiyonu kullanildiginda,
elde edilen fonksiyon, ardisik araliklar tizerindeki f” nin ortalama degerinin basit bir hareketi
degildir. Ama g fonksiyonu ile belirlenmis bir yolda filtrelenmis f fonksiyonunun
modifiyelenmis bir versiyonunu elde ederiz.

Tanmm 2.5.2.1. Reel dogru iizerinde tanimli ve integrallenebilen f ve g fonksiyonlarinin

kivrima f g ile ifade edilirve x € Rigin f x g
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(f* @) = [ f(®) glx—1t) dt (2.39)

ile tanimlanir.

2.5.3. Kivrimin Baz1 Ozellikleri

Degisme Ozelligi. Uygun f ve g fonksiyonlari igin
frg=9*f.

Ispat. Her bir x reel sayis1 igin

0]

(f *g)(x) = f@®) gx—1t)de

t=—o00

integralinde u = x — t ile degisken degisimi yapilirsa du = —dt ve t = (x — u) elde edilir.
Ayrica, t = —oo oldugunda u = oo ve t = o oldugunda ise u = —oo elde edilir. Boylece,

onceki integral

[ ree-w g (-

u=oo

haline gelir, ki bu da

[ 9w foc-w du

integrali ile aymidir.

Bu son integral tam olarak (g * f)(x)’ in tanimidir. Sonug olarak; istenildigi gibi, f * g =
g * f dir.
Lineerlik Ozelligi. Uygun f, g, ve g, fonksiyonlar1 ve a, B skalerleri icin

fx(agr+Bgzx) =algr=f)+L(gz*f)

(ag1 +Bgz) «f =al(gy*f)+B(g2 *f)
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elde edilir.
Kaydirma Ozelligi. Bir f fonksiyonu ve a reel sayisi i¢in, f; kaydirilmis fonksiyonu ifade

etsin.

fa@) =f(x—a)

O zaman, uygun bir g igin

@ =] gOnE-0d
:fio gO)f(x—t—a)dt

_ f_ g@OF((x —a) — £) dt

=@*Nkxk—-a)
=(g*fax)

elde edilir.

Benzer bigimde

G N = | g -t
=J-io git—a)f(x—1t)dt
[ se-af(G-o-c-)d

:foo g(s)f((x—a)—s)ds;szt—a
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=@*Nkxk-a)
=(g*fax)

diyebiliriz.

Dirac delta fonksiyonu ile kivrim. Her bir x reel sayisi igin

[oe)

(f x8)(x) = f@®)6(x—t)dt =f(x)

t=—o00

hesaplanir, burada t = x ve |, ::_006 (s) ds = 1 olmadig: siirece 6(x —t) = 0 esitligini
kullandik. Diger bir ifadeyle, Dirac delta fonksiyonu ile kivrim 6zdeslik doniisiimii gibi

davranir.

(f*g)x) =f(x),timx’ lerigin; f * & = f (2.40)

2.5.4. Filtre Cozanarlugii

Bir f fonksiyonunun kivrimi ile § fonksiyonu tam olarak f” yi yeniden Uretir; yani
bu filtre mikemmel bir ¢ézUndrltktir. Daha genel olarak, ¢, x = 0’ da elde edilen tek bir
M maksimum degerine sahip negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Ayrica, x < 0 i¢in artan
ve x > 0 icin azalan oldugunu varsayalim. x; ve x, sayilari, x; < 0 < x, araligin1 ve
d(x1) = Pplxy) = M/2

—¢’ nin yar1 maksimum degeri- esitligini saglasin. (x, — x;) ifadesi, FWHM(¢)
olarak ifade edilen ¢ fonksiyonunun tam genislikte yarim maksimumu olarak adlandirilir.¢p
ile kivrim filtresi igin, filtre ¢oztnirligi FWHM(¢)’ ye esit olmasiyla tanimlanir.

Daha kicuk FWHM’ ye sahip bir ¢p fonksiyonu, daha biyik FWHM’ ye sahip bir
fonksiyondan daha sivri ucludur. Bu ylzden daha ¢ok & fonksiyonu gibi gorindr.
Dolayisiyla, eger ¢ filtre fonksiyonu daha kigik bir FWHM?’ ye sahip ise ¢ozindrlik daha
iyidir.

Burada bir filtrenin ¢6ziiniirligiiniin, filtre fonksiyonunun FWHM’ si ile nasil iliskili

oldugunu gérmenin grafiksel bir yolu vardir. Bir S sinyalinin iki dirtliden -a pozitif mesafesi
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ile ayrilmis iki anlik sinyal- olustugunu varsayalim. Kivrim igin grafiksel yaklagimi
kullanarak ¢ filtre fonksiyonunun yansiyan grafigini S’ nin grafigi boyunca kaydirdigimiz
yerde eger a > FWHM(¢) ise 0 zaman ¢’ nin kayan kopyasi gercekten ikincisine
ulasmadan once ilk diirtiiyli gececegini goriiriiz. Boylece, (¢p * S)’ nin grafigi, S gibi iki
belirgin tepeye sahip olur. Ama eger a, FWHM(¢) ’ dan daha az ise, 0 zaman ¢’ nin kayan
kopyasi ayn1 anda her iki diirtii ile ortiisiir, bu ylizden iki tepe birbirine karismaya baglar.
Orijinal sinyaldeki detay giderek bulaniklasir. Yeterince kiigiik a icin, (¢ * S) grafiginin
sadece bir tepesi vardir, bu yiizden S’ deki detay tamamen kaybolur. (¢ * S) filtrelenmis
sinyalde hala belirgin olan S sinyalindeki belirgin 6zellikler (sivri uglar) arasindaki en kiigiik
mesafenin a = FWHM(¢)’ ye esit oldugunu goriiriiz.

Hesaba dayali bir perspektificin, a > 0 alalim ve S, S(x) = 6(x) + 6(x — a) sinyali
olsun. Ayrica, ¢ filtre fonksiyonunun x = 0 civarinda simetrik oldugunu ve orada M
maksimum degerine ulagtigin1 varsayalim. Boylece, x = +(1/2) oldugunda; ¢, M /2 yari
maksimum degerini elde eder. Ayrica, ¢ grafiginin 0’ dan olduk¢a hizli bir sekilde
daraldigin1 varsayalim, yani, |x| = FWHM(¢) oldugunda ¢(x) ~ 0 olur. Bu kurulumla,
kivrim, biri saga dogru a birim kaydirilmis olan ¢’ nin iki kopyasinin toplamidir. Yani; ¢ *
S(x) = ¢p(x) + ¢(x — a). (Burada kivrimin kaydirma 6zelligi ile birlikte yukaridaki (4.8)
formiiliinii kullandik.) Peki a = FWHM(¢)’ ya esit olursa ne olur? O zaman ¢ * S(a/2) =
¢(a/2) + p(—a/2) =M/2+ M/2 =M elde ederiz. Ayrica, ¢ grafigi hakkindaki
varsayimlarimiza gore, her ikisi de deger olarak M’ ye yakin olan ¢ * S(0) = M + ¢(—a)
ve ¢ *S(a) = ¢p(a) + M esitliklerini elde ederiz. Baska bir ifadeyle; a = FWHM(¢)
oldugunda (¢ * S) filtrelenmis sinyal, 0 < x < a araliginda M degerine yakin olur. S’ deki
iki belirgin sivri ug bir aralik boyunca lekelenir veya bulaniklasir. Eger a < FWHM(¢) ise,
bulaniklik giderek daha koétii olur. Sinyaldeki detay kaybolur. Diger taraftan, a =
2.FWHM(¢) oldugunu varsayalim. O halde, ¢, + a/4’ de M /2 yari maksimum degerine
ulasir. Bu yilizden, ¢ * S(0) = ¢(0) + ¢p(—a) = M ve ¢ * S(a) = ¢p(a) + ¢(0) = M’ dir.
Filtrelenmis sinyal, x = 0 ve x = a noktalarinda veya yakinlarinda iki belirgin tepeye sahip
olur ve de x = a/2 noktasinda aralarinda bir vadi olacak sekilde sekillenir. Orijinal detay
korunmustur.

Boylece, filtre fonksiyonunun secimi, filtrelenmis sinyalin ¢oziintirliigiinde

(kararliliginda) direkt bir etkiye sahiptir.
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Ornek 2.5.4.1. Bir kutunun FWHM" s1.

(1 |x|=T
'_'T(x)_{o x| > T

Kutu fonksiyonu, filtrenin tek bir noktada maksimumuna ulagmasi gerektigi konusunda
yukarida belirtilen kosulu saglamaz. Yine de, bu fonksiyonlar uygulamada iyi filtreler
yaparlar. Bu yiizden, hile yapacagiz ve bir kutunun FWHM’ sim1 kutunun genisligi olarak
ilan edecegiz. Yani; FWHM(M;) = 2T.

Ornek 2.5.4.2. Bir ¢adirmn FWHM’ s1. T > 0 igin,

olarak ele alalim.

¢’ nin grafigi, x = 0’ da elde edilen, M = 1 maksimum yiikseklige ulasan bir ¢adirdir.
¢(£T/2) = 1/2 oldugu i¢in, FWHM(¢) = T ye esit olur.

Ornek 2.5.4.3. Gauss FWHM’ s1. w reel sayis1 icin, F(w) = e~B®” olsun. Buradaki B
pozitif bir sabittir. F° nin maksimum degeri F(0) = 1’ dir. Boylece, e 2% veya w =

+./In (2)/B oldugunda yarim maksimuma ulagilir. Dolayisiyla bu fonksiyon igin
FWHM = 2,/In (2)/B

Ornek 2.5.4.4. Lorentzian FWHM s1. T, nin pozitif bir sabit oldugu ve w, agisal frekans

civarinda merkezlenmis sinyalin

T,
1+ 4m2TH (w — wg)?

g(w) =

formundaki bir sinyal Lorentzian olarak adlandirilir. Bu sinyaller, s6zde gevseme

sabitlerinden biri olan T, sabiti baglamindaki manyetik rezonans goriintiilemede 6nemlidir.

34



2.5.5. Kivrim ve Fourier Doniisiimii

f ve g uygun fonksiyonlar1 i¢in, w’ de degerlendirilen Fourier doniisiimlerinin ¢arpimi

sOyledir

Ff(w).Fg(w) = [©  fle @ dx. [ g(y)e @Y dy. (2.41)

X=—00 y=—0

Unutmamamiz gerekir ki, x ve y burada sadece “kukla” degiskenlerdir. Simdi, yeni bir
degisken tanitalim, sabit her bir x degeri i¢in y = s — x” dir. BOylece dy = ds ve sonug
olarak (2.41)’ in sag tarafi

fxoi_oof(x)e‘i“’x dx . f::_oog(s — x)e 060 gg (2.42)

haline gelir.

(2.42)’ deki ilk integral, s’ den bagimsizdir, dolayisiyla onu diger integralin igine

tagiyabiliriz. e 7i¢¥ @ Ti@(s~X) = g=iws jein

J2 U2 FG0) g(s —x) dx) e ds (2.43)

elde edilir.
w’ de degerlendirilen igerdeki integralin Fourier doniisiimii, disaridaki integralken; (2.43)’

un icindeki integralin tam olarak (f * g)(s) olduguna dikkat edin. Yani (2.43)

Joo_o(f * @)(s) €71 ds = F(f * g) (w) (2.44)
ile aynidir.

Boylece, asagidaki teoremi kanitladik.

Teorem 2.5.5.1. Uygun f ve g fonksiyonlari i¢in

Ff.Fg=F(f *g) (Feeman, 2015). (2.45)

Teorem 2.5.5.2. Uygun f ve g fonksiyonlar1 igin
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F(f.9) = 5- (Ff) » (Fg) (Feeman, 2015). (2.46)

Ispat. Keyfi bir w reel sayisi i¢in
F(f-9)(w)

= fxi_wf (x)g(x) e™'% dx

1

= S F@e™™ dv) (7, 6(9er dg) e~ dx
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=i oo PO ([ 6O, e dx) d¢) .

I¢ integralin, fxoi_

et gy (v + { — w)’ da degerlendirilen 1 sabit fonksiyonunun

ters Fourier doniisiimiiniin (277) defa carpimimi ifade eder. Ama F~1(1) = §, dolayisiyla
fxoi_oo e HWH-0X gy = 2m) .6 (v + { — w).

Daha da fazlasi, { = w — v durumu disinda §(v + { — w) = 0’ dur. f_oooof(x). 6(x)dx =

fjooo f(x).dH = £(0) oldugunu biliyoruz ve buradan

[" oo ([ o) a

=27TfoO GOo(w+{—w)d{=2nG(w—1)

elde edilir.

Kaldigimiz yerden devam edersek

F(f-g9)(w)

- 4—; : f :O_OOF(v) ( f :O_OOG(() ( f :o_ooe+i("+<-w>x dx) d() dv
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=% .LO_O_OOF(U) G(w—v)dv

1
=5 (Fx6) (@)

sonucu elde edilir ki bu da istenileni kanitlar.

2.5.6. Rayleigh-Plancherel Teoremi

Teorem 2.5.6.1. Rayleigh-Plancherel. f integrallenebilen bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonu ya da onun Ff Fourier doniisiimii reel dogru iizerinde kare integrallenebilirse, o

zaman digeri ve
ISR dx = - [T |Ff(@)]? do (2.47)

de dyledir (Feeman, 2015).

Bu ifadenin kanitina bakmadan Once, f veya Ff karmasik say1r degerlerine sahip
olsalar bile her iki integral negatif olmayandir. |Ff (w)|? fonksiyonu, £ nin gii¢ spektrumu
olarak adlandirilir ve aslinda bazi fiziksel uygulamalarda belirli bir frekansta bir sinyalin

toplam giiciinii (0rnegin, watt cinsinden Ol¢tilenler) temsil eder.

Ornek 2.5.6.2.

1, -1<x<1

f(x)z{o, x| > 1

olarak ele alalim. O zaman

f_o:o|f(x)|2dx=f11dx=2

-1

elde edilir.

sin(w)

Ff(w) =2

oldugunu biliyoruz. Bu yiizden, (2.47)’ yi kullanilarak

w
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w =T

J‘°° sin?(w) 4

w?2

—00

elde edilir.
Rayleigh, 1889’ da, bu sonucu kanitladi ve kara cisim 1s1mas1 analizinde kullandi.
Teorem 2.5.6.1° in Kamiti. f integrallenebilen bir fonksiyon olsun ve f ya da Ff nin kare

integrallenebilir oldugunu varsayalim. O halde
S dx = [2 fOf () dx

=[5 FOOf (x) e7HO% dx

=F(f. )0

= i [(FF) * (FF)] (0) ... (2.46)" dan

=— [7 Ff(@) FF (0 - ) dw

=— [ Ff(0) Ff (@) dw ... (2.29)" dan

= — [7 IFf(w)]? do.

Dolayistyla, bu integrallerden birinin sonlu olmasi sartiyla, digeri de dyle olur ve istenilen

iligki gerceklesir.

2.5.7. iki Boyutlu Diizlemde Kivrim

Diizlemde girdileri kutupsal koordinatlar olan iki fonksiyon i¢in, kivrim sadece radyal

degisken olarak tanimlanir. Yani, f(t, 8) ve g(t, 8) icin

F*t0) =["__f(s 6).gt—s, 6)ds (2.48)

S=—00

olarak tanimlanir.
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Diizlemde girdileri kartezyen koordinatlar olan iki fonksiyon i¢in kivrim, her iki

degiskeni de igerir. Yani, F(x,y) ve G(x,y) icin
(F*G)(x,y) = f::_oo fSO:_OOF(S, t). Gx—s, y—t)dsdt (2.49)

seklinde tanimlanir.

Bir boyutta oldugu gibi, kivrim degisme 6zelligine sahiptir
fxg=g*xfveF*G=G=*F.

2.5.8. Kivrim, B, R ve é

Kutupsal koordinatlarda verilen g(t, 8) ve kartezyen koordinatlarda verilen f(x, y)

fonksiyonlar1, geri projeksiyon ve Radon dontisiimiinii su sekilde tanimladigini hatirlayin

Bg(x, y) = % ;Tzog(x cos(@) + ysin(8), 0) dé (2.50)
ve
Rf(t,0) = f::_oof(t cos(8) — ssin(@), tsin(8) + scos(0)) ds. (2.51)

Onerme 2.5.8.1. Uygun g(t, 8) ve f(x, y) fonksiyonlar1 ve keyfi X ve Y reel sayilar1 i¢in
(Bg * f)(X,Y) =B(g * Rf)(X,Y) (Natterer, 2001). (2.52)

Ispat. (2.49) ve (2.50)’ den

(Bg * )X, ) = f f Bg(X —x,Y —y). f(x,y) dxdy

1 [ee) o] T
= ] f [ f g((X = x) cos(6) + (Y — y) sin(6),0)d6 | f(x,y) dxdy

TJ_ —o00
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hesaplanir.
Simdi, x yerine t cos(6) — s sin(0) ve y yerine t sin(6) + s cos(f) yazalim. Unutmayiniz

Ki, ds dt = dx dy esitligi ve (2.51) kullanilarak, dndeki integral
1 (™™
= Ef f g(X cos(8) +Ysin(8) —t,0). Rf(t,0) dt db
0 —00
(2.48) ile
1 s
== j (g * RF)(X cos(8) + Y sin(6), 8) dO
0

(2.50) ile

=B(g *RHX,Y)

haline gelir ki bu da istenileni kanitlar.

Daha oOnce bir azaltma fonksiyonunun Radon doniisiimiine geri projeksiyon
uygulanmasi, azaltma fonksiyonunun yumusatilmasiyla sonu¢landigini gézlemledik. Simdi,
bunu daha somut hale getirmek icin Onerme 2.5.8.1” i kullanabiliriz. Aslinda, (2.52)" deki
g’ yi iki boyutlu Dirac § fonksiyonu olarak kabul ettigimizi varsayalim. § * Rf = Rf
oldugu igin, sonucun sol tarafi B * f iken, sag tarafi sadece B(Rf)’ dir. Boylece, bir
fonksiyonun Radon donlsiimiine geri projeksiyonu uyguladigimizda, B§ filtresi ile
kivrimint  alarak fonksiyonu duzeltir. Dolayisiyla simdi, & fonksiyonunun geri

projeksiyonunun  ne  oldugunu aragtiralim. Cevabi  bulmak igin, &(r) =

1
. — —a<r<a, .. C
lim {Za limitine ve kolaylik i¢in ise
a=0"{ 0 |r| > a

1
ha(r, ) ={% Tesr=a
0 7| > a

fonksiyonuna bakailir.
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Duzlemdeki her bir (x,y) noktasi ve her bir 8 degeri i¢in, Ly cos(g)+y sin(9),0 dogrusunun
(x,y) noktasi boyunca gegctigini biliyoruz. Bu yilizden a’ nin kiigiik bir pozitif degeri
verildiginde, |x cos(8) + ysin(0)| < a daki 6 degerleri ile ilgileniriz. Sekil 2.4’ te, a
etiketli aginin sin(a) = a/ m yi sagladigin1 goriiriiz. a kiiciik oldugu i¢in a agis1 da

kiigiiktiir ve dolayisiyla, a =~ sin(a) dir. istedigimiz 6 degerlerinin araligi 2a =~

2a/+/x? + y? genisligine sahip olur. Boylece

1 s
Bh,(x,y) = ;j hg(x cos(6) + ysin(0),0) do
0

~ —
=~

1 (1) 2a 1
' \2a) " \[x2+yZ g xZ+y2

elde edilir.

Sekil 2.4. L cos(6)+y sin(p) dogrusunun (x, y) noktasindan gectigi 6 kiimesi 2a genisligine

sahiptir (Feeman, 2015)

BS(x,y) = —— (2.53)

esitligi elde edilir.
Sonug 6.8.2. Uygun bir f azaltma katsayis1 fonksiyonu igin
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B(RS) = (ﬁ) . f. (2.54)

Sekil 2.5, bir azaltma katsayis1 fonksiyonunun Radon doéniisiimiiniin geri projeksiyonunu

igeren birka¢ eslesmesi i¢in enine kesitleri gostermektedir.

Sekil 2.5. Her bir sekil, bir azaltma katsayis1 fonksiyonunun grafiginin enine kesiti (diiz
¢izgi) ile onun Radon doniistimiiniin geri projeksiyonunu (kesikli ¢izgi) gosterir (Feeman,

2015)

2.5.9. Diisiik Gegisli Filtre

Filtrelenmis geri projeksiyon formiline ele alalim
fl,y) = %B{T‘l[lSI F(Rf) (S, 01} (x,¥) (2.55)

buradaki f, xy dizleminde tanimlanmis bazi uygun fonksiyondur.
Fy(S) = |S] esitligini saglayan Fourier doniisiimiiniin bir ¢ (¢) fonksiyonu oldugunu

varsayalim. Yani, Fg nun mutlak deger fonksiyonuna esit oldugunu varsayalim. O zaman

IS|F (Rf) (S,0) = [Fg. F(RF)] (S,0)

elde edilir.
Bu iki fonksiyonunun kivriminin Fourier doniisiimiine esit oldugunu bildigimiz iki Fourier

dontisiimiintin carpimidir. Boylelikle

ISIF (Rf) (S,0) = F(¢ * Rf) (S,0).
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buradan

FHISIF (Rf) (S,0)] = FF (¢ * Rf) (S,0)] = (¢ * Rf) (¢,6)

gelir ki, bunu (2.55)’ te yerine yazdigimizda

f@y) = 2B(¢ * Rf) (x,y) (2.56)

elde edilir.
Bu ylzden, f’ yi yeniden olusturma Rf’ nin X-ray 1sin1 makinesinden gelen verilerin
kivrimini veya filtrelenmesini, ardindan ¢ ile buna geri projeksiyon uygulanmasini
gerektirir. Boyle bir ¢p fonksiyonunun olmamasi disinda kulaga o kadar da kotii gelmiyor.
Mutlak deger fonksiyonunu herhangi bir fonksiyonun Fourier doniisiimii degildir.

Boylelikle, belki de, onceki tartismalarin hepsini gormezden gelebiliriz, degil mi? O
kadar hizli degil. (2.55) filtrelenmis geri projeksiyon formull £’ yi yeniden olusturmak igin
bir tarif verir, ama uygulamada, tarifin bir problemi vardir. Formiildeki |S| F(Rf) (S, 0)
fonksiyonu giiriiltiiye karsi olduk¢a hassastir. S” nin degeri bir sinyalde var olan bir frekansi
temsil eder. Bu yiizden, eger X-ray 111 verilerini temsil eden Rf Radon dOniigiimii yiiksek
bir frekansta bir bilesene sahip ise o zaman bu bilesen |S| faktori ile blydtallr. Bu verilerde
var olan giiriiltiiniin abartildigi anlamina gelir ki bu da yeniden olusturulmus goriintiiyii
bozan etkidir. Bu yiizden, yine de uygulamada |S| faktorint kullanmak istemeyiz.

|S| nin yerine, 0'a yakin S i¢in mutlak deger fonksiyonuna yakin olan ancak S' nin
degeri biiylik oldugunda yok olan bir fonksiyon kullaniriz. BOyle bir fonksiyon algak gegisli
bir filtre olarak adlandirilir, ¢ilinkii giiriiltii dahil daha ytliksek frekanslar kesilirken, daha
diisiik frekanslar varliklarindan etkilenmezler. Ayrica, filtrelenmis geri projeksiyon
formallndn (2.56) versiyonunu kullanmak igin, bir seyin Fourier doniisiimii olan, |S| yerine
gecen fonksiyon isteriz. Yani, |S| yi A = F¢ formulindeki bir fonksiyon ile yer degistirmek
istiyoruz. Buradaki A, bazi sonlu araliklarda sifirdan farklidir ve bu aralik disinda sifirdir.
Tanim 2.5.9.1. Bazi sonlu araliklarda sifirdan farkli ve bu aralik disinda sifir olan Fourier
doniistimiine sahip bir ¢ fonksiyonu, sinirli bant fonksiyonu olarak adlandirilir.

Bu ylizden, bu terminoloji kullanilarak, siirli bir bant fonksiyonunun Fourier

doniistimii olan diisiik gegisli bir filtre ile filtrelenmis geri projeksiyon formilinde |S| yi
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degistirmek istiyoruz. Bunu yapmanin bedeli sudur ki; (2.56) formiilii artik kesin degildir,

ama f i¢in yalnizca bir yaklagim verir.

fy) ~ > BFUA*Rf) (x,) (2.57)

Mutlak deger fonksiyonunun yerine gecen diisiik gecisli bir filtre tasarlamak igin,

genellikle, baz1 L > 0 sayilari igin, (2.58) formunun bir fonksiyonunu kullaniriz
A(w) = |w| . F(w) . N () (2.58)

Sonug olarak, |w| > L icin A(w) ortadan kaybolur ve |w| < L oldugunda ise |w|.F(w)
degerine sahip olur. Koke yakin, A’ nin degeri mutlak degere yakin olmalidir, bu yiizden
F(0) = 1igin bile F’ nin bir fonksiyon olmasini isteriz. Ayrica, A’ nin Gift fonksiyon olarak
secilmesi, ¢ = F~1A’ nm gercek degerli oldugunu garanti eder. Genel olarak, |.| ile
carpilan F .1M; fonksiyonu pencere fonksiyonu olarak adlandirilir.

Ornek 2.5.9.2. Diisiik Gegcisli Filtreler. Medikal goriintiilemede en yaygin olarak
kullanilan diisiik gegisli filtrelerin grafikleri Sekil 2.6” da gosterilmistir.

e Ram-Lak Filtresi

lw| |w| <L

A () = ol . Ny (w) ={ 0 |o|>L

(2.59)

burada L sifirdan biyiliktir (L > 0). Bu sadece sonlu bir aralikta mutlak deger
fonksiyonunun kesilmesidir. Sinirl1 bir bant fonksiyonunun Fourier doniisiimiidiir. Bu filtre,
Bracewell ve Riddle tarafindan kullanilmigtir, ayni zamanda Ramachandran ve
Lakshminarayanan da kullanmigtir.

e Shepp-Logan Filtresi

sin(rtw/(2L))

Az = || ( w/(2L)

) ) (2.60)

2L
i | sin(mtw/(2L))| |w]| <L
0 |lw| > L
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Bu filtre Shepp ve Logand tarafindan tanitilmigtir.

—— Ram-Lak
-+ Shepp-Logan
------ Low-pass cosine

|

Sekil 2.6. 3 popiiler diisiik gegisli filtrenin grafikleri gosterilmistir (Feeman, 2015)

e Diisiik Gegisli Cosine Filtresi
Ay(w) = |w|.cos(mrw/(2L)) . N, (w)

_ {|0J| cos(mw/(2L)) |w| <L
a 0 |lw| > L

(2.61)
Bu filtre, genellikle sinyal analizinde kullanilir.

Bu boliimd, sinirl bir bant fonksiyonunun genel formuna bakarak sonug¢landiriyoruz.
Bu yizden, f sinirli bant fonksiyonu olsun ve |w| > L oldugu zamanlarda Ff(w) = 0

olacak sekilde bir L > 0 sayis1 secelim. Bu 6zellikle
Ff(w) =N, (w) .G(w)

olacak sekilde bir G fonksiyonunun var oldugu anlamina gelir. Yeniden, |w| < L oldugunda
M, (w) = 1" dirve |w| > L oldugunda ise M;, (w) = 0’ dir. M’ nin ¢(x) = sin(Lx)/(mx)
fonksiyonunun Fourier déniisiimii oldugunu biliyoruz. Eger g = F~1G olarak alirsak, o
zaman Ff” nin iki Fourier doniigtimiiniin garpimina, Ff = Fy . F, , esit oldugunu gorlriz.
Bu yiizden, Teorem 2.5.5.1° den Ff’ nin F(¢ * g)’ ye, Ff = F(¢ * g), esit oldugu takip

edilir ve dolayisiyla f = ¢ * g’ dir. Bu nedenle sinirl1 bir bant fonksiyonunun genel formu:
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L’ nin baz1 degerleri igin ¢ fonksiyonunun kivrimu ile integrallenebilir bir g fonksiyonuna

sahip olmasini gerektirir.
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3. SONUC

Bu tez calismasinda, ilk olarak X-ray 1511 hakkinda temel bilgiler verilip Beer yasasi
ile iligkisi matematiksel olarak ifade edilmistir. Daha sonra Radon doniisiimiiniin tanimina
ve temel ozellikleri verilmistir. Daha sonra goriintiiyli yeniden olusturmadaki yontemlerden
biri olan geri projeksiyon yonteminin tanimina ve Ozelliklerine deginildikten sonra, bu
siirecte gliriiltii gibi istenmeyen etkileri ortadan kaldirmak amaciyla filtreleme teknikleri

ifade edilmistir.
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SARE A

S

7.
8.
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.

32.
33.

TEZ TESLIM KONTROL LiSTESI

Tez metni 21x29,7cm boyutlarinda standart, birinci hamur beyaz A4 kagidina

(80-120 gram) hazirland1 mi1?
Tezin dis kapagi Ek-1’e gore hazirlandi m1?

Tez dis kapagina 2,5 cm 6lgiilerinde iiniversitenin amblemi yerlestirildi mi?

Tez sayfalar1 lazer yazici kullanilarak yalnizea kagidin tek yiiziine

Tez metninin yazilmasinda yazi karakteri olarak Times New Roman kullanildi

mi1?

Yazimda her sayfanin sol kenarinda 3cm, diger kenarlarda 2,5cm bosluk birakildi

mi1?

Yazim kurallarinda belirtilen satir ve paragraf araliklarina uyuldu mu?

Ana ve ara basliklar uygun puntoda ve belirtilen 6zelliklerde yazil
Sayfa numaralandirilmasi belirtilen sekilde yapildi m1?

Tezin dis kapag1 sonras1 bos sayfa konuldu mu?

Tezin i¢ kapagi EK-2’ ye gore hazirlandi n1?

Jiiri onay sayfas1 EK-3’ e uygun olarak yazildi mi1?

Etik kurallara uygunluk beyan1 Ek-4’ e uygun olarak hazirlandi mi1?

Onsoz ve/veya Tesekkiir sayfast EK-5° e uygun olarak yazildi n?
Icindekiler sayfas1 Ek-6" ya uygun olarak hazirlandi mi1?

Sekil ve Cizelge dizinleri EK-7’ye uygun olarak hazirlandi mi1?
Simgeler ve kisaltmalar EK-8’e uygun olarak yazildi mi?
Tiirkce 0zet tezin igerigini yansittyor mu?

Tiirkge 6zet sayfas1 EK-9’a gore hazirlandi m1?

Tiirkge 6zete Onerilen sekilde anahtar kelimeler konuldu mu?
Tiirkce ve Ingilizce 6zet birbiri ile uyumlu mu?

Ingilizce dzet sayfasi1 EK-10’a gore hazirlandi mi?

Ingilizce zete anahtar kelimeler konuldu mu?

Sekil ve cizelgeler uygun sekilde hazirlandi m1?

Sekil ve ¢izelgelerin {ist, alt baslik ve agiklamalar1 uygun sekilde yazildi mi1?

Tez iginde varsa, alintilar belirtilen sekilde yazildi m1?
Tez i¢inde varsa, dipnotlar belirtilen sekilde yazildi mi?
Kaynaklar metin i¢inde dogru sekilde kullanild1 mi1?

Metin igerisinde kullanilan kaynaklarin tamami kaynaklar listesine yazildi mi1?

Kaynaklar Ek-11"de belirtilen sekilde yazildi m1?

Ekler uygun baglik secilerek, tez i¢indeki sunus sirasina gore ve her biri ayri

sayfadan baglamak {izere, tez arkasinda verildi mi?
Ozgecmis sayfas1 EK-12 ye gore hazirlandi mi1?
Tez caligmasindan yayin yapildi m1?

Tez Enstitu’ye teslim icin UYGUNDUR.
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basildi m1?

di1 mi1?
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	Fourier dönüşümünde 𝑥 değişkeni saniye cinsinden zamanı temsil ederken, 𝜉 değişkeni Hertz’ de fonksiyonun frekansını temsil eder. 𝜔=2𝜋𝜉 olmak üzere 𝜔 açısal frekansı kullanan alternatif bir tanım vardır
	ℱ𝑓,𝜔.=,−∞-∞-𝑓,𝑥. ,𝑒-−𝑖𝜔𝑥.. 𝑑𝑥.                                                                                       (2.21)
	(2.21) ile verilen tanım mühendislik ve medikal (tıbbi) görüntülemede daha yaygın olarak kullanılmaktadır (Beatty, 2012).
	2.4.1. Fourier Dönüşümü Özellikleri
	Toplanabilirlik. İntegrallenebilen bütün 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ve her reel 𝜔 sayısı için
	ℱ,𝑓+𝑔.,𝜔.=ℱ𝑓,𝜔.+ℱ𝑔,𝜔.                                                                                 (2.22)
	dir.
	Sabit Katsayı. Bütün integrallenebilen 𝑓 fonksiyonları, bütün 𝑐 karmaşık sayıları ve her 𝜔 reel sayıları için
	ℱ,𝑐𝑓.,𝜔.=𝑐 . ℱ𝑓,𝜔.                                                                                                   (2.23)
	dir.
	Önerme 2.4.1.1. Fourier dönüşümü, integrallenebilen fonksiyonlar üzerinde lineer bir dönüşümdür. Yani, integrallenebilen 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları ve herhangi 𝛼 ve 𝛽 katsayıları için
	ℱ,𝛼𝑓+𝛽𝑔.=𝛼ℱ,𝑓.+𝛽ℱ,𝑔.                                                                                   (2.24)
	dir (Feeman, 2015).
	Kaydırma – Öteleme. İntegrallenebilen bir 𝑓 fonksiyonu ve sabit 𝛼 sayısı için, 𝑔,𝑥.=𝑓,𝑥−𝑎. olsun. O halde
	ℱ𝑔,𝜔.=,𝑒-−𝑖𝜔𝛼.ℱ𝑓,𝜔.                                                                                                  (2.25)
	elde edilir (Feeman, 2015).
	İspat. Her bir 𝜔 için
	ℱ𝑔,𝜔.=,−∞-∞-𝑓,𝑥−𝑎., 𝑒-−𝑖𝜔𝛼.. 𝑑𝑥
	𝑢 yerine 𝑥−𝑎 yazıldığında
	=,−∞-∞-𝑓,𝑢. ,𝑒-−𝑖𝜔,𝑢+𝑎... 𝑑𝑢
	=,𝑒-−𝑖𝜔𝛼.,−∞-∞-𝑓,𝑢. ,𝑒-−𝑖𝜔𝑢.. 𝑑𝑢
	=,𝑒-−𝑖𝜔𝛼.ℱ𝑓,𝜔.
	bulunur.
	Kaydırma – Modülasyon. Verilen 𝑓 fonksiyonu ve sabit ,𝜔-0. sayısı için, ℎ,𝑥.=,𝑒-𝑖,𝜔-0.𝑥.𝑓,𝑥. olsun. O halde
	ℱℎ,𝜔.=ℱ𝑓,𝜔−,𝜔-0..                                                                                                   (2.26)
	elde edilir (Feeman, 2015).
	İspat. Her bir 𝜔 için
	ℱℎ,𝜔.=,−∞-∞-,𝑒-−𝑖,𝜔-0.𝑥..𝑓,𝑥. ,𝑒-−𝑖𝜔𝑥. 𝑑𝑥
	=,−∞-∞-𝑓,𝑥. ,𝑒-−𝑖,𝜔−,𝜔-0..𝑥. 𝑑𝑥.
	=ℱ𝑓,𝜔−,𝜔-0..
	elde edilir ki, bu da istenileni kanıtlar.
	Bu iki kaydırma özelliği, 𝑓' nin bir modülasyonu ℱ𝑓’ nin ötelenmesini oluştururken, 𝑓' nin ötelenmesi ℱ𝑓' nin bir modülasyonu ile sonuçlandığını göstermektedir.
	Ölçekleme. Verilen bir 𝑓 fonksiyonu ve sıfırdan farklı sabit reel 𝑎 sayısı için, 𝜙,𝑥.=𝑓,𝑎𝑥. olsun. O halde
	ℱ𝜙,𝜔.=,1-,𝑎..ℱ𝑓,,𝜔-𝑎.. (Feeman, 2015).                                                                        (2.27)
	İspat. 𝑎’ nın sıfırdan büyük bir reel sayı olduğunu varsayalım. O halde her bir 𝜔 sayısı için,
	ℱ𝜙,𝜔.=,−∞-∞-𝑓,𝑎𝑥. ,𝑒-−𝑖𝜔𝑥.. 𝑑𝑥
	𝑢 yerine 𝑎𝑥 yazıldığında
	=,1-𝑎.,−∞-∞-𝑓,𝑢. ,𝑒-,−𝑖𝜔𝑢-𝑎... 𝑑𝑢
	=,1-𝑎.,−∞-∞-𝑓,𝑢. ,𝑒-−𝑖,,𝜔-𝑎..𝑢.. 𝑑𝑢
	=,1-𝑎.ℱ𝑓,,𝜔-𝑎..
	elde edilir.
	Önerme 2.4.1.2. ℝ’ de tanımlı, integrallenebilen bir 𝑓 fonksiyonu ve her reel 𝜔 sayısı için
	ℱ,𝑓.,𝜔.=,ℱ𝑓.,−𝜔. (Feeman, 2015).                                                                              (2.28)
	İspat.
	ℱ,𝑓.,𝜔.=,−∞-∞-,𝑓,𝑥... ,𝑒-−𝑖𝜔𝑥. 𝑑𝑥
	=,−∞-∞-,𝑓,𝑥.. ,𝑒-𝑖,−𝜔.𝑥.. 𝑑𝑥
	=,−∞-∞-,𝑓,𝑥... ,,𝑒-−𝑖,−𝜔.𝑥.. 𝑑𝑥
	=,,−∞-∞-𝑓,𝑥. ,𝑒-−𝑖,−𝜔.𝑥. 𝑑𝑥..
	=,ℱ𝑓,−𝜔..
	=,ℱ𝑓.,−𝜔..
	2.4.2. Fourier Dönüşümünün Tersi
	Tanım 2.4.2.1. Mutlak integrallenebilir bir 𝑓 fonksiyonu için, ,ℱ-−1.𝑓 ile gösterilen 𝑓 fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü, her bir 𝑥 reel sayısı için
	,ℱ-−1.𝑓,𝑥.=,1-2𝜋.,−∞-∞-𝑓,𝜔. ,𝑒-𝑖𝜔𝑥.. 𝑑𝜔                                                                                 (2.29)
	ile tanımlanır  (Beatty, 2012).
	Bu bizi aşağıdaki teoreme yönlendirir.
	Teorem 2.4.2.2. Ters Fourier Teoremi. ,−∞-∞-,𝑓,𝑥..𝑑𝑥<∞. tanımlı ve reel doğru üzerinde sürekli ise, o zaman tüm x’ ler için
	,ℱ-−1.,ℱ𝑓.,𝑥.=𝑓,𝑥.                                                                                                      (2.30)
	eşitliğini sağlar (Beatty, 2012).
	Şimdiye kadar Fourier dönüşümünü sadece bir boyutta inceledik. Daha yüksek boyutlarda karşılık gelen tanımlar vardır, ancak amaçlarımız için sadece iki boyutlu analogları kullanacağız.
	Tanım 2.4.2.3. ,ℝ-𝟐.’ de tanımlı kesinlikle integrallenebilir bir 𝑔 fonksiyonu için, ,ℱ-2.𝑔 ile gösterilen 𝑔’ nin 2-boyutlu Fourier dönüşümü tüm ,𝑋,𝑌.∈,ℝ-2. için
	,ℱ-2.𝑔,𝑋,𝑌.=,−∞-∞-,−∞-∞-𝑔,𝑥,𝑦. ,𝑒-−𝑖,𝑥𝑋+𝑦𝑌.... 𝑑𝑥𝑑𝑦                                                            (2.31)
	olarak tanımlanır (Beatty, 2012).
	Benzer olarak ,ℝ-2.’ de ters Fourier dönüşümünü de tanımlayabiliriz.
	Tanım 2.4.2.4. ,ℝ-𝟐.’ de tanımlı kesinlikle integrallenebilir bir 𝑔 fonksiyonu için, ,ℱ-2-−1.𝑔,𝑥,𝑦. ile gösterilen ,𝑥,𝑦. noktasındaki 2-boyutlu ters Fourier dönüşümü
	,ℱ-2-−1.𝑔,𝑥,𝑦.=,1-4,𝜋-2..,−∞-∞-,−∞-∞-𝑔,𝑋,𝑌. ,𝑒-−𝑖,𝑥𝑋+𝑦𝑌.... 𝑑𝑥𝑑𝑦                                                    (2.32)
	olarak tanımlanır (Beatty, 2012).
	Son olarak Radon dönüşümü ile Fourier dönüşümü arasındaki ilişkiyi verelim.
	Teorem 2.4.2.5.  Merkezi Dilim Teoremi. ,ℝ-2. üzerindeki bir 𝑓,𝑥. fonksiyonu uygun koşullar altında (örneğin, ,𝐿-2.' de olmak yeterlidir), aşağıdaki bağıntıyı sağlar
	,ℛ𝑓.,𝜎,𝜔.=,𝑓.(𝜎𝜔) (Kuchment, 2014).
	İspat. 𝑓 fonksiyonunun Radon dönüşümünü aşağıdaki gibi yazalım.
	ℛ𝑓,𝑡,𝜔.=,−∞-∞-𝑓,𝑡𝜔+𝑠,𝜔-⊥..𝑑𝑠.
	O halde
	,ℛ𝑓.,𝜎,𝜔.=,𝑑𝑡,𝑑𝑠𝑓,𝑡𝜔+𝑠,𝜔-⊥..,𝑒-−𝑖𝜎𝑡.=,,ℝ-2.--𝑓,𝑥.,𝑒-−𝑖𝜎𝑥𝜔.𝑑𝑥.=,𝑓.,𝜎𝜔....
	elde edilir.

	2.5. Filtreler ve Kıvrım
	2.5.1.  Giriş
	Örnek 2.5.1.1.
	2.5.2.  Kıvrım (Convolution)
	Tanım 2.5.2.1. Reel doğru üzerinde tanımlı ve integrallenebilen 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarının kıvrımı 𝑓∗𝑔 ile ifade edilir ve 𝑥∈ℝ için 𝑓∗𝑔
	2.5.3.  Kıvrımın Bazı Özellikleri

	Değişme Özelliği. Uygun 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları için
	Lineerlik Özelliği. Uygun 𝑓, ,𝑔-1. ve ,𝑔-2. fonksiyonları ve 𝛼, 𝛽 skalerleri için
	𝑓∗,𝛼,𝑔-1.+𝛽,𝑔-2..=𝛼,,𝑔-1.∗𝑓.+𝛽,,𝑔-2.∗𝑓.
	Kaydırma Özelliği. Bir 𝑓 fonksiyonu ve 𝑎 reel sayısı için, ,𝑓-𝑎. kaydırılmış fonksiyonu ifade etsin.
	2.5.4.  Filtre Çözünürlüğü
	Örnek 2.5.4.1. Bir kutunun FWHM’ sı.
	Örnek 2.5.4.2. Bir çadırın FWHM’ sı. 𝑇>0 için,
	Örnek 2.5.4.3. Gauss FWHM’ sı. 𝜔 reel sayısı için, 𝐹,𝜔.=,𝑒-−𝐵,𝜔-2.. olsun. Buradaki 𝐵 pozitif bir sabittir. 𝐹’ nin maksimum değeri 𝐹,0.=1’ dir. Böylece, ,𝑒-−𝐵,𝜔-2.. veya 𝜔=±,,ln-,,2.-𝐵...  olduğunda yarım maksimuma ulaşılır. Dolayısıyla ...
	Örnek 2.5.4.4. Lorentzian FWHM’ sı. ,𝑇-2.’ nin pozitif bir sabit olduğu ve ,𝜔-0. açısal frekans civarında merkezlenmiş sinyalin
	2.5.5.  Kıvrım ve Fourier Dönüşümü
	Teorem 2.5.5.1. Uygun 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları için
	Teorem 2.5.5.2. Uygun 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları için
	2.5.6.  Rayleigh-Plancherel Teoremi
	Teorem 2.5.6.1. Rayleigh-Plancherel. 𝑓 integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 𝑓 fonksiyonu ya da onun ℱ𝑓 Fourier dönüşümü reel doğru üzerinde kare integrallenebilirse, o zaman diğeri ve
	Örnek 2.5.6.2.
	Teorem 2.5.6.1’ in Kanıtı. 𝑓 integrallenebilen bir fonksiyon olsun ve 𝑓 ya da ℱ𝑓 nin kare integrallenebilir olduğunu varsayalım. O halde
	2.5.7. İki Boyutlu Düzlemde Kıvrım
	2.5.8. Kıvrım, 𝓑, 𝓡 ve 𝜹
	Önerme 2.5.8.1. Uygun 𝑔,𝑡,  𝜃. ve 𝑓,𝑥,  𝑦. fonksiyonları ve keyfi 𝑋 ve 𝑌 reel sayıları için
	Sonuç 6.8.2. Uygun bir 𝑓 azaltma katsayısı fonksiyonu için
	Şekil 2.5, bir azaltma katsayısı fonksiyonunun Radon dönüşümünün geri projeksiyonunu içeren birkaç eşleşmesi için enine kesitleri göstermektedir.
	2.5.9.  Düşük Geçişli Filtre
	Tanım 2.5.9.1. Bazı sonlu aralıklarda sıfırdan farklı ve bu aralık dışında sıfır olan Fourier dönüşümüne sahip bir 𝜙 fonksiyonu, sınırlı bant fonksiyonu olarak adlandırılır.
	Örnek 2.5.9.2. Düşük Geçişli Filtreler. Medikal görüntülemede en yaygın olarak kullanılan düşük geçişli filtrelerin grafikleri Şekil 2.6’ da gösterilmiştir.

	3. SONUÇ
	Bu tez çalışmasında,  ilk olarak X-ray ışını hakkında temel bilgiler verilip Beer yasası ile ilişkisi matematiksel olarak ifade edilmiştir. Daha sonra Radon dönüşümünün tanımına ve temel özellikleri verilmiştir. Daha sonra görüntüyü yeniden oluşturmad...
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