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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan baz1 simgeler, a¢iklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

(X,d) Metrik uzay

(X,U) Diizgiin uzay

° Kiimeler iizerindeki bileske islemi

U[X] X noktasinin diizgiin komsulugu

N, X noktasinin komsuluklar ailesi

U[A] A kiimesinin diizgiin komsulugu

A XxX in kosegeni

Oo(x,T) X noktasinda T doniislimiiniin yoriingesi
B Bir diizgiin yapiya karsilik gelen taban
P Bir diizgiin yap1 iireten yar1 metrikler ailesi
2% X in P * simrh alt kiimelerinin ailesi

o Metrik uzayda metrikimsi fonksiyon

J, Diizgiin uzayda metrikimsi fonksiyon

T Topoloji



1.GIRiS

X bostan farkli bir kiime ve 7', X kiimesinden kendisi lizerine tanimli bir donilisiim
olsun. 7x =x olacak sekildeki bir x € X noktasina 7 doniisiimiiniin sabit noktas:
denir. Bir x € X i¢in 7(x) = X bir kiime olursa yani, 7 bir ¢ogul degerli doniisiim
ise o zaman xeTx olacak sekildeki bir xe X noktasina 7 c¢ogul degerli
dontistimiiniin bir sabit noktasi adi1 verilir. Sabit nokta teorisindeki ¢aligmalar iki ana
dalda gelismektedir. Birincisi, normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri
tizerinde tanimli siirekli doniisiimler i¢in sabit nokta teori, digeri ise, tam metrik
uzaylar iizerinde tanimli biizilme ve biiziilme tipli doniisiimler i¢in sabit nokta
teoridir. Metrik uzaylarda tanimli dontistimlerin bir sabit noktasinin varlig1 ve tekligi

lizerine ¢alismalardan en basit ve en 6nemlisi “Banach Biiziilme Prensibi” dir.

(M,d) bir metrik uzay ve T:M — M herhangi bir doniisiim olsun. Her x,y e M

i¢in

d(Tx,Ty)< Ad(x,y)

kosulunu saglayan 0 <A <1 olacak sekilde A reel sayis1 varsa T doniisiimiine bir

biiziilme déniistimii denir.

Metrik uzaylardaki sabit nokta teorisinin baslangici Banach biiziilme doniigiim
prensibi ile iligkilendirilir [1]. Bir tam metrik uzaydan kendisine tanimli herhangi bir
T biiziilme doniistimii bir tek x sabit noktasina sahiptir. x, € DomT ise o zaman

X, =Txy, %, =Tx, =T*xy,..sx,,, =Tx, =T""'x,,...

dizisi x, noktasinda 7' nin bir iterasyon dizisidir. Bu {T"x,} iterasyon dizisi x sabit

noktasina yakinsar. Bu iterasyon dizisine Picard iterasyon dizisi denir [2].



Sabit nokta teorinin lineer normlu uzaylarda tanimh siirekli doniisiimlerin sabit nokta
teorisine ayrilan kisminin temel sonucu, Brouwer tarafindan asagidaki sekilde

ispatlanmustir [3].

“n- boyutlu uzaylarda bir konveks ve kompakt alt kiimesinden kendisine tanimli her

bir siirekli doniisiim en az bir sabit noktaya sahiptir”.

Matematik ve diger bilimlerde ¢alisilan problemlerin ¢ogu o kadar karmasiktir ki
bunlarin ¢ogu yalnizca klasik Banach biiziilme prensibi kullanilarak ¢6ziilemedi. Bu
nedenle daha genel olan sabit nokta teoremlerine ihtiya¢ duyuldu. Ciric, genellesmis
biiziilmeler ve sabit nokta teoremleri iizerine bir caligsma, Chatterjea, bir sabit
noktanin varliginin uygulamasi iizerine bir ¢aligma ve de daha bir ¢ok bilim adami
sabit nokta teoremleri ve uygulamalar iizerine ¢aligmalar yapmigslardir. Bunlar i¢in

su kaynaklara bakilabilir [4-7].

Cogul degerli doniistimler i¢in sabit nokta teori ¢alismalart Brouwer ve Banach sabit
nokta teoremlerinin Nadler tarafindan ¢ogul degerli doniisiimlere genisletilmesi ile
baslamistir [8]. Bu calisma esas alinarak bir ¢ok arastirmaci c¢ogul degerli
doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri vermislerdir. Bunlardan bazilar1 i¢in su

kaynaklara bakilabilir [9-12].

Metrik ve lineer normlu uzaylar iizerinde sabit nokta teorisindeki ¢aligmalar
ilerledik¢ce bagka problemler ortaya c¢ikmistir. Bu problemlerden birisi, topolojik
uzaylarda siireklilik ve yakinsakligin en genel halde verilebilmesi asamasinda
diizgiin sitireklilik ” ve “ diizglin yakinsaklik ” kavramlarinin genellestirilememesidir.
Ciinkii bu kavramlar uzayin farkli noktalarindaki komsuluklarin biiytikliiklerine gore

karsilagtirilabilir olmasin1 gerektirir. Bilindigi gibi metrik uzaylarda bu yapilabilir.

Gergekten bir metrik uzayda farkli noktalarin ¢ - komsuluklar1 ayn1 € > 0 sayisi igin
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esit biiyiiklikkte ” kabul edilebilir. Oysa genel topolojik uzaylarda bu miimkiin
degildir. Boylelikle yeni bir yap1 olan diizglin uzayda, bir topolojinin sagladigindan

daha fazla 6zellige ihtiya¢ duyulacak gibi goziikiiyor. Bu yeni yapi, metrikten daha



zayif 6zellikli bir yapi ile olusturulabilir [13-14]. Diizgiin yapa ile ilgili ilk ¢calismalari
Weil yapmistir [15]. Daha sonra Davis topolojik uzaylar iizerinde tanimlanabilen ve
belirli kosullar1 saglayan indekslenmis komsuluklar ailesi ile tanimlanan diizgiin
yapilar arasindaki iliskileri arastirmistir [16]. Bu c¢aligmalarin temel teskil etmis
olanlarindan birisi Acharya tarafindan yapilmustir [17]. Daha bagka Ganguly, Mishra,
Singh, Tiirkoglu, Ozer, Fisher ve diger arastirmacilar da diizgiin uzaylar iizerinde
tanimlanan tek ve c¢ogul degerli doniisiimlerin sabit noktalarinin varligi ve bu

noktalarin tekligi ile ilgili caligmalar yapilmiglardir [18-21].



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Diizgiin Uzay ile ilgili Tammlar ve Teoremler

Bu boliimde bostan farkli bir kiime iizerinde tanimlanabilen diizgiin yap: ile ilgili

bilgiler verilecektir.

2.1. Tanim

X # < herhangi bir kiime olmak iizere X x X in

A={(x,x):xe X} (2.1

alt kiimesine X in kdosegeni denir.

Ac X x X bir alt kime olsun.

A" ={(x,p):(n,x) € 4}

olmak iizere A= A" ise bu A kiimesine simetrik kiime denir.

A ve B kimeleri X x X 1in alt kiimeleri iseler

AoB={(x,y):(x,z) € B,(z,y) € A olacak sekilde z € X var}

seklinde tanimlanir [13].

2.2. Tamim

U, X xX in alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere



a)UeU=AcCU
byU,U,eU=UnNU,eU
c) UeU=VolV cU olacak sekilde V' € U var

d) UeU=V"cU olacak sekilde V € U var
e)UeUUclV=Vel

kosullarini saglarsa bu aileye X kiimesi tlizerinde bir diizgiin yap: ve bu ailenin
elemanlarina da gevreler adi verilir. X kiimesi bdyle bir yapiya sahip oldugunda
(X, V) ikilisine diizgiin uzay denir [13].

2.3. Tanim

(X, U) bir diizgiin uzay olsun. Eger

N{U:UeU}=A

ise (X, U) uzayimna Hausdorff ( separated ) diizgiin uzay denir [13].

2.4. Tanmim

(X, U) bir diizgiin uzay ve V < U alt aile olsun. Eger her U € U i¢in V' c U olacak

sekilde bir V' €V varsabu V alt ailesine U diizgiin yapist i¢in bir taban denir.

Bu tanima gore bir V ailesi U diizgiin yapisi i¢in bir taban ise, U ailesi V ailesinin

elemanlarina onlar i¢eren tiim kiimeler katilarak elde edilir.

X bostan farkli bir kiime ve V ailesi X x.X in alt kiimelerinin bir ailesi olmak

luzere

a)VeV=>AcCl



b) V,V,eV =V, cV,nNV, olacak sekilde V; €V var,
c)VeV=WoW cV olacak sekilde IW €V var,
d) VeV =W"cV olacak sekilde bir W €V var

kosullarini saglarsa bu V ailesi, X iizerindeki bir diizglin yapinin taban1 olur [13].

2.5. Tanim

(X,U) bir diizgiin uzay ve Sc U olsun. Eger S nin elemanlarinin biitiin sonlu

arakesitlerinin ailesi U diizgilin yapist1 i¢in bir taban olusturuyorsa bu S alt ailesine

U diizgiin yapist i¢in bir alt taban adi verilir.

U, X kiimesi iizerinde bir diizgiin yap1 ise her U € U i¢in U™ € U dur.

(X, U) bir diizgiin uzay ise her xe X ve U € U igin

Ulx]={yre X:(x,y)eU}

seklinde tanimlanan kiimeye x in diizgiin komsulugu denir [13].

2.1. Teorem

(X, U) bir diizgiin uzay ve her x € X i¢in

N ={U[x]:UeU}

olsun. N _, komsuluklar aksiyomlarimi saglar. Bu durumda X kiimesi iizerinde dyle

bir 7 topolojisi vardir ki, bu topolojiye gore x € X noktasinin komsuluklar ailesi

N . dir [13].



(X,U) bir diizgiin uzay olsun. Yukaridaki bigimde olusturulan 7 topolojisine U
diizgiin yapist ile iiretilen diizgiin uzay topolojisi veya kisaca diizgiin topoloji denir
[13].

2.6. Tamim

(X, U) bir diizgiin uzay ve 4 < X olsun. Her U € U i¢in

Ul4]=|JUlx]={ye X :3xe 4> (x,y) €U}

xeA
seklinde tanimlanan kiimeye A4 kiimesinin diizgiin komsulugu denir.

(X,U) bir diizglin uzay ve 4 X olsun. 4 kiimesinin diizgiin topolojiye gore

kapanist A , A kiimesinin diizgiin komsuluklarinin arakesitine esittir, yani;
A=N{U[4]:U e U}

dir [13].

2.7. Tanim

(X,D) ve (Y,E) diizgiin uzaylar ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her bir
E€E i¢in (x,y)eD iken (f(x),f(y))eE olacak sekilde bir DeD wvarsa f

fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir.

f ve f~ diizgiin siirekli ise f fonksiyonuna bir diizgiin izomorfizm denir.



(X,U) bir diizglin uzay ve (x,),.., X i¢inde bir ag olsun. Her bir Ue U ve
A, A 24, ¢in (x,,x, )eU olacak sekilde 4 eA var ise (x,),,, agma U-

Cauchy ( veya sadece Cauchy ) agi denir [13].
2.8. Tanim

Bir (X,U) diizgiin uzay: icindeki her Cauchy ag1 yakinsak ise (X,U) diizgiin

uzayina tam diizgiin uzay denir [13].

(X,U) bir diizgiin uzay ve I bu diizgiin uzay i¢inde bir siizge¢ olsun. Her U

~

cevresi i¢in F'x FF c U olacak sekilde FFe3J varsa 3 slizgecine Cauchy siizgeci

denir [14].
2.2. Teorem

Bir (X,U) diizglin uzayinin tam olmasi icin gerekli ve yeterli kosul (X, U) diizgiin

uzayindaki her Cauchy siizgecinin yakinsak olmasidir [14].
2.2. Yar1 Metrikler ile Diizgiin Yap1 Arasindaki iliski

Buraya kadar yapilan tanimlar, bazi 6nerme ve teoremler bos kiimeden farkli
herhangi bir kiime iizerinde tanimlanan diizgiin yap1 ile ilgili temel kavramlar idi. Bu
sekilde kurulan diizgiin uzay yapisi ile bostan farkli bir kiime tizerinde taniml1 yar1
metrikler ailesi ile tanimlanan diizgiin uzay yapist arasinda bire bir bir karsilik gelme

vardir [22, sayfa 188, teorem 15]. Bu karsilik gelmeyi verelim.

X bos olmayan bir kiime ve @, X iizerindeki yar1 metriklerin bir ailesi olsun. X

tizerindeki herhangi bir p yar1 metrigi ve herhangi bir pozitif » sayisi i¢in

V(p,r) :{(x,y):x,yeX,p(x,y)<r}



olsun. Bu durumda p, € ¢ ve r, >0 olmak lizere X x X in

formundaki alt kiimelerinin ailesi V ile gosterilsin. V', X iizerindeki bir U diizgiin

yapist i¢in bir taban tegkil eder.

X bostan farkli bir kiime ve V., X x X in

i) A, (2.1)deki gibi tanimli olmak iizere her V' eV i¢cin AcC V',
ii)her VeV icin V=V",
iii Yher V,,V, eV i¢in V,NV, eV

kosullarini saglayan bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Bu sekildeki V ailesi X iizerindeki bir diizglin yap1 icin taban olma sartlarinin

hepsini saglamaz. Tim pozitif reel sayilarin kiimesini [J , ile gosterelim. f

+

dontlistimii

[0, xVo>V, f(a,V)y=aV

seklinde tanimli olsun. Burada oV, V' nin « ile skaler ¢carpimidir. Bu ¢arpma

a,fell, velV eV igin

v) LV =V

v) a(BV)=(ap)V,
vi)a< pfise al c pVv,
vii ) aV o BV c(a+ p)V,
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viii ) x,ye X ve V eV ise (x,y) e AV olacak sekilde bir 4 >0 var

aksiyomlarini saglar.

3 ile (i)-(iii) ozelliklerini saglayan ve bir skalerle ¢arpmanin (iv)-(viii) aksiyomlarini

saglayan tiim V ailelerinin sinifi gdsterilsin.
2.3. Teorem

3 igindeki her bir V ailesi i¢in X lizerindeki bir U diizgiin yapis1 vardir, dyle ki V,

U i¢in bir tabandir; her bir V' € V i¢in

V

(py.r)

crVc¥l

(py.p)

(O<r<p)

olacak sekilde X iizerinde bir p, yar1 metrigi vardir ve de
{py :VeV;
ailesi U diizgiin yapisini iiretir [23].

Ispat

1) VeV olsun. 0<a<% olmak tlizere U =aV alalim. O zaman (vi) ve (vii)
kosullart ve 2« <1 oldugundan

UoU=aVoaV cQa)V cV (2.2)

elde edilir. (7)-(iii) ve Es. 2.2 kosullarin1 saglayan V ailesi X iizerindeki U diizgiin

yapisi i¢in taban olacagindan ispat tamamlanir.
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I1') VeV olsun ve x,y e X elemanlarin1 alalim. (viii) kosuluna gore (x,y)e AV

olacak sekilde A4 >0 sayis1 vardir.
Ay =A:A>0,(x,y) e AV}
olsun ve
py=inf{l:1e 4

(x,y)}

seklinde tanimlansin. p, nin tamimlanigindan dolayr p,(x,y)>0 olur. V' simetrik

oldugundan

A

()

A

(v.x)

ve boylece

Py (%, )= p,(y,x)

elde edilir. Her A >0 i¢in (x,x) € AV oldugundan

Ay ={A:4>0,(x,x) € AV}

olup infimum tanimindan

p,,(x,x) =0

bulunur. x, y,z, Xicinde keyfi elemanlar olsun ve

pV(va)=r1 > pV(Zay):rz (23)
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diyelim. ¢ >0 keyfi sayist i¢in infimum tanimindan

(x,2)e(r+e)V ve (z,y)e(m+e)lV

olur. Buda

(x,y)e(r+elWo(r,+e)V c(n+r+2e)V

olmasimni gerektirir. Bdylece

ntnt2eed,

elde edilir. O zaman

py(x, )<k +rn+2¢

olup Es. 2.3 ve ¢ >0 keyfi secildiginden

pV(x:y) SnK+n :pV(va)+pV(Z:y)

bulunur. Boylelikle p, , X iizerinde bir yar1 metrik olur.

rve p,r <p olacak sekilde herhangi iki pozitif sayilar olsun. (x,y)eV,, . ise
py(x,y)<r vebuda (x,y)erV olmasm verir. Buradan
Vi =TV 2.4)

olur. (x,y)erV ise p,(x,y)<r<p olur ki, bu da (x,y) eV, olmasini verir.

Dy »P)

Buradan
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rvcv

(py.p)

(2.5)

olur. Es. 2.4 ve Es. 2.5 ifadelerinden

V.

(pysr)

crVclh

(py.p)

elde edilir.

1IT') U,, Xzerindeki
{py :VeV;

yart metrikler ailesi ile tretilen diizgiin yap1 olsun. U e U ise V, U igin taban

oldugundan V' c U olacak sekilde bir VeV vardir. Ayrica V, ;) ¥ oldugundan

V.

.y €U ve U e U olur. Boylece U U, bulunur.

Uel, ise W cU olacak sekildeki V; eV i¢in

formunda bir W kiimesi vardir. «, 0<a <1 kosulunu saglayan bir pozitif sayi

olsun. Bu durumda

Wy =( \(an),

i=1

elemant V ye ait olur. (ar)V, <V, . olacagindan W, cW cU elde edilir ve bu

7

U € U ve de dolayist ile U; = U olmasini verir. Béylece U = U, oldugu goriiliir.
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2.4. Teorem

Eger U, bostan farkli bir X kiimesi iizerinde bir diizgiin yap1 ise o zaman U

diizgiin yapisini iireten bir V' ailesi vardir ve U = U, dir.
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3. METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

3.1. Metrik Uzayda Yoriinge Kavram

Bu kisimda bir metrik uzayda yoriinge, yoriingesel siireklilik ve yoriingesel tamlilik

kavramlar1 ve bu kavramlarin baz1 6rnekleri verilecektir.

3.1. Tanim

(X,d) bir metrik uzay ve 7 : X — X bir doniisiim olsun. Her x € X i¢in

O(x,T)=4{x,Tx,...,T"x,...}

dizisinin her {y,} Cauchy alt dizisi X i¢inde bir x, noktasina yakinsak ise o zaman

(X,d) metrik uzayina 7- yoriingesel ( orbital ) tam uzay denir [24].

Gortildiigl gibi yoriingesel tam kavrami 7' doniisiimiiniin se¢imine baghdir. Diger

yandan her tam metrik uzay herhangi bir 7 i¢in 7- yoriingesel tamdir.

Bir yoriingesel tam uzay, tam uzay olmayabilir. Bu durumlar i¢in 6rnekler verelim.

(X,d) bir metrik uzay ve id_, X lizerindeki 6zdeslik doniisiimii olsun. O zaman tiim

x€ X lerigin

O(x,id,) =1{x,x,...}

olur. (X,d) metrik uzay1 id - yoriingesel tamdir [26].
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3.1. Ornek

[J reel sayilar kiimesi, (UJ,d) alisilmis metrik uzay ve X =[] rasyonel sayilar

kiimesi lizerindeki metrik, reel sayilar kiimesinden indirgenen alisilmis metrik olsun.

.. 1 .
T:X — X doniistimii her x € X i¢in 7T(x) = Ex seklinde tanimlansin. O zaman

11
O(x,T) = {x,=X,~ X, ..
(6 T) =62 X7 X

olur. O(x,T) sifira yakinsak oldugundan bu dizinin her Cauchy alt dizisi de sifira
. 1
yakinsar. Boylece (X,d) metrik uzayr T (x)=§x doniigiimiine gore yoriingesel

tamdir [26].
3.2. Ornek

X =0 iizerindeki metrik 3.1. Ornegindeki metrik gibi tanimlansm. Her x e[l igin

T:X — X doniisiimii n e[l olmak iizere T(x) = (1 +ljx olsun. Bu durumda
n

bulunur. Buradan O(x,T) bir Cauchy dizisidir ve ex sayisina yakinsar. ex ¢![]

oldugundan (U ,d ) metrik uzay1 7- yoriingesel tam degildir [26].
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3.2. Tanim

(X,d) bir metrik uzay ve 7:X — X bir donilisim olsun. Her xe€ X i¢in z

noktasina yakinsayan
O(x,T)={x,Tx,T’x,..}

dizisinin herhangi bir {y, } alt dizisi i¢in {T(y,)} dizisi de 7(z) noktasina yakinsak

ise o zaman 7'ye z € X noktasinda yoriingesel siirekli denir.

Eger T donilisimii X uzaymnin her noktasinda yoriingesel siirekli ise o zaman T

doniisiimiine X uzayt tizerinde yéoriingesel siirekli denir [24].

Bir metrik uzay lizerindeki siirekli fonksiyon, yoriingesel siireklidir. Ancak tersi

dogru degildir.
3.3. Ornek

(U, d) alhisilmis metrik uzay ve o :[J — {0,1} doniisiimii

I, xell ise
o(x)= .
0, xe¢l 1se

seklinde tanimlansin. & doniistimii alisilmis metrige gore [ igindeki herhangi bir

noktada siirekli degildir. Ancak herhangi bir x igin
O(x,0) ={x,0(x),1,1,1,...}

olur ki, & doniisiimii her x €[] noktasinda yoriingesel siireklidir [27].
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3.2. Metrik Uzayda Tek Degerli Doniisiim icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda bir 7-yoriingesel tam metrik uzay iizerinde tanimli yoriingesel siirekli
doniigiimiin sabit noktasinin belirlenmesi i¢in daha onceden verilen iki teoremden
hareketle yeni bir teorem ifade ve ispat edilecektir.

Tripathi ve Yadav (1990) asagidaki teoremi ispatlamistir [25].

“(X,d) bir metrik uzay, 7: X — X bir yoriingesel stirekli doniistim ve X uzay1 7-
yoriingesel tam olsun. Eger 7' doniisimii a,b,c sayilart 0 <a+b<1,c>0 olacak

sekildeki reel sayilar olmak {izere tiim x,y € X ler i¢in

[d(Tx,Ty)] <ad(x,y)d(y,Ty)d(y,T*x)+bd (x,Tx)d(Tx,Ty)d (Tx,T*x)
+cd(x,Ty)d(y, Tx)d(Ty,T"x)

esitsizligini saglarsa o zaman 7 doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir ve 0<c <1 ise

de bu sabit nokta tektir”.

Bu teoremi Tiirkoglu, Ozer ve Fisher asagidaki gibi genellestirilmistir [26].

“(X,d) bir metrik uzay, 7:X — X bir doniisim ve X uzay1 7- yoriingesel tam

olsun. Eger 7' doniistimii 0 <a <1 ve ¢ 20 olmak iizere tiim x,y € X ler i¢in

[d(Tx,Ty)]’ <max{ad(x,y)d(y,Ty)d(y,T*x),ad(x,Tx)d(Tx,Ty)d (Tx,T’x),
cd(x,Ty)d(y, Tx)d(Ty,T’x)}

esitsizligini saglarsa o zaman 7 doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir ve 0<c <1 ise

de bu sabit nokta tektir”.

Bu kesimden itibaren yapilan ¢aligmalar tezin orijinal kismin1 olugturmaktadir.
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Bu iki teorem goz Oniine alinarak ve kapali baginti da tanimlanarak, metrik uzay

izerinde verilen bu tlirdeki tiim teoremlerin genellestirmesi veriliyor.

Kapali (implicit) bagint1 tanimini ve 6rneklerini verelim.

3.3. Tanim ( Kapal1 (implicit) Baginti)

F , asagidaki kosullari saglayan F:[J'° —[] seklinde tanimli tiim reel degerli

stirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin:

F1) F fonksiyonu t,,t,,...,t,, degiskenlerinde artmayan,

F> ) her u,v>0 i¢cin F(u,v,u,u,v,u,u,u+v,0,0)<0 iken u <hv olacak sekilde

h € (0,1) vardr,

Foy)her u>0 igin F(u,0,u,0,0,u,0,u,0,u) <0 iken u =0 dir,

F3) Yu>0 i¢in F(u,u,0,u,0,u,0,u,u,u)>0 dir.

3.4. Ornek

a€(0,1),c>0 ve 0<c<1 olmak iizere

F(t),ty,..t) =1 —max{at,t,t,, att t,, ctitot,}

olsun. F fonksiyonunun F ailesine ait oldugunu gorelim. Bunun i¢in gerekli

kosullar1 saglatalim.
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F ) F fonksiyonu maksimum tanimindan ¢ degiskeni hari¢ her bir degiskende

artmayandir.

an)u>0 ve

3 2 2
Fu,v,u,u,v,u,u,u+v,0,0)=u" —max{avu”,avu”,0} <0

olsun. u>v ise o zaman u’ <au’ <u’ olur ki, bu durum bir celiski olusturur.

Boylece u <v ve u<av=hv,h=ae(0,1)olur.

sz)uZO Ve

F(u,0,u,0,0,1,0,u,0,u) =u" —max{0,0,0} <0

olsun. Buradan hemen u =0 oldugu goriiliir.

F3) Yu>0 i¢in

F(u,u,0,u,0,u,0,u,u,u)= u’ —max{0,0,c:f} =u'—cu’ = (l—c)u3 >0

bulunur.

3.5. Ornek

a,bell” ve cell",0<a+b<l ve 0<c<1 olacak sekildeki reel sayilar olmak

luzere

F(t,t,,.0t,) =1 —atytt, —btitt, —ctitt,,
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olsun. F fonksiyonunun F ailesine ait oldugunu gorelim.

F) F fonksiyonu ¢, degiskeni hari¢ her bir degiskende artmayandir.

an) u>0 ve

3 2 2
Fu,v,u,u,v,u,u,u+v,0,0)=u"—avu™ —bvu~ <0

olsun. u>v ise o zaman u’ <(a+b)u’ <u’ ¢eliskisi olusur. Bdylelikle u<v ve

u<(a+byv=hv,h=a+be(0,1) bulunur.

sz)uZO Ve

F(u,O,u,O,O,u,O,u,O,u):u3 <0

olsun. Bu durum u =0 olmasin1 gerektirir.

F3)Vu>0 ve

F(u,u,0,u,0,u,0,u,u,u)=u"—cu’ =(1—c)u’ >0

olur.

Yukarida bahsettigimiz genellestirme teoremini ifade ve ispat edelim.

3.1. Teorem

(X,d) bir metrik uzay, 7:X — X bir doniisiim ve X, 7- yoriingesel tam olsun.

Eger x,ye X ,F €F i¢in



22

F(d(Tx,Ty),d(x,),d(y,Ty),d (y,T*x),d (x,Tx),d(Tx,Ty),d (Tx,T"x),
d(x,Ty),d(y,Tx),d(Ty,T°x)) < 0

(3.1)
esitsizligi saglanirsa 7 doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat

x,, X i¢inde keyfi bir nokta olsun. Bu durumda n=1,2,3,... icin T(X)c X

olacagindan x, =Tx, , dizisi tanimlanabilir. Bir » i¢in x, = x

n+l

ise 0 zaman x,, T

doniistimiiniin bir sabit noktasi olur ki, ispat tamamlanur.

n=0,1,2,... i¢in x,#x, oldugunu kabul edelim. Bu durumda Es. 3.1

esitsizliginden

F(d(Txn—l s Txn )’ d(xn—l 9 xn )’ d(xn 9 xn+1 )’ d('xn ’ xn+1 )’ d(‘xn—l s xn )’ d('xn s xn+1 )’
d(xn 4 xn+l )’ d('xn—l > xn+l )’ d(xn b xn )’ d(xn+l H xn+l )) S 0

Ve

F(d(xn > xn+1 )’ d(xn—] H xn )7 d(xn > xn+] )? d('xn s xn+l )’ d(xn—l > xn )’ d(xn H xn+l )’
d(x,,x,)d(x, ,x)+d(x,x,.,),00)<0

olur. F», kosuluna gore n=0,1,2,... i¢in

d(‘xn s ‘xn+1) S hd(xnfl 2 x"l )

elde edilir. Bu sekilde islemlere devam edildiginde

d(xn > xn+l) S hnd(xO’ xl)
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oldugu goriiliir. A <1 oldugundan {x, } dizisi bir Cauchy dizisidir. O halde X, 7-

yoriingesel tam oldugundan X iginde bir z limitine sahiptir. Yine Es. 3.1 esitsizligi
kullanilirsa
F(d(Tx

TZ)’ d(‘x Z)’ d(Zﬂ TZ)’ d(23 xn+2 )7 d(‘xn b xn+1 )7 d(xn+1 b TZ)’ d(‘xn+1 b xn+2 )9

d(x,,1z),d(z,x,,,),d(1z,x,,,)) <0

nd nd

elde edilir. » — oo i¢in limit alinirsa F nin siirekliliginden

F(d(z,712),0,d(z,12),0,0,d(z,712),0,d(z,12),0,d (1z,z)) < 0

olur ve F, kosulundan d(z,7z) =0 ve boylece de z =7z bulunur. Sabit noktanin

varlig1 gosterilmis oldu.

Bu sabit noktanin tekligini gorelim. Bunun i¢in w, 7 doniisiimiiniin z den farkh

ikinci bir sabit noktast olsun. Bu durumda Es. 3.1 esitsizligi kullanilirsa

F(d(Tz,Tw),d(z,w),d(w,Tw),d(w,Tz),d(z,Tz),d(Tz, Tw),d(Tz, Tz),
d(z,Tw),d(w,Tz),d(Tw,Tz)) < 0

ve

F(d(z,w),d(z,w),0,d(w,z),0,d(z,w),0,d(z, w),d(w,z),d(w,z)) <0

olur ki, bu da F3 kosuluna goére 0<d(z,w)<0 ve bdylece de z=w olmasim

gerektirir. Sonug¢ olarak sabit noktanin tekligi de gosterildi. O halde ispat

tamamlanmis olur.
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Bu teoremden anliyoruz ki, Tripathi ve Yadav 1n ispatladigi teoremdeki yoriingesel
stireklilik veya herhangi bir siireklilik bu teoremde gerekli degildir. Bu duruma

dayanarak iki temel sonug verilebilir.

3.1. Sonu¢ Teoremi

(X,d) bir metrik uzay, 7:X — X bir doniisim ve X uzayr 7- yoriingesel tam

olsun. Eger 7 doniistimii 0 <a <1 ve ¢ 20 olmak iizere tim x,y € X ler i¢in

[d(Tx,Ty)] <max{ad(x,y)d(y,Ty)d(y,T*x),ad(x,Tx)d(Tx,Ty)d (Tx,T*x),
cd (x,Ty)d(y,Tx)d(Ty,T*x)}

esitsizligini saglarsa o zaman 7" doniisiimii sabit noktaya sahiptir ve 0 <c <1 ise de

bu sabit nokta bir tektir [26].

fspat

Teorem 3.1 de F doniisiimii Ornek 3.4 deki gibi aliirsa

F(d(Tx,Ty),d(x,y),d(y,Tv),d(y,T*x),d (x,Tx),d(Tx,Ty),d (Tx, T x)
d(x,Ty),d(y,Tx),d(Ty,T"x))
=[d(Tx,Ty)] —max{ad(x, y)d(y,Tv)d(y,T’x),ad(x,Tx)d (Tx,Ty)d(Tx,T"x),
cd(x, Ty)d(y,Tx)d(Ty,T*x)} <0

elde edilir. Bundan sonraki islemler aynen Teorem 3.1 deki gibi benzer yolla yapilip

ispat tamamlanabilir.
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3.2. Sonug¢ Teoremi

(X,d) bir metrik uzay, 7:X — X bir donilisim ve X uzayr 7- yoriingesel tam
olsun. Eger T doniisiimii a,b,c sayilart 0<a+b<1,c>0 olacak sekildeki reel

sayilar olmak tizere her x,y € X igin

[d(Tx,TY)] < ad(x,y)d(y,Ty)d(y,T*x)+bd (x,Tx)d(Tx,Ty)d (Tx,T*x)
+cd(x,Ty)d (v, Tx)d(Ty,T’x)

esitsizligini saglarsa o zaman 7 doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir ve 0 <c <1 ise

de bu sabit nokta tektir.

jspat

Teorem 3.1 de F doniisiimii Ornek 3.5 deki gibi aliirsa

F(d(Tx,Ty),d(x,),d(y,Ty),d(y,T*x),d(x,Tx),d(Tx,Ty),d (Tx,T’x)
d(x,Ty),d(y,Tx),d(Ty,T"x))
=[d(Tx,Ty)] —ad(x, y)d(y,Ty)d(y,T*x)—bd (x, Tx)d (Tx, Ty)d (Tx, T*x)
—cd(x,Ty)d(y,Tx)d(Ty,T*x) < 0

elde edilir. Bundan sonraki islemler aynen Teorem 3.1 deki gibi benzer yolla yapilip

ispat tamamlanir.
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4. DUZGUN UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Diizglin uzaydaki ¢ogul degerli dontisiimlerden 6nce metrik uzaylardaki ¢ogul
degerli doniistimlerin siirekliligi, kiimeler dizisinin yakinsakligi tanimlar1 asagidaki

gibi verilmistir [24-25,29].

(X,d) bir metrik uzay ve B(X) ailesi X in biitlin bostan farkli smirli alt

kiimelerinden olugsun. 4, B € B(X) i¢in 6(4, B) fonksiyonu

0(A4,B)=sup{d(a,b):ae A,be B}

seklinde tanimlansin. Eger A4 kiimesi bir tek a noktasindan olusuyorsa o zaman

5(A,B)=5(a,B)

ve eger ayn1 zamanda B kiimesi de bir tek » noktasindan olusuyorsa o zaman da

5(4,B) = 5(a,b) = d(a,b)

seklinde yazilir. o fonksiyonu tanimindan tiim A4, B ve C € B(X) kiimeleri i¢in

5(A4,B)=35(B,A)>0

\%

5(4,B) < 5(4,C)+5(C, B)

oldugu kolaylikla goriiliir.

{4,:n=12,...}, Xin bostan farkli alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Eger
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i) her bir a € A ve her ni¢in a, — a olacak sekilde bir {a,} < A4, dizisi var,

ii)her £>0 ve n> N igin

4, =JixreXx: d(x,a)<e}

acA

olmak tizere A < A, olacak sekilde bir N tamsayis1 var

kosullar1 saglanirsa {4, } dizisi 4 X alt kiimesine yakinsar denir. Bu durumda 4
kiimesine {4, } dizisinin /imiti denir [29].

4.1. Yar1 Metrikler Ailesi ile Diizgiin Yap1 Kurma

Bir diizgiin uzay iizerindeki diizgiin yapinin, yar1 metrikler ailesi ile belirlenen
diizgiin yapiya karsilik geldigi bir onceki boliimde verilmis idi. Bu durum daha
sonraki kisimlarda kullanilacak sekliyle verilecektir. Ayrica diizgiin uzaydaki ¢ogul
degerli doniisiimlerin siirekliligi, kiimeler dizisinin yakinsakligi, yoriingesel tam ve

stireklilik tanimlar1 verilecektir.

Bir (X,U) diizgilin uzay ve {d, :i €[} yar1 metrikler ailesi i¢in
Vi,r)={(x,y):x,ye X,d,(x,y)<r}

olmak iizere

p=Vir)iel,r>0}

ailesi U diizgiin yapist i¢in bir taban ise {d,:ie/} ailesi U diizgiin yapisina

karsilik gelen birlesen yart metrikler ailesi adin alir.
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Bir (X,U) diizgiin uzaymmn bostan farkli bir alt kiimesi A4 olsun. P" ={d,:iel}

olmak tuzere
P'(A)=sup{d,(x,y):x,y € A,iel}

ifadesi tamimlansin. Bu durumda P*(4) ya A kiimesinin ¢apr denir. Ayrica

P*(A) <o ise A kiimesine P’ - sinirli denir.

2% ={4: A kiimesi X in bostan farkli P - sinirh alt kiimesi}

olmak iizere bostan farkli herhangi iki 4 ve B alt kiimeleri i¢in

d(x,A)=1nf{d (x,a):ac A,ic I}

ve

0.(A,B)=sup{d.(a,b):ac A,be B,icl}

seklinde tanimlansin.

(X, U) bir diizgiin uzay ve U € U keyfi bir ¢evre olsun. Bu durumda 4,8 €2* i¢in
UlA]l={xe X: birye A i¢in (x,y) e U}

ve

U=1{(4,B)e2" x2°: AxBc U} UA

olmak iizere 2" iizerindeki 2" diizgiin yapisi
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2/ ={U:U e U}

tabanu ile tretilir.

Ayni zamanda P" ailesi de 2" {izerinde
Vi(i,r)={(4,B)€2* x2* :5,(4,B)<r} UA
olmak tizere

B = Gr)iel,r>0}

tabani ile U" diizgiin yapisini belirler.

4.1. Tanim

{4}, 2" i¢indeki kiimelerin bir dizisi ve 4= X olsun. Eger

i)herbir a € 4 ve hernigin a, — a olacak sekilde bir {a,} = 4, dizisi var,

ii Yher €>0 ve n> N i¢in

A = UU[x]:{yeX: birxe 4 i¢ind,(x,y)<¢,iel}

xeAd

olmak tizere A4, < A, olacak sekilde bir N tamsayis1 var

kosullar1 saglanirsa o zaman {4} dizisi 4 kiimesine yakinsar denir. Bu durumda 4

kiimesine {4, } dizisinin limiti denir ve
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limA4, =4

n—»

veya

A >4 (n— )

seklinde gosterilir.

F: X — 2" bir gogul degerli doniisiim ve x € X olsun. Eger {x }, X iginde xe X
noktasina yakisayan bir dizi iken {Fx } dizisi de 2% iginde Fxe2* elemanina

yakinsiyorsa F donlisimii x noktasinda siireklidir denir. F, X in her bir x

noktasinda siirekli ise ' doniisiimiine X iizerinde stireklidir denir.

Bir F: X — 2" ¢ogul degerli doniisiimiiniin bir x, € X noktasmndaki yoriingesi

OF,x,)=1{x,:x, e Fx _,,n=12,..}

ile verilen bir {x } dizisidir.

(X,U) diizgiin uzayinda her bir xe X noktasinda F nin bir yoriingesinin
Cauchy dizisi olan her alt dizisi X in bir noktasina yakinsiyorsa (X,U) diizgiin

uzayma F-yoriingesel tam denir.

(X,U) bir diizgiin uzay ve F:X — 2% bir ¢ogul degerli déniisiim olsun. Her bir

xe X icin Fx kiimesi X icinde bir kapali kiime ise F:X —2* cogul degerli

dontisiimiine nokta kapalr déniisiim denir.

Ileride ispatlayacagimiz teoremlerin lokal konveks uzaylar igin bir uygulamasi da

verileceginden lokal konveks uzaylarin yar1 metrikler ailesi ile iligkisini verelim.
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(X,7) bir lokal konveks topolojik uzay ve tizerindeki ¢ topolojisi

Vi,ry={xeX:p(x)<r}

olmak tizere

Va,r):iel,r>0}

ailesi 7 i¢in bir taban olacak sekildeki {p,:iel} yar1 normlar ailesi tarafindan

iiretilsin. Bu durumda P" = {p, :i e I} ailesi de 7 igin bir birlesen aile adin alir.

Her bir i € I ve herx,y € X noktalari i¢in

d,(x,y)=p,(x=y)
seklinde tanimli

d:XxX -

fonksiyonu X iizerinde bir yar1 metrik olur. Béylece P* ={p, :i e I} ailesi X iizerinde
bir U diizgiin yap1 belirler. Bu (X, U) diizglin uzaymin diizgiin topolojisi uzayin r

lokal konveks topolojisi ile ¢akisir [30, sayfa 16-17,48].
X in herhangi bostan farkli 4 ve B alt kiimeleri i¢in

d(x,A)=inf{p(x—a):ac A,iel}
(4.1)
0.(A,B)=sup{p,(a-b):ac A,beB,icl}
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seklinde tanimlanir.
4.2. Diizgiin Uzayda Cogul Degerli Doniisiim Icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda metrik uzayda tanimli nokta kapali doniisiim i¢in bir sabit nokta
teoreminden yararlanarak ilgili kapali bagintiy1 tanimlayip bu bagint1 yardimu ile bir

ana teorem, iki sonug ve de lokal konveks uzaylara bir uygulama verilecektir.

Bir tam metrik uzayda tanimli nokta kapal1 bir déniisiim ile ilgili Ozer ve Tiirkoglu

asagidaki teoremi ispatlamislardir [31].

“(X,d) bir F-yoriingesel tam metrik uzay ve F:X — B(X) donilistimi, r>1
tamsay1 ve a,p,q sayilart 0< p+g¢g<1l,a>0 olacak sekildeki reel sayilar olmak

tizere her x,y e X i¢in

min{S(Fx, Fy) ,8(x, Fx)5(», Fy) ", 8(», Fy) } + amin{d(x, Fy),d(y, Fx)}
<[pd(x,Fx)+qd(x,y)ld(y,Fy)"

esitsizligini saglayan bir siirekli doniisiim olsun. Bu durumda x € Fx olacak sekilde

bir x € X vardir ( burada Fx, Fx in kapanist anlamindadir ). Eger F' nokta kapali

dontisiim ise o zaman x € Fx olup x, F' donilistimiiniin bir sabit noktasidir”.

Bu teorem g6z Oniine alinarak yeni bir teorem ispatlanacak. Bu yeni teorem igin

gerekli olacak kapali bagintiy1 verelim.

4.2. Tanim ( Kapali1 Bagint1 )

® ile asagidaki kosullari saglayan tiim ¢:0° —[ fonksiyonlarmin kiimesini

gosterelim:
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1°) ¢ fonksiyonu t,,t,,t, degiskenlerinde azalmayan ve f,,¢,,¢, degiskenlerinde

azalan,

2°) her u,v>0 i¢in

d(u,v,v,u,v,u,u+v,0)<0

iken u < hv olacak sekilde en az bir 4 € (0,1) vardir.

4.1. Ornek

r>1( negatif olmayan tamsay1), p,qgell ™, a>0, 0< p+q <1 olmak lizere

Pt ty.nty) =min{t] 2" 11} —aminit,, t,} — (ptg +qt,)t,

olsun. ¢ fonksiyonunun @ ailesine ait oldugunu gosterelim.

1°) Minimum tammindan goziikiir.

2°) Her u,v>0 i¢in

d(u,v,v,u,v,u,u+v,0)=min{u", v’ ,u"} —amin{u+v,0} - (pv+gv)u’" <0

ise 0 zaman

minf{u",vu""'} —(p+q)vu’ <0

olur. Bu durumda u >v ise
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uv(1-p-q)<0

elde edilir ki, buda p+¢g >1 ¢eliskisini verir. Boylece u <v ve buradan
u —(p+quv<0

bulunur. Boylelikle u <hv, h= p+q €(0,1) bulunur.

4.1. Teorem

(X,U), P'={d.:iel} ile tammli bir F- y&riingesel tam Hausdorff diizgiin uzay,
(2*,U"uzay1 (X,U) uzaymin hiper uzayr ve F:X —2" seklinde tanimli bir

stirekli doniisiim olsun. Her x,ye X, iel ve ¢ € ® igin

#(8.(Fx, Fy),d.(x,),6,(x, Fx),8,(y, Fy),d,(x, Fx),d,(y, Fy),

_ _ 4.2)
d,(x,Fy),d,(7,Fx)<0

esitsizligi saglanirsa o zaman x € Fx olacak sekilde bir xe X vardir. F bir nokta

kapal1 doniistim ise o zaman x, ' doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.
fspat

x,, X icinde keyfi bir nokta olmak lizere n =1,2,... i¢in

X, € Fxo,x2 € Fxl,...,xn € fxn_],...

seklinde bir {x,} dizisi tanimlayalm. »=0,1,2,... i¢in d,(x,,x,,,)>0 olacak

sekildeki her bir n=0,1,2,... i¢in d,(x,,Fx,) >0 ( aksi durumda pozitif bir tamsay1



35

icin x, efxn olur ki, o zaman ispat bitmis olur ) oldugunu kabul edelim. Es. 4.2

esitsizligini x =x, | ve y =x, i¢in uygulanirsa

1 Fx,),d,(x, . Fx, ).d,(x,,Fx,),
d(x, ,,Fx),d(x, Fx ))<0

#(S,(Fx, . Fx,),d (x, ,x,),5,(x,_,, Fx,_),0,(x

n—1° n—1°

elde edilir. Buradan &, nin tanimi ve 1° 6zelliginden

¢(d1 (xn s xn+1 )7 di (xn—l s xn )9 di (xn—l s xn )3 di (xn > xn+1 )’ di (xn—l 4 xn )9
di (xn H ‘xn+1 )’ di (‘xn—l b xn+1 )’ O) < O

olur. Boylece

¢(dl (‘xn s xn+l )’ di (xn—l b xn )’ di (‘xn—l s xn )’ di ('xn s ‘xn+1 )’ di (‘xn—l s xn )’
di (xn 4 xn+1 )’ di (xn—l 4 xn) + di (xn 4 xn+l )9 O) < 0

esitsizligi ve 2° 6zelligi gdz dniine almirsa n=1,2,... i¢in

di (xn > xn+1 ) S hd; (xn—l > xn )

elde edilir. Boylelikle {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu kolaylikla goriiliir.
(X,U) uzay1 F- yoriingesel tam oldugundan x, — x olacak sekilde bir xe X
noktasi vardir. F siirekli doniigiim oldugundan {Fx } 2" dizisi de 2" igindeki Fx

degerine yakinsar.

Simdi de x e Fx oldugunu gosterelim. W € U keyfi bir ¢evre olsun. Bu durumda

jel,t>0,V(j,t)cW olacak sekilde bir V' (j,t) € f vardir. Verilen bir ¢ >0 sayisi

ve tim n> N, ler i¢in {x, } dizisi yakinsak oldugundan
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£
d,(x,,x)< 5 4.3)

olacak sekilde bir N, pozitif tamsayis1 vardir. Diger yandan F siirekli oldugundan

ayni & sayist ve tim n > N, ler i¢in

Fx, QA% = U U[a]:{yeX:di(a,y)<§,aeFx,ie]}

ackFx

olacak sekilde bir N, pozitif tamsayis bulabiliriz. Ayrica x,,, € Fx, oldugundan

£
(%, <3
olacak sekilde bir y € Fx, vardir ve

veFx, c UU[a]

acFx

olmasi
&
d,(@.y) <%

olacak sekilde bir a € Fx olmasini gerektirir. Boylece tim n > N, ler i¢in

PO £d, (5,00 2d, (3,00) +d () <5+ 5 =25 (4.4)

n+l?>

d,(x

bulunur. N =max{N,,N,} diyelim. Bu durumda Es. 4.3 ve Es. 4.4 denklemlerinden

tim n > N sayilari i¢in
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d;(x,Fx)<d (x,x,,)+d,(x

n+l?

Fx)y<—+—=¢
3

olur. &£>0 saywist keyfi oldugundan d,(x,Fx)=0<¢ elde edilir. Buradan

(x,Fx)eV(j,t)cW olur ve boylelikle xeFx ve F nokta kapali oldugundan

x € Fx = Fx bulunur. Bu da x in F déniisiimiiniin sabit noktast oldugunu verir. Ispat

tamamlanmis olur.

4.1. Sonug Teoremi

(X,U), P ={d :iel} yari metrikler ailesi ile tammli bir F- yoriingesel tam

Hausdorff diizgiin uzay, (2*,U")uzay1 (X,U) uzaymmn hiper uzay1 ve F:X — 2%
seklinde tanimli bir siirekli doniisiim olsun. Her x,ye X', i€/ i¢in r>1 tamsay1

vea, p,q sayilart a >0 ve 0< p+¢g <1 olacak sekildeki reel sayilar olmak tizere

min{8,(Fx, Fy),8,(x, Fx)8,(y, Fy)",8,(», Fy)' } + amin{d,(x, Fy),d,(y, Fx)
< (pd,(x,Fx)+qd,(x,)d,(y, Fy)"

esitsizligi saglanirsa o zaman x € Fx olacak sekilde bir x € X vardir. F bir nokta

kapal1 doniisiim ise o zaman F' doniislimii bir sabit noktaya sahiptir.
fspat

Teorem 4.1 deki ¢ fonksiyonu Ornek 4.1 deki gibi olsun. Bu durumda

#(S,(Fx, Fy),d,(x,y),8,(x, Fx),8,(v, Fy),d,(x, Fx),d,(y, F),
d.(x,Fy),d.(y,Fx))
= min{6,(Fx, Fy),8,(x, FX)8.(y, Fy) ™", 8.(y, Fy) } —amin{d.(x, Fy),d.(y, Fx)}
—(pd.(x, Fx)+qd,(x, »))d,(y,Fy) ™" <0



38

esitsizligi ve Teorem 4.1 deki islemler aynen uygulandiginda ispat kolaylikla

tamamlanir.
4.2. Sonug Teoremi

(X,d) bir F-yoriingesel tam metrik uzay ve F:X — B(X) donlsimi, »>1
tamsay1 ve a,p,q sayiart 0< p+g<1l,a>0 olacak sekildeki reel sayilar olmak

tizere her x,y e X i¢in

min{S(Fx,Fy) ,8(x, Fx)5(»,Fy) ", 8(y,Fy) } + amin{d(x, Fy),d(y, Fx)}
<[pd(x,Fx)+qd(x,y)ld(y,Fy)™

esitsizligini saglayan bir siirekli doniisiim olsun. Bu durumda x e Fx olacak sekilde

bir x € X vardir ( burada Fx, Fx in kapanigt anlamindadir ). Eger F' nokta kapali

doniigiim ise 0 zaman x € Fx olup x, F’ doniislimiiniin bir sabit noktasidir [31].
jspat

Sonu¢ Teoremi 4.1 in 6zel bir sonucu olarak (X,U) diizgiin uzay1 (X,d) metrik

uzayi ile degistirildiginde elde edilir. Ciinkii her bir metrik uzay bir diizgiin uzaydir.

Verilen bu teoremin Tarafdar tarafindan verilen diisiince ile Teorem 4.1 in bir

uygulamasi olarak asagidaki teoremi verebiliriz [32].
4.3. Sonug Teoremi

(X,7) bir F- yoriingesel tam Hausdorff lokal konveks lineer topolojik uzay,

(2*,U") bir diizgiin uzay ve F: X — 2" seklinde tanimli bir doniisiim olsun. d, ve
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o, fonksiyonlar1 Es. 4.1 deki gibi tanimlanmak {izere Teorem 4.1 in kosullari

saglansin. Bu durumda F doniisiimii X i¢inde bir sabit noktaya sahiptir.

4.3. Diizgiin Uzayda Cogul Degerli Doniisiim Cifti icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda dort tane ¢ogul degerli doniisiim igin bir sabit nokta teoremi, teoremin

sonuglar1 ve de lokal konveks uzaylara bir uygulamasi verilecektir.

Kisim 4.1° de tanimlanan bir diizglin uzay ve onun hiper uzay1 tanimi geregi iki
diizgiin uzay igin de benzer diisiince ile hiper uzaylar1 tanimlanabilir. leride teorem

ispatlarinda kullanilacak sekliyle bu tanimlar1 ifade edelim.

(X,U) ve (¥,U,) iki diizgiin uzay olsun.

Vi(i,r)={(x,x"):x,x' € X,d/(x,x') <7}

V,(i,r)={(»,y):y,y €Y, d,(y,y") <r}

olmak lizere

B = G,r)iel,r>0}

B, =,G,r):iel,r>0}

aileleri sirast ile U, ve U, diizgiin yapilar1 i¢in birer taban olustururlar.

2% ={A4: A kiimesi X in bogtan farkli P"- smirh alt kiimesi}

Ve
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2" ={B: B kiimesi Y nin bostan farkli £ - simirli alt kiimesi}

olmak iizere her bir ie I ve 4,4, €2*,B,B, 2" kiimeleri i¢in

S/ (A, A4,)=sup{d (x,x):xe A,x" € A,,iel}

ve

65(B,,B,)=sup{d,(y,y"):ye B,y e€B,,iel}

seklinde tanimlanir.

(X,U) ve (Y,U,) iki dizgin vzay, U, e U ve U, eU, keyfi gevreleri ve de

A,4,€2" ve B,,B, €2 kiimeleri igin

Uy ={(4,4,)e2" x2" : A x4, cUIUA

ve

U,={(B,,B,)e2" x2" : B xB,cU,} UA

olmak iizere 2" iizerindeki 2% diizgiin yapisi ve 2" iizerindeki 2% diizgiin yapisi
20 =4, :U, e U}

ve

2P ={U,:U, e U,}
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tabanlari ile uretilir.

Ayni zamanda P bilesen ailesi 2" {izerine ve P, bilesen ailesi de 2" iizerine

VG r)=1{(4,4)e 2" x2% :5/(4, 4)<r} UA

Ve

V,(i,r)=1{(B,,B,)€2" x2" : 61(B,,B,) <r} UA

olmak tizere

Bl =W,r)iel,r>0

Ve

B, =, ,r)iel,r>0}

tabanlari ile U" ve U, diizgiin yapilar1 olusturulur.

Bu tanimlar goz oniine alinip Tiirkoglu ve Fisher tarafindan iki c¢ogul degerli

doniisiim i¢in bir sabit nokta teoremi asagidaki sekilde verilmistir [33].

“(X,U) ve (Y,U,)) sirasi ile B ={d,:iel} ve P/ ={d;:iel} ile tamml tam
Hausdorff diizgiin uzaylar ve (2*,U") ve (2",U,) uzaylar da sirasi ile (X,U,) ve
(Y,U,) uzaylarmin hiper uzaylari olsunlar. F:X —2" ve G:Y —2* doniisiimleri

Viel,x,x'e X,y,y' €Y i¢in 0<¢, <1 olmak lizere
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6, (GFx,GFx") < ¢, max{d, (x,x"), 5, (x,GFx),5, (x', GFx"), 5,(Fx, Fx)}

ve

6,(FGy, FGy") < ¢, max{d,(1,"),6,(y, FGy),6,(y', FGy"), 6] (Gy, Gy")}
esitsizliklerini saglasin. F siirekli ise 0 zaman GF doniisiimii X i¢inde bir tek z sabit
noktasina ve FG doniisimi Y i¢inde bir tek w sabit noktasina sahiptir. Ayrica
Fz={w} ve Gw={z} dir.

Bu teorem iki ¢ogul degerli doniisiim icin gegerlidir. Bu teorem iki ¢ogul degerli
dontlistim ¢ifti icin kapali baginti yardimi ile genellestirilecek. Daha sonra bu
genellestirme teoreminin sonuglart ve lokal konveks uzaylara bir uygulamasi
verilecek. Genellestirme teoreminden once kapali bagint1 asagidaki sekilde veriliyor.

4.3. Tanim ( Kapal1 Bagint1 )

T

5, asagidaki kosullar1 saglayan tiim 7:[° —[] siirekli fonksiyonlarinin kiimesi

olsun:

I1) T fonksiyonu t,,,,t, ve t; degiskenlerine gore artmayan,

12) her u,v,w>0 igin

T(u,v,u,v,w)<0

veya

T(u,v,v,u,w)<0
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olmasi durumunda u < Amax{v, w} olacak sekilde bir 4 €[0,1) vardir,

I3) YVu >0 i¢in 7T(u,0,u,u,u)>0 dir.

Kapal1 bagintiy1 tanimladiktan sonra bazi 6rnekler verelim.

4.2. Ornek

c €[0,1) olmak iizere

T(t),t,,.ts) =1, —cmaxi{t,,t,,t,,t;}

olarak tanimlansin. Kapali bagint1 6zelliklerini saglatalim.

I1) Maksimum tanimindan dolay1 ¢,,f,¢t, ve ¢, degiskenlerinde fonksiyonun

artmayan oldugu kolaylikla goriiliir.

12) u>0 ve v,w>0 i¢in

T(u,v,u,v,w)=u—cmax{v,u,w} <0

olsun. O zaman u < cmax{v,w} dir. Eger u >cmax{v,w} ise, o zaman u(l1—c)<0
bulunur ki bu durum bir celiski olusturur. O halde 4 =c €[0,1) i¢in u <hmax{v,w}
olur. Eger u=0 ise o zaman da wu <hmax{v,w} bulunur. Benzer sekilde

T(u,v,v,u,w) <0 olmasi da u <hmax{v,w} olmasini gerektirir.

13) YVu >0 igin T(u,0,u,u,u)=1—-c)u>0 dir.



4.3. Ornek
a>0,420,0<a+ <1 olmak ilizere
T(t),t,,.nts) =t —atyt, — B(max{t,,t,})’
olsun. Bu 6rnek i¢in kapali bagint1 kosullarini saglatalim.
1) Bu kisim agiktir.
12) u>0,vy>0 ve w>0 igin
T(u,v,u,v,w)=u" —avw— S(max{u,v})* <0
olsun. Eger u > v ise o zaman
u>(1- B) < a(max{v,w})’

ve buradan

u< /ﬁ max {v, w}

olur. u <v ise de o zaman
u’ < a(max{v,w})’ + S(max{v,w})’

ve buradan da

44
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u <\Ja+ f max{v,w}

bulunur. Boylelikle /4 =max {«/ a+pf, /1 aﬂ } €[0,1) olmak iizere u <hmax{v, w}

olur. u =0 ise de u < hmax{v,w} bulunur. Benzer sekilde 7'(u,v,v,u,w)<0 olmasi

u < hmax{v,w} olmasini gerektirir.

13) Vu >0 igin T(u,0,u,u,u)=u’ - pu’* =(1-Su’ >0 dir.

4.4. Ornek

a>0,b>0,c>0,d >0 ve a+b+c+d <1 olmak tizere

T(t,ty,..nts) =t; —(att, +btit, +ctit, +dt)

olsun. Kosullar1 saglatalim.

I1) ¢, degiskeni harig¢ diger tiim degiskenlerde artmayan oldugu agiktir.

12) u>0,vy>0 ve w>0 igin

T(u,v,u,v,w)=u’—(auv+bu’ +cuv+dw*) <0
olsun. Eger u > v ise o zaman
(I—a—b—-c)u’ <d(max{v,w})’

ve buradan
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u< ,/L max {v, w}
l-a-b-c

bulunur. Eger u <v ise o zaman
u® < (a+b+c)max{v,w})’ +d(max{v,w})’

ve buradan da

u<+a+b+c+d max{v,w}

olur. Boylece A =max {\/a +b+c+d,, /#} max{v,w} €[0,1) olmak tlizere
—a-b-c

u <hmax{v,w} elde edilir. =0 ise bu durumda da u </Amax{v,w} bulunur.

Benzer sekilde T'(u,v,v,u,w)<0 olmasi da u < hmax{v,w} olmasini gerektirir.
13) Vu >0 igin T(u,0,u,u,u)=u’ —bu’* —cu’ —du’ =(1-b—c—d)u’ >0 dir.
4.5. Ornek

c €[0,1) olmak lizere

Tt ty.nts) =) —cmaxityty, bt t,t,, 12}
olsun. Kapali bagint1 kosullar1 olan ( I1-13 ) kosullarini saglatalim.

I1) Maksimum tanim geregi ¢, degiskeni hari¢ diger tiim degiskenlerde artmayandir.

12) u>0,vy>0 ve w>0 icin
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T(u,v,u,v,w)=u" —cmax{uv,v’,w’} <0

olsun. Bu durumda u’ <cmax{uv,v’,w’} olur. Eger u >max{v,w} ise o zaman
u’(1-c)<0 celiskisi olusur. Béylece A = €[0,1) olmak tizere u <hmax{v,w}
dir. =0 ise o zaman da u <hmax{v,w} olur. Benzer sekildeki tim islemler

T(u,v,v,u,w)<0 i¢in de uygulandiginda u < hmax{v, w} sonucuna varilir.
4.2. Teorem

(X,U) ve (Y,U,) swrast ile P"={d,:iel} ve B ={d,:iel} ile tamml tam
Hausdorff diizgiin uzaylar ve (2*,U") ve (2",U,) uzaylar da sirasi ile (X,U,) ve
(Y,U,) wuzaylarimin hiper uzaylari olsunlar. F,G:X —2" ve P,Q:Y —>2"

doniisimleri 7, S € T, olmak tizere Vie I,x,x' € X,y,y' €Y i¢in

T(5| (PFx,QGx"),d| (x,x"), 5, (x, PFx), 5, (x',QGx"), 5, (Fx,Gx')) <0 (4.5)

S(6,(GPy, FQy"),d3(y,)"),8,(y,GPy),8,(y', FOY"), 6, (Py,0y")) < 0 (4.6)

esitsizliklerini saglasinlar. Eger F' ve G siirekli ise, 0 zaman PF ve QG doniisiimleri
bir tek ortak z e X sabit noktasina ve, GP ve FQ doniigiimleri bir tek ortak we Y

sabit noktasina sahiptirler.
jspat

x,,X ig¢inde keyfi bir nokta olsun. y, € Fx,,x, € Py, ve y, € Gx, segilirse x; € Qy,
olur. Bu sekilde isleme devam edilirse genel olarak, n=1,2,... i¢in y, ,,Fx, |
icinde bir nokta, x,,,Py,, , i¢cinde bir nokta ve y,, de Gx,, iginde bir nokta olarak

se¢ildiginde o zaman x,,,, de Qy,, i¢inde olur. Boylelikle X ve Y icinde sirasi ile
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{x,} ve {y,} dizileri se¢ilmis olur.c; ve ¢, sabitleri 12 kosulunu saglayan reel

sabitler olmak iizere ¢, = max{c|,c,} olsun.

U, e U keyfi ¢evresini alalim. S, U, icin bir taban oldugundan V,(i,&) c U, olacak

sekilde V (i, &) € B, vardir. Es. 4.5 esitsizligi kullanilirsa

T(é‘f (PFxZnH’QGxZn)’dli(x2n+1’x2n)’5li(‘x2n+l’PFx2n+1)’5li(‘x2n’QGx2n)’
5 (Fx,,.,,,Gx,,)) <0

ve buradan

T(6)(PFx,,,,,0Gx,,),0,(QGx,,, PFx,, |),6/(QGx,,, PFx,, )6, (PFx,, ,,0Gx,,),
5; (Fx,,.,,Gx,,))<0

elde edilir ve

521 (Fx2n+1’ GxZn) < 521 (GPy2n71’FQy2n)

esitsizligi ile 12 kosulundan

8/ (PFxy,1,0Gx,,) < ¢, max{5) (PFx,, , 0Gx,,),5,(GPy,, . FOy,,)}

\

d{ (X525 %5,01) < 8 (PFX,,,,, 0Gx,,)

| | (4.7)
< ci max {é‘ll (PFx2n—l b QGxZn )’ 521 (GPy2n71 H FQyZn )}

bulunur.

Benzer sekilde Es. 4.5 esitsizligi tekrardan kullanilirsa
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d1i (X125 X03) < 51i (PFx,,.,,0Gx,,.,) (4.8)
S ci max {é‘ll (PFx2n+l s QGxZn )’ é‘2l (GPy2n+l > FQyZn )}
elde edilir.

U,eU, keyfi gevresini alalm. f,,U, i¢in bir taban oldugundan V,(i,&)c U,

olacak sekilde V,(i,¢) € B, vardir. Es. 4.6 esitsizligi kullanilirsa

S(é‘zi (FOy,,,GPy,,.,), dé(y2n+l’y2n)’ 52i (y2n+l’GPy2n+l)’§é (V2 FOY,,.),
é‘li(PyZnJrl’bel)) S O

ve buradan

S(52i (FOy,,,GPy,,.,), 52i (GPy,, ,FOy,,), 52i (FOy,,,GPy,,.)), 52i (GPy,, ,FOy,,),
é‘li (Py2n+1’ QyZn )) S 0

elde edilir ve

é‘li (Py2n+1 > QyZH) S é‘ll (PFx2n+1 > QGx2n)

esitsizligi ile 12 kosulundan

521 (FQyZn’ GPy2n+l) S Ci max{é‘zi (GPyZn—17FQy2n )9 é‘li (Py2n+l’Qy2n)}

Ve

dé (Vs> Xpi2) < é‘é(FQyZn’ GPy,,..)

‘ | (4.9)
< ci max {5ZI(GPy2n71 ’FQyZn)7 é‘ll (PFx2n+1 ’ QGx2n)}
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bulunur.

Benzer sekilde Es. 4.6 esitsizligi yine kullanilirsa

dé (Vansz>Xopiz) < 5£(pr2l1+l’FQy2n+2)

< ¢, max{8,(GPy,,.,;, FOy,,),6, (PFx,,.;,0Gx,,.,)} @10
elde edilir.
n=1,2,..ve tiim i € [ larigin
K = max {6, (PFx,,0Gx,), 5, (PFx,,0Gx,), 5, (PFx,,0Gx,),5,(GPy,, FOy,),

S,(FQy,,GPy,)}

olmak tizere
6, (PFx,,,,,0Gx, ) <c'K (4.11)
é‘li(Pszm,QGxZMZ) <c'K (4.12)
5,(F0y,,.GPy,,,)Sc/K (4.13)
8,(FQY,,.,,GPy,,.) <K (4.14)

olduklarini gosterelim.

n=1 i¢in Es. 4.11 ve Es. 4.14 esitsizliklerinin dogruluklar1 agiktir. Es. 4.11 ve Es.
4.14 esitsizliklerinin herhangi bir n igin gerceklendigini kabul edelim. Es. 4.7
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esitsizligi, Es. 4.12 ve Es. 4.14 esitsizlikleri {izerindeki kabullerimiz géz Oniine

alindiginda

é‘li(PFx271+3’QGx2)z+2) ¢ max{ali(Pszn+1’QGx2n+2)a52i (GPy,,.1, FOy,,.,)}
S C;HIK

bulunur. Tiimevarim ile Es. 4.11 esitsizligi gosterilmis oldu.

Es. 4.9 esitsizligi, Es. 4.11 ve Es. 4.14 esitsizlikleri iizerindeki kabullerimiz

kullanilirsa

521 (FQy2n+2 > GPy2n+3) < Ci max {521 (GPy2n+l s FQy2n+2 )’ é‘li (PFx2n+3 > QGx2n+2 )}
<MK

elde edilir. Boylece Es. 4.13 esitsizligi gosterilmis oldu.

Es. 4.8 esitsizligi, Es. 4.11 ve Es. 4.13 esitsizlikleri lizerindeki kabullerden

51i (PFx2n+3’ QGx2n+4) < ¢, max {511 (PF‘x2n+3’ QG‘x2n+2 )a52i (GPy2n+3’ FQy2n+2)}
<K

olur.

Son olarak Es. 4.10, Es. 4.12 ve Es. 4.13 esitsizlikleri kullanildiginda da

52i (£0Y5,.4-GPY,, 3) < ¢, max {521 (GPy,,.5: FO»,,.,), 5{ (PFx,,,;,0Gx,,.,)}
<MK

bulunur. Boylelikle Es. 4.14 esitsizligi de gosterilmis olur.

Bu islemlerin ardindan hemen goriiliir ki » =1,2,... ve N den daha biiyiik bir # i¢in
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A} (X115 Xr00) S (X005 X0,00) F 8 (X105 X)) (X0 %00
<6, (QGx,,, PFx,, ) + 6, (PFX,,.,,0Gx,, ;) +...
<+ +cM e+ LK
<&

olur. ¢, <1 oldugundan d/(x,,.,,x,,,,.;) <& ve buradan da tim n,r>p ler i¢in
(%,,,15%,,.,4.,) €U, olacak sekilde bir p vardir. Boylece {x,} dizisi X tam diizgiin

uzay1 i¢inde bir Cauchy dizisi olur ve X i¢inde bir z limitine sahiptir. Benzer sekilde
{y,} dizisi de Y tam diizgiin uzay: i¢inde bir Cauchy dizisidir ve Y ic¢inde bir w

limitine sahiptir.
Ayrica m > n olmak lizere n > N i¢in

51i (QGXZn s PFx2m+1 ) S 51i (QGXZn 4 PFx2n+l ) + 51i (PFx2n+l > QG‘x2n+2) +...

+6,(0Gx,,,, PFx,,,)
<+ +M e LK
<&

elde edilir. x,,,, € PFx,,,, oldugundan da
5/(2,0Gx,,) £d\(2,%,,,.,) + 6 (xy,,,, 0GCx,,)
= dli (2,%,,,2) + é‘li(PFx2m+l7QGx2n)
elde edilir. Boylece Es. 4.15 esitsizliginden m >n > N ig¢in
511'(2, 0Gx,,) < d1i (2,%,,,)+&

olur. m sonsuza gotiiriildiiglinde » > N igin

5/ (z,0Gx, )< &
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ve boylece ¢ keyfi oldugundan

lim QGx,, ={z} (4.16)
bulunur.
Benzer sekilde

lim PFx,, ., = {z}
" . (4.17)
hm GPy2n+l = {W} = hm FQyZn

ifadeleri de elde edilir.

F ve G dontisiimlerinin stirekliliginden

lim Fx, ,, = Fz = {w} (4.18)
lim Gx,, = Gz = {w} (4.19)
olur.

W e U, keyfi bir ¢cevre olsun. f,,U, i¢in bir taban oldugundan V,(j,t) c W olacak

sekilde V,(j,?) € B, vardir. Es. 4.5 esitsizligi x =z ve x' =x,, i¢in kullanilirsa

T(é’f (PFz,0Gx,,), dli (z,x,,), 51" (z, PFz), 5{ (x,,,0Gx,,), 52i (Fz,Gx,,))<0

elde edilir. n sonsuza gotiiriiliir ve Es. 4.16, Es. 4.19 esitlikleri kullanilirsa

T(5!(PFz,z),0,6 (z, PFz),0,0) < 0
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ve buradan 12 kosulundan

6, (PFz,z)<0

ve boylece elde edilir. Bu da (z,PFz)eV,(j,t)c W demektir. W keyfi ve X

Hausdorff diizgiin uzay ve de Es. 4.18 denklemi diisiiniiliirse

PFz={z}=Pw (4.20)

olmak zorunda oldugu sonucuna varilir. Bu kez Es. 4.5 esitsizligi x=x,,,, ve x'=z

i¢in kullanilirsa

T(é‘li (PFx2n+l’QGZ)’dli(XZn+1’Z)’5li (x2n+1aPFx2n+1)351i (z, QGZ)aé‘zi (Fx,,,,G2)) <0

elde edilir. n sonsuza gotiriiliir ve Es. 4.17, Es. 4.18 ve Es. 4.19 denklemleri

kullanilirsa

T(5/(2,0G2),0,0,5/(z,0Gz),0) <0

olur ve buradan 12 kosulundan

5/(2,0G2)<0

elde edilir. Buradan da Es. 4.19 denklemi g6z 6niine alindiginda

0Gz ={z} =0w (4.21)

elde edilir. Boylelikle z ayni zamanda QG doniisiimiiniin de bir sabit noktasi olur.
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Es. 4.18 ve Es. 4.21 denklemlerinden

FOw=Fz={w}

oldugu goriiliir ve Es. 4.19 ve Es. 4.20 denklemlerinden de

GPw =Gz ={w}

oldugu goriiliir. Bundan dolay1 w da FQ ve GP doniistimlerinin bir sabit noktasidir.
Bulunan bu sabit noktanin tekliginin ispati i¢in kabul edelim kiz', PF ve QG
dontistimlerinin z den farkli ikinci bir ortak sabit noktasi olsun. Es. 4.5 esitsizligi
x=x"=2Z" i¢in kullanilirsa

T(S,(PFZ',0GZ"),d|(Z',2"),6,(z, PFZ"), 5, (z',0Gz"), 8,(Fz',GZ')) < 0

ve

T(8, (PFz',0Gz"),0,6, (PFz',0Gz"), 8! (PFZ',0Gz"), 8, (FZ',Gz')) < 0

bulunur.

Es. 4.6 esitsizligi kullanilirsa da

S(6,(GPFz',FOGz"), 8, (FZ',GzZ"), 8, (Fz',GPFz"), 8, (Gz', FOGzZ"),
S/ (PFZ',0Gz") <0

Ve

S(8!(GPFZ',FOGZ'),8.(Fz',Gz'),8.(Fz',G'),5:(GZ, F2'), 5, (PFz',0Gz')) < 0
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bulunur ve 12 kosulundan

6,(GPFz',FQG?'") < ¢, max{5,(Fz',GZ'), 5, (PFz',QGz")}

\~

6, (Fz',Gz') < 8, (GPFZ', FQGz")
< ¢, max{0,(Fz',Gz"),6,(PFz',0Gz")}

%S

6y (FZ',Gz") < ¢,6] (PFZ',0Gz")

elde edilir.

Boylece

T(8!(PF',0GZ'),0,8! (PFZ',0GZ'), 8| (PFZ,0Gz'),¢,8 (PFZ,0GZ')) < 0

veE

T(é‘f (PFZ',0Gz"),0, 51" (PFZ',0Gz"), 51" (PFZ',0Gz"), 51" (PFZ',0Gz')<0

olur ki I3 kosulundan

S, (PFZ',0Gz')=0

ve buradan
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6y (FZ',Gz") =0

olur.

Boylece Fz' ve Gz’ kiimeleri tek nokta kiimeleridir ve

PFz' =Q0Gz' ={z"}

%S

8, (PFZ',0Gz") < ¢,0,(Fz,Gz")

ve buradan da

d/(z,z') =6, (PFz,0Gz") < ¢,d;(Fz,Gz") = ¢,d;(Gz, FZ')

elde edilir.

Es. 4.6 esitsizligi kullanilirsa

S(0:(GPFz,FQGZ"),d}(Fz,GzZ"),0,(Fz,GPFz), 8, (Gz', FQGZ"), 8, (PFz,0Gz")) < 0

Ve

S(d; (Gz, FzZ"), d; (Fz,Gz"),0,0, df (z,z") <0

%

S(dy(Gz,FZ'),d;(Fz,Gz"),d;(Fz,GZ"),d)(Gz, FZ'),d) (z,2")) <0
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olur ve 12 kosulundan

d;(Gz, FZ') < ¢, max{d;(Fz,Gz'),d|(z,2")}

ve buradan da

di(z,2)<c’d!(z,2")

bulunur. ¢; <1 oldugundan z noktasinin tekligi gosterilmis olur.

Benzer sekilde w noktasinin da GP ve FQ doniisimlerinin bir tek sabit noktasi

oldugu goriiliir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
4.4. Sonug Teoremi

(X,U) ve (Y,U,) sirast ile P"={d,:iel} ve B ={d;:iel} ile tammh tam
Hausdorff diizgiin uzaylar ve (2*,U") ve (2",U,) uzaylar da sirasi ile (X,U,) ve
(Y,U,) uzaylarmin hiper uzaylari olsunlar. F,G:X —2" ve P,0:Y —>2*

dontistimleri 0 <¢, <1 olmak lizere Vie I,x,x' € X,y,y" €Y i¢in

é‘li(PanQGx’) < ci max{d;(xax,)aé‘li(x')PFx)751i(x,7 QGx’)aéé(an Gx,)}

8,(GPy, FOY") < ¢, max{d,(y,"),8,(y,GPy),5,(y', FOy"), 6, (Py,0Oy")}

esitsizliklerini saglasinlar. Eger F' ve G siirekli ise, o zaman PF ve QG doniisiimleri
bir tek ortak z € X sabit noktasina ve, GP ve FQ doniisiimleri bir tek ortak weY

sabit noktasina sahiptirler.
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fspat

Teorem 4.2 de T ve S doniisiimleri aynen Ornek 4.2 deki gibi alinir ve Teorem 4.2

deki tiim isler aynen uygulanirsa ispat kolaylikla tamamlanr.

4.1. Uyan

Teorem 4.2 nin sonuglar1 ve Ornek 4.3-Ornek 4.5 6rnekleri géz oniine alinirsa o

zaman bazi sabit nokta teoremlerini iceren sonugclar elde edilebilir.

4.5. Sonug Teoremi

(X,7,) ve (Y,r,) iki tam Hausdorff lokal konveks lineer topolojik uzaylar, 2* ve
2" sirasi ile X ve Y uzaylarinin hiper uzaylari olsun. F ve G doniisiimleri (X,7,)
uzaymdan 2" iizerine ve P ve Q doniisiimleri de (Y,7,) uzayindan 2" {izerine
tanimli doniistimler olsun. d, ve o, fonksiyonlar1 Es. 4.1 deki gibi tanimlanmak

tizere Teorem 4.2 nin kosullart saglansin. Bu durumda PF ve QG doniisiimleri X
icinde bir tek ortak sabit noktaya, GP ve FQ doniisiimleri de Y i¢inde bir tek ortak
sabit noktaya sahiptir.
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5. SONUC

[k boliimde metrik ve diizgiin uzayda taniml1 déniisiimlerin sabit noktalarinin varlig

ve de tekligi konusundaki bazi caligsmalara yer verilmistir.

Ikinci béliimiin ilk kisminda bostan farkli bir X kiimesi iizerinde diizgiin yapinin
tanim1 verilmistir. Daha sonra teorem ispatlarinda kullanilacak diger tanim ve
teoremler ifade edilmistir. Bu boliimiin ikinci kisminda ise bir X kiimesi tizerindeki
diizgiin yapmin yine X {izerindeki bir indekslenmis yar1 metrikler ailesi ile de
tanimlanabilecegi yani, bu diizgiin yapilar arasinda bire bir karsilik gelmenin oldugu

gosterilmistir.

Ucgiincii boliimde yoriingesel tam metrik uzayda tammli bir tek degerli doniisiimiin
sabit noktasinin var ve tekligi ile ilgili bir genellestirme teoreminden hareketle bir
kapali (implicit) bagmti tanimlanmigtir. Bu bagintiyr saglayan bazi Grnekler
verilmistir. Daha sonra bu bagintt yardimiyla yeni bir genellestirme teoremi

verilmistir. Ayrica bu temel teoremin iki sonucu elde edilmistir.

Dérdiincii boliimiin ilk kisminda yar1 metrikler ailesi ile diizgilin yap1 olusturmaya ve
de baz1 tanimlara yer verilmistir. Tkinci kisminda ise bir dnceki boliimdekinden farkli
bir kapali (implicit) bagint1 tanimlanmistir. Bu bagint1 yardimiyla bir diizgilin uzayda
taniml1 bir ¢ogul degerli doniisiimiin sabit noktasinin belirlenmesi i¢in yeni bir
teorem ispat edilmistir. Daha sonra bu teoremin iki sonucu ifade edilmistir. Son
olarak, temel teoremin lokal konveks uzaylara bir uygulamas verilmistir. Bolimiin
son kisminda ise iki tane ¢ogul degerli doniisiim ¢ifti i¢in yeni bir genellestirme
teoremi ispat edilmistir. Bu teoremin ispatinda da yine kapali (implicit) baginti
kullanildigindan bu teorem i¢in gerekli olan kapali (implicit) baginti tanimlanmistir.
Ayrica bu bagintiy1 saglayan birka¢ drnek verilmistir. Bu orneklerin verilme amaci
sudur: Her bir 6rnek bu kismin ana teoremi ile diisliniildiiglinde daha Onceden
verilmis bazi sabit nokta teoremleri elde edilmis olur. Son olarak temel teoremin bir

sonucu ve lokal konveks uzaylara bir uygulamasi verilmistir.
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