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ÖZET 

 

Bu çalışmada tam metrik uzayda tanımlı bir çoğul değerli dönüşüm için kapalı 

bağıntı yardımı ile bir teorem ispatlandı ve bu teoremin bazı sonuçları verildi. 

Bir tam düzgün uzayda tanımlı bir nokta kapalı dönüşüm için bir teorem 

ispatlanarak bu teoremin bazı sonuçları ve bir uygulaması verildi. Ayrıca tam 

düzgün uzayda tanımlanan iki çoğul değerli dönüşüm çifti için bir ana teorem 

ispatlandı. Son olarak bu teoremin bazı sonuçları ve bir uygulaması verildi. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bilim Kodu  : 204.1.132 
Anahtar Kelimeler  : Metrik uzay, düzgün uzay, kapalı bağıntı,   
                                      nokta kapalı dönüşüm 
Sayfa Adedi  : 64 
Tez Yöneticisi  : Doç. Dr. A. Duran TÜRKOĞLU 



 v

FIXED POINT THEOREMS  

ON METRIC AND UNIFORM SPACE 

 (Ph.D. Thesis) 

 

Hatice ASLAN HANÇER 

 

GAZİ UNIVERSITY 

INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY 

February 2007 

 

ABSTRACT 

 

In this study, an implicit relation was defined and using this relation, a 

theorem for a multi valued mapping on a complete metric space was proved 

and some results of this theorem were given. A theorem for a point closed 

mapping on a complete uniform space was proved, some results and an 

application of this theorem were given. Also a theorem for a pair of two 

multi valued mappings on complete uniform space was proved. Finally, 

some results and an application of this theorem were given. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Science Code : 204.1.132 
Key Words : metric space, uniform space, implicit relation,  

a point closed mapping  
Page Number : 64 
Adviser           : Doç. Dr. A. Duran TÜRKOĞLU 



 vi

TEŞEKKÜR 

 

Çalışmalarım boyunca değerli yardım ve katkılarıyla beni yönlendiren saygıdeğer 

Hocam Doç. Dr. A. Duran TÜRKOĞLU ’na ve manevi destekleriyle beni hiçbir 

zaman yalnız bırakmayan aileme ve de eşim Alişan HANÇER ‘ e teşekkürü bir borç 

bilirim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 vii

İÇİNDEKİLER 
 

              Sayfa   
 

ÖZET .......................................................................................................................... iv 
  
ABSTRACT................................................................................................................. v 
 
TEŞEKKÜR................................................................................................................ vi 
 
İÇİNDEKİLER .......................................................................................................... vii 
 
SİMGELER VE KISALTMALAR........................................................................... viii 
 
1. GİRİŞ ....................................................................................................................... 1 
 
2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER................................................ 4 
 
     2.1. Düzgün Uzay ile İlgili Tanımlar ve Teoremler................................................ 4 
 
     2.2. Yarı Metrikler ile Düzgün Yapı Arasındaki İlişki ........................................... 8 
 
3. METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ................................. 15 
 
     3.1. Metrik Uzayda Yörünge Kavramı .................................................................. 15 
 
     3.2. Metrik Uzayda Tek Değerli Dönüşüm İçin Sabit Nokta Teoremleri............. 18 
 
4. DÜZGÜN UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ ............................... 26 
   
    4.1. Yarı Metrikler Ailesi ile Düzgün Yapı Kurma ............................................... 27 
 
    4.2. Düzgün Uzayda Çoğul Değerli Dönüşüm İçin Sabit Nokta Teoremleri......... 32 
 
    4.3. Düzgün Uzayda Çoğul Değerli Dönüşüm Çifti İçin Sabit Nokta  
           Teoremleri ....................................................................................................... 39    
 
5. SONUÇ .................................................................................................................. 60 
 
KAYNAKLAR .......................................................................................................... 61 
 
ÖZGEÇMİŞ ............................................................................................................... 64 



 viii

SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklamalar 

 

( , )X d                Metrik uzay 

( , )X U     Düzgün uzay 

o                                                         Kümeler üzerindeki bileşke işlemi 

[ ]U x                                                   x noktasının düzgün komşuluğu 

xN      x noktasının komşuluklar ailesi  

[ ]U A      A kümesinin düzgün komşuluğu 

Δ      XxX in köşegeni 

( , )O x T     x noktasında T dönüşümünün yörüngesi 

β      Bir düzgün yapıya karşılık gelen taban 

P∗      Bir düzgün yapı üreten yarı metrikler ailesi 

2X      X  in P * sınırlı alt kümelerinin ailesi   

δ                                                        Metrik uzayda metrikimsi fonksiyon 

iδ                                                        Düzgün uzayda metrikimsi fonksiyon 

τ                                                         Topoloji 
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1.GİRİŞ 

 
X  boştan farklı bir küme ve T , X  kümesinden kendisi üzerine tanımlı bir dönüşüm 

olsun. Tx x=  olacak şekildeki bir x X∈  noktasına T  dönüşümünün sabit noktası 

denir. Bir x X∈  için ( )T x X⊂  bir küme olursa yani, T  bir çoğul değerli dönüşüm 

ise o zaman x Tx∈  olacak şekildeki bir x X∈  noktasına T  çoğul değerli 

dönüşümünün bir sabit noktası adı verilir. Sabit nokta teorisindeki çalışmalar iki ana 

dalda gelişmektedir. Birincisi, normlu lineer uzayların kompakt konveks alt kümeleri 

üzerinde tanımlı sürekli dönüşümler için sabit nokta teori, diğeri ise, tam metrik 

uzaylar üzerinde tanımlı büzülme ve büzülme tipli dönüşümler için sabit nokta 

teoridir. Metrik uzaylarda tanımlı dönüşümlerin bir sabit noktasının varlığı ve tekliği 

üzerine çalışmalardan en basit ve en önemlisi “Banach Büzülme Prensibi” dir.   

 

( , )M d  bir metrik uzay ve :T M M→  herhangi bir dönüşüm olsun. Her ,x y M∈  

için 

 

( , ) ( , )d Tx Ty d x yλ≤  

 

koşulunu sağlayan 0 1λ≤ <  olacak şekilde λ  reel sayısı varsa T  dönüşümüne bir 

büzülme dönüşümü denir. 

 

Metrik uzaylardaki sabit nokta teorisinin başlangıcı Banach büzülme dönüşüm 

prensibi ile ilişkilendirilir [1]. Bir tam metrik uzaydan kendisine tanımlı herhangi bir 

T  büzülme dönüşümü bir tek x  sabit noktasına sahiptir. 0x DomT∈  ise o zaman 

 
2 1

1 0 2 1 0 1 0, ,..., ,...n
n nx Tx x Tx T x x Tx T x+
+= = = = =  

 

dizisi 0x  noktasında T  nin bir iterasyon dizisidir. Bu 0{ }nT x  iterasyon dizisi x  sabit 

noktasına yakınsar. Bu iterasyon dizisine Picard iterasyon dizisi denir [2]. 
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Sabit nokta teorinin lineer normlu uzaylarda tanımlı sürekli dönüşümlerin sabit nokta 

teorisine ayrılan kısmının temel sonucu, Brouwer tarafından aşağıdaki şekilde 

ispatlanmıştır [3]. 

 

“n- boyutlu uzaylarda bir konveks ve kompakt alt kümesinden kendisine tanımlı her 

bir sürekli dönüşüm en az bir sabit noktaya sahiptir”. 

 

Matematik ve diğer bilimlerde çalışılan problemlerin çoğu o kadar karmaşıktır ki 

bunların çoğu yalnızca klasik Banach büzülme prensibi kullanılarak çözülemedi. Bu 

nedenle daha genel olan sabit nokta teoremlerine ihtiyaç duyuldu. Ciric, genelleşmiş 

büzülmeler ve sabit nokta teoremleri üzerine bir çalışma, Chatterjea, bir sabit 

noktanın varlığının uygulaması üzerine bir çalışma ve de daha bir çok bilim adamı 

sabit nokta teoremleri ve uygulamaları üzerine çalışmalar yapmışlardır. Bunlar için 

şu kaynaklara bakılabilir [4-7]. 

 

Çoğul değerli dönüşümler için sabit nokta teori çalışmaları Brouwer ve Banach sabit 

nokta teoremlerinin Nadler tarafından çoğul değerli dönüşümlere genişletilmesi ile 

başlamıştır [8]. Bu çalışma esas alınarak bir çok araştırmacı çoğul değerli 

dönüşümler için sabit nokta teoremleri vermişlerdir. Bunlardan bazıları için şu 

kaynaklara bakılabilir [9-12].  

 

Metrik ve lineer normlu uzaylar üzerinde sabit nokta teorisindeki çalışmalar 

ilerledikçe başka problemler ortaya çıkmıştır. Bu problemlerden birisi, topolojik 

uzaylarda süreklilik ve yakınsaklığın en genel halde verilebilmesi aşamasında “ 

düzgün süreklilik ” ve “ düzgün yakınsaklık ” kavramlarının genelleştirilememesidir. 

Çünkü bu kavramlar uzayın farklı noktalarındaki komşulukların büyüklüklerine göre 

karşılaştırılabilir olmasını gerektirir. Bilindiği gibi metrik uzaylarda bu yapılabilir. 

Gerçekten bir metrik uzayda farklı noktaların ε - komşulukları aynı 0ε >  sayısı için 

“ eşit büyüklükte ” kabul edilebilir. Oysa genel topolojik uzaylarda bu mümkün 

değildir. Böylelikle yeni bir yapı olan düzgün uzayda, bir topolojinin sağladığından 

daha fazla özelliğe ihtiyaç duyulacak gibi gözüküyor. Bu yeni yapı, metrikten daha 
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zayıf özellikli bir yapı ile oluşturulabilir [13-14]. Düzgün yapı ile ilgili ilk çalışmaları 

Weil yapmıştır [15]. Daha sonra Davis topolojik uzaylar üzerinde tanımlanabilen ve 

belirli koşulları sağlayan indekslenmiş komşuluklar ailesi ile tanımlanan düzgün 

yapılar arasındaki ilişkileri araştırmıştır [16]. Bu çalışmaların temel teşkil etmiş 

olanlarından birisi Acharya tarafından yapılmıştır [17]. Daha başka Ganguly, Mishra, 

Singh, Türkoğlu, Özer, Fisher ve diğer araştırmacılar da düzgün uzaylar üzerinde 

tanımlanan tek ve çoğul değerli dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı ve bu 

noktaların tekliği ile ilgili çalışmalar yapılmışlardır [18-21]. 
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2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 
2.1. Düzgün Uzay ile İlgili Tanımlar ve Teoremler 

 

Bu bölümde boştan farklı bir küme üzerinde tanımlanabilen düzgün yapı ile ilgili 

bilgiler verilecektir. 

  
2.1. Tanım 

 

X ≠ ∅  herhangi bir küme olmak üzere X X×  in 

 

{( , ) : }x x x XΔ = ∈                                                                                                   (2.1) 

 

alt kümesine X  in köşegeni denir.  

 

A X X⊂ ×  bir alt küme olsun. 

 
1 {( , ) : ( , ) }A x y y x A− = ∈  

 

olmak üzere 1A A−=  ise bu A  kümesine simetrik küme denir. 

 

A  ve B  kümeleri X X×  in alt kümeleri iseler 

 

{( , ) : ( , ) , ( , )  olacak şekilde  var}A B x y x z B z y A z X= ∈ ∈ ∈o  

 

şeklinde tanımlanır [13]. 

 

2.2. Tanım 

 

U ,  X X×  in alt kümelerinin bir ailesi olmak üzere 
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a) U U∈ ⇒ Δ ⊂U  

b) 1 2 1 2,U U U U∈ ⇒ ∩ ∈U U   

c) U V V U∈ ⇒ ⊂oU  olacak şekilde V ∈U  var 

d) 1U V U−∈ ⇒ ⊂U  olacak şekilde V ∈U  var 

e) ,U U V V∈ ⊂ ⇒ ∈U U  

 

koşullarını sağlarsa bu aileye X  kümesi üzerinde bir düzgün yapı ve bu ailenin 

elemanlarına da çevreler adı verilir. X  kümesi böyle bir yapıya sahip olduğunda 

( , )X U  ikilisine düzgün uzay denir [13].  

 

2.3. Tanım 
 

( , )X U  bir düzgün uzay olsun. Eğer 

 

{ }:U U ∈ = ΔI U  

 

ise ( , )X U  uzayına Hausdorff ( separated ) düzgün uzay denir [13]. 

 

2.4. Tanım 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve ⊂V U  alt aile olsun. Eğer her U ∈U  için V U⊂  olacak 

şekilde bir V ∈V  varsa bu V  alt ailesine U  düzgün yapısı için bir taban denir. 

 

Bu tanıma göre bir V  ailesi U  düzgün yapısı için bir taban ise, U  ailesi V  ailesinin 

elemanlarına onları içeren tüm kümeler katılarak elde edilir. 

 

X  boştan farklı bir küme ve V  ailesi X X×  in alt kümelerinin bir ailesi olmak 

üzere 

 

a ) V V∈ ⇒ Δ ⊂V  
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b ) 1 2 3 1 2,V V V V V∈ ⇒ ⊂ ∩V  olacak şekilde 3V ∈V  var, 

c ) V W W V∈ ⇒ ⊂oV  olacak şekilde W∃ ∈V  var, 

d ) 1V W V−∈ ⇒ ⊂V olacak şekilde bir W ∈V  var 

 

koşullarını sağlarsa bu V  ailesi, X  üzerindeki bir düzgün yapının tabanı olur [13]. 

 

2.5. Tanım 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve ⊂S U  olsun. Eğer S  nin elemanlarının bütün sonlu 

arakesitlerinin ailesi U  düzgün yapısı için bir taban oluşturuyorsa bu S  alt ailesine 

U  düzgün yapısı için bir alt taban adı verilir. 

 

U , X  kümesi üzerinde bir düzgün yapı ise her U ∈U  için 1U − ∈U  dur. 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ise her x X∈  ve U ∈U  için 

 

[ ] { : ( , ) }U x y X x y U= ∈ ∈  

 

şeklinde tanımlanan kümeye x in düzgün komşuluğu denir [13]. 

 

2.1. Teorem 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve her x X∈  için 

 

{ [ ] : }x U x U= ∈N U  

 

olsun. xN , komşuluklar aksiyomlarını sağlar. Bu durumda X  kümesi üzerinde öyle 

bir τ  topolojisi vardır ki, bu topolojiye göre x X∈  noktasının komşuluklar ailesi 

xN  dir [13]. 
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( , )X U  bir düzgün uzay olsun. Yukarıdaki biçimde oluşturulan τ  topolojisine U  

düzgün yapısı ile üretilen düzgün uzay topolojisi veya kısaca düzgün topoloji denir 

[13]. 

 

2.6. Tanım 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve A X⊂  olsun. Her U ∈U  için 

 

[ ] [ ] { : ( , ) }
x A

U A U x y X x A x y U
∈

= = ∈ ∃ ∈ ∋ ∈U  

 

şeklinde tanımlanan kümeye A kümesinin düzgün komşuluğu denir. 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve A X⊂  olsun. A  kümesinin düzgün topolojiye göre 

kapanışı A , A  kümesinin düzgün komşuluklarının arakesitine eşittir, yani; 

 

{ [ ] : }A U A U= ∈I U  

 

dir [13]. 

 

2.7. Tanım 

 

( , )X D  ve ( , )Y E  düzgün uzaylar ve :f X Y→  bir fonksiyon olsun. Eğer her bir 

E∈E  için ( , )x y D∈  iken ( ( ), ( ))f x f y E∈  olacak şekilde bir D∈D  varsa f  

fonksiyonuna düzgün süreklidir denir. 

 
1 ve f f −  düzgün sürekli ise f  fonksiyonuna bir düzgün izomorfizm denir. 
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( , )X U  bir düzgün uzay ve ( )xλ λ∈∧ , X  içinde bir ağ olsun. Her bir U ∈U  ve 

1 2 0,λ λ λ≥  için 
1 2

( , )x x Uλ λ ∈  olacak şekilde 0λ ∈∧  var ise ( )xλ λ∈∧  ağına U – 

Cauchy ( veya sadece Cauchy ) ağı denir [13].  

 

2.8. Tanım 

 

Bir ( , )X U  düzgün uzayı içindeki her Cauchy ağı yakınsak ise ( , )X U  düzgün 

uzayına tam düzgün uzay denir [13]. 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve ℑ  bu düzgün uzay içinde bir süzgeç olsun. Her U  

çevresi için F F U× ⊂  olacak şekilde F ∈ℑ  varsa ℑ  süzgecine Cauchy süzgeci 

denir [14]. 

 

2.2. Teorem 

 

Bir ( , )X U  düzgün uzayının tam olması için gerekli ve yeterli koşul ( , )X U  düzgün 

uzayındaki her Cauchy süzgecinin yakınsak olmasıdır [14]. 

 

2.2. Yarı Metrikler ile Düzgün Yapı Arasındaki İlişki 

 

Buraya kadar yapılan tanımlar, bazı önerme ve teoremler boş kümeden farklı 

herhangi bir küme üzerinde tanımlanan düzgün yapı ile ilgili temel kavramlar idi. Bu 

şekilde kurulan düzgün uzay yapısı ile boştan farklı bir küme üzerinde tanımlı yarı 

metrikler ailesi ile tanımlanan düzgün uzay yapısı arasında bire bir bir karşılık gelme 

vardır [22, sayfa 188, teorem 15]. Bu karşılık gelmeyi verelim. 

 

X  boş olmayan bir küme ve ℘, X  üzerindeki yarı metriklerin bir ailesi olsun. X  

üzerindeki herhangi bir p yarı metriği ve herhangi bir pozitif r sayısı için 

 

( , ) {( , ) : , , ( , ) }p rV x y x y X p x y r= ∈ <  



    

 

9

 

olsun. Bu durumda ip ∈℘ ve 0ir >  olmak üzere X X×  in 

 

( , )
1

i i

n

p r
i

V
=
I  

 

formundaki alt kümelerinin ailesi V  ile gösterilsin. V , X üzerindeki bir U  düzgün 

yapısı için bir taban teşkil eder. 

 

X boştan farklı bir küme ve V , X X×  in 

 

i ) Δ , ( 2.1) deki gibi tanımlı olmak üzere her V ∈V  için VΔ ⊂ , 

ii ) her V ∈V  için 1V V −=  ,  

iii ) her 1 2,V V ∈V  için 1 2V V∩ ∈V   

 

koşullarını sağlayan boştan farklı alt kümelerinin bir ailesi olsun. 

 

Bu şekildeki V  ailesi X  üzerindeki bir düzgün yapı için taban olma şartlarının 

hepsini sağlamaz. Tüm pozitif reel sayıların kümesini +�  ile gösterelim. f  

dönüşümü  

 

:f + × →� V V , ( , )f V Vα α=  

 

şeklinde tanımlı olsun. Burada Vα , V  nin α  ile skaler çarpımıdır. Bu çarpma 

,  ve Vα β +∈ ∈� V  için 

 

iv ) 1.V V=  

v ) ( ) ( )V Vα β αβ= , 

vi )  ise V Vα β α β< ⊂ , 

vii ) ( )V V Vα β α β⊂ +o , 
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viii ) ,  ve x y X V∈ ∈V  ise ( , )x y Vλ∈  olacak şekilde bir 0λ >  var 

 

aksiyomlarını sağlar. 

 

ℑ  ile (i)-(iii) özelliklerini sağlayan ve bir skalerle çarpmanın (iv)-(viii) aksiyomlarını 

sağlayan tüm V ailelerinin sınıfı gösterilsin. 

 

2.3. Teorem 

 

ℑ  içindeki her bir V  ailesi için X üzerindeki bir U  düzgün yapısı vardır, öyle ki V , 

U  için bir tabandır; her bir V ∈V  için 

 

( , ) ( , )     (0 )
V Vp r pV rV V rρ ρ⊂ ⊂ < <  

 

olacak şekilde X  üzerinde bir Vp  yarı metriği vardır ve de 

 

{ : }Vp V ∈V  

 

ailesi U  düzgün yapısını üretir [23]. 

 

İspat 

 

I ) V ∈V  olsun. 10
2

α< <  olmak üzere U Vα=  alalım. O zaman (vi) ve (vii) 

koşulları ve 2 1α <  olduğundan 

 

(2 )U U V V V Vα α α= ⊂ ⊂o o                                                                                (2.2) 

 

elde edilir. (i)-(iii) ve Eş. 2.2 koşullarını sağlayan V  ailesi X üzerindeki U  düzgün 

yapısı için taban olacağından ispat tamamlanır. 
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II ) V ∈V  olsun ve ,x y X∈  elemanlarını alalım. (viii) koşuluna göre ( , )x y Vλ∈  

olacak şekilde 0λ >  sayısı vardır. 

 

( , ) { : 0, ( , ) }x yA x y Vλ λ λ= > ∈  

 

olsun ve 

 

( , )inf{ : }V x yp Aλ λ= ∈  

 

şeklinde tanımlansın. Vp  nin tanımlanışından dolayı ( , ) 0Vp x y ≥  olur. V simetrik 

olduğundan 

 

( , ) ( , )x y y xA A=  

 

ve böylece 

 

( , ) ( , )V Vp x y p y x=  

 

elde edilir. Her 0λ >  için ( , )x x Vλ∈  olduğundan 

 

( , ) { : 0, ( , ) }x xA x x Vλ λ λ= > ∈  

 

olup infimum tanımından 

 

( , ) 0Vp x x =  

 

bulunur. , ,x y z , X içinde keyfi elemanlar olsun ve 

 

1 2( , )   ,     ( , )V Vp x z r p z y r= =                                                                                   (2.3)                        
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diyelim. 0ε >  keyfi sayısı için infimum tanımından 

 

1 2( , ) ( )          ve          ( , ) ( )x z r V z y r Vε ε∈ + ∈ +  

 

olur. Bu da 

 

1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( 2 )x y r V r V r r Vε ε ε∈ + + ⊂ + +o  

 

olmasını gerektirir. Böylece 

 

1 2 ( , )2 x yr r Aε+ + ∈  

 

elde edilir. O zaman 

 

1 2( , ) 2Vp x y r r ε≤ + +  

 

olup Eş. 2.3 ve 0ε >  keyfi seçildiğinden 

 

1 2( , ) ( , ) ( , )V V Vp x y r r p x z p z y≤ + = +  

 

bulunur. Böylelikle Vp , X  üzerinde bir yarı metrik olur. 

 

 ve ,r rρ ρ<  olacak şekilde herhangi iki pozitif sayılar olsun. ( , )( , )
Vp rx y V∈  ise 

( , )Vp x y r<  ve bu da ( , )x y rV∈  olmasını verir. Buradan 

 

( , )Vp rV rV⊂                                                                                                               (2.4) 

 

olur. ( , )x y rV∈  ise ( , )Vp x y r ρ< <  olur ki, bu da ( , )( , )
Vpx y V ρ∈  olmasını verir. 

Buradan 
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( , )VprV V ρ⊂                                                                                                              (2.5) 

 

olur. Eş. 2.4 ve Eş. 2.5 ifadelerinden 

 

( , ) ( , )V Vp r pV rV V ρ⊂ ⊂  

 

elde edilir. 

 

III ) 0U , X üzerindeki  

 

{ : }Vp V ∈V  

 

yarı metrikler ailesi ile üretilen düzgün yapı olsun. U ∈U  ise V , U  için taban 

olduğundan V U⊂  olacak şekilde bir V ∈V  vardır. Ayrıca ( ,1)VpV V⊂  olduğundan 

( ,1)VpV U⊂ ve U ∈ 0U  olur. Böylece 0⊂U U  bulunur. 

 

0U ∈U  ise W U⊂  olacak şekildeki iV ∈V  için 

 

( , )
1

V ii

n

p r
i

W V
=

=I  

 

formunda bir W kümesi vardır. ,α  0 1α< <  koşulunu sağlayan bir pozitif sayı 

olsun. Bu durumda 

 

0
1

( )
n

i i
i

W r Vα
=

=I  

 

elemanı V  ye ait olur. ( , )( )
V iii i p rr V Vα ⊂  olacağından 0W W U⊂ ⊂  elde edilir ve bu 

U ∈U ve de dolayısı ile 0 ⊂U U  olmasını verir. Böylece 0=U U  olduğu görülür.  
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2.4. Teorem 

 

Eğer U , boştan farklı bir X  kümesi üzerinde bir düzgün yapı ise o zaman U  

düzgün yapısını üreten bir V  ailesi vardır ve = VU U  dir. 
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3. METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

 
3.1. Metrik Uzayda Yörünge Kavramı 

 

Bu kısımda bir metrik uzayda yörünge, yörüngesel süreklilik ve yörüngesel tamlılık 

kavramları ve bu kavramların bazı örnekleri verilecektir. 

 

3.1. Tanım 

 

( , )X d  bir metrik uzay ve :T X X→  bir dönüşüm olsun. Her x X∈  için 

 

( , ) { , ,..., ,...}nO x T x Tx T x=  

 

dizisinin her { }ny  Cauchy alt dizisi X  içinde bir 0x  noktasına yakınsak ise o zaman 

( , )X d  metrik uzayına T- yörüngesel ( orbital ) tam uzay denir [24]. 

 

Görüldüğü gibi yörüngesel tam kavramı T  dönüşümünün seçimine bağlıdır. Diğer 

yandan her tam metrik uzay herhangi bir T için T- yörüngesel tamdır. 

 

Bir yörüngesel tam uzay, tam uzay olmayabilir. Bu durumlar için örnekler verelim. 

 

( , )X d  bir metrik uzay ve xid , X üzerindeki özdeşlik dönüşümü olsun. O zaman tüm 

x X∈  ler için 

 

( , ) { , ,...}xO x id x x=  

 

olur. ( , )X d  metrik uzayı xid − yörüngesel tamdır [26]. 
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3.1. Örnek 

 

 reel sayılar kümesi, ( , )d  alışılmış metrik uzay ve X =  rasyonel sayılar 

kümesi üzerindeki metrik, reel sayılar kümesinden indirgenen alışılmış metrik olsun. 

:T X X→  dönüşümü her x X∈  için 1( )
2

T x x=  şeklinde tanımlansın. O zaman 

 

1 1( , ) { , , ,...}
2 4

O x T x x x=  

 

olur. ( , )O x T  sıfıra yakınsak olduğundan bu dizinin her Cauchy alt dizisi de sıfıra 

yakınsar. Böylece ( , )X d  metrik uzayı 1( )
2

T x x=  dönüşümüne göre yörüngesel 

tamdır [26]. 

 

3.2. Örnek 

 

X =  üzerindeki metrik 3.1. Örneğindeki metrik gibi tanımlansın. Her x∈  için 

:T X X→  dönüşümü n∈  olmak üzere 1( ) 1T x x
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olsun. Bu durumda 

 
21 1( , ) , 1 , 1 ,...O x T x x x

n n
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

 

bulunur. Buradan ( , )O x T  bir Cauchy dizisidir ve ex  sayısına yakınsar. ex∉  

olduğundan ( , )d  metrik uzayı T- yörüngesel tam değildir [26]. 

 

 

 

 



    

 

17

 

3.2. Tanım 

 

( , )X d  bir metrik uzay ve :T X X→  bir dönüşüm olsun. Her x X∈  için z 

noktasına yakınsayan 

 
2( , ) { , , ,...}O x T x Tx T x=  

 

dizisinin herhangi bir { }ny  alt dizisi için { ( )}nT y  dizisi de ( )T z  noktasına yakınsak 

ise o zaman T ye z X∈  noktasında yörüngesel sürekli denir. 

 

Eğer T dönüşümü X uzayının her noktasında yörüngesel sürekli ise o zaman T 

dönüşümüne X uzayı üzerinde yörüngesel sürekli denir [24]. 

 

Bir metrik uzay üzerindeki sürekli fonksiyon, yörüngesel süreklidir. Ancak tersi 

doğru değildir. 

 

3.3. Örnek 

 

( , )d  alışılmış metrik uzay ve : {0,1}δ →  dönüşümü 

 

1,   ise
( )

0,   ise
x

x
x

δ
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 

 

şeklinde tanımlansın. δ  dönüşümü alışılmış metriğe göre  içindeki herhangi bir 

noktada sürekli değildir. Ancak herhangi bir x için 

 

( , ) { , ( ),1,1,1,...}O x x xδ δ=  

 

olur ki, δ  dönüşümü her x∈  noktasında yörüngesel süreklidir [27]. 
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3.2. Metrik Uzayda Tek Değerli Dönüşüm İçin Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu kısımda bir T-yörüngesel tam metrik uzay üzerinde tanımlı yörüngesel sürekli 

dönüşümün sabit noktasının belirlenmesi için daha önceden verilen iki teoremden 

hareketle yeni bir teorem ifade ve ispat edilecektir.  

 

Tripathi ve Yadav (1990) aşağıdaki teoremi ispatlamıştır [25]. 

 

“ ( , )X d  bir metrik uzay, :T X X→  bir yörüngesel sürekli dönüşüm ve X uzayı T- 

yörüngesel tam olsun. Eğer T dönüşümü , ,a b c  sayıları 0 1, 0a b c< + < ≥  olacak 

şekildeki reel sayılar olmak üzere tüm ,x y X∈  ler için 

 
3 2 2

2

[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
                      ( , ) ( , ) ( , )
d Tx Ty ad x y d y Ty d y T x bd x Tx d Tx Ty d Tx T x

cd x Ty d y Tx d Ty T x
≤ +

+
 

 

eşitsizliğini sağlarsa o zaman T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir ve 0 1c≤ <  ise 

de bu sabit nokta tektir”. 

 

Bu teoremi Türkoğlu, Özer ve Fisher aşağıdaki gibi genelleştirilmiştir [26]. 

 

“ ( , )X d  bir metrik uzay, :T X X→  bir dönüşüm ve X uzayı T- yörüngesel tam 

olsun. Eğer T dönüşümü 0 1 ve 0a c< < ≥  olmak üzere tüm ,x y X∈  ler için 

 
3 2 2

2

[ ( , )] max{ ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ),
                      ( , ) ( , ) ( , )}
d Tx Ty ad x y d y Ty d y T x ad x Tx d Tx Ty d Tx T x

cd x Ty d y Tx d Ty T x
≤

 

 

eşitsizliğini sağlarsa o zaman T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir ve 0 1c≤ <  ise 

de bu sabit nokta tektir”. 

 

Bu kesimden itibaren yapılan çalışmalar tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır. 
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Bu iki teorem göz önüne alınarak ve kapalı bağıntı da tanımlanarak, metrik uzay 

üzerinde verilen bu türdeki tüm teoremlerin  genelleştirmesi veriliyor.  

 

Kapalı (implicit) bağıntı tanımını ve örneklerini verelim. 

 

3.3. Tanım ( Kapalı (implicit) Bağıntı) 

 

F , aşağıdaki koşulları sağlayan 10:F + →  şeklinde tanımlı tüm reel değerli 

sürekli fonksiyonların kümesini göstersin: 

 

F1 ) F fonksiyonu 2 3 10, ,...,t t t  değişkenlerinde artmayan, 

 

F2a ) her , 0u v ≥  için ( , , , , , , , ,0,0) 0F u v u u v u u u v+ ≤  iken u hv≤  olacak şekilde 

(0,1)h∈  vardır, 

 

F2b ) her 0u ≥  için ( ,0, ,0,0, ,0, ,0, ) 0F u u u u u ≤  iken 0u =  dır, 

 

F3 ) 0u∀ >  için ( , ,0, ,0, ,0, , , ) 0F u u u u u u u >  dır. 

 

3.4. Örnek 

 

(0,1), 0a c∈ ≥  ve 0 1c≤ <  olmak üzere 

 
3

1 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10( , ,..., ) max{ , , }F t t t t at t t at t t ct t t= −  

 

olsun. F fonksiyonunun F  ailesine ait olduğunu görelim. Bunun için gerekli 

koşulları sağlatalım. 
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F1 ) F fonksiyonu maksimum tanımından 1t  değişkeni hariç her bir değişkende 

artmayandır. 

 

F2a ) 0u >  ve 

 
3 2 2( , , , , , , , ,0,0) max{ , ,0} 0F u v u u v u u u v u avu avu+ = − ≤  

 

olsun. u v≥  ise o zaman 3 3 3u au u≤ <  olur ki, bu durum bir çelişki oluşturur. 

Böylece u v<  ve , (0,1)u av hv h a≤ = = ∈ olur. 

 

F2b ) 0u ≥  ve 

 
3( ,0, ,0,0, ,0, ,0, ) max{0,0,0} 0F u u u u u u= − ≤  

 

olsun. Buradan hemen 0u =  olduğu görülür. 

 

F3 ) 0u∀ >  için  

 
3 3 3 3 3( , ,0, ,0, ,0, , , ) max{0,0, } (1 ) 0F u u u u u u u u cu u cu c u= − = − = − >   

 

bulunur. 

 

3.5. Örnek 

 

,a b +∈  ve ,0 1c a b+∈ < + <  ve 0 1c≤ <  olacak şekildeki reel sayılar olmak 

üzere 

 
3

1 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10( , ,..., ) = − − −F t t t t at t t bt t t ct t t  
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olsun. F fonksiyonunun F  ailesine ait olduğunu görelim.  

 

F1 ) F fonksiyonu 1t  değişkeni hariç her bir değişkende artmayandır. 

 

F2a ) 0u >  ve 

 
3 2 2( , , , , , , , ,0,0) 0F u v u u v u u u v u avu bvu+ = − − ≤  

 

olsun. u v≥  ise o zaman 3 3 3( )u a b u u≤ + <  çelişkisi oluşur. Böylelikle u v<  ve 

( ) , (0,1)u a b v hv h a b≤ + = = + ∈  bulunur. 

 

F2b ) 0u ≥  ve 

 
3( ,0, ,0,0, ,0, ,0, ) 0F u u u u u u= ≤  

 

olsun. Bu durum 0u =  olmasını gerektirir. 

 

F3 ) 0u∀ >  ve 

 
3 3 3( , ,0, ,0, ,0, , , ) (1 ) 0F u u u u u u u u cu c u= − = − >  

 

olur. 

 

Yukarıda bahsettiğimiz genelleştirme teoremini ifade ve ispat edelim. 

 

3.1. Teorem 

 

( , )X d  bir metrik uzay, :T X X→  bir dönüşüm ve X, T- yörüngesel tam olsun. 

Eğer ,x y X∈ , F ∈F  için 
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2 2

2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                                           ( , ), ( , ), ( , )) 0
F d Tx Ty d x y d y Ty d y T x d x Tx d Tx Ty d Tx T x

d x Ty d y Tx d Ty T x ≤
                (3.1) 

 

eşitsizliği sağlanırsa T dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat 

 

0x , X içinde keyfi bir nokta olsun. Bu durumda 1,2,3,...n =  için ( )T X X⊂  

olacağından 1n nx Tx −=  dizisi tanımlanabilir. Bir n için 1n nx x +=  ise o zaman nx , T 

dönüşümünün bir sabit noktası olur ki, ispat tamamlanır. 

 

0,1, 2,...n =  için 1n nx x +≠  olduğunu kabul edelim. Bu durumda Eş. 3.1 

eşitsizliğinden 

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                          ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

F d Tx Tx d x x d x x d x x d x x d x x
d x x d x x d x x d x x

− − + + − +

+ − + + + ≤
 

 

ve 

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                            ( , ), ( , ) ( , ),0,0) 0

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

F d x x d x x d x x d x x d x x d x x
d x x d x x d x x

+ − + + − +

+ − ++ ≤
 

 

olur. F2a  koşuluna göre 0,1,2,...n =  için 

 

1 1( , ) ( , )n n n nd x x hd x x+ −≤  

 

elde edilir. Bu şekilde işlemlere devam edildiğinde 

 

1 0 1( , ) ( , )n
n nd x x h d x x+ ≤  
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olduğu görülür. 1h <  olduğundan { }nx  dizisi bir Cauchy dizisidir. O halde X, T- 

yörüngesel tam olduğundan X içinde bir z limitine sahiptir. Yine Eş. 3.1 eşitsizliği 

kullanılırsa 

 

2 1 1 1 2

1 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                                                     ( , ), ( , ), ( , )) 0

n n n n n n n n

n n n

F d Tx Tz d x z d z Tz d z x d x x d x Tz d x x
d x Tz d z x d Tz x

+ + + + +

+ + ≤
 

 

elde edilir. n →∞  için limit alınırsa F nin sürekliliğinden 

 

( ( , ),0, ( , ),0,0, ( , ),0, ( , ),0, ( , )) 0F d z Tz d z Tz d z Tz d z Tz d Tz z ≤  

 

olur ve F2b koşulundan ( , ) 0d z Tz =  ve böylece de z Tz=  bulunur. Sabit noktanın 

varlığı gösterilmiş oldu. 

 

Bu sabit noktanın tekliğini görelim. Bunun için w, T dönüşümünün z  den farklı 

ikinci bir sabit noktası olsun. Bu durumda Eş. 3.1 eşitsizliği kullanılırsa 

 

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                                                ( , ), ( , ), ( , )) 0
F d Tz Tw d z w d w Tw d w Tz d z Tz d Tz Tw d Tz Tz

d z Tw d w Tz d Tw Tz ≤
 

 

ve 

 

( ( , ), ( , ),0, ( , ),0, ( , ),0, ( , ), ( , ), ( , )) 0F d z w d z w d w z d z w d z w d w z d w z ≤  

 

olur ki, bu da F3 koşuluna göre 0 ( , ) 0d z w≤ ≤  ve böylece de z w=  olmasını 

gerektirir. Sonuç olarak sabit noktanın tekliği de gösterildi. O halde ispat 

tamamlanmış olur. 
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Bu teoremden anlıyoruz ki, Tripathi ve Yadav ın ispatladığı teoremdeki yörüngesel 

süreklilik veya herhangi bir süreklilik bu teoremde gerekli değildir. Bu duruma 

dayanarak iki temel sonuç verilebilir. 

 

3.1. Sonuç Teoremi 

 

( , )X d  bir metrik uzay, :T X X→  bir dönüşüm ve X uzayı T- yörüngesel tam 

olsun. Eğer T dönüşümü 0 1 ve 0a c< < ≥  olmak üzere tüm ,x y X∈  ler için 

 
3 2 2

2

[ ( , )] max{ ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ),
                      ( , ) ( , ) ( , )}
d Tx Ty ad x y d y Ty d y T x ad x Tx d Tx Ty d Tx T x

cd x Ty d y Tx d Ty T x
≤

 

 

eşitsizliğini sağlarsa o zaman T dönüşümü sabit noktaya sahiptir ve 0 1c≤ <  ise de 

bu sabit nokta bir tektir [26]. 

 

İspat 

 

Teorem 3.1 de F dönüşümü Örnek 3.4 deki gibi alınırsa 

 
2 2

2

3 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )
                                                           ( , ), ( , ), ( , ))

[ ( , )] max{ ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ,

F d Tx Ty d x y d y Ty d y T x d x Tx d Tx Ty d Tx T x
d x Ty d y Tx d Ty T x

d Tx Ty ad x y d y Ty d y T x ad x Tx d Tx T= − 2

2

) ( , ),
                                                                           ( , ) ( , ) ( , )} 0

y d Tx T x
cd x Ty d y Tx d Ty T x ≤

 

 

elde edilir. Bundan sonraki işlemler aynen Teorem 3.1 deki gibi benzer yolla yapılıp 

ispat tamamlanabilir.  
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3.2. Sonuç Teoremi 

 

( , )X d  bir metrik uzay, :T X X→  bir dönüşüm ve X uzayı T- yörüngesel tam 

olsun. Eğer T dönüşümü , ,a b c  sayıları 0 1, 0a b c< + < ≥  olacak şekildeki reel 

sayılar olmak üzere her ,x y X∈  için 

 
3 2 2

2

[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
                      ( , ) ( , ) ( , )
d Tx Ty ad x y d y Ty d y T x bd x Tx d Tx Ty d Tx T x

cd x Ty d y Tx d Ty T x
≤ +

+
 

 

eşitsizliğini sağlarsa o zaman T dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir ve 0 1c≤ <  ise 

de bu sabit nokta tektir. 

 

İspat 

 

Teorem 3.1 de F dönüşümü Örnek 3.5 deki gibi alınırsa 

 
2 2

2

3 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )
                                                           ( , ), ( , ), ( , ))

[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (

F d Tx Ty d x y d y Ty d y T x d x Tx d Tx Ty d Tx T x
d x Ty d y Tx d Ty T x

d Tx Ty ad x y d y Ty d y T x bd x Tx d Tx Ty d= − − 2

2

, )
                                                                     ( , ) ( , ) ( , ) 0

Tx T x
cd x Ty d y Tx d Ty T x− ≤

 

 

elde edilir. Bundan sonraki işlemler aynen Teorem 3.1 deki gibi benzer yolla yapılıp 

ispat tamamlanır.  
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4. DÜZGÜN UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

 
Düzgün uzaydaki çoğul değerli dönüşümlerden önce metrik uzaylardaki çoğul 

değerli dönüşümlerin sürekliliği, kümeler dizisinin yakınsaklığı tanımları aşağıdaki 

gibi verilmiştir [24-25,29]. 

 

( , )X d  bir metrik uzay ve ( )B X  ailesi X in bütün boştan farklı sınırlı alt 

kümelerinden oluşsun. , ( )A B B X∈  için ( , )A Bδ  fonksiyonu 

 

( , ) sup{ ( , ) : , }A B d a b a A b Bδ = ∈ ∈   

 

şeklinde tanımlansın. Eğer A kümesi bir tek a noktasından oluşuyorsa o zaman 

 

( , ) ( , )A B a Bδ δ=  

 

ve eğer aynı zamanda B kümesi de bir tek b noktasından oluşuyorsa o zaman da 

 

( , ) ( , ) ( , )A B a b d a bδ δ= =  

 

şeklinde yazılır. δ  fonksiyonu tanımından tüm ,A B  ve ( )C B X∈  kümeleri için 

 

( , ) ( , ) 0A B B Aδ δ= ≥  

 

ve 

 

( , ) ( , ) ( , )A B A C C Bδ δ δ≤ +  

 

olduğu kolaylıkla görülür. 

 

{ : 1,2,...}nA n = , X in boştan farklı alt kümelerinin bir dizisi olsun. Eğer 
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i) her bir ∈a A  ve her n için →na a  olacak şekilde bir { }⊆n na A  dizisi var, 

ii) her 0ε >  ve ≥n N  için 

 

{ :  ( , ) }
a A

A x X d x aε ε
∈

= ∈ <U  

 

olmak üzere ε⊆nA A  olacak şekilde bir N tamsayısı var 

 

koşulları sağlanırsa { }nA  dizisi A X⊂  alt kümesine yakınsar denir. Bu durumda A 

kümesine { }nA  dizisinin limiti denir [29]. 

 

4.1. Yarı Metrikler Ailesi ile Düzgün Yapı Kurma 

  

Bir düzgün uzay üzerindeki düzgün yapının, yarı metrikler ailesi ile belirlenen 

düzgün yapıya karşılık geldiği bir önceki bölümde verilmiş idi. Bu durum daha 

sonraki kısımlarda kullanılacak şekliyle verilecektir. Ayrıca düzgün uzaydaki çoğul 

değerli dönüşümlerin sürekliliği, kümeler dizisinin yakınsaklığı, yörüngesel tam ve 

süreklilik tanımları verilecektir. 

 

Bir ( , )X U  düzgün uzay ve { : }∈id i I  yarı metrikler ailesi için 

 

( , ) {( , ) : , , ( , ) }= ∈ <iV i r x y x y X d x y r  

 

olmak üzere  

 

{ ( , ) : , 0}β = ∈ >V i r i I r  

 

ailesi U  düzgün yapısı için bir taban ise { : }∈id i I  ailesi U  düzgün yapısına 

karşılık gelen birleşen yarı metrikler ailesi adını alır. 
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Bir ( , )X U  düzgün uzayının boştan farklı bir alt kümesi A  olsun. { : }∗ = ∈iP d i I  

olmak üzere 

 

( ) sup{ ( , ) : , , }∗ = ∈ ∈iP A d x y x y A i I  

 

ifadesi tanımlansın. Bu durumda ( )∗P A  ya A kümesinin çapı denir. Ayrıca 

( )∗ < ∞P A  ise A kümesine ∗P - sınırlı denir. 

 

2 { :  kümesi  in boştan farklı - sınırlı alt kümesi}∗=X A A X P  

 

olmak üzere boştan farklı herhangi iki A ve B alt kümeleri için 

 

( , ) inf{ ( , ) : , }= ∈ ∈i id x A d x a a A i I  

 

ve 

 

( , ) sup{ ( , ) : , , }δ = ∈ ∈ ∈i iA B d a b a A b B i I  

 

şeklinde tanımlansın. 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve ∈U U  keyfi bir çevre olsun. Bu durumda , 2∈ XA B  için 

 

[ ] { :  bir  için ( , ) }= ∈ ∈ ∈U A x X y A x y U  

 

ve 

 

� {( , ) 2 2 : }= ∈ × × ⊂ ∪ΔX XU A B A B U  

 

olmak üzere 2X  üzerindeki 2U  düzgün yapısı 
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�2 { : }β = ∈U U U  

 

tabanı ile üretilir. 

 

Aynı zamanda ∗P  ailesi de 2X  üzerinde 

 

( , ) {( , ) 2 2 : ( , ) }δ∗ = ∈ × < ∪ΔX X
iV i r A B A B r  

 

olmak üzere 

 

{ ( , ) : , 0}β ∗ ∗= ∈ >V i r i I r  

 

tabanı ile ∗U  düzgün yapısını belirler. 

  

4.1. Tanım 

 

{ }nA , 2X  içindeki kümelerin bir dizisi ve ⊂A X  olsun. Eğer  

 

i ) her bir ∈a A  ve her n için →na a  olacak şekilde bir { }⊆n na A  dizisi var, 

ii ) her 0ε >  ve ≥n N  için 

 

[ ] { :  bir  için ( , ) , }ε ε
∈

= = ∈ ∈ < ∈U i
x A

A U x y X x A d x y i I  

 

olmak üzere ε⊆nA A  olacak şekilde bir N tamsayısı var 

 

koşulları sağlanırsa o zaman { }nA  dizisi A kümesine yakınsar denir. Bu durumda A 

kümesine { }nA  dizisinin limiti denir ve 
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lim
→∞

=nn
A A  

 

veya 

 

   ( )→ →∞nA A n  

 

şeklinde gösterilir. 

 

: 2XF X →  bir çoğul değerli dönüşüm ve x X∈  olsun. Eğer { }nx , X  içinde x X∈  

noktasına yakınsayan bir dizi iken { }nFx  dizisi de 2X  içinde 2XFx∈  elemanına 

yakınsıyorsa F  dönüşümü x noktasında süreklidir denir. F , X in her bir x 

noktasında sürekli ise F  dönüşümüne X üzerinde süreklidir denir. 

 

Bir : 2XF X →  çoğul değerli dönüşümünün bir 0x X∈  noktasındaki yörüngesi 

 

0 1( , ) { : , 1, 2,...}n n nO F x x x Fx n−= ∈ =  

 

ile verilen bir { }nx  dizisidir. 

 

( , )X U   düzgün  uzayında  her  bir x X∈  noktasında F nin  bir  yörüngesinin 

Cauchy dizisi olan  her  alt  dizisi  X in  bir noktasına  yakınsıyorsa ( , )X U   düzgün   

uzayına   F-yörüngesel tam denir. 

 

( , )X U  bir düzgün uzay ve : 2XF X →  bir çoğul değerli dönüşüm olsun. Her bir 

x X∈  için Fx  kümesi X içinde bir kapalı küme ise : 2XF X →  çoğul değerli 

dönüşümüne nokta kapalı dönüşüm denir. 

 

İleride ispatlayacağımız teoremlerin lokal konveks uzaylar için bir uygulaması da 

verileceğinden lokal konveks uzayların yarı metrikler ailesi ile ilişkisini verelim. 
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( , )X τ  bir lokal konveks topolojik uzay ve üzerindeki τ  topolojisi 

 

( , ) { : ( ) }iV i r x X p x r= ∈ <  

 

olmak üzere 

 

{ ( , ) : , 0}V i r i I r∈ >  

 

ailesi τ  için bir taban olacak şekildeki { : }ip i I∈  yarı normlar ailesi tarafından 

üretilsin. Bu durumda * { : }iP p i I= ∈  ailesi de τ  için bir birleşen aile adını alır. 

 

Her bir i I∈  ve her ,x y X∈  noktaları için 

 

( , ) ( )i id x y p x y= −  

 

şeklinde tanımlı 

 

:id X X× → �  

 

fonksiyonu X üzerinde bir yarı metrik olur. Böylece * { : }iP p i I= ∈  ailesi X üzerinde 

bir U  düzgün yapı belirler. Bu ( , )X U  düzgün uzayının düzgün topolojisi uzayın τ  

lokal konveks topolojisi ile çakışır [30, sayfa 16-17,48]. 

 

X in herhangi boştan farklı A ve B alt kümeleri için 

 

( , ) inf{ ( ) : , }i id x A p x a a A i I= − ∈ ∈  

                                                                                                                                 (4.1) 

( , ) sup{ ( ) : , , }i iA B p a b a A b B i Iδ = − ∈ ∈ ∈  
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şeklinde tanımlanır. 

 

4.2. Düzgün Uzayda Çoğul Değerli Dönüşüm İçin Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu kısımda metrik uzayda tanımlı nokta kapalı dönüşüm için bir sabit nokta 

teoreminden yararlanarak ilgili kapalı bağıntıyı tanımlayıp bu bağıntı yardımı ile bir 

ana teorem, iki sonuç ve de lokal konveks uzaylara bir uygulama verilecektir. 

 

Bir tam metrik uzayda tanımlı nokta kapalı bir dönüşüm ile ilgili Özer ve Türkoğlu 

aşağıdaki teoremi ispatlamışlardır [31]. 

 

“ ( , )X d  bir F-yörüngesel tam metrik uzay ve : ( )F X B X→  dönüşümü, 1r ≥  

tamsayı ve , ,a p q  sayıları 0 1, 0p q a< + < >  olacak şekildeki reel sayılar olmak 

üzere  her ,x y X∈  için 

 
1

1

min{ ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) } min{ ( , ), ( , )}

                                                                               [ ( , ) ( , )] ( , )

r r r

r

Fx F y x Fx y F y y F y a d x F y d y Fx

pd x Fx qd x y d y F y

δ δ δ δ−

−

+

≤ +
 

 

eşitsizliğini sağlayan bir sürekli dönüşüm olsun. Bu durumda x Fx∈  olacak şekilde 

bir x X∈  vardır ( burada Fx , Fx  in kapanışı anlamındadır ). Eğer F  nokta kapalı 

dönüşüm ise o zaman x Fx∈  olup x, F dönüşümünün bir sabit noktasıdır”. 

 

Bu teorem göz önüne alınarak yeni bir teorem ispatlanacak. Bu yeni teorem için 

gerekli olacak kapalı bağıntıyı verelim. 

 

4.2. Tanım ( Kapalı Bağıntı ) 

 

Φ  ile aşağıdaki koşulları sağlayan tüm 8:φ + →� �  fonksiyonlarının kümesini 

gösterelim: 
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10 ) φ  fonksiyonu 1 3 4, ,t t t  değişkenlerinde azalmayan ve 5 6 7, ,t t t  değişkenlerinde 

azalan, 

 

20 ) her , 0u v ≥  için 

 

( , , , , , , ,0) 0u v v u v u u vφ + ≤  

 

iken u hv≤  olacak şekilde en az bir (0,1)h∈  vardır. 

 

4.1. Örnek 

 

1r ≥ ( negatif olmayan tamsayı), ,p q +∈� , 0,a >  0 1p q< + <  olmak üzere 

 
1 1

1 2 8 1 3 4 4 7 8 5 2 6( , ,..., ) min{ , , } min{ , } ( )r r r rt t t t t t t a t t pt qt tφ − −= − − +  

 

olsun. φ  fonksiyonunun Φ  ailesine ait olduğunu gösterelim. 

 

10 ) Minimum tanımından gözükür. 

 

20 ) Her , 0u v ≥  için 

 
1 1( , , , , , , ,0) min{ , , } min{ ,0} ( ) 0r r r ru v v u v u u v u vu u a u v pv qv uφ − −+ = − + − + ≤  

 

ise o zaman 

 
1 1min{ , } ( ) 0r r ru vu p q vu− −− + ≤  

 

olur. Bu durumda u v≥  ise 
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1 (1 ) 0ru v p q− − − ≤  

 

elde edilir ki, bu da 1p q+ ≥  çelişkisini verir. Böylece u v<  ve buradan 

 
1( ) 0r ru p q u v−− + ≤  

 

bulunur. Böylelikle u hv≤ , (0,1)h p q= + ∈  bulunur. 

 

4.1. Teorem 

 

 ( , )X U , * { : }iP d i I= ∈  ile tanımlı bir F- yörüngesel tam Hausdorff düzgün uzay, 

(2 , )X ∗U uzayı ( , )X U  uzayının hiper uzayı ve : 2XF X →  şeklinde tanımlı bir 

sürekli dönüşüm olsun. Her ,x y X∈ , i I∈  ve φ ∈Φ  için 

 

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                    ( , ), ( , )) 0
i i i i i i

i i

Fx F y d x y x Fx y F y d x Fx d y F y

d x F y d y Fx

φ δ δ δ

≤
                      (4.2)        

 

eşitsizliği sağlanırsa o zaman x Fx∈  olacak şekilde bir x X∈  vardır. F bir nokta 

kapalı dönüşüm ise o zaman x , F dönüşümünün bir sabit noktasıdır. 

 

İspat 

 

0 ,x X  içinde keyfi bir nokta olmak üzere 1,2,...n =  için 

 

1 0 2 1 1, ,..., ,...n nx Fx x Fx x Fx −∈ ∈ ∈       

 

şeklinde bir { }nx  dizisi tanımlayalım. 0,1,2,...n =  için 1( , ) 0i n nd x x + >  olacak 

şekildeki her bir 0,1,2,...n =  için ( , ) 0i n nd x Fx >  ( aksi durumda pozitif bir tamsayı 
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için n nx Fx∈  olur ki, o zaman ispat bitmiş olur ) olduğunu kabul edelim. Eş. 4.2 

eşitsizliğini 1nx x −=  ve ny x=  için uygulanırsa 

 

1 1 1 1 1 1

1 1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                    ( , ), ( , )) 0
i n n i n n i n n i n n i n n i n n

i n n i n n

Fx Fx d x x x Fx x Fx d x Fx d x Fx

d x Fx d x Fx

φ δ δ δ− − − − − −

− − ≤
 

 

elde edilir. Buradan iδ  nin tanımı ve  10  özelliğinden 

 

1 1 1 1 1

1 1 1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                                          ( , ), ( , ),0) 0

i n n i n n i n n i n n i n n

i n n i n n

d x x d x x d x x d x x d x x
d x x d x x

φ + − − + −

+ − + ≤
                       

 

olur. Böylece 

 

1 1 1 1 1

1 1 1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
                                        ( , ), ( , ) ( , ),0) 0

i n n i n n i n n i n n i n n

i n n i n n i n n

d x x d x x d x x d x x d x x
d x x d x x d x x

φ + − − + −

+ − ++ ≤
 

 

eşitsizliği ve 20  özelliği göz önüne alınırsa 1,2,...n =  için 

 

1 1( , ) ( , )i n n i n nd x x hd x x+ −≤  

 

elde edilir. Böylelikle { }nx  dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu kolaylıkla görülür. 

( , )X U  uzayı F- yörüngesel tam olduğundan nx x→  olacak şekilde bir x X∈  

noktası vardır. F sürekli dönüşüm olduğundan { } 2X
nFx ⊂  dizisi de 2X  içindeki Fx  

değerine yakınsar. 

 

Şimdi de x Fx∈  olduğunu gösterelim. W ∈U  keyfi bir çevre olsun. Bu durumda 

, 0, ( , )j I t V j t W∈ > ⊆  olacak şekilde bir ( , )V j t β∈  vardır. Verilen bir 0ε >  sayısı 

ve tüm 1n N≥  ler için { }nx  dizisi yakınsak olduğundan 
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( , )
2j nd x x ε

<                                                                                                            (4.3) 

 

olacak şekilde bir 1N  pozitif tamsayısı vardır. Diğer yandan F sürekli olduğundan 

aynı ε  sayısı ve tüm 2n N≥  ler için 

 

3
[ ] { : ( , ) , , }

3n i
a Fx

Fx A U a y X d a y a Fx i Iε
ε

∈

⊆ = = ∈ < ∈ ∈U  

 

olacak şekilde bir 2N  pozitif tamsayısı bulabiliriz. Ayrıca 1n nx Fx+ ∈  olduğundan 

 

( , )
3j nd x y ε

<  

 

olacak şekilde bir ny Fx∈  vardır ve 

 

[ ]n
a Fx

y Fx U a
∈

∈ ⊆ U  

 

olması 

 

( , )
3jd a y ε

<  

 

olacak şekilde bir a Fx∈  olmasını gerektirir. Böylece tüm 2n N≥  ler için 

 

1
2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3 3 3j n j n j n jd x Fx d x a d x y d y a ε ε ε
+ ≤ ≤ + < + =                                     (4.4) 

 

bulunur. 1 2max{ , }N N N=  diyelim. Bu durumda Eş. 4.3 ve Eş. 4.4 denklemlerinden 

tüm n N≥  sayıları için 
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1 1
2( , ) ( , ) ( , )

3 3j j n j nd x Fx d x x d x Fx ε ε ε+ +≤ + < + =  

 

olur. 0ε >  sayısı keyfi olduğundan ( , ) 0jd x Fx t= <  elde edilir. Buradan 

( , ) ( , )x Fx V j t W∈ ⊆  olur ve  böylelikle x Fx∈  ve F  nokta kapalı olduğundan 

x Fx Fx∈ =  bulunur. Bu da x in F dönüşümünün sabit noktası olduğunu verir. İspat 

tamamlanmış olur. 

 

4.1. Sonuç Teoremi 

 

( , )X U , * { : }iP d i I= ∈  yarı metrikler ailesi ile tanımlı bir F- yörüngesel tam 

Hausdorff düzgün uzay, (2 , )X ∗U uzayı ( , )X U  uzayının hiper uzayı ve : 2XF X →  

şeklinde tanımlı bir sürekli dönüşüm olsun. Her ,x y X∈ , i I∈  için 1r ≥  tamsayı 

ve , ,a p q  sayıları 0a >  ve 0 1p q< + <  olacak şekildeki reel sayılar olmak üzere 

 
1

1

min{ ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) } min{ ( , ), ( , )

                                                                 ( ( , ) ( , )) ( , )

r r r
i i i i i i

r
i i i

Fx F y x Fx y F y y F y a d x F y d y Fx

pd x Fx qd x y d y F y

δ δ δ δ−

−

+

≤ +
                          

 

eşitsizliği sağlanırsa o zaman x Fx∈  olacak şekilde bir x X∈  vardır. F bir nokta 

kapalı dönüşüm ise o zaman F dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat 

 

Teorem 4.1 deki φ  fonksiyonu Örnek 4.1 deki gibi olsun. Bu durumda 

 

1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                    ( , ), ( , ))

min{ ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) } min{ ( ,

i i i i i i

i i

r r r
i i i i i

Fx F y d x y x Fx y F y d x Fx d y F y

d x F y d y Fx

Fx F y x Fx y F y y F y a d x F

φ δ δ δ

δ δ δ δ−= −
1

), ( , )}

                                                                 ( ( , ) ( , )) ( , ) 0
i

r
i i i

y d y Fx

pd x Fx qd x y d y F y −− + ≤
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eşitsizliği ve Teorem 4.1 deki işlemler aynen uygulandığında ispat kolaylıkla 

tamamlanır. 

 

4.2. Sonuç Teoremi 

 

( , )X d  bir F-yörüngesel tam metrik uzay ve : ( )F X B X→  dönüşümü, 1r ≥  

tamsayı ve , ,a p q  sayıları 0 1, 0p q a< + < >  olacak şekildeki reel sayılar olmak 

üzere  her ,x y X∈  için 

 
1

1

min{ ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) } min{ ( , ), ( , )}

                                                                               [ ( , ) ( , )] ( , )

r r r

r

Fx F y x Fx y F y y F y a d x F y d y Fx

pd x Fx qd x y d y F y

δ δ δ δ−

−

+

≤ +
 

 

eşitsizliğini sağlayan bir sürekli dönüşüm olsun. Bu durumda x Fx∈  olacak şekilde 

bir x X∈  vardır ( burada Fx , Fx  in kapanışı anlamındadır ). Eğer F  nokta kapalı 

dönüşüm ise o zaman x Fx∈  olup x, F dönüşümünün bir sabit noktasıdır [31]. 

 

İspat 

 

Sonuç Teoremi 4.1 in özel bir sonucu olarak ( , )X U  düzgün uzayı ( , )X d  metrik 

uzayı ile değiştirildiğinde elde edilir. Çünkü her bir metrik uzay bir düzgün uzaydır. 

 

Verilen  bu teoremin Tarafdar tarafından verilen düşünce ile Teorem 4.1 in bir 

uygulaması olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz [32]. 

 

4.3. Sonuç Teoremi 

 

( , )X τ  bir F- yörüngesel tam Hausdorff lokal konveks lineer topolojik uzay, 

(2 , )X ∗U  bir düzgün uzay ve : 2XF X →  şeklinde tanımlı bir dönüşüm olsun. id  ve 
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iδ  fonksiyonları Eş. 4.1 deki gibi tanımlanmak üzere Teorem 4.1 in koşulları 

sağlansın. Bu durumda F dönüşümü  X  içinde bir sabit noktaya sahiptir. 

 

4.3. Düzgün Uzayda Çoğul Değerli Dönüşüm Çifti İçin Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu kısımda dört tane çoğul değerli dönüşüm için bir sabit nokta teoremi, teoremin 

sonuçları ve de lokal konveks uzaylara bir uygulaması verilecektir. 

 

Kısım 4.1’ de tanımlanan bir düzgün uzay ve onun hiper uzayı tanımı gereği iki 

düzgün uzay için de benzer düşünce ile hiper uzayları tanımlanabilir. İleride teorem 

ispatlarında kullanılacak şekliyle bu tanımları ifade edelim. 

 

1( , )X U  ve 2( , )Y U  iki düzgün uzay olsun. 

 

1 1( , ) {( , ) : , , ( , ) }iV i r x x x x X d x x r′ ′ ′= ∈ <  

 

2 2( , ) {( , ) : , , ( , ) }iV i r y y y y Y d y y r′ ′ ′= ∈ <  

 

olmak üzere  

 

1 1{ ( , ) : , 0}V i r i I rβ = ∈ >  

 

2 2{ ( , ) : , 0}V i r i I rβ = ∈ >  

 

aileleri sırası ile 1U  ve 2U  düzgün yapıları için birer taban oluştururlar. 

 

12 { :  kümesi  in boştan farklı - sınırlı alt kümesi}X A A X P∗=  

 

ve 
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22 { :  kümesi  nin boştan farklı - sınırlı alt kümesi}Y B B Y P∗=  

 

olmak üzere her bir i I∈  ve 1 2 1 2, 2 , , 2X YA A B B∈ ∈  kümeleri için 

 

1 1 2 1 2( , ) sup{ ( , ) : , , }i
iA A d x x x A x A i Iδ ′ ′= ∈ ∈ ∈  

 

ve 

 

2 1 2 1 2( , ) sup{ ( , ) : , , }i
iB B d y y y B y B i Iδ ′ ′= ∈ ∈ ∈  

 

şeklinde tanımlanır. 

 

1( , )X U  ve 2( , )Y U  iki düzgün uzay, 1 1U ∈U  ve 2 2U ∈U  keyfi çevreleri ve de 

1 2, 2XA A ∈  ve 1 2, 2YB B ∈  kümeleri için 

 

�1 1 2 1 2 1{( , ) 2 2 : }X XU A A A A U= ∈ × × ⊆ ∪Δ  

ve 

 

� 2 1 2 1 2 2{( , ) 2 2 : }Y YU B B B B U= ∈ × × ⊆ ∪Δ  

 

olmak üzere 2X  üzerindeki 12U  düzgün yapısı ve 2Y  üzerindeki 22U  düzgün yapısı  

 

�1 1 1 12 { : }U Uβ = ∈U  

 

ve 

 

�2 2 2 22 { : }U Uβ = ∈U  
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tabanları ile üretilir. 

 

Aynı zamanda 1P∗  bileşen ailesi 2X   üzerine ve 2P∗  bileşen ailesi de 2Y  üzerine 

 

1 1 2 1 1 2( , ) {( , ) 2 2 : ( , ) }X X iV i r A A A A rδ∗ = ∈ × < ∪Δ  

 

ve 

 

2 1 2 2 1 2( , ) {( , ) 2 2 : ( , ) }Y Y iV i r B B B B rδ∗ = ∈ × < ∪Δ  

 

olmak üzere 

 

1 1{ ( , ) : , 0}V i r i I rβ ∗ ∗= ∈ >  

 

ve 

 

2 2{ ( , ) : , 0}V i r i I rβ ∗ ∗= ∈ >  

 

tabanları ile 1
∗U  ve 2

∗U  düzgün yapıları oluşturulur. 

 

Bu tanımlar göz önüne alınıp Türkoğlu ve Fisher tarafından iki çoğul değerli 

dönüşüm için bir sabit nokta teoremi aşağıdaki şekilde verilmiştir [33]. 

 

“ 1( , )X U  ve 2( , )Y U  sırası ile 1 1{ : }iP d i I∗ = ∈  ve 2 2{ : }iP d i I∗ = ∈  ile tanımlı tam 

Hausdorff düzgün uzaylar ve 1(2 , )X ∗U  ve 2(2 , )Y ∗U  uzayları da sırası ile 1( , )X U  ve 

2( , )Y U  uzaylarının hiper uzayları olsunlar. : 2YF X →  ve : 2XG Y →  dönüşümleri 

, , , ,i I x x X y y Y′ ′∀ ∈ ∈ ∈  için 0 1ic≤ <  olmak üzere 
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1 1 1 1 2( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}i i i i i
iGFx GFx c d x x x GFx x GFx Fx Fxδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′≤  

 

ve 

 

2 2 2 2 1( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}i i i i i
iFGy FGy c d y y y FGy y FGy Gy Gyδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′≤  

 

eşitsizliklerini sağlasın. F sürekli ise o zaman GF  dönüşümü X içinde bir tek z sabit 

noktasına ve FG dönüşümü Y içinde bir tek w sabit noktasına sahiptir. Ayrıca 

{ }Fz w=  ve { }Gw z=  dir. 

 

Bu teorem iki çoğul değerli dönüşüm için geçerlidir. Bu teorem iki çoğul değerli 

dönüşüm çifti için kapalı bağıntı yardımı ile genelleştirilecek. Daha sonra bu 

genelleştirme teoreminin sonuçları ve lokal konveks uzaylara bir uygulaması 

verilecek. Genelleştirme teoreminden önce kapalı bağıntı aşağıdaki şekilde veriliyor. 

 

4.3. Tanım ( Kapalı Bağıntı ) 

 

5T , aşağıdaki koşulları sağlayan tüm 5:T + →� �  sürekli fonksiyonlarının kümesi 

olsun: 

I1) T  fonksiyonu 2 3 4, ,t t t  ve 5t  değişkenlerine göre artmayan, 

 

I2) her , , 0u v w ≥  için 

 

( , , , , ) 0T u v u v w ≤  

 

veya 

 

( , , , , ) 0T u v v u w ≤  
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olması durumunda max{ , }u h v w≤  olacak şekilde bir [0,1)h∈  vardır, 

 

I3) 0u∀ >  için ( ,0, , , ) 0T u u u u >  dır. 

 

Kapalı bağıntıyı tanımladıktan sonra bazı örnekler verelim. 

 

4.2. Örnek 

 

[0,1)c∈  olmak üzere 

 

1 2 5 1 2 3 4 5( , ,..., ) max{ , , , }T t t t t c t t t t= −  

 

olarak tanımlansın. Kapalı bağıntı özelliklerini sağlatalım. 

 

I1) Maksimum tanımından dolayı 2 3 4, ,t t t  ve 5t  değişkenlerinde fonksiyonun 

artmayan olduğu kolaylıkla görülür. 

 

I2) 0u >  ve , 0v w ≥  için 

 

( , , , , ) max{ , , } 0T u v u v w u c v u w= − ≤  

 

olsun. O zaman max{ , }u c v w≤  dır. Eğer max{ , }u c v w>  ise, o zaman (1 ) 0u c− <  

bulunur ki bu durum bir çelişki oluşturur. O halde [0,1)h c= ∈  için max{ , }u h v w≤  

olur. Eğer 0u =  ise o zaman da max{ , }u h v w≤  bulunur. Benzer şekilde 

( , , , , ) 0T u v v u w ≤  olması da max{ , }u h v w≤  olmasını gerektirir. 

 

I3) 0u∀ >  için ( ,0, , , ) (1 ) 0T u u u u c u= − >  dır. 
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4.3. Örnek 

 

0, 0,0 1α β α β≥ ≥ ≤ + <  olmak üzere 

 
2 2

1 2 5 1 2 5 3 4( , ,..., ) (max{ , })T t t t t t t t tα β= − −  

 

olsun. Bu örnek için kapalı bağıntı koşullarını sağlatalım. 

 

I1) Bu kısım açıktır. 

 

I2) 0, 0u v> ≥  ve 0w ≥  için 

 
2 2( , , , , ) (max{ , }) 0T u v u v w u vw u vα β= − − ≤  

 

olsun. Eğer u v>  ise o zaman 

 

 2 2(1 ) (max{ , })u v wβ α− ≤   

 

ve buradan  

 

max{ , }
1

u v wα
β

≤
−

 

 

olur. u v≤  ise de o zaman 

 
2 2 2(max{ , }) (max{ , })u v w v wα β≤ +  

 

ve buradan da 
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max{ , }u v wα β≤ +  

 

bulunur. Böylelikle max , [0,1)
1

h αα β
β

⎧ ⎫⎪ ⎪= + ∈⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 olmak üzere max{ , }u h v w≤  

olur. 0u =  ise de max{ , }u h v w≤  bulunur. Benzer şekilde ( , , , , ) 0T u v v u w ≤  olması 

max{ , }u h v w≤  olmasını gerektirir. 

 

I3) 0u∀ >  için 2 2 2( ,0, , , ) (1 ) 0T u u u u u u uβ β= − = − >  dır. 

 

4.4. Örnek 

 

0, 0, 0, 0a b c d> > > >  ve 1a b c d+ + + <  olmak üzere 

 
2 2

1 2 5 1 1 2 1 3 1 4 5( , ,..., ) ( )T t t t t at t bt t ct t dt= − + + +  

 

olsun. Koşulları sağlatalım. 

 

I1) 1t  değişkeni hariç diğer tüm değişkenlerde artmayan olduğu açıktır. 

 

I2) 0, 0u v> ≥  ve 0w ≥  için 
2 2 2( , , , , ) ( ) 0T u v u v w u auv bu cuv dw= − + + + ≤  

 

olsun. Eğer u v>  ise o zaman 

 
2 2(1 ) (max{ , })a b c u d v w− − − ≤  

 

ve buradan 

 



    

 

46

 

max{ , }
1

du v w
a b c

≤
− − −

 

 

bulunur. Eğer u v≤  ise o zaman 

 
2 2 2( )(max{ , }) (max{ , })u a b c v w d v w≤ + + +  

 

ve buradan da 

 

max{ , }u a b c d v w≤ + + +  

 

olur. Böylece max , max{ , } [0,1)
1

dh a b c d v w
a b c

⎧ ⎫⎪ ⎪= + + + ∈⎨ ⎬− − −⎪ ⎪⎩ ⎭
 olmak üzere 

max{ , }u h v w≤  elde edilir. 0u =  ise bu durumda da max{ , }u h v w≤  bulunur. 

Benzer şekilde ( , , , , ) 0T u v v u w ≤  olması da max{ , }u h v w≤  olmasını gerektirir. 

 

I3) 0u∀ >  için 2 2 2 2 2( ,0, , , ) (1 ) 0T u u u u u bu cu du b c d u= − − − = − − − >  dır. 

 

4.5. Örnek 

 

[0,1)c∈  olmak üzere 
2 2

1 2 5 1 2 3 2 4 3 4 5( , ,..., ) max{ , , , }T t t t t c t t t t t t t= −  

 

olsun. Kapalı bağıntı koşulları olan ( I1-I3 ) koşullarını sağlatalım. 

 

I1) Maksimum tanımı gereği 1t  değişkeni hariç diğer tüm değişkenlerde artmayandır. 

 

I2) 0, 0u v> ≥  ve 0w ≥  için 
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2 2 2( , , , , ) max{ , , } 0T u v u v w u c uv v w= − ≤  

 

olsun. Bu durumda 2 2 2max{ , , }u c uv v w≤  olur. Eğer max{ , }u v w>  ise o zaman 

2 (1 ) 0u c− <  çelişkisi oluşur. Böylece [0,1)h c= ∈  olmak üzere max{ , }u h v w≤  

dır. 0u =  ise o zaman da max{ , }u h v w≤  olur. Benzer şekildeki tüm işlemler 

( , , , , ) 0T u v v u w ≤  için de uygulandığında max{ , }u h v w≤  sonucuna varılır. 

 

4.2. Teorem 

 

1( , )X U  ve 2( , )Y U  sırası ile 1 1{ : }iP d i I∗ = ∈  ve 2 2{ : }iP d i I∗ = ∈  ile tanımlı tam 

Hausdorff düzgün uzaylar ve 1(2 , )X ∗U  ve 2(2 , )Y ∗U  uzayları da sırası ile 1( , )X U  ve 

2( , )Y U  uzaylarının hiper uzayları olsunlar. , : 2YF G X →  ve , : 2XP Q Y →  

dönüşümleri 5,T S ∈T  olmak üzere , , , ,i I x x X y y Y′ ′∀ ∈ ∈ ∈  için 

 

1 1 1 1 2( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i iT PFx QGx d x x x PFx x QGx Fx Gxδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ≤                      (4.5) 

 

2 2 2 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i iS GPy FQy d y y y GPy y FQy Py Qyδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ≤                     (4.6) 

 

eşitsizliklerini sağlasınlar. Eğer F ve G sürekli ise, o zaman PF ve QG dönüşümleri  

bir tek ortak z X∈  sabit noktasına ve, GP ve FQ  dönüşümleri bir tek ortak w Y∈  

sabit noktasına sahiptirler. 

 

İspat 

 

1,x X  içinde keyfi bir nokta olsun. 1 1 2 1,y Fx x Py∈ ∈  ve 2 2y Gx∈  seçilirse 3 2x Qy∈  

olur. Bu şekilde işleme devam edilirse genel olarak, 1,2,...n =  için 2 1 2 1,n ny Fx− −  

içinde bir nokta, 2 2 1,n nx Py −  içinde bir nokta ve 2ny  de 2nGx  içinde bir nokta olarak 

seçildiğinde o zaman 2 1nx +  de 2nQy  içinde olur. Böylelikle X  ve Y  içinde sırası ile 
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{ }nx  ve { }ny  dizileri seçilmiş olur. 1
ic  ve 2

ic  sabitleri I2 koşulunu sağlayan reel 

sabitler olmak üzere 1 2max{ , }i i
ic c c=  olsun. 

 

1 1U ∈U  keyfi çevresini alalım. 1 1,β U  için bir taban olduğundan 1 1( , )V i Uε ⊆  olacak 

şekilde 1 1( , )V i ε β∈  vardır. Eş. 4.5 eşitsizliği kullanılırsa 

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 1 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                                    ( , )) 0

i i i i
n n n n n n n n

i
n n

T PFx QGx d x x x PFx x QGx

Fx Gx

δ δ δ

δ
+ + + +

+ ≤
 

 

ve buradan 

 

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2

2 2 1 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                                                  ( , )) 0

i i i i
n n n n n n n n

i
n n

T PFx QGx QGx PFx QGx PFx PFx QGx

Fx Gx

δ δ δ δ

δ
+ − + −

+ ≤
 

 

elde edilir ve  

 

2 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( , )i i
n n n nFx Gx GPy FQyδ δ+ −≤  

 

eşitsizliği ile I2 koşulundan 

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}i i i
n n i n n n nPFx QGx c PFx QGx GPy FQyδ δ δ+ − −≤  

 

ve 

 

1 2 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 2 2 1 2

( , ) ( , )

                      max{ ( , ), ( , )}

i i
n n n n

i i
i n n n n

d x x PFx QGx

c PFx QGx GPy FQy

δ

δ δ
+ + +

− −

≤

≤
                          (4.7) 

 

bulunur.  

 

Benzer şekilde Eş. 4.5 eşitsizliği tekrardan kullanılırsa 
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1 2 2 2 3 1 2 1 2 2

1 2 1 2 2 2 1 2

( , ) ( , )

                      max{ ( , ), ( , )}

i i
n n n n

i i
i n n n n

d x x PFx QGx

c PFx QGx GPy FQy

δ

δ δ
+ + + +

+ +

≤

≤
                          (4.8) 

 

elde edilir. 

 

2 2U ∈U  keyfi çevresini alalım. 2 2,β U  için bir taban olduğundan 2 2( , )V i Uε ⊆  

olacak şekilde 2 2( , )V i ε β∈  vardır. Eş. 4.6 eşitsizliği kullanılırsa 

 

2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2

1 2 1 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                                    ( , )) 0

i i i i
n n n n n n n n

i
n n

S FQy GPy d y y y GPy y FQy

Py Qy

δ δ δ

δ
+ + + +

+ ≤
 

 

ve buradan 

 

2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                                     ( , )) 0

i i i i
n n n n n n n n

i
n n

S FQy GPy GPy FQy FQy GPy GPy FQy

Py Qy

δ δ δ δ

δ
+ − + −

+ ≤
 

 

elde edilir ve 

 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , )i i
n n n nPy Qy PFx QGxδ δ+ +≤  

 

eşitsizliği ile I2 koşulundan 

 

2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2( , ) max{ ( , ), ( , )}i i i
n n i n n n nFQy GPy c GPy FQy Py Qyδ δ δ+ − +≤  

 

ve 

 

2 2 1 2 2 2 2 2 1

2 2 1 2 1 2 1 2

( , ) ( , )

                      max{ ( , ), ( , )}

i i
n n n n

i i
i n n n n

d y x FQy GPy

c GPy FQy PFx QGx

δ

δ δ
+ + +

− +

≤

≤
                          (4.9) 
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bulunur. 

 

Benzer şekilde Eş. 4.6 eşitsizliği yine kullanılırsa 

 

2 2 2 2 3 2 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 1 2 2

( , ) ( , )

                      max{ ( , ), ( , )}

i i
n n n n

i i
i n n n n

d y x GPy FQy

c GPy FQy PFx QGx

δ

δ δ
+ + + +

+ + +

≤

≤
                     (4.10) 

 

elde edilir. 

 

1, 2,...n = ve tüm i I∈  lar için 

 

1 1 2 1 3 2 1 3 4 2 1 2

2 2 3

max{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                                              ( , )}

i i i i

i

K PFx QGx PFx QGx PFx QGx GPy FQy

FQy GPy

δ δ δ δ

δ

=
 

 

olmak üzere 

 

1 2 1 2( , )i n
n n iPFx QGx c Kδ + ≤                                                                                      (4.11) 

 

1 2 1 2 2( , )i n
n n iPFx QGx c Kδ + + ≤                                                                                   (4.12) 

 

2 2 2 1( , )i n
n n iFQy GPy c Kδ + ≤                                                                                      (4.13) 

 

2 2 2 2 1( , )i n
n n iFQy GPy c Kδ + + ≤                                                                                   (4.14) 

 

olduklarını gösterelim. 

 

1n =  için Eş. 4.11 ve Eş. 4.14 eşitsizliklerinin doğrulukları açıktır. Eş. 4.11 ve Eş. 

4.14 eşitsizliklerinin herhangi bir n için gerçeklendiğini kabul edelim. Eş. 4.7 



    

 

51

 

eşitsizliği, Eş. 4.12 ve Eş. 4.14 eşitsizlikleri üzerindeki kabullerimiz göz önüne 

alındığında 

 

1 2 3 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 2
1

( , ) max{ ( , ), ( , )}

                                 

i i i
n n i n n n n

n
i

PFx QGx c PFx QGx GPy FQy

c K

δ δ δ+ + + + + +

+

≤

≤
 

 

bulunur. Tümevarım ile Eş. 4.11 eşitsizliği gösterilmiş oldu. 

 

Eş. 4.9 eşitsizliği, Eş. 4.11 ve Eş. 4.14 eşitsizlikleri üzerindeki kabullerimiz 

kullanılırsa 

 

2 2 2 2 3 2 2 1 2 2 1 2 3 2 2
1

( , ) max{ ( , ), ( , )}

                                 

i i i
n n i n n n n

n
i

FQy GPy c GPy FQy PFx QGx

c K

δ δ δ+ + + + + +

+

≤

≤
 

 

elde edilir. Böylece Eş. 4.13 eşitsizliği gösterilmiş oldu. 

 

Eş. 4.8 eşitsizliği, Eş. 4.11 ve Eş. 4.13 eşitsizlikleri üzerindeki kabullerden 

 

1 2 3 2 4 1 2 3 2 2 2 2 3 2 2
1

( , ) max{ ( , ), ( , )}

                                 

i i i
n n i n n n n

n
i

PFx QGx c PFx QGx GPy FQy

c K

δ δ δ+ + + + + +

+

≤

≤
 

olur. 

 

Son olarak Eş. 4.10, Eş. 4.12 ve Eş. 4.13 eşitsizlikleri kullanıldığında da 

 

2 2 4 2 3 2 2 3 2 2 1 2 3 2 4
1

( , ) max{ ( , ), ( , )}

                                 

i i i
n n i n n n n

n
i

FQy GPy c GPy FQy PFx QGx

c K

δ δ δ+ + + + + +

+

≤

≤
  

 

bulunur. Böylelikle Eş. 4.14 eşitsizliği de gösterilmiş olur. 

 

Bu işlemlerin ardından hemen görülür ki 1,2,...r =  ve N den daha büyük bir n için 
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1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 3 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2 2

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )

                         ( , ) ( , ) ...

                         ( ...)
    

i i i i
n n r n n n n n r n r

i i
n n n n

n n n n
i i i i

d x x d x x d x x d x x

QGx PFx PFx QGx

c c c c K

δ δ
+ + + + + + + + + +

+ + +

+ +

≤ + + +

≤ + +

≤ + + + +
                     ε<

 

 

olur. 1ic <  olduğundan 1 2 1 2 1( , )i
n n rd x x ε+ + + <  ve buradan da tüm ,n r p≥  ler için 

2 1 2 1 1( , )n n rx x U+ + + ∈  olacak şekilde bir p vardır. Böylece { }nx  dizisi X tam düzgün 

uzayı içinde bir Cauchy dizisi olur ve X içinde bir z limitine sahiptir. Benzer şekilde 

{ }ny  dizisi de Y tam düzgün uzayı içinde bir Cauchy dizisidir ve Y içinde bir w 

limitine sahiptir. 

 

Ayrıca m n>  olmak üzere n N>  için 

 

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2

1 2 2 1

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ...

                                                                  ( , )

                         ( ...)
 

i i i
n m n n n n

i
m m

n n n n
i i i i

QGx PFx QGx PFx PFx QGx

QGx PFx

c c c c K

δ δ δ

δ
+ + + +

+

+ +

≤ + +

+

≤ + + + +
                        ε<

 

 

elde edilir. 2 2 2 1m mx PFx+ +∈  olduğundan da 

1 2 1 2 2 1 2 2 2

1 2 2 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )

                    ( , ) ( , )

i i i
n m m n

i i
m m n

z QGx d z x x QGx

d z x PFx QGx

δ δ

δ
+ +

+ +

≤ +

≤ +
 

 

elde edilir. Böylece Eş. 4.15 eşitsizliğinden m n N> >  için 

 

1 2 1 2 2( , ) ( , )i i
n mz QGx d z xδ ε+≤ +  

 

olur. m  sonsuza götürüldüğünde n N>  için  

 

1 2( , )i
nz QGxδ ε≤  
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ve böylece ε  keyfi olduğundan 

 

2lim { }nn
QGx z

→∞
=                                                                                                      (4.16) 

 

bulunur. 

 

Benzer şekilde 

 

2 1

2 1 2

lim { }

lim { } lim
nn

n nn n

PFx z

GPy w FQy
+→∞

+→∞ →∞

=

= =
                                                                              (4.17) 

 

ifadeleri de elde edilir. 

 

F ve G dönüşümlerinin sürekliliğinden 

 

2 1lim { }nn
Fx Fz w+→∞

= =                                                                                             (4.18) 

 

2lim { }nn
Gx Gz w

→∞
= =                                                                                               (4.19) 

olur. 

 

1W ∈U  keyfi bir çevre olsun. 1 1,β U  için bir taban olduğundan 1( , )V j t W⊆  olacak 

şekilde 1 1( , )V j t β∈  vardır. Eş. 4.5 eşitsizliği x z=  ve 2nx x′ =  için kullanılırsa 

 

1 2 1 2 1 1 2 2 2 2( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i i
n n n n nT PFz QGx d z x z PFz x QGx Fz Gxδ δ δ δ ≤  

 

elde edilir. n sonsuza götürülür ve Eş. 4.16, Eş. 4.19 eşitlikleri kullanılırsa 

 

 1 1( ( , ),0, ( , ),0,0) 0i iT PFz z z PFzδ δ ≤  
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ve buradan I2 koşulundan 

 

1 ( , ) 0i PFz zδ ≤  

 

ve böylece  elde edilir. Bu da 1( , ) ( , )z PFz V j t W∈ ⊆  demektir. W keyfi ve X 

Hausdorff düzgün uzay ve de Eş. 4.18 denklemi düşünülürse 

 

{ }PFz z Pw= =                                                                                                      (4.20) 

 

olmak zorunda olduğu sonucuna varılır. Bu kez Eş. 4.5 eşitsizliği 2 1nx x +=  ve x z′ =  

için kullanılırsa 

 

1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i i
n n n n nT PFx QGz d x z x PFx z QGz Fx Gzδ δ δ δ+ + + + + ≤  

 

elde edilir. n sonsuza götürülür ve Eş. 4.17, Eş. 4.18 ve Eş. 4.19 denklemleri 

kullanılırsa 

 

1 1( ( , ),0,0, ( , ),0) 0i iT z QGz z QGzδ δ ≤  

 

olur ve buradan I2 koşulundan 

 

1 ( , ) 0i z QGzδ ≤  

 

elde edilir. Buradan da Eş. 4.19 denklemi göz önüne alındığında 

 

{ }QGz z Qw= =                                                                                                     (4.21) 

 

elde edilir. Böylelikle z  aynı zamanda QG dönüşümünün de bir sabit noktası olur. 
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Eş. 4.18 ve Eş. 4.21 denklemlerinden 

 

{ }FQw Fz w= =  

 

olduğu görülür ve Eş. 4.19 ve Eş. 4.20 denklemlerinden de 

 

{ }GPw Gz w= =  

 

olduğu görülür. Bundan dolayı w da FQ ve GP dönüşümlerinin bir sabit noktasıdır. 

 

Bulunan bu sabit noktanın tekliğinin ispatı için kabul edelim ki z′ , PF ve QG 

dönüşümlerinin z  den farklı ikinci bir ortak sabit noktası olsun. Eş. 4.5 eşitsizliği 

x x z′ ′= =  için kullanılırsa 

 

1 1 1 1 2( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i iT PFz QGz d z z z PFz z QGz Fz Gzδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ≤  

 

ve 

 

1 1 1 2( ( , ),0, ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i iT PFz QGz PFz QGz PFz QGz Fz Gzδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ≤  

 

bulunur.  

 

Eş. 4.6 eşitsizliği kullanılırsa da 

 

 2 2 2 2

1

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

                                                                              ( , )) 0

i i i i

i

S GPFz FQGz Fz Gz Fz GPFz Gz FQGz

PFz QGz

δ δ δ δ

δ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ≤
 

 

 ve 

 

2 2 2 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i iS GPFz FQGz Fz Gz Fz Gz Gz Fz PFz QGzδ δ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ≤  
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bulunur ve I2 koşulundan 

 

2 2 1( , ) max{ ( , ), ( , )}i i i
iGPFz FQGz c Fz Gz PFz QGzδ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′≤  

 

ve 

 

2 2

2 1

( , ) ( , )

                  max{ ( , ), ( , )}

i i

i i
i

Fz Gz GPFz FQGz

c Fz Gz PFz QGz

δ δ

δ δ

′ ′ ′ ′≤

′ ′ ′ ′≤
 

 

ve 

 

2 1( , ) ( , )i i
iFz Gz c PFz QGzδ δ′ ′ ′ ′≤  

 

elde edilir. 

 

Böylece 

 

1 1 1 1( ( , ),0, ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i
iT PFz QGz PFz QGz PFz QGz c PFz QGzδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ≤  

 

ve 

 

1 1 1 1( ( , ),0, ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i iT PFz QGz PFz QGz PFz QGz PFz QGzδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ≤  

 

olur ki I3 koşulundan 

 

1 ( , ) 0i PFz QGzδ ′ ′ =  

 

ve buradan 
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2 ( , ) 0i Fz Gzδ ′ ′ =  

 

olur.  

 

Böylece Fz′  ve Gz′  kümeleri tek nokta kümeleridir ve 

 

{ }PFz QGz z′ ′ ′= =  

 

ve 

 

1 2( , ) ( , )i i
iPFz QGz c Fz Gzδ δ′ ′ ′≤  

 

ve buradan da 

 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i i
i id z z PFz QGz c d Fz Gz c d Gz Fzδ′ ′ ′ ′= ≤ =  

 

elde edilir. 

 

Eş. 4.6 eşitsizliği kullanılırsa 

 

2 2 2 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i iS GPFz FQGz d Fz Gz Fz GPFz Gz FQGz PFz QGzδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ≤  

 

ve 

 

2 2 1( ( , ), ( , ),0,0, ( , )) 0i i iS d Gz Fz d Fz Gz d z z′ ′ ′ ≤  

 

ve 

 

2 2 2 2 1( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 0i i i i iS d Gz Fz d Fz Gz d Fz Gz d Gz Fz d z z′ ′ ′ ′ ′ ≤  
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olur ve I2 koşulundan 

 

2 2 1( , ) max{ ( , ), ( , )}i i i
id Gz Fz c d Fz Gz d z z′ ′ ′≤  

 

ve buradan da 

 
2

1 1( , ) ( , )i i
id z z c d z z′ ′≤  

 

bulunur. 1ic <  olduğundan z noktasının tekliği gösterilmiş olur. 

 

Benzer şekilde w noktasının da GP ve FQ dönüşümlerinin bir tek sabit noktası 

olduğu görülür. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

4.4. Sonuç Teoremi 

 

1( , )X U  ve 2( , )Y U  sırası ile 1 1{ : }iP d i I∗ = ∈  ve 2 2{ : }iP d i I∗ = ∈  ile tanımlı tam 

Hausdorff düzgün uzaylar ve 1(2 , )X ∗U  ve 2(2 , )Y ∗U  uzayları da sırası ile 1( , )X U  ve 

2( , )Y U  uzaylarının hiper uzayları olsunlar. , : 2YF G X →  ve , : 2XP Q Y →  

dönüşümleri 0 1ic≤ <  olmak üzere , , , ,i I x x X y y Y′ ′∀ ∈ ∈ ∈  için  

 

1 1 1 1 2( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}i i i i i
iPFx QGx c d x x x PFx x QGx Fx Gxδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′≤                       

 

2 2 2 2 1( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}i i i i i
iGPy FQy c d y y y GPy y FQy Py Qyδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′≤                      

 

eşitsizliklerini sağlasınlar. Eğer F ve G sürekli ise, o zaman PF ve QG dönüşümleri  

bir tek ortak z X∈  sabit noktasına ve, GP ve FQ  dönüşümleri bir tek ortak w Y∈  

sabit noktasına sahiptirler. 
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İspat 

 

Teorem 4.2 de T ve S dönüşümleri aynen Örnek 4.2 deki gibi alınır ve Teorem 4.2 

deki tüm işler aynen uygulanırsa ispat kolaylıkla tamamlanır. 

 

4.1. Uyarı 

 

Teorem 4.2 nin sonuçları ve Örnek 4.3-Örnek 4.5 örnekleri göz önüne alınırsa o 

zaman bazı sabit nokta teoremlerini içeren sonuçlar elde edilebilir. 

 

4.5. Sonuç Teoremi 

 

1( , )X τ  ve 2( , )Y τ  iki tam Hausdorff lokal konveks lineer topolojik uzaylar, 2X  ve 

2Y  sırası ile X ve Y  uzaylarının hiper uzayları olsun. F ve G dönüşümleri 1( , )X τ  

uzayından 2Y  üzerine ve P ve Q dönüşümleri de 2( , )Y τ  uzayından 2X  üzerine 

tanımlı dönüşümler olsun. id  ve iδ  fonksiyonları Eş. 4.1 deki gibi tanımlanmak 

üzere Teorem 4.2 nin koşulları sağlansın. Bu durumda PF ve QG dönüşümleri  X  

içinde bir tek ortak sabit noktaya, GP ve FQ  dönüşümleri de  Y içinde bir tek ortak 

sabit noktaya sahiptir. 
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5. SONUÇ  

 

İlk bölümde metrik ve düzgün uzayda tanımlı dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı 

ve de tekliği konusundaki bazı çalışmalara yer verilmiştir. 

 

İkinci bölümün ilk kısmında boştan farklı bir X kümesi üzerinde düzgün yapının 

tanımı verilmiştir. Daha sonra teorem ispatlarında kullanılacak diğer tanım ve 

teoremler ifade edilmiştir. Bu bölümün ikinci kısmında ise bir X kümesi üzerindeki 

düzgün yapının yine X üzerindeki bir indekslenmiş yarı metrikler ailesi ile de 

tanımlanabileceği yani, bu düzgün yapılar arasında bire bir karşılık gelmenin olduğu 

gösterilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde yörüngesel tam metrik uzayda tanımlı bir tek değerli dönüşümün 

sabit noktasının var ve tekliği ile ilgili bir genelleştirme teoreminden hareketle bir 

kapalı (implicit) bağıntı tanımlanmıştır. Bu bağıntıyı sağlayan bazı örnekler 

verilmiştir. Daha sonra bu bağıntı yardımıyla yeni bir genelleştirme teoremi 

verilmiştir. Ayrıca bu temel teoremin iki sonucu elde edilmiştir. 

 

Dördüncü bölümün ilk kısmında yarı metrikler ailesi ile düzgün yapı oluşturmaya ve 

de bazı tanımlara yer verilmiştir. İkinci kısmında ise bir önceki bölümdekinden farklı 

bir kapalı (implicit) bağıntı tanımlanmıştır. Bu bağıntı yardımıyla bir düzgün uzayda 

tanımlı bir çoğul değerli dönüşümün sabit noktasının belirlenmesi için yeni bir 

teorem ispat edilmiştir. Daha sonra bu teoremin iki sonucu ifade edilmiştir. Son 

olarak, temel teoremin lokal konveks uzaylara bir uygulaması verilmiştir. Bölümün 

son kısmında ise iki tane çoğul değerli dönüşüm çifti için yeni bir genelleştirme 

teoremi ispat edilmiştir. Bu teoremin ispatında da yine kapalı (implicit) bağıntı 

kullanıldığından bu teorem için gerekli olan kapalı (implicit) bağıntı tanımlanmıştır. 

Ayrıca bu bağıntıyı sağlayan birkaç örnek verilmiştir. Bu örneklerin verilme amacı 

şudur: Her bir örnek  bu kısmın ana teoremi ile düşünüldüğünde daha önceden 

verilmiş bazı sabit nokta teoremleri elde edilmiş olur. Son olarak temel teoremin bir 

sonucu ve lokal konveks uzaylara bir uygulaması verilmiştir. 
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