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viii
SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Ac¢iklama

P(X) X kiimesinin bostan farkli tiim alt kiimelerinin ailesi

Pcl(X) X kiimesinin bostan farkl tiim kapali alt kiimelerinin ailesi
B(X) X kiimesinin bostan farkli tiim sinirl alt kiimelerinin ailesi
CB(X) X kiimesinin bostan farkli tiim kapali ve sinirli alt kiimelerinin

ailesi

IR Negatif olmayan reel sayilarin kiimesi

+



1. GIRIS

X bostan farkli bir kiime ve f : X — X bir doniisiim olsun. Eger fx, = x, olacak
sekilde X de bir x, noktas: var ise bu x, noktasina f doniisiimiiniin bir sabit noktasi

denir. Ornegin,

X =[0,0), fx=2x,gx =x+1

seklinde tanimlanirsa x = 0 noktas1 f doniisiimiiniin sabit noktasidir ancak g

doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Yine X =(0,0) alinirsa f doniisiimiiniin de sabit

noktas1 olmadigi agiktir. O halde bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, o
doniisiimiin tanimina bagli oldugu gibi tanimladig: kiimenin yapisina da baghdir. Bu
nedenle sabit nokta teori ¢alismalari, bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi kosullar
altinda var oldugu, varsa tek olup olmadigi, tek ise nasil bulunabilecegi sorularina

cevap aramaktadir.

Bostan farkli bir kiime iizerinde metrik veya bostan farkli bir kiimenin iki elemani
arasindaki  uzakhik kavraminin nasil tanimlanacagi  matematigin  temel
problemlerinden biri olmustur. Frechet (1906), bostan farkli bir kiime iizerindeki
metrik yapist iizerinde calisarak, kiimenin farkli iki elemani arasindaki uzakligin
pozitif bir say1 olmasi gerektigini gostermistir [14]. Daha sonra her bir nokta cifti
icin dagilim fonksiyonu kavramini vermis ve bdylece probabilistik metrik uzay
kavrami ortaya ¢ikmistir. Probabilistik metrik uzayda iiggen esitsizliginin olmamasi
ancak bunun yerine zayif liggen esitsizliginin kullanilmasi, bu uzayda alinan diziler
icin limit taniminin yapilamamasina neden olmustur. Menger (1942) iiggen norm
kavramindan faydalanilarak probabilistik metrik uzaylar i¢in {icgen esitsizligi vermis
ve boylece Menger uzaylar ortaya cikmustir [20]. Probabilistik metrik uzay
kavraminin ayrintili incelenmesini Istratesku (1974) yapmis [16] ancak en dnemli
gelisim Wald (1983) tarafindan Wald uzay1 [40] Hicks ve Sharma (1984) tarafindan
Hicks uzay1 [15], Radu (1994) tarafindan probabilistik f-metrik uzaylar gibi bircok

uzaylar [25] tiiretilmesinden sonra ortaya cikmistir. Ancak probabilistik metrik



uzaylar i¢inde daha ¢ok Menger uzaylar icin sabit nokta ¢alismalar1 yapilmis ve bu
calismalar halen devam etmektedir. Metrik uzaylarda biiziilme doniisiimleri icin ilk
sabit (Banach sabit) nokta teoremi Banach (1932) tarafindan verilmistir [8]. Kiime
degerli doniisiimler icin sabit nokta teori ise Banach sabit nokta teoreminin Nadler
(1969) tarafindan kiime degerli doniistimlere genellemesi ile baglamistir. Banach
sabit nokta teoremi Sehgal ve Bharucha-Reid (1972) tarafindan probabilistik metrik
uzaylara aktarilmis [28] ve bu calisma, probabilistik metrik uzaylarda sabit nokta
kavrami i¢in 6nemli bir doniim noktasi olmustur. Konuyla ilgili daha genis bilgi

[1,3-7] [11-12] [19,27] ve [31-38] deki ¢alismalarda verilmistir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Tanim

X #O ve d: X xX — IR bir fonksiyon olsun. Vx, y,ze X igin,

(1) d(x,) 20,
(@) d(x,y)=0=x=y,
(@i) d(x,y) = d(y,x),

() d(x,2) <d(x,y)+(d(y,2)

sartlar1 saglanir ise, d ye X iizerinde bir metrik, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir.
Eger (1), (ii1) ve (iv) sartlar1 ile birlikte x = y = d(x,y) =0 sart1 saglanir ise, d ye X

tizerinde bir yar: metrik, (X,d) ikilisine de yar: metrik uzay denir.

2.1. Ornek

IR reel sayilar kiimesi olsun. Vx,y € IR icin d(x,y)= |x— y| seklinde tanimlanan d

fonksiyonu /R iizerinde bir metriktir. Bu metrige alisilmis (veya mutlak deger)

metrik, (IR, d) ikilisine de alisilmis metrik uzay denir.
2.2. Tanim

(X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xeX olsun. Ve>0 icin
dn,(¢) € IN dyleki Vn>n, i¢in d(x,,x)<¢& oluyorsa, (x,) dizisine x noktasina

yakinsaktir denir ve n — o iken x, - x veya limx, = x ile gosterilir.
n—0



2.3. Tamim

(X, d) metrik uzay, (x,) de bu uzayda tanimhi bir dizi olsun. Ve&>0 igin
dn,(e)e IN 5Vn,m=n, iken d(x, ,x,)<e& oluyorsa, (x,) dizisine Cauchy dizisi

denir. Eger (X,d) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda yakinsar

ise, (X,d) metrik uzayina tamdir denir.

2.4. Tanim

(X d) bir metrik uzay ve 4 < X olsun. d(A4) = sup{d(x.y) :xed,ye A}

reel sayisina A4 kiimesinin ¢ap: denir.

Eger d(A4) <o ise 4 kiimesine sinirl kiime aksi halde sinirsiz kiime denir.

2.5. Tamim

(X.d) bir metrik uzay olmak iizere X’in bostan farkl tiim alt kiimelerinin ailesini P(X)

ile gosterelim.

Vxe X ve Ac X i¢in x noktasinin A kiimesine olan uzakligi

d(x.A)= irelgd(x, y)= inf{d(x,y) (Ve A}

seklinde tanimlanan reel sayidir.

A,Bc X i¢in A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik
d(A,B) = inf{d(x,y) :xed,ye B}

seklinde tanimlanir.



Tanimlardan da anlasilacag: iizere bir x, noktas: i¢in x, € 4 ise d(x,,A4)=0 olur.
Fakat bunun tersi dogru degildir. Ornegin (IR,d,,) metrik uzaymda d,,(1,(0,1)) =0

olmasina ragmen 1 ¢ (0,1) dir.
2.6. Tanim

X # O bir kiime, Y herhangi bir kiime ve P(Y), Y nin bostan farkli alt kiimelerinin

ailesi olmak tizere, F': X — P(Y) doniisiimiine kiime (¢ogul) degerli doniigiim denir.

2.2. Ornek

X=Y=1[0,1]i¢in bir F : X — P(X) kiime degerli donilisim, Fx = {O,g} olarak

tanimlanabilir.
2.7. Tanim

F : X— P(Y) kiime degerli doniisiim olmak tizere, 4 € P(X) i¢in FA kiimesi

FA=|JFa

aci

seklinde tanimlanir.
F"(A) ise
F'(A)=F(F"'(4) n=23,..

seklinde tanimlanair.



2.8. Tamim

X # @, P(X) de X nin alt kiimelerinin ailesi olmak ilizere F: X — P(X) seklinde

taniml £ kiime degerli donilistim i¢in x € F'(x) ise x noktasina F' donlisiimiiniin sabit
noktasi denir. Bu sabit noktalarin kiimesini  Fix(F)={xe X :xe F(x)} seklinde

gosteririz.
2.9. Tanim

f:X > X tek degerli bir fonksiyon olsun.
a) Eger en az bir alt yar siirekli ¢: X — IR, U {+0} fonksiyonu igin
d(x, f(x)+@(f(x)) < p(x)

kosulu saglantyor ise f’ye Caristi tipi fonksiyondur denir.

b) Eger en az bir a [O,%) var ve her x,y € X icin

d(f(x), f (V) <ald(x, f(x)+d(y, f())]

kosulu saglantyor ise f’ye Kanan tipi fonksiyondur denir.

c) Eger a,b,ce R ve a+b+c <1 olmak lizere her x,y e X i¢in

d(f(x), f(¥)) < ad(x,y)+bd(x, f(x))+cd(y, f ()

kosulu saglantyor ise f’ye Ciric-Reich-Rus tipi fonksiyondur denir.



3. METRIiK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

3.1. Iki Tam Metrik Uzayda Kiime Degerli iki Doniisiim I¢in Sabit Nokta

Teoremi

Bu kisimda verilen tanim ve teoremler [2] de detayli bir sekilde incelenmistir.

3.1.1. Tanim

(X,d) bir tam metrik uzay ve B(X)’de X’in sinirh tiim alt kiimelerinin ailesi olsun.

o fonksiyonu A4, B € B(X) i¢in

0(A,B)=sup {d(a,b):ae A,be B}

seklinde tanimlanir. Eger A tek bir elemandan olusuyor ise a € 4 igin,

0(A,B)=0(a,B) di.

Eger B tek bir elemandan olusuyor ise b € B igin,

5(A4,B) =35(4,b) dir.

Hem A hem B tek bir elemandan olusuyor ise

5(4,B) = 5(a,b) = d(a,b)

olur.

Ayrica ¢ fonksiyonu, her 4,B,C € B(X) icin



i.0(A,B)=0(B,A)=0,
ii. 0(A4,B)<06(4,C)+06(C,B)
sartlarini saglar.

3.1.2. Tanim

(X, d) bir metrik uzay ve B(X)’de X’in smirh tiim alt kiimelerinin ailesi olsun. B(X)

deki kiimelerin bir dizisi {4,} ve 4 da X in bir alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullar

saglaniyorsa {An} dizisi A kiimesine yakinsiyor denir.

i. Her bir a € A noktasina yakinsayan en az bir {an €d, n=12,3, } dizisi vardir,

ii. Her £ >0 igin en az bir n, € IN dogal sayis1 vardir ki her n>n, i¢in 4, C A4, .

Burada A, merkezi 4 kiimesinde olan tiim & yarigapl agik yuvarlarin birlesim

kiimesidir. Yani 4, = U B(a,¢) dur.

acA

Bu durumda A ya {4,} dizisinin limiti denir ve lim 4, =4 veya 4, > A olarak

n—>0

gosterilir.
3.1.1. Lemma

(X.d) bir metrik uzay {4,} ve {B,}ise X kiimesindeki sinirli alt kiimelerin iki dizi
olsun. 4,Bc X kiimeleri siirl olmak tizere sirasiyla {4,} ve {B,} dizilerinin

yakinsadigi kiimeler olsun. Bu durumda {5(4,,B,)} dizisi 6(4,B) reel sayisina

yakinsar [13].



3.1.3. Tanim

(X d) bir metrik uzay, F:X — B(X) bir doniisim ve x, € X olsun. X deki
noktalarin bir {x,} dizisi X de bir x, noktasina yakinsadiginda, B(X) de tamml

{Fx,}dizisi de B(X) de Fx, kiimesine yakimsiyor ise bu durumda F ye x,

noktasinda siireklidir denir. Eger F, X in her noktasinda siirekli ise F ye X lizerinde

sureklidir denir.
3.1.1. Teorem

(X,d) ve (Y,p) tam metrik uzaylar olsunlar. 7: X —Y ve S:Y — X fonksiyonlari,
her xe X ve yeY i¢in f,g e F olmak lizere

p(Ix,TSy) < f(d(x,Sy), p(y,Tx), p(y,TSy)),
d(Sy,STx) < g(p(y,Tx),d(x,Sy),d(x,STx))

kosullarii saglasin. Bu durumda S7 nin X de bir u sabit noktasi, 7S nin Y de bir v
noktast vardir. Ustelik Tu=v ve Sv=u dir. Buradaki F kiimesi f:IR’ — IR,

seklinde taniml ve asagidaki sartlar1 saglayan tiim fonksiyonlarin kiimesidir.

(i.) f ustyar siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.
(ii.) Her u,0>0 i¢in u < f(v,0,u) veya u < f(v,u,0) ise 0<c<1

olacak sekilde bir ¢ sabit sayis1 vardir ki u < co dir [30].



10

3.1.1. Ornek

0<c<1 olmakiizere f(t,,t,,t,) =cmax{t,1,,4,} olsun.

i. f nin siirekli oldugu agiktir.

ii. Varsayalmki u,0>0 ve u < f(v,0,u) olsun. Dolayisiyla u <c¢max{v,u} olur.
v<u ise u <cu <u olur. Bu da bir geliskidir. Buradan u < cv olur.

3.1.2. Ornek

f(tl,tz,t3)=cmax{tl,t2,t3,b t2t3} olsun. Burada 0<b<1 ve 0<c<1 dir.

i. fmin siirekli oldugunu gérmek kolaydir.
ii. 1. 6rnekte gorildigl gibi gosterilebilir.

3.1.3. Ornek

1

f(tl,tz,t3):(at{’+ﬂt§’+yt3");, p>0, a,B,y€IR, ve a+ [ +y <1 olsun.

i. f nin siirekli oldugu agiktir.

1
ii. Varsayalimki u,0>0 ve u < f(v,0,u) olsun. Dolayistyla u < (au” +7/u")P

olur. Buradan,
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1

a \»
u< > v olur. Dolayistyla

1

¢ = (—]p <1 olarak alinabilir.

Benzer olarak eger u < f(v,u,0) ise u <c,v, buradan;

1

a | o
¢, =| —— | <1 olarak segilebilir.
1-p

c=max{c,,c,} <1 olarak alabiliriz.

Asagidaki teorem, iki tam metrik uzayda tanimli iki kiime degerli doniisiim i¢in sabit

nokta teoremidir.
3.1.2. Teorem

(X,0,) ve (Y,0,) tam metrik uzaylar olsunlar. 7: X — B(Y) ve §:Y = B(X) iki

fonksiyon olsun. Her x,x' € X ve y,y' €Y ler igin;
0,(S8Tx,STx") < f(0,(Ix,Tx"),d,(x',S8Tx),0,(x",STx")), 2.1

0,(TSy,TSy") < g(6,(Sy,Sy"),d,(y', TSy),6,(y", TSy")) (2.2)

sartlar1 saglansin. Burada f,ge F, S veya T siirekli ise S7, X de bir u sabit
noktasma 7S ise Y de bir v sabit noktasina sahiptir. Ustelik Tu ={v} ve Sv={u}

olur.
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Ispat

x, € X keyfi bir nokta olsun. X ve Y kiimeleri {izerinde sirasiyla {xn} ve { yn}
dizilerini tamimlayalim. T, kiimesinden bir y, noktasim, Sy, kiimesinden x,
noktasmni, 7x, noktasindan y; noktasini, Sy, kiimesinden x, noktasini secelim. Bu

sekilde devam ederek x, leri X kiimesinden, y,,, leri Y kiimesinden segelim.

n+l

Tx, kiimesinden y,,, noktasini, Sy,,, kiimesinden x

n+l

noktasini segelim.
Es. 2.1° den,

dl ('anrl b 'xn+2) = 51 (STxn b ST‘an )

< f(é‘Z (Txn > Txn+l )’ dl (xn+l 4 STxn )’ é‘l (xn+l > STer—l ))
< £(8,(TSy, . TSy .),0,8,(STx, , STx. .))
(if) den,
0,(8Tx,,STx,.,) < co,(ISy,,TSy,.,). (2.3)

Es. 2.2’ 1 kullanarak,

Ay (V1> Y0i2) < 6,(TSy,, TSy, ,)

<g(6,(8,8,:1), 4, (3,1, 159, 0,(,.1,TSY,..)

<g(6,(8Tx, ,,8Tx,),0,0,(TSy,,TSy,.,))-

(if) den



0,(TSy,,TSy,.,) < co,(STx, ,,STx,).

Es.2.3 ve 2.4’ den

0,(STx,,STx

n+l

)< 5, (STx

n-1°

Devamin da ise tiimevarimla,

d (x,,,,x,.,)<c"?6(STx,,STx,),

n+12

Ay (V1> Vuia) < 02"_352(TSyl,TSy2) .

r=1,2,...1i¢in,

dl (xn+l > xn+r+1 ) S dl (xn+l > xrl+2) + dl (xn+2 > xn+3) +..t dl (xn+r > xn+r+1 )

(P L+ TS (ST, STx,)

<é&.

STx ).
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(2.4)

(2.5)

En az bir n,eIN vardir ki n>n, igin ¢<1 oldugundan {x,} ve {y,} dizileri

sirastyla tam metrik uzay olan X ve Y’de birer Cauchy dizileridir. Dolayisiyla,

limx, =4 ueX , limy =v veY

n—0 n—»0

olur. Ustelik m > n icin,

S (u,STx,) < d,(u,x,,,)+J,(x

m+12

STx,)
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<d (u,x,,)+06,(STx,,STx,) . (2.6)
Es. 2.5’ ten dolay1 m,n > n, i¢in,
o,(u,STx,)<d,(u,x,,,)+¢&

olur. n> N ve m — o igin

o,(u,STx,)< ¢

olur dolayistyla lim S7x, = {u} olur. (¢ keyfi secilmistir. )

n—»0

Benzer olarak ,

lim7Sy,,, = {v} =limTx,

n—0

olur. Burada x

n+l

€ Sy, ., oldugunu daha 6nceden biliyoruz. Kabul edelim ki 7 stirekli

n+l

olsun,

limTx, =Tu ={v}

n—>0

olur.
Es. 2.1’ den,

0,(8Tu ,8Tx,) < f(0,(Tu ,Tx,),d,(x,,Sv),5,(x,,STu ))

n — oo olarak alinirsa,
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5,(STu ,u) < £(0,d,(u, STu ),0)) < £(0,5,(u, STu ,0).
(if) den dolay1,
0,(u,STu )< co,(u,STu )

olur. Ayrica, STu ={u}=Sv olur. Ustelik TSv=Tu ={v} dolayisiyla u, ST

fonksiyonunun, v ise 7S fonksiyonunun sabit noktalaridir.

T yerine S fonksiyonunu siirekli olarak kabul edersek ayni sonuglari elde edilir.

Bu sabit noktalarin tekligini ispat i¢in kabul edelim ki S7 ikinci bir u' sabit

noktasina, 7S de ikinci bir v’ sabit noktasina sahip olsun.

Es. 2.2 kullanilirsa,

d,(v,0")=06,(TSv,TSV")
< g(6,(Sv,Sv'"),d, (V' ,TSv),5,(L',TSV"))
= g(6,(Sv,Sv"),d,(v',0),0)
< g(6,(Sv,Sv"),d,(V',0),0)).

(if) den,

d,(v,0")<co,(Sv,Sv"). 2.7)

Es. 2.1 kullanirsa



5,(Sv, Sv') < 8,(STSv, STSU')

< f(d,(v,0"),d,(Sv',Sv),6,(Sv',Sv")

< f(d,(v,0"),6,(SV',Sv),6,(Sv", Sv")) .

Benzer olarak,

5,(Sv',8v') < 8,(Sv', STSV') < £(0,0,5,(Sv',50')).

(if) den

o,(Sv',8v")=0.

Es. 2.8’den,

0,(Sv,Sv") < f(d,(v,0"),0,(Sv', SV),0) .

(if) den,

8,(Sv,Sv") <cd, (v,0").

Es.2.7 ve 2.9’ dan,

d,(v,v") < c’d,(v,0")

olur. Dolayistyla v = 0" olur yani tek bir v noktasi vardir.

16

(2.8)

(2.9)

STu' = {u’} ve TSv ={v} olmasi TSTu' =Tu' ={v} anlamma gelir. Dolayisiyla
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{u}=STu =Sv=STu' ={u'}.
Sonug olarak u tektir. Teoremin ispat1 boylelikle tamamlanmis olur.
Eger T: X —>Y ve S:Y —> X ise asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.
3.1.1. Sonug

(X,d,) ve (Y,d,) tam metrik uzaylar, 7: X =Y ve §:Y — X iki fonksiyon olsun.

VxeXveyeY ve f,geF icin
d,(STx,STx") < f(d,(ITx,Tx"),d,(x",STx),d,(x",STx"), (2.10)

d,(TSy,TSy") < g(d,(Sy ,S'),d,(y',TSy),d,(y", TSy")) (2.11)

kosullar1 saglansin. Eger S veya T fonksiyonlarindan herhangi biri siirekli ise S7, bir
tek u € X sabit noktasina ve TS de bir tek v €Y sabit noktasma sahiptir. Ustelik

Tu=v ve Sv=u dir.

Eger f(t,,1,,t,)=g(t,,1,,t;) =cmax {t,,t,,t,},0<c <1 olarak alirsa 3.1.2 teorem

den asagidaki sonucu yazabiliriz.
3.1.2. Sonug

(X,0,) ve (Y,0,) tam metrik uzay, 7: X — B(Y) fonksiyonu siirekli bir fonksiyon
ve §:Y — B(X) siirekli bir fonksiyon olmak ilizere V xe X ve yeY ve O<c<l1

i¢in

8,(STx, STx') < cmax {5, (Tx, Tx' ), d, (x', STx), 5, (x', STx")} ,
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8, (TSy,TSy") < cmax {5,(Sy, Sy ).d, (' . TS). 8, (' . TSH")

kosullar1 saglansin. Bu durumda S7 nin X de bir tek sabit u ve 7S nin Y’de bir tek v

sabit noktalar1 vardir. Ustelik Tu = {U} ,Sv= {u} dir.

Egerburada 7: X — Y ve S:Y — X olarak alinirsa asagidaki sonucu yazabiliriz.
3.1.3. Sonug

(X,0,) ve (X,0,) tam metrik uzaylar, 7: X — B(Y) ve S:Y = B(X) siirekli

fonksiyonlar olsun. V xe X ve yeY ve 0<c<1 i¢in
d,(STx,STx') < cmax {d, (Tx,Tx' ). d, (x', STx ), d,(x', STx' )},
d,(TSy,TSy') < cmax {d, (Sy, "), d, (', TSy).d, (' . TSy }

kosullar1 saglansin. Bu durumda ST nin X°de tek bir sabit u noktasi, 7'S nin ise ¥’de

bir tek sabit v noktasi vardir. Ustelik Tu =0 ve Sv=u olur.
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3.2. U¢ Tam Metrik Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde farkli ti¢ metrik uzayda tanimli ii¢ fonksiyonun bileskelerinin hangi
kosullar altinda bir tek sabit noktaya sahip oldugunu ve bu sabit noktanin hangi
kosullar1 sagladigini inceleyecegiz. Bu kisimda verilen tanim ve teoremler [39] da

detayl1 bir sekilde incelenmistir.

3.2.1. Teorem

(X,d),(Y,p),(Z,0) tam metrik uzaylar ve 7:X ->Y,S:Y >Z ve R:Z—> X

fonksiyonlart V xe X,yeY,zeZ ve 0<c <1 sayisi i¢in
d(RSy, RSTx) max {d(x, RSy),d(x, RSTx)} <co(Sy,STx)max {G(Sy, STx),d(x, RSTx)} ,
p(TRz,TRSy) max{ p(y,TRz), p(y,TRSy)} < cd(Rz, RSy) max {d(Rz, RSy), p(y,TRSy)},

o (STx,STRz) max {O'(z, STx),o(z, STRZ} < cp(Tx,TRz) max {p(Tx, TRz),0(z, STRZ)}

kosullarini saglasin. Eger R, S,T fonksiyonlarindan biri siirekli ise RST nin X de bir
tek sabit u noktasi, 7RS nin Y de bir tek sabit v noktasi ve STR nin Z de bir tek w
sabit noktas1 vardir. Ustelik Tu = v,Sv =w,Rw=u dur [18].

3.2.2. Teorem

(X,d),(Y,p),(Z,0) tam metrik uzaylar ve 7:X >Y,S:Y >Z ve R:Z—> X

stirekli fonksiyonlar1 V xe X,yeY,zeZ ve 0<c<1 i¢in

d(RSTx,RSy) < cmax {p(y, Tx),d(x,RSTx),d(x,RSy),o(Sy, STx)} ,

p(TRSy,TRz) < cmax {o(z,8y), p(y,TRSy), p(y,TRz),d (Rz, RSy)} ,
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o (SRSz,STx) < cmax {d(x, Rz),0(z,8TRz),0(z,STx), p(Tx, TRZ)}

kosullarini saglasin. Bu durumda RST nin X de bir tek u sabit noktasi, 7RS nin Y de
bir tek v sabit noktasi ve STR nin Z de bir tek w sabit noktas1 vardir. Ustelik

Tu=v,Svo=w,Rw=u dur.

IR, ile negatif olmayan reel sayilarin kiimesini ve asagidaki kosullari saglayan

f IR} — IR, fonksiyonlarinin kiimesini ise £ ile gosterecegiz.

i. Tim x € R i¢in f st yar1 siirekli,

ii. Tim u,0>0 i¢in u < f(v,0,u) veya u < f(v,u,0) ise

en az bir 0 < ¢ <1 sabit sayis1 i¢in u < co dir [21].

Simdi 3.2.1 Teorem nin bir genellestirmesi olan agsagidaki teoremi verebiliriz.

3.2.3. Teorem

(X,d),(Y,p),(Z,0) tam metrik uzaylar ve 7:X >Y,S:Y >Z ve R:Z—> X

fonksiyonlart V xe X,yeY,ze Z iginve f,g,he u olmak lizere

d(RSy,RSTx) < f(o(Sy,STx),d(x,RSTx),d(x, RSy)), (2.1)
P(TRz,TRSy) < g(d(Rz, RSy), p(y,TRSy), p(y,TRz)) , (2.2)
o(STx,STRz) < h(p(Tx,TRz),0(z,STRz),0(z,STx)) (2.3)

kosullarini saglasin. Eger 7, S, R fonksiyonlarinin herhangi biri stirekli ise RS7T nin
Xde bir tek sabit u noktasi, 7RS nin Y’de bir tek sabit v noktasi ve STR’nin Z’de bir

tek sabit w noktasi vardir. Ustelik Tu = v,Sv =w, Rw=u dur.
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Ispat

x, € X keyfi bir nokta olsun. X, Y ve Z’de sirasiyla {x,},{y,} ve {z,} dizilerinin=

1,2,... igin

x,=(RST)'x,, y,=Tx,,, z,=Sy,

2

seklinde tanimlayalim.

Es. 2.1’ de y =y, ve x=x, olarak alinir ise;

d(xn H xn+l) S f(U(Zn > Zn+l )’ d(xn s xn+l )’ 0)

dir. (i1) den dolayi, ¢, €[0,1) olmak tizere

d(xn 4 xn+l) < ClO-(Zn 4 Zn+l) : (24)

Es. 2.3’ de x=x, , ve z=z, almirsa,

O-(Zn 4 Zn+l) S h(p(yn s yn+l )’ O-(Zn s ZrH—l )’ 0)

(i1) den,

O-(Zn’ZnH)Sc3p(yn’yn+l)' (25)

Burada c, €[0,1) dir.

z=z , ve y=y, i¢in Es.2.2 uygulanirsa,



22
PV, Vi) < 8(d(X,15%,), P(V,5 Y,1)50)

olur. (i1) den,

PV S6d(x, ,x,) (2.6)

olur. Burada ¢, €[0,1) dir. (2.4), (2.5) ve (2.6) esitsizlikleri ard:1 ardina yazilirsa

d(x,..,x)<co(z,,z, ,)<ccp(y,,V,,)S ... <(c6,6)" d(x,,x,).

0<c¢ee, <1, {x,}.{y,} ve {z,} birer couchy dizisi oldugundan sirasiyla

ue X,veY ve we Z noktalarina yakinsar.

Simdi kabul edelim ki S siirekli olsun. Buradan lim Sy, =limz, ve dolayisiyla

Svo=w (2.7)
olur. Es. 2.1 uygulanirsa,

d(RSU’ X ) < f(G(SU’ Zn )’ d(xn—l 2 xn )’ d('xn—l > RSU))

n—1
n — o i¢in ve (i) kosulundan,
d(RSv,u) < f(o(Sv,w),0,d(u, RSv))
2.7 denkleminden,

d(RSv,u) < £(0,0,d(u, RSv))
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(i1) kosulundan d(u,RS,) <c.0 ve Es.(2.7) den,

u=RSv=Rw. (2.8)

Es. 2.2° den,

p(Tu,y,.)<g(du,x,), p(¥, V1) P(V,, TRW)).

n — o i¢in ve (i) kosulundan,

p(Tu,v) < g(0,0, p(v,TRwW)) .

Es.2.8 den,

p(Tu,0) < g(0,0, p(v,Tu)).

(i1) kosulundan,

Tu=v (2.9)

olur. Es. 2.7, 2.8 ve 2.9’ dan,

TRSv=TRw=Tu=v,

STRw=STu=Sv=w,

RSTu=RSv=Rw=u.

S yerine R veya T siirekli ise ayn1 sonuglar elde edilir.
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Simdi u sabit noktasinin tek oldugunu goésterelim. Farz edelim ki RS7 nin ikinci bir

sabit noktas1 u#' olsun.

Es. 2.1° den,

d(RSTu,RSTu ') < f(o(STu',STu),d(u, RSTu),d(u, RSTu"))

du,u) < f(o(STu,STu'),0,d(u,u")) .

(i1) den,

du,u')<c,o(STu,STu") (2.10)

olur. Es. 2.3 den,

o(STRSTu ,STu') < h(p(Tu',TRSTu),0,0(STu, STu')

o(STu,STu') < h(p(Tu',Tu),0,0(STu,STu')).

(ii) den,

o(STu,STu' )< c,p(Tu,Tu"). (2.11)
Es. 2.2° den,

p(Tu,Tu" )< c,d(u,u'). (2.12)

Es. 2.10, 2,11 ve 2.12° den

d(u,u') < (cc,c;)d(u,u')
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olur. Buradan anlasilacagi gibi u =u' diir. RST nin sabit noktasi olan u tektir. Ayni

sekilde 7RS nin bir tek sabit noktasinin v, STR nin bir tek noktasinin w oldugu

gosterilebilir.
Eger 0 <c <1 olmak iizere,

ct, max {1,,t,}
f(tlstzsts) :g(ll,lz,t3) :h(tl,tz,l‘3) =
max {1, }

olarak alinirsa Teorem 3.2.1.°1 Teorem 3.2.3.’{in sonucu olarak gorebiliriz.

Asagidaki  kosullar1 saglayan f:IR' — IR, fonksiyonlarin kiimesini £ ile

gosterelim.

(ii1) f st yart siirekli,

(iv) Eger her u,0>0 i¢in u < f(v,u,0,w) veya u < f(v,0,u,w) ise,
en az bir 0 <c¢ <1 reel sayis1 vardir ki # < ¢max {1), w} .

Teorem 3.2.2 yi asagidaki gibi genelleyebiliriz.

3.2.4. Teorem

(X.,d),Y,p),(Z,0) tam metrik uzay ve T: X >Y,S:Y>Z ve R:Z—>X

fonksiyonlari tim xe X,yeY ve zeZ icinve f,g,hef olmak iizere

d(RSTx,RSy) < f(p(y,Ty),d(x,RSTy),d(x,RS)),0(S,,5Ty)), (2.13)
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p(TRz,TRSy) < g(o(z,8y), p(y,TRSy), p(y,TRz),d(Rz, RSy)) , (2.14)
o (STRz,STx) < h(d(x,Rz),0(z,STRz),0(z,STx), p(Tx,TRz)) (2.15)

kosullarini saglasin. Eger R, S, T fonksiyonlarindan herhangi biri siirekli ise RS7 nin
X’de bir tek u sabit noktasi, TRS’nin Y’de bir tek v sabit noktasi, STR nin Z’de bir

tek w sabit noktas1 vardir. Ustelik Tu = v, Sv =w, Rw=u olur.

Ispat

x, € X keyfi bir nokta olsun. X, Y, Z'de swasiyla {x,},{y,} ve {z,} dizilerini

tanimlayalim Gyle ki;

x,=(RST)'x,, v, =Ty, ,,2,=Sy, n=123..

Es. 2.14°den ve (iv) 0zelliginden z=z,, ve y =y, i¢in

PV, V,n)=pP(TRz, |,TRSy,) < g(0(z,.,,2,), P(V,» V1), 0,d (%, 1, X,))

p(»,,y,.,) < cmax {d(xn_] ,x,),0(z, , zn)} . (2.16)

(iv) ve Es. 2.16° dan ,

o(z,,z,,) < cmax{d(xn_l,xn),p(yn,yn+])} (2.17)

< cmax {d(xn_l ,X,),0(2,.,,2, )}

Es.2.13°de y=y, ve x=x,
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olarak alinirsa
d((x,,X,.,) =d(RSTx,,RSy,) < f(p(¥,,V,.1)-d(x,,X,.,),0,0(z,,2,.,))
(iv) ozelliginden ve Es. 2.16 ve 2.17 ‘den
d(x,,%,.,) S cmax{p(¥,, ¥,..:0(2,,2,.,)} (2.18)
=cmax{d(x, ,x,),0(z,.2,)}
Tiimevarimla kolaylikla 2.16 , 2.17 ve 2.18 kosullarindan ,

d(x,,x,,) <" max{d(x,x,),0(z,z2,)},

p(ynaynﬂ) < Cnil max {d(xl,xz),a(zl,zz)} 5

n-1

0(2,,2,) S max {d(x,,x,),0(z, 2,)}

esitsizliklerini yazabiliriz. Burada 0<c¢ <1 oldugundan {X,}, {y,} ve {z,} birer

cauchy dizisidir ve sirastyla limitleri u € X , v €Y ve we Z noktalaridir.
Simdi farz edelim ki S siirekli olsun. Bu durumda lim Sy, =limz, dolayisiyla,
Svo=w (2.19)

olur. Es. 2.13’den y =v x=x, icin,

d(RSv,x,. )< f(p(,Ix,),d(x,,x,.,),d(x,,RSv),0(SL,STx))) .
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n — oo i¢in ve (iii) 6zelliginden,

d(RSv,u) < £(0,0,d(RSv,u),0),

(iv) ozelliginden d(RSv,u) =0 olur. Dolayistyla,

RSv=u (2.20)

olarak bulunur.

2.19 denkleminden,

Rw=u (2.21)

esitligini yazabiliriz.

2.20 denkleminden ve Es. 2.14° den z=Sv ve y =y, i¢in

P(Tu,y,, )< g(o(Sv,8,), P(y,, TRSy,), p(y,,TRSL),d(RSL, RSy, )).

n — oo i¢in ve (iii) 6zelliginden,

p(Tu,v) < g(0,0, p(v,Tu),0).

(iv) ozelliginden p(Tu,v)=0 olur. Dolayisiyla,

Tu=v. (2.22)

2.19,2.21 ve 2.22 denklemlerinden,

TRSv=TRw=Tu=v,
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STRw=STu=Sv=w,
RSTu=RSv=Rw=u.

Benzer sonuca S yerine R veya T siirekli olarak kabul edilerek ayn1 yolla ulasabiliriz.

Simdi #’nun tekligi ispat edelim. Farz edelim ki RS7 nin ikinci bir sabit noktas1 u'

olsun. Es.2.13°den y=Tu ve x=u' igin

d(u,u')=d(RSTu,RSTu' ) < f(p(Tu,Tu'),0,d(u,u'),c(STu,STu'") .

(i1) den,

d(uu') < cmax { p(Tu,Tu'),o(STu, STu")} . (2.23)
Ustelik Es. 2.14’ den z=STu ve y=Tu' i¢in

p(Tu,Tu') < g(o(STu,STu'),0, p((Tu,Tu'),d(u,u')).

(i1) den,

p(Tu,Tu') < cmax {o(STu, STu'),d (u,u' )} (2.24)
Es. 2.23 ve 2.24° den

du,u')<co(STu,STu'). (2.25)

Son olarak Es. 2.15” den ve (ii) 6zelliginden,

o(STu,STu' )< h(d(u,u"),0,0(STu,STu" ), p(Tu,Tu")) .
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(i1) den
o(STu, STu') < cmax {d(u,u'), p(Tu,Tu' )} (2.26)
Es.(2.24), (2.25) ve (2.26) dan
d(u,u')< co(STu,STu') < *o(STu, STu'),
dolayisiyla u =u' olur. Burada 0<c<1 dir. Sonu¢ olarak RS7 nin bir tek sabit u

noktas1 vardir. Benzer olarak 7RS nin bir tek sabit v noktasi, STR’nin bir tek sabit w

noktasi oldugunu gosterebiliriz.

Burada 0 <c¢ <1 i¢in,
f(t,t,,t,,8) = gt t,,1,,8,) = h(t,,t,,1,,1,) =cmax{,,t,,1,,1,},

olarak tanimlanirsa 3.2.2 Teorem ne 3.2.4 Teorem nin sonucu olarak bakabiliriz.
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3.3. Bir Kapal (implicit) Bagintiy1 Saglayan Kiime Degerli Doniisiim I¢in Bir

Genel Se¢me Teoremi
Bu kisimda bir kiime degerli fonksiyon icin verilen kapali bir bagint1 saglandiginda
verilen kosullar1 saglayan tek degerli bir Caristi tipi fonksiyonun secilebilecegi
tizerinde durulmustur. Bu boliimdeki tanim ve teoremler [24] de detayli bir sekilde
incelenmistir.

3.3.1. Tanim

(X.d) bir metrik uzay ve X’in bostan farkli alt kiimelerinin uzay1 P(X) olsun. X’in
bostan farkli kapali alt kiimelerinin uzay1 Pc/(X) ile gosterilir.

D:P(X)xP(X)— IR, D(4,B)=inf {d(a,b)|a € 4,b € B}

H:P(X)xP(X)—IRU{+o},  H(A,B)=max supD(a,B),supD(b, A)

aed beB
fonksiyonlarimi dikkate alarak asagidaki teoremleri verebiliriz.

Eger (X d) tam metrik uzay ise (Pcl(x),H) de tam metrik uzaydir.
3.3.1. Teorem

(X.d) bir metrik uzay ve F:X — Pcl(X) kime degerli fonksiyon olsun. Bu
durumda en az bir Caristi tipi f : X — X fonksiyonu vardir, 6yle ki her x € X igin

f(x)e F(x)dir [17].
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3.3.2. Teorem

(X,d) bir metrik uzay olmak tlizere F': X — Pcl(X) a,b,c € IR,a+b+c <1 olsun. Bu
durumda her x,ye X icin H(F(x),F(y))<ad(x,y)+bD(x,F(x))+cD(y,F(y))
kosulu saglansin. Bu durumda her x € X i¢in f(x) € F(x) olacak sekilde Caristi tipi
f:X > X tek degerli fonksiyonu vardir [22].

3.3.3. Teorem

(X,d) bir metrik uzay olmak iizere F:X — Pcl(X), a,,..,a;€R, ve

a,+a,+a,+2a, <1 olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in

H(F(x), F(y) < ad(x, )+ a,D(x , F(x)) + a;D(y, F()) + a,D(x, F () + as D(y, F(x)),

kosulu saglansin. Bu durumda her x € X i¢in f(x) € F(x) olacak sekilde Caristi tipi
f:X —> X tek degerli fonksiyonu vardir [29].

3.3.4. Teorem

(X,d) bir metrik uzay olmak tlizere F : X — Pcl(X) ¢ok degerli fonksiyonu 0< g <1

igin

H(F(x),F(y)) < gmax {d(x, y), D(x, F (x)), D(y, F (), D(x, F (), D(y, F (x)},

kosulunu saglasin. Bu durumda her xe X icin f(x)e F(x) olacak sekilde bir
Caristi tipi f : X — X tek degerli fonksiyonu vardir [23].

Asagidaki kosullart saglayan F(t,,...,t,): IR’ — IR rteel degerli fonksiyonlarin

kiimesini ¥/ ile gosterelim.
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(F) F,t, degiskenine gore azalmayan, ¢, ve ¢, i¢in artmayan,
(F,) her u,0>0 i¢in F(u,v,0,u,0,0)<0 olmak lizere en az bir 1< (0,1) vardir

Oyleki u<ho .
3.3.1. Ornek

F(,...t,)) =t —at, —a,t, —a;t, —a,t; —ayt,, burada

a,,...a, € IR, ,a,+a,+a, >0 ve a,+a,+a,+2a, <1
(F)) kosulun saglandig: aciktir.

F(u,0,0,u,u+v,0)=u—-av-a,v—au—a,(u+v)<0
u—au—au<aL+a,+a,L
u(l-a,—a;)<v(a, +a,+a,)

U< (a1+a2+a4).U

B (I-a,-ay)
p=lat B a) Goiline  he(0,1) dir.
l-a,—a,
3.3.2. Ornek

F(t,,....t;) = t, — k max {zz,g,g,%(g +t6)}, 0<k<l

(F)) kosulun saglandig: aciktir.
(F)F(u,0,0,u,u+0v,0)=u —kmax{u,u,%(u +u)} <0 olsun. Eger u>0 u>v ise

u(1-k) <0 olur. Bu bir ¢eligkidir. Dolayistyla u < v olur. Buradan goriildiigii tizere

u < ho dir.



3.3.3. Ornek

F(t,,....t,) =t +att,—btt,—ctt, ac>0 ve 0<b<l

(F)) kosulunun saglandig: goriiliir.

(F)) F(u,0,0,u,u+v,0)=u’+auv—buv <0 olsun.

Buradan u” —buv <0 oldugu agiktir. Eger u > 0 ise

u® <buv

u<bv,

burada 0<h=b<1 Eger u=0 ise u<hv.

3.3.4. Ornek

F(tl,...,t6)=tlz+t—‘—(at22+bt32+ctf) burada a,b,c20, a+b>0
1412 +1,

a+b+c<l.

(F)) kosulun saglandig1 tanimdan goriiliir.

u

—(av® + b0’ + cu*) < 0 olsun. Buradan;
l+u+v

(F)) F(u,0,0,u,u+v,0)=u’+

u> —(av® +bv* +cu*)<0
u> —cu’ —(av®> +bv*) <0
uw(l—c)<v*(a+b)

a+b
ut <—=2p?
l1-c¢

34
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b <1 i¢in u < hv olur.
l1-c

3.3.5. Ornek

F(t,,....t;) =max {t,t,,t,} —min {¢,t,} —qt, burada 0 < g <1.

(F/)) Kosulun saglandig: kolayca goriiliir.

(Fy) F(u,0,0,u,u+0v,0)=max{u,0}—qu<0 olsun.

Eger u>0 ve u >uv ise,

max{u,u}—quSO
u—qu<0(u>v)

u(l-¢)<0

olur. Bu da bir ¢eliskidir. Dolayistyla u <v ve 0 <h =g <1 i¢in u < hv olur.

3.3.5. Teorem

(X.d) bir metrik uzay ve F : X — Pcl(X) kiime degerli bir fonksiyon, @ € ¥ ve her

x,y€ X igin

O(H(F(x), F(y)),d(x,y), D(x, F(x)), D(y, F()), D(x, F(y))D(y, F(x))) <0, (3.1)

esitsizligi saglansin. Bu durumda her xe X i¢in f(x)e F(x) olacak sekilde bir

Caristi tipi f: X — X fonksiyonu vardir.



Ispat

£E= % ve g(x)= lD(x,F()c)) olsun.
£

Buradan ,

g+h:ﬂ<l
2

oldugu aciktir. Buradan >1dir. Boylece her x € X icin,

c+h

1
c+h

d(x, f(x)) <

D(x, F(x))

olacak sekilde f(x)e F(x) secilebilir.

Es. 3.1’ den ve (F)) den,

D(H (F(x), F(f(x))),d(x, [ (%)), D(x, F(x)), D(f(x), F(f (x))),

D(x, F(f (%)), D(f (x), F(x))) <0,

O(D(f (x), F(f (), d(x, f(x)),d(x, f(x)), D(f (x), F(f (x))),

d(x, f(x))+D(f(x), £(f(x))),0) <0.

(F,)den her x e X i¢in,

D(f (x), F(f(x))) < hd (x, f (x)).
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Simdi f ’in bir Caristi tipi operator oldugunu gosterelim. Her x € X ig¢in,
1
d(x, f(x))= ;[(8 +h)d (x, f(x)) = hd(x, f(x))]

<

[D(x, F(x)) = D(f (x), F(f (x)))]

M| =

=g(x)-g(f(x).

37



38

4. MENGER UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI
4.1. Menger Uzaydaki Ortak Sabit Nokta Teoremleri
Bu kisimda verilen tanim ve teoremler [10] da detayl1 bir sekilde incelenmistir.

4.1.1. Tanim

F:IR— IR", azalmayan soldan siirekli bir fonksiyon olmak fiizere
inf {F(t):telIR}=0 ve sup {F(t):t€IR}=1 sartlar1 saglansin bu durumda F

fonksiyonuna dagilim fonksiyonu denir.

Tim dagilim fonksiyonlarinin kiimesini L ile gdsterelim. G ile gosterilen 6zel bir

dagilim fonksiyonu,

G(t) = 0,1<0
B 1, >0

olarak tanimlanir.

4.1.2. Tanim

X Dbostan farkli bir kiime ve F, XxX’den IR’de tanimli tiim dagilim
fonksiyonlarinmn kiimesine tanimli bir fonksiyon olmak iizere (X, F ) ikilisine

probabilistik metrik uzay (PM-space) denir.

Burada her x,y € X igin F(xy) dagilim fonksiyonunu F, , ve u € IR i¢in F(Xy)’nin

aldig1 degeri ise F,  (u) seklinde temsil edilir.

Ayrica F, , dagilim fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar.



(1) F, ,(u)=1 dir. Her u >0 i¢in ancak ve ancak x =y ise,

(2) £, ,(0)=0,her x,y e X ig¢in,

(3) F, ,(u)=F, (u) her x,y e X igin,

(4) Eger F, (u)=1ve F,_(v)=1ise F__(u+v)=1 dirher x,y,ze X ve

u,0>0 i¢in,

4.1.3. Tanim

t: [0,1] X [O,l] - [O,l] fonksiyonu bir #-norm olarak adlandirilir. Eger;

(1) t(a,1)=a,#(0,0)=0,

(2) t(a,b) =t(b,a),

(3) t(c,d)=>t(a,b) dir c>a ve d > b igin,

(4) t(¢t(a,b),c) =t(a,t(b,c)).

4.1.4. Tanim

(X, F ) bir PM-uzay, t ise bir t-norm olmak iizere her x,y,z€ X ve u,0>0 igin

F,,(u+0) 2 ((F, (u).F, ()

genellestirilmis liggen esitsizligi saglanir ise (X, F, 7) iigliisiine Menger uzay denir.
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Menger uzaylarda komsuluk kavrami Schweiser ve Sklar tarafindan ortaya atilmistir

[26].

4.1.5. Tanim

(X, F, 1) bir Menger uzay olsun. Eger xe X, £¢>0 ve 1€(0,1) ise xX’in (&,4)

komsulugu U (&,4) olarak gosterilir ve

Ule,D)={ye X F,_(&)>1-1}

olarak tanimlanir.

Xde bir (&,4) topolojisi ise {U (e,4):xe X,&>0,4€(0,1)} komsuluklar ailesi

tarafindan tretilir.

4.1.1. Uyan

Eger ¢ siirekli ise (X, F, 1) Menger uzay1 (&, 1) topolojisine gore Hausdorff uzaydir
[26].

4.1.6. Tanim

(X, F, t ) tam Menger uzay ve 4 < X olsun. Eger;

lim inf F (u)=1

u—w x,yed

ise A’ya simirlt kiime denir.
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4.1.7. Tanim

B(X) ile X Menger uzayinin bostan farkli sinirl alt kiimelerinin ailesini gosterelim.
Her A,B e B(X) ve her u >0 igin
5FA’B(u) =inf {FX)(u) :xe A,ye B},

DFA,B(u) =sup {Fx,y(u) :xeA,ye B},

nFys(w)=1nf {supinf F, , (u),supinf F, , (u)

acA beB beB aed
olarak tanimlanir.
4.1.2. Uyar

Yapilan tanimdan agik olarak goriliiyor ki her 4, B € B(X) ve u >0 i¢in

§FA,B (1) =4 FB,A (u), DFA,B ()=, FB,A (u) ve HFA,B (u) =y FB,A ()

olur. Eger 4 ={x} ise,

o Fl s =5 E 5, pFy ) =p F, 5 () ve , F, ()=, F, ()

olarak tanimlanir.
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4.1.8. Tanim

(X, F, ©) tam Menger uzay, S: X — B(X) kiime degerli bir fonksiyon ve 7: X = X
tek degerli fonksiyon olsun. § ve [ fonksiyonlarina bagdasabilir doniisiimler denir.

Oyle ki;

lim HFSIXH,[SXH (u)=1.

n—>0

Burada {x,} X de bir dizidir. Oyle ki her u >0 igin

lim ,F,  (u)=1.
n—»0

4.1.9. Tanim

{4,} , B(X) de bir dizi olsun. Eger her u >0 igin

lim ,F, ,(u)=1

ise {4,} dizisi A kiimesine & -yakinsak denir. Bu

A, —2> A olarak gosterilir.

Bu ¢alismada IR" ile negatif olmayan reel sayilarin kiimesini, IN ile de pozitif dogal

sayilarin kiimesini gosterecegiz. Ayrica t(x,y) = min(x,y) olarak alacagiz.
4.1.1. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay olsun. 4,B,C € B(X) ve u,v >0 i¢in



sFic@+v)=min{ F, (), Fy )]

esitsizligi saglanir.

ispat

Her u,0>0 veherbir ae 4, be B ve ceC igin

min{; F, ,(u),s Fy ()} <min{F, , (u), F, (v)} < F, (u+v) olur. Dolayisiyla
min{; F, ;)5 F o (0)} <5 F, o (u+0)

oldugu goriiliir.

4.1.2.Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay 4,Be€ B(X), ce X ve u,0>0 igin
o Fyo(wh0) > ming, F, (), Fy (0))

olur.

ispat

Menger uzayin tanimindan her bir a,b,c € X ve tim u,v >0 igin,
F, (u+v)>min{F,, ). F, (0)}

oldugunu biliyoruz. ¢ € C ler i¢in infrimum alinirsa
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inf £, (u +0) > min{F, , (). inf F, ()}

olur. Dolayisiyla a € 4 lar i¢in supremum alinirsa

sup inf F, (u+v)2supmin{F,, (u), ing F,.(v)}

acA ceC acAd

= min{sup F, , (u), inf F, ()}

acAd

> min{supinf F, , (u), in’cf F,.(v)}

acA beB

olur. Daha sonra b € B ler i¢in supremum alinirsa

sup inf F, (u+v)=supmin{ sup inf F,,(u), ing F, (v)}

acd ceC beB acA beB

>min{ sup inf F,,(u), sup inf F, (v)}

acA beB beB ceC

Benzer olarak, her bir a,b,c € X ve tim u,0 >0 i¢in
F:l,c (u + U) 2 min{F:J,b (u)’ F;;,c (U)}

olur. Buradan a € 4 lar i¢in infrimum alinirsa

ing F, (u+v)z inAf min{F, ,(u), F, .(v)}
= min{inf F, (), F,(v)}

Dolayisiyla, c € C ler i¢in supremum alinirsa
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supinf F, (u+v) > supmin{inf F, , (u), F, (0)}

ceC aed acAd beB

= min inf F,, (u), sup F, ()}

acA beB

> min{{inf F, , (u), supinf F, ,(0)}}.

ac4 ceC beB
Daha sonra b € B ler i¢in supremum alinirsa

sup inf F, (u+v)=supmin{inf F,,(u), sup inf F, (v)}

ceC aed beB acAd ceC beB

>min{ sup inf F,, (u), sup inf F, (v)}

beB aed ceC beB

olur.Buradan,

yFi.(+v)=min{ sup inf F, (u+v), sup inf F, (u+0v)}

ceC ae4d ac4d ceC

>min{ sup inf F,,(u), sup inf (v), sup inf F,, (u), sup inf F, (u+0v)}

beB aed ceC beB acA beB beB ceC
=min{, F, ,(u),, Fy (0)}.
4.1.3. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay olsun. Eger 4,B € B(X) ise lim ,F, ,(u)=1 olur.

Ispat

Herhangi bir xe 4 ve be B ve Lemma 4.1.1. den
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. u u u
sFuip (u) =2 mln{éFA,x (5] ’5 F;c,y (g]’Fy,B (gj}

olur. u — oo igin limit alinirsa,

i wzminftin (5 m (5 am o (5))

Daha 6nceden bildigimiz tizere x€ 4,y € B ve 4,B € B(X) i¢in

U—>0

lim F, . (%j =1 (A simirh)

Ve

uU—>00 U—>0

lim F , (%j =1 (B smirh) olur. Ayrica PM-uzay tammindan lim  F, | (%) =1

oldugundan,

lim ,F,,(u)=1

U—>0
sonucuna ulasiriz.

Asagidaki Lemma 4.1.4. Chang tarafindan getirilmis olup bu ¢alismamiz i¢in dnemli

bir rol oynamaktadir. Konuyla ilgili daha genis bilgiyi [9] da bulabiliriz.

4.1.4. Lemma

¢:IR" — IR" artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Oyle ki her u>0 igin

0<@(u)<u, limp(u)=o, her bir u>0 icin ¢°(u)=u ve her bir nelIN

" (u)=¢"' (¢ """ (1)) olarak tanimlanir ise
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lim¢g " (u) =0
olur.

Sonug olarak, ®={@:IR" - IR": ¢ artan ve siirekli fonksiyon, her ¢>0 igin

#(t) >t} seklinde bir kiime tanimlayalim.
4.1.5. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay ve {Y } , B(X) de bir dizi olsun. Eger her bir u >0 ve

n

ne N icin ¢ € ® olmak lizere
SFyo B2 SF @) Tse,
lim ,F, , (u)=1 olur.

ispat

Tiimevarimla u > 0 ve her bir n € IN igin,

oy, )2 5 (7)) 22 F (67 ().

ntl>fn+2

Lemma 4.1.4.’den, ve n—> o i¢in ¢ "(u) > oldugundan ayrica Y, smurlt bir

kiime ve n — oo i¢in s Fy , (¢™"(u)) > 1 oldugundan,

+++++++

olur.
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4.1.6. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay ve 4,B € B(X) olsun. Eger u >0 igin
sFip (@) 2 5F, 5 (u)
ise en az bir a € X vardir. Oyle ki 4= B =a olur.
Ispat

u >0 igin, timevarimla,

oFis@)2 JF, p(¢7 W) 2.2 jF, (47" (W)

esitsizligini yazabiliriz. 4, B € B(X) oldugundan ve Lemma 4.1.3.’ten

Ime 5FA,B (¢ " (u))=1

ve Lemma 4.1.5. ten u >0 igin ;F, ,(u) =1 olur. Dolayisiyla en az bir a € X igin

A=B= {(l} sonucuna varilir.

Asagidaki Lemma B. Schweiser ve A. Sklar tarafindan ortaya konulmustur. [26]

4.1.7. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay olsun. Eger a, —>a ve b, > b ise u >0 igin

liminf £, , (u)=F,,(u) olur.
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4.1.8. Lemma
(X, F, min) bir Menger uzay olsun. Eger 4, —%—>a ve B,—2—>b ise u >0 igin

liminf,; F, , (u)=F,,(u) olur.

n—>0
Ispat

u>0 ve ¢ >0 i¢in 6nceden bildigimiz tizere F, ,(u) u noktasinda soldan siirekli ve

0 <2k <u olacak sekilde en az bir pozitif k sayisi vardir ve

F,,(u)~F,,(u=2k)<¢.

k>0 ve A —2>a, B,—2—>b oldugundan en az me N vardirki n>m igin,
5Fy )2 F,  (u=2k) ve sFy (k)2 F,,(u-2k).

Dolayisiyla n>m igin,

oy p, )2 min{ F,  (u—k), ;F, , (K)}

>min{;F, ,(k), ,F,,w=2k), ;F,, (k)}

=F,, (u-2k)
olur. Sonug olarak
_6FA,,,B” (u) < -, (u—2k).

Buradan,
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Fyw)—s F, y W)<F,,w)-F,,(u-2k)<e
sonucuna variriz. 7 — o i¢in infrimum alinirsa

F,,(u)~liminf, F, , (1) <&

olur. Herhangi a, € 4, ve b, € B, dizileri igin 4, —>—>a ve B,—>—>b oldugundan

a, = a, b, = b olur. Bunedenle u >0 igin,

o b5, WS Fy 5 ()
olur. n — oo i¢in infrimum alinirsa,

liminf; F, , () <liminf, F, , (u)

olur. Lemma 4.1.7.” den ,

liminf F, , (u)=F,,(u), bunedenle

n—»0

F,,(u)~liminf, F, , ()20

olur. Sonug olarak herhangi bir &£ >0 i¢in,

e>F,,(u)-liminf; F, , (u)20.

Buradan da anlasilacagi tizere u > 0 icin

liminf, F, , (u)=F,,(u).
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4.1.1. Teorem

(X, F, min) bir tam Menger uzay, f,g,7,&:X — X seklinde tamiml tek degerli
dort fonksiyon ve S,7: X — B(X) olarak tanimli kiime degerli iki fonksiyon olmak
uzere;

(1) S(X) < g(X), T(X)cnf(X),

@ nf=rn ceg=gs, =S5 Tg=gT,

(iii) nf veya &g siirekli,

(iv) (S,nf)ve (T,Eg) bagdasabilir fonksiyonlar ve

W)u>0, ped, f(0,2) ve her x,y e X igin

5FSx,Ty (#(u)) 2 min {Fr]ﬁc,gggy (u), 5 Fr]ﬁc,Sx (1),s Fggy,ry (u), 5F§gy,5x (Bu),s F;y/jc,Ty (2= PBu)}

kosullar1 saglansin. Bu durumda f,g,7,&£,S ve T fonksiyonlarin X de tek bir ortak

sabit noktas1 vardir.
ispat

x,€X ve {xn} dizisini de asagidaki gibi tanimlayalim.

éggxznn € szn = Z2n > nﬁ2n+2 € Tx2n+1 =Z

2n+1°

ne N ve her bir u >0 i¢in, f=(—-a) ve a €(0,1) olmak iizere;
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b‘FZZn’ZZlHl (¢(u) =5 stzn)szlm (¢(u)) > min {El.ﬁc2n’§gx2n+l (u)’5 E]f)'cz,,,an (u)’5 F§8X2n+1sTX2n+1 (u)’

6 F§gx2n+1 S, ((l - a)u)’§ Fnﬁcz,,,sz,H] ((1 + a)u)}

> min{, Fy 2, (), s F, . Zy, (u),s F 2 (u), (stz” Zy, (I-a)u),s Fzz,H Ty ((I+a)u)}

2min{;F, o, () Fy 5 W) Fy, 5 W1, F, 5 (W) E, 5 (au)}
=min{;F, , (W) F, , W)F, , (au);.

t-norm = min ve siirekli oldugundan o — 1 i¢in

LSFZ“,ZMl (#(u)) = min{, FZZH,ZZH (1), 5 Fzz,, am (u)}.

Lemma 4.1.6.’dan

i, 2, PW) 2 F,  , (u).

2n-1 ’ZZn

Benzer olarak n e N ve tim u > 0 i¢in

5Fzzn+1 Zana (¢(u)) 2 §FZZM’ZZM+1 (u) ’
Dolayisiyla her ne N ve u >0 i¢in
3 FZn+l 3Zn+2 (¢(u )) Z 5F2n ’Zn+l (u)

Lemma 4.1.5.” ten her bir u >0 i¢in

lim ,F, . (u)=1. *)
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Simdi f =1 i¢in (v) sart1 lizerinde diislinelim ve iddia edelim ki £ >0 ve 4 €(0,1)

icin bir M (g,4)e N var dyle ki n,m> M 1igin,
5Fy , (€)21-4.

Eger durum boyle degil ise &' >0, A" €(0,1) vardir 6yle ki ke N igin n, >m >k

olacak sekilde n, ve m, vardir ve asagidaki ii¢ kosul saglanir.
(1) n, cift ve m, tek,

(2) 5ank 2, (e')<1=A"ve

(3) n, (1) ve (2) yisaglayan en kiiciik ¢ift sayidir.

(*)’ den dolay1 bir m, € N segebilirim dyle ki n > m, icin,

sE7 7. (mln{ M})>l—ﬁ’
2 2

Dolayisiyla & > m, igin, n, 2m, +3 ve k> m, oldugundan

11>Fzz(5)_ SxTx(g)
zmin{f,, . (¢ (&5 F, 1.5, (P (&), 5F, fe, (¢ (6 Mss Frg, s, v(¢71(€')),

F;yfxnk T (¢ (e')}

S5
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>min{;F, , (¢7(e))s anH z, (¢'("), 5Fzmk71 Zy, (¢ (). ank Lot (¢7'("),

g1 >y

57,2, @ ED}
Daha 6nceden,

oFy, o, (@ (ENZmin{F, , (¢ (=) F, 5 (6}

(g : e)+e eH-&'
5Fzm,{7] ﬂznk (¢ 1(8 )) 2 min {5 FZ’"kfl ’Z”k—l (%)’ é'Fan—l ’Z,lk—| (%)}

-1 1 1 -1 1 1
: (e)-¢ 1 (e)-¢
= min {5 FZ"H L (%),5 FZ”k—z Ly (6‘ )’ 6FZ”k—l L (%)}
. ¢—1(81)_81 81 81 ¢—1(81)_81
2 mln{éan Lz, (—)75 an .7z, (_)a (stm Zy (_)95 th Z, (—)}
k-1 -2 2 k-2 > < mg 2 k> mg- 2 -1 >k 2
-1 1 1
. . . E)—¢&
> min{; sz Z, (&)ss Fz,,kfz,zm (&)ss Fzmk Z,, (¢ ( 2) ),
-1 1 1
1 (e)-¢
‘5FZW{ Ly (8 )’5 FZWH zn (¢ 2 )}
Ve
S : g ()¢ g (e)+e
5ank—1 Ly (¢ 1(8 )) 2 min {5 Fan—l iy s ( 2 )’ b‘FZ"k—z’ZMkfl ( 2 )}
—l/ 1 —1/ .1 1
. (e')—¢ . (e)-¢
2 min {5 ank—l L (%),5 FZ”/(fz L (8 ),5 FZMH Ly (%)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla k£ > m, oldugunda,
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1-2'>, F, , (&)21-4

olur. Bu da bir geliskidir. X tam oldugundan Z, de sectigimiz herhangi bir {z,}

dizisi X’de bir z noktasina yakinsar. Bu z noktas1 z, seciminden bagimsizdir,

dolayisiyla

nf., —>z &g,  —>z, 5%, > {Z}aszm - {z}

Buradan u >0 i¢in n — o oldugunda

F. w->LF, (-l F w1 ;F,  (u)—1olur
Var sayalim ki 7/ fonksiyonu siirekli olsun, buradan u > 0 i¢in

limF (u)=1 ve

n—»o0 (Uf) Xou:1f7
i Fs,, e ) =1.

lim F

0 nfiy, 2

(u)=1 ve

lim F; (u)=1

oldugundan,

lim ,F
n—>x0

5, i, (1) =1 olur. Daha 6nceden bildigimiz tizere S ve 77/ bagdasabilir ve

u>0 igin ,l,l_r,gFSXfoZn

(u) =1 oldugundan,
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lim F (u)=1 ve

>0 H™ 115%,,51 %,

. u u
HFS’7ﬁ¢2na’7fz (u) 2 min {H E].fS‘Czn»SUﬁczn (E] ? HFq_foz,,,nfz (Ej}

ve daha once bildigimiz gibi

. u . u 5
L (5) =1 ve lgn; o Q- (E) =1 oldugundan,

n—>x0

im, Fyyp,, g, @) =lm Fy, s @) =1

Ispatin diger kismin1 5 adimda yapacagiz.

1.LAdim: u >0, =1 ve (v) sartindan,

> .
5FS77]3C2",73CZ”+1 (¢(u)) Z min {F;I]f)z (u)’é‘ Fzﬂf)z (u))

X255 8% i1 X581 [

5F§gx2n+l x4 (u)’5 FggXZnH’Sﬂfon (u)’é‘ Fir]f)z ”

n — oo i¢in limit alinirsa Lemma 4.1.8.’den,
F;H”z,z (¢(U)) Z min{quz,z (U), F;;_fz,;]fz,(u)a F'z,z (U), F;]fz’z (u)a

anz,z ()} = E]fz,z (u).
Buradan, 77 fz = z olarak bulunur.

2.Adim: u >0, f=1 ve (v) kosulundan,



Fy, (p(u)) = hm inf ,F Ty (P(u))

> liminf min {F Nz, $8ann (u)’5 n/z,8z (u)’ 67 £ Tx (u)’5 F 25 8% 11 (u)’5 12T 11 (u)}

n—0

2 mln{F (u)’5 2,82 (u) sz z (u)’é' 2,8z (u)’ F;,z (u)} s z Sz (u)
Dolayisiyla s, ={z} olur.

l.adim ve 2. adimdan s, = {z} = {nfz}

3. Adim: (i) kosulundan, SX < £gX ve bir z' € X vardir yle ki {£gz'} =Sz =

olur. Dolayisiyla, en az bir u >0 ve (v) kosulundaki # =1 degeri i¢cin

5FSx2n,Tz’ (P(u)) 2 min{Fm{tz,,,ggz' (u),5 Frzﬁfz,, 5Sx2 (),

éFégz Tz( )’0 nfSxy, ( )’5 1fiy, T2 (“)}
n — oo i¢in infrimum aliirsa Lemma 4.1.8. den,

F () 2 min{F,(u), F, (), sF . (u),F. (), F, . W)i=; F_ . ().

Dolayisiyla 7z' = {z} olur. Sonug olarak {rjgz’} = {z} = {Tz’} olur.
[lk iki adim sonuglariyla beraber

{2} ={nfe}={Sz} = {¢ez' | ={T2'}

sonucuna ulasabiliriz.
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Daha o6nceden bildigimiz lizere S ve nf bagdasabilir fonksiyonlar ve {77 fz} =

oldugundan, 7Sz = Sn fz olur. Sonug olarak {7 fz} = Sz olur. Dolaysiyla,

F. . (p(w) =5 F_ . (9(w))

>min{F, ) B s F o W F ) F L ()}

5 L', ggu
51;;;_/2,2 (u)= Sz ().
Dolayisiyla Sz ={z} ={n fz}.
X kiimesinde bir z' elemani secelim dyle ki,
{§ gz’ } = Sz ={z} esitligini saglasin. Buradan,

o (P) =5 Fy_ . (9(w))

2 mln{Ffz gz 25 ’7}(2 Sz (u)’5 Egz' | TZ ( )’5 F;;fz,Tz' (u)’ 5FSz,§gz' (u)}

=5 £ g ().

Dolayisiyla Lemma 4.1.6” dan 7z = {z} olur.

T ve &g bagdasabilir fonksiyonlar ve {§ gz’} =Tz' oldugundan, T<&gz' =&gTz!

dolayisiyla 7z = {f gz} olur.

u>0 icin



sFsr.(P(u)) 2 min{Fq/‘z,ggz (), 5 F s (1), s Frepor (), 5 Foorn (), Fy ¢ (u)}

=F e (1)

:5 FSz,Tz (u) .

Sonug olarak S, =T, ={n fz} ={&gz} ={z} olur.

4. Adim: u >0 ve (v) kosulundaki g =1 degeri icin

s Fse i, (@) 2 min{E o o ()5 F . 5 (u),

5F§gx2n+1 x4 (u)’5 F§8X2n+1s5ﬁ (u)’5 F’lff‘Zsszm (u)}

(if) kosulundan nf = fn, Sf = /S, dolayisiyla

nf(fz)=f(nfx) = fz ve S(f)={f(S)}={f} .

n — oo i¢in infrimum alinirsa lemma 4.1.8 den

Ee () 2 min{F, _(u), Fy. o (u), F. (), F. (), F ()} = F. (u).

Dolayisiyla,

f.=z.

l.adim ve 4.adimdan nfz =z ve fz =z, yani nz =z olur. Sonug olarak

(21 =} = e} =z
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5. Adim: u >0 ve (v) kosulundaki # =1 degeri igin,

oFs,re W) 2MIN{E, 5 oo o5 By, v, (Wi Frgee 1 (),

5F§ggz WSx, (u)ag)‘ E7ﬁczn-TgZ (u)}

Tg =gT ve £g=g¢& oldugundan ,

Tgz = {gTz} = {gz} ve £g(gz)=g(Egz) =gz olur.

n — oo i¢in infrimum aliirsa Lemma 4.1.8’den

E () 2 miniF, , (u), F, . (u), I, . (), Fy. . (u), F, . ()} = F . (u).
Buradan gz =z olur.

Dolayisiyla 3. adim ve 5. adimdan gz =z ve gz =z, yani £z =z, dolayisiyla
(e =lez) =16z} =T

esitligine ulasiriz. Sonug olarak

()= (£} =gz} = (e} = (&2} = 2T

oldugunu soyleyebiliriz. Simdi z’nin tekligini ispat edelim. ye X n,f,&,2,5 ve T

fonksiyonlarinin diger bir ortak sabit noktasi olsun. # > 0 igin
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E(pw) = ;Fy 1. ()
2 Min{F, o, ()55 By o (U)o Flgy gy ()5 Frgy 5. ()55 5 ()}
>min{F, (), F,_(u),F, ,(u),F, .(u),F,,. ()} = F_,(u).

gz

Buradan y =z oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Teorem 4.1.1.°de

f=g = 1I(0zdeslik fonksiyonu) alinirsa asagidaki sonug yazilabilir.

4.1.1 Sonug

(X, F, min) tam menger uzay,
n,&: X > X tek degerli iki fonksiyon ve S§,7:X — B(X) kiime degerli iki
fonksiyon olsun. her x,y e X, £ €(0,2) ve ¢ € ® i¢in

(1) S(X) < 5(X), T(X) < n(X),

(i) 17 veya & siirekli,

(iii) (S,n) veya (T,&) bagdasabilir, ve

(iv) u >0 igin

s Fson (@, ) 2min{F) . (u),; F o (),5 Fy, ()5 Fy . (Bu), 5 F 0, (2= Bu)}

kosullar1 saglaniyor ise 77,£,S ve T tek bir ze X sabit noktasina sahiptir. Ispati

Teorem 4.1.1° in ispatina benzer bir sekilde yapilir.
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4.1.2. Teorem

(X, F, min) tam Menger uzay, f,g,n,&:X — X tek degerli dort fonksiyon ve

S,T:X — B(X) kiime degerli iki fonksiyon olsun. Her x,y e X ve ¢ € ® igin

() S(X) c cg(X), T(X) cnf(X),

(ll) 77f:f77= ég:gézo Sf:fS, Tg=gT,

(iii) nf veya &g siirekli,

(iv) (S,nf) ve (T,g) bagdasabilir ve

(v) u>0 igin

5FSx,Ty (¢(u)) 2 min {Fl]ﬁc,é‘gy (u)7§ F)]fjc’Sx (u)95 Fé‘gy,Ty (u)7D ngy,Sx (u) +D F;]fjc,Ty (u)}

ise, f,g,n,&,S ve Thirtek z e X ortak sabit noktaya sahiptir.

Eger f =g =1 olarak alinirsa agsagidaki sonucu yazabiliriz.

4.1.2. Sonug

(X, F, min) tam metrik uzay, 7,&:X — X tek degerli iki fonksiyon ve

S,T:X — B(X) kiime degerli iki fonksiyon olsun. Her x,y e X ve ¢ € ® icin



(D) S(X) cg(X), T(X)cn(X),

(i) nveya & siirekli

(i#ii) (S,n) ve (T,&) bagdasabilir fonksiyonlar ve

(iv) u >0 igin

5FSX,Ty (¢(u)) > min {Fﬂx,éy (l/l),()» Ff]x,Sx (u)’§ ny,Ty (u)’ Dny,Sx (u) +D Ff]x,Ty (u)}

kosullar saglaniyor ise 77,&,S ve T'tek bir z € X ortak sabit noktasina sahiptir.
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5. SONUC VE ONERILER

Sonu¢ olarak tam metrik uzaylarda ve tam Menger uzaylarda sabit noktanin
varligint ve tekligini irdeledik. Yine Menger uzaylarda verilen sartlar altinda
bagdasabilir doniigiimler i¢in de sabit noktanin varhi§imi goérmiis olduk. Bu
calismamiz, degisik sartlar ve tanimlar altinda tam metrik uzay ve tam Menger

uzaylarda sabit nokta teoremine farkli bir yaklasim getirmistir.

Sabit nokta kavramu farkli uzaylar icin her gegen giin farkli kavramlar ve sartlar
altinda gelistirilmektedir. Bu konuyla ilgilenen okuyucu 6zellikle ortak sabit nokta
kavraminda, doniisiimler arasindaki iligkilerden yararlanarak uzay tizerindeki sartlar
gelistirebilir veya farkli uzaylar arasindaki iligkileri kullanarak yeni tanimlar

yapabilir.
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1. GIRIS

X bostan farkli bir kiime ve f : X — X bir doniisiim olsun. Eger fx, = x, olacak
sekilde X de bir x, noktas: var ise bu x, noktasina f doniisiimiiniin bir sabit noktasi

denir. Ornegin,

X =[0,0), fx=2x,gx =x+1

seklinde tanimlanirsa x = 0 noktas1 f doniisiimiiniin sabit noktasidir ancak g

doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Yine X =(0,0) alinirsa f doniisiimiiniin de sabit

noktas1 olmadigi agiktir. O halde bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, o
doniisiimiin tanimina bagli oldugu gibi tanimladig: kiimenin yapisina da baghdir. Bu
nedenle sabit nokta teori ¢alismalari, bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi kosullar
altinda var oldugu, varsa tek olup olmadigi, tek ise nasil bulunabilecegi sorularina

cevap aramaktadir.

Bostan farkli bir kiime iizerinde metrik veya bostan farkli bir kiimenin iki elemani
arasindaki  uzakhik kavraminin nasil tanimlanacagi  matematigin  temel
problemlerinden biri olmustur. Frechet (1906), bostan farkli bir kiime iizerindeki
metrik yapist iizerinde calisarak, kiimenin farkli iki elemani arasindaki uzakligin
pozitif bir say1 olmasi gerektigini gostermistir [14]. Daha sonra her bir nokta cifti
icin dagilim fonksiyonu kavramini vermis ve bdylece probabilistik metrik uzay
kavrami ortaya ¢ikmistir. Probabilistik metrik uzayda iiggen esitsizliginin olmamasi
ancak bunun yerine zayif liggen esitsizliginin kullanilmasi, bu uzayda alinan diziler
icin limit taniminin yapilamamasina neden olmustur. Menger (1942) iiggen norm
kavramindan faydalanilarak probabilistik metrik uzaylar i¢in {icgen esitsizligi vermis
ve boylece Menger uzaylar ortaya cikmustir [20]. Probabilistik metrik uzay
kavraminin ayrintili incelenmesini Istratesku (1974) yapmis [16] ancak en dnemli
gelisim Wald (1983) tarafindan Wald uzay1 [40] Hicks ve Sharma (1984) tarafindan
Hicks uzay1 [15], Radu (1994) tarafindan probabilistik f-metrik uzaylar gibi bircok

uzaylar [25] tiiretilmesinden sonra ortaya cikmistir. Ancak probabilistik metrik



uzaylar i¢inde daha ¢ok Menger uzaylar icin sabit nokta ¢alismalar1 yapilmis ve bu
calismalar halen devam etmektedir. Metrik uzaylarda biiziilme doniisiimleri icin ilk
sabit (Banach sabit) nokta teoremi Banach (1932) tarafindan verilmistir [8]. Kiime
degerli doniisiimler icin sabit nokta teori ise Banach sabit nokta teoreminin Nadler
(1969) tarafindan kiime degerli doniistimlere genellemesi ile baglamistir. Banach
sabit nokta teoremi Sehgal ve Bharucha-Reid (1972) tarafindan probabilistik metrik
uzaylara aktarilmis [28] ve bu calisma, probabilistik metrik uzaylarda sabit nokta
kavrami i¢in 6nemli bir doniim noktasi olmustur. Konuyla ilgili daha genis bilgi

[1,3-7] [11-12] [19,27] ve [31-38] deki ¢alismalarda verilmistir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Tanim

X #O ve d: X xX — IR bir fonksiyon olsun. Vx, y,ze X igin,

(1) d(x,) 20,
(@) d(x,y)=0=x=y,
(@i) d(x,y) = d(y,x),

() d(x,2) <d(x,y)+(d(y,2)

sartlar1 saglanir ise, d ye X iizerinde bir metrik, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir.
Eger (1), (ii1) ve (iv) sartlar1 ile birlikte x = y = d(x,y) =0 sart1 saglanir ise, d ye X

tizerinde bir yar: metrik, (X,d) ikilisine de yar: metrik uzay denir.

2.1. Ornek

IR reel sayilar kiimesi olsun. Vx,y € IR icin d(x,y)= |x— y| seklinde tanimlanan d

fonksiyonu /R iizerinde bir metriktir. Bu metrige alisilmis (veya mutlak deger)

metrik, (IR, d) ikilisine de alisilmis metrik uzay denir.
2.2. Tanim

(X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xeX olsun. Ve>0 icin
dn,(¢) € IN dyleki Vn>n, i¢in d(x,,x)<¢& oluyorsa, (x,) dizisine x noktasina

yakinsaktir denir ve n — o iken x, - x veya limx, = x ile gosterilir.
n—0



2.3. Tamim

(X, d) metrik uzay, (x,) de bu uzayda tanimhi bir dizi olsun. Ve&>0 igin
dn,(e)e IN 5Vn,m=n, iken d(x, ,x,)<e& oluyorsa, (x,) dizisine Cauchy dizisi

denir. Eger (X,d) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda yakinsar

ise, (X,d) metrik uzayina tamdir denir.

2.4. Tanim

(X d) bir metrik uzay ve 4 < X olsun. d(A4) = sup{d(x.y) :xed,ye A}

reel sayisina A4 kiimesinin ¢ap: denir.

Eger d(A4) <o ise 4 kiimesine sinirl kiime aksi halde sinirsiz kiime denir.

2.5. Tamim

(X.d) bir metrik uzay olmak iizere X’in bostan farkl tiim alt kiimelerinin ailesini P(X)

ile gosterelim.

Vxe X ve Ac X i¢in x noktasinin A kiimesine olan uzakligi

d(x.A)= irelgd(x, y)= inf{d(x,y) (Ve A}

seklinde tanimlanan reel sayidir.

A,Bc X i¢in A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik
d(A,B) = inf{d(x,y) :xed,ye B}

seklinde tanimlanir.



Tanimlardan da anlasilacag: iizere bir x, noktas: i¢in x, € 4 ise d(x,,A4)=0 olur.
Fakat bunun tersi dogru degildir. Ornegin (IR,d,,) metrik uzaymda d,,(1,(0,1)) =0

olmasina ragmen 1 ¢ (0,1) dir.
2.6. Tanim

X # O bir kiime, Y herhangi bir kiime ve P(Y), Y nin bostan farkli alt kiimelerinin

ailesi olmak tizere, F': X — P(Y) doniisiimiine kiime (¢ogul) degerli doniigiim denir.

2.2. Ornek

X=Y=1[0,1]i¢in bir F : X — P(X) kiime degerli donilisim, Fx = {O,g} olarak

tanimlanabilir.
2.7. Tanim

F : X— P(Y) kiime degerli doniisiim olmak tizere, 4 € P(X) i¢in FA kiimesi

FA=|JFa

aci

seklinde tanimlanir.
F"(A) ise
F'(A)=F(F"'(4) n=23,..

seklinde tanimlanair.



2.8. Tamim

X # @, P(X) de X nin alt kiimelerinin ailesi olmak ilizere F: X — P(X) seklinde

taniml £ kiime degerli donilistim i¢in x € F'(x) ise x noktasina F' donlisiimiiniin sabit
noktasi denir. Bu sabit noktalarin kiimesini  Fix(F)={xe X :xe F(x)} seklinde

gosteririz.
2.9. Tanim

f:X > X tek degerli bir fonksiyon olsun.
a) Eger en az bir alt yar siirekli ¢: X — IR, U {+0} fonksiyonu igin
d(x, f(x)+@(f(x)) < p(x)

kosulu saglantyor ise f’ye Caristi tipi fonksiyondur denir.

b) Eger en az bir a [O,%) var ve her x,y € X icin

d(f(x), f (V) <ald(x, f(x)+d(y, f())]

kosulu saglantyor ise f’ye Kanan tipi fonksiyondur denir.

c) Eger a,b,ce R ve a+b+c <1 olmak lizere her x,y e X i¢in

d(f(x), f(¥)) < ad(x,y)+bd(x, f(x))+cd(y, f ()

kosulu saglantyor ise f’ye Ciric-Reich-Rus tipi fonksiyondur denir.



3. METRIiK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

3.1. Iki Tam Metrik Uzayda Kiime Degerli iki Doniisiim I¢in Sabit Nokta

Teoremi

Bu kisimda verilen tanim ve teoremler [2] de detayli bir sekilde incelenmistir.

3.1.1. Tanim

(X,d) bir tam metrik uzay ve B(X)’de X’in sinirh tiim alt kiimelerinin ailesi olsun.

o fonksiyonu A4, B € B(X) i¢in

0(A,B)=sup {d(a,b):ae A,be B}

seklinde tanimlanir. Eger A tek bir elemandan olusuyor ise a € 4 igin,

0(A,B)=0(a,B) di.

Eger B tek bir elemandan olusuyor ise b € B igin,

5(A4,B) =35(4,b) dir.

Hem A hem B tek bir elemandan olusuyor ise

5(4,B) = 5(a,b) = d(a,b)

olur.

Ayrica ¢ fonksiyonu, her 4,B,C € B(X) icin



i.0(A,B)=0(B,A)=0,
ii. 0(A4,B)<06(4,C)+06(C,B)
sartlarini saglar.

3.1.2. Tanim

(X, d) bir metrik uzay ve B(X)’de X’in smirh tiim alt kiimelerinin ailesi olsun. B(X)

deki kiimelerin bir dizisi {4,} ve 4 da X in bir alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullar

saglaniyorsa {An} dizisi A kiimesine yakinsiyor denir.

i. Her bir a € A noktasina yakinsayan en az bir {an €d, n=12,3, } dizisi vardir,

ii. Her £ >0 igin en az bir n, € IN dogal sayis1 vardir ki her n>n, i¢in 4, C A4, .

Burada A, merkezi 4 kiimesinde olan tiim & yarigapl agik yuvarlarin birlesim

kiimesidir. Yani 4, = U B(a,¢) dur.

acA

Bu durumda A ya {4,} dizisinin limiti denir ve lim 4, =4 veya 4, > A olarak

n—>0

gosterilir.
3.1.1. Lemma

(X.d) bir metrik uzay {4,} ve {B,}ise X kiimesindeki sinirli alt kiimelerin iki dizi
olsun. 4,Bc X kiimeleri siirl olmak tizere sirasiyla {4,} ve {B,} dizilerinin

yakinsadigi kiimeler olsun. Bu durumda {5(4,,B,)} dizisi 6(4,B) reel sayisina

yakinsar [13].



3.1.3. Tanim

(X d) bir metrik uzay, F:X — B(X) bir doniisim ve x, € X olsun. X deki
noktalarin bir {x,} dizisi X de bir x, noktasina yakinsadiginda, B(X) de tamml

{Fx,}dizisi de B(X) de Fx, kiimesine yakimsiyor ise bu durumda F ye x,

noktasinda siireklidir denir. Eger F, X in her noktasinda siirekli ise F ye X lizerinde

sureklidir denir.
3.1.1. Teorem

(X,d) ve (Y,p) tam metrik uzaylar olsunlar. 7: X —Y ve S:Y — X fonksiyonlari,
her xe X ve yeY i¢in f,g e F olmak lizere

p(Ix,TSy) < f(d(x,Sy), p(y,Tx), p(y,TSy)),
d(Sy,STx) < g(p(y,Tx),d(x,Sy),d(x,STx))

kosullarii saglasin. Bu durumda S7 nin X de bir u sabit noktasi, 7S nin Y de bir v
noktast vardir. Ustelik Tu=v ve Sv=u dir. Buradaki F kiimesi f:IR’ — IR,

seklinde taniml ve asagidaki sartlar1 saglayan tiim fonksiyonlarin kiimesidir.

(i.) f ustyar siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.
(ii.) Her u,0>0 i¢in u < f(v,0,u) veya u < f(v,u,0) ise 0<c<1

olacak sekilde bir ¢ sabit sayis1 vardir ki u < co dir [30].
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3.1.1. Ornek

0<c<1 olmakiizere f(t,,t,,t,) =cmax{t,1,,4,} olsun.

i. f nin siirekli oldugu agiktir.

ii. Varsayalmki u,0>0 ve u < f(v,0,u) olsun. Dolayisiyla u <c¢max{v,u} olur.
v<u ise u <cu <u olur. Bu da bir geliskidir. Buradan u < cv olur.

3.1.2. Ornek

f(tl,tz,t3)=cmax{tl,t2,t3,b t2t3} olsun. Burada 0<b<1 ve 0<c<1 dir.

i. fmin siirekli oldugunu gérmek kolaydir.
ii. 1. 6rnekte gorildigl gibi gosterilebilir.

3.1.3. Ornek

1

f(tl,tz,t3):(at{’+ﬂt§’+yt3");, p>0, a,B,y€IR, ve a+ [ +y <1 olsun.

i. f nin siirekli oldugu agiktir.

1
ii. Varsayalimki u,0>0 ve u < f(v,0,u) olsun. Dolayistyla u < (au” +7/u")P

olur. Buradan,
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1

a \»
u< > v olur. Dolayistyla

1

¢ = (—]p <1 olarak alinabilir.

Benzer olarak eger u < f(v,u,0) ise u <c,v, buradan;

1

a | o
¢, =| —— | <1 olarak segilebilir.
1-p

c=max{c,,c,} <1 olarak alabiliriz.

Asagidaki teorem, iki tam metrik uzayda tanimli iki kiime degerli doniisiim i¢in sabit

nokta teoremidir.
3.1.2. Teorem

(X,0,) ve (Y,0,) tam metrik uzaylar olsunlar. 7: X — B(Y) ve §:Y = B(X) iki

fonksiyon olsun. Her x,x' € X ve y,y' €Y ler igin;
0,(S8Tx,STx") < f(0,(Ix,Tx"),d,(x',S8Tx),0,(x",STx")), 2.1

0,(TSy,TSy") < g(6,(Sy,Sy"),d,(y', TSy),6,(y", TSy")) (2.2)

sartlar1 saglansin. Burada f,ge F, S veya T siirekli ise S7, X de bir u sabit
noktasma 7S ise Y de bir v sabit noktasina sahiptir. Ustelik Tu ={v} ve Sv={u}

olur.
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Ispat

x, € X keyfi bir nokta olsun. X ve Y kiimeleri {izerinde sirasiyla {xn} ve { yn}
dizilerini tamimlayalim. T, kiimesinden bir y, noktasim, Sy, kiimesinden x,
noktasmni, 7x, noktasindan y; noktasini, Sy, kiimesinden x, noktasini secelim. Bu

sekilde devam ederek x, leri X kiimesinden, y,,, leri Y kiimesinden segelim.

n+l

Tx, kiimesinden y,,, noktasini, Sy,,, kiimesinden x

n+l

noktasini segelim.
Es. 2.1° den,

dl ('anrl b 'xn+2) = 51 (STxn b ST‘an )

< f(é‘Z (Txn > Txn+l )’ dl (xn+l 4 STxn )’ é‘l (xn+l > STer—l ))
< £(8,(TSy, . TSy .),0,8,(STx, , STx. .))
(if) den,
0,(8Tx,,STx,.,) < co,(ISy,,TSy,.,). (2.3)

Es. 2.2’ 1 kullanarak,

Ay (V1> Y0i2) < 6,(TSy,, TSy, ,)

<g(6,(8,8,:1), 4, (3,1, 159, 0,(,.1,TSY,..)

<g(6,(8Tx, ,,8Tx,),0,0,(TSy,,TSy,.,))-

(if) den



0,(TSy,,TSy,.,) < co,(STx, ,,STx,).

Es.2.3 ve 2.4’ den

0,(STx,,STx

n+l

)< 5, (STx

n-1°

Devamin da ise tiimevarimla,

d (x,,,,x,.,)<c"?6(STx,,STx,),

n+12

Ay (V1> Vuia) < 02"_352(TSyl,TSy2) .

r=1,2,...1i¢in,

dl (xn+l > xn+r+1 ) S dl (xn+l > xrl+2) + dl (xn+2 > xn+3) +..t dl (xn+r > xn+r+1 )

(P L+ TS (ST, STx,)

<é&.

STx ).

13

(2.4)

(2.5)

En az bir n,eIN vardir ki n>n, igin ¢<1 oldugundan {x,} ve {y,} dizileri

sirastyla tam metrik uzay olan X ve Y’de birer Cauchy dizileridir. Dolayisiyla,

limx, =4 ueX , limy =v veY

n—0 n—»0

olur. Ustelik m > n icin,

S (u,STx,) < d,(u,x,,,)+J,(x

m+12

STx,)
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<d (u,x,,)+06,(STx,,STx,) . (2.6)
Es. 2.5’ ten dolay1 m,n > n, i¢in,
o,(u,STx,)<d,(u,x,,,)+¢&

olur. n> N ve m — o igin

o,(u,STx,)< ¢

olur dolayistyla lim S7x, = {u} olur. (¢ keyfi secilmistir. )

n—»0

Benzer olarak ,

lim7Sy,,, = {v} =limTx,

n—0

olur. Burada x

n+l

€ Sy, ., oldugunu daha 6nceden biliyoruz. Kabul edelim ki 7 stirekli

n+l

olsun,

limTx, =Tu ={v}

n—>0

olur.
Es. 2.1’ den,

0,(8Tu ,8Tx,) < f(0,(Tu ,Tx,),d,(x,,Sv),5,(x,,STu ))

n — oo olarak alinirsa,
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5,(STu ,u) < £(0,d,(u, STu ),0)) < £(0,5,(u, STu ,0).
(if) den dolay1,
0,(u,STu )< co,(u,STu )

olur. Ayrica, STu ={u}=Sv olur. Ustelik TSv=Tu ={v} dolayisiyla u, ST

fonksiyonunun, v ise 7S fonksiyonunun sabit noktalaridir.

T yerine S fonksiyonunu siirekli olarak kabul edersek ayni sonuglari elde edilir.

Bu sabit noktalarin tekligini ispat i¢in kabul edelim ki S7 ikinci bir u' sabit

noktasina, 7S de ikinci bir v’ sabit noktasina sahip olsun.

Es. 2.2 kullanilirsa,

d,(v,0")=06,(TSv,TSV")
< g(6,(Sv,Sv'"),d, (V' ,TSv),5,(L',TSV"))
= g(6,(Sv,Sv"),d,(v',0),0)
< g(6,(Sv,Sv"),d,(V',0),0)).

(if) den,

d,(v,0")<co,(Sv,Sv"). 2.7)

Es. 2.1 kullanirsa



5,(Sv, Sv') < 8,(STSv, STSU')

< f(d,(v,0"),d,(Sv',Sv),6,(Sv',Sv")

< f(d,(v,0"),6,(SV',Sv),6,(Sv", Sv")) .

Benzer olarak,

5,(Sv',8v') < 8,(Sv', STSV') < £(0,0,5,(Sv',50')).

(if) den

o,(Sv',8v")=0.

Es. 2.8’den,

0,(Sv,Sv") < f(d,(v,0"),0,(Sv', SV),0) .

(if) den,

8,(Sv,Sv") <cd, (v,0").

Es.2.7 ve 2.9’ dan,

d,(v,v") < c’d,(v,0")

olur. Dolayistyla v = 0" olur yani tek bir v noktasi vardir.

16

(2.8)

(2.9)

STu' = {u’} ve TSv ={v} olmasi TSTu' =Tu' ={v} anlamma gelir. Dolayisiyla
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{u}=STu =Sv=STu' ={u'}.
Sonug olarak u tektir. Teoremin ispat1 boylelikle tamamlanmis olur.
Eger T: X —>Y ve S:Y —> X ise asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.
3.1.1. Sonug

(X,d,) ve (Y,d,) tam metrik uzaylar, 7: X =Y ve §:Y — X iki fonksiyon olsun.

VxeXveyeY ve f,geF icin
d,(STx,STx") < f(d,(ITx,Tx"),d,(x",STx),d,(x",STx"), (2.10)

d,(TSy,TSy") < g(d,(Sy ,S'),d,(y',TSy),d,(y", TSy")) (2.11)

kosullar1 saglansin. Eger S veya T fonksiyonlarindan herhangi biri siirekli ise S7, bir
tek u € X sabit noktasina ve TS de bir tek v €Y sabit noktasma sahiptir. Ustelik

Tu=v ve Sv=u dir.

Eger f(t,,1,,t,)=g(t,,1,,t;) =cmax {t,,t,,t,},0<c <1 olarak alirsa 3.1.2 teorem

den asagidaki sonucu yazabiliriz.
3.1.2. Sonug

(X,0,) ve (Y,0,) tam metrik uzay, 7: X — B(Y) fonksiyonu siirekli bir fonksiyon
ve §:Y — B(X) siirekli bir fonksiyon olmak ilizere V xe X ve yeY ve O<c<l1

i¢in

8,(STx, STx') < cmax {5, (Tx, Tx' ), d, (x', STx), 5, (x', STx")} ,



18

8, (TSy,TSy") < cmax {5,(Sy, Sy ).d, (' . TS). 8, (' . TSH")

kosullar1 saglansin. Bu durumda S7 nin X de bir tek sabit u ve 7S nin Y’de bir tek v

sabit noktalar1 vardir. Ustelik Tu = {U} ,Sv= {u} dir.

Egerburada 7: X — Y ve S:Y — X olarak alinirsa asagidaki sonucu yazabiliriz.
3.1.3. Sonug

(X,0,) ve (X,0,) tam metrik uzaylar, 7: X — B(Y) ve S:Y = B(X) siirekli

fonksiyonlar olsun. V xe X ve yeY ve 0<c<1 i¢in
d,(STx,STx') < cmax {d, (Tx,Tx' ). d, (x', STx ), d,(x', STx' )},
d,(TSy,TSy') < cmax {d, (Sy, "), d, (', TSy).d, (' . TSy }

kosullar1 saglansin. Bu durumda ST nin X°de tek bir sabit u noktasi, 7'S nin ise ¥’de

bir tek sabit v noktasi vardir. Ustelik Tu =0 ve Sv=u olur.
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3.2. U¢ Tam Metrik Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde farkli ti¢ metrik uzayda tanimli ii¢ fonksiyonun bileskelerinin hangi
kosullar altinda bir tek sabit noktaya sahip oldugunu ve bu sabit noktanin hangi
kosullar1 sagladigini inceleyecegiz. Bu kisimda verilen tanim ve teoremler [39] da

detayl1 bir sekilde incelenmistir.

3.2.1. Teorem

(X,d),(Y,p),(Z,0) tam metrik uzaylar ve 7:X ->Y,S:Y >Z ve R:Z—> X

fonksiyonlart V xe X,yeY,zeZ ve 0<c <1 sayisi i¢in
d(RSy, RSTx) max {d(x, RSy),d(x, RSTx)} <co(Sy,STx)max {G(Sy, STx),d(x, RSTx)} ,
p(TRz,TRSy) max{ p(y,TRz), p(y,TRSy)} < cd(Rz, RSy) max {d(Rz, RSy), p(y,TRSy)},

o (STx,STRz) max {O'(z, STx),o(z, STRZ} < cp(Tx,TRz) max {p(Tx, TRz),0(z, STRZ)}

kosullarini saglasin. Eger R, S,T fonksiyonlarindan biri siirekli ise RST nin X de bir
tek sabit u noktasi, 7RS nin Y de bir tek sabit v noktasi ve STR nin Z de bir tek w
sabit noktas1 vardir. Ustelik Tu = v,Sv =w,Rw=u dur [18].

3.2.2. Teorem

(X,d),(Y,p),(Z,0) tam metrik uzaylar ve 7:X >Y,S:Y >Z ve R:Z—> X

stirekli fonksiyonlar1 V xe X,yeY,zeZ ve 0<c<1 i¢in

d(RSTx,RSy) < cmax {p(y, Tx),d(x,RSTx),d(x,RSy),o(Sy, STx)} ,

p(TRSy,TRz) < cmax {o(z,8y), p(y,TRSy), p(y,TRz),d (Rz, RSy)} ,
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o (SRSz,STx) < cmax {d(x, Rz),0(z,8TRz),0(z,STx), p(Tx, TRZ)}

kosullarini saglasin. Bu durumda RST nin X de bir tek u sabit noktasi, 7RS nin Y de
bir tek v sabit noktasi ve STR nin Z de bir tek w sabit noktas1 vardir. Ustelik

Tu=v,Svo=w,Rw=u dur.

IR, ile negatif olmayan reel sayilarin kiimesini ve asagidaki kosullari saglayan

f IR} — IR, fonksiyonlarinin kiimesini ise £ ile gosterecegiz.

i. Tim x € R i¢in f st yar1 siirekli,

ii. Tim u,0>0 i¢in u < f(v,0,u) veya u < f(v,u,0) ise

en az bir 0 < ¢ <1 sabit sayis1 i¢in u < co dir [21].

Simdi 3.2.1 Teorem nin bir genellestirmesi olan agsagidaki teoremi verebiliriz.

3.2.3. Teorem

(X,d),(Y,p),(Z,0) tam metrik uzaylar ve 7:X >Y,S:Y >Z ve R:Z—> X

fonksiyonlart V xe X,yeY,ze Z iginve f,g,he u olmak lizere

d(RSy,RSTx) < f(o(Sy,STx),d(x,RSTx),d(x, RSy)), (2.1)
P(TRz,TRSy) < g(d(Rz, RSy), p(y,TRSy), p(y,TRz)) , (2.2)
o(STx,STRz) < h(p(Tx,TRz),0(z,STRz),0(z,STx)) (2.3)

kosullarini saglasin. Eger 7, S, R fonksiyonlarinin herhangi biri stirekli ise RS7T nin
Xde bir tek sabit u noktasi, 7RS nin Y’de bir tek sabit v noktasi ve STR’nin Z’de bir

tek sabit w noktasi vardir. Ustelik Tu = v,Sv =w, Rw=u dur.
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Ispat

x, € X keyfi bir nokta olsun. X, Y ve Z’de sirasiyla {x,},{y,} ve {z,} dizilerinin=

1,2,... igin

x,=(RST)'x,, y,=Tx,,, z,=Sy,

2

seklinde tanimlayalim.

Es. 2.1’ de y =y, ve x=x, olarak alinir ise;

d(xn H xn+l) S f(U(Zn > Zn+l )’ d(xn s xn+l )’ 0)

dir. (i1) den dolayi, ¢, €[0,1) olmak tizere

d(xn 4 xn+l) < ClO-(Zn 4 Zn+l) : (24)

Es. 2.3’ de x=x, , ve z=z, almirsa,

O-(Zn 4 Zn+l) S h(p(yn s yn+l )’ O-(Zn s ZrH—l )’ 0)

(i1) den,

O-(Zn’ZnH)Sc3p(yn’yn+l)' (25)

Burada c, €[0,1) dir.

z=z , ve y=y, i¢in Es.2.2 uygulanirsa,
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PV, Vi) < 8(d(X,15%,), P(V,5 Y,1)50)

olur. (i1) den,

PV S6d(x, ,x,) (2.6)

olur. Burada ¢, €[0,1) dir. (2.4), (2.5) ve (2.6) esitsizlikleri ard:1 ardina yazilirsa

d(x,..,x)<co(z,,z, ,)<ccp(y,,V,,)S ... <(c6,6)" d(x,,x,).

0<c¢ee, <1, {x,}.{y,} ve {z,} birer couchy dizisi oldugundan sirasiyla

ue X,veY ve we Z noktalarina yakinsar.

Simdi kabul edelim ki S siirekli olsun. Buradan lim Sy, =limz, ve dolayisiyla

Svo=w (2.7)
olur. Es. 2.1 uygulanirsa,

d(RSU’ X ) < f(G(SU’ Zn )’ d(xn—l 2 xn )’ d('xn—l > RSU))

n—1
n — o i¢in ve (i) kosulundan,
d(RSv,u) < f(o(Sv,w),0,d(u, RSv))
2.7 denkleminden,

d(RSv,u) < £(0,0,d(u, RSv))
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(i1) kosulundan d(u,RS,) <c.0 ve Es.(2.7) den,

u=RSv=Rw. (2.8)

Es. 2.2° den,

p(Tu,y,.)<g(du,x,), p(¥, V1) P(V,, TRW)).

n — o i¢in ve (i) kosulundan,

p(Tu,v) < g(0,0, p(v,TRwW)) .

Es.2.8 den,

p(Tu,0) < g(0,0, p(v,Tu)).

(i1) kosulundan,

Tu=v (2.9)

olur. Es. 2.7, 2.8 ve 2.9’ dan,

TRSv=TRw=Tu=v,

STRw=STu=Sv=w,

RSTu=RSv=Rw=u.

S yerine R veya T siirekli ise ayn1 sonuglar elde edilir.
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Simdi u sabit noktasinin tek oldugunu goésterelim. Farz edelim ki RS7 nin ikinci bir

sabit noktas1 u#' olsun.

Es. 2.1° den,

d(RSTu,RSTu ') < f(o(STu',STu),d(u, RSTu),d(u, RSTu"))

du,u) < f(o(STu,STu'),0,d(u,u")) .

(i1) den,

du,u')<c,o(STu,STu") (2.10)

olur. Es. 2.3 den,

o(STRSTu ,STu') < h(p(Tu',TRSTu),0,0(STu, STu')

o(STu,STu') < h(p(Tu',Tu),0,0(STu,STu')).

(ii) den,

o(STu,STu' )< c,p(Tu,Tu"). (2.11)
Es. 2.2° den,

p(Tu,Tu" )< c,d(u,u'). (2.12)

Es. 2.10, 2,11 ve 2.12° den

d(u,u') < (cc,c;)d(u,u')
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olur. Buradan anlasilacagi gibi u =u' diir. RST nin sabit noktasi olan u tektir. Ayni

sekilde 7RS nin bir tek sabit noktasinin v, STR nin bir tek noktasinin w oldugu

gosterilebilir.
Eger 0 <c <1 olmak iizere,

ct, max {1,,t,}
f(tlstzsts) :g(ll,lz,t3) :h(tl,tz,l‘3) =
max {1, }

olarak alinirsa Teorem 3.2.1.°1 Teorem 3.2.3.’{in sonucu olarak gorebiliriz.

Asagidaki  kosullar1 saglayan f:IR' — IR, fonksiyonlarin kiimesini £ ile

gosterelim.

(ii1) f st yart siirekli,

(iv) Eger her u,0>0 i¢in u < f(v,u,0,w) veya u < f(v,0,u,w) ise,
en az bir 0 <c¢ <1 reel sayis1 vardir ki # < ¢max {1), w} .

Teorem 3.2.2 yi asagidaki gibi genelleyebiliriz.

3.2.4. Teorem

(X.,d),Y,p),(Z,0) tam metrik uzay ve T: X >Y,S:Y>Z ve R:Z—>X

fonksiyonlari tim xe X,yeY ve zeZ icinve f,g,hef olmak iizere

d(RSTx,RSy) < f(p(y,Ty),d(x,RSTy),d(x,RS)),0(S,,5Ty)), (2.13)
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p(TRz,TRSy) < g(o(z,8y), p(y,TRSy), p(y,TRz),d(Rz, RSy)) , (2.14)
o (STRz,STx) < h(d(x,Rz),0(z,STRz),0(z,STx), p(Tx,TRz)) (2.15)

kosullarini saglasin. Eger R, S, T fonksiyonlarindan herhangi biri siirekli ise RS7 nin
X’de bir tek u sabit noktasi, TRS’nin Y’de bir tek v sabit noktasi, STR nin Z’de bir

tek w sabit noktas1 vardir. Ustelik Tu = v, Sv =w, Rw=u olur.

Ispat

x, € X keyfi bir nokta olsun. X, Y, Z'de swasiyla {x,},{y,} ve {z,} dizilerini

tanimlayalim Gyle ki;

x,=(RST)'x,, v, =Ty, ,,2,=Sy, n=123..

Es. 2.14°den ve (iv) 0zelliginden z=z,, ve y =y, i¢in

PV, V,n)=pP(TRz, |,TRSy,) < g(0(z,.,,2,), P(V,» V1), 0,d (%, 1, X,))

p(»,,y,.,) < cmax {d(xn_] ,x,),0(z, , zn)} . (2.16)

(iv) ve Es. 2.16° dan ,

o(z,,z,,) < cmax{d(xn_l,xn),p(yn,yn+])} (2.17)

< cmax {d(xn_l ,X,),0(2,.,,2, )}

Es.2.13°de y=y, ve x=x,
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olarak alinirsa
d((x,,X,.,) =d(RSTx,,RSy,) < f(p(¥,,V,.1)-d(x,,X,.,),0,0(z,,2,.,))
(iv) ozelliginden ve Es. 2.16 ve 2.17 ‘den
d(x,,%,.,) S cmax{p(¥,, ¥,..:0(2,,2,.,)} (2.18)
=cmax{d(x, ,x,),0(z,.2,)}
Tiimevarimla kolaylikla 2.16 , 2.17 ve 2.18 kosullarindan ,

d(x,,x,,) <" max{d(x,x,),0(z,z2,)},

p(ynaynﬂ) < Cnil max {d(xl,xz),a(zl,zz)} 5

n-1

0(2,,2,) S max {d(x,,x,),0(z, 2,)}

esitsizliklerini yazabiliriz. Burada 0<c¢ <1 oldugundan {X,}, {y,} ve {z,} birer

cauchy dizisidir ve sirastyla limitleri u € X , v €Y ve we Z noktalaridir.
Simdi farz edelim ki S siirekli olsun. Bu durumda lim Sy, =limz, dolayisiyla,
Svo=w (2.19)

olur. Es. 2.13’den y =v x=x, icin,

d(RSv,x,. )< f(p(,Ix,),d(x,,x,.,),d(x,,RSv),0(SL,STx))) .
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n — oo i¢in ve (iii) 6zelliginden,

d(RSv,u) < £(0,0,d(RSv,u),0),

(iv) ozelliginden d(RSv,u) =0 olur. Dolayistyla,

RSv=u (2.20)

olarak bulunur.

2.19 denkleminden,

Rw=u (2.21)

esitligini yazabiliriz.

2.20 denkleminden ve Es. 2.14° den z=Sv ve y =y, i¢in

P(Tu,y,, )< g(o(Sv,8,), P(y,, TRSy,), p(y,,TRSL),d(RSL, RSy, )).

n — oo i¢in ve (iii) 6zelliginden,

p(Tu,v) < g(0,0, p(v,Tu),0).

(iv) ozelliginden p(Tu,v)=0 olur. Dolayisiyla,

Tu=v. (2.22)

2.19,2.21 ve 2.22 denklemlerinden,

TRSv=TRw=Tu=v,



29

STRw=STu=Sv=w,
RSTu=RSv=Rw=u.

Benzer sonuca S yerine R veya T siirekli olarak kabul edilerek ayn1 yolla ulasabiliriz.

Simdi #’nun tekligi ispat edelim. Farz edelim ki RS7 nin ikinci bir sabit noktas1 u'

olsun. Es.2.13°den y=Tu ve x=u' igin

d(u,u')=d(RSTu,RSTu' ) < f(p(Tu,Tu'),0,d(u,u'),c(STu,STu'") .

(i1) den,

d(uu') < cmax { p(Tu,Tu'),o(STu, STu")} . (2.23)
Ustelik Es. 2.14’ den z=STu ve y=Tu' i¢in

p(Tu,Tu') < g(o(STu,STu'),0, p((Tu,Tu'),d(u,u')).

(i1) den,

p(Tu,Tu') < cmax {o(STu, STu'),d (u,u' )} (2.24)
Es. 2.23 ve 2.24° den

du,u')<co(STu,STu'). (2.25)

Son olarak Es. 2.15” den ve (ii) 6zelliginden,

o(STu,STu' )< h(d(u,u"),0,0(STu,STu" ), p(Tu,Tu")) .
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(i1) den
o(STu, STu') < cmax {d(u,u'), p(Tu,Tu' )} (2.26)
Es.(2.24), (2.25) ve (2.26) dan
d(u,u')< co(STu,STu') < *o(STu, STu'),
dolayisiyla u =u' olur. Burada 0<c<1 dir. Sonu¢ olarak RS7 nin bir tek sabit u

noktas1 vardir. Benzer olarak 7RS nin bir tek sabit v noktasi, STR’nin bir tek sabit w

noktasi oldugunu gosterebiliriz.

Burada 0 <c¢ <1 i¢in,
f(t,t,,t,,8) = gt t,,1,,8,) = h(t,,t,,1,,1,) =cmax{,,t,,1,,1,},

olarak tanimlanirsa 3.2.2 Teorem ne 3.2.4 Teorem nin sonucu olarak bakabiliriz.
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3.3. Bir Kapal (implicit) Bagintiy1 Saglayan Kiime Degerli Doniisiim I¢in Bir

Genel Se¢me Teoremi
Bu kisimda bir kiime degerli fonksiyon icin verilen kapali bir bagint1 saglandiginda
verilen kosullar1 saglayan tek degerli bir Caristi tipi fonksiyonun secilebilecegi
tizerinde durulmustur. Bu boliimdeki tanim ve teoremler [24] de detayli bir sekilde
incelenmistir.

3.3.1. Tanim

(X.d) bir metrik uzay ve X’in bostan farkli alt kiimelerinin uzay1 P(X) olsun. X’in
bostan farkli kapali alt kiimelerinin uzay1 Pc/(X) ile gosterilir.

D:P(X)xP(X)— IR, D(4,B)=inf {d(a,b)|a € 4,b € B}

H:P(X)xP(X)—IRU{+o},  H(A,B)=max supD(a,B),supD(b, A)

aed beB
fonksiyonlarimi dikkate alarak asagidaki teoremleri verebiliriz.

Eger (X d) tam metrik uzay ise (Pcl(x),H) de tam metrik uzaydir.
3.3.1. Teorem

(X.d) bir metrik uzay ve F:X — Pcl(X) kime degerli fonksiyon olsun. Bu
durumda en az bir Caristi tipi f : X — X fonksiyonu vardir, 6yle ki her x € X igin

f(x)e F(x)dir [17].
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3.3.2. Teorem

(X,d) bir metrik uzay olmak tlizere F': X — Pcl(X) a,b,c € IR,a+b+c <1 olsun. Bu
durumda her x,ye X icin H(F(x),F(y))<ad(x,y)+bD(x,F(x))+cD(y,F(y))
kosulu saglansin. Bu durumda her x € X i¢in f(x) € F(x) olacak sekilde Caristi tipi
f:X > X tek degerli fonksiyonu vardir [22].

3.3.3. Teorem

(X,d) bir metrik uzay olmak iizere F:X — Pcl(X), a,,..,a;€R, ve

a,+a,+a,+2a, <1 olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in

H(F(x), F(y) < ad(x, )+ a,D(x , F(x)) + a;D(y, F()) + a,D(x, F () + as D(y, F(x)),

kosulu saglansin. Bu durumda her x € X i¢in f(x) € F(x) olacak sekilde Caristi tipi
f:X —> X tek degerli fonksiyonu vardir [29].

3.3.4. Teorem

(X,d) bir metrik uzay olmak tlizere F : X — Pcl(X) ¢ok degerli fonksiyonu 0< g <1

igin

H(F(x),F(y)) < gmax {d(x, y), D(x, F (x)), D(y, F (), D(x, F (), D(y, F (x)},

kosulunu saglasin. Bu durumda her xe X icin f(x)e F(x) olacak sekilde bir
Caristi tipi f : X — X tek degerli fonksiyonu vardir [23].

Asagidaki kosullart saglayan F(t,,...,t,): IR’ — IR rteel degerli fonksiyonlarin

kiimesini ¥/ ile gosterelim.
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(F) F,t, degiskenine gore azalmayan, ¢, ve ¢, i¢in artmayan,
(F,) her u,0>0 i¢in F(u,v,0,u,0,0)<0 olmak lizere en az bir 1< (0,1) vardir

Oyleki u<ho .
3.3.1. Ornek

F(,...t,)) =t —at, —a,t, —a;t, —a,t; —ayt,, burada

a,,...a, € IR, ,a,+a,+a, >0 ve a,+a,+a,+2a, <1
(F)) kosulun saglandig: aciktir.

F(u,0,0,u,u+v,0)=u—-av-a,v—au—a,(u+v)<0
u—au—au<aL+a,+a,L
u(l-a,—a;)<v(a, +a,+a,)

U< (a1+a2+a4).U

B (I-a,-ay)
p=lat B a) Goiline  he(0,1) dir.
l-a,—a,
3.3.2. Ornek

F(t,,....t;) = t, — k max {zz,g,g,%(g +t6)}, 0<k<l

(F)) kosulun saglandig: aciktir.
(F)F(u,0,0,u,u+0v,0)=u —kmax{u,u,%(u +u)} <0 olsun. Eger u>0 u>v ise

u(1-k) <0 olur. Bu bir ¢eligkidir. Dolayistyla u < v olur. Buradan goriildiigii tizere

u < ho dir.



3.3.3. Ornek

F(t,,....t,) =t +att,—btt,—ctt, ac>0 ve 0<b<l

(F)) kosulunun saglandig: goriiliir.

(F)) F(u,0,0,u,u+v,0)=u’+auv—buv <0 olsun.

Buradan u” —buv <0 oldugu agiktir. Eger u > 0 ise

u® <buv

u<bv,

burada 0<h=b<1 Eger u=0 ise u<hv.

3.3.4. Ornek

F(tl,...,t6)=tlz+t—‘—(at22+bt32+ctf) burada a,b,c20, a+b>0
1412 +1,

a+b+c<l.

(F)) kosulun saglandig1 tanimdan goriiliir.

u

—(av® + b0’ + cu*) < 0 olsun. Buradan;
l+u+v

(F)) F(u,0,0,u,u+v,0)=u’+

u> —(av® +bv* +cu*)<0
u> —cu’ —(av®> +bv*) <0
uw(l—c)<v*(a+b)

a+b
ut <—=2p?
l1-c¢

34

A\~



35

b <1 i¢in u < hv olur.
l1-c

3.3.5. Ornek

F(t,,....t;) =max {t,t,,t,} —min {¢,t,} —qt, burada 0 < g <1.

(F/)) Kosulun saglandig: kolayca goriiliir.

(Fy) F(u,0,0,u,u+0v,0)=max{u,0}—qu<0 olsun.

Eger u>0 ve u >uv ise,

max{u,u}—quSO
u—qu<0(u>v)

u(l-¢)<0

olur. Bu da bir ¢eliskidir. Dolayistyla u <v ve 0 <h =g <1 i¢in u < hv olur.

3.3.5. Teorem

(X.d) bir metrik uzay ve F : X — Pcl(X) kiime degerli bir fonksiyon, @ € ¥ ve her

x,y€ X igin

O(H(F(x), F(y)),d(x,y), D(x, F(x)), D(y, F()), D(x, F(y))D(y, F(x))) <0, (3.1)

esitsizligi saglansin. Bu durumda her xe X i¢in f(x)e F(x) olacak sekilde bir

Caristi tipi f: X — X fonksiyonu vardir.



Ispat

£E= % ve g(x)= lD(x,F()c)) olsun.
£

Buradan ,

g+h:ﬂ<l
2

oldugu aciktir. Buradan >1dir. Boylece her x € X icin,

c+h

1
c+h

d(x, f(x)) <

D(x, F(x))

olacak sekilde f(x)e F(x) secilebilir.

Es. 3.1’ den ve (F)) den,

D(H (F(x), F(f(x))),d(x, [ (%)), D(x, F(x)), D(f(x), F(f (x))),

D(x, F(f (%)), D(f (x), F(x))) <0,

O(D(f (x), F(f (), d(x, f(x)),d(x, f(x)), D(f (x), F(f (x))),

d(x, f(x))+D(f(x), £(f(x))),0) <0.

(F,)den her x e X i¢in,

D(f (x), F(f(x))) < hd (x, f (x)).

36



Simdi f ’in bir Caristi tipi operator oldugunu gosterelim. Her x € X ig¢in,
1
d(x, f(x))= ;[(8 +h)d (x, f(x)) = hd(x, f(x))]

<

[D(x, F(x)) = D(f (x), F(f (x)))]

M| =

=g(x)-g(f(x).

37
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4. MENGER UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI
4.1. Menger Uzaydaki Ortak Sabit Nokta Teoremleri
Bu kisimda verilen tanim ve teoremler [10] da detayl1 bir sekilde incelenmistir.

4.1.1. Tanim

F:IR— IR", azalmayan soldan siirekli bir fonksiyon olmak fiizere
inf {F(t):telIR}=0 ve sup {F(t):t€IR}=1 sartlar1 saglansin bu durumda F

fonksiyonuna dagilim fonksiyonu denir.

Tim dagilim fonksiyonlarinin kiimesini L ile gdsterelim. G ile gosterilen 6zel bir

dagilim fonksiyonu,

G(t) = 0,1<0
B 1, >0

olarak tanimlanir.

4.1.2. Tanim

X Dbostan farkli bir kiime ve F, XxX’den IR’de tanimli tiim dagilim
fonksiyonlarinmn kiimesine tanimli bir fonksiyon olmak iizere (X, F ) ikilisine

probabilistik metrik uzay (PM-space) denir.

Burada her x,y € X igin F(xy) dagilim fonksiyonunu F, , ve u € IR i¢in F(Xy)’nin

aldig1 degeri ise F,  (u) seklinde temsil edilir.

Ayrica F, , dagilim fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar.



(1) F, ,(u)=1 dir. Her u >0 i¢in ancak ve ancak x =y ise,

(2) £, ,(0)=0,her x,y e X ig¢in,

(3) F, ,(u)=F, (u) her x,y e X igin,

(4) Eger F, (u)=1ve F,_(v)=1ise F__(u+v)=1 dirher x,y,ze X ve

u,0>0 i¢in,

4.1.3. Tanim

t: [0,1] X [O,l] - [O,l] fonksiyonu bir #-norm olarak adlandirilir. Eger;

(1) t(a,1)=a,#(0,0)=0,

(2) t(a,b) =t(b,a),

(3) t(c,d)=>t(a,b) dir c>a ve d > b igin,

(4) t(¢t(a,b),c) =t(a,t(b,c)).

4.1.4. Tanim

(X, F ) bir PM-uzay, t ise bir t-norm olmak iizere her x,y,z€ X ve u,0>0 igin

F,,(u+0) 2 ((F, (u).F, ()

genellestirilmis liggen esitsizligi saglanir ise (X, F, 7) iigliisiine Menger uzay denir.

39
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Menger uzaylarda komsuluk kavrami Schweiser ve Sklar tarafindan ortaya atilmistir

[26].

4.1.5. Tanim

(X, F, 1) bir Menger uzay olsun. Eger xe X, £¢>0 ve 1€(0,1) ise xX’in (&,4)

komsulugu U (&,4) olarak gosterilir ve

Ule,D)={ye X F,_(&)>1-1}

olarak tanimlanir.

Xde bir (&,4) topolojisi ise {U (e,4):xe X,&>0,4€(0,1)} komsuluklar ailesi

tarafindan tretilir.

4.1.1. Uyan

Eger ¢ siirekli ise (X, F, 1) Menger uzay1 (&, 1) topolojisine gore Hausdorff uzaydir
[26].

4.1.6. Tanim

(X, F, t ) tam Menger uzay ve 4 < X olsun. Eger;

lim inf F (u)=1

u—w x,yed

ise A’ya simirlt kiime denir.
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4.1.7. Tanim

B(X) ile X Menger uzayinin bostan farkli sinirl alt kiimelerinin ailesini gosterelim.
Her A,B e B(X) ve her u >0 igin
5FA’B(u) =inf {FX)(u) :xe A,ye B},

DFA,B(u) =sup {Fx,y(u) :xeA,ye B},

nFys(w)=1nf {supinf F, , (u),supinf F, , (u)

acA beB beB aed
olarak tanimlanir.
4.1.2. Uyar

Yapilan tanimdan agik olarak goriliiyor ki her 4, B € B(X) ve u >0 i¢in

§FA,B (1) =4 FB,A (u), DFA,B ()=, FB,A (u) ve HFA,B (u) =y FB,A ()

olur. Eger 4 ={x} ise,

o Fl s =5 E 5, pFy ) =p F, 5 () ve , F, ()=, F, ()

olarak tanimlanir.
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4.1.8. Tanim

(X, F, ©) tam Menger uzay, S: X — B(X) kiime degerli bir fonksiyon ve 7: X = X
tek degerli fonksiyon olsun. § ve [ fonksiyonlarina bagdasabilir doniisiimler denir.

Oyle ki;

lim HFSIXH,[SXH (u)=1.

n—>0

Burada {x,} X de bir dizidir. Oyle ki her u >0 igin

lim ,F,  (u)=1.
n—»0

4.1.9. Tanim

{4,} , B(X) de bir dizi olsun. Eger her u >0 igin

lim ,F, ,(u)=1

ise {4,} dizisi A kiimesine & -yakinsak denir. Bu

A, —2> A olarak gosterilir.

Bu ¢alismada IR" ile negatif olmayan reel sayilarin kiimesini, IN ile de pozitif dogal

sayilarin kiimesini gosterecegiz. Ayrica t(x,y) = min(x,y) olarak alacagiz.
4.1.1. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay olsun. 4,B,C € B(X) ve u,v >0 i¢in



sFic@+v)=min{ F, (), Fy )]

esitsizligi saglanir.

ispat

Her u,0>0 veherbir ae 4, be B ve ceC igin

min{; F, ,(u),s Fy ()} <min{F, , (u), F, (v)} < F, (u+v) olur. Dolayisiyla
min{; F, ;)5 F o (0)} <5 F, o (u+0)

oldugu goriiliir.

4.1.2.Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay 4,Be€ B(X), ce X ve u,0>0 igin
o Fyo(wh0) > ming, F, (), Fy (0))

olur.

ispat

Menger uzayin tanimindan her bir a,b,c € X ve tim u,v >0 igin,
F, (u+v)>min{F,, ). F, (0)}

oldugunu biliyoruz. ¢ € C ler i¢in infrimum alinirsa
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inf £, (u +0) > min{F, , (). inf F, ()}

olur. Dolayisiyla a € 4 lar i¢in supremum alinirsa

sup inf F, (u+v)2supmin{F,, (u), ing F,.(v)}

acA ceC acAd

= min{sup F, , (u), inf F, ()}

acAd

> min{supinf F, , (u), in’cf F,.(v)}

acA beB

olur. Daha sonra b € B ler i¢in supremum alinirsa

sup inf F, (u+v)=supmin{ sup inf F,,(u), ing F, (v)}

acd ceC beB acA beB

>min{ sup inf F,,(u), sup inf F, (v)}

acA beB beB ceC

Benzer olarak, her bir a,b,c € X ve tim u,0 >0 i¢in
F:l,c (u + U) 2 min{F:J,b (u)’ F;;,c (U)}

olur. Buradan a € 4 lar i¢in infrimum alinirsa

ing F, (u+v)z inAf min{F, ,(u), F, .(v)}
= min{inf F, (), F,(v)}

Dolayisiyla, c € C ler i¢in supremum alinirsa

44
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supinf F, (u+v) > supmin{inf F, , (u), F, (0)}

ceC aed acAd beB

= min inf F,, (u), sup F, ()}

acA beB

> min{{inf F, , (u), supinf F, ,(0)}}.

ac4 ceC beB
Daha sonra b € B ler i¢in supremum alinirsa

sup inf F, (u+v)=supmin{inf F,,(u), sup inf F, (v)}

ceC aed beB acAd ceC beB

>min{ sup inf F,, (u), sup inf F, (v)}

beB aed ceC beB

olur.Buradan,

yFi.(+v)=min{ sup inf F, (u+v), sup inf F, (u+0v)}

ceC ae4d ac4d ceC

>min{ sup inf F,,(u), sup inf (v), sup inf F,, (u), sup inf F, (u+0v)}

beB aed ceC beB acA beB beB ceC
=min{, F, ,(u),, Fy (0)}.
4.1.3. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay olsun. Eger 4,B € B(X) ise lim ,F, ,(u)=1 olur.

Ispat

Herhangi bir xe 4 ve be B ve Lemma 4.1.1. den



46

. u u u
sFuip (u) =2 mln{éFA,x (5] ’5 F;c,y (g]’Fy,B (gj}

olur. u — oo igin limit alinirsa,

i wzminftin (5 m (5 am o (5))

Daha 6nceden bildigimiz tizere x€ 4,y € B ve 4,B € B(X) i¢in

U—>0

lim F, . (%j =1 (A simirh)

Ve

uU—>00 U—>0

lim F , (%j =1 (B smirh) olur. Ayrica PM-uzay tammindan lim  F, | (%) =1

oldugundan,

lim ,F,,(u)=1

U—>0
sonucuna ulasiriz.

Asagidaki Lemma 4.1.4. Chang tarafindan getirilmis olup bu ¢alismamiz i¢in dnemli

bir rol oynamaktadir. Konuyla ilgili daha genis bilgiyi [9] da bulabiliriz.

4.1.4. Lemma

¢:IR" — IR" artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Oyle ki her u>0 igin

0<@(u)<u, limp(u)=o, her bir u>0 icin ¢°(u)=u ve her bir nelIN

" (u)=¢"' (¢ """ (1)) olarak tanimlanir ise
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lim¢g " (u) =0
olur.

Sonug olarak, ®={@:IR" - IR": ¢ artan ve siirekli fonksiyon, her ¢>0 igin

#(t) >t} seklinde bir kiime tanimlayalim.
4.1.5. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay ve {Y } , B(X) de bir dizi olsun. Eger her bir u >0 ve

n

ne N icin ¢ € ® olmak lizere
SFyo B2 SF @) Tse,
lim ,F, , (u)=1 olur.

ispat

Tiimevarimla u > 0 ve her bir n € IN igin,

oy, )2 5 (7)) 22 F (67 ().

ntl>fn+2

Lemma 4.1.4.’den, ve n—> o i¢in ¢ "(u) > oldugundan ayrica Y, smurlt bir

kiime ve n — oo i¢in s Fy , (¢™"(u)) > 1 oldugundan,

+++++++

olur.
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4.1.6. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay ve 4,B € B(X) olsun. Eger u >0 igin
sFip (@) 2 5F, 5 (u)
ise en az bir a € X vardir. Oyle ki 4= B =a olur.
Ispat

u >0 igin, timevarimla,

oFis@)2 JF, p(¢7 W) 2.2 jF, (47" (W)

esitsizligini yazabiliriz. 4, B € B(X) oldugundan ve Lemma 4.1.3.’ten

Ime 5FA,B (¢ " (u))=1

ve Lemma 4.1.5. ten u >0 igin ;F, ,(u) =1 olur. Dolayisiyla en az bir a € X igin

A=B= {(l} sonucuna varilir.

Asagidaki Lemma B. Schweiser ve A. Sklar tarafindan ortaya konulmustur. [26]

4.1.7. Lemma

(X, F, min) bir Menger uzay olsun. Eger a, —>a ve b, > b ise u >0 igin

liminf £, , (u)=F,,(u) olur.
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4.1.8. Lemma
(X, F, min) bir Menger uzay olsun. Eger 4, —%—>a ve B,—2—>b ise u >0 igin

liminf,; F, , (u)=F,,(u) olur.

n—>0
Ispat

u>0 ve ¢ >0 i¢in 6nceden bildigimiz tizere F, ,(u) u noktasinda soldan siirekli ve

0 <2k <u olacak sekilde en az bir pozitif k sayisi vardir ve

F,,(u)~F,,(u=2k)<¢.

k>0 ve A —2>a, B,—2—>b oldugundan en az me N vardirki n>m igin,
5Fy )2 F,  (u=2k) ve sFy (k)2 F,,(u-2k).

Dolayisiyla n>m igin,

oy p, )2 min{ F,  (u—k), ;F, , (K)}

>min{;F, ,(k), ,F,,w=2k), ;F,, (k)}

=F,, (u-2k)
olur. Sonug olarak
_6FA,,,B” (u) < -, (u—2k).

Buradan,
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Fyw)—s F, y W)<F,,w)-F,,(u-2k)<e
sonucuna variriz. 7 — o i¢in infrimum alinirsa

F,,(u)~liminf, F, , (1) <&

olur. Herhangi a, € 4, ve b, € B, dizileri igin 4, —>—>a ve B,—>—>b oldugundan

a, = a, b, = b olur. Bunedenle u >0 igin,

o b5, WS Fy 5 ()
olur. n — oo i¢in infrimum alinirsa,

liminf; F, , () <liminf, F, , (u)

olur. Lemma 4.1.7.” den ,

liminf F, , (u)=F,,(u), bunedenle

n—»0

F,,(u)~liminf, F, , ()20

olur. Sonug olarak herhangi bir &£ >0 i¢in,

e>F,,(u)-liminf; F, , (u)20.

Buradan da anlasilacagi tizere u > 0 icin

liminf, F, , (u)=F,,(u).
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4.1.1. Teorem

(X, F, min) bir tam Menger uzay, f,g,7,&:X — X seklinde tamiml tek degerli
dort fonksiyon ve S,7: X — B(X) olarak tanimli kiime degerli iki fonksiyon olmak
uzere;

(1) S(X) < g(X), T(X)cnf(X),

@ nf=rn ceg=gs, =S5 Tg=gT,

(iii) nf veya &g siirekli,

(iv) (S,nf)ve (T,Eg) bagdasabilir fonksiyonlar ve

W)u>0, ped, f(0,2) ve her x,y e X igin

5FSx,Ty (#(u)) 2 min {Fr]ﬁc,gggy (u), 5 Fr]ﬁc,Sx (1),s Fggy,ry (u), 5F§gy,5x (Bu),s F;y/jc,Ty (2= PBu)}

kosullar1 saglansin. Bu durumda f,g,7,&£,S ve T fonksiyonlarin X de tek bir ortak

sabit noktas1 vardir.
ispat

x,€X ve {xn} dizisini de asagidaki gibi tanimlayalim.

éggxznn € szn = Z2n > nﬁ2n+2 € Tx2n+1 =Z

2n+1°

ne N ve her bir u >0 i¢in, f=(—-a) ve a €(0,1) olmak iizere;
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b‘FZZn’ZZlHl (¢(u) =5 stzn)szlm (¢(u)) > min {El.ﬁc2n’§gx2n+l (u)’5 E]f)'cz,,,an (u)’5 F§8X2n+1sTX2n+1 (u)’

6 F§gx2n+1 S, ((l - a)u)’§ Fnﬁcz,,,sz,H] ((1 + a)u)}

> min{, Fy 2, (), s F, . Zy, (u),s F 2 (u), (stz” Zy, (I-a)u),s Fzz,H Ty ((I+a)u)}

2min{;F, o, () Fy 5 W) Fy, 5 W1, F, 5 (W) E, 5 (au)}
=min{;F, , (W) F, , W)F, , (au);.

t-norm = min ve siirekli oldugundan o — 1 i¢in

LSFZ“,ZMl (#(u)) = min{, FZZH,ZZH (1), 5 Fzz,, am (u)}.

Lemma 4.1.6.’dan

i, 2, PW) 2 F,  , (u).

2n-1 ’ZZn

Benzer olarak n e N ve tim u > 0 i¢in

5Fzzn+1 Zana (¢(u)) 2 §FZZM’ZZM+1 (u) ’
Dolayisiyla her ne N ve u >0 i¢in
3 FZn+l 3Zn+2 (¢(u )) Z 5F2n ’Zn+l (u)

Lemma 4.1.5.” ten her bir u >0 i¢in

lim ,F, . (u)=1. *)
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Simdi f =1 i¢in (v) sart1 lizerinde diislinelim ve iddia edelim ki £ >0 ve 4 €(0,1)

icin bir M (g,4)e N var dyle ki n,m> M 1igin,
5Fy , (€)21-4.

Eger durum boyle degil ise &' >0, A" €(0,1) vardir 6yle ki ke N igin n, >m >k

olacak sekilde n, ve m, vardir ve asagidaki ii¢ kosul saglanir.
(1) n, cift ve m, tek,

(2) 5ank 2, (e')<1=A"ve

(3) n, (1) ve (2) yisaglayan en kiiciik ¢ift sayidir.

(*)’ den dolay1 bir m, € N segebilirim dyle ki n > m, icin,

sE7 7. (mln{ M})>l—ﬁ’
2 2

Dolayisiyla & > m, igin, n, 2m, +3 ve k> m, oldugundan

11>Fzz(5)_ SxTx(g)
zmin{f,, . (¢ (&5 F, 1.5, (P (&), 5F, fe, (¢ (6 Mss Frg, s, v(¢71(€')),

F;yfxnk T (¢ (e')}

S5
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>min{;F, , (¢7(e))s anH z, (¢'("), 5Fzmk71 Zy, (¢ (). ank Lot (¢7'("),

g1 >y

57,2, @ ED}
Daha 6nceden,

oFy, o, (@ (ENZmin{F, , (¢ (=) F, 5 (6}

(g : e)+e eH-&'
5Fzm,{7] ﬂznk (¢ 1(8 )) 2 min {5 FZ’"kfl ’Z”k—l (%)’ é'Fan—l ’Z,lk—| (%)}

-1 1 1 -1 1 1
: (e)-¢ 1 (e)-¢
= min {5 FZ"H L (%),5 FZ”k—z Ly (6‘ )’ 6FZ”k—l L (%)}
. ¢—1(81)_81 81 81 ¢—1(81)_81
2 mln{éan Lz, (—)75 an .7z, (_)a (stm Zy (_)95 th Z, (—)}
k-1 -2 2 k-2 > < mg 2 k> mg- 2 -1 >k 2
-1 1 1
. . . E)—¢&
> min{; sz Z, (&)ss Fz,,kfz,zm (&)ss Fzmk Z,, (¢ ( 2) ),
-1 1 1
1 (e)-¢
‘5FZW{ Ly (8 )’5 FZWH zn (¢ 2 )}
Ve
S : g ()¢ g (e)+e
5ank—1 Ly (¢ 1(8 )) 2 min {5 Fan—l iy s ( 2 )’ b‘FZ"k—z’ZMkfl ( 2 )}
—l/ 1 —1/ .1 1
. (e')—¢ . (e)-¢
2 min {5 ank—l L (%),5 FZ”/(fz L (8 ),5 FZMH Ly (%)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla k£ > m, oldugunda,
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1-2'>, F, , (&)21-4

olur. Bu da bir geliskidir. X tam oldugundan Z, de sectigimiz herhangi bir {z,}

dizisi X’de bir z noktasina yakinsar. Bu z noktas1 z, seciminden bagimsizdir,

dolayisiyla

nf., —>z &g,  —>z, 5%, > {Z}aszm - {z}

Buradan u >0 i¢in n — o oldugunda

F. w->LF, (-l F w1 ;F,  (u)—1olur
Var sayalim ki 7/ fonksiyonu siirekli olsun, buradan u > 0 i¢in

limF (u)=1 ve

n—»o0 (Uf) Xou:1f7
i Fs,, e ) =1.

lim F

0 nfiy, 2

(u)=1 ve

lim F; (u)=1

oldugundan,

lim ,F
n—>x0

5, i, (1) =1 olur. Daha 6nceden bildigimiz tizere S ve 77/ bagdasabilir ve

u>0 igin ,l,l_r,gFSXfoZn

(u) =1 oldugundan,
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lim F (u)=1 ve

>0 H™ 115%,,51 %,

. u u
HFS’7ﬁ¢2na’7fz (u) 2 min {H E].fS‘Czn»SUﬁczn (E] ? HFq_foz,,,nfz (Ej}

ve daha once bildigimiz gibi

. u . u 5
L (5) =1 ve lgn; o Q- (E) =1 oldugundan,

n—>x0

im, Fyyp,, g, @) =lm Fy, s @) =1

Ispatin diger kismin1 5 adimda yapacagiz.

1.LAdim: u >0, =1 ve (v) sartindan,

> .
5FS77]3C2",73CZ”+1 (¢(u)) Z min {F;I]f)z (u)’é‘ Fzﬂf)z (u))

X255 8% i1 X581 [

5F§gx2n+l x4 (u)’5 FggXZnH’Sﬂfon (u)’é‘ Fir]f)z ”

n — oo i¢in limit alinirsa Lemma 4.1.8.’den,
F;H”z,z (¢(U)) Z min{quz,z (U), F;;_fz,;]fz,(u)a F'z,z (U), F;]fz’z (u)a

anz,z ()} = E]fz,z (u).
Buradan, 77 fz = z olarak bulunur.

2.Adim: u >0, f=1 ve (v) kosulundan,



Fy, (p(u)) = hm inf ,F Ty (P(u))

> liminf min {F Nz, $8ann (u)’5 n/z,8z (u)’ 67 £ Tx (u)’5 F 25 8% 11 (u)’5 12T 11 (u)}

n—0

2 mln{F (u)’5 2,82 (u) sz z (u)’é' 2,8z (u)’ F;,z (u)} s z Sz (u)
Dolayisiyla s, ={z} olur.

l.adim ve 2. adimdan s, = {z} = {nfz}

3. Adim: (i) kosulundan, SX < £gX ve bir z' € X vardir yle ki {£gz'} =Sz =

olur. Dolayisiyla, en az bir u >0 ve (v) kosulundaki # =1 degeri i¢cin

5FSx2n,Tz’ (P(u)) 2 min{Fm{tz,,,ggz' (u),5 Frzﬁfz,, 5Sx2 (),

éFégz Tz( )’0 nfSxy, ( )’5 1fiy, T2 (“)}
n — oo i¢in infrimum aliirsa Lemma 4.1.8. den,

F () 2 min{F,(u), F, (), sF . (u),F. (), F, . W)i=; F_ . ().

Dolayisiyla 7z' = {z} olur. Sonug olarak {rjgz’} = {z} = {Tz’} olur.
[lk iki adim sonuglariyla beraber

{2} ={nfe}={Sz} = {¢ez' | ={T2'}

sonucuna ulasabiliriz.
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Daha o6nceden bildigimiz lizere S ve nf bagdasabilir fonksiyonlar ve {77 fz} =

oldugundan, 7Sz = Sn fz olur. Sonug olarak {7 fz} = Sz olur. Dolaysiyla,

F. . (p(w) =5 F_ . (9(w))

>min{F, ) B s F o W F ) F L ()}

5 L', ggu
51;;;_/2,2 (u)= Sz ().
Dolayisiyla Sz ={z} ={n fz}.
X kiimesinde bir z' elemani secelim dyle ki,
{§ gz’ } = Sz ={z} esitligini saglasin. Buradan,

o (P) =5 Fy_ . (9(w))

2 mln{Ffz gz 25 ’7}(2 Sz (u)’5 Egz' | TZ ( )’5 F;;fz,Tz' (u)’ 5FSz,§gz' (u)}

=5 £ g ().

Dolayisiyla Lemma 4.1.6” dan 7z = {z} olur.

T ve &g bagdasabilir fonksiyonlar ve {§ gz’} =Tz' oldugundan, T<&gz' =&gTz!

dolayisiyla 7z = {f gz} olur.

u>0 icin



sFsr.(P(u)) 2 min{Fq/‘z,ggz (), 5 F s (1), s Frepor (), 5 Foorn (), Fy ¢ (u)}

=F e (1)

:5 FSz,Tz (u) .

Sonug olarak S, =T, ={n fz} ={&gz} ={z} olur.

4. Adim: u >0 ve (v) kosulundaki g =1 degeri icin

s Fse i, (@) 2 min{E o o ()5 F . 5 (u),

5F§gx2n+1 x4 (u)’5 F§8X2n+1s5ﬁ (u)’5 F’lff‘Zsszm (u)}

(if) kosulundan nf = fn, Sf = /S, dolayisiyla

nf(fz)=f(nfx) = fz ve S(f)={f(S)}={f} .

n — oo i¢in infrimum alinirsa lemma 4.1.8 den

Ee () 2 min{F, _(u), Fy. o (u), F. (), F. (), F ()} = F. (u).

Dolayisiyla,

f.=z.

l.adim ve 4.adimdan nfz =z ve fz =z, yani nz =z olur. Sonug olarak

(21 =} = e} =z
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5. Adim: u >0 ve (v) kosulundaki # =1 degeri igin,

oFs,re W) 2MIN{E, 5 oo o5 By, v, (Wi Frgee 1 (),

5F§ggz WSx, (u)ag)‘ E7ﬁczn-TgZ (u)}

Tg =gT ve £g=g¢& oldugundan ,

Tgz = {gTz} = {gz} ve £g(gz)=g(Egz) =gz olur.

n — oo i¢in infrimum aliirsa Lemma 4.1.8’den

E () 2 miniF, , (u), F, . (u), I, . (), Fy. . (u), F, . ()} = F . (u).
Buradan gz =z olur.

Dolayisiyla 3. adim ve 5. adimdan gz =z ve gz =z, yani £z =z, dolayisiyla
(e =lez) =16z} =T

esitligine ulasiriz. Sonug olarak

()= (£} =gz} = (e} = (&2} = 2T

oldugunu soyleyebiliriz. Simdi z’nin tekligini ispat edelim. ye X n,f,&,2,5 ve T

fonksiyonlarinin diger bir ortak sabit noktasi olsun. # > 0 igin
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E(pw) = ;Fy 1. ()
2 Min{F, o, ()55 By o (U)o Flgy gy ()5 Frgy 5. ()55 5 ()}
>min{F, (), F,_(u),F, ,(u),F, .(u),F,,. ()} = F_,(u).

gz

Buradan y =z oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Teorem 4.1.1.°de

f=g = 1I(0zdeslik fonksiyonu) alinirsa asagidaki sonug yazilabilir.

4.1.1 Sonug

(X, F, min) tam menger uzay,
n,&: X > X tek degerli iki fonksiyon ve S§,7:X — B(X) kiime degerli iki
fonksiyon olsun. her x,y e X, £ €(0,2) ve ¢ € ® i¢in

(1) S(X) < 5(X), T(X) < n(X),

(i) 17 veya & siirekli,

(iii) (S,n) veya (T,&) bagdasabilir, ve

(iv) u >0 igin

s Fson (@, ) 2min{F) . (u),; F o (),5 Fy, ()5 Fy . (Bu), 5 F 0, (2= Bu)}

kosullar1 saglaniyor ise 77,£,S ve T tek bir ze X sabit noktasina sahiptir. Ispati

Teorem 4.1.1° in ispatina benzer bir sekilde yapilir.



62

4.1.2. Teorem

(X, F, min) tam Menger uzay, f,g,n,&:X — X tek degerli dort fonksiyon ve

S,T:X — B(X) kiime degerli iki fonksiyon olsun. Her x,y e X ve ¢ € ® igin

() S(X) c cg(X), T(X) cnf(X),

(ll) 77f:f77= ég:gézo Sf:fS, Tg=gT,

(iii) nf veya &g siirekli,

(iv) (S,nf) ve (T,g) bagdasabilir ve

(v) u>0 igin

5FSx,Ty (¢(u)) 2 min {Fl]ﬁc,é‘gy (u)7§ F)]fjc’Sx (u)95 Fé‘gy,Ty (u)7D ngy,Sx (u) +D F;]fjc,Ty (u)}

ise, f,g,n,&,S ve Thirtek z e X ortak sabit noktaya sahiptir.

Eger f =g =1 olarak alinirsa agsagidaki sonucu yazabiliriz.

4.1.2. Sonug

(X, F, min) tam metrik uzay, 7,&:X — X tek degerli iki fonksiyon ve

S,T:X — B(X) kiime degerli iki fonksiyon olsun. Her x,y e X ve ¢ € ® icin



(D) S(X) cg(X), T(X)cn(X),

(i) nveya & siirekli

(i#ii) (S,n) ve (T,&) bagdasabilir fonksiyonlar ve

(iv) u >0 igin

5FSX,Ty (¢(u)) > min {Fﬂx,éy (l/l),()» Ff]x,Sx (u)’§ ny,Ty (u)’ Dny,Sx (u) +D Ff]x,Ty (u)}

kosullar saglaniyor ise 77,&,S ve T'tek bir z € X ortak sabit noktasina sahiptir.
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5. SONUC VE ONERILER

Sonu¢ olarak tam metrik uzaylarda ve tam Menger uzaylarda sabit noktanin
varligint ve tekligini irdeledik. Yine Menger uzaylarda verilen sartlar altinda
bagdasabilir doniigiimler i¢in de sabit noktanin varhi§imi goérmiis olduk. Bu
calismamiz, degisik sartlar ve tanimlar altinda tam metrik uzay ve tam Menger

uzaylarda sabit nokta teoremine farkli bir yaklasim getirmistir.

Sabit nokta kavramu farkli uzaylar icin her gegen giin farkli kavramlar ve sartlar
altinda gelistirilmektedir. Bu konuyla ilgilenen okuyucu 6zellikle ortak sabit nokta
kavraminda, doniisiimler arasindaki iligkilerden yararlanarak uzay tizerindeki sartlar
gelistirebilir veya farkli uzaylar arasindaki iligkileri kullanarak yeni tanimlar

yapabilir.
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