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OZET

METZLER DINAMIK SISTEMLERININ SPEKTRAL OZELLIKLERI

Asli Basak OGULMUS

Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Subat 2024
Danisman: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU
(Ikinci Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Serife YILMAZ)

Bu tez calismasinda Metzler matrislerle verilen dinamik sistemlerin asimptotik karar-
lilig1 ele alinmustir. Pozitif dogrusal sistemler Metzler matrislerle karakterize edilmek-
tedir. Siirekli ve ayrik zamanl pozitif dogrusal sistemlerin analizinde sistem matrisinin
ozdeger ozellikleri 6ne ¢ikmaktadir. Uygulama alani olduk¢a genis olan Metzler matrisler
sinifinin 6zdeger ozelliklerine iligkin temel sonuglar ve bunlarin uygulamalari bu ¢alisma
kapsaminda verilmistir. Stokastik matrisler Metzler matrislerin bir alt sinifidir. Stokastik
matrisle verilen bir dinamik sistemin Markov siireclerinde simplekse ait bir baslangi¢ du-
rum vektorii verildiginde, herhangi bir adimdaki olasilik dagilimi hesaplanabildigi gibi
Markov zincirinin yakinsadigi durum vektorii de ifade edilebilmektedir. Markov zin-
cirinin uygulamalari olan modellerle ilgili aciklayici drneklere yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Hurwitz kararlilik, Schur kararlilik, 1ndirgenemez matris,
Baglantili ¢izge, Markov zinciri.
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ABSTRACT
SPECTRAL PROPERTIES OF METZLER DYNAMICAL SYSTEMS

Ash Basak OGULMUS

Department of Mathematics
Programme in Applied Mathematics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Schools, February 2024

Supervisor: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU
(Co-Supervisor: Assist. Prof. Dr. Serife YILMAZ)

In this thesis, the asymptotic stability of dynamic systems given by Metzler matri-
ces is addressed. Metzler matrices characterize positive linear systems. In the analysis
of continuous and discrete-time positive linear systems, the eigenvalue properties of the
system matrix come to the fore. Basic results and applications regarding the eigenvalue
properties of the Metzler matrices class, which has a wide application area, are given
within the scope of this study. Stochastic matrices are a subclass of Metzler matrices. In
Markov processes of a dynamic system provided by a stochastic matrix, when an initial
state vector of the simplex is given, the probability distribution at any step can be calcu-
lated, and the state vector to which the Markov chain converges can also be expressed.
Explanatory examples of models that are applications of the Markov chain are given.

Keywords: Hurwitz stability, Schur stability, [rreducible matrix, Connected graph,
Markov chain.
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1. GIRIS

Matematiksel modellerle ifade edilebilen bir problemde sistemin durum uzayin-
daki konumunu zamana baglh olarak belirleyebilmek ¢ok onemlidir. Modelin zamana
bagli olma durumuna gore dinamik sistemler siirekli veya ayrik dinamik sistem olarak
siniflandirilmaktadir.  Siirekli ve ayrik dinamik sistemler de kendi arasinda dogrusal ve
dogrusal olmayan dinamik sistemler olarak ikiye ayrilmaktadir. Dogrusal sistemler basit
fonksiyonlarla ifade edilebildiginden bu sistemlerin yoriinge analizi cok daha net olarak
ortaya konulabilmektedir. Bu nedenle dogrusal olmayan sistemlerin yoriinge analizlerinde
karsilagilan bazi zorluklar bu sistemleri dogrusallastirarak agilabilmektedir [1, 2].

Fiziksel sistemlerin durum degiskenleri negatif degerler almayan nicelikleri temsil
ettiginde pozitif sistemler ortaya ¢cikmaktadir. Pozitif sistemler; endiistriyel prosesler, de-
polama sistemleri, su ve atmosfer kirliligi modelleri, stokastik modeller, ekonomik mod-
eller gibi degiskenlerin hem pozitif hem de negatif degerler alabilecegi bilim ve teknolo-
jinin hemen tiim alanlarinda en sik karsilasilan sistemlerdir [3]. Pozitif dogrusal sistemler
Metzler matrislerle temsil edilmektedir.

Siirekli ve ayrik zamanl pozitif dogrusal sistemlerin analizinde sistemi temsil eden
matrisin spektrum (6zdegerler) kiimesinin kompleks diizlemdeki konumu dnem arzetmek-
tedir. Bir pozitif n tamsayisi i¢in n X n boyutlu matris; o matrisin karakteristik poli-
nomu, 6zdegerleri, 6zvektorleri, determinanti gibi kavramlar ile karakterize edilmektedir.
Dolayisiyla dogrusal sistemler incelenirken bu kavramlarla ilgili 6zelliklerin bilinmesi ve
arastiritlmasi gerekmektedir.

Tez caligmasi kapsaminda matrislere iligkin temel tanim ve teoremler birinci boliimiinde
verilmistir. Ikinci boliimde siirekli ve ayrik-zamanli dogrusal sistemlerin asimptotik karar-
lilig1; tigtincii boliimde pozitif dogrusal sistemlerin Metzler matrislerle karakterizasyonu;

dordiincii bolimde Markov zinciri ve bazi uygulamalar: ele alinmigtir.

1.1. Temel Tanim Ve Teoremler
Bir kare matrisin 6zdegeri ve bu dzdegere karsilik gelen 6zvektor asagidaki gibi

tanimlanir.



Tanmmm 1.1.1. A € R™*"™ matrisi verilsin.

Ax = \z

denklemini saglayan A € C sayisina A matrisinin bir dzdegeri ve sifirdan farkli x € C"

vektoriine A matrisinin bu X\ kompleks sayisina karsilik gelen bir 6zdegeri denir.

Eger )\ sayist A matrisinin bir 6zdegeri ve x vektorii de bu )\ 6zdegerine karsilik

gelen 6zvektor ise

Ar =Xz & A —Az=0 & (M—-A)z=0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden A kompleks sayis1 ve sifir-
dan farkli = vektortnii elde edebilmek i¢in A/ — A matrisinin tekil bir matris olmasi
gerekir. Bir matrisin tekil matris olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul o matrisin deter-
minantinin sifir olmasidir. Buna gore det(A] — A) = 0 denklemini saglayan A karmagik
sayilari, A matrisinin 6zdegerleridir.

A € R™™ matrisi i¢in det(A] — A) ifadesi \’nin n’yinci dereceden polinomudur
ve Cebrin Temel Teoremine gore p4(A) = det(A — A) polinomunun tam olarak n tane
kokii vardir.

p(A) = max{|A1], |2, ..., |As|} sayisina A matrisinin spektral yarigapi,

AMA) = {1, A, A}

kiimesine de A matrisinin spektrumu denir. A matrisinin 6zdegerleri kompleks diizlemde

merkezi orijin olan p(A) yaricapli disk tarafindan kapsanmaktadir:

MA) C{zeC: |z|I< p(A)}.

A matrisinin 6zdegerleri A, Ao, . .., A, ise bu matrisin karakteristik polinomu

pa(A) =det(A — A) = (A= A)(A = Xa) - (A= Ap)



olacagindan

pa(0) =det(0I — A) = (0= X )(0—Ag) - (0= Ap)

ve buradan

(—=1)"det(A) = (=1)" M Ag--- Ay = det(A) =My Ay

seklinde ifade edilebilir.

Bir A matrisinin izi ise 6zdegerler tiiriinden

tl"(A):Al—i‘)\Q—F"'—f—)\n

seklinde yazilabilir.
A € R™™ matrisi verilsin. kK = 1,2, ..., n olmak tizere F;(A) ile A matrisinin k x
k boyutlu esas alt matrislerinin (A matrisinin (n — k) tane ayni indisli satir1 ve siitununun

atilmasiyla elde edilen alt matrisler) minorlerinin toplamim gosterelim.

Teorem 1.1.1. A € R™*" matrisinin karakteristik polinomu

pa(s) = det(sl — A)
= §"— E(A)s" T+ Ey(A)s" 2 — ...+ (1) TE,_(A)s + (—1)"E,(A)

seklindedir.
. a1 a1z C e o .
Ornek 1.1.1. A = matrisinin dzdegerleri A1, \y olsun. A matrisinin karak-
21 Q22
teristik polinomu:
Ei(A) = an + ax = tr(A),
E5(A) = det(A)
oldugundan

pa(s) = s*—E(A)s+ Ey(A)
= 5% —tr(A)s + det(A)
= 32 - (/\1 + )\2)8 + )\1)\2.



Ornek 1.1.2.
a1x Qa2 Q13

A= 21 Q22 G23
a31 daszz G33

matrisi verilsin. A matrisinin 6zdegerleri \1, A2, A3 olsun.

Ei1(A) = an + agn + ags = tr(A),
Q22 Q23 a11 Q13 aixz a2
EZ(A) = + + )

32 A33 as1 Aass a21 A2

oldugundan

pA(S> = 83 — El(A)S2 + EQ(A)S —i Eg(A)
— 33 = <)\1 + )\2 -+ )\3)52 + ()\2)\3 -+ )\1)\3 + )\1)\2)5 — )\1/\2)\3.

A € R™" simetrik matrisi (AT = A) i¢in f : R” — R, f(z) = 27 Az seklinde
tanimlanan f fonksiyonu kuadratik fonksiyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyonun pozitif

ve negatif belirliligini asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

Tamm 1.1.2. Sifirdan farkli her x € R™ vektorii icin 27 Ax > 0 ise A matrisine pozitif

belirli matris denir ve A > 0 seklinde gosterilir.

Bir simetrik A matrisinin negatif belirli olmasi da benzer sekilde tanimlanabilir.
Eger — A matrisi pozitif belirli bir matris ise bu durumda A matrisine negatif belirli bir
matris denir ve A < 0 seklinde gosterilir.

Simetrik bir matrisin tiim 6zdegerleri gerceldir. A € R™", AT = A olsun. A

matrisinin bir 6zdegeri A ve bu 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii z = (z1, z3, ..., 1,)7

ise Ar = Az olur. Bu denklemin her iki tarafim Z” ile soldan garparsak
T Az = ATl
esitligi elde edilir. « 6zvektor oldugundan sifirdan farklidir ve

7w = o Hwa o = [l2]*# 0

4



oldugundan

7! Az = \||z|? (1.1)

seklinde yazilabilir. Denklem (1.1)’in her iki tarafinin eslenik transpozesini alalim:

(@A) = (\«H)”
@ AD)T = (N7
A = A

A simetrik bir gercel matris oldugundan son esitlik
z! Az = \||z|? (1.2)

seklinde yazilir. Denklem (1.1) ve (1.2)’den A\ = ) olarak elde edilir. Dolaysiyla A\ bir
gercel sayidir.
Simetrik bir matrisin pozitif belirligine iligkin su sonucu verebiliriz:

A > 0 < A matrisinin tiim 6zdegerleri pozitiftir < A matrisinin tiim esas bag minor-

leri pozitiftir (bakiniz [4, sf. 438-439]).

Ornek 1.1.3.

-2 =2 1

simetrik matrisini ele alalim. Sifir vektériinden farkli her x = (xy, x5, x3) € R? icin
2l Ax = 1327 + da1 39 — 43103 + 525 — 4a9x3 + 75 (1.3)

kuadratik ifadesinin pozitif olup olmadigini arastiralim. A simetrik matrisinin esas bas
mindrleri:
13

2
A1:13>0, AQZ =61 >0, Agzdet(A):5>O
2 5

oldugundan A matrisi pozitif belirlidir: A > 0. Yani her x € R3 (z # 0) icin 27 Az > 0
olur. Burada A matrisinin ézdegerleri: 5, 7 + 4\/3 pozitif oldugundan A > 0 oldugu



ozdegerlere bakilarak da belirlenebilmektedir.

Simdi, Markov zinciri konusunda ele alinan sistemlerin matrisleri i¢in énemli bir

kavram olan indirgenemez matris tanimini verelim.

Tanmim 1.1.3. A € R™™" matrisi verilsin. Eger

T B C
" AF = vel<r<n-1
Op_py D

olacak gekilde bir ' € R™™" permiitasyon matrisi varsa o zaman A matrisine indirgenebilir
(reducible) matris denir. A matrisi indirgenebilir matris degilse o zaman A matrisi in-

dirgenemez (irreducible) matris olarak adlandirilir.

Ornek 1.1.4.

2/3 1/3 0
A= 0 0 1
3/4 0 1/4

matrisini alalim. 3 X 3 boyutlu permiitasyon matrisleri:

1 00 1 00
Fr=1010]|, F2=100 1]/,
0 01 010
010 010
Fs=11001, Fa=|00 1],
0 01 1 00
0 01 0 01
Fs=1010]|, f6=|10 0
1 00 010

olmaktadir. n = 3 oldugundan 1 < r < 2 esitsizliginden r = 1 veya r = 2 olmalidir.



Eger A indirgenebilir bir matris ise

FYAF = 0o - - veyaFZz;AFiO:

i0 20

olacak sekilde iy € {1,2,...,6} var olmalidur.

2/3 1/3 0 2/3 0 1/3
FFARr=| 0 0 1 |, FfAR,=1|3/4 1/4 0 |,

3/4 0 1/4 0 1 0

0 0 1 1/4 3/4 0
F{AFs=|1/3 2/3 0 |, F[AF,=| 0 2/3 1/3 |,

0 3/4 1/4 1 0 0

1/4 0 3/4 0 1 0
FfAFs=| 1 0 0 |, FfAFs=| 0 1/4 3/4

0 1/3 2/3 1/3 0 2/3

Bu sonuca gore A matrisi indirgenemez bir matristir.

P e R™", P = [p;;] matrisini alalim. Her ¢,j = 1,2,...,ni¢in p;; > 0 ise bu
matrise negatif olmayan matris denir ve P > 0 ile gosterilir. Eger heri,j = 1,2,...,n
icin p;; > 0 ise P matrisine pozitif matris denir ve P > 0 seklinde gosterilir.

Bir z € R" vektorii i¢in eer x; > 0 (z = 1,2,...,n) ise bu durum i¢in = > 0,
x vektoriiniin tim bilesenleri pozitif ise (x; > 0,7 = 1,2,...,n) bu durum i¢in = > 0

gosterimi kullanilir.
Teorem 1.1.2 (Perron, [4], sf. 526). A € R"*", A = 0 olsun. O zaman
a) p(A) >0

b) p(A) sayist A matrisinin cebirsel katliligi 1 olan bir dzdegerdir



c) Ax = p(A)z ve 11 + 22 + - - - + x, = 1 olacak sekilde x € R", x > 0 dzvektorii

vardir ve bu vektor tektir

d) y'A = p(A)y" ve x1y1+ oyt - -+ Ty, = 1 olacak sekilde bir tek y sol bzvektorii

vardir ve y = 0’°dir
e) A matrisinin her \ # p(A) dzdegeri icin |\|< p(A) dir:
Teorem 1.1.3 (Perron-Frobenius, [4], sf. 534). n > 2 olmak iizere A € R"*", A = 0 ve
A indirgenemez matris olsun. O zaman
a) p(A) >0
b) p(A) sayist A matrisinin cebirsel katliligi 1 olan bir dzdegerdir

c) Az = p(A)x ve x1 + x9 + - - - + z, = 1 olacak sekilde v € R", x > 0 dzvektirii

vardir ve bu vektor tektir

d) y'A = p(A)y" ve x1y1 +x2y2+- - - +2,y, = 1 olacak sekilde bir tek y sol 6zvektorii

vardir ve y > 0’dir.

D C R™ agik, yol baglantili bir kilme ve f : D — R" yerel Lipschitz 6zelligine
sahip bir fonksiyon olsun.

i = f(z) (1.4)

otonom sistemini ele alalim. Eger # € D i¢in f(Z) = 0 ise Z vektorii (1.4) sisteminin
bir denge noktasi olarak adlandirilir. Yazim kolaylig1 agisindan denge noktasint £ = 0
vektorii almakla genellik bozulmaz ¢iinkii sistemin denge noktas1 £ # Oise y = x — T

degisken degisimiyle bu denge noktasi orjine 6telenebilmektedir.
Tamm 1.1.4. © = 0 vektoriiniin (1.4) sisteminin denge noktast oldugunu kabul edelim.
e > 0 pozitif sayist verildiginde ||x(0) — 0||< & kosulunu saglayan her x(0) baslangi¢
vektorii icin (Burada x(t), (1.4) sisteminin x(0) baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimiidiir.)
|z(t) = 0||<e, Vt>0
olacak sekilde 6 = 0(g) > 0 pozitif sayist varsa bu durumda (1.4) sisteminin & = 0
denge noktasi kararlidir denir. Eger © = 0 denge noktasi kararli ve oyle bir 6>0 icin
|2(0) — 0||< & kosulunu saglayan baslangi¢ vektorleri icin tlz'm:c(t) = 0 oluyorsa o
—00

zaman bu denge noktast asimptotik kararli olarak adlandirilir [1].
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Denge noktasinin asimptotik kararliligi, o sistemin Lyapunov fonksiyonunun var-
ligina denktir.
V' : D — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyon, O € D olsun. V' fonksiyonunun tiirevi

(gradyenti)

ov._Jov ov.  ov]"
dr |0z, Oxy’ 7 Oz,

seklindedir ve

f@) = [fi(2), fo@), ., ful@)]"

olmak iizere V' fonksiyonunun (1.4) sisteminin yoriingesi iizerindeki tiirevi
(V" LoV oV
(52) 10 =2 gra=3 gt
biciminde tanimlanir.
Siirekli sistemlerin denge noktasinin asimptotik kararliliginin analizinde asagida

ifade edilen Lyapunov teoremi kullanilmaktadir. Simdi bu teoremi ifade edelim.
Teorem 1.1.4 (Lyapunov Teoremi [1]). x = O sifir vektorii (1.4) siirekli sisteminin denge
noktasi olsun. Eger

i) V(0)=0veher0+#z € DigcinV(x) >0

i) Her 0 # z € D icin V(z) < 0

kosullarint saglayacak sekilde siirekli tiirevlenebilir bir V : D — R fonksiyonu varsa bu

durumda x = 0 denge noktast asimptotik kararlidir.

Lyapunov teoremindeki (i) ve (iz) kosullarin1 saglayan V' (x) fonksiyonuna (1.4)

sisteminin bir Lyapunov fonksiyonu denir.



2. DOGRUSAL SISTEMLER
Bu boliimde siirekli ve ayrik zamanli dogrusal sistemlerin asimptotik kararlili8i ile

ilgili temel tanim ve teoremleri verecegiz.

2.1. Siirekli Dogrusal Sistemler Ve Asimptotik Kararhihk
A matrisi n x n boyutlu kare matris olsun. Denklem (1.4)’deki f(z) fonksiyonu
f(z) = Az seklinde verilsin.
T = Ax

z(0) = xg

2.1

stirekli dogrusal sistemini ele alalim.
Simdi (2.1) sisteminin denge noktasinin asimptotik kararliligint A matrisinin 6zdeger-

leriyle karakterize eden asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamim 2.1.1. A matrisi n X n boyutlu bir matris ve ozdegerleri A1, \s, . .., \, olsun. Eger

A matrisinin tiim ozdegerleri icin
Re(\) <0 (i=1,2,...,n)

ise (0zdegerler kompleks diizlemin sol acik yart diizleminde ise) A matrisine Hurwitz

kararli matris denir [2].

Denklem (2.1) tarafindan verilen sistemin asimptotik kararli olmas1 icin gerekli ve
yeterli kosul A matrisinin Hurwitz kararl olmasidir [1]. Sistem (2.1)’nin ¢oziimii z(¢) =
eMxy’dir ve A matrisinin tiim 6zdegerleri karmagik diizlemin sol acik yarisinda ise ¢ —
oo iken z(t) — 0 olur.

Lyapunov teoreminin bir sonucu olarak asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.1.1. A € R"*" matrisinin Hurwitz kararli olmast icin gerekli ve yeterli kosul
Q@ > 0 verildiginde
AP+ PA=-Q (2.2)

Lyapunov denkleminin P > 0 ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim tektir. Ayrica bu ¢oziim
P=[ et Qe dt

bicimindedir [1].
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Teorem 2.1.1’ya gore A matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

ATP+PA<O (2.3)

olacak sekilde bir P > 0 matrisinin var olmasidir. Burada (2.3) esitsizligi
Lyapunov esitsizligi olarak adlandirilir. Bu esitsizligin ¢6ziimii olan P > 0 matrisi i¢in

V(x) = T Pz fonksiyonuna (2.1) sisteminin kuadratik Lyapunov fonksiyonu denir.

2.2. Ayrik-Zamanh Dogrusal Sistemler Ve Asimptotik Kararhhk
Bu boliimde siirekli dogrusal sistemler i¢in yukarida verdigimiz sonuglar A € R"*"
olmak iizere

Tpp1 = Axg, k£=0,1,2,.. (2.4)
ayrik-zamanli dogrusal sistemleri icin de ifade edilecektir.

Teorem 2.2.1 (Ayrik-zamanl sistemler i¢cin Lyapunov teoremi [5]).
f D — R" yerel Lipschitz dzelligine sahip bir fonksiyon olmak iizere x = 0 sifir
vektorii

x(k+1)= f(z(k)), k=0,1,2,.. (2.5)

sisteminin denge noktasi olsun. Eger
i) V(0)=0veher0+#xz € DiginV(z) >0

ii) Her0 # x € Dicin V(f(z)) —V(x) <0
kosullarint saglayacak sekilde bir V' : D — R siirekli fonksiyonu varsa x = 0 denge

noktast asimptotik kararlidrr.

A € R™™ matrisinin 6zdegerleri: A1, Ao, ..., A, olsun. Eger |\;|[< 1 (i =1,2,...,n)
ise yani tim o6zdegerler kompleks diizlemde agik birim diskte ise A matrisine Schur
kararli matris denir.

Denklem (2.5)’da f(x) fonksiyonu olarak f(z) = Az alahm. Bu dogrusal sis-
tem i¢in Teorem 2.2.1 uygulandiginda sistemin asimptotik kararlilig1, A matrisinin Schur

kararli olmasina denktir.
Teorem 2.2.2 ([6]). Ayrik-zamanli dogrusal sistem (2.5) icin asagidakiler denktir:

i) Sistem asimptotik kararlidir.

11



ii) A matrisi Schur kararldr.

iii) Q € R™" Q) > 0 matrisi verildiginde

ATPA—P=—-Q (2.6)

denklemini (Stein denklemi) saglayan P > 0 ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim tektir.
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3. METZLER MATRISLERI

Bu boliimde Metzler matrisleri ve pozitif sistemlere iligkin temel tanim ve teorem-

leri verecegiz.
3.1. Pozitif Dogrusal Sistemler Ve Metzler Matrisleri
Metzler matrileri agagidaki gibi tanimlanir:

Tanmmm 3.1.1. A € R™" matrisi verilsin. Her i,j € {1,2,...,n} (i # j) i¢in a;; > 0,

yani kosegen tizerinde olmayan girdileri negatif degilse A matrisine Metzler matrisi denir.

A € R™" olmak tizere © = Ax dogrusal sistemi verilsin. Eger her
z(0) € RY = {(x1,29,...,2,) €R": 2, >0, i=1,2,...,n}

baglangi¢ noktasina karsilik her ¢ > 0 igin x(t) € R’ oluyorsa & = Az dogrusal sistemi

pozitif dogrusal sistem olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1. & = Az dogrusal sisteminin pozitif dogrusal sistem olmasi icin gerek ve

yeter kosul A matrisinin Metzler matrisi olmasidur.

Proof. (=) Her 2(0) € R’} baslangi¢ noktasina karsilik ¢ > 0 igin 2(¢) € R’} oldugunu
kabul edelim. i € {1,2,...,n} olmak iizere e; € R™ vektorii ile i’ninci bileseni 1 diger
bilesenleri 0 olan vektorii gosterelim. x(0) = e; baslangi¢ noktast i¢in z(t) ¢6ztiimiiniin

t = 0’daki teget vektorii:

0
11 a2 -+ Ay . Qin 0 14
Q21 Qg2 -+ Ag; -+ Q2n : a2
(0) = Az(0) = , =
Ap1 Ap2 *°+ Api - App : An;
0

(A matrisinin ¢’ninci siitunu) olur. Her ¢ > 0 i¢in z(¢) € R’ oldugundan (bu yoriinge
pozitif bolgede kalacagindan) 4;(0) > 0 (i # j) olmasi gerekir. Buna gore i,j €

{1,2,...,n} (i # j)i¢in a;; > 0’dir. Sonug olarak A matrisi Metzler matrisidir.
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(<) A matrisi Metzler olsun. Varsayalim ki x(0) € R’} baslangi¢ noktas: icin z(¢)
¢oziimii R’} ’de kalmasin. O zaman &yle bir ¢, € (0, 00) vardir ki z(t,) noktas1 R”} bol-

gesinin sinirindadir.
z(t,) € OR} = {z € R": 21 = 0veyaz, = 0 veya z,, = 0}.

Buna gore z(t,) = (z1(ts), a(ts), .. ., xn(t))? vektdrii igin x;, () = 0 ve x;(t.) > 0
olacak sekilde ig € {1,2,...,n} (ip # j) vardir. Diger taraftan yeterince kiigiik bir
e > 0 igin x(t. + €)’nun birinci bolgede olmamast, &(t,) vektoriiniin i’ 1nc1 bileseninin
negatif olmasina denktir (bakiniz [3, sf. 14]). &(t.) = Az(t,) olduundan % (¢.) 1n iy nc1

bileseni:

Tio (ts) = i1 @1 (te) + GigaTa(ts) + -+ + QigioTig (t4) + -+ + AignTn(ts)

olur. z(t,) € OR" oldugundan x;(t.) > 0, A Metzler oldugundan a,,; > 0 (¢ # i) olur.
Diger taraftan x;,(¢.) = 0’dir. Buna gore &;,(¢.) > 0 olur. Bu ¢eliski nedeniyle (¢, + )

noktasinin birinci bolgede kalmasi gerekir. U [

Teorem 3.1.2 ([4]). P € R™ "™ matrisi verilsin. Eger P = 0 ise p(P) sayisi P matrisinin

bir ézdegeridir ve Px = p(P)x olacak sekilde sifirdan farkli bir x = 0 vektérii vardur.

Yardimei Teorem 3.1.1. A, nxn boyutlu bir Metzler matrisi olsun. O zaman A = P—al

olacak gekilde P = 0 matrisi ve o € R sayist vardir. Burada o > max{a; : 1 =

1,2,...,n} seklinde belirlenebilir.

Teorem 3.1.3 ([7]). A € R™™™ bir Metzler matrisi verilsin. P = 0, a € R olmak iizere
A = P — ol seklinde ifade edilsin. O zaman p(P) — « gergel sayist A matrisinin bir

ozdegeridir ve A matrisinin tiim ozdegerleri

{zeCllz—al<p(P)}

diskinin icinde kalir.

Proof. )\ skaleri P matrisinin bir 6zdegeri ve u’da bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor ise
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Pu = Au olur. O zaman
Au= (P —al)u=Pu—oau=Iu—oau=(A—a)u
olacagindan P matrisinin 6zdegerleri A{, \o, ..., A\, ise A matrisinin 6zdegerleri de
Al —Q, A —Q, ..., A\, — @

kompleks sayilaridir. Teorem 3.1.2°e gore p(P), P matrisinin bir 6zdegeri oldugundan

p(P) — o’da A matrisinin bir 6zdegeridir. P matrisinin tiim 6zdegerleri
{z€Cl[z - 0|< p(P)}
diskinde yer alir ve buna gore A matrisinin 6zdegerleri de
{z € Cl[z —al< p(P)}
diskinde olacaktir. |

3.2. Metzler Matrislerin Hurwitz Ve Schur Kararhhg
Bir A € R™*" matrisinin Hurwitz kararli olmast i¢in gerek kosul A matrisinin p(s)
karakteristik polinomunun tim katsayilarinin pozitif olmasidir [2]. A matrisi Metzler

matrisi ise bu kosul ayn1 zamanda yeter kosul olmaktadir.

Teorem 3.2.1. A € R™*" Metzler matrisinin Hurwitz kararli olmasi icin gerek ve yeter

kosul pA(s) karakteristik polinomunun tiim katsayilarimin pozitif olmasidur.

Proof. A matrisi Hurwitz kararlidir < — A matrisinin tim 6zdegerlerinin gercel kismi
pozitiftir (Re(\;) > 0) < k= 1,2,... ,nigin Ex(—A) > 0 dir [7].
k=1,2,...,nigin Ex(A) = (=1)*E}(—A) oldugundan k tek ise E(A) < 0, k

cift ise £ (A) > 0 olur. O zaman
pa(s) =" — E1(A)s" P+ By(A)s" 2 — ...+ (=1)" ' E,_1(A)s + (=1)"E,(A)

polinomunun tiim katsayilar1 pozitiftir. |
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Teorem 3.2.2 ([4], sf. 101). A € R™™" matrisi icin A = UTU* olacak sekilde kosegeni

A matrisinin ozdegerlerinden olusan iist iicgensel bir T matrisi ve U iiniter (U~! =

«ox

matrisi vardir. (Burada

sembolii ile matrisin eslenik transpozesi gosterilmektedir.)

U~)

Teorem 3.2.3. A € R"*" matrisi verilsin. klim | A¥||= 0 olmast icin gerek ve yeter kosul
—00

p(A) < 1 olmasidir.

Proof. (=) klim | A¥||= 0 olsun. A matrisinin spektral normu:
—00

1A= v (A*A) = max 1Az}l

lzllzo |22

oldugundan k pozitif tamsayist i¢in
|A¥||= |A.A. --- A||= |[UTU*.UTU*. - - - UTU*||= | UT*U*||
esitligi elde edilir. U iiniter matris oldugundan ||[UT*U*||= ||T*|| olur ve buradan
1AM ]I= 17|

dir. Bu esitlige gore klim | 7%= 0 olur.
—00

T matrisinin bir 6zdegeri A ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektorii z = (zq, xo, . . .

olsun. ~ _
:L‘l ‘1:1 e 'rl
x2 :L‘2 . .. :I/’2
X =
:L'n xn e xn

kare matrisi i¢in 7'X = A X olur. Matris normunun

1T X< ([T

ozelligi kullanilirsa (bakiniz [4, sf. 341])

X =T X< ITIX
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oldugundan esitsizligin her iki tarafi || X'||> 0 sayisina boliiniirse
A< T

esitsizligi elde edilir. 7" matrisinin herhangi bir A 6zdegeri icin elde edilen bu esitsizlikten

p(T) = p(A) < ||T|| oldugu goriiliir. Pozitif k tamsayist igin
0<p(T)* < p(T*) < ||IT"|

ve klggoHTkH: 0 oldugundan klg]go p(T)* = 0 olur ki buna gére 0 < p(T) < 1 yani
p(A) < Idir.

(<) p(A) = p(T) < 1 olsun. D diagonal ve F kesin iist iiggensel matris olmak iizere
T = D + F seklinde yazilabilir. /" kesin iist iicgensel oldugundan F™ = 0’dir. O zaman

k > n pozitif tamsayis1 i¢in

" = (D+F)*

D+ (GDHIF 4+ (§)DF2 o () DR 10
-1

=0

I
S —~ —

]

esitligi elde edilir. p(T) = p(D) ve | D||= p(T") oldugundan

—_

n—

k ) )
EIE o @[

= X (D)o @b

7=

s
Il
)

3 .
|

o

= (D) 4 TV F I+ (5 )o(T)

n—1

k—o0

k ,
esitsizligi elde edilir. p(7") < 1 oldugundan lim () p(T)*™" = 0 olur ve denklem
i
(3.1)’daki esitsizlikten klim |T%||= 0°dr. [
—00

Teorem 3.2.4 ([8]). A > 0 matrisinin Schur kararli olmast icin gerek ve yeter kosul

(I — A~ = 0vedet(I — A) # 0 olmasidr.

Proof. (=) A Schur kararh olsun: |\;|< 1 (i =1,2,...,n). I — A matrisinin 6zdegerleri
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i = 1 — \;dir ve u; # 0’°dir. Dolayisiyla
det(I — A) = py.prg. -+ .pun, # 0.

E AF serisi igin
k=0
Sy=T+A+ A+ + A"

kismi toplamlar dizisini alalim. Esitligin her iki tarafim1 (I — A) ile carpalim:
(I—A)Sy=T—-A) T +A+A - -+ AV) =T - AN,

O zaman Sy = (I — A)~Y(I — AN*1) olarak elde edilir. A matrisi Schur kararl, yani

p(A) < 1 oldugundan
d AP = lim (I - A (I - AV = (T - A"
N—o00
k=0
Her k = 0,1,2,... icin A* > 0 oldugundan

A= -4 =0
k=0

(<)Y := (I — A)~! = 0diyelim. det(I — A) # 0 olsun.
Y = 0 oldugundan Teorem 3.1.2°e gore sifirdan farkl dyle x > 0 vektorii vardir ki
Yz = p(Y)x olur. A’min 6zdegerleri \; ise (I — A)~! matrisinin 6zdegerleri 1/(1—\;)’dir

veE

1 1
Y) = max =
pIY) = max T3 = T

olur. Y > 0 ve z >~ 0 oldugundan

1
Y= x>0
1—p(A)
1
vebuna gore ) < ———— =0 <1 —p(A) = p(A) < 1 olur. |
0 (4) = p(4)
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4. MARKOV ZINCIRLERI

Markov siiregleri iy1 bilinen bir stokastik dinamik sistem sinifidir. Bu sistemin her-
hangi bir ¢ anindaki durumunu, sistemin baglangigctaki konumu ve durumlar arasindaki
gecisin olasilik dagilimini ifade eden gegis (transition) matrisi belirler. Markov varsayim-
lar1 altinda, bu olasilik dagilimi1 ¢ zamanina gore belirli kurallara gore degistiginden sis-
tem lizerinde analiz yapmak anlamli olur. Temel sistem; girdisi olmayan, ayrik-zamanl
ve sonlu (n adet) durumdan olusmaktadir. Egert = 0, 1,2, 3, ... icin sistemin konumu s;
(i €{1,2,...,n}) durumundan s; (j € {1,2,...,n}) durumuna gecis olasiig1 0 < p; ;

olmak tizere

Pu1 P12 --- Pin
p— P.21 P22 ... P?n
Pn1 DPn2 --- Pnn
matrisi ile verilmigse bu matrise Markov matrisi (gegis matrisi) vet = 0, 1,2,..., s(t) €

R™ olmak iizere
s(t+1) = PTs(t),

s(0) = 59 € R™

ayrik-zamanl sisteme de Markov zinciri denir [3]. Bu sistemin ¢oziimii:

s(1) = PTs,

s(2) = PTs(1) = (PT)’s,,

s(3) = PTs(2) = (PT)’s,,

s(k) = (PT)'s

olur.

4.1. Markov Cizgeleri
Markov zinciri, n X n boyutlu P gecis olasilik matrisi ile verilir ve bu matris n tane

diiglim noktasindan olusan bir ¢izgeyi (graph) temsil etmektedir. Bu diigiim noktalarini
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si (1 = 1,2,...,n) ile gosterelim. P matrisinin p;; girdisi s; diigtimiinden s; diigiimiine
gecme olasiligini ifade etmektedir. Bu tiir cizgelere Markov cizgesi adi verilir. P ma-
trisinin her bir satirindaki bilesenlerin toplamlar1 1’e esit oldugundan bu matrise satirca
stokastik negatif olmayan matris denir.

Bir cizge; diigiimler kiimesi ve bu diigiimleri birbirine baglayan kenarlarla temsil
edilir. s; diigiimii ile s; diigliimii arasinda yonlendirilmis bir kenar olmasi icin gerek ve
yeter kosul p;; # 0 olmasidir. Bu durumda P matrisiyle verilen bir ¢izge yonlendirilmis

bir ¢izgedir.

P11 Pa1 D22 P3o P33 P 1
1—p
1 > 2
P12 P23
(b)

(a)

Sekil 4.1. Markov ¢izge ornekleri

Sekil 4.1 (a)’da 1, 2 ve 3 diiglimleri sirasiyla giinesli, bulutlu ve yagmurlu havay1
temsil eden bir hava durumunun ¢izgesidir [3]. 1-3 ve 3-1 kenarlarinin olmamasi, giinesli
bir giinden yagmurlu bir giine gecmenin (ve tam tersi) belirli bir zaman aralig1 boyunca
bulutlu duruma gecilmeden miimkiin olmayacagin1 gostermektedir. Bu ¢izgenin gecis
matrisi:

pin piz 0
P=1py pa pos

0 p32 ps3

olur. ikinci 6rnek Sekil 4.1 (b), yalnizca iki diigiimii olan bir ¢izgedir. ¢ anindan ¢+ 1 anina
geciste; 1 diiglimiinde kalma olasilig1 p ve 1 diigiimiinden 2 dii§iimiine ge¢gme olasilig1 ise
1—p’dir. Sistemin 2 diigiimiinde kalma olasilig1 1 oldugundan 2 diigiimiinden 1 dii§timiine

bir kenar yoktur. Bu ¢izgenin gegis matrisi de:

p 1—p
0 1

P =

seklindedir.
Bir ¢izgenin her bir diigiim ¢ifti icin birinci diigiimden ikinci diigtime yonlendirilmis
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kenarlar dizisi varsa (birinci diigtimden ikinci diigtime kenarlar tizerinden gidilebiliyorsa)
o zaman bu cizgeye giiclii baglantili cizge denir. Sekil 4.1 (a)’daki cizge giiclii baglantili
bir ¢izgedir (bakiniz [3]).

Teorem 4.1.1 ([9]). P matrisi ile verilen bir yonlendirilmis cizgenin giiclii baglantili

olmasi icin gerek ve yeter kosul P matrisinin indirgenemez olmasidir.

P matrisi bir Metzler matrisi oldugundan (4.1) Markov zinciri ayn1 zamanda bir
pozitif dogrusal sistemdir. s;(¢ + 1) olasilif1 (yani ¢ + 1’de sistemin ¢’ninci diigiimde

olma olasilig1) tim j diigiimleri tizerinden p;;s;(¢) olasiliklarinin toplamidir. Bu nedenle

si(t+ 1)1
silt+1) =D pjis; (1) “42)
j=1
veya matris notasyonuyla
s(t+1) = PTs(t) (4.3)
seklinde yazabiliriz. Burada s(t) vektoritiniin bilegenleri sq(t), so(t), .. ., s,(t)’dir ve bu

bilesenler sistemin ¢ anindaki durum olasilik dagilimini ifade eder [3].

Burada p;; + pio + - -+ + pin = 1 oldugundan Perron teoremine gore, A = 1 ve

u=(1,1,...,1)T igin

P11 P12 --- Din 1 pi1 +pi2+ -+ pin 1
P21 P22 ... DPon 1 P21 + Pa2 + - -+ Pon 1

Pu = . . . = . = . = Au
Pni Pn2 .- DPnn 1 Pn1 + Pn2 + -+ Pnn 1

oldugundan A = 1 sayis1 PP matrisinin bir 6zdegeri ve u birler vektorii de P matrisinin bu

0zdegere karsilik gelen bir 6zvektori olur.

Teorem 4.1.2 ([9]). P € R™*" indirgenemez bir matris olsun. Bu durumda
i) P matrisinin spektral yaricapi 1°dir.
ii) 1 € \(P) ve bu ézdegere Perron zdegeri denir.

iiit) Perron ozdegerinin cebirsel katliligi birdir.
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iv) ' P = 1.7T denklemini saglayan P matrisinin 7 sol-6zvektériiniin tiim bilesenleri

pOZl'l'l.ftl'}" (m; > 0) ve H?Tle max1§i§n|7ri]: 1.

4.2. Markov Zincirinde Olasilik Dagiliminin Limiti

Bir Markov zincirinin asimptotik davranisini, yani ¢ — oo iken keyfi baslangi¢
durumu 5(0) igin s(t) olasilik dagilimimin limitini ele alalim. Oncelikle (4.1) sistemi igin
s(0) baglangi¢c durumunun saglamasi gereken kosulu belirleyelim. Burada (4.1) sistemi
bir pozitif sistem oldugundan s;(0) > 0 (i = 1,2,...,n) olmalidir. Diger taraftan s;(0)

bilesenleri ¢ anindaki olasilik dagilimini gosterdiginden

D si(0) =1

=1

olmalidir. Buna gore s(0) baslangi¢ vektorii
A={a=(a,0,...,0,)  €R": Zai: L, ; >0(=1,2,...,n)}
i=1

simpleksinde olmalidir.

Diger taraftan (4.2) kullanilarak

Dosit+1) = D0 pusi(t) =D ) pisi(t)
i=1 in j=1 . j=1 =1 . (4.4)
- 3 |(Sn) o] =320

denklemi elde edilir. ¢ = 0 igin s(1) = PTs(0) ve

n

Zs,-u) => s5(0)=1

7j=1
olacagindan s(1) € A olur (bakiniz [3]). Benzer sekilde ¢t = 0, 1,2, ... i¢in s(t) € A’dr.
Baslangi¢ vektorii s(0) € A i¢in (4.1) sisteminin ¢dziimiiniin s(t) € A (¢t =

1,2,...) olmasi nedeniyle s(¢) Markov zinciri, terimleri A simpleksinde olan bir dizidir

(bakimiz Sekil 4.2) [3].
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xs3

X1

Sekil 4.2. U¢ boyutlu Markov zinciri

Tamm 4.2.1 ([1]). A € R™™", & € R" olmak iizere x(t + 1) = Az(t) (t = 0,1,...)
ayrik-zamanlt dogrusal sistemi verilsin. Eger ¥ € R" icin AT = I ise T vektoriine (4.1)

sisteminin bir denge noktasi denir.

s(t+1) = PTs(t) sistemi igin eger P matrisi indirgenemez ise Teorem 4.1.2 iv)’e
gore

afP=1a" = Pla=n
olacagindan 7 vektorii s(¢ + 1) = P7s(t) sisteminin bir denge noktasidir.

Tamm 4.2.2 ([3]). P € R"*" indirgenemez matris ve sistemin diigiimleri kiimesi C' =
{s1,82,...,8,} olan bir cizgeyi ele alalim. r > 1 olmak iizere C kiimesi: C;’deki her
diigiimle v = 1,2,....r — 1 icin C;’deki diigiimler ve C,’deki her diigiimle C,’ deki
diigiimler arasinda bir kenar olacak sekilde ikiser ikiser ayrik Cy,Cs, .. ., C, kiimelerine
ayristirtlabiliyorsa o zaman bu sisteme dongiilii sistem denir. Burada r sayisi devirlilik in-
disi olarak adlandirilir. Bu sekilde guruplandirmanin yapilamadigi sistemlere ilkel sistem

denir.

Ornek 4.2.1 ([3]). Asagidaki sekilde diigiim noktalar kiimesi C = {1,2,3,4,5,6,7}
diigiimlerinden olusan giiclii baglantili (Ge¢is matrisi P indirgenemezdir) bir cizge ver-
ilmistir (bakiniz Sekil 4.3). Burada C, = {2,3,7}, Cy = {1,6}, C5 = {4,5} kiimeleri
icin: Cy’deki her diigiim ile Cs, C’deki her diigiim ile Cs5, Cy’deki her diigiim ile C'3 ve
Cs’deki her diigiim ile C arasinda bir kenar vardir. Buna gére bu sistem dongiilii bir

sistemdir ve devirlilik indisi r = 3 ’tiir.
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Sekil 4.3. Dongiilii Markov Zinciri

Teorem 4.2.1 (sf. 134, [3]). P gecis olasilik matrisi indirgenemez ise katliligr bir olan
Perron ézdegerinden (\ = 1) baska diger (n — 1) ozdegeri icin | \;|< 1 (1 = 2,3,...,n)
oldugundan (4.1) sistemi icin t — oo iken s(t) — 7 olur. Eger sistem ilkel ise s(0) €
A’dan baglayan olasilik dagilimi t — oo iken s(t) — m olur. Sistem dongiilii ise, s(t)

olasilik dagilvmi 5(t) periyodik dagilim olmak iizere s(0) € A’nin segilisine bagl olarak

17“71
- Y §(t) =molur.
r;s() 7 olur.

Ornek 4.2.2 ([3)). Asagida iki giiclii baglantili ¢izge verilmigstir. Sekil 4.4 (a)’'da C =
{1, 2,3} diigiim kiimesi C; = {1}, Cy = {2}, C5 = {3} kiimelerine ayrisir ve bu ¢izge
devirlilik indisi r = 3 olan bir ¢izgedir.

Sistem baslangicta 1 numarali durumda olsun. Sonrasinda 2 ve ardindan 3 duru-
muna gecer ve devaminda tekrar 1 durumuna doner. Boylece Simpleks’in ii¢c kosesinden
olusan bir dongii kapanir. Simpleks tizerindeki herhangi baska bir noktadan bagslanilsa

da 3 periyotlu bir dongii ortaya ¢ikar:

5(0) = (51(0), 52(0), 53(0))"
s(1) = (52(0), 53(0), 51(0))"
5(2) = (s53(0), 51(0), 52(0))"
s(3) = s(0).

1
Teorem 4.2.1°e gore 5(5(0) +s(1) + s(2)) = n'dir.
Sekil 4.4 (b)’de verilen ¢izgede ise C = {1,2,3,4} diigiim kiimesi C, = {1, 3},
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Cy = {2, 4} kiimelerine ayrigir ve bu ¢izge devirlilik indisi v = 2 olan bir ¢izgedir

1/2

—

2 3

N~

2 1/2
/ \ 1/2 1/2 1/2 1/2
] - 3
1

1/2

_—

1 4
@n=3r=3 S~ —

1/2

b)n=4r=2

Sekil 4.4. Dongiilii Markov Zincirleri

Sekil 4.5’te alti stmifli bir Markov zinciri yer almaktadir. E8er ¢ = 0 i¢in zincir
(', smifindaysa belli bir siire sonra C'5 ya da Cy sinifina gecebilecektir. Bu gecis olursa
t — oo icin sistem tekrar C; sinifina donmez. Bu sekildeki bir sinifa gegici sinif denir.

Ch, ..., Cy sinflart gegici simiflardir

<

y Y
D> (c)

Y Y

Sekil 4.5. Indirgenebilir bir Markov zinciri

Eger zincir belirli bir zamanda C} sinifinda ise bu asamadan sonra t — oo icin C
siifinda kalmaya devam edecektir. Boyle bir sinifa terminal sinif denir. Burada C'5 ve Cy
terminal siniflardir.

Tek bir terminal sinif oldugunda zincirin asimptotik davranigi, terminal sinifim

tanimlayan ilkel zincire Teorem 4.2.1 uygulanarak belirlenir.
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Ornek 4.2.3 ([3]). Mendel yasasina gire her bireyin genotipleri (aa,Aa veya AA), ebeveyn-
lerinin (aa — aa,aa — Aa,AA — AA) genotipleri bilindiginde belli bir olasihiga bagl
olarak belirlenebilir. Bu yasaya gore her bireyin rastgele bir aleli (a veya A) babadan ve
bir aleli de anneden miras aldig1 kabul edilir. Bu nedenle drnegin Aa bir babadan ve AA
bir anneden dogan bireylerin genotipi aa olamaz. AA veya Aa genotipine sahip olma

1
olasiligi ise 3 ‘ye egsittir. Asagidaki tabloda olast durumlarin olasiliklart verilmektedir.

Cizelge 4.1. Ebeveyn genotipine gore Mendel tablosu

Ebeveyn Genotipi
aa-aa aa-Aa aa-AA Aa-Aa Aa-AA AA-AA
aa 1 172 0 1/4 0 0
Aa 0 172 1 1/2 172 0
AA 0 0 0 1/4 172 1

Bir populasyondaki ebeveynler ayni genotipe sahip bireylerse, bu durumda Mendel’in
tablosunun ii¢ siitunuyla ilgilenilir: birinci (aa — aa), dordiincii (Aa — Aa) ve altinct
(AA—AA). Aa, aa ve AA genotiplerini sirastyla 1,2 ve 3 ile gisterelim ve s;(t) ile tyinci
neslin bir bireyin 1 genotipine sahip olma olasitligini gosterelim (1 = 1,2,3). Mendel’in
tablosu su sekilde ortaya cikar:

Cizelge 4.2. U¢ ebeveyn genotipi icin olasilik tablosu

1 (Aa) 2(aa) 3 (AA)

1 (Aa) 172 0 0
2 (aa) 1/4 1 0
3(AA) 1/4 0 1

Sl(t + 1) = %Sl(t)
Sz(t + 1) = %le(t) -+ Sg(t)
ss(t+1) = Ts1(t) + s3(t)

Bu ii¢ durum denkleminden

1 1 1

2 4 14

P=10 1 0

0 01

olmak iizere s(t+1) = PTs(t) olan bir Markov zinciri tamimlamir. P matrisi indirgenebilir
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Sekil 4.6. U¢ genotip

bir matristir ve ilk degisken (yani Aa) diger degiskenlerden etkilenmez. P matrisinin
ozdegerleri 1/2, 1 ve 1'dir. Aa’ya karsilik gelen 6zdeger 1/2’dir. Diger dzdegerler 2’nci
ve 3’tincii degiskenlere karsilik gelmektedir ve bu degiskenler terminal sinifindadirlar.
Sekil 4.6°da gosterildigi gibi olasilik vektorii s(t) asimptotik olarak s = 0’a (bir-
inci degiskene) karsilik gelen simplex kenarina egilim gosterir. Bu, popiilasyonda genotipi
Aa olan bireylerin neslinin tiikenmeye dogru egilimi oldugu anlamina gelir (her nesilde

yariya diiser).

Ornek 4.2.4 ([3]). Sekil 4.7’de verilen Markov cizgesinde iki asamali bir iiretim siireci

verilmektedir. 1 ve 2 diigiimeleri sirastyla bir bir malzeme iizerinde ardisik olarak gercek-

;)»—t

S92
S1

N —— 0

=

[
=

[\V]

<
=
3
\J
»—\C}_»&

Sekil 4.7. Iki asamali iiretim siireci: 1 ve 2 diigiimleri iiriin igleme; 3 diigiimii iiriinii
eleme; 4 diigiimii iiriinii kabul etme

lestirilecek ilk ve ikinci islemleri temsil etmektedir.
Birinci islemin dogru bir sekilde gerceklestirilme olasiligi p,, islemin dogru bir

sekilde yapilamadigi ve tekrarlanma olasiligt v, malzemenin yanlis islenmesi sonucu
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atilmasi olasiligr s, ’dir:

p1+7“1+51:1.

Ikinci islemin dogru bir sekilde gerceklestirilme olasiligi po, islemin dogru bir sekilde
yapilamadig1 ve tekrarlanma olasiligi ro, malzemenin yanlis islenmesi sonucu atilmasi

olasiligt s, dir:

p2+7“2+32:1.

Zincirin 1. ve 2. durumlart gecici durumlardir, 3. ve 4. durumlart ise terminal durum-

lardir. Markov matrisi:

rnopr | st 0
0 r2 | s2 p2
pP—|_ _ _ _ _
00 | 1 0
00 | 0 1

Bu ornek icin
ry =03 p1=02 s=0.5
ro =04 py; =03 s,=0.3

ise sistemin matrisi _ _

03 02 | 05 0

0 04 | 03 03

0o 0 | o0 1

olur. 5(0) = (0.1,0.2,0.3,0.4) baslangi¢ noktasi ile baglamr ise s(t + 1) = PTs(t)
sistemi t — oo igin (0,0, 0.485,0.515)7 vektoriine yakinsar. Buradan gériiliiyor ki iiretim
bandina gelen malzemenin yiizde 48.5’inin geri doniisiim bandina, yiizde 51.5’inin de
tiriin kabul bandina gitme olasiligi vardir.

Bu P matrisinin Perron ézvektorii: m = (0,0, 1, 1) ’dir. Buna gore 1 ve 2’nci diigiim-

ler gecici, 3 ve 4’iincii diigiimler ise terminal diigiimlerdir.
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5.SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tez calismasinda Metzler matrislerin bir alt sinifi olan pozitif matrislerle karak-
terize edilen pozitif dogrusal sistemlerin asimptotik davranigi problemi ele alinmigtir.
Pozitif sistemlerle ilgili uygulamalarda Metzler dinamik sistemlerin asimptotik kararlilig
ve sistemin yOriingelerinin belirlenmesi problemi olduk¢a énemlidir.

Siirekli ve ayrik zamanlh pozitif dogrusal sistemlerin analizinde, sistemi temsil eden
matrisin 0zdeger Ozellikleri one ¢ikmaktadir. Tez ¢alismasinda, uygulama alani olduk¢a
genis olan Metzler matrisleri sinifinin 6zdeger 6zellikleri, bu 6zelliklerle ilgili temel sonuclar
verilmistir. Metzler matrislerin bir alt sinift olan stokastik matrislerin dnemli rol oynadigi
bir dinamik sistem olan Markov zincirleri uygulama olarak olduk¢a genis bir alana sahip-
tir. Markov siireglerinde simplekse ait bir baslangic durum vektorii verildiginde, her-
hangi bir adimdaki olasilik dagilimi hesaplanabilmekte ve ele alinan Markov zincirinin
yakinsadig1 durum vektorii de ifade edilebilmektedir. Tez kapsaminda, Markov zincirinin
uygulamalari olan iki 6rnek model ve bu modellerin teorik sonuglar cercevesinde analiz-

leri yapilmustir.
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