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OZET

MILLER-ROSS VE RABOTNOV FONKSIYONLARININ
BAZI GEOMETRIK OZELLIKLER]

DOKTORA TEZi
SADETTIN ECE

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2021

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak Bessel fonksiyonlarinin 6zel bir kombinasyonu olan Dini
fonksiyonunun k-yildizil ve k-diizgiin konveks fonksiyonlar siniflarinda yer almasi icin yeterli
kosullar elde edilmis, ardindan genellestirilmis Dini fonksiyonunun yildizil ve konveks
fonksiyonlarin bazi alt siniflarinda yer almasi i¢in yeterli kosullar verilmistir. Bundan baska, 1993
yilinda K.S.Miller ve B.Ross tarafindan verilen Miller-Ross fonksiyonunun ve 1948 yilinda

Yu.N.Rabotnov tarafindan verilen bir kesirsel {istel fonksiyon olan Rabotnov fonksiyonunun

geometrik Ozellikleri incelenerek bu fonksiyonlarin U = {z : |z| < 1} birim diskinde iinivalent,

konveks, yildizil ve konvekse yakin olabilmeleri i¢in yeterli kosullar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Univalent, Yildizil, k- Diizgiin Konveks, Konveks, k- Yildizil, Konvekse

Yakin, Dini Fonksiyonu, Miller- Ross Fonksiyonu, Rabotnov fonksiyonu

v



ABSTRACT

SOME GEOMETRIC PROPERTIES OF MILLER-ROSS
AND RABOTNOV FUNCTIONS

PhD THESIS
Sadettin ECE

DEPARTMENT MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2021

In this thesis, firstly, sufficient conditions were obtained for the Dini function, which is a
special combination of Bessel functions, to be included in the classes of k-starlike and k-uniformly
convex functions; then, sufficient conditions are given for the generalized Dini function to be
included in some subclasses of starlike and convex functions. Moreover, the geometric properties
of the Miller-Ross function given by K.S. Miller and B.Ross in 1993 and the Rabotnov function,
which is a fractional exponential function given by Yu.N.Rabotnov in 1948, are investigated and

sufficient conditions have been obtained for these functions to be univalent, convex, starlike and

close-to-convex in the unit disk U/ = {z : |z| < 1} .

Key words: Univalent, Starlike, k- Uniformly Convex, Convex, k- Starlike, Close to Convex,

Dini Function, Miller- Ross Function, Rabotnov Function
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1.GIRIS
Kompleks sayilar ilk olarak on altinc1 yiizyilin ortalarinda, ikinci dereceden veya

kiibik denklemlerin olas1 ¢dziimleri olarak kabul edilmislerdir. “Imajiner” terimini ilk

kullanan Decartes olmustur. 1777 yilinda Leonhard Euler kompleks sayilar i¢in i = J-1
semboliinii ilk kez kullanan matematik¢idir. Bu tiir sayilar i¢in “kompleks sayilar”
ifadesini ilk kullanan Gauss olmustur. On yedinci ylizyilda imajiner sayilar mesru, aslinda
gerekli, denklem kokleri olarak kabul edilmeye baslanmis ve ancak on dokuzuncu
ylizyilda kompleks sayilar kendi baglarina matematiksel analizin konusu haline gelmistir.
Cauchy 1814'ten 1832'ye kadar yaklasik yirmi yillik bir siire boyunca modern kompleks

analiz teorisini neredeyse tek basina gelistirmistir.

Kompleks degiskenli geometrik fonksiyonlar teorisi, bazi geometrik 6zellikleriyle
tanimlanmis analitik fonksiyonlar1 veya analitik fonksiyonlarin bazi smiflarinin
geometrik Ozelliklerini arastiran, kompleks analizin 6nemli bir dalidir. Bu teori, ilk defa
G. Bernhard Riemann’in literatiirde kendi adiyla anilan Riemann Ddniisiim Teoremi ile
ortaya ¢cikmistir. Riemann’in 1851°deki doktora tezindeki bu teoreminde; kompleks

diizlemin herhangi bir basit baglantili alt bolgesinin |z| <1 birim diskine konformal olarak

resmedilebilecegini belirtmistir. Riemann Doniisiim Teoremi sayesinde bir bdlgeden
bagska bir bolge tizerine olan konformal doniisiimler ile ilgili problemler, birim diskten

verilen bir bolge tizerine konformal doniisiim problemine indirgenebilmistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde {inivalent fonksiyonlar 6nemli bir yere sahiptir.
Geometrik fonksiyonlar teorisinde alan, uzunluk, ¢evre, ¢ap gibi geometrik ozelliklerle
birlikte, geometrik yonii c¢ok belirgin olmayan bir ¢ok soru da gozoniinde
bulundurulmaktadir. Bieberbach tahmini buna 6rnek olarak verilebilir. Burada geometri
doniisiimiin tinivalent olusu sebebiyle devreye girer. Bu nedenle, giiniimiizde Geometrik

Fonksiyonlar Teorisine genellikle "Univalent Fonksiyonlar Teorisi" denilmektedir.

Geometrik Fonksiyonlar Kuraminin en géze carpan gelismelerinden biri Ludwig
Bieberbach tarafindan gerceklestirilmistir. Bieberbach 1916 yilinda normalize edilmis
tinivalent fonksiyonlarin sinifi olan S siifindaki bir fonksiyonun katsayilari ile ilgili

literatiirde 6nemli bir yere sahip olan |a, |<n tahminini yapmistir. Ayrica n=2 igin

smirlar ispatlamistir. Bu 6nemli tahmini ispatlamak i¢in uzun yillar matematikgiler
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iizerinde calismis ancak Louis de Branges 1984 yilinda ispatlaymcaya kadar bir tahmin

olarak kalmistir. Bieberbach tahmininin esitlik hali, birim diski konformal olarak —1/4

‘ten —oo ’a negatif reel eksensiz kompleks diizlem iizerine doniistiiren f(z) = z/ (1-2)*

Koebe fonksiyonu icin saglanir. Birim diskin Koebe fonksiyonu altindaki resmine
iinivalentligi bozmadan herhangi bir agik kiime ekleyemedigimizden bu fonksiyon en
biliylik tinivalent fonksiyondur. Bieberbach tahmininin ispatlanmasi {inivalent
fonksiyonlar teorisinin temellerini saglamlastirmistir. Univalent fonksiyonlar teorisi
iizerine ¢alisan matematikgiler, problemi S simifinin degisik altsiniflar1 i¢in ¢alismay1

surdiirmektedirler.

“Ozel fonksiyon” kavramnin kesin bir tanim1 yoktur. Pratik bir bakis agistyla bir
0zel fonksiyon, cebirsel, trigonometrik, iistel, logaritma gibi temel bir fonksiyon olmayan
ve cebirsel islemlerle bu temel fonksiyonlardan elde edilen bir fonksiyondur.
Trigonometrik fonksiyonlart iceren 6zel fonksiyonlar yiizyillardir kullaniimaktadir.
Diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiindeki rolleri Newton ve Leibniz tarafindan
kullanilmistir ve 6zel fonksiyonlar konusu o zamandan beri siirekli gelisme icinde
olmustur. Sadece son otuz yilda birkag¢ yeni 6zel fonksiyon ve uygulama kesfedilmistir
Ozel fonksiyonlar, iletisim sistemleri, elektro-optik, dogrusal olmayan dalga, yayilma,
elektromanyetik teori, elektrik devresi teorisi ve kuantum mekanigi gibi modern

miihendislik ve fizik biliminde kullanilmaktadirlar.

Bu tez ¢alismasinda, herbiri birer 6zel fonksiyon olan Dini fonksiyonu, Miller-
Ross fonksiyonu ve Rabotnov fonksiyonunun geometrik ozellikleri arastirilmis, herbir
fonksiyonun tlinivalent, konveks, yildizil ve konvekse yakin olmalari i¢in yeterli kosullar

iceren teoremler ispatlanmustir.



Sadettin ECE

2. ONCEKI CALISMALAR
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, kompleks analiz ile ilgili olan ve tezde kullanilan temel tanimlar

yapilacaktir. Ayrica bazi 6nemli teoremler ve sonuglar verilecektir.

Tanim 2.1. (Komsuluk) Kompleks diizlemde z, € C noktasi alinsin.
B(z,,r)={z E(C:|z—zo| <r}
kiimesi “z, noktasinin r komsulugu” veya esdeger olarak “z, merkezli r yarigapl agik

disk” olarak adlandirilir.

Ayrica
B(z—o,r):{ze(C:|z—z0|§r}
kiimesine z, merkezli r yarigapl “kapali disk”,
0B(z,,r)={z€C: |z—z0| =r}
kiimesine z, merkezli r yarigapl “cember” ve
B'(z,,r)={z€C:0<|z—z)|<r}=B(z,,r)/{z,}
kiimesine de z, noktasinin “delinmis komsulugu’ denir.

Tanmm 2.2. (i¢ Nokta ve Ac¢ik Kiime) A — C herhangi bir kiime ve z, € A olsun. z,
noktasiin en az bir komsulugu A kiimesinde kaliyorsa z, noktasina A kiimesinin bir

“i¢ noktast” denir. A kiimesinin tiim i¢ noktalarinin kiimesi A veya ic A ile gosterilir.

A’ = A ise yani A kiimesinin her noktasi bir i¢ noktaise A kiimesine C de “a¢ik kiime”

denir.

Tanim 2.3. (Yi1@ilma Noktasi, Kapams ve Kapah Kiime) A c C herhangi bir kiime ve

Z, € C olsun. z, noktasinin her delinmis komsulugu A kiimesinin en az bir noktasini

bulundurursa z, noktasmma A kiimesinin bir “yigilma noktasi” denir. A kiimesinin

y1g1lma noktalarinin kiimesi A ile gosterilir. AU A kiimesine A kiimesinin “kapanig1”
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denir ve A ile gosterilir. Ac A oluyorsa yani A=A ise A kiimesine C diizleminde
“kapali kiime” denir.
Tamm 2.4. (Baglantih kiime, Baglantisiz kiime) A — C olmak lizere A kiimesi bostan

farkli, ayrik iki agik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa bu kiimeye baglantili kiime

denir. Baglantili olmayan kiimeye “baglantisiz kiime” denir.
Baglantililigin asagida verilen tanimi1 uygulamalarda oldukga kullanighdir:

AcUUVUV | ANU=D ve ANV 0, AnUNV =3 olacak sekilde bostan

farkli U ve V agik kiimeleri bulunamiyor ise, A kiimesine “baglantili kiime” denir.

Tanmm 2.5. (Egri) [a,b]c R olsun. y:[a,b] > C siirekli fonksiyonuna kompleks

diizlemde bir egri veya yol denir.

x(t) ve y(t), [a,b] tzerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak iizere,
bir kompleks diizlemdeki bir y egrisi parametrik olarak y(¢) =x(¢) +iy(t) , a<t<b ile
verilir. y egrisi y(a) baslangi¢ ve y(b) bitis noktalarina sahiptir. y(a)=y(b) ise y
egrisi “kapali egri” olarak adlandirilir. Ttim farkl #,,¢, €[a,b] degerleri i¢in z(t,) # z(t,)
oluyorsa yani kendini kesmiyorsa y egrisine basit egri, hem basit hem de kapali egrilere
de “basit kapali egri” veya “Jordan egrisi” denir. t, a noktasindan b noktasina
artarken, y(¢) degerlerinin y(a)’dan y(b) ’ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir.
Tamm 2.6. (Bolge) Kompleks diizlemde baglantili ve agik olan bir kiimeye “bélge”
denir. Eger bir D bolgesindeki her basit kapali egrinin i¢i tamamen D bdolgesinde

kaliyorsa D ’ye “basit baglantili bolge” denir. Basit baglantili olmayan bolgeye “cokgen
baglantili bolge” denir.

Tanim 2.7. (Diferensiyellenebilirlik) f, bir z, noktasinin komsulugunda taniml bir

fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi, varsa

lim fzg+h) = f(z,)

h—0 h

limitidir. Bu tiir bir f fonksiyonuna z, noktasinda “diferensiyellenebilir” (veya

d
tiirevlenebilir) denir. Limitin degeri di (z,) veya f'(z,) seklinde gosterilir ve bu degere
Z
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f fonksiyonunun z, noktasindaki “tirevi” adi verilir. f'(z,) tiirevi yine C kiimesinin

bir elemani olur.

Tamm 2.8. (Analitiklik) Ac C olsun. f:A— C fonksiyonu, z, noktasinda ve bu
noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse, f fonksi-
yonuna “z, noktasinda analitiktir” denir. Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan

fonksiyona “tam fonksiyon” adi verilir. Eger bir f fonksiyonu tanim kiimesindeki bir z,
noktasinda analitik olmuyorsa, bu nokta “singiiler nokta’ olarak adlandirilir. Tek degerli
bir analitik fonksiyon veya c¢ok degerli bir analitik fonksiyonun tek degerli bir dali
“regiiler” olarak adlandirilir.

Bir kompleks w= f(z) fonksiyonu geometrik olarak z -diizlemindeki bir
bolgeden w - diizlemindeki bir bolgeye z = x+iy ve w=u+iv olmak lizere u =u(x,y)
ve v=v(x,y) ile tanimhi bir doniisiim olarak diistiniilebilir. Diferensiyellenebilirlik
kosulunun, analitik bir f(z) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun reel kismi u(x,y) ile

imajiner kism1 v(x, y) arasinda bir iligki kurmasini beklemek dogaldir.

Teorem 2.9. 7 =x+iy olmak iizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu verilsin. f(z)
fonksiyonunun bir D bolgesinde analitik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul f(z)

fonksiyonunun bu boélgede siirekli olmasi ve

u_ov o
ox oy Oy ox
denklemlerini saglamasidir. Bu denklemler “Cauchy-Riemann denklemleri” olarak
adlandirilir. (Goodman 1983)
Basit kapali bir y egrisinin i¢inde ve ilizerinde analitik olan bir f(z)
fonksiyonunun y egrisinin i¢inde olan noktalarda aldig1 degerlerin, f(z) fonksiyonunun
y egrisi lizerinde aldig1 degerler ile hesaplanabilecegini sdyleyen asagidaki teorem

kompleks analizde 6nemli bir yere sahiptir.
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Teorem 2.10. (Cauchy integral Formiilii): » basit, kapali ve pozitif yonlii bir egri

olsun. Eger f fonksiyonu y egrisini kapsayan basit baglantili bir D bélgesinde analitik

ve z, bu egrinin i¢inde herhangi bir nokta ise, bu durumda

S (z)

zzo

ﬂ0=—j

esitligi saglanir. (Agarwal ve ark. 2011)
Teorem 2.11. (Analitik Fonksiyonlarin Tiirevi) Eger f fonksiyonu bir D bdlgesinde
analitik ise bu durumda tim f'f",..,f",.. tirevleri vardir ve bu tirevler D

bolgesinde analitiktir. (Agarwal ve ark. 2011)

Bir analitik fonksiyonun verilen bir bolgede her mertebeden tlirevinin var ve bu
tiirevlerin bu bolgede analitik oldugunu sdyleyen bu 6nemli sonug, tiirevler icin Cauchy
integral formiiliine gotiirtir.

Teorem 2.12. (Tiirevler i¢in Cauchy Integral Formiilii) Eger f fonksiyonu pozitif
yOnlii basit kapali bir y egrisi i¢inde ve lizerinde analitik ve z, bu egrinin iginde herhangi

bir nokta ise, bu durumda n=1,2,3... i¢in

f( y

(n)
f(m_mjc%wﬂ

olur. (Agarwal ve ark. 2011)

Tamm 2.13. (Kuvvet Serisi) z, kompleks sayis1 verilsin. a,,4,,...a,,... kompleks sayilar

olmak tizere
a,+a,(z—7))+a,(z—2,) +++a,(z—z,)" ++

fonksiyon serisine, “ z, merkezli bir kuvvet serisi” denir. Kuvvet serisi kisaca

0
Z an (Z - ZO )n
n=0

ile gosterilir. Bir kuvvet serisinin z = z, noktasinda yakinsak oldugu aciktir.
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f fonksiyonunun analitik oldugu noktanin uygun bir komsulugunda kuvvet
serisine agilabilecegini gosteren Taylor Teoremi kompleks analizde biiylik oneme
sahiptir.

Teorem 2.14. (Taylor Teoremi) f, D bolgesinde analitik bir fonksiyon ve z, bu
bolgeden alinan bir nokta olmak iizere B(z,,r), D bdlgesindeki en biiyiik agik disk

olsun. Bu durumda f fonksiyonu
© f(n) (ZO) .,
f(z)= ZT(z—zo)
n=0 .

seklinde bir seri gosterimine sahiptir. Bu seriye f fonksiyonunun z, noktasindaki
“Taylor serisi” denir. Bu seri tim z e B(z,,r) noktalar1 i¢in yakinsaktir. Ayrica bu
yakmsaklik 0<r<R ig¢in B(z,;r)= {z eC:lz—zy|< r} kapali diskinde diizgiindiir.
(Agarwal ve ark. 2011).

Tanim 2.15. (Konform Déniisiim) Kompleks diizlemin bir D bolgesinde f:D — C
dontisiimii verilsin. ¥, ve y,, z, € D noktasindan gegen ve aralarinda « agis1 olan iki
diizglin egri olmak iizere bu egrilerin f(y,) ve f(y,) resim egrilerinin w, = f(z,)
noktasinda aralarinda yon ve biiyiiklilk bakimindan « acisi varsa, f fonksiyonuna z,
noktasinda “konform déniisiim” denir. f fonksiyonu her z, € D noktasinda konform ise,

f fonksiyonuna D bdlgesinde “konformdur” denir.
a,b,c,d birer kompleks sabit olmak lizere

f(2)= ““Z . ad—-bc#0

cz+

ile verilen Mébius doniisiimii ve f(z)=e" donlisimii kompleks diizlemde konform

doniisiimlere 6rnek olarak verilebilir.

Analitiklik ile konform doniisiimler arasinda bulunan 6nemli iliski asagidaki

teoremde verilmistir.
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Teorem 2.16. f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 oluyorsa

f konform bir dontlistimdiir (Duren 1983).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tez boyunca ihtiya¢ duyulan temel kavramlardan bahsedilmistir.

3.1. Univalent Fonksiyonlar

Tammm 3.1.1. (Univalent Fonksiyon) Bir D bolgesinde tanimli f fonksiyonu ayni
degeri birden fazla kez almiyorsa yani z,,z, € D olmak iizere z; # z, = f(z) # f(z,)

oluyorsa f fonksiyonuna D boélgesinde iinivalent fonksiyon denir.

Bir inivalent fonksiyon D bdlgesini schlicht bolge denilen, kendi kendini
kesmeyen ve dallanma noktast bulundurmayan bir bolge iizerine doniistiiriir. Bu sebepten

tinivalent fonksiyonlara schlicht fonksiyon da denir.

Tamim 3.1.2. (Yerel Univalent Fonksiyon) Bir D bolgesinde taniml1 f fonksiyonu, bir
7, € D noktasinin en az bir komsulugunda iinivalent ise f fonksiyonuna z, noktasinda
“verel tinivalent fonksiyon” denir.

D kompleks diizlemde bir bolge ve z, € D olsun. D bdlgesinde linivalent olan
bir f fonksiyonu z, noktasinda analitik ise f'(z) #0 olur. Bu ifadenin tersi dogru
olmayabilir. Omegin f(z)=z" fonksiyonu C—{0} bolgesinde ['(z)= 377 #0
kosulunu saglar ancak bu bolgede tinivalent degildir. Bununla birlikte f'(z,) #0 ise ve
f fonksiyonu z,’da analitikse bu durumda f z, noktasinda yerel iinivalenttir.

Univalent bir fonksiyon yerel {inivalenttir. Fakat tersi dogru olmayabilir. Yani bir

bolgede yerel iinivalent olan bir fonksiyon, verilen bolgede {inivalent olmayabilir.
Omegin D:{z:1<|z|<2,0<argz<37z/2} bolgesinde f(z)=2z" fonksiyonunu ele
alalm. Bu fonksiyon D’de yerel iinivalenttir ama iinivalent degildir. f(z)=2"

fonksiyonu D ’de analitiktir ve bolgedeki her z, noktast igin f'(z,) # 0 olur. Bu da yerel

tinivalent oldugu anlamina gelir. Ancak

3 9

oldugundan f fonksiyonu D bdlgesinde tinivalent degildir.
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Teorem 3.1.3. (Riemann Doniisiim Teoremi) Kompleks diizlemin her D (;t CC) basit
baglantili alt bolgesi konform olarak /= { z:z|< 1} birim diski lizerine resmedilir.

Buna ek olarak z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 sartlarin1 saglayan ve D

bolgesini U diski tlizerine resmeden bir tek konform doniistim vardir (Duren 1983).

Riemann Doniistim Teoremine gore, sinir1 birden fazla noktadan olusan herhangi
bir basit baglantili schlicht bolge, birim ¢emberin i¢i lizerine konformal olarak
dontstiiriilebilir. Buna goére D bolgesindeki herhangi bir iinivalent fonksiyon birim
cember i¢indeki bir iinivalent fonksiyonla iligkilidir. Eger D boélgesini birim disk iizerine
doniistiiren fonksiyon biliniyorsa, ikinci fonksiyonun ozellikleri orijinal fonksiyonun
ozelliklerine kolayca doniistiiriilebilir. Bir tinivalent fonksiyonun tanim kiimesinin birim
disk olarak secilmesi hesaplama kolayligi, kisa ve zarif formiiller elde edilmesi gibi

avantajlara sahiptir.

1 . . . .
flz)=z+ 7 z8 fonksiyonu ¢/ birim diskinde tinivalenttir. (Sekil.3.1.)

PR

. w-.
F B T b
Pl S B 7
I ;

+ 5

Sekil 3.1. f(z) =z +%Z6 fonksiyonun grafigi

2
f(2)=z +;Z6 fonksiyonu ¢ birim diskinde iinivalent olmayan fonksiyonlara 6rnek

olarak verilebilir (Sekil.3.2.).

10
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Sekil 3.2. f(z) =z+ % z® fonksiyonun grafigi

Eger bir (z) fonksiyonu ¢/ birim diskinde analitik ise,
h(2)=by+bz+byz" +-=> b,7"
=0

seklinde Maclaurin a¢ilimina sahiptir ve birim diskte yakinsaktir. Burada #(z)
fonksiyonunun {bn} katsayilar1 ve fonksiyonun geometrik 6zellikleri hakkinda iki
sorulabilir. Bunlardan ilki {bn} katsayilarinin 4(z) fonksiyonun geometrik 6zelliklerini
nasil etkiledigi, ikincisi ise A(z) fonksiyonunun 6zellikleri ile {bn} katsayilarinin birbiri
ile baglantili olup olmadigidir. Biz bu c¢alismada {inivalent fonksiyonlarla
ilgilendigimizden, bu sorular asagidaki gibi 6zellestirilebilir:

1. h(z) fonksiyonun iinivalent olmasi onun Maclaurin ag¢ilimindaki {bn}

katsayilarini nasil etkiler?
2. Maclaurin acilimindaki {bn} katsayilar1 verildiginde, h(z) fonksiyonun
tinivalent olup olmadigina karar verebilir miyiz?

Bir sabitin eklenmesi sadece goriintii bolgesini kaydiracagindan, eger #h(z)

fonksiyonu ¢/ birim diskinde {inivalent ise, % (z)+c fonksiyonu da ¢/ birim diskinde

tinivalenttir. Normalizasyonun ilk adimi1 olarak Maclaurin agilimindaki b, sabit terimi

11
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¢ikararak h(z)—b, fonksiyonunu inceleyelim. Eger h'(z,) =0 ise h(z) fonksiyonu gz,
noktasinin herhangi bir komsulugunda iinivalent olamaz. Eger 4 (z) fonksiyonu I/ birim
diskinde tinivalent ise 4'(0)#0 olmalidir. Bu da b, #0 demektir. O halde h(z)-b,
fonksiyonunu b, sayisina bolerek f(z)=(h(z)—b,)/b, fonksiyonunu gdz &niine
alabiliriz. 1/b; ile carpmak resim bdlgesini sadece dondiirliip uzatacagindan (veya
kisaltacagindan), eger h(z) fonksiyonu I/ birim diskinde iinivalent ise bu durumda
f(2)=(h(z)—by)/b, fonksiyonu da aymi bolgede iinivalent ve tersine eger f(z)

fonksiyonu ¢/ birim diskinde {inivalent ise h(z) fonksiyonu da {inivalent olacaktir.

. b
Maclaurin agiliminda —=a, dersek
1

f(z)=z+a222+a3z3+---=z+2anz” 3.1
n=2

seklindeki normalize formunu elde ederiz. ¢/ birim diskinde {inivalent ve analitik olan

normalize edilmis fonksiyonlarin sinift S sembolii ile gosterilir.

Eger (3.1) ile verilen f(z) fonksiyonu / birim diskinde iinivalent ise |b, |
degerlerinin keyfi derecede biiylik olabilecegi aciktir. Bunu goérmek i¢in h(z)

fonksiyonunu uygun bir M sabitiyle ¢carpmak yeterlidir. Ancak normalize edilmis

iinivalent fonksiyonlarin S sinifin1 géz ontine alirsak, her f(z) € S fonksiyonu i¢in her
bir n> 2 i¢in | an|< A, olacak sekilde bir A, sinirmin oldugunu tahmin edebiliriz. A,

sinir1 hakkinda bir tahmin elde edebilmek i¢in yeterince biiylik katsayilara sahip bir

iinivalent fonksiyon olusturmaliyiz. Bunun i¢in
1+ Z ) 1
W= M)=i'@ , f@=(H)-1)

fonksiyonunu goz oniine alalim. u#(z) fonksiyonu ¢/ birim diskini Reu>0 yar diizle-

mi {izerine déniistiiriir. Daha sonra h(z) =u’(z), bu yar1 diizlemi negatif reel eksen
1

disindaki tim kompleks diizlem iizerine doniistiiriir. Son olarak f(z)= Z(h(z) -1) ise

sadece yukarida agiklanan normalize islemidir. f(z) fonksiyonunu hesaplamak igin

12
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11(1+z2 2 (1+z)2—(1—z)2 z
= — _1 = =
/@) 4{(1—z) } 4(1-7)* (1-2)*

yazariz. Elde edilen bu fonksiyon o kadar 6nemlidir ki 6zel bir isme ve 6zel bir sembole

sahiptir. Bu fonksiyona “Koebe Fonksiyonu denir ve k(z) sembolii ile gosterilir. Koebe

fonksiyonunun elde edilisindeki dontistimler dizisi Sekil.3.3.’te gosterilmistir.

Teorem 3.1.4. k(z)= a < 7 =742 433+ ng" 4= Zn 7" ile tanimli Koebe
—Z n=l
fonksiyonu S smifindadir. ¢ birim diskini w = —0 *dan w=—1/4"¢ kadar negatif reel

eksen boyunca olan yarik harig, biitiin kompleks diizlemden olusan D bdélgesi ile birebir

esler. (Goodman 1983)

13
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o
N
-1.0 ‘?’q{’(\.' 0/5 10

Sekil 3.3. Koebe fonksiyonu

14
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S simifina ait en 6nemli fonksiyon Koebe fonksiyonudur. Bununla birlikte S

siifindaki diger temel fonksiyon 6rnekleri asagidaki gibi verilebilir:
(i) U birim diskini kendisi tizerine resmeden g(z) = z birim donlisimii,

(@) U birim diskini konformal olarak Re{w}>—-1/2 bolgesi iizerine resmeden

< .
g(z)= - =z+7 +7 +... fonksiyonu,
—Z

(iii) U birim diskini 1/2<x<o0 ve —oo<x<-1/2 yar1 dogrularn ¢ikarilmig tiim

diizlem lizerine resmeden g(z) = =2 =742+ +... fonksiyonu,

. . . S I, 1+z
(iv) U birim diskini {—72' /4 <Im{w} < 7z/4} seridi lizerine resmeden g(z) = Elog —1
—Z

doniistimii,

I, 1 )
(v) U birim diskini bir kardiodin igi tizerine resmeden g(z) =z ) 7= 5[1 -(1-2)7]
fonksiyonu.

S sinifinin 6nemli bir 6zelligi de toplama islemine gore kapali olmayisidir. Diger

bir ifadeyle g,he S fonksiyonlari i¢in g+h €S olmayabilir. Mesela g(z) = IL ve
—Z

<

h(z) = N fonksiyonlart S smifindadir. Ancak g +h fonksiyonu S sinifinda degildir.

Ciinkii

L 2-20-0)z
(1-2)* (+iz)> (1-2)°(+iz)’

g'(@)+h'(z)=

1 1+
olup, z = T:%eu noktasinda g'(z)+h'(z) =0 olur.
—1i

Bununla beraber S sinifit bircok temel doniisiim altinda korunur. Eger (3.1)

esitligi ile verilen f(z) fonksiyonu S smifinin bir fonksiyonu ise bu durumda asagida

verilen fonksiyonlar da S sinifindadir (Duren 1983):

15
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(i) e “f(%)=z+ Zanei(n_l)azn , aeR (Dénme)
n=2
(@) f(ZT)=z+ zﬁnzn (Eslenik alma)
n=2
1 [e0)
(i) —f@t2)=z+ >a"'t 0<r<l (Genisleme )
n=2
) 1
(iv) [ f(z'")]/" s L — Qmay —(m—=1)a3)z""™ +--, me’ (Kok)
m 2m
w f(2)

) f(2)#wise g(z)= =2+ (ay +1/w)z> +--- (Ihmal edilmis deger)

w—f(2)
S smifindaki fonksiyonlar i¢in katsayr problemi uzun siireden beri

matematikc¢ilerin ugrastigi bir alan olmustur. Bu simiftaki fonksiyonlarin ikinci

katsayisinin kesin sinirina 1916 yilinda Bieberbach’in (Bieberbach 1916) yaptig1 bir

caligmada yer verilmistir.

Teorem 3.1.5. (Bieberbach Teoremi) (3.1) ile verilen f(z) fonksiyonu S sinifinda ise

la,| <2 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik

<

— 7iak ia N _ i
f(@)=e"k(e"2) NIV

fonksiyonu i¢in saglanir (Bieberbach 1916).

Verilen kosullar altinda, esitligin saglandig1 bir fonksiyonun varlig: ile esitsizligi
diizeltmek yani alt sinir1 arttirmak veya st siir1 azaltmak miimkiin degil ise, verilen

esitsizlik “kesin esitsizlik” olarak adlandirilir. S simifindaki Koebe fonksiyonun a,
katsayisi 2 oldugu i¢in Teorem 3.1.5’teki “|a,| <2 esitsizligi” kesindir. Ayrica, kesin
esitsizlikte esitligi saglayan fonksiyona ise “ekstremal fonksiyon’ denir.

Bieberbach Teoreminin en 6nemli sonucu, Koebe tarafindan elde edilen Ortme
teoremidir. § smifindaki herbir fonksiyon f(0)=0 olan bir a¢ik doniisimdiir. Bu

sebeple f fonksiyonunun resmi, merkezi orijinde olan en az bir diski kapsar. Koebe 1907

yilinda, @ mutlak bir sabit olmak {izere, tim f €S fonksiyonlarmin goriintiilerinin,

16
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ortak bir |w| < @ diskini kapsadiklarini ispatlamistir (Koebe 1907). Koebe fonksiyonu,
@ <1/4 olmasin gerektirir.
Teorem 3.1.6. (Koebe Dortte Bir Teoremi) S siifinda bulunan her fonksiyonun deger
kiimesi, {w:|w| <1/ 4} diskini kapsar. Bu sonu¢ Koebe fonksiyonunun dénmeleri i¢in
kesindir (Duren 1983).

Bu teorem, orijin merkezli 1/4 yarigaph diskin, S sinifindaki her bir fonksiyonun
goriintli kiimesinde kapsanan orijin merkezli en biiyiik disk oldugunu soyler.

S siifindaki fonksiyonlar i¢in Bieberbach Teoreminin ispatlanmis olmasi, bu
siifla ilgili bagka teoremlerin elde edilmesine olanak tanimistir. En 6nemli teoremler

arasinda Biikiilme Teoremi ve Biiyiime Teoremi gelir.

Teorem 3.1.7. (Biikiilme Teoremi) Her bir |z|=r <1 ve f €S igin,

I+r
A-r)’

1-r ,
(1+r)’ SO

esitsizligi saglanir (Goodman 1983).

Teorem 3.1.8. (Biiyiime Teoremi) Her bir f €S ve |z|=r <1 igin,

r

r
s\l

A+r)?

esitsizligi saglanir (Goodman 1983).

Cogu zaman daha pratik olan ve biikiilme ve biiylime teoremlerinden elde edilen

esitsizlik asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 3.1.9. S smifindaki her bir f fonksiyonu igin |z|=r <1 olmak iizere,

1—rS|Zf'(Z)|S1+r
1+r | f2)| 1-r

esitsizligi saglanir (Duren 1983).

Verilen bu son ti¢ teoremdeki esitliklerin gerceklenmesi i¢in z e U ve z#0 iken

f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun uygun bir donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir.

17
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Teorem 3.1.10. (Bieberbach Tahmini veya Branges Teoremi) S smifindaki her f
fonksiyonu icin |an| <n(n=273,..) esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik

durumu Keobe fonksiyonunun donmeleri i¢in saglanir. (Bieberbach 1916, De Branges

1985).

Bieberbach Tahmini olarak literatiire gecen bu tahmin, 1916 yilinda Bieberbach
tarafindan verilmistir. Uzun yillar boyunca tizerinde c¢alisilmis, ancak 1985 yilinda Louis
de Branges tarafindan tamami ispatlanincaya kadar, sadece n =7 ye kadar olan degerler
i¢in saglatilabilmistir. Univalent fonksiyonlar teorisi iizerindeki arastirmalarin biiyiik bir

kisminin merkezinde Bieberbach Tahmini vardir.

3.2. Univalent Fonksiyonlarin Bazi Alt Simflar

Eger bir tinivalent fonksiyonun I/ birim diskini iyi 6zelliklere sahip bir bolge
iizerine doniistiirdiigii bilinirse, fonksiyonun daha derinlemesine incelenebilmesi
miimkiin olur. Konveks bir bolge, iyi 6zelliklere sahip olan bdlgelerin en goze carpan

ornegidir. Bir diger drnek ise bir noktaya gore yildizil olan bir bolgedir.

Tanim 3.2.1. (Yildiz1l Kiime) D < C ve w, € D olsun. Eger baslangi¢ noktas1 w,, olan
her bir 151 D ’nin i¢iyle kesisimi bir 151n ya da bir dogru pargasi oluyorsa D ’ye “w,
noktasina gore yildizil kiime” denir. w, =0 almirsa D 'ye yildizil kiime ad1 verilir. (Sekil

34)

Tammm 3.2.2. (Konveks Kiime) D c C olsun. Eger her z,weD ve 0<t<I1 igin

tz+({1—-1t)we D oluyorsa D ’ye “konveks kiime” denir. (Sekil 3.5.)

18
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+ -—-—-...___'

bkt

Sekil 3.4. Yildizil Kiime Sekil 3.5. Konveks Kiime

Dairesel diskler ve yart diizlemler konveks kiimelerdir. Konveks kiimelerin
arakesiti yine konveks kiimedir. Eger bir D kiimesi konveks ise, bu durumda her bir i¢
noktasina gore yildizildir. Bunun tersi de dogrudur. Eger bir D kiimesi, tim i¢

noktalarina gore yildizil ise D kiimesi konveks bir kiimedir.
Tanim 3.2.3. (Konveks Fonksiyon) Eger bir f fonksiyonu, ¢/ birim diskini konveks

bir bolge lizerine resmediyorsa f fonksiyonuna “konveks fonksiyon” denir.

Tanim 3.2.4. (Yildiz1l Fonksiyon) Eger bir f fonksiyonu, ¢/ birim diskini w, nok-
tasina gore yildizil bir bolge tizerine resmediyorsa f fonksiyonuna “w, noktasina gore
yuldizil fonksiyon” adi verilir. w, =0 oldugu 6zel durumda f fonksiyonuna “yildizil

Jonksiyon” ad1 verilir.

U birim diskini konformal olarak Re{w}>—1/2 bdélgesi {izerine resmeden

f(z2)= li fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.
-z
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RS

oy
Ll
X

1|5 20

0.5 1/0

LA\%4.0

"y
=

Sekil 3.6. ¢/ birim diskinin f(z) = li fonksiyonu altindaki resmi
-z

U  birim diskini
1+z

1
f(Z)—Elog(l B

\

A

%

-0.5

2

N\se
N

-1.0

/
/

Sekil 3.7. ¢/ birim diskinin £(z) =%10g(

{—7[/4<Im{w}<72'/4}

yatay seridine resmeden

jfonksiyonu konveks bir fonksiyondur.

Z] fonksiyonu altindaki resmi

Itz

U birim diskini sag yar1 diizlem tizerine resmeden f(z) = 1—Z fonksiyonu konvekstir
-z
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Sekil 3.8. &/ birim diskinin f(z) = 1+—Z fonksiyonu altindaki resmi
—Z

U birim diskini [1/2,0) ve (—o0,—1/2] yar1 dogrular ¢ikarilmis diizlem {izerine

<
2

resmeden f(z)= 7 fonksiyonu yildizildir.

SIS
I"" ““‘\\
0 5 '17' \‘ 3 1

z
1-z2

Sekil 3.9. ¢/ birim diskinin f(z) = > fonksiyonu altindaki resmi
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U birim diskini negatif reel eksenin w = —0 ’dan w=—1/4"¢ kadar olan kism1

boyunca olan yarik haric kompleks diizlem {iizerine resmeden Koebe fonksiyonu

k(z)=

7 yildizil bir fonksiyondur.

(1-z

Sekil 3.10. ¢/ birim diskinin k(z) =

1= 27 fonksiyonu altindaki resmi

", kompleks diizlemde bir egri ve f(z) fonksiyonu bu egri iizerinde analitik
olsun. I', egrisinin f(z) fonksiyonu altindaki resmini goz oniine alalim. I"_ bir cember,
bir dogru pargasi veya herhangi bir temel egri olabilir. I',’nin x(r) ve y(¢) reel
fonksiyonlar olmak tizere bir

() =x(t)+iy(t), a<t<h

parametrizasyonuna sahip oldugunu ve

7O =x)+iy't)#0, a<t<b

kosulunu saglayan bir diizgiin egri oldugunu varsayalim. Bu durumda I', yay1 bir
yonlendirilmis yaydir ve yonii ¢ artarken belirlenir. f(z) fonksiyonu altinda I", yaymnin

resmine I',, diyelim ve w, noktasinin I',, lizerinde olmadigini varsayalim (Sekil 3.11.).
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Sekil 3.11. f(z) fonksiyonun I', yaymnmn iizerindeki analitik dontisiimii

Eger arg(w—w,), f nin azalmayan bir fonksiyonu ise yant,

%arg(w—wo)zo, tela,b]

oluyorsa, bu durumda “I',, yayina w, noktasina gore yidizildir” denir. Bu esitsizlik

diizenlenirse

d d d
—arg(w—w) =Ehnln(w—w0) = Im[aln(w—wo)J

dt
= Im(iln(w— WO)%j = Im[&%J
dz dt f(2)—w, dt

elde edilir. Bu aciklamalardan asagidaki yardimci 6nermeyi yazmak miimkiindiir.

Yardimci Onerme 3.2.5. T . 12 =2z(t) egrisinin f(z) fonksiyonu altindaki resminin wj,

noktasina gore yildizil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

f'@
Im[f(z)—wo z (t)]ZO, tela,b]

esitsizliginin saglanmasidir. (Goodman 1983)
Eger I',, yaymin tegetinin arglimani, “f 'nin azalmayan bir fonksiyonu” ise bu
durumda T',, yayina konvekstir denir. I', yaymin tegetinin yonii argz'(r) olur ve

doniistim, bu teget vektoriinii bir arg f'(z) agist boyunca dondiiriir. Boylelikle I'),

yayinin konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
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dr

d ! ’
" —E(arg(z (1) f'(2))) 20, tela,b]

olmasidir. Bu esitsizlik diizenlenirse,

j (arg(z'(1) f'(2))) = ilm(ln Z(0)+In f'(2))

“m| S04 5 (n @) j

[ FO '@ '(’)j
20 f'2)

elde edilir. Bu bilgilerden sonra asagidaki yardimci 6nerme verilebilir.

Yardimc1 Onerme 3.2.6. T’ . :z2=2z(t) yayrlizerinde f'(z)# 0 oldugunu varsayalim. Bu
durumda I', yaymin f(z) fonksiyonu altindaki resminin konveks bir yay olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul

Im(z”(t) '@

1 (=0, ¢ ,b
©  f@ ()j sted]

olmasidir (Goodman 1983)

Yukarida verilen formiiller I', egrisini Cy ={z:|z|=R} ¢emberi alarak tekrar
diizenlenebilir. I", egrisi z =Re" , 0<r<2x seklinde yazilirsa, z'(t)=iRe" =iz ve

7"(t)=—Re" =~z olacagindan, Cj egrisi iizerindeki z ler igin

Im[iM]:Re(sz
f(Z)_W() f(Z)_Wo

Im(iﬂ'zf”(Z)J:Re[ Zf”(z)J
f'(2) f(2)

f(z) fonksiyonu U/ birim diskinde iinivalent ve analitik olsun. Eger f(z), Cp

ve

esitsizlikleri elde edilir.

egrisini basit kapali konveks bir egri lizerine resmediyorsa bu egri bir konveks bolgeyi
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sinirlayacaktir. Tersine, eger f(z) fonksiyonu U, ={z:|z|<R, R<1} diskini bir

konveks bolge lizerine resmediyorsa, bu durumda bolgenin sinir1 basit kapali konveks bir

egridir. Yildizil egriler i¢in de ayn1 durum gegerlidir. Yukaridaki esitsizliklerde wy =0

alinarak asagidaki teoremler yazilabilir.

Teorem 3.2.7. U, ={z :|z|<R} kapali diskinde f(z) fonksiyonu iinivalent ve analitik

olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun L[_R kapali diskini konveks bir bolge iizerine
doniistiirmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul C, ¢emberi lizerindeki z noktalari i¢in

Re(lﬁff,—z(?]zo (3.2)
Z

esitsizliginin saglanmasidir (Study 1913).

Teorem 3.2.7°de f(0)=0 alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.8. M_R ={z:|z|<R} kapal diskinde f(z) fonksiyonu {inivalent ve analitik
olsun. f(z) fonksiyonunun f, bdlgesini w=0 noktasina goére yildizil bir bolgeye
doniistiirmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul Cp, cemberi lizerindeki z noktalart i¢in

Re[m]ZO (3.3)
@

esitsizliginin saglanmasidir (Nevanlinna 1920)

Teorem 3.2.7°de f(z) fonksiyonu {inivalent alinmalidir. Aksi takdirde hataya
diisiiliir. Omegin f(z) =z> fonksiyonu igin, (3.2) ve (3.3) esitsizliklerinden 2>0 elde
edilir. Bu durumda her iki esitsizlik de saglanir. Ancak ¢/ birim diskinin bu fonksiyon
altindaki iki kath resmi y1ldizil veya konveks bir bolge degildir. Konvekslik ve yildizillik

kavramlar1 ¢ok katli bolgelere genisletilebilir. Ancak bu tezde sadece diizlem bolgeler

incelenmistir.

f(z)eS ve R<1 olsun. Eger f(z) fonksiyonu U/, bolgesini konveks bir bolge
tizerine resmederse, her bir pozitif r<R igin U, bolgesini de bir konveks bolge iizerine

resmeder. Benzer sekilde, eger f(z) fonksiyonu U, bdlgesini orijine gore yildizil bir
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bdlge lizerine resmederse, her bir pozitif r<R i¢in U, bdlgesini de orijine gore yildizil

bir bolge lizerine resmeder.
Bir g(z) fonksiyonu i¢in
G(2)=28'(2)
olsun. Bu durumda

2G'(z) _ 8 (2)+28"(2)
G(2) z28'(2)

elde edilir ve buradan G(z) #0 iken

2G'(2) _ 1428 "(z)
G(2) g'(2)

elde edilir. Eger g(z) fonksiyonu orijinde m-inci mertebeden bir sifira sahip ise, bu

esitligin her iki tarafi da orijinde analitik olur. Boylece

Re[—ZG (Z)}:Re{l+—Z g’ (Z)}

G(z) 8'(2)

yazilabilir. Bu son esitlik ile yildizil ve konveks fonksiyonlar i¢in dnceden verilen (3.2)
ile (3.3) esitsizlikleri karsilastirilirsa ilk kez J.W.Alexander (Alexander 1915) tarafindan

verilen ve konveks fonksiyonlar ile yildizil fonksiyonlar arasindaki iliskiyi veren

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.9. (Alexander Teoremi) {; bolgesinde g'(z) # 0 olsun. Bu durumda g(z)

fonksiyonunun U, bolgesinde konveks olmast i¢in G(z) =z g'(z) fonksiyonunun bu

bolgede yildizil olmast gerekli ve yeterlidir (Alexander 1915).

Ornegin U diskini Rew >—1/2 bélgesi iizerine resmeden

g()=——=z+ 7"
1-z n=2

fonksiyonu g6z Oniine alinirsa bu fonksiyon birim diskte konveks oldugundan

d-2)-z=D_ 2
(1-2z)* (1-2z)°

G(z2)=z8'()=z

26



Sadettin ECE

fonksiyonu I/ diskinde yildizildir. Bu esitligin sag tarafi Koebe fonksiyonudur.

U birim diskini konveks bir bdlge iizerine resmeden, birim diskte iinivalent ve

normalize edilmis tiim fonksiyonlarin kiimesi C sembolii ile gosterilir.

U birim diskini orijine gore yildizil bir bolge lizerine resmeden, birim diskte

{inivalent ve normalize edilmis tiim fonksiyonlarin kiimesi S~ sembolii ile gosterilir.

Bu yeni semboller ile Teorem 3.2.9 asagidaki gibi yazilabilir:

() g(0)eC=>zg8'()eS
(ii) G(z)e S :TG(Tngec
0

S” sinifindaki fonksiyonlarin katsayilari ile ilgili asagidaki teorem Nevanlinna

tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 3.2.10. Eger (3.1) ile verilen f(z) fonksiyonu S" smifinda ise, her bir n pozitif

tamsayist i¢in

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir. Koebe fonksiyonun donmeleri icin esitlik

saglanir. (Nevanlinna 1921).

Loewner 1917 yilinda C smifindaki fonksiyonlarin katsayilari ile ilgili agagidaki

teoremi vermistir:

Teorem 3.2.11. Eger (3.1) ile verilen f(z) fonksiyonu C simifinda ise, her bir pozitif n

tamsayis1 i¢in

olur. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik f(z) = 1— fonksiyonu i¢in saglanir (Loewner 1917).
—Z

1920 yilinda Nevanlinna (Nevanlinna 1920-21) S smifindaki bir fonksiyon

altinda r<2—+/3 i¢in her bir | z |= 7 ¢emberinin resminin basit kapali konveks bir egri
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olacagini gdstermis ve r>R, i¢in S smifinda olan ve | z|=r ¢emberini konveks bir
egriye resmetmeyen bir fonksiyonun varligint da ispatlamistir. Bundan dolayi,

R, =2- NG) sayis1 kesindir ve bu sayiya “S sinifimin konvekslik yarigapt” denir.

1934 yilinda Grunsky (Grunsky 1934) “S smifinin yildizillik yarigcapinin™

1+r =« o
In —— =— denkleminin kokii olan
1-r 2
72
Ry =<1~ tanh Z ~0,65579
¢ +1 4

sayist oldugunu gostermistir.

1936 yilinda Robertson (Robertson 1936) tarafindan o —mertebeli konveks ve

o — mertebeli yildizil fonksiyon kavramlari agagidaki gibi tanimlanmistir.

Tamm 3.2.12. (@ —Mertebeli Yildizil Fonksiyon) Eger (3.1) ile tanimli f(z) fonk-

siyonu tiim z € U degerleri i¢in

Re [L'(Z)}Za
f(2)

esitsizligini saglarsa, f(z) fonksiyonuna “a — mertebeli yildizil fonksiyon” denir. a —

mertebeli y1ldizil fonksiyonlarin kiimesi S” () ile gosterilir.

Tamm 3.2.13. (@ —Mertebeli Konveks Fonksiyon): Eger (3.1) ile tanimli f(z)

fonksiyonu tim z e/ degerleri igin

Re[1+ Zf”(z)jZa

f'(@)
esitsizligini saglarsa, f(z) fonksiyonuna “a — mertebeli konveks fonksiyon” denir. o —

mertebeli konveks fonksiyonlarin kiimesi C(«) ile gosterilir.

o —mertebeli yildizil ve o —mertebeli konveks fonksiyonlarin arasindaki

Alexander Teoremine benzer iliski asagida verilmistir:

f(eCla)=F()=zf"(2)eS (a).
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Yildiz1il fonksiyonlar sinifim1 kapsayan ve Kaplan (Kaplan 1952) tarafindan

verilen ilging bir sinif da konvekse-yakin fonksiyonlar sinifidir.

Tamm 3.2.14. (Konvekse-Yakin Fonksiyon) f(z) fonksiyonu {/ birim diskinde

analitik olsun. Eger

Re(f’(z)]>0
g'(2)

olacak sekilde konveks bir g(z) fonksiyonu veya esdeger olarak

Re{ L'(Z)]ﬂ)

g (2)

olacak sekilde yildizil bir g(z) fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonuna konvekse-yakin
Jonksiyon adi verilir. f(0)=f'(0)—1=0 kosullar1 ile normalize edilmis konvekse-yakin
f(2) fonksiyonlarinin sinift KC sembolii ile gosterilir. Bu tanimdaki f(z) fonksiyonunun
tinivalent olmasi gerekmez. Bundan bagka, g(z) fonksiyonunun da g (0)=g'(0)—1=0
seklindeki normalize kosullarini saglamasi gerekmez.

Konvekse-yakin fonksiyonlar icin Kaplan Teoremi olarak bilinen teorem

asagidaki gibidir.

Teorem 3.2.15. (Kaplan Teoremi) f(z) fonksiyonu, ¢/ birim diskinde analitik ve yerel
tinivalent, yani f'(z)#0 olsun. Budurumda f(z) fonksiyonunun konvekse-yakin olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul 6, <8, olan her bir 8,6, reel say1 ¢ifti ve her bir r (0<r<1)

sayisina karsilik z=r "% olmak uzere,

esitsizliginin saglanmasidir (Kaplan 1952).

1955 yilinda M.O. Reade konvekse yakin fonksiyonlarin katsayilarinin

Bieberbach tahminini sagladigin1 gostermistir.
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Teorem 3.2.16. Eger (3.1) ile verilen f(z) fonksiyonu konvekse yakin fonksiyon ise, bu

durumda her bir pozitif n=2,3,... i¢cin
la, |< n
olur. |a, |=n esitligi bir n>2 olmak iizere f(z) fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun

bir donmesi olmasi1 durumunda saglanir (Reade 1955).

S sinifindaki konvekse-yakin fonksiyonlarin “konvekse-yakinlik yarigapt”

0.80... olarak hesaplanmistir (Krzyz 1962).

Konveks olan her fonksiyon ayni zamanda konvekse-yakindir. Daha geneli,
yildizil olan her fonksiyon konvekse-yakindir. Ayrica her konvekse-yakin fonksiyon

univalenttir. Bu durum
CcS cKcS

kapsama zinciri ile gosterilebilir.

.. z—z°12 1| z z
Omegin 1 <Z>=W:5[E+<Hy

] fonksiyonu konvekse yakindir.

"(z 1
Gergekten, g(z)=L konveks fonksiyonu i¢in Re m =Re{—}>0 olur.
-z g'(2) -z

' 2
Ancak bu fonksiyon yildizil degildir ¢iinkii Re[zf—(z)} =Re {—} olur ve bu
(@ (1-2)(2-2)

ifade z=0,7+0,7i degeri i¢in pozitif degildir. (Sekil 3.12.)
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2
Sekil 3.12. U birim diskinin f(z)= 1(1_1 ;22
—

fonksiyonu altindaki resmi

S sinifinin diizgiin y1ldizil ve diizgiin konveks fonksiyonlardan olusan altsiniflari
Goodman tarafindan ¢alisilmustir.
Tanmm 3.2.17. (Diizgiin Yildizil Fonksiyon) Eger f(z) yildizil bir fonksiyon ve ¢
merkezi de U/ birim diskinde kapsanan her y dairesel yay1 i¢in f(y) yayr f(g)
noktasina gore yildizil ise f(z) fonksiyonuna ¢/ birim diskinde “diizgiin yildizil

Jonksiyon” denir (Goodman, 1991a).

Tamm 3.2.18. (Diizgiin Konveks Fonksiyon) Eger f(z) konveks bir fonksiyon ve ¢
merkezi de U/ birim diskinde kapsanan her y dairesel yay1 i¢in f(y) yay1 konveks ise
f(z) fonksiyonu U diskinde “diizgiin konveks fonksiyon” olarak adlandirilir. Bu sinif
UCYV ile gosterilir (Goodman, 1991b).

Diizgiin konveks fonksiyonlar sinifinin genellestirmesi olan k — uniform
konveks fonksiyonlar siifi 1999 yilinda Kanas ve Wisniowska (Kanas ve Wisniowska,
1999) tarafindan ¢aligilmustir.

Tanim 3.2.19. (k —Diizgiin Konveks Fonksiyon) 0 <k <o olsun. Eger |¢|<k olmak
tizere U da kapsanan ¢ merkezli her dairesel y yaymin resmi konveks ise (3.1) ile
verilen f fonksiyonuna ¢/ birim diskinde “k — diizgiin konveks (k —uniform konveks)

fonksiyon” denir. Bu sinif k—UCV ile gosterilir. k =1 i¢in diizgilin konveks fonksiyonlar
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siifi ve k=0 icin konveks fonksiyonlar sinifi elde edilir. Bu durum sembolik olarak

1-UCV =UCV ve 0—UCV = ile gosterilir.

Diizglin yildizil fonksiyonlar sinifinin genellestirmesi olan & —yildizil
fonksiyonlar sinifi yine Kanas ve Wisniowska (Kanas ve Wisniowska, 2000) tarafindan

2000 yilinda verilmistir.
Tanim 3.2.20. (k — Yildiz1l Fonksiyon) k —yildizil fonksiyonlar sinifi
k—ST={feS: f=z28'(z), §€k-UCV, 0<k<wx}
ile tanimhdir. k —yildizil fonksiyonlar simifi k—S7 ile gosterilir. k=0 ise yildizil
fonksiyonlar sinifi elde edilir.
k—ST ve k—UCV smiflar1 arasinda
fek-UCV & zf'ek—-ST
seklinde Alexander bagintis1 vardir (Kanas ve Wisniowska 2000).

Kendisi S sinifinda olmadigi halde tinivalent fonksiyonlar teorisindeki birgok
problemin ¢oziimiinde 6nemli bir role sahip olan fonksiyonlarin bir sinifi da Pozitif reel

kisma sahip fonksiyonlar sinifidir.
Tamm 3.2.21. (Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar) z € I/ olmak {izere
R =14+qz+ g0+t g, +=14 Y q,2"
n=1
formunda, {{ birim diskinde analitik ve birim diskteki noktalar i¢in Re{f(z)}>0

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin sinifina “pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar

swnifi” veya “Carathéodory Sinifi” denir. P ile gosterilir.

Bu siniftaki fonksiyonlarm iinivalent olmasi gerekmez. Ornegin, f(z)=1+z2"

fonksiyonu n>0 tamsayisi i¢in Carathéodory sinifindadir, ancak n>?2 i¢in {inivalent

fonksiyon degildir.
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1+ -
Ly(z)= I_Z =142z+427% +-=1+ 22 z" Mobius fonksiyonu P smifindadir ve
-2 n=l

birim diski H":Rew>0 yar1 diizlemi iizerine resmeden analitik ve {inivalent bir

fonksiyondur.

P smifindaki fonksiyonlarin katsayilari ile ilgili asagidaki teorem 1907 yilinda

Carathéodory tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 3.2.22. (Carathéodory Teoremi) 7 >1 bir tamsay1r olmak {izere, (3.1) ile

verilen f(z) fonksiyonu Caratheodory smnifinda ise |p, |<2 esitsizligi vardir. Bu

2ri
esitsizlik kesindir. ¢, 20 (k=1,2,...,n) ve p=e 4 iken

I+p

n k ©
Z m
G =Y =14 P,z
k=1 1 < m=1

ve Z 4, =1 ise, G(z) fonksiyonu Caratheodory sinifinda olur, P, =2 esitligi saglanir
k=1

(Carathéodory 1907).

Alexander, pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar ile iinivalent fonksiyonlar

arasindaki iligkiyi gosteren asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 3.2.23. Eger f'(z) e P ise bu durumda f(z) fonksiyonu Z/ birim diskinde

tinivalenttir (Goodman 1983).

Teorem 3.2.23’iin genellestirmesi olan asagidaki teorem birbirlerinden bagimsiz
olarak Noshiro (Noshiro 1935) ve Warschawski (Warschawski 1935) tarafindan

verilmistir.

Teorem 3.2.24. (Noshiro-Warschawski Teoremi) Bir konveks D bolgesindeki biitlin

Z degerleri ve en az bir a reel sayis1 i¢in
Re(ef“ f'(z))>0

esitsizligi saglaniyorsa f(z) fonksiyonu D boélgesinde iinivalenttir.
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Omegin, f(z)=-z-2log(1-z) fonksiyonunun tiirevi

fl@=—"=L(z)eP

1+
1-z

olup, U birim diski konveks bir bolge oldugundan f(z) fonksiyonu ¢/ diskinde

tinivalenttir. (Sekil 3.13.)

Sekil 3.13. ¢/ birim diskinin f(z) =-z-2log(l- z) fonksiyonu altindaki resmi

3.3. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Bu boliimde ¢alismamizda kullanilan bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlari ve temel

ozellikleri verilmistir.

3.3.1. Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu 6zel fonksiyonlar arasinda en yaygin kullanilan fonksiyondur.
Diger ileri diizey matematiksel fonksiyonlarin hemen hemen tiim integral veya seri

gosterimlerinde kullanildigi i¢in ilk olarak bu fonksiyonu vermek gerekir. I'(z) sembolii

ile gosterilen Gamma fonksiyonu

I'(z)= Tu“e“du, Re(z) >0 (3.4)
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integral formiili ile tanimlidir. Bu integral gosterimi yalnizca C *nin sag yar1 diizleminde

gecerli olsa da I'(z) i¢in en yaygin gosterimdir. Farkli yollarla sol yar1 diizleme analitik

devam miimkiindiir. Analitik devamla, I'(z) fonksiyonunun analitiklik bdlgesi

D, = C—{O,—l, —2,...} olur.

[=]

]

ur U \—— /

(=N |
I

Sekil 3.14. I'(x) in fonksiyonun grafigi

(3.4) denklemine kismi integrasyon uygulanirsa, en azindan bir Re(z) >0 ig¢in

I'(z) fonksiyonunun
['(z+1) =zI'(2) (3.5)

denklemini sagladigi goriiliir. Bu denklem yinelenerek n € N i¢in

I'(z+n)=z(z+D(z+2)..(z+n-DI'(2) (3.6)

denklemi elde edilir. (3.5) ve (3.6) ile verilen formiiller herhangi bir z € D noktasina

genisletilebilir. I'(1) =1 oldugundan negatif olmayan tamsay1 degerleri i¢in
'(n+1)=n! n=0,1,2,...
formiilii elde edilir. Sonug olarak I'(z) fonksiyonu,
z!'=T(z+1)
kompleks faktoriyel fonksiyonunu tanimlamak i¢in kullanilabilir.

(3.4) denkleminde u =V’ yazilirsa,

I'(z)= ZJ.e_Vzvzz_ldv Re(z)>0
0
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Gauss integral gosterimi elde edilir. Bu formiil kullanilarak

r(%j - je dv =7 ~1.77245

0

hesaplanir. Buradan, n e N degerleri i¢in

1Y T 25 1YRn-D! (2n)!
F(n+EJ:je v dv:l“(aj :«/;

) 2" 2% !

formuli elde edilir.

Yansima formiilii olarak bilinen ve Gamma fonksiyonu ile siniis fonksiyonu

arasindaki iliskiyi gosteren

T()[(1-z)=—>

sinzz

formiilii olduk¢a 6nemlidir. Bu formiil I'(z) fonksiyonunun sifirinin olmadigini gosterir.
Gergekten z =0,F1,F2,... noktalarinda sifir1 olamaz ve eger I'(z) tamsay1 olmayan bir
z degeri icin sifir oluyorsa, yansima formiiliinden bu sifir T'(1-z) 'nin bir kutbu
olmalidir. Bu dogru olamaz. Bu durum 1/T°(z) 'nin bir tam fonksiyon oldugu anlamina

gelir.

Gauss asagidaki ¢arpim formiiliinii ispatlamistir:

n—1
F(I’lZ) — (272.)(1—;1)/2 nnzl/ZHF[Z +Ej’ n= 2’ 3’ .
k=0 n

Bu formilde n =2 alinirsa

1

=

Legendre ikileme (duplication) Formiilii ve n =3 almirsa

r(2z 2 F(Z)F(z +%j

2

| P 1 <
F(3z)—E3 F(z)r(z+3jr(z+3j

iicleme (triplication) formiilii elde edilir.
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(z), ile gosterilen Pochhammer sembolii, (z),=1 ve negatif olmayan n

tamsayilari igin

r
(), = 2(z 4+ 1)z +2) . (24 —1) = LEFT)
['(z)
seklinde tanimlidir. Pochhammer sembolii
I'(z+1)
=z2(z-1)(z-2)..(z—=n+1)=———"—, N
(2), =2(z—D(z=2)..(z—n+1) TE— ne

tanimlanarak negatif tamsayilara genisletilir.
(3.4) ile verilen Gamma fonksiyonunun integrasyon araligin boliinmesiyle Eksik
Gamma fonksiyonu elde edilir. Ortak tanimlari

y(a,z):= Iua_le_”du

0

INa,z) = Iu“‘le_”du

seklindedir. y(e,z) fonksiyonu i¢in Re(er) >0 oldugu ve z kompleks sayisina gore

|arg(z)| <7 oldugu varsayilir. Boylece Re(a) >0 ve |arg(z)| <7 i¢in

y(a,z2)=T'(a)-1(,2)
ve

I'a,2)=T(a)-y(a, 2)
elde edilir.

3.3.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu

Re(p)>0

B(p,q)=|u""(1-u)""du,
(P,q) ju (1—u)"" du {Re(q)>0

integrali ile tanimlidir. Gamma fonksiyonu ikinci ¢esit Euler integrali olarak

adlandirilirken, Beta fonksiyonunun bu gosterimi birinci ¢esit Euler integrali olarak

bilinir. Gamma fonksiyonu ile arasinda
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I'(pT(q)

Br =T

seklinde bir iligki vardir.

3.3.3. Bessel Fonksiyonu

Bessel fonksiyonu basta fizigin hidrodinamik, radyo fizigi, matematiksel fizik,
niikleer fizik ve atom fizigi gibi uygulama alanlar1 olmak iizere matematigin ve bir cok
farkli alanlarin problemlerinin ¢dziimiinde kullanilan bir 6zel fonksiyondur. Bu fonksiyon
D. Bernoulli (Bernoulli 1734) tarafindan ilk olarak 1734 yilinda tanimlanmis olmasina
ragmen, ismini F.W. Bessel’den (1784-1846) almaktadir. L. Euler dairesel bir zarin
titresimlerinin analizinde mertebesi tamsayir olan Bessel fonksiyonunu kullanmistir
(Euler 1759). Bessel, bu fonksiyonu Kepler’in hareket eden farkli {i¢ kiitlenin hareketini
ayn1 yer¢ekimi ivmesi altinda hesaplama problemini ¢c6zmeye ¢alisirken sistematik olarak

incelemistir (Bessel 1824).

Birinci tiir Bessel fonksiyonu, z€C ve v reel ya da kompleks degerli bir

parametre olmak iizere

A (—1)k z 2k+v
J.(2)= z 3.7
/(&) kz%F(k+1)F(k+v+l)[2] -7)

kuvvet serisi gosterimi ile tanimlidir.

v bir tamsay1 oldugunda Bessel fonksiyonu bir tam fonksiyon olarak karsimiza

¢ikar. Bu durumda
J,(@=-=D"J (2), n=12,..

olur. Gergekten de

Z (_ 1)k [£]2k+n

Tk ml2
B 0 (—1)k £2k7n ( 1)n+s [_]2v+n
J"(Z)_kz;k!(k—n)![2] Z(n—f—s)'s‘

seklindedir. v 'nin baz1 6zel degeri i¢in agagidaki fonksiyonlar elde edilir.
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J (z) icosz, J (z) —smz, J (z) (sz osj
V54

Eger v bir tamsay1 degilse (z/2)" carpam nedeniyle Bessel fonksiyonu z =0
da bir dallanma noktasina sahip olur. Bu yiizden |arg(z)|<z olan yani kompleks

diizlemde negatif reel yar1 eksen atilarak z noktalari segilir. Kesilmis diizlemde belirli
z noktalar1 i¢in (3.7) ile verilen serinin terimleri v degiskeninin analitik fonksiyonu
olduklarindan serinin diizgiin yakinsakligi, J,(z) *nin v . mertebeden bir tam fonksiyon
oldugunu soyler.
Bessel fonksiyonlartyla genellikle p(z) ve ¢(z) analitik fonksiyonlar olmak
uzere
3

d d
d—Zzu(z) + p(2) d—Zu(z) +q(2u(z)=0

formundaki ikinci derece diferensiyel denklemlerin teorisinde karsilasilir. Eger bu

2

1
diferensiyel denklemde p(z)=— ve q(z)zl—v—2 secilir ve kuvvet serileri ile
Z Z

coziiliirse (3.7) elde edilir. Sonug olarak birinci tiir Bessel fonksiyonu

12+t (z)—i—(l—v—]u(z) 0
Z

Z
denklemini saglar. Bu denkleme Bessel diferensiyel denklemi denir.

3.3.4. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu kesirli kalkiiliisiin ¢esitli uygulamalarinda 6énemli bir

yere sahip olan bir 6zel fonksiyondur. Ea(z) semboliiyle gosterilen Mittag-Leffler

fonksiyonu, onu yirminci yiizy1lin basinda tanitan ve arastiran biiyiik Isve¢li matematikci
Gosta M. Mittag-Leffler'in onuruna bu isimle anilmaktadir (Mittag-Leffler, 1903a,
1903b, 1904, 1905). Bu fonksiyon, tiim kompleks diizlemde yakinsak olan

a>0,zeC (3.8)
seri gosterimi ile tanimlanir. Bu ylizden E, (z) bir tam fonksiyondur.
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a — 0" i¢in limit alinisa

< 1
Ey()= 2" =—, |zfI
k=0 I-z
oldugundan tiim kompleks diizlemde analitiklik kaybolur.

Ustel fonksiyonun seri agiliminda k!=T'(k +1) yerine ak!=T(ak+1) alinirsa

Mittag-Leffler fonksiyonunun iistel fonksiyonun bir basit genellemesi oldugu goriiliir.

Boylece
E (z)=¢

yazilabilir. Ayrica (3.8) ile verilen kuvvet serisinin yakinsakligi icin Re(ar) >0 olmak

kosuluyla, o kompleks olarak alinabilir. Ea(z) fonksiyonu i¢in

E, (+z%) =cosh(z), E, (-z%)=cos(z), ze€C
ve
E]/z (iZI/Z) — ¢ [1+€,f(izl/2):| _ ezei'fC(iZUZ), zeC

yazilir. Burada erf ve erfc sembolleri ile sirasiyla
2 ¢ e
erf(z)=—_[e du, ze€C
N7

ve
erfc(z)=1-erf(z), zeC
ile taniml1 hata fonksiyonu ve tamamlayici hata fonksiyonu gosterilmektedir.

(3.8) ile verilen Mittag-Leffler fonksiyonunun taniminda Gamma fonksiyo-

nundaki 1 sabitinin keyfi bir f kompleks sayis1 ile degistirilmesiyle

p— N Zk
Eaﬁ(Z)—Z—r D)

k=0

Rea>0, peC, zeC (3.9
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seklindeki genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyona iki
parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu da denir. =1 igin E, (2) =E_(z) oldugu
aciktir. Bu fonksiyonun bazi 6zel parametre degerleri i¢in asagidaki fonksiyonlar elde
edilir.

e’ —1

<

E,(2)=¢ E ()=

sinh(z sin(z
Ez,z(+zz): Z( ) Ez,z(_zz B Z( )

3.3.5. Miller Ross Fonksiyonu

1923 yilinda Kenneth S. Miller and Bertram Ross

k
E, (=2, 2

_ .1
o Tv+k+1) (3.10)

seri gosterimine sahip fonksiyonu ¢alismislardir (Miller ve Ross 1923). (3.9) ile verilen

iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ile karsilastirildiginda,
Ev,c(z) = ZVE],VH (CZ)

oldugu aciktir. Eksik gamma fonksiyonunun seri gosterimi yardimiyla

-V

c e
I'(v)

E (2)=2"¢"y (v,c2) = y(v,cz)

seklinde yazilabilir. e“y"(v,cz) bir tam fonksiyon oldugundan, E, .(z) fonksiyonu

v>—1 i¢in herhangi mertebeden hem kesirli integrali hem de kesirli tiirevi bulunan
fonksiyonlardandir. Miller-Ross fonksiyonunun bazi 6zel parametre degerleri ig¢in

asagidaki fonksiyonlar elde edilir.

E,.(0)=0, Rev>0

o (@ .
EO’C(Z)_; Thk+l)

k
Z z
E (2)= E =e°
o1 “~ Tk +1)
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3.3.6. Rabotnov Fonksiyonu

1948 yilinda Yu. N. Rabotnov, kati mekanik iizerine ¢alisan Yu. N. Rabotnov,
viskoelastisitede uygulanan 6zel bir fonksiyon kullanmistir. Giinlimiizde Rabotnov

kesirli iistel fonksiyonu veya kisaca Rabotnov fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyon

) IBka(Ha)

Rop(@=2 ,Z; T(k +D(a +1))

(3.11)

seklinde tanimlanir (Rabotnov 1948). Bu serinin herhangi bir degiskeninin herhangi bir
degerinde yakisak oldugu aciktir. & =0 igin Rabotnov fonksiyonu standart iistel e”*

fonksiyonuna indirgenir. Rabotnov fonksiyonu ile Mittag Leffler arasinda «, 3,z C

olmak tzere

Ra’ﬂ (Z) = ZaElJra,lJra (ﬂzh—a) s

bagintis1 vardir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, ¢alismamizda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

4.1. k —Yidizil ve k — Diizgiin Konveks Fonksiyonlar ile Baglantih

Normalize Dini Fonksiyonu

Bu boéliimde, normalize edilmis Dini fonksiyonu k—yildizil ve k—diizgiin
konveks fonksiyonlar siniflarinda yer almast icin yeterli kosullar verilmistir. Bu boliimde
verilen sonuglar, “Journal of Applied Mathematics and Informatics” adl1 dergide yayina

kabul edilmistir. (Ece ve ark. 2021)
Elde edilen sonuglar1 vermeden 6nce baz1 6nemli bilgileri hatirlatalim.
U birim diskinde analitik ve
f(@=z+) a," 4.1)
n=2

formunda olan fonksiyonlarin sinifi 4 olsun. 4 simifindaki tinivalent fonksiyonlarin
smifi S ile gosterilsin. k—UCV ve k—ST, Tanim 3.2.19 ve Tanim 3.2.20 ile verilmis
olan k—diizgiin konveks fonksiyonlar siifi ve k—yildizil fonksiyonlar sinifi olsunlar.

Bu siniflarin analitik gdsterimi sirastyla

k—UCV={feS:Re{1+Z}c:'((zz))}>k Z;:'((ZZ)) ;zeU,O£k<oo}
=31 = €d:Re L(Z) > Zf'(Z)— 32 € <k<o
k ST—{f S.R{f(z)} Ky leev0sk }

seklindedir. Bu siiflara ait fonksiyonlarla ilgili asagidaki yardimer 6nermelerde verilen

katsay1 esitsizlikleri Kanas ve Wisniowska tarafindan elde edilmistir.

Yardimci Onerme 4.1.1. (4.1) ile verilen f fonksiyonu ve k (0 <k< oo) i¢in

< L

k+2

aﬂ

gn(n—l)
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1
esitsizligi saglanmiyorsa, f e€k—-UCV olur. Tag Sayst artirllamaz. (Kanas ve
Wisniowska, 1999)

Yardimer Onerme 4.1.2. (4.1) ile verilen f fonksiyonu ve k (0 <k <o) i¢in

i(n+k(n—1))|an|ﬁl

n=2

esitsizligi saglantyorsa, f € k—ST olur. (Kanas ve Wisniowska 2000)

J,(2) birinci tiir Bessel fonksiyonu olmak iizere Bessel fonksiyonlarinin 6zel bir

kombinasyonu olan Dini fonksiyonu w,: U = C,
w,(2)=(1=-v)J,(2)+2/,'(2)
ile tanimlidir. Dini fonksiyonunun A sinifinda olmadig: agiktir. Bu yilizden

£@=2TE+Dz 2 (A-0J,(0)+V2 7, W)
Ly V' @nDED

= 4'nlTCv+n+l)

ile normalize edilebilir. Elde edilen bu yeni fonksiyon

& EYT@r-DEw+D
f"(Z)_“; A (—DITv+n)

4.2)

seklinde diizenlendiginde A sinifinda oldugunu gérmek kolaydir. Bu durumda, yukarida
verilen yardimci 6nermeleri kullanarak, normalize edilmis Dini fonksiyonunun k£ —-UCV

ve k—ST smiflarinda olmasi i¢in yeterli kosullar elde edilebilir.

Teorem 4.1.3. v>—1 ve

1
(k+2)e*+ ! s+ 0 >+ 3 <1
R20w+1)" 16(v+1D)° 2(v+1D)

olsun. Bu durumda (4.2) ile verilen normalize edilmis Dini fonksiyonu k—-UCV

sinifindadir.

Ispat: Yardimci Onerme 4.1.1°den (4.2) ile verilen f,(z) fonksiyonu igin
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~ |( "'n-DhE+D| _ 1
;n(n Dla,| = Zn( \4"‘1(n—1)!r(v+n) \Sk+2 *3)

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir.

& @n=DI(w+D)
L) = 2 =

seklinde tanimlansin.
n’=n-1n-2)n-3)+6(n-1)n-2)+7(n-1)+1
n’=n-D(n-2)+3(n-1)+1
n=(mn-1)+1

esitliklerinden faydalanarak L, (v) ifadesi diizenlenirse

L(v)= gz[m ~D(n=2)(n=3)+6(n=D(n =D+ 7(n-D+1] 75 (nr—(:;rliv +1n)
- 32 2[(n =D =2)+3(n =D +1]_ (nr_(f)}lzv )
" g[(” IRAR T (nr—(r)J!rFlzv +n)
= 22 (n=Dn=2)(n=3)7 5 (nli(:)errlzv T 9;:4 (n=Dn=2)73 (nr—(:)j;rlzv +n)
* 6; (=% lmr_(;;rliv +n)

2 T(v+1) o T(v+1) c T(v+1)
_2;4"’1(n—4)!1“(v+n) +9HZ:2“ 4" (n-3)IT(v+n) +6,§‘4”’1(n—2)!1“(v+n)

elde edilir. (v)n Pochhammer semboliinii gostermek tizere,

rv+1) 1

= 4.4)
T'v+n) @+1)

n—1

esitligi kullanilirsa,

0 o0

L= ;4 (n 4)'(v+1) ; (n 3)'(v+1) ; (n 2)'(v+1)

n—1
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yazilir. Ayrica v >—1 i¢in
v+D, , =v+Dv+2)..(v+n-D=(W+ I 4.5)

esitsizligini yazmak miimkiindiir. (4.5) esitsizligi ile
v
L= 2414" (n- 4)'(v+1)" - Z:; (n- 3)'(v+1)” ! Z:Z: (n- 2)’(v+1)” !
1 1
2 4v+4 + 9 e4v+4 + 3 e4v+4

T Aw+1) £ (v+1) A(v+1)

elde edilir. Boylece eger

1 9 30 L
T+ >+ L —
R2@+1)  16(v+1)*  2(v+1) k+2

esitsizligi saglanirsa, (4.3) ile verilen esitsizlik dogru olur. Bu ise

1
(k+2) ! T+ 4 >+ P e <
32(v+1) 16(v+1)” 2(v+1)

kosuluna esittir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.4. Eger k=1 almirsa, Teorem 4.1.3’{in varsayimlar1 geregi v>4.07978

olmalidir. v=35 icin elde edilen

=D""'2n-Dre®) ,
24" (n—1)!IT(5+n)

fs(@)=z+ Z

fonksiyonu 1-UCV =UCV smifindadir. (Sekil 4.1.)

46



Sadettin ECE

*

— p

10

TE

0

Sekil 4.1. U diskinin f;(z) =2+

=D""'2n-DI'(®6)

n=2

Teorem 4.1.5. v>—1 ve

k+1

4" (n=1IT(5 +n)

3k+5
+

1
e4v+4

8(v+1)°

+
4(v+1)

1)S2

Z" fonksiyonu altindaki resmi

olsun. Bu durumda (4.2) ile verilen normalize edilmis Dini fonksiyonu k—ST

smifindadir.

Ispat: Yardimci Onerme 4.1.2°den (4.2) ile verilen f,(z) fonksiyonu icin

i(n+k(n—l))

n=2

an

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir.

= i(n+k(n—
n=2

D" @n-DLe+D|

1))‘

4 (n-D)IT(v+n) |

2n-DI'(v+1)

L ()= i(n+k(n—1))

olsun. Teorem 4.1.3’teki hesaplamalara benzer islemler ile
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Tv+1)
4" (n-DIT(v+n)

L) =Y 2k + D(n-1)(n-2)

+> S n-h—— D 5 T+D

—~ A (n-DIT(v+n) S4"'(n-DIT(v+n)
2 T'v+1)
=) 2(k+1
,;3 (et )4”_1(n—3)!F(v+n)
e TCv+1) e Tv+1)
+;:;‘(3]”5)4"*1(n—2)!r(v+n) Z A (n-DIT(v+n)

elde edilir. (4.4) ve (4.5) ile verilen ifadeler kullanilirsa

g(v)<i 2(k+1) +i 3k+5 i
=4 =)D G4 -2 \v+ D) G4 (n- 1)v(v+1)”1
— %(k+1) +4 3k +5 e4vl+4 +€4vl+4_1
CAw+1) 4(v+1)

elde edilir. Boylece eger

k+1 - 3k+5 ! :
e

4v+4 + €4v+4 +e4v+4 _1 < 1

8(v+1)° 4(v+1)

esitsizligi saglanirsa, (4.6) ile verilen esitsizlik dogru olur. Bu ise

1
k1 3k+5 ) o
Sv+1)  Aw+D)

esitsizligine denktir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.6. Eger k =0 alinirsa, Teorem 4.1.5’in varsayimi geregi v >0.787 olmalidr.

v =1 i¢in elde edilen

S =DT'@en-p
fl(Z)_Z+;4”_l(n—1)!F(l+n)Z

fonksiyonu 0—S7 =S smifindadir. (Sekil 4.2.)
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=D"'@n-np

kil 4.2. U/ diskini )=2z+
Seki iskinin f,(z) ;4,’71(”_1)!1_(1_%”)

z" fonksiyonu altindaki resmi

4.2. Yildizil ve Konveks Fonksiyonlarin Bazi Alt Siniflar1 ile Baglantih

Genellestirilmis Dini Fonksiyonu

Bu boliimde, genellestirilmis Dini fonksiyonu yildizil ve konveks fonksiyonlarin

bazi alt siniflarinda yer almasi i¢in yeterli kosullar verilmistir.

Thulasiram ve arkadaslar1 2014 yilinda 0<a <1 ve 0< S <1 olmak {izere

Re(zf'(z)wzzf"(z)}a’ e

f(2)

esitsizligini saglayan f € A fonksiyonlarmin G(3,«) alt sinifim1 tanimlamiglar ve bu
siifa ait fonksiyonlar i¢in agagidaki katsay1 esitsizligini ispatlamislardir.
Yardime1 Onerme 4.2.1. Eger

D> (n+ pn(n-D-a)a,|<(1-a)

n=2

esitsizligi saglaniyorsa, f .4 fonksiyonu G(3,«) sinifindadir (Thulasiram ve ark.

2014)
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Bundan baska, 0<a <1 ve 0< f <1 olmak lizere

re (zf'@+BZf () cu aew
f'(2)

esitsizligini saglayan f € A fonksiyonlarinin sinifin1 (3, «) ile gosterelim. Bu iki sinif

arasinda
fekB.a)=zf'eG(f.a)

seklindeki Alexander bagintis1 vardir. Ayrica =0 i¢cin GO0,2)=5S*(a) ve
K(0,a) =C(a) oldugunu gérmek kolaydir.

K(3,a) sinifi igin katsay1 esitsizligi asagidaki gibidir.
Yardime1 Onerme 4.2.2. Eger
D n(n+ pn(n-1)-a)|a,|<(1-a)
n=2
esitsizligi saglaniyorsa, f € .4 fonksiyonu K(3,«) sinifindadir. (Seker ve Stimer Eker

2020)

J,(2) birinci tiir Bessel fonksiyonu olmak iizere Bessel fonksiyonlarinin 6zel bir

kombinasyonu olan genellestirilmis Dini fonksiyonu ¢ € R* olmak iizere, w, ,: U/ —C
w, (2)=(c—)J (2)+2],'(2)

ile tanimlidir. Genellestirilmis Dini fonksiyonunun 4 sinifinda olmadig1 agiktir. Bu

yiizden

[ =20z (e =na o) +42 7, (2))

=D"'Cn-2+c)C(v+1) n
= z n—1 Z
= A" (m-D'T(v+n)

ile normalize edilebilir. Elde edilen bu yeni fonksiyonun A4 smifinda oldugunu gérmek
kolaydir. Bu durumda, yukarida verilen yardimci onermeleri kullanarak, normalize

genellestirilmis Dini fonksiyonunun G(3,a) ve K(/3,«) smiflarinda olmasi i¢in yeterli

kosullar elde edilebilir.
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Teorem 4.2.3. v>—1 ve

1
2(1_a)_e4¥,+4(1_a+ B 3+(8+c)ﬁ+22+2,8(2+c)+c+2(2—a)]20
32c(v+1)”  16¢c(v+1) de(v+1)

olsun. Bu durumda f, (z) ile verilen normalize genellestirilmis Dini fonksiyonu G (53, )
siifindadir.

Ispat: f..,(z) fonksiyonunu

= (=D Q2n-2+)C(v+1)
_ 4.
Jeu(2) z+§ c4" (n—-D)'T(v+n) - -

seklinde yazmak miimkiindiir. Yardimc1 Onerme 4.2.1°den bu fonksiyonun

e (-D)"'2n=2+c)(v+1)|
-1
;(“ﬂ " DT ) |

<(-a) (4.8)

esitsizliginin saglandigini1 gostermek yeterlidir.

2n-2+c)I'(v+1)
cA"'(n-DIT(v+n)

Lw.a.f) =3 (n+ fu(n-1)-e)

seklinde tammlansmn.
n’=m-)n-2)(n-3)+6(n-1)(n-2)+7(n-1)+1
n’=n-1)(n-2)+3(n-1)+1
n=n-1)+1

esitliklerinden faydalanarak L,(c,,v) ifadesi diizenlenirse

= 2B(n—1)(n-2)(n-3)(v+1) +i [8+¢)B+2](n—D(n—-2)L(v+1)

L(v,a,p) :; 4" (n=D'T(v +n) ~ 4" '(n-D'T(v+n)

+i[2,3(2+c)+cl+2(2—a)](n—1)l"(v+l)+i c7(11—a)r(v+1)
= cd""(n-D!I'(v+n) Scd"" (n-DT'(v+n)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
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R 2BT(v+1) = [8+0)B+2)|T(v+1)
Lj(v’a’ﬂ)_,,Z:;c4"*1(n—4)!r(v+n)+,§ 4" (n=3)T(v+n)

Z[2ﬁ(2+c)+c+2(2 a)|T(v+1) i (1-a)L(v+1)
~ cA"'(n-2)'T(v+n) 4N (n-D'T(v+n)

n

yazilir. (4.4) ile verilen esitlik kullanilirsa,

Zﬂ © 8+C ﬂ+2
L. f)= Z A (- +1), Z;‘ 4”‘<n Hv+D),,

222 +c)+c+2Q2-a) &
+Z;' A (n=-2)\(v+1), Z;' 4“(n 1)v(v+1)

olur. (4.5) esitsizligi ile

© o (8+c)ﬂ+2
L(v,a,p) < ; (- 4)!(V+1)"'+HZ:;‘c4""(n—3)!(v+1)”_1

S20R2+0)+c+22-a) < -
+Z; cA"'(n-2)!v+D)"! +”Z=2:4"’1(n—1)!(v+1)”’1

=(1-a) e“"%—l +—’B ehrHd 4 —(8+C)'B+2 4v+4 2p2+c)+ct+2(2-a) 4v+4
32c(v+1)° 16¢(v+1)> 4e(v+1)

elde edilir. Boylece eger

(l—a) e4V1+4—1 +Le4”4 M 4v1+4 202+c)+c+22-a) 4V+4 <d-a
32c(v+1)° 16¢(v +1)* 4de(v+1)

esitsizligi saglanirsa, (4.8) ile verilen esitsizlik dogru olur. Bu ise

(1) 2 v B B+0B+2 o5 2pQ+o)+c+22-a) on
—a) —e ——— ¢ —_—
32c(v+1) 16¢(v+1)? de(v+1)

kosuluna denktir. Boylece ispat tamamlanur.
Ornek 4.2.4. Eger a = f=1/16 ve ¢ =2 alimrsa Teorem 4.2.3’{in varsayimlar1 geregi

v >0.37143 olmalidir. v=2/5 igin elde edilen

& (=)Tar@ars) o,
fz,g(Z)_Z+,,Z:;uv’-l(n—1)!1"(2/5+n)Z

fonksiyonu G(3,«) smifindadir. (Sekil 4.3.)
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D"'al(7/5
Sekil 4.3. 4 diskinin f (Z) Z+Z4n 1( ) 1)}!11_((2/51 )z" fonksiyonu altindaki resmi

Teorem 4.2.5: v>—1 ve

1 1
A=)ty B o _1640+2 g

128¢(v+1)* 64c(v+1)°
_(2845¢)B+c+10-2a 4vl+4_4ﬁ(2+")+3c+8_(4+0)ae4v1+420
16¢(v +1)? de(v+1)

olsun. Bu durumda (4.7) ile verilen f, (z) normalize genellestirilmis Dini fonksiyonu

K(3,a) smifindadadir

Ispat: Yardimci Onerme 4.2.2°den (4.7) ile verilen f..,(z) fonksiyonu igin

)" (2n- 2+c)F(v+1)|
4" (n-1)T(v+n) |

in(n+ﬂn(n—l) —) <(l-a) 4.9)

esitsizliginin saglandigini1 gostermek yeterlidir.

2n-2+c)l'(v+1)
cA"'(n-DIT(v+n)

L(v,ap)= in(n+ﬂn(n—1) —)

olsun.

nt=m-Dm-2)(n-3)(n-4)+10(n-D)(n-2)(n-3)+25(n-1)(n-2)+15(n-1)+1
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n’=m-)n-2)n-3)+6(n-D(n-2)+7(n-1)+1
n=n-Dn-2)+3(n-1+1
n=mn-1)+1

esitliklerinden faydalanarak L,(v,a, ) ifadesi diizenlenirse

i 28(n=D(n-2)(n-3)(n—-4HI'(v+1)

L =
(v, ) 2 4" (n—1)IT(v+n)

N i [(16 +c)f+ 2] (n—-D(n-2)(n=-3)(v+1)
— A" ' (n-D'T(v+n)

" Z“’: [B(28+5¢)+c+10-2a](n—1)(n—-2)T(v+1)
cA" ' (n-D'T(v+n)

+Z‘°:[4,8(2+c)+3c+8—(4+c)a](n—1)F(v+1)+i (1—a)T(v+1)

= cA" ' (n=D'T'(v+n) =S4 (n-D)T(v+n)

- 28T (v+1) i [A6+c)B+2)IT(v+1)
A n=-5TWw+n) < c4"'(n-4)T(+n)

N i [(28+5¢)f+c+10-2a)]['(v+]1)
— c4"'(n-3)'T(v+n)

+i[4,8(2+c)+3c+8—(4+c)a]F(v+1) +i (1-a)'(v+1)
5 cd" ' (n-2)T(v+n) 4" (n-1)'T(v+n)

n=

elde edilir. Bu son esitlikte (4.4) ve (4.5) ile verilen ifadeler kullanilirsa

205 i (16+c)p+2

Lv.a, ﬂ)<z A" (n=5v+)"" = A (n-H!v+D)"

Z(28+5c),6’+c+10 20 i4ﬁ(2+6)+36+8_(4+€)a
~ A n=-HIv+D S A -2 v+ D)

0

Z; (n- 1)‘(v+1)" ]

__ B e4‘+4 (16+c)f+2 ﬁ (28+5¢)f+c+10-2a ﬁ
128¢c(v+1)* 64c(v+1)° 16¢c(v+1)?
1 1
+4ﬁ(2+€)+3€+8_(4+€)ae4v+4+(1—(l) e i
4e(v+1)
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elde edilir. Boylece eger

4v+4 4v+4

128¢(v+1)* 64c(v+1)° 16¢(v+1)*

Yij e4‘*4 (16+0)B+2 . (28+5c)f+c+10-2a

1 1
+4ﬂ(2+c)+30+8 (4+C)0!e4v+4+(1_a) ettt —1|<l-a
4e(v+1)

esitsizligi saglanirsa, (4.9) ile verilen esitsizlik dogru olur. Bu ise

b 1
(1—0{) D _pdvtd | ﬂ - ehvd (16 +C),B+ 2 4v+4
128c(v+1) 64c(v+1)°

4v+4

_(28+5€)ﬂ+c+10—2ae : _4ﬂ(2+c)+3c+8—(4+c)a
16¢(v+1)* de(v+1)

1
e4v+4 > O

esitsizligine denktir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.2.6 a=p=1/16 ve c=4 alnirsa Teorem 4.2.5’in varsayimi geregi

v>1.01326 olmalidir. v=3/2 alinirsa elde edilen

D' Cn+2)I'(5/2) ,
fg@=z Z 4 (n—D)ITG3/2+n)

fonksiyonu K(/3,«) sinifindadir. (Sekil 4.4.)
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.
f s Ry - e A1 H
| L il
o a4 ¥ !
r
- o '
7 4 %

2 (=D Q2n+2)I(/2
Sekil 4.4. U diskinin f 3(z)=z+Z:( n) (2n+ 2T )z" fonksiyonu altindaki resmi
47 = 4"(n-D'T'(3/2+n)

Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.5’te =0 alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.2.7. v > —1 olsun. Eger

1
H—a)—eh | 1—gr— 22D 5,
8c(v+1) 4e(v+1)

esitsizligi saglanirsa f,  (z) genellestirilmis Dini fonksiyonu &*(a) smifindadir.

Sonug 4.2.8. v>—1 olsun. Eger

1
32c(v+1)"  16¢c(v+1) 4e(v+1)

esitsizligi saglamirsa f, (z) genellestirilmis Dini fonksiyonu C(«) simifindadir.

Sonug 4.2.7 ve Sonug 4.2.8’de =0 ve c¢=1 alinirsa asagidaki sonuglar elde

edilir.

Sonuc 4.2.9.

! 1 5
2—et | 1+ >+ =0
8(x+1)" 4(x+1)
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denkleminin kokii x, =0,7865597011 olmak iizere v > x, olsun. Bu durumda f, (z)
genellestirilmis Dini fonksiyonu S* sinifindadir.

Sonug 4.2.10.

L 1 11 11
22—t 1+ s+ >+ =
32(x+1)°  16(x+1)*  4(x+1)

denkleminin kokii x, =2,435030799 olmak lizere v > x, olsun. Bu durumda £ (z)

genellestirilmis Dini fonksiyonu C smifindadir.

4.3. Miller-Ross Fonksiyonunun Geometrik Ozellikleri

Bu béliimde, Miller-Ross fonksiyonunun bazi geometrik 6zellikleri incelenmis ve
normalize edilmis Miller—Ross fonksiyonunun ¢/ birim diskinde {iinivalentligi,

konveksligi, yildizillig1 ve konvekse yakinligi i¢in yeterli kosullar elde edilmistir.

Miller-Ross fonksiyonunun geometrik 6zelliklerini inceleyebilmek icin asagidaki

yardimci dnermeleri vermek faydali olacaktir.

Yardimci Onerme 4.3.1. f € A olsun ve
1>22a,2---2ka, 2---20
veya
1<2a,<---<ka, <---<2
oldugunu varsayalim. Bu durumda f fonksiyonu I/ birim diskinde regiiler ve

tinivalenttir (Ozaki 1935).

Ozaki’nin ispatin1 takiben, eger bir f fonksiyonu Yardimc1 Onerme 4.3.1°deki
kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyonunun —log(l — z) konveks fonksiyonuna gére konvekse

yakin oldugu sdylenebilir.
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o

1.0 1.5

557
\XY

Sekil 4.5. 4 diskinin f(z)=-log(1-z) fonksiyonu altindaki resmi

Yardima Onerme 4.3.2. Eger a, >0, {ka,}ve {ka,—(k+1)(q,,)} her ikisi de

artmayan yani 2. dereceden monoton ise, bu durumda f € .4 fonksiyonu S” smifindadir

(Fejér 1936).

Yardimet Onerme 4.3.3. fc.A fonksiyonunun asagidaki dort kosuldan birini

sagladigini kabul edelim.

1>3a, 25a, >2...2 2k +1)a,,,, >2...22a, 2 4a, >...2 2ka,, >...20
1<3a,<5a,<..<(2k+1)a,,,, <..<2a,<4a,<..<2ka, <..<2
123a, 25a, >2...2 2k +1)a,,,, =...2 2ka,, =2...24a, 22a, 20

1<3a, <5a; <..<(2k+1)a,,,, <...<2ka,, <2ka,, <..<4a,<2a,<?2

Bu durumda f fonksiyonu U birim diskinde regiiler ve tinivalenttir (Ozaki 1935).

Yardime1 Onerme 4.3.3’ten, f fonksiyonunun
1>3a,>5a, >...2 2k +Da,,,, >...20
esitsizligini veya

1<3a,<5a,<..<(2k+Da,,,, <..

IA

2

esitsizligini saglayan tek fonksiyon olmasi (yani her bir k>1 i¢in a,, =0 olmasi)

durumunda f fonksiyonunun ¢ birim diskinde regiiler ve tinivalent oldugu kolayca
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sOylenebilir. Ayrica bu son iki esitsizlikten birini saglayan tek fonksiyonun

27'1og ( 1 N Zj konveks fonksiyonuna gore konvekse yakin oldugu sdylenebilir.

Yardima Onerme 4.3.4. Eger f e A fonksiyonu her zell igin |f(2)/z-1|<1
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda f fonksiyonu U, ={z:zeC, |z|<1/2} diskinde

yildizil ve tinivalenttir (MacGregor 1963).

Yardimer Onerme 4.3.5. Eger fe.A fonksiyonu her zell igin | f'(z)—1|<1

esitsizligini sagliyorsa bu durumda f fonksiyonu U, diskinde konvekstir (MacGregor

1964).

k
c,zeC olmak iizere E, (2)=2"), =

———~  ile tanimhi Miller-Ross
o LT(v+k+1)

fonksiyonunun A sinifinda olmadigi agiktir. Bu ylizden

E,.(2) =<~ T+ DE, (2)
i FTw ) y 4.10)
iz (v+k)

ile normalize edilebilir. Elde edilen bu yeni fonksiyonun 4 siifinda oldugu kolaylikla
goriilebilir. Miller-Ross fonksiyonunun taniminda ¢ {iizerinde herhangi bir kisitlama

olmamasina ragmen, bu tezde reel ¢ >0 degerleri ve z € I alinarak ¢alisilmistir.

Teorem 4.3.6. ¢ >0 olsun. Eger v>2c—1 ise normalize edilmis E  (z) Miller-Ross

fonksiyonu {f/ birim diskinde —log(l—z) fonksiyonuna goére konvekse yakindir

boylelikle iinivalenttir.

Ispat: (4.10) ile verilen normalize edilmis [, (z) Miller-Ross fonksiyonunu

k-1
a =1 ve  a=ST0FD g0 @.11)
I'(v+k)

olmak tlzere
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Ev,c (Z) =z+ Zakzk
k=2

seklinde yazalim.

E,.(z) fonksiyonun —log(l—z) fonksiyonuna gore konvekse yakin oldugunu
gostermek i¢in Yardime1 Onerme 4.3.1°i kullanacagiz. Teoremin varsayimlari altinda tiim
k>1 degerleri i¢in a, 20 ve 2a, <1 esitsizlikleri saglandig1 agiktir. {k a, } dizisinin
pozitif reel sayilarin bir azalan dizisi oldugunu gostermeliyiz. (4.11)’den

kT4 (k+D' T(+1)
rov+k) I'v+k+1)

_T+Dc*!
I'v+k+1)

—(k+1Da,,, =

X (k)

elde edilir. Bu denklemde X (k)=k(v+k)—c(k+1) olur. Her k>1 icin k*>>2k—1

oldugundan, teoremin varsayimlari altinda

Xk)y=k>+(Wv-c)k—c
>2R2+v—c)k—c-1

>v—2c+120

elde edilir. Boylece {ka,} bir azalan dizi olur. Bu da ispat: tamamlar.

0

,Z‘ 24t F(k)

k

Ornek 4.3.7. Eol(z) z" fonksiyonu —log(l—z) fonksiyonuna gore

2

konvekse yakindir ve boylece ¢/ birim diskinde tinivalenttir. (Sekil 4.6.)
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z 1
Sekil 4.6. U/ diskinin E ,(z)=z+ ZT 7* fonksiyonu altindaki resmi
03 =2 T'(k)

dc—3+~4c? +8c+1

Teorem 4.3.8. ¢ >0 olsun. Egerv > 5 ise normalize edilmis E (z)

Miller-Ross fonksiyonu ¢/ birim diskinde yildizildir.

Ispat: a, katsayilari (4.10) ile verilmek iizere, B, (2)=z+ Zak z* fonksiyonunu alalim.
k=2

E,.(z) fonksiyonunun {/ birim diskinde yildizil oldugunu ispatlamak i¢in Yardimci

Onerme 4.3.2’yi kullanacagiz. ¢ >0 icin

4c—3+4c +8c+1

2

>2c—1

oldugundan, v iizerindeki kosul v>2c-1 esitsizligini saglar. Bu da {ka,} dizisinin
artmayan dizi oldugu anlamina gelir. Ispati tamamlamak igin {kak —(k+ 1)ak+1} dizisinin
de artmayan oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in b, = ka, —(k +1)a,,, diyelim. (4.11) ile

verilen a, katsayisinin tanimdan faydalanarak
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b, —b,., =ka, —2(k+Da,, +(k+2)a,,,

_KL@ADA 24D+t | (k+ 2T+t
 T(v+k) T(v+k+1) T(v+k+2)

T+
I'v+k+2)

Y (k)
elde edilir. Burada

Yk)=k+Q2v+1-20)k* +[v(v+1) =22 +v)c+ Tk —=2(v + )¢ + 2¢2
seklindedir. Her k>1 igin Y (k) >0 oldugunu gostermeliyiz. Her k>1 tamsayisi i¢in
k* >3k> -3k +1 esitsizligi saglanir. Boylece her k >1 igin

Y(k)=(44+2v=20)k> +[v(v+1) —2Q+v)c+c> =3k —2(v+Dc+2c> +1=Z(k)

olur. Teoremin varsayimindan 4+2v—2c¢ >0 oldugu agiktir. Her k>1 tamsayisi i¢in

saglanan k*> > 2k —1 esitsizligini kullanirsak
Zk) =V +(5=2c)W+c* —8c+ 5Tk —2v(1+¢)+2c> =3 =W (k)
elde edilir. Teoremin versayimindan
VvV +(5-2c)v+c’ —8c+5=(v—c)2+5v-8c+520
esitsizligi kolayca goriiliir. Buradan da

W(k)=W(A)=v>+3c¢> +3v—8c—4vc+2

4c —3+l4c* +8c+1

2

olur. v>

oldugu i¢in W(l)>0 yazilabilir. Boylece her k2>1

tamsayist i¢in

Y(k)>Z(k)>W(k)=W(1)>0

esitsizliklerini ispatlamis oluruz. O halde {b, } dizisi ve bdylece {ka, —(k+Da,,,} dizisi

artmayandir. Boylece ispat tamamlanir.
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++/13

Ornek 4.3.9. Eger c=1 alirsak Teorem 4.3.8’de verilen kosula gore vzl 5

olmalidir. Boylece

O
By ()=2+2, r(3( +)k) ¢

fonksiyonu ¢/ birim diskinde yildizildir. (Sekil 4.7.)

_H\\ ' 'ﬂ:;
I"'l', ‘\‘\\\ llll

Sekil 4.7. U diskinin E,,(z) =z + Z oL

7" fonksiyonu altindaki resmi
i FG+k)

Teorem 4.3.10. ¢ >0 olsun. Eger v > («/5 +2)c—1 ise normalize edilmis B, (z) Miller-

Ross fonksiyonu ¢/ birim diskinde yildizildir.

Ispat : p(z) fonksiyonunu

E', (2)
p(z )_E—() (zel)

seklinde tanimlayalim.

E,.(2)
Z

%0, (zeld)

oldugundan p fonksiyonu {{ birim diskinde analitik ve p(0)=1 olur. Teoremi

ispatlamak i¢in Re(p(z)) >0, (zeld) oldugunu gostermeliyiz. Eger | p(z)—1|<1
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(z € U) ise bu durumda Re(p(z)) > 0 oldugunu giéstermek kolaydir. Verilen varsayimlar

altinda

v+l < 1
Fv+k) (@+D<!

(4.12)

esitsizligi saglanir. Eger z € U ise (4.10) ve (4.12) ifadelerini kullanarak

E, (2)
Z

_ i (k—DI'(v+ 1D e

‘E (8= & Tk

3 i (k—DT(v +1)c*!

= I'(v+k) “@13)

" ¢ V!

c(v+1)

:m, (|C|<|V+1|)

veE

E,.(2)
2

R L(v+1)c e
= T(v+k)

o1 il“(vvtl)ck -
= T'(v+k)

o c k-1
>1- (—)
o\v+1

B v+1-2¢
v+l-c¢)’

(4.14)

(|cl<v+1])

elde edilir. (4.13) ve (4.14) ifadelerinden
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E’
|p(z)_1|:z ve(2) 1‘

E,.(z)

E
E', (2)—- HZ(Z)
- E, (2) ‘

Z

c(v+1)
w+l-0)v+1-2¢)

yazilir. Eger v > (\/2 +2)c —1 ise son ifade 1°den kiiciiktiir. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.11. ¢ >0 olsun. Eger v>3c—1 ise Ew(zz)/z fonksiyonu 27 IOg(H_Zj

1-z

konveks fonksiyonuna gore konvekse yakindir.

Ispat: (4.10) ile verilen [E, .(z) fonksiyonunun taniminda z yerine 7> yazilir ve elde

edilen fonksiyon z ’ye bdliiniirse,

k-1
a =1 ve a2k_l=%v:)l) >2
v+
olmak tizere

E, .(z%) = .
s — Z+za2k_]Z2k 1

< k=2

1+z

fonksiyonu elde edilir. EV,C(Zz)/ z fonksiyonunun 2 log(1 ] fonksiyonuna gore

-z
konvekse yakm oldugunu gostermek icin Yardimci Onerme 4.3.3°ii kullanacagiz.
Teoremin varsayimlari altinda her k > 2 igin a,, , 20 ve 3a, <1 esitsizlikleri saglandig1
agiktir. Simdi {(2k —1)a,,_, } azalan bir dizi oldugunu géstermeliyiz. Temel matematiksel

islemler ile

Qk—D%bf{ﬂHJMMH:r@+DJ1[2k—1_ Qk+Dc}

F'v+k) T'v+k+1)

v+ D!

_rw+k+DTw)
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yazilir. Burada T(k)=2k—-1)(v+k)—Qk+1c seklindedir. k> >2k—1 esitsizligi
kullanilirsa
T(k)=2k>+Q2v-2c—Dk—-v—c
>2v—-2c+3)k—-v—c-2
elde edilir. Teoremin varsayimindan 2v—2c+3>0 oldugu goriilmektedir. Boylece
Tk)>T()=v-3c+1>0
bulunur. O halde (2k-1a,, ,—(2k+1)a,,,, negatif degildir. Diger bir ifadeyle

{(2k —Da,, , } 1>, azalan bir dizidir. Bu da ispati tamamlar.

Ornek 4.3.12. c¢=1 almirsa Teorem 4.3.11°de verilen kosullara gére v =2 olmalidir.

Boylece v =2 i¢in elde edilen

E 2 0
2,1(Z )=Z+Z ra) L2k
Z =T 2+k)

1+z2

fonksiyonu U birim diskinde 27 log( j konveks fonksiyonuna gore konvekse

1-z

yakindir. (Sekil 4.8.)

._/""1"9'

RN

NS

ra
©) 722" fonksiyonu altindaki resmi

[, 1(12) =
Sekil 4.8. U/ diskinin ———=z+)
z iz FQ2+k)
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Teorem 4.3.13. ¢ >0 olsun. Eger v>2c—1 ise normalize edilmis E, (z) Miller-Ross

fonksiyonu ¢4, diskinde tinivalent ve yildizildur.
Ispat: (4.12) esitsizligi kullanilirsa

= Tw+D"

Z — L'(v+k)

E
L) 1‘

i Cv+1Dc*!

= T'(v+k)
w k-1

kZ:Z: ( v+ 1)

c
= , cl<|v+1
— (el<lv+1)
) c
yazilabilir. Yardimci1 Onerme 4.3.4°e gore eger v <1 ise normalize edilmisE__(z)
p— C >

Miller-Ross fonksiyonu ¢4, diskinde yildizildir. Bu ise teoremin varsayimina denktir.

Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 43.14. E, (2)=z+), F(F2(3)k) z* fonksiyonu 4, diskinde inivalent ve
k=

yildizildir. (Sekil 4.9.)

;
5050

x i 0.7

_6_5 0L6

- I'(3)

Sekil 4.9. U, , diskinin E, (z)=z +Z

7" fonksiyonu altindaki resmi
iz I'(2+k)
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Teorem 4.3.15. ¢ >0 olsun. Eger v > (+/2 +2)c—1 ise normalize edilmis [, (z) Miller-

Ross fonksiyonu 24, diskinde konvekstir.
Ispat: (4.12) esitsizligi yardimiyla

i KT+ e

B -1 = Z T(v+k)

© k-1
<Zkr(v+l)c

— L (v+k)

" c V!
<> k| —

,; (v+1j

2ve +2¢ —c?
:m, (|c|<|v+1|)

2ve+2¢—c?

—<1 olur. Yardimc1 Onerme 4.3.5’ten

yazilabilir. Teoremin varsayimindan
v+1-0)

normalize edilmis E, (z) Miller-Ross fonksiyonu 74, diskinde konvekstir.

. = I'4
Ornek 4.3.16. E3’1(Z)=Z+Z ) 7* fonksiyonu U,, diskinde konvekstir. (Sekil

i [(3+k)
4.10.)
0.6 0.6
Wiz IZZENN
06 4 . 06 'E{iigg ' ' :
= . 0 S . 0.4 v’ 7 .-:.:'-,} 0.p 0.4 0.6
\\‘“ __“ i “‘ _/._.. . " ,
-0.6 -0.6
Sekil 4.10. f,, diskinin B (z)=z+ Z% Z"  fonksiyonu altindaki resmi
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4.4. Normalize Edilmis Rabotnov Fonksiyonun Geometrik Ozellikleri

Bu boéliimde, Rabotnov fonksiyonunun bazi geometrik 6zellikleri incelenmis ve
normalize edilmis Rabotnov fonksiyonunun I/ birim diskinde {inivalentligi, konveksligi,

yildizillig1 ve konvekse yakinligi i¢in yeterli kosullar elde edilmistir.

a k(l+a)

R,,(2)=z2

ZO I'((k+ 1)(1 +a)
ile taniml1 Rabotnov fonksiyonu 4 sinifinin elemani degildir. Bu yiizden

Raﬁ(Z) — Zl/(l+a)Ra,ﬂ(Zl/(l+a))

k-1 (4.15)
I'l+a) Z
Zﬂ

> T+ a)k)

ile normalize edilebilir. Elde edilen bu yeni fonksiyonun 4 sinifinda oldugu kolaylikla
goriilebilir. Rabotnov fonksiyonunun taniminda degiskenler ile ilgili herhangi bir

kisitlama olmamakla birlikte, bu tezde reel >0, S >0 degerleri ve z el alinarak

calisilmigtir.

Teorem 4.4.1. >0 ve >0 olsun. Eger a 22/ -1 ise normalize edilmis R, ,(2)

Rabotnov fonksiyonu —log(l — z) fonksiyonuna gore konvekse yakindir boylece ¢/ birim

diskinde tUnivalentir.

Ispat: (4.15) ile tammlanan R, ,(z) fonksiyonu

LT+ a)

a =1 ve a, =
I'd+a)k)

,(k=2) (4.16)

olmak lizere

o0
k
R, ()=2+ 4z
k=2

seklinde yazilabilir. R, ,(z) fonksiyonun —log(l1—z) fonksiyonuna gore konvekse yakin

oldugunu gostermek igin Yardimec1 Onerme 4.3.1°1 kullanacagiz. Teoremin varsayimlari
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_pri+a) _,

altinda tim k>1 degerleri icin a, 20 ve 2a,= <1 esitsizliklerinin
red+a))

saglandig1 aciktir. {k ak} dizisinin pozitif reel sayilarin bir azalan dizisi oldugunu

gostermeliyiz. « >0 i¢in (4.16)’dan

ki —(k+1)a . = KF TA+a) (+DFTA+a)
' YT TR+a)k) | T+ a)k+1)

. kB T(+a) (k+DB'T(+a)
- T((A+a)k)  T(A+a)k+1)

_kK(1+a)p ' Td+a) (k+1)BT(1+a)
T+ a)k+1) C((1+a)k +1)

_ Td+a)p!

= X (k)
rd+a)k+1)

olur. Bu esitlikte X (k)=k’(1+a)—(k+1) seklindedir. Tim & >1 tamsayilari igin

k* > 2k —1 oldugundan, teoremin varsayimlari altinda
X(k)=k*(A+a)—(k+1)B
>QR2a-f+2)k—a-pF-1
>a-2p+120

elde edilir. Boylece {kak} bir azalan dizi olur. Bu da ispat: tamamlar.

0 k
Ornek 4.4.2. R 1(z)=z+2{+ fonksiyonu —log(l1—z) fonksiyonuna gore
o 29T (k)

konvekse yakindir ve boylece ¢/ birim diskinde {inivalentir.

70



Sadettin ECE

0 k
Sekil 4.11. I/ diskinin Ro ()=z+ ZZ‘”Z—F(k) fonksiyonu altindaki resmi
) k=2

Teorem 4.4.3. >0 ve £ >0 olsun. Eger >4 —1 ise, bu durumda normalize edilmis

R, ;(z) Rabotnov fonksiyonu ¢ birim diskinde yildizildur.

k

Ispat: a, katsayilari (4.16) ile verilmek iizere, Raﬁ(z):z+2akz fonksiyonunu

k=2

alam. R, () fonksiyonunun {f birim diskinde yildizil oldugunu ispatlamak i¢in
Yardime1 Onerme 4.3.2’yi kullanacagiz.

a>0 ve >0 oldugundan o >4 -1 kosulu o =2/ —1 olmasini saglar ve bu
Teorem 4.4.1’den {ka,} dizisinin artmayan bir dizi oldugunu gosterir. Ispati
tamamlamak i¢in {kak —(k+1)ak+1} dizisinin de artmayan oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in b, =ka, —(k+1)a,,, diyelim. a, katsayisinin (4.16) ile verilen tanimdan
faydalanarak

b, —b,.,, =ka,—2(k+a,,, +(k+2)a,.,

kB T+a) 2k+)BTA+a) L (k+2) LT+ a)
C T((+a)k) T+a)k+D))  T((+a)k+2))

S kB T+a) 2k+)BT1+a)
T T((+a)k) T((A+a)k+1)
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. kB T(+a) 2k+1)ST(1+a)

- T((+a)k) C((1+a)k+1)
_K(+a)p" ' Tl+a) 2k+D)STd+a)
T T(+a)k+1) C((1+a)k +1)

_ Fd+a)p"

—TYP  y)
T((1+a)k +1)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede Y(k)=k>(1+a)—-2(k+1) f seklindedir. Tim k>1
degerleri i¢in Y (k) ifadesinin negatif olmadigin1 gostermeliyiz. Y (k) ifadesinde k>1
igin k* > 2k —1 esitsizligini kullanirsak

Y(k)22(a—-pB+Dk—(a+24+1)
elde ederiz. Teoremin varsayimlarindan 2(a — f+1) ifadesi negatif degildir ve

Yh)2Y(D)=a—48+120

olur. Boylece {bk} dizisi ve bdylece {kak —(k +1)ak+1} dizisi artmayandir. Boylece ispat

tamamlanir.

Ornek 4.4.4. Teorem 4.4.3’te @ =1/2 ve f=1/4 alimrsa, bu durumda

£ T(3/2)
Ri@=z+ z4k 1r 3k/2) ¢

2’4 k=

fonksiyonu U/ birim diskinde yildizildir. (Sekil 4.12.)

72



Sadettin ECE

|

=, I'(3/2
Sekil 4.12. U/ diskinin R, | (z) = Z+Zkl(—)zk fonksiyonu altindaki resmi
i 47T (3k/2)
Asagidaki yardimci 6nerme bir sonraki teoremimizi kanitlamamizi saglar.

Yardimci Onerme 4.4.5. Eger k eN ve a >0 ise, bu durumda
(1+a)" (k-1)I00+a) <T((1+a)k)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Bu yardime1 6nermeyi k e N ={1,2,...} tamsayilar1 icin tiimevarim yontemi ile

ispatlayalim. k=1 durumu agiktir. k =n i¢in esitsizligin dogru oldugunu kabul edelim.

Diger bir deyisle
(1+a)"™ (n=1)IT(A+a) <T((+an)
olsun. Boylece

(1+a) nTd+a)=(1+a)n(l+a)"” (n-DT(1+a)
<(1+a)nl((1+a)n)
<T(d+a)n+1)

<T((+a)n+1))

yazilabilir. Buise k =n+1 i¢in dogru oldugu anlamina gelir. Bu ispat1 tamamlar.
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Yardime1 Onerme 4.4.5’ten k€N ve o >0 igin

Fl+a) _ 1
L((1+a)k)  (+a) (k-1

4.17)

yazilabilir.

Teorem 4.4.6. ¢« >0 ve £ >0 olsun. W, Lambert W fonksiyonunu gostermek iizere

B

eger 2 —————1 ise, bu durumda normalize edilmis R, ,(z) Rabotnov fonksiyonu
W(2e)—1 “

U birim diskinde yildizildir.

Ispat: p(z) fonksiyonu

zZR’, 4(2)

p(2)= R,

(zel)

seklinde tanimlansin.

R,5(2)
<

0, (zeld)

oldugundan p fonksiyonu U birim diskinde analitik ve p(0)=1 olur. Teoremi
ispatlamak i¢cin Re(p(z)) >0, (zel) oldugunu gostermeliyiz. Eger |p(z)—1|<1

(zeU) ise bu durumda Re(p(z)) >0 oldugunu gostermek kolaydir. Eger z e U ise
(4.15) ve (4.17) ifadelerini kullanarak

Ros@| R G=DF T4 a) 4,

=2 I'((a+1k)

‘R'a,ﬂm—

= (k-1 T(+a)
< kz;‘ T((a+Dk)

- (4.18)
S (k=Dp
Z:;'Ha ) (k—1)!
B
_ B
1+«

ve
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aﬂ(z) zﬂk T(+a) =
> (o + l)k)
Z LT +a)
I'(a+1k
(@+Dk) (4.19)
0 k-1
z1- Z 6—1
e (l+a)  (k-1)!
B
— 2 _ el+a
elde edilir. (4.18) ve (4.19) ifadelerinden
R, 5(2)
|p(2)—1|=|—=2—"-1
R, 5(2)
R, ,(z
R, () 52
- Z
R, ,(2) ‘
Z
B
B i
<ta -
p
B wa B
yazilir. Boylece eger l—e‘“’ <2—e"* veya esdeger olarak W Lambert W
+a
fonksiyonu olmak iizere o ZL—I ise son ifade 1’den kiigiiktiir. Bu ispati
W(2e)—1
tamamlar.
Ornek 4.4.7. =1 alinirsa, Teorem 4.4.6’ya gore o > _ —1=1,67 olmalidir.

W(2e) -1

o =2 i¢in elde edilen
&3 .
R = E —
2,1(1) Z+k=2r(3k)

fonksiyonu ¢/ birim diskinde yildizildir. (Sekil 4.13.)
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\ ]

\
r—

PSS (I 2SS
RS TS

ey ST

1.0

= I'(3
Sekil 4.13. U/ diskinin R, (z)=z+ z 1“((3]3) z* fonksiyonu altindaki resmi
k=2

B

Teorem 4.4.8. >0 ve S >0 olsun. Eger 1—<O,199496 ise normalize edilmis
+a

R, ,(z) Rabotnov fonksiyonu I/ birim diskinde konvekstir.

Ispat: p(z) fonksiyonu

seklinde tanimlansin. Bu durumda p fonksiyonu ¢/ birim diskinde analitik ve p(0) =1

olur. R, ,(z) fonksiyonunun ¢/ birim diskinde konveks oldugunu gostermek i¢in

| p(z) —1| <1 zeU oldugunu gostermemiz gerekir. z € U igin (4.15) ve (4.17)’den

" k=D T+ ) 4y
‘Z]R a,ﬁ(z)‘— Z GEPSTS Z

k=2

= k(k-DB T +a)
k=2 I((1+a)k)

<

(4.20)

oo k(=g
S (+a) T (k-1)

B
B L QLo+ f+2)e
B (1+a)
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veE

< kﬂk*‘ram)ZH

R,y =1+ kz;‘ T+ a)k)

< kpTT(+a)
& ,; T((1+a)k)

(4.21)
) k-1
21~ kkﬂ—l
= (1+a)  (k-1)!
B
_, +f/+1 ol
I+a
(4.20) ve (4.21) ifadelerinden
BRa+p+2) L
n e
R, d+a)
, < 5
R, ,(2) | ,_(@+f+D) L
l+a
elde edilir. Boylece, eger
B
(2 + i j el
p I+a 1
l+a s\ L )
2— (1 + ) el
l+a
ise veya esdeger olarak li <0,199496 ise normalize edilmis R, ,(z) €C olur. Bu da
+a :
ispatt tamamlar.
Ornek 4.4.9. R (D)=z+ kl;zk fonksiyonu U/ birim diskinde konvekstir.
13 37T (2k)

(Sekil 4.14.)
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Sekil 4.14. U/ diskinin R | (z)=z +ZH;Z" fonksiyonu altindaki resmi
L3 =37 (2k)

Teorem 4.4.10. ¢ >0 ve >0 olsun. Eger a >34 -1 ise bu durumda Ra,ﬁ(zz)/z

1+z

fonksiyonu 27! log( j konveks fonksiyonuna gore konvekse yakindir.

1-z

Ispat: R, ;(z*)/z seri agilim yapilirsa

4 - BT(1+a)
A+ a)k) ]

a =1 ve

olmak tzere

R, ;(z%) 2
B _ 2k-1
— =2+ 2 :aZk—IZ
Z k=2

elde edilir. R ﬂ(zz) / z fonksiyonunun 27'log (H_ZJ fonksiyonuna gore konvekse

I-z
yakin oldugunu gostermek igin Yardimci Onerme 4.3.3’{i kullanacagiz. Teoremin
_3BT(1+a)

= <1 esitsizliklerinin
r2+a))

varsayimlari altinda her k22 i¢in a,, , >0 ve 3aq,
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saglandigt agiktir. Simdi {(2k —1)a,,_,} azalan bir dizi oldugunu gdstermeliyiz. Temel

matematiksel iglemler ile

_Qk-DA"'T(+a) k+DBT(+a)
T((1+a)k) T((1+a)(k +1))

2k -Da,, -2k +Da,,,, =

S Qk-1)p"TU+a) 2k + DB T(+a)
B I'd+a)k) Ir'a+a)k+1

S LT +a)

T((1+a)k+1) Tk

yazilir. Burada T'(k) =2(1+a)k” — (1 +a+ Zﬁ) k — f seklindedir. k*> > 2k —1 esitsizligi

kullanilirsa

T(k)=2(1+a)k2—(1+a+2ﬁ)k—ﬁ
>Ba-2+3)k—-QRa+L+2)

elde edilir. Teoremin varsayimindan 3a -2 +3 >0 oldugu goriilmektedir. Boylece
Tk)>T1)=a-3B+120

bulunur. O halde {(2k Da,, 1} azalan bir dizidir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 4.4.11. R (z )/ z= z+z 72" fonksiyonu 2‘logG+—Zj konveks
-z

.3 ‘F(k)

fonksiyonuna gore konvekse yakindir. (Sekil 4.15.)
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Sekil 4.15. 2 diskinin R | (z%)/z=z+ z#(k)zz'” fonksiyonu altindaki resmi
U= k=2

Teorem 4.4.12: & >0 ve B >0 olsun. Eger a > flog, e—1 ise, bu durumda normalize

edilmis R, ,(z) Rabotnov fonksiyonu U,,, diskinde tinivalent ve yildizildir.
Ispat: (4.17) esitsizligi kullanilirsa
B TA+a) 4

e %

i T((a+Dk)
<Z’°:ﬂ T+ a)

i T(d+a)k)

5o

k=2 (1+a)k 1(k—l)!

Rap@ |
Z

— el+a _1

B
yazilabilir. Yardimc1 Onerme 4.3.4°e gore eger e'** —1<1 ise normalize edilmis

R, ,(z) Rabotnov fonksiyonu ¢4, diskinde yildizildir. Bu ise teoremin varsayimina

denktir. Boylece ispat tamamlanir.

. = T'(3/ 2) % . — .

Ornek 4.4.13. R, (z)=z+ Z—z fonksiyonu U, diskinde yildizildir (Sekil
5'1 k=2 r(3k / 2)

4.16.)
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0.6 0.6

Wi\ 7 »\‘\\

-0.60 _osl

= I'(3/2
Sekil 4.16. I, diskinin R, (z)=z+) ( )zk fonksiyonu altindaki resmi
L ~T(3k/2)

Teorem 4.4.14. ¢ >0 ve £ >0 olsun. W, Lambert W fonksiyonunu gostermek iizere

eger a > _p —1 ise, bu durumda normalize edilmis R, ,(z) Rabotnov fonksiyonu
W(2e)-1 %

U,,, diskinde konvekstir.

Ispat: (4.17) esitsizligi kullanilirsa

kﬂk T+ @) i

[Rap@-1=2 ST+ k)

2 kBT +a)
2 2a=rresn

0 k k-1
= p—li

S(+a) (k-1)!
(1+ijelfa—l
1+

B
ifadesi elde edilir. Teoremin varsayimlari altinda (1+1ije““ —1<1 olur. Yardime1
+a

Onerme 4.3.5’ten normalize edilmis R, ,(z) Rabotnov fonksiyonunun U, diskinde

konveks oldugu elde edilir.
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Ornek 4.4.15. R ()=z+ 23’“%(]()# fonksiyonu U, diskinde konvekstir.
03 =2

= N7 R

(XA ‘
HERSERS

a:s 0 i"‘ﬂa‘g‘ﬁ 0.2 0.4 .Iﬁ

.,", o “ X
NN\ =7
\\~ — \ 3 \\ ‘ \ ,,,

Sekil 4.17. 24 _ diskinin R | (2) = “iﬁf fonksiyonu altmdaki resmi
05 =

< 31 (k)
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5. SONUCLAR

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde iinivalent fonksiyonlar teorisi ve 6zel fonksiyonlar hakkinda

tanitic1 kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde iinivalent fonksiyonlar ve dnemli altsiniflar ile ilgili tanimlar ve

teoremler verilmistir.

Ucgiincii béliimde baz1 6zel fonksiyonlar tanimlanmis ve bu fonksiyonlarin temel

ozellikleri verilerek geometrik 6zelliklerini inceleyebilmek i¢in zemin hazirlanmistir.

Dérdiincii Bolimde dort ayri ¢alisma yer almaktadir. Ik olarak Dini
fonksiyonunun k —diizgiin konveks ve k- yildizil siniflarinda olmasi igin yeter
kosullar incelenmistir. Daha sonra Genellestirilmis Dini Fonksiyonunun yildizil ve
konveks fonksiyonlarin bazi alt siniflarinda olmalari i¢in yeterli kosullar elde edilmistir.
Bundan bagka, birer 6zel fonksiyon olan Miller-Ross ve Robatnov fonksiyonlar ele

alimmig, bu fonksiyonlarin birim diskte iinivalent, konveks, yildizil, —log(l- z)

fonksiyonuna goére konvekse yakin ve 27 log(:_—zj fonksiyonuna gore konvekse
+2Z

yakin olmalar i¢in yeterli kosullar ispatlanmustir. Ayrica, U,,, diskinde konveks ve
yildizil olma kosullar1 da incelenmistir.
Miller-Ross ve Rabotnov fonksiyonlariin geometrik 6zellikleri ile ilgili herhangi

bir caligma bulunmamasi sebebiyle, literatiire katkisi olacagi ve bu alanda calisan

arastirmacilarin ilgisini ¢ekecegi diisiiniilmektedir.
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