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OZET
Bu tcz ¢alismasinda lokal dereceli FC (veyaCC )-olmayan gruplarin yapist
incelenmistir. 11k defa minimal FC—olmayan gruplar ve minimal CC — olmayan
gruplar smrasiyla V. V. Belyaev (Bkz.[l]) ve J.Otal-J.M. Peiia (Bkz|!11])
tarafindan incelenmistir. M.Kuzucuoglu ve R.E.Phillips bir milkkemmel lokal

sonlu minimal FC-olmayan grubun p-grubu oldugunu ispat ctmislerdir.(Bkz.[2])

Bu tezde lokal sonlu minimal FFC- olmayan grup ve lokal sonlu minimal CC-
olmayan grup arasindaki iliskiler arastinilmigtir. Ayrica lokal sonlu minimal IFC
(veya CC) — olmayan gruplar tizerine bir karakterizasyon verilmigtir. Son olarak
lokal sonlu minimal FC (veya CC)- olmayan gruplarin altnormal bilegim

ozelligine (SJP) sahip oldugu durumlar i¢in sonuglar verilmistir.
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ABSTRACT
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgcler Aciklamalar

H<G H, G nin altgrubu

H<G H, G nin normal altgrubu

G/H G nin H ile b6liim grubu

<x> X tarafindan tiretilen grup
<H,K> H ve K tarafindan iiretilen grup
G’ [G. G]

G [G™".G]

Ci(AN) A nmin G i¢indeki merkezleyeni
N¢ (A) A nin G igindeki normalleyeni
HzK H ile K izomorftur

G" G nin maksimal, normal, koklii,

abeliyan altgrubudur

HascG H, G nin artan altgrubudur
HsnG.H<<G H. G nin altnormal altgrubudur
|G = 1] I min G igindeki indcksi

G" <g" ge Gven = | tamsay1-
o(x) X in mertebesi

Cpo Priifer grup

B(G) G nin Baer grubu

K" <g"kg:geG, kekK>

2(G) G nin merkezi

7.,(Q3) G nin a-merkezi

Y,(G) 7,(G)=G, v,(G)=[y,,(G), Gl

s(G:H) H nin G igindeki altnormallik indeksi



1. GIRIS

G bir grup olsun. Eger her xeG igin x in G igindeki eslenikleri sayisi sonlu isc
yani IG:C(;(x)| sonlu ise G ye bir FC-grup denir. FC- gruplarin bir
genellemesi CC- gruplardir. Eger her xeG igin G/C(x“ ) bir Chernikov grup
ise G ye bir CC-grup denir. g bir grup teorik 6zellik olsun. Eger G nin her 6z
altgrupu bir g-grup fakat G bir gp-grup degil ise G ye bir minimal -

olmayan grup denir.

V.V Belyaev milkkemmel lokal sonlu minimal FC-olmayan gruplan
incelemistir ve ya G/Z(G) nin bir basit grup veya G nin bir p-grup oldugunu
gostermistir [1]. M. Kuzucuoglu ve R.E. Phillips G nin bir p-grubu olmasi
gerektigini gostermiglerdir [2]. Minimal CC- olmayan gruplarla ilgili olarak

B.Hartley, J. Otal ve M.Peiia, [3] de asagidaki teoremi ispat etmislerdir:

Teorem: G bir lokal dereceli minimal CC-olmayan grup olsun. O zaman G bir

F-miikemmel, mikkemmel ve sayilabilir sonsuz lokal sonlu p-grubudur.

Daha sonra F.Leinen ve O.Puglisi, [4] de McLain grubuyla ilgilenmisler ve

asagidaki teoremi ispat etmislerdir :

Teorem: Iiger bir milkkemmel minimal IFC- olmayan p-grup varsa o zaman

M(Q.GF(p)) McLain grubu bir miikemmel minimal FC- olmayan grup igerir.

A.O Asar ve A.Arikan [5] de asagidaki sonucu ispat etmiglerdir:



13

Sonug: G bir lokal nilpotent minimal CC- olmayan p-grup olsun. O zaman
G/K bir minimal I'C-olmayan grup ve G/K nin her 6z normal altgrubu sonlu

uslii nilpotent olacak sekilde G nin bir K 6z normal altgrubu vardir.

En son gelismelerden biri olarak F.Leinen [6] da agagidaki sonucu ispat

etmigtir: (bu sonuca benzer bir sonug V.V. Belyaev tarafindan ispat edilmistir.

[7D

Sonug: Her lokal dereceli minimal CC-olmayan grup, sonsuz bir kiime iizerine

finitary permiitasyonlarin bir barely transitive p-grubu olarak etki eden bir

boliim grubuna sahiptir.

Minimal FC- olmayan gruplarla ilgili olarak bagka bazi sonuglarda ispat

edilmistir. Bunlar agagida 6zet olarak verilmistir.

Tcorem ([8]): G bir lokal dereceli grup olsun. O zaman G nin sonlu sayida
cslenige sahip FC- olmayan altgruplara sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart G

nin agagidaki sartlardan birisini saglamasidir.

(a) G bir FC- grubudur.

(b) G bir Chernikov gruptur. J,G nin sonlu residual kismi olmak {izere her
xeG/C;(J) igin J nin sonsuz 6z < x >-invaryant altgruplar1 yoktur.

( ¢) G bir minimal FC- olmayan gruptur. G/H sonlu olacak sekilde G nin bir H

miikemmel normal p-altgrubu vardir ve G nin H y1 igermeyen her altgrubu bir

FC-gruptur.
Teorem([9]): Eger bir G finitary lokal sonlu barely transitive grubu varsa o

zaman G bir minimal FC- olmayan gruptur.

¢ YOUSEKOCRET M KOROLAD
DOKUMANTASYON



leniiz bir lokal sonlu minimal IFC (veya CC)- olmayan grup olup olmadigi

bilinmemektedir.

Bu ¢alismada lokal nilpotent mitkemmel minimal FC- olmayan ve lokal
nilpotent minimal CC-olmayan p-gruplarinin yapist ile ilgili sonuglar
verilmistir. Boliim 3 de minimal FC- olmayan ve minimal CC-olmayan gruplar
arasindaki bazi iliskiler incelenmistir. B6liim 4 de minimal FC (veya CC)-
olmayan gruplarin bir karakterizasyonu verilmigtir. B6liim 5 de ise CC, FC ve

minimal CC-olmayan gruplar igin altnormal bilesim o6zelligi (SJIP)

incelenmistir.

EC YOKSEKOGRETIM KUROLE
DOKOMANTASYON MERKEZf



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

Tanum 2.1: G bir grup olsun. G nin asikdr olmayan her sonlu iirctegli

altgrubunun sonlu indeksli bir 6z altgrubu varsa G ye lokal dereceli grup

denir. Yani eger 1#X, G nin bir sonlu iiretegli altgrubu ise 1X:K1<oo olacak

sckilde X in bir K 8z altgrubu vardir.

Tamm 2.2: Her clamanmnin mertebesi sonlu olan gruba torsivon (periyodik)

grup denir.

Tanim 2.3: G bir grup olsun. Her xeG ve her pozitif n tamsaysi igin

x=yn

olacak sckilde bir yeG varsa G ye koklii (radicable) grup denir. G bir

toplamsal grup olsun. Her xeG ve her pozitif n tamsayisi igin

X=ny

olacak gckilde bir yeG varsa G ye boliimlii (divisible) grup denir.

Tanim 2.4: G bir grup ve x;.X3...., X, €G olsun.

[x1.x2]= x,"x;'xlxz

clemanma x; ile x> nin komiitatdrli denir. Genel olarak n>2 agirlikli basit bir

komiitator indiiksiyon yardimiyla

[xlsxz,--uxn] = [[xlaXZ,--'-xn-l]s- . --xn]]



X1, X3 G nin bostan farkh iki altkiimesi olsun. X; ve X, nin komiitator

altgrubu

[X1.Xo]= < [x1.X2]: X1 € X, VCAX2 e X>

olarak tanimlanir.

Ozcl olarak X, =X,=G isc [G,G]=G komiitatdr grubuna G nin derived altgrubu

denir. Daha genel olarak n>2 igin

[X1. X2, Xn] =[[X1. X2, 0 X1 1. X5

ve [X]= < X;> dir.

Eger G=G' isc G ye bir miikemmel (perfect) grup denir.

Tamm 2.5 : G bir grup olsun.

Z(G)= {zeG: her geG igin zg= gz dir}

kimesine G nin merkezi denir. Z(G) , G nin bir normal altgrubudur.

G bir grup ve xeG olsun.

Cs (x) = {geG: gx=xg}

kiimesine x_in G icindeki merkezleyeni denir. C(X), G nin bir altgrubudur.

Tanim 2.6: Sonlu indeksli bir 6z altgrubu olmayan gruba F-miikemmel (I'-

perfect) grup denir.
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Tanim 2.7: G bir grup olsun. Eger S={1=G,,Gj,....Gy=G}, G nin altgruplarinmn

bir dizisi ve G;i < G4y (i=0.1....,n-1) ise S ye G nin bir serisi_denir ve

I=G, <G| «...<G,=G
scklinde gosterilir. G+ /G; boliim gruplarina serinin fakiérleri ve G; gruplarina

serinin_terimleri denir. Eger S nin biitiin terimleri farkh ise n ye serinin

uzunlugu denir.

H. G nin bir altgrubu olsun. Q tam sirali indeks kiimesi olmak iizere G nin
altgruplarinin {Ag,Vg:0€Q} kiimesi asagidaki ozellikleri saglarsa G _de

serialdir denir.

) heroceQicin H< Vga Ag
ii) cger o <tisc Ag <V,
i) G/l = | ] (Ag/ Vg)

oel)

Burada {AG.VgioeQ} kimesine 11 ve G arasinda bir genellestirilmis scri

denir. Ag / Vg boliim grubuna scrinin_faktorleri denir. 11, bir GG grubunda

scrial ve Q indeks kiimesi iyi siraliysa H ya G nin artan altgrubu denir. Bu

durumda Q, {a: a <y} ordinallerinin kiimesi olarak alinabilir. Boylece serial

altgruplarla ilgili bazi sonuglardan dolayi, o limit ordinal olmak {izcre

V,={J V; olacak sckilde bir seri,

It

H=V,aV <.V, aV, <. V=G



seklinde yazilabilir ve ascending (artan) seri denir. Benzer sckilde Q ters

yonde iyi sirali olmak iizere G nin H azalan altgrubu tanimlanabilir. Bu

takdirde seri A,= [ Vp olmak tizere
P<a

H= A'Yoa- < /\a+]</\u e < /\]4/\0—_‘6

seklinde yazilabilir ve seriye descending (azalan) seri denir.

Tamm 2.8 : G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger G nin

H=H,<H,.;«...<H;<H=G

olacak sekilde Hy, Hy,...,H; altgruplar varsa H.G de altnormaldir denir ve H «

<G veya H sn G ile gosterilir. H dan G ye bu sekilde uzanan serilerinin en

kisastnin uzunluguna H nin G icindeki altnormallik indeksi denir ve s(G:H) ile

gosterilir.

G bir grup ve X, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun X9°= G ve her i20

. . G.i - .
igin - XX = X% olarak tanimlansin. O zaman G nin
o X(I.Z q X(l.l d X(l.() — G

serisi elde edilir. Bu seriye X in G icindeki normal kapanis serisi denir. H,G

nin bir altgrubu ve her i>0 i¢in H; = H®" olsun. Eger HsnG ve s(G:H)=n ise o

Zaman
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= I,< H,.<«...<l;<l1,=G
dir. Boylece H nin G igindeki althormallik indcksi H nin G igindeki normal

kapanis serisinin uzunluguna esittir.

Tanim 2.9: G bir grup olsun, 1= G,<G; «<...<G,=G G nin bir serisi olsun.

Eger her 0< 1 < n igin Giy/G; abeliyan ise G ye ¢oziilebilir grup denir. G nin

bu gckildeki serilerinin en kisasinin uzunluguna G nin komiitatér uzunlugu

denir.

Tanim 2.10: G bir grup olsun. G nin artan bir 1= G,<G, <...Gp=G serisi igin

Ga<G (a<B) ve hera < B igin G, /Gq < Z (G/Gg)ise bu seriye G nin artan

merkez serisi_denir. Eger bir grubun artan merkez serisi varsa gruba

hipermerkez grup denir.

Eger G nin sonlu artan merkez serisi varsa G ye nilpotent grup denir. G nin

sonlu artan merkez serilerinin en kisasinin uzunluguna G nin nilpotentlik sinifi

denir.

Tamm 2.11: G bir grup, G = G olsun. Her i > 1 i¢in G'=[G"V, G%M

seklinde tanimlansin. O zaman

.<GP <aP<G

”

dir. Bu seriye G nin komiitatér serisi denir. GY=G" ve GP=G" ile
gosterilir. G bir ¢oziilebilir grup ise bir n= 0 igin G"W=1 dir. Bu sekildeki en

kii¢iik n = 0 tam sayist G nin komiitator uzunluguna esittir.

T.C. VIKSYKOCRETIM KUROLE

va utuEMAT
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Tamm 2.12: G bir grup ve x,yeG igin x¥=y 'xy elemamima _x in y ile
eslenigi (konjligesi) denir,

X ve Y, G nin bostan farkli iki altkiimesi olsun. X in Y ile eslenigi olan alt

grup

XY =<x¥:xeXveyeY>

olarak tanimlanir.

Tanim 2.13: p bir asal say1 olsun. G bir grup ve i= 1,2,...,n i¢in Hi< G olmak

tizere
..H3 <H, <H,
seklinde olusturulan seriler her zaman sonlu adimda sona eriyorsa yani bir n

>1 igin Hy= Hy+ = ... ise G ye normal altgruplan {izerinde minimum gartini

ya da min i saghyor denir.

Tanim 2.14: G= < ci:el = 1, cl};=c;, i=1,2,3,..> seklinde tanimh G grubuna

priifer grup veya Cyoo tipinde bir grup denir.
Cpeo tipinde bir grup, sonsuz ve her 6z altgrubu bir devirli p-grubudur.

Tanum 2.15: G bir grup olsun. Eger G minimum sartim saglayan bir abeliyan

grubun sonlu geniglemesi ise 0 zaman G ye bir Chernikov grup denir.
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Minimum sartim saglayan bir abeliyan grup sonlu sayida Cpoo tipindcki
gruplarin direkt ¢arpimina izomorf oldugundan, bir Chernikov grup, sonlu

sayida Cpoo tipindeki gruplarin direkt ¢arpimina izomorf bir altgrubunun sonlu

genislemesi seklinde tanimlanabilir.

Tamim 2.16: G bir grup ve her xeG igin G/Cg (< x >¢) Chernikov ise G ye bir
CC-grup denir.

Teorem 2.17: Bir Chernikov grubun otomorfizma grubu da Chernikovdur.
Ispat: [8]Teorem 3.29

Teorem 2.18: G bir Chernikov grup ve A, G nin otomorfizmalarinin bir

periyodik grubu olsun. O zaman A/A ~ Inn(G) sonludur.

ispat: [8]Teorem 3.29.2

Sonu¢ 2.19: G bir Chernikov grup ve G/Z(G) sonlu ise 0 zaman G nin

otomorfizmalarinin periyodik altgrubuda sonludur.

Teorem 2.20: (Polovickii) G bir grup olsun. O zaman asagidaki sartlar

birbirinc denktir.

1) [G.X] Chernikov ve G/Cg([G,x]) periyodiktir.

ii) x“. Chernikov bir grubun devirli bir grupla genislemesi ve G/Cg(< x >4
periyodiktir.

iii) G bir CC-gruptur.



ispat: [8] Teorem 4.36

Teorem 2.21: G bir grup, AsnG ve BsnG olsun, B/B' periyodik, A bir

periyodik, koklii abeliyan grup ve B nilpotent ise o zaman [A,B]= | dir.

ispat: [10] Lemma 1.5

Teorem 2.22: G bir CC-grup ise G/Z(G) residually Chernikovdur.

Tamm 2.23: G bir grup olsun. G nin biitiin abeliyan altnormal altgruplarinin

tirettigi normal altgrubuna G nin Baer grubu denir ve B(G) ile gosterilir.

G=B(G) ise G ye bir Baer grubu denir. Eger G= B(G) ise G nin her sonlu

tiretecli altgrubu G de altnormaldir.
Tanmm 2.24 G bir grup ve Q bostan farkli bir kiime olsun
0:QxG - Q
(a, x) > a*
scklinde tanimhi bir fonksiyon olsun.

Eger

i) Her x;,x2 €G ve her aeQ igin

(aX| )Xz — aX| X2

ii) Her aeQ igin a' =a

ise 0 zaman 0 ya G nin Q {izerindeki bir etkisi denir.




Burada a.eQ olmak iizere

oY= {oX:xeG}

kiimesine a nin G altindaki orbiti denir. Eger G tek orbite sahip ise yani her

aeQicin a¥=Q ise G. Q iizerine transitively (gecisli) etki eder denir.

G, Q nin permiitasyonlarinin bir grubu ve G, Q {izerine transitively etki etsin.

Eger G nin her 6z altgrubunun orbitleri sonlu ise G ye barely transitive grup

denir. Bu tanima denk olan su tanimi verebiliriz: G nin her K 6z altgrubu igin

[K:KNH| < ve [|HE =1

reG

olacak sekilde G nin bir H altgrubu varsa G ye bir barely transitive grup denir.

Burada H ya G nin sabit birakani denir.

G, Q nm permiitasyonlarinin  bir grubu olsun. Eger her geG igin

{weQ: wf #zm} bir sonlu kiime ise G ye bir finitary grup denir.

Tamim_ 2.25: G bir grup olsun. G nin herhangi iki altnormal altgrubunun

bilesimi yine G de altnormal ise G ye altnormal bilesim 6zelligini (subnormal

join property SJP) saglivor denir.



3. MiNiIMAL FC-OLMAYAN VE MiNIMAL CC-OLMAYAN
GRUPLAR ARASINDAKI BAZI iLISKILER

Bu boliimde lokal nilpotent minimal FC (veya CC)-olmayan gruplar igin bazi
onemli Ozellikler elde edilmis ve minimal CC-olmayan gruplarin hangi

sartlarda minimal FC- olmayan grup olduguna dair sonuglar elde edilmistir.

Teorem 3.1: G bir lokal nilpotent minimal CC- olmayan p-grup olsun. O
zaman G bir minimal FC-olmayan grup olmas: igin gerek ve yeter sart
asagidakilerden birini saglamasidir,

(a) G bir Baer grubudur.

(b) G nin her 6z altgrubunun hipermerkez uzunlugu < o dur.

(¢) her xeG igin G° <x> bir FC- gruptur.
ispat:
(a) G bir minimal FC-olmayan grup olsun. O zaman G nin bir Baer grubu

oldugu agiktir.

Karsit olarak G bir Baer grubu olsun. N, G nin bir 6z altgrubu olsun. O zaman

N bir CC-gruptur. xeN ve A=<x>" olsun. Boylece A/A' sonlu iislii ve
Chernikov gruptur. Yani A/A' sonludur. [8] Lemma 2.22 den dolay: her i > 1

icin

A=Y (A)F
olacak sekilde N nin bir F sonlu altgrubu vardir. [10] Lemma 1.5 den dolay: A°
< Z(A) dir ve dolayisiyla A/Z(A) bir sonlu p-grubudur. Béylece A nilpotenttir.
Bundan dolay1 A bir sonlu gruptur ve dolayisiyla N bir FC-gruptur.



(b) G bir minimal FC- olmayan grup olsun. O zaman [5] Tcorem 3 den dolay1

G nin her 6z altgrubunun hipermerkez uzunlugu <o dur.

Karsit olarak G nin her 6z altgrubunun hipermerkez uzunlugu < ® olsun. xeG

olsun. O zaman kabulden dolay1 xeZ;(< x >9Y olacak sekilde bir i = 1 vardr.

Bdylece <x> sn G dir. Yani G bir Baer grubudur. (a) dan dolay1 G bir minimal

olmayan FC- gruptur.

( ¢) G bir minimal olmayan FC- grup olsun. O zaman her xeG igin G° <x>

nin bir FC- grup oldugu agiktir.

Karsit olarak her xeG igin G° <x> bir FC-grup olsun. O zaman

A=< x> © <) pir nilpotent gruptur. Boylece <x> snA dir. [5] Teorem |
den dolayt G/G® bir minimal olmayan FC-grup oldugundan (a) dan dolay: bir
Bacr grubudur. Béylece G bir Baer grubudur. (a) dan dolay: G bir minimal

olmayan FC- gruptur.

Teorem 3.2: G bir lokal nilpotent minimal CC-olmayan grup ve B,G nin Baer

radikali olsun. O zaman,

(a) Eger B, G nin bir 6z altgrubu ise o zaman B bir FC- gruptur ve G nin biitiin
altnormal FC-altgruplarini igerir. Ozcl olarak N, G nin bir 6z altnormal

altgrubu ise Z,(N), B tarafindan igerilir,

(b) her xeG igin [C;(x)]° =G dir.



Ispat:
(a) B, G nin bir 6z altgrubu olsun. O zaman B, CC-p-grup oldugundan

<x>" /(<x>") sonludur .[8] Lemma 2.22 den dolay1 her i > | igin

<x>" =yi(<x>B) F
olacak gckilde B nin bir F sonlu altgrubu vardir. [10] Lemma 1.5 den dolayi
(<x>")°< Z(<x>®) dir ve dolayistyla < x >B 17(< x >®) sonlu p-

grubudur. Boylece <x>" nilpotenttir. Bundan dolayr <x>" sonludur ve

dolayisiyla B bir FC- gruptur.

M, G nin bir 6z altnormal altgrubu olsun. O zaman FC(M) < MnB oldugu
aciktir. Simdi xeMNB olsun. B, bir FC-grup oldugundan

| MAB:C\MAB(X) <0
dur. Yani MnB bir FC-gruptur. [11] Lemma 4.3 den dolay1 MnB < FC(M)
dir. Bdylcce MNB = FC(M) dir. Eger M bir FC-grup isc MnB=M oldugundan

M,B nin bir altgrubudur. xeZy(N) olsun. Z, (N)= U Z; (N) oldugundcn
i€IN

xeZ; (N) olacak sekilde bir ieIN vardir. [12] Teorem 2.3 den dolay1 Z; (N) bir
FC- gruptur. Béylece Z;(N), B tarafindan igcrilir. Yani xeB dir.

(b) xeG\Z(G) ve C=Cg(x) olsun. Kabul edelim ki CY =G ve
G=G/CY olsun. N, G nin bir 6z normal altgrubu ve M= <x > N olsun. M,

G nin 06z altgrubu oldugundan M/CM(<x>M) bir Chernikov gruptur.
Culsx >M) <C oldugundan M bir Chernikov gruptur ve dolayisiyla
G /Cg (M) bir Chernikov gruptur. Fakat G bir minimal CC—olmayan grup

oldugundan G = Cg (M) ve dolayistyla N abeliyandir. G, 6z normal
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altgruplarinin birlesimi olarak yazilabildiginden G ¢oziilebilir olur ki bu G nin

miikemmelligi ile ¢elisir. Bundan dolay1 her xeG igin C% = G dir.

Teorem 3.3: G bir lokal nilpotent minimal CC- olmayan b-grup olsun O zaman
G,

(a) minimal ¢dziilebilir — olmayan grup
(b) minimal B, — olmayan grup

olamaz.

Ispat:

(a) [3] Teorem den dolayr G mitkemmel oldugundan Z(G) = | alabiliriz. 1 = x
€G olsun. O zaman Cg(x), G nin bir 6z altgrubudur. C= Cg(x) olsun.
Miimkiinse G bir minimal ¢oziilebilir - olmayan grup olsun.O zaman C bir
¢oziilebilir gruptur. C nin ¢6ziilebilir uzunlugu n > 1 ve K, G nin bir 6z normal

altgrubu olmak tizere M = K <x >8 olsun. M, G nin bir 6z normal altgrubu
oldugundan M/C, (xM ) Chernikovdur. Cp(< x >My<Cu(<x>)<C oldugundan
Cu(<x >MY nin ¢oziilebilir uzunlugu en fazla n dir. [12] Sonug 4.3 ard arda
uygulanirsa M(“’/[CM (< x>M )] ™ Chernikovdur.  Yani M Chernikovdur.
[8] Teorem 3.29 dan dolay1r G/C(M™) Chernikovdur. Fakat G bir minimal
CC — olmayan grup oldugundan G =C;(M™) dir. Buradan MW < Z(G) = |

dir. Dolayisiyla K™ =1dir. Yani G nin her 6z rormal altgrubunun
¢oziilebilir uzunlugu en fazia n dir. Fakat G 6z normal altgruplarinin birlegimi
olarak yazilabildiginden G ¢oziilebilir olur ki bu G nin milkemmel olmast ile

celisir. Bundan dolay1 G minimal ¢dziilebilir — olmayan grup olamaz.



(b) G= G/G® olsun. [5] Teorem 1 den dolay1 G bir minimal olmayan FC-

gruptur. Boylece G bir Baer gruptur.

Miimkiinse G bir minimal B,- olmayan grup olsun. H, G nin bir 6z altgrubu

olsun. O zaman [10] Lemma 2.4.1 den dolay: H nilpotenttir. Dolayisiyla G
nin her 6z altgrubu nilpotenttir. Fakat bir miikemmel minimal olmayan FC-p-

grup minimal CC- olmayan p - grup oldugundan bu (a) ile ¢elisir.

Yukaridaki teoremin (a) sonucu [13] Sonug¢ 1 den direkt olarak da elde

edilebilir. Burada biz bu sonucun bir elemanter ispatini veriyoruz.

Lemma 3.4: G bir periyodik CC-grup olsun. O zaman,

(a) G™ Chernikov olacak sekilde bir n > 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart G

nin bir ¢oziilebilir-by- Chernikov grup olmasidir.

(b) Eger Y, (G) Chernikov olacak sekilde birn > 1 var isc o zaman G bir NC-

gruptur.

Ispat:
(a) G bir ¢oziilebilir- by- Chernikov grup olsun. O zaman G/T Chernikov

olacak sekilde G nin bir ¢oziilebilir normal T altgrubu vardir. T nin
coziilebilir uzunlugu n > 1 olsun. [12] Sonug 4.3 den dolayr G™/T™

Chernikovdur. Yani G®™ Chernikovdur.

Karsit olarak G™ Chernikov olacak sekilde bir n > 1 vardir. G periyodik
CC - grup oldugundan [14] Lemma 2.4.1 den dolay1 G/Z(G) residually



Chernikovdur,. G™  Z(G)/Z(G), G/Z(G) nin bir normal Chernikov
altgrubu oldugundan [12] Lemma 3.1 den dolay1

[G™ Z(G)Z(G)]N [K/Z(G)JF]
ve G/K Chernikov olacak sekilde G/Z(G) nin bir normal K/Z(G) altgrubu

vardir.
[G™ Z(G)Z(G)IN [K™ Z(GYZ(G)F1=K "™ Z(G)/Z(G)

dir. Boylece KW< Z(G) dir. Yani K ¢oziilebilirdir. Aym1 zamanda G/K
Chernikov oldugundan G bir ¢oziilebilir- by - Chernikov gruptur.

(b) G bir periyodik CC-grup oldugundan [14] Lemma 2.41 den dolayi G/Z(G)
residually Chernikovdur. [12] Lemma 3.1 den dolay1

L2 (Q)Z(GYZ(G)NIG/Z(G)] =1

ve G/K Chernikov olacak sekilde G/Z(G) nin bir normal K/Z(G) altgrubu

vardir. Boylece
Y (@ZGYZG) Ny _(K)Z(G)/ZG) =1

dir. Yani Yo(K)<Z(G) dir. Buradan K nilpotenttir. Ayni zamanda G/K
Chernikov oldugundan G bir NC-gruptur.

Yukaridaki Lemma 3.4(b) daha genel bir sekilde [15] de goriilebilir. Biz

burada ihtiyacimiz olan kism1 oldukga farkli bir sekilde ispat ediyoruz.

TC VOKSEKGCRETIM MU L
DOXKDMANTASY OF piisriart
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Teorem 3.5: G bir lokal nilpotent p-grup ve G nin her 6z altgrubu CC-grup

olsun.

(a) Eger G nin her N 6z altgrubu igin N™ Chernikov olacak sekilde birn > |

varsa o zaman G bir CC-gruptur.

(b) Eger G nin her N 6z altgrubu igin Y,(N) Chernikov olacak sekilde bir n > |

varsa o zaman G bir CC-gruptur.

Ispat:
(a) Miimkiinse G bir CC-grup olmasin. O zaman hipotezden dolayi G bir

minimal olmayan CC-gruptur. N, G nin bir 6z altgrubu olsun.O zaman

hipotezden dolay1 N bir CC-p-grup ve bir n > 1 igin N bir Chernikov
gruptur. Boylece Lemma 3.4 (a) dan dolayt N bir ¢oziilebilir gruptur.
Dolayisiyla G nin her 6z altgrubu ¢oziilebilir olur ki bu Teorem 3.3(a) ile

celisir. Bundan dolay1 G bir CC-gruptur.

(b) Miumkiinse G, bir CC—grup olmasin. O zaman hipotczden dolay1 G bir
minimal CC-olmayan gruptur. N, G nin bir 6z altgrubu olsun.O zaman
hipotezden dolay1 N bir CC-p-grup ve bir n > 1 igin Y,(N) bir Chernikov
gruptur. Boylece Lemma 3.4(b) den dolay:r N bir ¢oziilebilir gruptur.
Dolayisiyla G nin her 6z altgrubu ¢oziilebilir olur ki bu Teorem 3.3(a) ile

celisir. Bundan dolay1 G bir CC-gruptur.

Lemma 3.6: G bir lokal nilpotent minimal CC- olmayan p-grup olsun. Eger G
nin her altnormal altgrubu nilpotent isec o zaman G bir minimal FC- olmayan

gruptur.,



ispat: Miimkiinse G bir minimal FC- olmayan grup olmasin. O zaman B, G

nin Bacr radikali olmak tizere bir xeG\B vardir. G 6z normal altgruplarinin

birlesimi olarak yazilabildiginden <x > G nin bir 6z normal altgrubudur.

G
Boylece < x >C bir CC- gruptur, ve dolayistyla < x ><X>" Chernikov gruptur.

<X> < x>

G
Ayrica <X> <4< G oldugundan hipotezden dolayr <x>

. . . G ) . ) . .
nilpotenttir. Bdylece <x> <« <x><%*>"dir. Yani xeB olur ki bu x in

secimiyle gelisir. Bundan dolay1 G bir minimal FC- olmayan gruptur.

Lemma 3.7: G bir lokal nilpotent minimal CC — olmayan p - grup ve B, G nin
Baer radikali olmak iizere B#G olsun. Eger N, G nin bir 6z abeliyan olmayan

normal altgrubu ise o zaman FC(N) #Z(N)dir.

ispat: N, G nin bir 6z abeliyan olmayan normal altgrubu ve xeZ(N) olsun. O
zaman Cn(x)=N olduundan IN:CN(x)| <oo dur. Béylece Z(N) < FC(N) dir.
Ayrica Teorem 3.2(a) nin ispatidan dolayr NmB=FC(N)dir.

Miimkiinse Z(N) = FC(N) olsun.O zaman[12] Teorem 2.1(ii) den dolay1
1<4Z(N) <Z,(N) «...Z N) < Z ., (N)... Z,, (N)=N

olacak sekilde N nin bir artan merkez serisi vardir. Teorem 3.2(a) dan dolay1
Z., (N) < B dir. Boylece Z, (N) < Z (N) dir, ve dolaysiyla Z, (N) =N
dir. Bundan dolayi N < B dir. Boylece N abeliyan olur ki bu hipotezle gelisir.

Burada minimal FC- olmayan miikemmel lokal sonlu barely transitive

gruplarla ilgili baz1 sonuglar verecegiz.



[k olarak B.Hartley tarafindan [16] ve [17] de milkkemmel olmayan barely
transitive gruplara drnekler verilmistir. M. Kuzucuoglu [18]de miikemmel lokal
sonlu barely transitive gruplarin olup olmadig lizerine ¢aligmistir, eger varsa
genel dzelliklerini incelemistir ve bir basit lokal sonlu barely transitive grubun

olmadigin1 gostermistir.

Lemma 3.7: G bir lokal sonlu barely transitive p-grup olsun. G nin her CC-
altgrubu bir FC- gruptur. Ozel olarak G bir minimal CC- olmayan grup ise o

zaman G bir minimal FC- olmayan gruptur.

Ispat: G bir lokal nilpotent p-grup oldugundan lokal p-goziilebilir gruptur.
Boylece [18] Teorem 1.1(2) den dolayr G nin her 6z normal altgrubu sonlu
iislii ve nilpotenttir. xeG olsun. G 6z normal altgruplarinin birlesimi olarak
yazilabildiginden x®, G nin bir 6z normal altgrubudur. Boylece x ¢
nilpotenttir. Dolayisiyla x, G nin Baer radikali igerisindedir. Yani G bir Baer
grubudur.O zaman Teorem 3.1(a) dan dolay1 G nin her CC-altgrubu bir FC-

gruptur.
Teorem 3.8: G bir mitkemmel lokal sonlu barely transitive p-grup olsun. Eger
G nin sabit birakam ¢oziilebilir ve ¢oziilebilir uzunlugu n = 1 ise o zaman G

nin her 6z normal FC - altgrubu ¢oziilebilir ve ¢dziilebilir uzunlugu < n + 1 dir.

ispat: N,G nin bir 6z normal FC-altgrubu ve H,G nin sabit birakani olsun. N, G

nin bir 6z altgrubu oldugundan

| N:N~H| < o0
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(3]

dir. O zaman [N/ ) (NN H)® |< oo dir.
ge(i

K= N (NNH)®olsun. K<NNH oldugundan K bir FC-gruptur ve hipotezden
e

dolayr K nin ¢oziilebilir uzunlugu < n dir. [12] Sonu¢ 4.3 den dolay:
N®/K™ bir Chernikov gruptur. Aym zamanda N™/K™ sonlu iisli
oldugundan N™ bir sonlu gruptur. O zaman G/Cg(N™) bir sonlu

gruptur.[18] Lemma 2.2 (ii) den dolayi N®™< Z(G) dir ve dolaysiyla
N =1 dir,

Sonu¢ 3.9: G bir miikemmel barely transitive minimal FC- olmayan p-grup

olsun. O zaman G nin sabit birakam ¢oziilebilir olamaz.

Ispat: H,G nin sabit birakam olsun. Miimkiinse H ¢oziilebilir ve ¢oziilebilir
uzunlugu n 2 1 olsun. Teorem 3.8 den dolay1 G nin her 6z altgrubu ¢oziilebilir
ve ¢ozitlebilir uzunlugu < n+1 dir. G 6z normal altgruplarinin birlesimi olarak

yazilabildiginden G ¢oziilebilir olur ki bu G nin mitkemmel olmasi ile ¢elisir.

Sonug 3.10: G bir finitary lokal sonlu barely transitive p-grup olsun. O zaman
G nin sabit birakan ¢6ziilebilir olamaz.

Ispat: H, G nin sabit birakani olsun.O zaman [9] Teorem 2 den dolay: G bir
minimal FC- olmayan gruptur. Ayrica [9] Lemma 1 den dolayt G bir

miikemmel gruptur. Boylece Sonug 3.9 dan dolay: H ¢oziilebilir olamaz.

Burada “sonlu tam™ kavramini kullanarak miikemmel lokal nilpotent minimal
IF'C- olmayan gruplar igin bir sonug ispat edecegiz. Okuyucuya kolaylik olmasi
acisindan bu kavramla ilgili bazi temel 6zellikleri agagida verecegiz. Daha

fazla bilgi i¢in [20] ye bakilabilir.



Z altgrup kapali gruplarin bir sinifi olsun. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu

olsun. O zaman G nin

O(H, ¥ )=<X=<G: X e ¥, <H,Ci(H)> < Ny(X) >
altgrubunu tanimlayalim. Burada 8(H, Z )=0(H) olsun. Eger G nin her H sonlu
altgurubu igin H, 8 (H) € ¥ ise 6 ya G de sonlu tam_denir.

Lemma 3.11: G bir grup, H, G nin bir altgrubu ve X altgrup kapali gruplarin

stnifi olsun.

(i) her xeG i¢in 6 (H*) =0 (H)*,

(ii) Eger He X ise o zaman H < 0 (H),

(ii1) 0 (G)=6 (1) < 6 (H),

(iv) Eger 6, G de sonlu tam ve H sonlu ise 0 zaman 0 (G)= Coreg (6 (H)) dir.

Ispat:

(i) geG olsun. Once X<0 (H?) olsun. X = (Xg-I )8 dir. X = xe"! oldugundan
Xt e % dir. X¥' < Ng(X) oldugundan (H2)E' < Ng(XE') dir. Yani H <
NG(XE") dir. Cg(HE) < Ng(X) oldugundan Cg((H*)*' )< Ng(XE") dir.

-1 -1
Yani Cg(H) < Ng(X® ) dir. Boylece X8 < 0 (H)dir ve dolayisiyla 6 (H®)
<0 (H)? dir.

Simdi  X<0(H)® olsun. O zaman X = Y&®olacak sekilde 8(H) nin bir Y

altgrubu vardir. se C; (H) olsun.

(Y8 =(s8)1(Y8) st



=(g's18) (g'Yg) (g'sg)
= g-I(s-1Ys)g dir. Cg(H) < Ng(Y) oldugundan (Y*)* = Y*elde edilir.

Boylece (Cg (H))® = Cq (H2) < Ng (Y?) dir.

hell olsun.O zaman,

(Y&)" = (h®)~ (Y®)ht
=(g'h-1g) (g-'Yg) (g-'hg)
= g-l(h-'Yh)g dir.

dir. H < N(Y) oldugundan (Yg)hg = Y*elde edilir. Boylece H® < N;(Y*®)
dir. Ayni zamanda XeX oldugundan X < O(H*)dir.

(ii) He X olsun. © (H) nin tamimindan dolay1 H < 6(H)dr.
(iit) Tanimdan dolay1

0(G)=0(1)=< X <G| XeX, X «G>
dir.

X<0(G) olsun.O zaman Ng(X)= G ve XeX dir. < H,Ci(11) > £ G oldugundan
X < 6(H) dir.

(iv) 8 , G de bir sonlu tam ve H, G nin bir sonlu altgrubu olsun, Core(0
(H))=C olsun.O zaman C, G nin bir normal altgrubu ve C <0 (H) dir. 0, G de
bir sonlu tam oldugundan C € X dir. Buradan C <0 (G) dir.



X<0 (G) olsun. (iii) den dolay1 X<0(H) dir. geG olsun. O zaman X*® <0(H)*®

dir. X, G nin bir normal altgrubu oldugundan X <0(H)# dir. Yani 0 (G)<C
dir.

Lemma 3.12: G bir grup ve 8 G de bir sonlu tam olsun. Eger H, G nin sonlu

bir altgrubu ise H nin her K altgrubu igin

Core c. o0, (BD) <B(K)

dir.

Ispat: 8, G de sonlu tam oldugundan H € X dir. L= Core c (K)(G(H)) ve t
G

€C;(K) olsun. O zaman Cg(K)t= C5(K)

L= N @©H)"'= N ©mE)* =L

ceC(; (K) cteC; (K)

dir. Bundan dolay1 C;(K) £ Ng(L) dir.

xeCg(K) olsun.O zaman K < H*dirLemma 3.11 (i) ve (ii) den dolay:

K<6(H)" dir. Boylece K < L dir. 8(H)eX oldugundan LeX dir. L nin
tanimindan dolayi K < Ng(L) dir. Boylece L<0 (K)dir.

G bir grup olsun. G nin asagidaki sckilde tanimlanan bir ¢ endomorfizmasi

varsa ¢ ye G nin bir lokal i¢ endomorfizmasi denir: Her x.x3,..., Xp€G ve

i=1,2....,n i¢in ¢(x;)= xF olacak sekilde bir geG vardir. G bir grup olsun. Eger

G nin G ye izomorf bir 6z altgrubu yoksa G ye bir co-Hopfian grup denir

TC. YOKSEKOCRETIM KURULY
DOKOMANTASYOM MERKEZ,



¢ lokal i¢ endomorfizmasinin bir lokal i¢ monomorfizma oldugu aciktir.
Ayrica G bir co-Hopfian gruptur gerek ve yeter sart G nin lokal ig

endomortfizmalari lokal i¢ otomorfizmalaridir.

Teorem 3.13: G sayilabilir lokal sonlu grup ve 8, G de bir sonlu tam olsun.
Eger 0 (G) # G ise o zaman her ge G\0 (G) igin g ¢¢(G) olacak sekilde G nin

bir ¢ lokal i¢ endomorfizmasi vardir. Ozel olarak G co-Hopfian olamaz.

Ispat: G bir lokal sonlu sayilabilir grup oldugundan [19] 1.4.2 Lemma dan
dolay1 her i 2 1 igin G;, G nin bir sonlu altgrubu olmak iizere bir {G;};5, sirali

lokal sistemi vardir. Her i 2 1 i¢in

Xi+1 X1 €Cq(G; ) fakat gg0( G 1)...(1)
olacak sekilde G nin bir {X;, Xj,....Xp,... }altklimesinin oldugunu n {izerine

indiiksiyon yaparak gosterelim.

" n=1 olsun. ge G\O(G) olsun. LLemma 3.11 (iv) den dolay1 8(G)= N 6(G,)"

xeG
dir. Boylece ge0(G,)" olacak sekilde bir x;€G vardir. Lemma 3.12 den
dolay1

X[ X{
CoreC (G?])(G(Gz )N <0(G;")

G

dir.

O zaman ge0(G3")“ olacak gekilde ¢,eCi(G!) vardir. x;=xj¢; olsun.
Boylece xpx(-te x,Ci(G!)x ! dir ve dolayistyla x;x;-! € C(Gy)dir. Boylece

n=1 i¢in (1) dogrudur.



Simdi{xi.....xp} (1) i saglasin. O zaman Lemma 3.22 den dolay1

b Cc " X
nea’n :ceCG(Gnn)}se(G““)

dir. indiiksiyon hipotezinden dolay1 ge B(G;'") dir. Boylece ge0

(G;\;};l)cn =9(G§216" Yolacak sekilde bir ¢, € Cg (G;‘,") vardir. Xup+1= XpCp

olsun.O aman Xp+; Xp-! €X,C( G 1" )X, 1=C(G,) dir ve dolayistyla indiiksiyon

tamamdir.

Simde her heG; igin
¢ (0)= h*
olacak sekilde ¢: G — G tamimlansin. ¢ nin iyi tanimli oldugu aciktir.

{h;.hy.nh, } 2 Golsun.O zaman {hy,h,....h, }c Gi olacak sckilde bir j=1

vardir. ¢ nin tanimindan dolayr ¢(h;) = h?j dir. Béylece ¢ bir lokal ig

endomorfizmadir.

Eger ged(QG) ise o zaman g=¢(h) olacak sekilde bir heG vardir. he Gy olacak

sekilde bir k > 1 vardir. Fakat 6, G de bir sonlu tam oldugundan

ge G* <O(G}*) dir ki bu x, nin insasiyla gelisir. Bundan dolay1 ge $(G) dir.



Teorem 3.14: G bir lokal nilpotent minimal FC-olmayan p grubu olsun. O
zaman G nin yle bir F sonlu altgrubu ve sonsuz sayida, sonlu altgruplarinin

bir ailesi {X:iel} vardir ki

<F, Co(F)> <Ng(Xj) (iel)
dir.
ispat:

Fsonlu gruplarin sinifin1 gostersin ve E, F nin bir sonlu altgrubu olsun.

0 (E) = <X:XeF, <E, C4(E)>< Ng (X) >
olsun. G nin agikar olmayan sonlu normal altgrubu olmadigindan 6 (G)=1 dir

ve dolayisiyla © (G)= G dir.

Miimkiinse 0 (E), sonlu tane X altgrubu tarafindan iiretilsin, o zaman G lokal
sonlu oldugundan 8(E)e F dir. Bu G nin her sonlu E altgrubu i¢in saglaniyorsa
0, G dc sonlu tamdir. Tecorem 3.13 den dolayr G co-Hopfian degildir. Yani
H=G olacak sekilde G nin bir H 6z altgrubu vardir. Bu ise G nin minimal

olmayan FC-grup olmastyla ¢elisir.

Bundan dolay1
<F.Co(F)><Ng(Xi)(iel)
olacak gekilde G nin bir F altgrubu ve sonsuz sayida, sonlu altgruplarinin bir

ailesi { X;:iel} vardir.

Lemma:3.15: G bir minimal CC- olmayan p-grup ve G nin her H altgrubu i¢in
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O(H) = < X £ G: X bir CC-grup, <H, Cg(H)>< Ng (X) >

olsun.O zaman 68(F)= G olacak sekilde G nin bir F sonlu altgrubu vardir.

Ispat: Miimkiinse Lemma dogru olmasin.O zaman G nin her K sonlu altgrubu
i¢in B(K), G nin bir 6z altgrubudur. Boylece G bir minimal CC-olmayan grup
oldugundan 0 ,G de sonlu tamdir. Teorem 3.13 den dolay1 6(G)= G dir. Fakat
Lemma 3.11 (iii) den dolayi G nin her K sonlu altgrubu i¢in 86(K)=G olur ki
kabulle c¢elisir. Bundan dolay: 6(F)=G olacak sekilde G nin bir F sonlu

altgrubu vardir.

Asagida verilen Lemma S.D.Bell tarafindan ispat edilmis ve yaymlanmamustir.
Burada bu Lemma’nin ispat1 ve lokal nilpotent minimal FC-olmayan gruplara

bir uygulamasi verilecektir.

Eger Lemma’daki sartlar1 saglayan altgruplar insa cdilebilirse o zaman lokal
nilpotent minimal FC-olmayan gruplarin olmadig: ispat edilmis olur. Fakat

heniiz bdyle bir inga yapilabilmis degildir.

Lemma 3.16: G bir grup,l=Hy<H;<H<... G nin 0z altgruplart ve G =UH,.
i=1

olsun. Kabul edelim ki her n>1 i¢in H,, H, in bir altgrubu P, yi normallesin
ve 1, P, nin Hy.; i merkezleyen bir elemani ve n21 igin N, = Cp (t, 1) olsun.

Eger Cy (t,) =Ny (N,t,)ise o zaman by=t,...1t; ise olmak Uzere, eger

b,

geH, ise ¢(g)=g " seklinde tanimlanan ¢:G—G bir lokal i¢ endomorfizmadir.



Bundan baska ¢(G)NH,= |C,, (t )h“‘I dir. Boylece cger bir Hy, t, y
Hy G

~
-—

merkezlemiyor ise o zaman ¢ 6rten degildir.

Ispat: Eger geH,, ise 0 zaman her i>n igin geH; dir. Fakat her k>i igin ;). H;
yi merkezlediginden
k.12

g‘i'i—l‘--ll =g

dir. Bundan dolay1 ¢ iyi tanimlidir. Ayrica
H,N, = HnCI’n (the) = Cllnl’n (ther)

dir. Hy. P, yi normallediginden ve t,.,, H, yi merkezlediginden H,, N, yi

normaller. Once

H, m(HnNn)ln =Cl|n (t,)

oldugunu gosterclim.

Cpy, (t,) SH, N(H,N)™

oldugu agikardir. geH, n(H,N,)"" olsun. O zaman glHl e HyN, dir ve
boylece
¢'g™ eH,N, AP, = Cp (tps)=N,

dir.

ge NIln (N, t,)= Clln (t,))
dir. Ayrica

Cy, () =[Cyy, ()] <HY
oldugundan

C'”n(lll)S H:]n NH <(HnNn)l" ('\H" :CIln (ln)

n —



dir. Boylece
C”n (t" ) = H:P M Hn (*)

clde edilir. n 21 olmak iizere

o(H,.)NH, =¢(H,, )NnH,,, N"H,

- P o A,

= [CII,,+, (Lo )]h" NH,

=len, o @ HDP A,
= [CP,,H,, (tn+|)]b" NH,
=[H,N,)nH, [

=1Cu, (tn)]h""

elde edilir. Ayrica (¥) esitligi

¢(l ln )Nl ln = [CH“ (ln )]h“wl
oldugunu da sdyler. Boylece indiiksiyon yaparak, ¢(H;, ) " H; = ¢(H;) N H;
esitligini kullanarak her m > n igin ¢(H )N H, =¢(H,)nH, oldugu gos-

terilebilir. Boylece

o(G)nH, =d(| JH,,)NH,

mzn

= U((b(Hm)mHn)

m2n

= ¢(” n )N H n
= [Cnn (t, )]h"_,
dir.



Teorem 317: G bir lokal nilpotent minimal FC (veya CC) — olmayan p-grup ve
kabul edelim ki H; ,P;, Ny altgruplar1 ve t; elemanlart Lemma 3.16 daki gibi

olsun. O zaman en az birm 21 i¢in C,; _(t,,)# Ny, (Nyty,) veya her n2|

icin [t,,H, ]=Idir.

Ispat: Kabul edelim ki her m2>1 igin Chyy (tm) =Ny (N, t,) ve en az bir
n>ligin [t,,H,]#1 olsun. O zaman Lemma 3.16 daki gibi tanimlanan
¢:G — G bir lokal i¢ endomorfizmadir. Béylece ¢ bir monomorfizmadir ve
[t,.H,]#1 oldugundan Lemma 3.16 dan dolay1¢ bir epimorfizma degildir.
Buradan ¢(G) = Gdir ve ¢(G)= G dir. Fakat ¢(G), G nin bir 6z altgrubu
oldugundan ¢(G) bir FC (veya CC) — gruptur. Boylece ¢(G)= G oldugundan
G bir FC (veya CC) — grup olur ki bu bir ¢eliskidir.

TC. YOKSEKOCRETIM KURULY
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4. MINIMAL FC (veya CC) -OLMAYAN GRUPLARIN BiR
KARAKTERIZASYONU

Bu boliime dnemli bir lemmay1 ispat ederek bagliyoruz.
Lemma 4.1: G bir lokal nilpotent minimal FC- olmayan p-grup ve xeG\Z(G)

olsun. O zaman C= C(x) olmak tizere G nin her sonlu V altgrubuna karsilik

dyle bir U sonlu altgrubu vardir ki

L= N<UV,Cy>=<UV,C>
yeG\<U,V.C>

dir. Ayrica| L/<U,V,C>| = p dir.

ispat: Kabul cdclim ki Lemma dogru olmasin. t;eG\C ve U= <t;> olsun.

Kabuliimiizden dolay1 U; e kargilik gelen 6yle bir V sonlu altgrubu vardir ki
< U, V,C,y>=<U,;,V,C>
yeGi\<lU},V,C>

dir. G # < U|,V,C> oldugundan a € < U,,V,C > olacak sekilde bir 1 za € G
vardir. Bdylece ag<U,V,C, t;> olacak sekilde bir t,e G\<U,,V,C > vardir. U,
=< U V. th>ve V, =<U;,C>olsun, C, t,C, 1,C C nin G igindeki birbirinden

farkl sol kosetleri oldugundan
| Va: Cy, (x)] 23

diir. Bu sekilde devam edilirse heri> 1 i¢ina ¢ V; ve | V;: Cy, x) | =i+l



olacak gckilde U= < Ui, V, {; > ve Vi= < U;, C > altgruplan clde cdilir.

o0
Simdi W = UV, olsun. a ¢ W oldugundan W, G nin bir 6z altgurubudur. O
i=I

zaman W bir FC- gruptur. Béylece
|W: Cw () |=n
olacak sekilde bir n > 1 vardir. Bundan dolayi
| Va: Vo nCw(x) [ =] Vy: vy X <n

olur ki bu V,, nin se¢imiyle gelisir. [20] Teorem 1.16 dan dolay1 G bir minimal
hipermerkez- olmayan gruptur. Béylece G normalleyen sartin1 saglar. O zaman
I # yeNg(<U,V,C>)\<U,V,C> vardir ve dolaymsiyla L <<UV,Cy> dir.
Boylece <U,V,C> L nin bir normal altgurubudur. N= N;(<U,V,C>),

N =N/ <U,V,C> ve B, N nin mertebesi p olan bir elemani olsun.O zaman her

aelL i¢gin ae <b> dir. Boylece L =<b >dir.Yani | L/ <U,V.C>|=p dir.

Lemma 4.2: G .bir lokal nilpotent iissii p olan minimal FC- olmayan p-grup

olsun.O zaman | Ng(T) /T| = p olacak sekilde G nin bir T &z altgrubu vardir.

Ispat: N, L, C, U ve V Lemma 4.1 deki gibi olsun ve beN olsun. o(b)=p
oldugundan her acL igin <a>=<b> dir. Béylece L=N dir. Lemma 4.1 dcn

dolayi | N/ <U,V,C>l = p dir. T= <U.C,V> alirsak ispat tamamdir,
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Simdi agagidaki karakterizasyonu verebiliriz.

Teorem 4.3: G bir miikemmel lokal nilpotent minimal IFC- olmayan (veya CC)
p-grup olsun.O zaman
(a) G bir yari-bolimli gruptur veya

(b) her iz 1 igin IN(;(Vi): Vi| =pve

G=UYV,

1l

8

1
olacak sekilde G nin V| <V, <... 6z altgruplar1 vardir. Ayrica X, G nin bir 6z

altgrubu olmak tizere X < V; olacak sekilde bir V; altgrubu vardir.
Ispat: Kabul cdelim ki G bir yari-béliimli grup olmasin.O zaman G " <G dir.

Once G" =1 olsun.O zaman G nin issii p dir. xe G\Z(G) ve C=C;(x) olsun.

Lemma 4.1 den dolayi

L= 1 <U,Cy>=#<U,C>
yeliz<l],C>

olacak sckilde G nin bir U, sonlu altgrubu vardir.V,= <U,C> olsun.O zaman

Lemma 4.2 den dolayr | Ly/ Vi =p dir. Boylece
Li=V,<a>
olacak sekilde bir a;€G vardir.

S, == Upa; olsun. Lemma 4.1 den dolayi,
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La= [1 <UpCy>#<UpC>
yeGi\<ly. C>

olacak sekilde S, yi igeren G nin bir U; sonlu altgrubu vardir. Vy=<U,.C>
olsun.O zaman Lemma 4.2 den dolay: | L,/ Vzl = p dir. Boylece L= V, <ay>
olacak gckilde bir a,eG vardir. Bu gekilde devam edilirse her i > 1 igin a; ¢ V;
fakat a;e Vi, ve | Ng(V;): Vil = p olacak sekilde G nin V< V,y<... 6z altgruplar
elde edilir. C, a,C, a,C,... C nin G igindeki birbirinden farkli sol kosetleri

oldugundan,

Q
I
8
<

dir.
Simdi G” # 1 ve G=G/G" olsun. Yukaridaki benzer inceleme yapilirsa her
iz ligin| Nz (V) :Vil=pwve

— w—.
G=le

olacak gckilde G nin V, <V, <... 6z altgruplari vardr.

Eger V. V, nin G de ters goriintiisii ise o zaman

»)

il
8
<

dir. G normalleyen sartim sagladigindan N (V;)= N(V; Y/ GP dir. Béylece
NG (Vi): (Vi) | =p dir.
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Simdi G bir lokal nilpotent minimal CC-olmayan p-grup olsun. [5] Teorem |
den dolay1 G°, G nin maksimal kéklii abeliyan altgrubu olmak tizere G/G® bir
minimal FC- olmayan gruptur. Teoremin basindaki benzer inceleme yapilirsa

her i > 1 igin | Ngge (VI/G®): (V;/G°) | =p ve

o0
G/G® = U V,/G°

i=l
olacak sekilde G/G® in V/G® < Vo/G’ < ... 6z altgruplari elde edilir.

Eger Vi, Vi/G® n G dc ters goriintiisii ise 0 zaman

Q
il

'8

<

dir.

G/G® normalleyen sartini sagladigmdanNe(Vi/G")= N(Vi)/G® dir. Boylece
ING (V): V;|=p dir.
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5. ALTNORMAL BIiLESIiM OZELLIGi (SJP), FC
VE CC-GRUPLAR

Genel olarak FC-gruplar SJP yi saglamazlar. Bunun igin [20] Problem 8 ¢
bakilabilir.

Teorem 5.1: G bir minimal FC- olmayan p-grup olsun. O zaman G/N SJP yi
saglayacak sekilde G nin bir N 6z normal altgrubu vardir.

Ispat: [5] Sonug | den dolayt G/N bir minimal FC- olmayan grup ve G/N nin
her 6z normal altgrubu sonlu Usli ve nilpotent olacak sekilde G nin bir N 6z

normal altgurubu vardir, G= G/N olsun. H ve K, Gnin iki 6z altnormal

altgrubu olsun. H¢, K%, G nin iki 6z normal altgrubu oldugundan HC,

K% G nin bir 6z normal nilpotent altgrubudur. Bundan dolay: <H

K ><a< G dir.

Lemma 5.2: G bir periyodik FC- grup, K,L. G nin iki altnormal altgrubu ve L

sonlu olsun.O zaman J=<H,K> olmak tizere J, G nin bir altnormal altgrubudur.

ispat: |L|=s olacak sekilde s > 1 olsun. J= KL* dir. G periyodik FC- grup

< .. K
oldugundan her xeG igin x° sonludur. L = {ee,,...,e.} olsun. O zaman L

K

<c, c:‘ sonludur ve dolayistyla L* sonludur. Boylece | J: K| < oo dur. [21]

Sonug 1.3.6. dan dolay1 J, G nin bir altnormal aitgrubudur.

Sonug 5.3: G bir lokal nilpotent minimal CC-olmayan p-grup olsun. Eger H.K
G nin iki althormal altgrubu ve K sonlu ise o zaman <I,K>, G nin bir

altnormal altgrubudur.
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ispat: G = G/G® olsun. [5] Teorem | den dolayt G bir minimal FC- olmayan
gruptur. H= Gveya K= G isc sonug agiktir. Bundan dolayt H, K, G nin
iki 6z altnormal altgrubu olsun. O zaman Lemma 5.2 den dolay1 ,<H ,K > sn

G dir. Yani <H,K > <a<H.,K > G° 1« G dir.

Sonug 5.4: G bir lokal nilpotent minimal CC-olmayan p-grup ve B, G nin Baer
radikali olmak {izere B,G nin 6z altgrubu olsun. Eger H,K B nin iki altnormal
altgrubu ve K sonlu ise <H,K>, G nin bir altnormal altgrubudur.

Ispat: K, B nin bir sonlu altgrubu oldugundan [22] 12.2.8 den dolay1 K,B nin

bir altnormal altgrubudur. Teorem 3.2(a) dan dol»aylA'B bir FC- gruptur. Lemma
5.2 den dolay1

<H,K><<« B« G
dir.

Teorem 5.5:G bir Chernikov grup olsun.O zaman G SJP yi saglar.

Ispat: H,K G nin iki 6z altnormal altgrubu olsun. G bir Chernikov grup

oldugundan G/G° sonludur. Burada G° sonlu sayida priifer grubun direkt
carpimina izomorftur. [21] Teorem 1.3.1 den dolayr <H.K> G°/G°<<1G/G°
dir.Boylece <H,K> G°«<G dir. [10] Lemma 1.5 den dolay1 <H,K>, G nin

altnormal altgrubudur.

Teorem 5.6: G bir lokal nilpotent minimal CC-olmayan p-grup olsun. Eger

[5] Teorem 1 de K= Z(G)G® ise 0 zaman G,SJP yi saglar.

Ispat: [5] Teorem | den dolay: G/K nin her 6z normal altgrubu sonlu islii ve

nilpotenttir. S, T G nin iki 0z altnormal altgrubu olsun. O zaman SYTK. G
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nin bir 6z normal altgrubu oldugundan SYTYK/K nilpotenttir. Boylece

<8, T>K<< G dir. [10] Lemma 1.5 den dolay1 <S8, T><<G dir.

Lemma 5.7 G bir CC-p-grup ve LK G nin iki altnormal aligrubu olsun. G
nin X sonlu altkiimesi i¢in HK < X¢ ise <H,K>, G nin bir altnormal

altgrubudur.

ispat: X, G nin bir sonlu altkiimesi olsun. G bir CC-p-grup oldugundan X“

bir Chernikov gruptur. Boylece
G/C (X%)

bir Chernikov gruptur. Cg( X )= C olsun.Teorem 4.5 den dolayr <H,K> C <«

G dir. H,K < X" oldugundan C, H ve K y1 ve dolayistyla <H,K> y1 normaller.

Bundan dolay1 <H.K> nin bir altnormal altgrubudur.

Terocm 5.8: G bir periyodik Baer CC-grup olsun. H,K G nin iki altnormal

altgrubu ve K sonlu iiretegli ise <H,K> G nin bir altnormal altgrubudur.

Ispat: G bir Baer grubu oldugundan lokal nilpotenttir ve dolayistyla [23] 1 1.3)
den dolay1 G bir hipermerkez gruptur. [22] 12.2.3 den dolay: G normallcycn

sartint saglar.

Once T, G nin bir Chernikov altgrubu olmak iizere T << G oldugunu
gosterelim. T bir Chernikov grup oldugundan | T/T° | <oo dir. Burada T°, sonlu
sayida priifer grubun direkt ¢arpimina izomorftur. Boylece T= T°F olacak
sekilde G nin bir I sonlu iiretegli altgrubu vardir. G bir Baer grubu

oldugundan F<<G dir. Boylece [10] Lemmal 1.5 den dolayr T°F yi
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normaller. [22] 13.1.5 den dolay1 T<<G dir. K bir sonlu iiretegli altgrup

oldugundan
K = <x,,Xj....Xs>

olacak sekilde 1<i<k i¢in x,€G vardir.

H
K'=<x), X, x >1 <<xy >Max, >M L <x, >

<< X, >0« x, >% L<x, >Y
dir. G bir CC-grup oldugundan her 1 <i <k igin <x; >%, G nin bir normal

Chernikov altgrubudur. Boylece K" bir Chernikov gruptur. Yukaridaki
gozlemden dolayr K" << G dir. J= <H,K> olsun.O zaman J=HK'" dir. K",
H y1 normallediginden [22] 13.1.5 den dolay1 J << G dir.

Lemma 5.9: G bir CC- p-grup olsun. Eger 1% x €G igin Cu(x°) abeliyan isc
G, SJP yi saglar.

Ispat: G bir p-grubu oldugundan G/Z (G) periyodiktir. I # xeG ve Ci(x“ )=N
olsun. G bir CC-grup .oldugundan G/N bir Chernikov gruptur. Hipotezden
dolay1 N bir abeliyan gruptur ve dolayisiyla N < Cg (N) dir. [24] Lemma 4.4
den dolay1 Cg(N)/Z(G) bir Chernikov gruptur. Ayrica G/N bir Chernikov grup
oldugundan G/ Cg (N) bir Chernikov gruptur. Boylece

G/Z(G)

Comyz@G) = ™

oldugundan G/Z(G) bir Chernikov gruptur. H,K G nin iki altnormal altgrubu
olsun. Teorem 5.5 den dolayr G/Z(G), SIP yi saglar. Bdylece
<H,K>Z(GYZ(G) << G/Z(G) dir ve dolaysiyla <H.K>Z(G)<<«G dir. Z(G).

. wummwawfw
DOKOMANTASYON



<ILK=Z(G) yi normallediginden <ILK><<ILK>Z(G)<<G  dir.Yani
<H,K><<G dir.

Lemma 5.10: G bir FC p-grup olsun. Eger 1#x € G igin C, (x" )nilpotent isc

G nilpotenttir. Ozel olarak G, SIP yi saglar.

ispat: C (x")nilpotent grup ve G bir FC-grup oldugundan G bir NC -
gruptur [25] Lemma 4.4 den dolay1 G nilpotenttir. Boéylece dzel olarak G SIP

yi saglar.
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