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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

 

MİNKOWSKİ 3-UZAYINDA SPACELİKE NORMALLİ EQUİFORM SPACELİKE 

EĞRİLERİN KÜRESEL GÖSTERGE EĞRİLERİ 

 

Zeliha GENÇER 

Afyon Kocatepe Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Özgür KALKAN 

 

Bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölüm çalışmanın giriş kısmıdır. Bu bölümde küresel gösterge eğrileri ve 

equiform geometriye göre eğriler ile ilgili yapılan çalışmalar hakkında literatürdeki 

bilgiler verilmiştir. 

İkinci bölümde Minkowski uzayı ve Minkowski uzayında equiform geometri hakkında 

temel kavramlar verilmiştir. 

Üçüncü bölüm çalışmanın orijinal kısmıdır. 

Üçüncü bölümde 3-boyutlu Minkowski uzayında spacelike asli normale sahip equiform 

spacelike eğrilerin küresel gösterge eğrileri incelenmiştir. Ayrıca bu eğrilere ait örnekler 

verilerek şekilleri çizilmiştir. 

 

2024, vi + 37 sayfa 

 

Anahtar kelimeler: Minkowski uzayı, Frenet vektörleri, Equiform eğriler, Küresel 

gösterge eğrileri. 
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ABSTRACT 

M.Sc. Thesis 

 
SPHERICAL INDICATRIX CURVES OF EQUIFORM SPACELIKE CURVES WITH 

                             SPACELIKE NORMAL IN MINKOWSKI 3-SPACE 

 

Zeliha GENÇER 

Afyon Kocatepe University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Özgür KALKAN 

 

This study consists of three chapters. 

The first chapter is the entrance of the study. In this chapter, information in the literature 

about studies on spherical indicatrix curves and curves according to equiform geometry 

are given. 

In the second chapter, basic definitions on Minkowski space and equiform geometry in 

Minkowski space are given. 

The third chapter is the original part of the work.  

In the third chapter spherical indicatrix curves of equiform spacelike curves with 

spacelike principal normal are examined in 3 dimensional Minkowski space. Moreover, 

examples of these curves and figures are given. 

 

2024, vi + 37 sayfa 

 

Keywords: Minkowski space, Frenet frames, Equiform curves, Spherical indicatrix of 
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1.GİRİŞ 
 

Diferansiyel geometrinin eğriler teorisi konusu, uzun zamandır üzerinde çalışılan 

alanlardan birisidir. Eğrilerin kullanım alanları oldukça geniştir. Eğriler, mühendislik, 

fizik, bilgisayar grafikleri, robotik ve daha birçok alanda önemli uygulamalara sahiptir. 

Bu teorinin geliştirilmesi ve anlaşılması, bu alanlarda yapılan çalışmalara büyük katkılar 

sağlamaktadır. Örneğin helis eğrileri, hayvan boynuzlarında, deniz kabuklarında ve en 

önemlisi DNA molekül yapısında görülür. En çok bilinen örneği vidadır. Eğri türlerinin 

farklı alanlardaki kullanımlarını görmek de mümkündür. Mesela eliptik eğriler 

kriptografide, Bezier eğrileri düzgün eğrileri modellemek için bilgisayar grafiklerinde 

kullanılmaktadır. İki ya da daha fazla eğri arasında matematiksel bir ilişki kurularak eğri 

teorileri de elde edilmiştir. Bu tür eğrilerin en iyi bilinen örnekleri, involüt-evolüt eğri 

çiftleri, Bertrand eğri çiftleri, Mannheim eğri çiftleridir. 

 

Küresel gösterge eğrileri de bu türden eğri sınıfına girmektedir ve yoğun olarak çalışılan 

eğrilerden birisidir. Küresel gösterge eğrisi “  eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet 

vektörleri birim kürenin merkezine yerleştirildiğinde uç noktaları birim küre yüzeyi 

üzerinde küresel gösterge eğrilerini oluştururlar” esasına dayanmaktadır. Riemann 

geometride uzay eğrilerinin küresel gösterge eğrileri  Lipschutz (1969)  Chung (1982) ve 

Shikin (1995) tarafından incelenmiştir. Ali (2009) ise Öklid uzayında eğrilerin küresel 

göstergelerini araştırmıştır. Minkowski uzayındaki eğrilerin küresel gösterge eğrileri ise 

Bilici ve Ali (2011) Bilici ve Çalışkan (2017)  Bilici ve Çalışkan (2019) tarafından yapılan 

çalışmalarda incelenmiştir. Arfah (2020) 3-boyutlu Minkowski uzayında timelike 

eğrilerin küresel göstergelerinin karakterizasyonlarını vermişlerdir.  

 

Çizgisel geometri, uzaydaki doğruların ve doğrusal elemanların geometrik özelliklerini 

inceleyen bir matematik dalıdır. Bu dal, özellikle kinematik, mühendislik, bilgisayar 

mühendisliği ve robotik gibi alanlarda geniş uygulamalara sahiptir.  

Equiform eğriler ise çizgisel geometrinin yeni ve dikkat çeken uygulamalarından biridir. 

Equiform eğriler, belirli geometrik ve kinematik özelliklere sahip eğriler olarak 

tanımlanır. Bu eğriler hakkında yapılan ilk önemli çalışma, Boris Odehnal vd. (2006) 

tarafından "Equiform Kinematic and the Geometry of Line Elements" başlığı altında 

yayınlanmıştır. Uzay eğrileri ve yüzeylerinin equiform geometrisi, birçok matematikçinin 
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ilgi ve araştırma konusu olmuştur. Bu durum, equiform geometrisinin diğer geometrilerin 

bir uzantısı olduğu düşüncesinden kaynaklanmaktadır. Bu sebeple birçok farklı uzayda 

equiform geometri üzerine çalışmalar yapılmıştır. 3- boyutlu Minkowski uzayında 

equiform çatıya göre timelike normal eğriler Elsayied vd. (2017) tarafından incelenmiştir. 

Yapılan diğer bir çalışmada ise Elsayied vd. (2018) 3- boyutlu Minkowski uzayında 

equiform Bishop çatıya göre spacelike normal eğrileri ele almışlardır. S Solouma ve 

Mahmoud (2019), hiperbolik küre üzerinde spacelike equiform-Bishop Smarandache 

eğrilerini incelemişlerdir. Elsharkawy (2020) 3- boyutlu Minkowski uzayında timelike 

asli normale sahip equiform spacelike eğrilerin involüt evolüt eğrilerinin 

karakterizasyonlarını araştırmışlardır. Pavkovic ve Kamenarovic (1987), 3-boyutlu Galile 

uzayında eğrilerin equiform geometrisi ele almışlardır. Kızıltuğ ve Yaylı (2014), Galile 

uzayında AW(k) tipli Bertrand eğrilerinin equiform geometrisini incelemişlerdir. Zlatko 

ve Blaenka Divjak (2008), 3-boyutlu pseudo-Galile uzayında eğrilerin equiform 

diferensiyel geometrisini ele almışlardır. Tashkandy vd. (2022), 3-boyutlu Minkowski 

uzayında spacelike normal eğrileri incelemişlerdir. 4-boyutlu Minkowski uzayında 

equiform eğrilerin diferensiyel geometrisi Abdel-Aziz vd. (2015) tarafından 

araştırılmıştır. 4-boyutlu Bulut ve Bektaş (2020), 4-boyutlu Minkowski uzayında 

equiform spacelike eğriler üzerinde k-tipli özel helis eğrilerini araştırmışlardır. Solouma 

(2017), 3-boyutlu Minkowski uzayında özel equiform Smarandache eğrilerini 

araştırmıştır. Aydın ve Ergüt (2013),4-boyutlu Galile uzayında eğrilerin equiform 

diferansiyel geometrisini ele almışlardır. Solouma (2020), 4-boyutlu Minkowski 

uzayında ikinci binormal vektörü timelike olan spacelike eğrilerin Smarandache eğrilerini 

incelemişlerdir. Mahmoud ve Noreldeenn (2020), tarafından 4-boyutlu Minkowski 

uzayında spacelike eğrilerin elastik olmayan hareketleri ele alınmıştır. Bulut ve Bektaş 

(2020), tarafından equiform spacelike eğriler üzerinde özel helisler araştırılmıştır. Kalkan 

(2024), 4-boyutlu Minkowski uzayında equiform rectifiyan, normal ve osculatör eğrileri 

incelemiştir.Bu tez çalışmasında 3-boyutlu Minkowski uzayında equiform Frenet çatıya 

göre spacelike asli normale sahip spacelike eğrilerin küresel gösterge eğrileri 

incelenmiştir. Spacelike asli normale sahip equiform spacelike eğrilerin teğet gösterge, 

asli normal gösterge ve binormal gösterge eğrilerinin equiform Frenet çatı elemanları esas 

eğrinin equiform Frenet çatı elemanları cinsinden elde edilerek bu eğriler ile ilgili 

örnekler verilerek Maple programı ile çizimleri yapılmıştır.  
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2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR 

 

2.1 
3

1E  Minkowski Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

Tanım 2.2.1 V bir lineer vektör uzayı ve , :V V →  bir simetrik lineer form olsun. 

(i) v V  ve 0v   için , 0v v  ise , simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, 

(ii) v V  ve 0v   için , 0v v  ise , simetrik bilineer formuna negatif tanımlı, 

(iii) v V  ve 0v   için , 0v v    ise 0v =  ise , simetrik bilineer formuna pozitif 

yarı-tanımlı, 

(iv) v V   ve 0v  için , 0v v  ise , simetrik bilineer formuna negatif yarı- tanımlı, 

(v) v V   için , 0v v =  iken 0v =  olmak zorunda ise ,  simetrik bilineer formuna 

non-dejenere,aksi halde dejeneredir denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.2 , ,V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik lineer form ve W ,V nin 

herhangi bir alt uzayı olsun. ,  nin W üzerinde kısıtlaması  , w  , negatif tanımlı olacak 

şekildeki en büyük boyutlu W  altuzayının boyutuna, , simetrik bilineer formunun 

indeksi denir ve   ile gösterilir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.3 Bir V reel vektör uzayı üzerinde non-dejenere simetrik lineer forma V  reel 

vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpım denir ve üzerinde skalar çarpım tanımlı olan V

reel vektör uzayına skalar çarpım uzayı denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.4  V skalar çarpım uzayının indeksi 1v = ve boyutu 2boyV  ise V skalar 

çarpım uzayı bir Minkowski vektör uzayı denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.5 3E , 3-boyutlu reel vektör uzayı olsun.
3,u v E  ve 1 2 3( , , ),u u u u=  

3

1 2 3( , , )v v v v E=   olmak üzere 

 
3 3

1 1 2 2 3 3

, : ,

( , ) ,

EE R

u v u v u v u v u v−

 →

→ = +
                                     (2.1.1) 

 

şeklinde tanımlı dönüşüm 

(i) Simetrik, 

(ii) Bilineer, 
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(iii) non-dejenere 
3( u E  için , 0 0)T Tu u u=  =  dır. 

3E üzerinde tanımlanan bu dönüşüme Minkowski metriği denir ve  3 3

1 , ,E E= ikilisine 

de 3-boyutlu Minkowski uzayı adı verilir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.6 
3

1u E   için 

(i) , 0u u  ise timelike vektör (zaman benzeri), 

(ii) , 0u u   veya 0u =  ise u  spacelike vektör (uzay benzeri), 

(iii) , 0u u =  ise null vektör (ışık benzeri) 

denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.7 
3

1,u v E için 0u   ve 0v   olmak üzere , 0u v = ise, bu durumda u ve v  

vektörlerine ortogonal vektörler denir. Eğer u timelike vektör ise bu durumda v  spacelike 

vektördür (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.8 
3

1u E  için 1 2 3( , , )u u u u= vektörünün normu 

 

2 2 2

1 2 3,u u u u u u=   = + −  

 

biçiminde tanımlanır (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.9 
3

1u E  için 

(i) 0u   

(ii) 1u = − ise u  vektörüne birim timelike vektör, 

(iii) 1u = ise u   vektörüne birim spacelike vektör, 

(iv)u  bir timelike vektör ise 
2

,u u u= − , 

(v) u  bir spacelike vektör ise 
2

,u u u=  

dır (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.10 
3

1E ,3-boyutlu Minkowski uzayında iki vektör ( )1 2 3, ,u u u u= ve

( )1 2 3, ,v v v v=  olmak üzere 

 

( )3 2 2 3 3 1 1 3 1 2 2 1, ,u u v u v u v u v u v u v= − − −
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vektörüne u  ve v  nin vektörel çarpımı (dış çarpım) denir ve ( )1 2 3, ,i i i ie   =  olmak 

üzere 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

e e e

u v u u u

v v v

− −

 =  

vektörel çarpımı  

1 2 3e e e =
, 1 3 2e e e = −

, 2 3 1e e e = −
 

dir (Akutagawa ve Nishikawa 1990). 

 

Tanım 2.1.11 
3

1: I R E  →  diferansiyellenebilir fonksiyonuna 
3

1E  de bir eğri denir. 

Burada I  aralığına  eğrisinin parametre aralığı ve s I değişkenine de  eğrisinin 

parametresi denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.12 
3

1: I R E  →  bir eğri olsun.  eğrisinin teğet vektörü t olmak üzere; 

(i) , 0t t  ise  eğrisine spacelike eğri, 

(ii) , 0t t  ise  eğrisine timelike eğri, 

(iii) , 0t t = ise  eğrisine null eğri denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.13 
3

1: I R E  →  bir eğri olsun. Eğer s I   için  

( ) 1s =
 

ise  eğrisine birim hızlı eğri denir. Bu durumda,   eğrinin s I parametresine yay 

parametresi denir. ,a b I  olmak üzere  eğrisinin ( )a ve ( )b  noktaları arasındaki 

yay uzunluğu '( )

b

a

s dt   dir (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.14 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

(O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.15 ( )s = regüler birim hızlı bir eğri ve Frenet vektörleri t , n  ve b olsun. 

(i)   normali spacelike veya timelike olan spacelike eğri ise Frenet vektörleri, Frenet 

formülleri, eğrilikleri ve vektörel çarpımları sırasıyla 

t ( )
t( ) ( ), ( ) , ( ) (t )( ),

( )

, , ,

, 1, , 1 , ,

s
s s n s b s n s

s

t n n t b b n

t t n n b b

 


   

 


= = = 

  = = − + =

= =  = = −

                                     (2.1.3) 
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( )2

,
( )

' ''

, , , 0

( ) , ( ) ,

, ,

t s

t n t b n b

s s s

t n b n b t b t n

  

 
 

 

     
  

  

= = =

= =

 =  = −  = −

                                                   (2.1.4) 

dir. 

(ii)  timelike bir eğri ise bu durumda Frenet vektörleri, Frenet formülleri, eğrilikleri ve 

vektörel çarpımları sırasıyla 

( )2

t'( )
t( ) ( ) , ( ) , ( ) (t n)( ) ,

( )

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ),

, 1, , 1, , 1,

, , , 0,

' '', '''
( ) ( ) , ( )

' ''

, ,

s
s s t s b s s

s

t s s n s n s s t s s b s b s s n s

t t n n b b

t n t b n b

s t s s s

t n b n b t b t n




   

  
 

 

= = = − 

  = = − =

= − = =

= = =

   
= =  

  

 = −  = −  =

                     (2.1.5) 

dir (Uğurlu 1997). 

 

2.2 
3

1E  Minkowski Uzayında Equiform Eğrilerin Frenet Formülleri 

 

Tanım 2.2.1 
3

1: I E → , 3-boyutlu Minkowski uzayında birim hızlı bir eğri olsun. ( )s

eğrisinin equiform parametresi 

 

ds
ds

d
 


= =                                                       (2.2.1) 

 

olarak tanımlanır. Burada 
1




=  eşitliği   eğrisinin eğrilik yarıçapıdır. Bu durumda 

 

ds

d



=                                                                  (2.2.2) 

eşitliği sağlanır. 
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Şimdi,   eğrisinin equiform değişmez parametresi   ya göre Frenet formüllerini 

tanımlayalım. 

 

d
T

d




=                                                                (2.2.3) 

 

vektörü   eğrisinin equiform tanjant vektörü  olarak adlandırılır. Buradan 

 

d d ds d
T t

d ds d ds

  
 

 
= =  =  =                                    (2.2.4) 

 

olarak hesaplanır. Burada t ,   eğrisinin tanjant vektörüdür.   eğrisinin, equiform 

birim normal vektörünü ve equiform  binormal vektörünü sırasıyla 

 

N n= ,           B b=                                  (2.2.5) 

 

olarak tanımlayalım. Burada n  ve b  sırasıyla   eğrisinin normal ve binormal 

vektörleridir. Bu takdirde   nin Frenet üç ayaklısı olarak adlandırılan  ,N,BT , 
3

1E  in 

equiform bir ortogonal bir bazıdır (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 2018). 

 

Tanım 2.2.2 1 : I R →  olmak üzere 

 

1

d

ds


 =                                                                      (2.2.6) 

 

fonksiyonuna   eğrisinin 1.equiform eğriliği denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 

2018). 

 

Tanım 2.2.3 2 : I R →  olmak üzere 

 

                                            
2





=                                                                       (2.2.7) 

 

fonksiyonuna   eğrisinin 2.equiform eğriliği denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 

2018). 

 

Tanım  2.2.4 
3

1: I E →  bir equiform eğri olsun.  eğrisinin teğet vektörü T olmak 

üzere; 

(i) 
2, 0T T =  veya 0T = ise   eğrisine equiform spacelike eğri, 
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(ii) 
2, 0T T =  ise  eğrisine equiform timelike eğri, 

(iii) , 0T T = ise  eğrisine equiform null eğri denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 

2018). 

Şimdi   eğrisinin equiform parametreye göre Frenet formüllerini verelim. 

(i) Eğer   eğrisi, normali spacelike olan equiform spacelike bir eğri ise Frenet formülleri 

 

1

1 2

2 1

T' 1 0

1

0

T

N N

B B



 

 

     
      = −
     

          

                                          (2.2.8) 

 

şeklindedir. Burada 
2 2 2T,T , N, N , B,B

T, N T,B N,B 0.

  = = = −

= = =

 

(ii) Eğer   eğrisi, normali timelike olan equiform spacelike bir eğri ise Frenet formülleri 

 

1

1 2

2 1

1 0

1

0

T T

N N

B B



 

 

     
      =
     

          

                                             (2.2.9) 

 

şeklindedir. Burada 
2 2 2,T , , N , ,BT N B    =   = −   =  

 

T,N T,B N,B 0.= = =  

 

(ii) Eğer   eğrisi equiform timelike bir eğri ise Frenet formülleri 

 

1

1 2

2 1

1 0

1

0

T T

N N

B B



 

 

     
      =
     

     −     

                                             (2.2.10) 

 

şeklindedir. Burada 
2 2 2,T , , N , ,BT N B    = −   = −   =  

 

T,N T,B N,B 0= = =  

dir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 2018). 
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3. SPACELIKE NORMALLİ EQUIFORM SPACELIKE EĞRİLERİN KÜRESEL 

GÖSTERGE EĞRİLERİ 

 

Bu bölümde 3-boyutlu Minkowski uzayında equiform geometriye göre normali spacelike 

olan spacelike eğrilerin küresel gösterge eğrilerinin Frenet çatı elemanları elde 

edilecektir. 

 

3.1 Spacelike Normalli Equiform Spacelike Eğrilerin Teğet Gösterge Eğrileri 

 

Tanım 3.1 
3

1: I E →  birim hızlı eğrisi {T,N,B} Frenet çatısı ile verilen bir eğri olsun. 

( )  eğrisinin ( ), ( ), ( )T s N s B s  Frenet vektörlerinin başlangıç noktaları eğriyi çizerken 

uç noktalarının hiperbolik birim küresi veya Lorentz birim küresi üzerinde meydana 

getirdiği eğriye ( )s  eğrisinin teğetler göstergesi (birincil küresel göstergesi), asli 

normaller göstergesi (ikincil küresel göstergesi) ve binormaller göstergesi (üçüncül 

küresel göstergesi) denir. Bu gösterge eğrisinin denklemleri sırasıyla 

 

,

,

T

N

B

T

N

B







=

=

=

 

 

şeklindedir (Çalışkan ve Uğurlu, 2012). 

 

Teorem 3.1.1 
3

1: I E →  spacelike eğrisi {T,N,B} equiform Frenet çatısı ile verilen 

birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisinin T
T =  teğet gösterge eğrisi spacelike bir eğridir. 

 

İspat 3.1.1 T
T = eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa 

 

1T T N  = + ,                                                         (3.1.1) 

2 2

1, ( 1) 0T T      = +                                               (3.1.2) 
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olduğundan T
  spacelike eğridir. 

 

Teorem 3.1.2 T
T =  eğrisi, birim hızlı   spacelike eğrisinin teğet gösterge eğrisi 

olsun. Bu takdirde T
  teğet gösterge eğrisinin equiform Frenet çatı vektörleri{ , , }T T TT N B

sırasıyla 

 

2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

1

2
1

1 2 3

3 1 3 1 2 1

2 2
1

( ) ,
1

( ) ,

( )
( )

1

T T

T T

T T

T N
T

T N B
N

T N B
B

  

  




 

  




     
 

 

+ −

+ −

+
=

+

+ +
=

− − + −
=

+

             (3.1.3) 

 

şeklindedir. Burada 

 
2

1 1 1

3
2 1 1 1 1

2
3 2 1 2

1,

,

  

    

   







= − −

= + −

= +

 

 

dir. 

 

İspat T
  teğet gösterge eğrisinin equiform parametresi t  olsun. T T =  ifadesinin   

equiform parametresine göre türevi alınırsa 

 

1

1

( ) ,

( ) ,

T T
T T

T

T
T T

d d
T N

d d

d
T T N

d

 
  

 


 



 =  = +

= = +

                                           (3.1.4) 

 

şeklinde elde edilir. (3.1.4) eşitliğinin her iki tarafının normu alınırsa 

 

2 2

1 1( ) . 1 1T T
T T

d d
T

d d

 
    

 
= +  = +                             (3.1.5) 
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(3.1.5) eşitliği (3.1.4) eşitliğinde kullanılırsa T eğrisinin equiform teğet vektörü 

 

1

2
1

,( )
1

T T

T N
T




 

+
=

+
                                                   (3.1.6) 

 

şeklinde elde edilir. 

(3.1.6) eşitliğinin   parametresine göre her iki tarafının türevi alınırsa 

 

( )

( )

2
1 1 1 1 2 1

2 1 1
1 12

1

2 2
1

( ( ) 1

1 ( )
1

1

( ) T T
T T

T

T T N T N B

d ds
T N

ds d

dT d
T

d d

      

 
  

 

 




 

 
 
  
  
  

  

 + + − + + +


− + + +

+
=

+

=

                                      (3.1.7) 

 

eşitliğinde 
1

d

ds


=  ve 

ds

d



=  yazılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

1 2 3
2 2 2

1

T N B

( 1)
T

T

dT

d

  

  

+ +
=

+
 

 

elde edilir. Burada 

 

2
1 1 1

3
2 1 1 1 1

2
3 2 1 2

1,

,

  

    

   









= − −

= + −

= +

 

 

şeklindedir. (3.1.7) bağıntının her iki tarafının normu alınırsa 

 

( )
2 2 22 2 2 2

1 2 31 2 3

4 2 4 2 2

1 1( 1) ( 1)
T TT

     


   

+ −+ −
 = =

+ +
                       (3.1.8) 

 

elde edilir. T eğrisinin equiform asli normal vektörü hesaplanırsa 

 
( )

( )
( )

T

T

T
T T

T

T
N

T







=


,                                                 (3.1.9) 
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olduğundan 

 

1 2 3

2 2 2

1 2 3

( )

T

T
T T

T

T

dT

T N Bd
N

dT

d

  


   


+ +
= =

+ −
                                     (3.1.10) 

 

şeklinde elde edilir. 

Burada T
  teğet gösterge eğrisi normali spacelike veya timelike olan spacelike bir eğri 

olduğundan T
  eğrisinin equiform binormal vektörü 

 

( ) ( ( ) ( ))T T T T T TB T N   =   

 

eşitliğinden 

 

2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

1

1 2 3

2 2
1

3 1 3 1 2 1

2 2
1

1 0

( )
1

( )

1

T T

T N B

B

T N B

  

  



  
 

 

     


 

+ −

+ −

− −

=
+

− − + −
=

+

                                  (3.1.11) 

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Teorem 3.1.3   ve T teğet gösterge eğrisinin 1. ve 2. equiform eğrilikleri sırasıyla 

1 2,  , ( ) ( )1 2,
T T

   ile gösterilirse 

 

( )
2 2 2

1 2 3

1 2 2

1

( )
( 1)

TT

  
 

 

+ −
=

+
,                                                           (3.1.12) 

2 2 2 2 2

2 1 1 1

2
2 1 1 2 2 1 1 3( ) ( )

( 1) ( 1)

( 1)
T T 

   

       
=

+ − − +

− + − − +
                                       (3.1.13) 
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şeklindedir. Burada 

 

2
1 1 1

3
2 1 1 1 1

2
3 2 1 2

1,

,

  

    

   









= − −

= + −

= +

 

ve 

 

3
1 1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 2

3 1 2 2

3 3 ,

3 3 1 ,

3

     

   

   









 = + + −

= + − +

= +

 

dir. 

 

İspat T   eğrisinin 1.equiform eğriliği 1( ) ( )T T    olmak üzere eğriliğin tanımından 

1( ) ( ) '( )T T T TT  =  olduğundan (3.1.8) eşitliğinden 

 

1( ) ( ) ( )T T T TT  =                                                      (3.1.14) 

 

olduğundan 

 

( )
2 2 2

1 2 3

1 2 2

1

( )
( 1)

TT

  
 

 

+ −
=

+
                                               (3.1.15) 

 

şeklinde elde edilir. 

T T =  eşitliğinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri hesaplanırsa 

 

1

2
1 1 1 2

3 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

,

( 1) 2 ,

( 3 3 ) (3 3 1 ) (3 )

T

T

T

T N

T N B

T N B

 

    

           

 = +

 = + − + +

   = + + − + + − + + +

 

 

şeklinde bulunur. 

T T    vektörel çarpımı hesaplanırsa 
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1

2

1 1 1 2

2

2 1 2 1 1

1 0

1 2

T N ( 1)B

T T

T T

T N B

  

   

      

− −

  =

 + −

   = − + + − +

                              (3.1.16) 

 

bulunur. (3.1.16) ifadenin normu alınırsa 

 

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 1

2 2 2 2 2 2
2 1 1 1

( ) ( ) ( 1) ,

( 1) ( 1)

T T

T T

        

      

+ − − + = 

 = + − − +  

 

 

şeklinde elde edilir.  

 

( )2 2
2 1 1 2 2 1 1 3, ( 1)T T T           + −    = − − +  

 

bulunur.. T  eğrisinin 2( ) ( )T T   ikinci equiform eğriliği 

 

2 2

,
( ) ( )

T

T T T

T T

T

  
 

 

  
=

 
                                             (3.1.17) 

 

eşitliğinden 

 
3

1 1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 2

3 1 2 2

3 3 ,

3 3 1 ,

3

     

   

   

= + + − 

= + − +

= + 

 

 

olmak üzere 

 

2 2 2 2

2 1 1 1

2
2 1 1 2 2 1 1 3

2
( 1) ( 1)

( 1)
( ) ( )T T

   

       
 

+ − − +

− + − − +
=                                (3.1.18) 

 

şeklinde hesaplanır. 
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3.2  Spacelike Normalli Equiform Spacelike Eğrilerin Asli Normal Gösterge Eğrileri 

 

Teorem 3.2.1 
3

1: I E →  spacelike eğrisi { , , }T N B  equiform Frenet çatısı ile verilen 

birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisinin N N =  asli normal gösterge eğrisi spacelike 

veya timelike bir eğridir. 

 

İspat 3.2.1 N N =  eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa 

 

1 2N T N B   = − + + ,                                                        (3.2.1) 

2 2 2

1 2, (1 ),N N      = + −                                                     (3.2.2) 

 

elde edilir. Burada iki durum söz konusu olur. 

i. 
2 2

1 21 0 + −   ise asli normal gösterge eğrisi spacelike eğridir. 

ii. 
2 2

1 21 0 + −   ise asli normal gösterge eğrisi timelike eğridir. 

 

Teorem 3.2.2 N N = eğrisi, birim hızlı   spacelike eğrisinin asli normal gösterge 

eğrisi olsun. Bu takdirde N  asli normal gösterge eğrisinin equiform Frenet çatı vektörleri 

{ , , }N N NT N B sırasıyla 

 

a) 
2 2

1 21 0 + −   ise 

 

( )

( )

( )

1 2

2 2

1 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

2 2 3 1 3 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3

,
1

,

( ) ( ) ( )

1

N N

N N

N N

T N B
T

T N B
N

T N B
B

 


  

  


   

        
 

     

− + +
=

+ −

+ +
=

+ −

− − + − +
=

+ − + −

                            (3.2.3) 

 

şeklinde elde edilir. 

b) 
2 2

1 21 0 + −   ise 
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( )

( )

( )

1 2

2 2

1 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 1 2 2 3 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3

,
1

( )
,

( ) ( ) ( )

1

N N

N N

N N

T N B
T

T N B
N

T N B
B

 


  

   


   

        


     

− + +
=

+ −

+ +
=

+ −

− + + + +
=

+ − + −

                            (3.2.4) 

 

şeklindedir. Burada 

 
3 2

1 1 1 2 2 1 1 1 2

4 2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1

3 3 2

3 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

,

1 2 ,

        

           

            

  = − − − −


  = − − − + − + + −


  = − + − + + +

 

 

dir. 

 

İspat N N =  asli normal gösterge eğrisinin equiform parametresi N  olsun. N N =  

ifadesinin   parametresine göre türevi alınırsa 

 

1 2

1 2

( ) ,

( )

N N
N N

N

N
N N

d d
T N B

d d

d
T T N B

d

 
   

 


  



 =  = − + +

= = − + +

                                  (3.2.5) 

 
2 2 2

1 2, (1 )N N       = + −  olduğundan 
2 2

1 21 0 + −   ise N  spacelike ve 

2 2

1 21 0 + −   ise N  eğrisi timelike bir eğri olacaktır. (3.2.5) eşitliğinin normu alınırsa 

 

2 2 2 2

1 2 1 2( ) . 1 1 ,N N
N N

d d
T

d d

 
      

 
= + −  = + −                   (3.2.6) 

 

elde edilir. 

a) 
2 2

1 21 0 + −   kabul edelim. (3.2.6) eşitliğinden N  eğrisinin equiform teğet 

vektörü 

 

1 2

2 2

1 2

( ) ,
1

N N

T N B
T

 


  

− + +
=

+ −
                                                 (3.2.7) 

 



17 
  

şeklinde elde edilir. (3.2.7) eşitliğinin N  parametresine göre her iki tarafının türevi 

alınırsa 

 

1

1

1 1 1 2 2 2
1 2'

1 2 1 2

2 2 1 2 2
1 2 1 22 2

1 2

2 2 2
1 2

( )

( ) ( )
1

( ( ) )

1 ( )
1

1

( ) N N
N N

N

T N N T N B

B N B

d ds
T N B

ds d

dT d
T

d d

    
  

   

   
    

  

  




 

  
  
  
  
  
  
  

  
  

− + + + − + +
+ −

+ + +

− 
− + − + − + +

+ −
=

+ −

 =

                   (3.2.8) 

 

eşitliğinde 
1

d

ds


=  ve 

ds

d



=  yazılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

1 2 3
2 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( 1)
N

N

T N BdT

d

     

   

+ +
=

− +
                                          (3.2.9) 

 

elde edilir. Burada 

 

1 2

2 1 1

1 2 2

3 2
1 1 2 1 1 1 2

4 2 2 2 2 2
2 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 2
3 2 1 1 2 2 1 1 2 1

,

1 2 ,

        

           

            







 = − − − −

  = − − − + − + + −

  = − + − + + +

 

 

şeklindedir. (3.2.9) bağıntının her iki tarafının normu alınırsa 

 

( )
2 2 22 2 2 2
1 2 31 2 3

4 2 2 4 2 2 2

1 2 1 2( 1) ( 1)
N NT

     


     

+ −+ −
 = =

− + − +
                       (3.2.10) 

 

elde edilir N  eğrisinin equiform asli normal vektörü hesaplanırsa 

 

( )
( )

( )
N N

N N

N N

T
N

T







=


                                                  (3.2.11) 

olduğundan 
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2 2 2

1 2 3

1 2 3

N

N
N

N

N

dT

T N Bd
N

dT

d

  

  




+ −

+ +
= =  

 

şeklinde elde edilir. Şimdi N  eğrisinin equiform binormal vektörü 

 

( )( ) ( ) ( ) ,N N N N N NB T N   =                                          (3.2.12) 

 

eşitliğinden 

2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

1 2

1 2 3

2 2 2
1 2

2 2 3 1 3 1 2 2 1 1

2 2 2
1 2

1

( )
1

( ) ( )N ( )

1

N N

T N B

B

T B

  

  

 

  
 

  

        


  

+ −

+ −

− −

−

=
− +

− − + − +
=

− +

                                (3.2.12) 

elde edilir. 

 

b) 
2 2

1 21 0 + −   durumunda ispat (a) ya benzer şekilde elde edilir. 

Teorem 3.2.3   ve N  normal gösterge eğrisinin 1. ve 2. equiform eğrilikleri sırasıyla 

1 2,  , ( ) ( )1 2,
T T

   ile gösterilirse 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

1 2 3

2 3 2

1 2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2

2 1 2 1

1 2 2 2
1 2

2 3
1 2 1 2 2 1 2 2 1

2 2
2 2 1 2 1 3

2 ,
( )

( ) (1 )

,
(1 )

( )

(1 )

NN

NN

  

       

   

 
  

        

     
 

+ −

 
 
  

 − + + − −

 + − − − +

=
+ −

 − + + − −

 − − − − +
=

        (3.2.13) 

şeklindedir. Burada 
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3 2

1 1 1 2 2 1 1 1 2

4 2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1

3 3 2

3 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

,

1 2 ,

        

           

            

  = − − − −


  = − − − + − + + −


  = − + − + + +

 

ve 

1

1 1 1

1 2 2

2 2
1 1 2

3 2
2 1 2 1 1 2 1

3 2
3 2 2 1 1 2 2

3 3 1,

3 3 3 3 ,

3 3 3

   

         

         







= − − − +

  = + + + + −

  = + + + + −

 

 

dir. 

 

İspat N   eğrisinin 1.equiform eğriliği 1( ) ( )N N    olmak üzere eğriliğin tanımından 

1( ) ( ) ( )N N N NT  =  olduğundan (3.2.10) eşitliğinden 

 

( ) ( )
2 2 2

1 2 3

1 2 2 2

1 2(1 )
NN

  
 

  

+ −
=

+ −
                                                     (3.2.14) 

 

şeklinde elde edilir. 

N N =  ifadesinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri hesaplanırsa 

1 2

' 2 2 '
1 1 1 2 1 2 2

' 2 2 3 ' ' 2 ''
1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1

' '' 3 ' 2
1 2 2 2 2 1 1 2 2

,

( 2 ) ( 1 ) (2 ) ,

( 3 3 1 ) ( 3 3 3 3 )

(3 3 3 ) ,

N

N

N

T N B

T N B

T N

B

  

       

            

        

 = − + +

 = − + − + + + + +

 = − − + − + + + + + −

+ + + + + −

 

 

elde edilir. N N    vektörel çarpımı hesaplanırsa 

 

1 2 1

1 2

2 2 '
1 1 1 2 1 2 2

2 3 2 2
1 2 2 2 1 2 2 2 1

1

2 ' 1 2

( )T N (1 )B

N N

T N B

   

      

           

− −

  = −

− + + − +

   = − + + − − − + − − +

     (3.2.15) 
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şeklinde bulunur. (3.2.15) ifadenin normu alınırsa 

 

2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1( ) ( ) (1 )N N                      = − + + − − + − − − +  

2
2 2 3 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1( ) ( ) (1 )N N                    = − + + − − + − − − +  

 

elde edilir. 

 

1

2 1 1

1 2 2

2 2
1 1 2

3 2
2 1 2 1 1 2 1

3 2
3 2 2 1 1 2 2

3 3 1

3 3 3 3

3 3 3

   

         

         







= − − − +

= + + + + −  

= + + + + −  

 

 

olmak üzere 

 

2

1 2 1

2 3 2 2
1 2 2 2 1 2 2 2 11 2 3

( ) (1 ),N N N                   −   − + + − − − − − +   =  

 

bulunur. Bu taktirde N  eğrisinin 2( ) ( )N N   ikinci equiform eğriliği 

 

2 2

,
( ) ( )

N N

N N N

N N

  
 

 

  




=

 
 

 

eşitliğinden 

 

( ) ( )
2 3 2 2

1 2 1 2 2 1 2 2 2

2 2 2

1 2 1

2 3
1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 2
1 2 1 3

2
( ) ( )

(1 )

( )

(1 )
NN         

  

          

   
 

 
 
  

  − + + − − +

− − − +

  − + + − − −

− − − +
=                          (3.2.16) 

 

şeklinde elde edilir. 
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3.3 Spacelike Normalli Equiform Spacelike Eğrilerin Binormal Gösterge Eğrileri 

 

Teorem 3.3.1 
3

1: I E → spacelike eğrisi { , , }T N B  equiform Frenet çatısı ile verilen 

birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisinin B B =  binormal gösterge eğrisi spacelike veya 

timelike bir eğridir. 

İspat 3.3.1 B B =  eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa 

2 1B N B   = + ,                                                     (3.3.1) 

2 2 2
2 1, ( ),B B      = −                                               (3.3.2) 

elde edilir. Burada iki durum söz konusu olur. 

i. 
2 2

2 1 0 −   ise binormal gösterge eğrisi spacelike eğridir. 

ii. 
2 2

2 1 0 −   ise binormal gösterge eğrisi timelike eğridir. 

Teorem 3.3.2 B B =  eğrisi, birim hızlı   spacelike eğrisinin binormal gösterge eğrisi 

olsun. Bu takdirde B  binormal gösterge eğrisinin equiform Frenet çatı vektörleri

{ , , }B B BT N B sırasıyla 

a) 
2 2

2 1 0 −   ise 

 

( )

2 1

2 2

2 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2

2 1 1 2 3

1 2 3 2 1 1 2 1

2

( ) ,

( ) ,

( )

B B

B B

B B

N B
T

T N B
N

B
T N B

 


  

  


   


    

      




+
=

−

+ +
=

+ −

=
− + −

− − −

                                  (3.3.3) 

 

şeklindedir.  

b) 
2 2

2 1 0 −   ise 
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( )

( )

( )

2 1

2 2

2 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2

2 1 1 2 3

3 2 1 2 1 1 2 1

2

,

,

( )

B B

B B

B B

N B
T

T N B
N

B
T N B

 


  

  


   

 
    

      



+
=

−

+ +
=

+ −

=
− + −

− + +

                                   (3.3.4) 

 

şeklindedir. Burada 

 
2 2

1 2 1 2

3 3 ' ' 2

2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

4 2 2 ' 2 '

3 2 1 2 1 2 2 1 2

( ),

,

   

         

        

 = −


= − + −


= − + −

 

 

dir. 

 

İspat B  binormal gösterge eğrisinin equiform parametresi B  olsun. B B =  ifadesinin 

  parametresine göre türevi alınırsa 

 

2 1

2 1

( ) ,

( ) ,

B B
B B

B

B
B B

d d
N B

d d

d
T N B

d

 
   

 


  



 =  = +

= = +

                                            (3.3.5) 

 

2 2 2

2 1, ( )B B       = −  olduğundan 
2 2

2 1( ) 0 −   ise B  spacelike, 
2 2

2 1( ) 0 −  ise 

timelike eğri olacaktır. (3.3.5) eşitliğinin normu alınırsa 

 

2 2 2 2

2 1 2 1( ) . B B
B B

d d
T

d d

 
      

 
= −  = −                      (3.3.6) 

 

elde edilir. 

a) 
2 2

2 1 0 −   kabul edelim. B  eğrisinin equiform teğet vektörü 

2 1

2 2

2 1

( ) ,B B

N B
T

 


  

+
=

−
                                                 (3.3.7) 
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şeklinde elde edilir. (3.3.7) eşitliğinin B  parametresine göre her iki tarafının türevi 

alınırsa 

 

( )2 1

2 1

2 2 2 2
2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 1
2 1 2 12 2

2 1

2 2 2
2 1

( 2 ) ( )

( )
( )

( ) B B
B B

B

T N B

d ds
N B

ds d

dT d
T

d d

         

   
    

  

  




 

 
 
 

  
  
   
   

− + + + + + − 

− 
− − + +

−
=

−

=

                       (3.3.8) 

 

eşitliğinde 
1

d

ds


=  ve 

ds

d



=  yazılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

1 2 3
2 2 2 2

2 1( )
B

B

T N BdT

d

  

   

+ +
=

−
                                       (3.3.9) 

 

elde edilir. Burada 
2 2

1 2 1 2

3 3 ' ' 2
2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

4 2 2 ' 2 '
3 2 1 2 1 2 2 1 2

( )

k k

   

       

        







= −

= − + −

= − + −

 

 

şeklindedir. (3.3.9) bağıntının her iki tarafının normu alınırsa 

 

( )
2 2 22 2 2 2
1 2 31 2 3

4 2 2 4 2 2 2

2 1 2 1( ) ( )
B BT

     


     

+ −+ −
 = =

− −
                       (3.3.10) 

 

bulunur. B  eğrisinin equiform asli normal vektörü hesaplanırsa 

 
( )

( )
( )

B B
B B

B B

T
N

T







=


                                           (3.3.11) 

 

olduğundan 
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1 2 3

2 2 2

1 2 3

B

B
B

B

B

dT

T N Bd
N

dT

d

  

   


+ +
= =

+ −
 

 

şeklinde elde edilir. Şimdi B  eğrisinin equiform binormal vektörü 

 

( ) ( ( ) ( ))B B B B B BB T N   =                                         (3.3.12) 

 

eşitliğinden 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

2 1

1 2 3 1 2 3 2 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1

0

( )
( )B B

T N B

T N B
B

     

 

         
  

     + − + −

− −

− − −
= =

− −
 

 

bulunur. 

b) 
2 2

2 1 0 −   durumunda ispat (a) ya benzer şekilde elde edilir. 

 

Teorem 3.3.4   ve B  binormal gösterge eğrisinin 1. ve 2. equiform eğrilikleri sırasıyla 

( ) ( )1 2,
B B

   ile gösterilirse 

( ) ( )

( )

2 2 2

1 2 3

1 2 2 2

2 1

2 3 ' ' 2

1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 2 3
2 2 3 ' ' 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 2 2

,
( )

( )
( ) ,

( ) ( ) ( )

BB

BB

  
 

  

            
 

         

+ −
=

−

− + − + −
=

− + − + −

     (3.3.13) 

şeklindedir. Burada 

 

2 2

1 2 1 2

3 3 ' ' 2

2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

4 2 2 ' 2 '

3 2 1 2 1 2 2 1 2

( ),

,

   

         

        

 = −


= − + −


= − + −

 

ve 
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'

1 2 1 2

3 ' ' 2 ''

2 2 1 2 2 1 2 1 2 2

' '' 3 2 '

3 1 1 1 1 1 2 2 2

2 3 ,

3 3 3 ,

3 3 3

   

         

        

 = − −


= + + + + −


= + + + +

 

dir. 

İspat B  eğrisinin 1.equiform eğriliği 1( ) ( )B B   olmak üzere eğriliğin tanımından 

 

1( ) ( ) ( )B B B BT  =                                         (3.3.14) 

 

olduğundan 

 

( ) ( )
2 2 2

1 2 3

1 2 2 2

2 1( )
BB

  
 

  

+ −
=

−
 

 

şeklinde elde edilir. 

B B =  eşitliğinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri hesaplanırsa 

 

2 1

' ' 2 2

2 1 1 2 1 2 1

' 3 ' ' 2 ''

2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2

' '' 3 2 '

1 1 1 1 1 2 2 2

(2 ) ( )

( 2 3 ) ( 3 3 3 )

(3 3 3 )

B

B

B

N B

T N B

T N

B

  

       

            

       

 = +

 = − + + + + +

 = − − + + + + + −

+ + + + +

 

 

elde edilir. ' ''   vektörel çarpımı hesaplanırsa 

 

2 1

2 2 '

2 2 1 2 1 2 1

0

' 2

B B

T N B

   

      

− −

  =

− + + +

 

2 3 ' ' 2
1 2 2 1 2 2 1 1 2 2( )T N B.B B             = − + − + +  

 

Bu ifadenin normu alınırsa 

 

2 3 ' ' 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 3 ' ' 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

B B

B B

              

            

  = − + − + −

  = − + − + −
 

 

elde edilir. 
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1 2 1 2

3 2
2 2 1 2 2 1 2 1 2 2

3 2
3 1 1 1 1 1 2 2 2

2 3

3 3 3

3 3 3

   

         

        

= − −

  = + + + + −

  = + + + +

 

 

olmak üzere 

 

2 2 3 ' ' 2

1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 2 3, ( )B B B                     = − + − + −   

 

bulunur. Bu taktirde B  eğrisinin 
2( ) ( )B B   ikinci equiform eğriliği 

 

2 2
( ) ( )

,
B B

B B

B B B
 

  

 

  
=

 
 

 

eşitliğinden 

 

( )
2 3 ' ' 2

1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 2 3
2 2 3 ' ' 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 2 2

( )
( )

( ) ( ) ( )
BB

            
 

         

− + − + −
=

− + − + −
                (3.3.15) 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Örnek 3.1 3:C I R→  birim hızlı spacelike normalli spacelike bir eğri  

( )( ) ssin( 3 ln ),scos( 3 ln ), 3 sC s s s=  

olsun. ( )C s  eğrinin teğet vektör alanı ve birim normal vektör alanı binormal vektör alanı, 

eğriliği ve torsiyonu (2.1.3) ve (2.1.4) eşitliklerden 

 

( )

( )

t( ) sin( 3 ln ) 3 cos( 3 ln ),cos( 3 ln ) 3 sin( 3 ln ), 3 ,

1
( ) cos( 3 ln ) 3 sin( 3 ln ), sin( 3 ln ) 3 cos( 3 ln ),0 ,

2

3 3 3 3
( ) sin( 3 ln ) cos( 3 ln ), cos( 3 ln ) sin( 3 ln ),2 ,

2 2 2 2

2 3 3
,

s s s s s

n s s s s s

b s s s s s

s s
 

= + −

= − − −

 
= + −  
 

= =

 

 

dır. Eğrilik yarıçapı, birinci ve ikinci equiform eğrilikleri (2.2.2) ve (2.2.6) ve (2.2.7) 

eşitliklerinden 
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1 2

1 1 3
, ,

22 3 2 3

s 
   

 
= = = = = =  

 

olur. (2.2.1) eşitliğinden equiform parametresi ( ) 2 3 lns ds s c = = +  elde edilir.

0c =  alınırsa 

2 3
2 3 , ,

2 3

e
s e




= =  

bulunur. 

Buradan ( )C   equiform spacelike eğrisi 

 

2 3 2 3 2 3( ) sin , cos , 3
2 2

C e e e
   


    

=     
    

 

 

şeklinde elde edilir. ( )C   eğrisinin equiform Frenet vektörleri (2.2.4) ve (2.2.5) 

eşitliklerinden 

 

2 3

2 3

2 3

1 1
T( ) sin cos , cos sin ,1 ,

2 2 2 2 23 3

1 1
( ) cos sin , sin cos ,0 ,

4 2 2 2 23 3

B( ) sin 3 cos ,cos 3 sin
4 2 2 2 2

e

e
N

e







   


   


   


        
= + −        

        

        
= − − −        

        

       
= + −       

       

4
,

3

 
 
 

 

 

olarak hesaplanır. 

 

i. ( )C   eğrisinin teğet gösterge eğrisi 

 

2 3 1 1
( ) T( ) sin cos , cos sin ,1

2 2 2 2 23 3
T

e
C



   
 

        
= = + −        

        
 

 

teğet gösterge eğrisi için ( )2 2

1 1 0  +   olduğundan eğrimiz spacelike bir eğridir. 

Teorem 3.1.2. uygulanarak TC  eğrisinin Frenet elemanları hesaplanırsa 
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12 1 1 1 1 1
( ) sin cos , cos sin , ,

6 2 2 6 2 213 2 3 2 3 4 3
T TT

   


        
= − + − −        

        

72 13 3 13 13 3 13
( ) sin cos , cos sin ,0 ,

13 144 2 144 2 144 2 144 2
T TN

   


        
= − − − +                 

 

2 3
864 13 13 13 3

( ) sin , cos , ,
144 2 144 2 10813 13

T TB e
  


−     

=          

 

( )1
2 3

24
( ) ,

13
TT

e


  =  

( )2

3
( ) ,

13
TT

  = −  

 

olarak hesaplanır. 

 

ii. ( )C   eğrisinin aslinormal gösterge eğrisi 

 

2 3 1 1
( ) ( ) cos sin , sin cos ,0

4 2 2 2 23 3
N

e
C N



   
 

 −        
= = − −        

        
  

 

asli normal gösterge eğrisi için 
2 2

1 21 0 + −   olduğundan asli normal gösterge eğrisi 

equiform spacelike eğri olacaktır. Teorem 3.2.2. uygulanarak NC  eğrisinin Frenet 

elemanları hesaplanırsa 

 

3 1 3 1
( ) 6 sin cos , cos sin ,0 ,

12 2 12 2 12 2 12 2
N NT

   


        
= − − − +                 

 

72 5 13 3 5 13 3 3
( ) sin cos , cos sin , ,

11 72 2 72 2 72 2 72 2 8
N NN

   


        
= − − − + −                 

2 3 5 5 5
,

432 1 3 1 3 3
( ) sin cos , cos sin ,

11 48 2 48 2 48 2 48 2 54N NB e
    


−         

                 

= − + − −  
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( )1
2 3

99
( ) ,

4
NN

e


  =  

( )2 ( ) 0NN
  =  

 

olarak hesaplanır. 

 

iii. ( )C   eğrisinin binormal gösterge eğrisi 

 

2 3 4
( ) B( ) sin 3 cos ,cos 3 sin ,

4 2 2 2 2 3
B B

e
C



   
 

        
= = + −        

        
 

 

binormal gösterge eğrisi için 
2 2

2 1 0 −   olduğundan binormal gösterge eğrisi equiform 

spacelike eğri olacaktır. Teorem 3.3.2. uygulanarak BC  eğrisinin Frenet aparatları 

hesaplanırsa 

 

1 3 1 3 1
( ) 3 2 cos sin , sin cos ,

4 2 12 2 4 2 12 2 6
B BT

   


        
= − − −                 

, 

1 3 1 3
( ) 6 3 sin cos , cos sin ,0 ,

12 2 36 2 12 2 36 2
B BN

   


        
= − − − +                 

 

2 3 3 3
cos cos sin ,

1 1 3
( ) 18 6 sin , ,

36 2 36 2 36 2 36 2 18B BB e
    


−         

− + −                 

=  

( )1
2 3

3 3
( ) ,

2
BB

e


  =  

( )2

3
( )

4
BB

  = −  

olarak hesaplanır. 

Aşağıda equiform eğri ( )C    ve ,C ,CT N BC  küresel gösterge eğrilerinin grafikleri 

sırasıyla kırmızı, mavi, yeşil, turuncu renkte gösterilmiştir. Grafiklerin çiziminde Maple 

programından yararlanılmıştır. 
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Şekil 3.1: ( )C   eğrisi 

 

Şekil 3.2. ( )TC   teğet gösterge eğrisi 
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Şekil 3.3. ( )NC   asli normal gösterge eğrisi 

 
 

Şekil 3.4. ( )BC   binormal gösterge eğrisi 
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Şekil 3.5. ( )C   eğrisi ve küresel gösterge eğrileri 
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4.TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

Bu tez çalışmasında 3-boyutlu Minkowski uzayında spacelike asli normale sahip 

spacelike 
3

1: I E →  eğrisinin equiform Frenet çatısı  , ,T N B  olmak üzere,   eğrisinin 

,

,

T

N

B

T

N

B







=

=

=

 

küresel gösterge eğrileri incelenmiştir.  Elde edilen equiform teğet,  asli normal gösterge 

ve binormal gösterge eğrilerinin equiform  Frenet  çatı  elemanları   eğrisinin equiform  

Frenet  çatı  elemanları  cinsinden  elde  edilmiştir. Bu eğriler ile ilgili örnekler verilerek 

Maple programı ile çizimleri yapılmıştır. Benzer şekilde bu çalışma 4-boyutlu   

Minkowski  uzayında verilen  bir  equiform eğri için yapılabilir. 
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