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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Ozgiir KALKAN

Bu ¢alisma ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim g¢alismanin giris kismidir. Bu boliimde kiiresel gosterge egrileri ve
equiform geometriye gore egriler ile ilgili yapilan caligmalar hakkinda literatiirdeki
bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde Minkowski uzay1 ve Minkowski uzaymnda equiform geometri hakkinda
temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii bliim ¢alismanin orijinal kismudir.

Ucgiincii béliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike asli normale sahip equiform
spacelike egrilerin kiiresel gosterge egrileri incelenmistir. Ayrica bu egrilere ait ornekler

verilerek sekilleri ¢izilmistir.

2024, vi + 37 sayfa

Anahtar kelimeler: Minkowski uzayi, Frenet vektorleri, Equiform egriler, Kiiresel

gosterge egrileri.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

SPHERICAL INDICATRIX CURVES OF EQUIFORM SPACELIKE CURVES WITH
SPACELIKE NORMAL IN MINKOWSKI 3-SPACE

Zeliha GENCER
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Ozgiir KALKAN

This study consists of three chapters.

The first chapter is the entrance of the study. In this chapter, information in the literature
about studies on spherical indicatrix curves and curves according to equiform geometry
are given.

In the second chapter, basic definitions on Minkowski space and equiform geometry in
Minkowski space are given.

The third chapter is the original part of the work.

In the third chapter spherical indicatrix curves of equiform spacelike curves with
spacelike principal normal are examined in 3 dimensional Minkowski space. Moreover,

examples of these curves and figures are given.

2024, vi + 37 sayfa
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1.GIRIS

Diferansiyel geometrinin egriler teorisi konusu, uzun zamandir iizerinde calisilan
alanlardan birisidir. Egrilerin kullanim alanlar1 oldukg¢a genistir. Egriler, miithendislik,
fizik, bilgisayar grafikleri, robotik ve daha bir¢cok alanda 6nemli uygulamalara sahiptir.
Bu teorinin gelistirilmesi ve anlasilmasi, bu alanlarda yapilan ¢aligmalara biiyiik katkilar
saglamaktadir. Ornegin helis egrileri, hayvan boynuzlarinda, deniz kabuklarinda ve en
onemlisi DNA molekiil yapisinda goriiliir. En ¢ok bilinen 6rnegi vidadir. Egri tiirlerinin
farkl1 alanlardaki kullanimlarint gérmek de miimkiindiir. Mesela eliptik egriler
kriptografide, Bezier egrileri diizgiin egrileri modellemek i¢in bilgisayar grafiklerinde
kullanilmaktadir. iki ya da daha fazla egri arasinda matematiksel bir iliski kurularak egri
teorileri de elde edilmistir. Bu tiir egrilerin en iyi bilinen 6rnekleri, involiit-evoliit egri

ciftleri, Bertrand egri ¢iftleri, Mannheim egri ¢iftleridir.

Kiiresel gosterge egrileri de bu tiirden egri sinifina girmektedir ve yogun olarak calisilan

egrilerden birisidir. Kiiresel gosterge egrisi “ & egrisinin «(s) noktasindaki Frenet

vektorleri birim kiirenin merkezine yerlestirildiginde u¢ noktalari birim kiire yiizeyi
tizerinde kiiresel gosterge egrilerini olustururlar” esasina dayanmaktadir. Riemann
geometride uzay egrilerinin kiiresel gosterge egrileri Lipschutz (1969) Chung (1982) ve
Shikin (1995) tarafindan incelenmistir. Ali (2009) ise Oklid uzayinda egrilerin kiiresel
gostergelerini aragtirmistir. Minkowski uzayindaki egrilerin kiiresel gosterge egrileri ise
Bilici ve Ali (2011) Bilici ve Caliskan (2017) Bilici ve Caligkan (2019) tarafindan yapilan
caligmalarda incelenmistir. Arfah (2020) 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike

egrilerin kiiresel gostergelerinin karakterizasyonlarini vermislerdir.

Cizgisel geometri, uzaydaki dogrularin ve dogrusal elemanlarin geometrik 6zelliklerini
inceleyen bir matematik dalidir. Bu dal, 6zellikle kinematik, miihendislik, bilgisayar
miihendisligi ve robotik gibi alanlarda genis uygulamalara sahiptir.

Equiform egriler ise ¢izgisel geometrinin yeni ve dikkat ¢eken uygulamalarindan biridir.
Equiform egriler, belirli geometrik ve kinematik 0Ozelliklere sahip egriler olarak
tanimlanir. Bu egriler hakkinda yapilan ilk 6nemli ¢aligma, Boris Odehnal vd. (2006)
tarafindan "Equiform Kinematic and the Geometry of Line Elements" baslig1 altinda

yaymlanmistir. Uzay egrileri ve yilizeylerinin equiform geometrisi, birgok matematik¢inin



ilgi ve arastirma konusu olmustur. Bu durum, equiform geometrisinin diger geometrilerin
bir uzantisi oldugu diisiincesinden kaynaklanmaktadir. Bu sebeple bir¢ok farkli uzayda
equiform geometri iizerine g¢alismalar yapilmistir. 3- boyutlu Minkowski uzayinda
equiform gatiya gore timelike normal egriler Elsayied vd. (2017) tarafindan incelenmistir.
Yapilan diger bir calismada ise Elsayied vd. (2018) 3- boyutlu Minkowski uzayinda
equiform Bishop catiya gore spacelike normal egrileri ele almiglardir. S Solouma ve
Mahmoud (2019), hiperbolik kiire iizerinde spacelike equiform-Bishop Smarandache
egrilerini incelemislerdir. Elsharkawy (2020) 3- boyutlu Minkowski uzayinda timelike
asli normale sahip equiform spacelike egrilerin involiit evoliit egrilerinin
karakterizasyonlarini arastirmislardir. Pavkovic ve Kamenarovic (1987), 3-boyutlu Galile
uzayinda egrilerin equiform geometrisi ele almislardir. Kiziltug ve Yayl (2014), Galile
uzayinda AW(K) tipli Bertrand egrilerinin equiform geometrisini incelemislerdir. Zlatko
ve Blaenka Divjak (2008), 3-boyutlu pseudo-Galile uzayinda egrilerin equiform
diferensiyel geometrisini ele almislardir. Tashkandy vd. (2022), 3-boyutlu Minkowski
uzaymda spacelike normal egrileri incelemislerdir. 4-boyutlu Minkowski uzayinda
equiform egrilerin diferensiyel geometrisi Abdel-Aziz vd. (2015) tarafindan
arastirilmistir. 4-boyutlu Bulut ve Bektas (2020), 4-boyutlu Minkowski uzayinda
equiform spacelike egriler tizerinde k-tipli 6zel helis egrilerini arastirmislardir. Solouma
(2017), 3-boyutlu Minkowski uzayinda 06zel equiform Smarandache egrilerini
aragtirmistir. Aydin ve Ergiit (2013),4-boyutlu Galile uzayinda egrilerin equiform
diferansiyel geometrisini ele almislardir. Solouma (2020), 4-boyutlu Minkowski
uzayinda ikinci binormal vektorii timelike olan spacelike egrilerin Smarandache egrilerini
incelemislerdir. Mahmoud ve Noreldeenn (2020), tarafindan 4-boyutlu Minkowski
uzayinda spacelike egrilerin elastik olmayan hareketleri ele alinmistir. Bulut ve Bektas
(2020), tarafindan equiform spacelike egriler tizerinde 6zel helisler aragtirilmistir. Kalkan
(2024), 4-boyutlu Minkowski uzayinda equiform rectifiyan, normal ve osculator egrileri
incelemistir.Bu tez ¢alismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda equiform Frenet ¢atiya
gore spacelike asli normale sahip spacelike egrilerin kiiresel gosterge egrileri
incelenmistir. Spacelike asli normale sahip equiform spacelike egrilerin teget gosterge,
asli normal gosterge ve binormal gosterge egrilerinin equiform Frenet cat1 elemanlar1 esas
egrinin equiform Frenet cati elemanlar1 cinsinden elde edilerek bu egriler ile ilgili

ornekler verilerek Maple programu ile ¢izimleri yapilmstir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR
2.1 Ef Minkowski Uzayinda Temel Tamim ve Kavramlar

Tanim 2.2.1 V bir linecer vektor uzay1 ve ():V =V —> 1] bir simetrik lineer form olsun.

(i) vveVve v=0 i¢in (V,v) >0 ise ¢ simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,

(i) YveVve v =0 igin (v,v) <0 ise () simetrik bilineer formuna negatif tanimli,
(iii) YweV ve v#0 igin (v,v) =0 ise v=0 ise <,>simetrik bilineer formuna pozitif

yari-tanimli,
(iv) YweV ve v =0igin (v,v)<oise (,)simetrik bilineer formuna negatif yari- tanimli,

(V) VeV igin (v,v) =0 iken v=0 olmak zorunda ise ¢,y simetrik bilineer formuna
non-dejenere,aksi halde dejeneredir denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.2 ¢ ,V reel vektor uzayi lizerinde bir simetrik lineer form ve W ,V nin

herhangi bir alt uzay1 olsun. <,> nin W iizerinde kisitlamas1 , )|, , negatif tanimli olacak

sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzaymmn boyutuna, (,) simetrik bilineer formunun
indeksi denir ve V ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.3 Bir V reel vektor uzayi tizerinde non-dejenere simetrik lineer forma V reel
vektor uzayi lizerinde bir skalar ¢arpim denir ve {izerinde skalar ¢arpim tanimli olan V

reel vektor uzayina skalar ¢arpim uzay1 denir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.4 V skalar ¢arpim uzayinin indeksi V=1ve boyutu boyV >2ise V skalar

carpim uzay1 bir Minkowski vektor uzay1 denir (O’Neill 1983).

3
Tamm 2.1.5 E®, 3-boyutlu reel vektdr uzay: olsun. VU,V€E” ve U= (U, Uy, U,),

V=(V,V,,V,) e E® olmak iizere

<,>:E3><E3—>R, )11
(U, V) > (U, V) =UpV; +U,V, —UgV, 10

seklinde taniml1 doniisiim
(i) Simetrik,
(ii) Bilineer,



T T
(iiii) non-dejenere (VU € E’icin <U U >:0 = U=0) qr,
E*iizerinde tanimlanan bu déniisiime Minkowski metrigi denir ve E’ = {ES, <,>} ikilisine

de 3-boyutlu Minkowski uzay1 adi verilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.6 VU € Ef’ icin
(1) (u,u) < oise timelike vektdr (zaman benzeri),

(i) (u,uy>o veya u=0 ise u spacelike vektdr (uzay benzeri),

(i) <U, U> =0 ise null vektdr (1s1k benzeri)
denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.7 U,V € Ef’iqin u=0 vev =0 olmak iizere <U,V>=0ise, bu durumda Uve V

vektorlerine ortogonal vektorler denir. Eger Utimelike vektor ise bu durumda V spacelike
vektordiir (O’Neill 1983).

Tanimm 2.1.8 VU e Ef’ig:in U = (u;,U,,U,) vektériiniin normu

ul = Ku,u)| = |u12 +u? —u§|

biciminde tanimlanir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.9 VU € E i¢in

(i) ||u[>0

(ii) [lu| =—Lise U vektoriine birim timelike vektdr,
(iii) |u] =1ise U vektoriine birim spacelike vektor,
(iv)U bir timelike vektor ise [Jul” =—(u,u),

(v) U bir spacelike vektor ise ||u||2 =(u,u)
dir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.10 Ef ,3-boyutlu  Minkowski uzayinda iki vektor u=(u1,u2,u3) ve

V= (Vl,v2 ) V3) olmak tizere

u= (u3v2 — UV, UV, — UV, UV, — uzvl)



vektoriine U ve V nin vektorel ¢arpimi (dis ¢arpim) denir ve €, =(5i1,5i2,5i3) olmak

uzere

vektorel ¢arpimi
€ xe, =€ €xe=-6 € Xxe=-€

dir (Akutagawa ve Nishikawa 1990).

Tamm 2.1.11 | cR—)Ef diferansiyellenebilir fonksiyonuna Ef de bir egri denir.

Burada | aralifina & egrisinin parametre araligi ve S € | degiskenine de @ egrisinin
parametresi denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.12 2| cR—> Ef bir egri olsun. & egrisinin teget vektori T olmak tizere;
(i) <t,t> >0ise & egrisine spacelike egri,
(i) <t,1‘> <0ise & egrisine timelike egri,

(iii) <t,1’> =0ise & egrisine null egri denir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.13 2.1 cR— Ef bir egri olsun. Eger VS el igin

la'(s)| =1

ise & egrisine birim hizli egri denir. Bu durumda, & egrinin S € | parametresine yay
parametresi denir. a,b e | olmak iizere & egrisinin «(a) Ve «a(b) noktalar1 arasindaki

b
yay uzunlugu [|ler'(s)|dt dir (O°Neill 1983).

Tanim 2.1.14 Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir
(O’Neill 1983).

Tanim 2.1.15 ¢ = (s) regiiler birim hizli bir egri ve Frenet vektorleri {, N ve b olsun.

(i) & normali spacelike veya timelike olan spacelike egri ise Frenet vektorleri, Frenet
formiilleri, egrilikleri ve vektorel ¢arpimlar: sirasiyla

i(s)=a'(s), n(s)= ;8 b(s) = £(txn)(s),

t'=xn, n'=—ext+7zb, b'=zn, (2.1.3)

(tt)=1, (nn)=#l=¢, (bb)=-¢



(t,n)=(t,b)=<(n,b) =

K(8) =

7(s) = [MJ(s% (2.1.4)
o]

txn=¢gb, nxb=-t, bxt=-&n
dir.
(if) @ timelike bir egri ise bu durumda Frenet vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve
vektorel ¢arpimlari sirastyla

(s) = a'(s) | t(s)=%, b(s) = —(txn)(s) .

t'(s)=x(s)n(s),  n'(s) =x(S)(s) —z(s)b(s), b'(s) =z(s)n(s),

(tt)=-1 (nn)=1 (bb)=1 215)

(t,n) = (t,b) =(n,b) =0,

x(s) =t #(s) = (@‘X“ 12 >J(s)
x|

txn=-b, nxb=—t, bxt=n
dir (Ugurlu 1997).

2.2 Ef Minkowski Uzayinda Equiform Egrilerin Frenet Formiilleri

Tamm2.2.1 .1 —> E13 , 3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizl bir egri olsun. A(s)

egrisinin equiform parametresi

o =[—==[xds (2.2.1)

olarak tanimlanir. Burada p = 1 esitligi B egrisinin egrilik yarigapidir. Bu durumda
K

ds

- (2.2.2)

esitligi saglanir.



Simdi, B egrisinin equiform degismez parametresi O ya gore Frenet formiillerini

tanimlayalim.
798 (2.2.3)

vektorli f egrisinin equiform tanjant vektorii olarak adlandirilir. Buradan

dp dg ds dg
T="L£L_ZF. 2 _2F ,_ /st 224
do ds do das ©°F (224)

olarak hesaplanir. Burada {, g egrisinin tanjant vektoriidiir. B egrisinin, equiform

birim normal vektoriinii ve equiform binormal vektoriinii sirasiyla
N = pn, B=,b (2.2.5)

olarak tanimlayalim. Burada Nl ve b sirasiyla g egrisinin normal ve binormal

vektorleridir. Bu takdirde £ nin Frenet ii¢ ayaklisi olarak adlandirilan {T, N, B}, Ef in
equiform bir ortogonal bir bazidir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 2018).

Tamm 2.2.2 & . | & R olmak iizere

d
K, = d_f (2.2.6)

fonksiyonuna g egrisinin 1.equiform egriligi denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd.
2018).

Tamm 2.2.3 K, . | = R olmak iizere
K, = z (2.2.7)
K

fonksiyonuna g egrisinin 2.equiform egriligi denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd.
2018).

Tamm 2.2.4 .1 = E bir equiform egri olsun. £ egrisinin teget vektorii T olmak
uzere;

(i) <T,T> =p° >0veya T = Oise [ egrisine equiform spacelike egri,



(ii) <T ,T) =p” <0ise A3 egrisine equiform timelike egri,
(iii) (T,T)=Oise 3 egrisine equiform null egri denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd.

2018).
Simdi B egrisinin equiform parametreye gore Frenet formiillerini verelim.

(i) Eger g egrisi, normali spacelike olan equiform spacelike bir egri ise Frenet formiilleri

T] [, 1 O]T
N'|=|-1 x &, ||N (2.2.8)
B’ 0 x, K| B

seklindedir. Burada
(T.T)=p, (N,N)=p*, (B,B)=—p°

(T,N)=(T,B)=(N,B) =0.

(if) Eger g egrisi, normali timelike olan equiform spacelike bir egri ise Frenet formiilleri

N K, 1 0T
N'|l=|1 x x,||N (2.2.9)
B’ 0 x, «,||B

seklindedir. Burada
T, Ty=p*, (N,Ny=—p*, (B,B)=p"

(T,N)=(T,B)=(N,B)=0.

(if) Eger B egrisi equiform timelike bir egri ise Frenet formiilleri

T K, 1 0T
N'|l=|1 &« «&,|N (2.2.10)
B’ 0 —«x, «,||B

seklindedir. Burada
T, Ty=-p*, (N,Ny=-p°, (B,B)=p’

(T.N)=(T,B)=(N,B)=0
dir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 2018).



3. SPACELIKE NORMALLI EQUIFORM SPACELIKE EGRILERIN KURESEL
GOSTERGE EGRILERi

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda equiform geometriye gére normali spacelike
olan spacelike egrilerin kiiresel gosterge egrilerinin Frenet cati elemanlar: elde

edilecektir.

3.1 Spacelike Normalli Equiform Spacelike Egrilerin Teget Gosterge Egrileri

Tanm 3.1 B:1 > Ef birim hizli egrisi {T,N,B} Frenet catisi ile verilen bir egri olsun.
(B) egrisinin T(s), N(s),B(s) Frenet vektorlerinin baslangic noktalar1 egriyi ¢izerken
u¢ noktalariin hiperbolik birim kiiresi veya Lorentz birim kiiresi lizerinde meydana
getirdigi egriye pB(s) egrisinin tegetler gostergesi (birincil kiiresel gostergesi), asli
normaller gostergesi (ikincil kiiresel gostergesi) ve binormaller gostergesi (liglinciil

kiiresel gostergesi) denir. Bu gosterge egrisinin denklemleri sirasiyla

pr =T,
ﬁN:N1
ﬁB:B

seklindedir (Caligkan ve Ugurlu, 2012).

Teorem 3.1.1 f: 1 — Ef spacelike egrisi {T,N,B} equiform Frenet catis1 ile verilen

birim hizli bir egri olsun. B egrisinin B; =T teget gosterge egrisi spacelike bir egridir.

Ispat 3.1.1 B =T esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

B =kT+N, (3.1.1)

(B, By =p*( +1) >0 (3.1.2)



oldugundan B, spacelike egridir.

Teorem 3.1.2 B, =T egrisi, birim hizli L spacelike egrisinin teget gdsterge egrisi

olsun. Bu takdirde f; teget gosterge egrisinin equiform Frenet cati vektorleri{ly, Ny, B }

sirastyla

T +N
(o) =" —,
pK; +1
T+4N+A4B
N, (o) =T H AN+ A (3.1.3)

o+ -5
B (o) = e 2a! —fudN + (4, ~ 4)B
pZ\/Kf +1\/‘212+ﬂ?2—ﬂ32‘

seklindedir. Burada

o 2
A=K—K L

_ .3 ’
A =K+ K — KK,

_ 2
Ay = Kk; + K,
dir.

ispat f; teget gosterge egrisinin equiform parametresi 0, olsun. Br =T ifadesinin O

equiform parametresine gore tiirevi alinirsa

ﬂT,(GT):dﬁ’di:KlT‘FN,
do, do

q (3.1.4)
=T, (0,)~L=xT +N,
do
seklinde elde edilir. (3.1.4) esitliginin her iki tarafinin normu alinirsa
d d
[T, (ch)II-Hi = pyiZ +1= Hi = pyfi +1 (3.1.5)
do do

10



(3.1.5) esitligi (3.1.4) esitliginde kullanilirsa ﬂT egrisinin equiform teget vektorii

T, (oy) =M, (3.1.6)

P +1

seklinde elde edilir.
(3.1.6) esitliginin O parametresine gore her iki tarafinin tiirevi alinirsa

dT; do
T! =T >7T
1(r) do; do
(T + K, (T +N) =T + 5N +x,B) py 7 +1 (3.1.7)
o R e R L 8 S
o chl +1
ok (Kf +1)
e do ds ..
esitliginde d4s K, Ve o = p yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
S o
dT; _ AT+, N+4,B
doy P’ (K +1)?
elde edilir. Burada
=1 —Kf -1,
Ay = K + Ky~ KKy
Ay = KoK; + K,
seklindedir. (3.1.7) bagintinin her iki tarafinin normu alinirsa
oy [P A -
|TT(O_T)||= a2 1nE 2 2 (3.1.8)
p (kg +1) p(x; +1)
elde edilir. ; egrisinin equiform asli normal vektorii hesaplanirsa
N, (o ) = J2¢oT) (3.1.9)

T/ ()]

11



oldugundan

dT,

N (o) dor AT+ AN+ A8 4110
de | py| 4+ 28 - 4] -
Ot

seklinde elde edilir.

Burada f; teget gdsterge egrisi normali spacelike veya timelike olan spacelike bir egri

oldugundan B egrisinin equiform binormal vektdrii

B; (07) = &(T; (07) x Ny (07))

esitliginden
-T -N B
K, 1 0
B[ (O-T) —¢ 2 ji 122 132 2
PP\ + 1|4+ 22 - 4]
(3.1.11)
_ AT —KAN + (34, ~ 4)B
Nl Py
seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.3 B ve ﬂT teget gosterge egrisinin 1. ve 2. equiform egrilikleri sirasiyla

K Ky, (Kl)T ,(KZ)T ile gosterilirse

2 + 2 42
(qhwﬁz‘iwfﬁf‘ (3.1.12)
_ _ 2
(KZ)T (GT) — K2771 + K1K2772 (Kl Kl +1)773 (3.1.13)

‘Kzz(icf +1) - (k7 -« +1)2‘

12



seklindedir. Burada

o 2
A=K —K -1

_ .3 '
L, =K +K — KK,

A= K2K12 + K,

ve

=K, +3KK + K3k,

m 1 1 1 1
! 2 2

1, =3k, +3kx; —1+k3,

’
175 = 3Ky, + K

dir.

Ispat ﬂT egrisinin 1.equiform egriligi (Kl)T (O'T) olmak tizere egriligin tanimindan

(); (o) =[T; '(07)] oldugundan (3.1.8) esitliginden

() (o7)= HTT, (o7 )H (3.1.14)
oldugundan
A5+~ 43
(K'l)T (o) = D) (3.1.15)
seklinde elde edilir.

,BT =T esitliginin birinci, ikinci ve tiglincii tlirevleri hesaplanirsa

Br=xT+N,
B = (k] +x7 =DT + 2N +x,B,

B = (r+ 3n k] + 12— 3r )T + (3x, +3x7 —1+ x2)N + (3x,x, +5) B

seklinde bulunur.
2 x pr vektorel carpimi hesaplanirsa

13



-T -N B

Bxpf=l k10

K+x -1 2K K,
(3.1.16)

Bix Bl =—k, T+, N+ (k) -] +1) B

bulunur. (3.1.16) ifadenin normu alinirsa

= () p* + () o = (2 — 1, +1)" P,

o
1815

2
= p? ‘K’ZZ (2 +1)— (2 —x] +l)2‘

seklinde elde edilir.
(Br < pr, Br)=p? (_K2771 + KT, — (K5 — K +1)773)
bulunur.. B egrisinin (K,); (07) ikinci equiform egriligi

(153) (07) = (B fr) (3.1.17)

16 Bl
esitliginden

o ’ 3
=K+ 3Kk + Kk — 3K,
_ ’ 2 2

1, = 3K + 3k, —1+ k7,

—_ /
1, =3K,K, + K,
olmak tlizere

15,1 + Ko, — (5 — Ky + 1),
3 (7 +2) = (i = ] +1)°|

(1) (07) = (3.1.18)

seklinde hesaplanir.
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3.2 Spacelike Normalli Equiform Spacelike Egrilerin Asli Normal Gosterge Egrileri

Teorem 3.2.1 f:1 > Ef’ spacelike egrisi {T,N, B} equiform Frenet catis1 ile verilen

birim hizli bir egri olsun. B egrisinin ﬁN =N asli normal gosterge egrisi spacelike

veya timelike bir egridir.
Ispat 3.2.1 ﬂN =N esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
!
py =-T+KN+K,B, (3.2.1)
(BB ) =Pt =) (322)

elde edilir. Burada iki durum s6z konusu olur.
. 2 2 . . , r .. .
i. 14+ —x, >0 ise asli normal gosterge egrisi spacelike egridir.

. 2 2 . ’ A A A ..
ii. 14+ —x, <0 ise asli normal gosterge egrisi timelike egridir.

Teorem 3.2.2 ﬂN =N egrisi, birim hizli B spacelike egrisinin asli normal gosterge

egrisi olsun. Bu takdirde /J)N asli normal gosterge egrisinin equiform Frenet ¢at1 vektorleri

{T N NN,BN}Slras1yla
2 2 .
a) 1+x —x,>0ise

_ —T+xN+x,B

T, (oy )= ,
d N) Yo, ‘1-{-1(‘12—1(‘22‘
N, (GN ) _ oT +w,N +w,B ’ (3.2.3)
pylet + @} - o]
B, (o) = ¢ (w,x, —0,x)T — (0, + o,x,)N — (@, + K,0,) B
N N
pz\/‘1+ K, —Kj‘\/‘wf +a? —wg‘
seklinde elde edilir.

b) 1+x’ -« <0 ise
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T +xN+x,B
p\/‘1+1(12 —1(22‘ |
oT +o,N + w,B(0) (3.2.4)

N ,
(ow)== ot + a2 o]

Ty (O'N)=

(oK, — 0,k,)T + (o, + ox,)N + (@, + K,00,) B
BN ( N ) =

o’ \/‘1+ K — KZZ‘\/‘a)f + @l — 6032‘
seklindedir. Burada

_ ' ' 3 2
O, = KK —K,K, — K, =K, —KK,,
_ ' 4 2 1 2 ' 2
w, = =1— K,KK, — K&y + 25 — KK + K| + K[ K5 — K],

ey ' 3 3 r. .2 '
0)3 = _KZKlKl + K'l K'z _KzKl + KlKZ + K'ZK'l + KZ
dir.

Ispat By =N asli normal gosterge egrisinin equiform parametresi 0y olsun. By =N

ifadesinin O parametresine gore tiirevi alinirsa

dg, .daN
do, do

ﬂN (oy) =

=-T +xN +x,B,
(3.2.5)

N=-T+xN+x,B

(BLB)=p (l+K —)) oldugundan 1+x’—x, >0 ise fy spacelike ve

1+ I(l2 —KZZ <0 ise ﬁN egrisi timelike bir egri olacaktir. (3.2.5) esitliginin normu alinirsa

4/1+K —K;

[T (@) ‘ = pylL+af x5, (3.2.6)

elde edilir.
a) :|_—I—K12 —K22 >0 kabul edelim. (3.2.6) esitliginden By egrisinin equiform teget
vektoril

T, (o) = -T+xN+x,B

v , (3.2.7)

16



seklinde elde edilir. (3.2.7) esitliginin Oy parametresine gore her iki tarafinin tiirevi

alinirsa

’ dT dO'
it (UN):dO": dGN

(T +N)+&N +x (=T +5N +x,B
1 1 1 2

) 1+ k2 — K2
+(x,B+(x,N +x,B)x,) ],0 17

|dpds o T KKK |
[ds do 1+ —x;5 +,0\/1+K127_K22 (-T+xN+x,B)

P2+ K'12 —KZZ)

ds

esitliginde (jj_p =K, Ve do p yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
o

S

dTy _ aT (o) +@,N (o) +w;B(0)
doy, pP(x — x5 +1)?

elde edilir. Burada

_ ' ’ 3 2
0 = KK — KK, — K — K~ KKy,

_ / 4 2 r 2 / 2.2 2
w, =-1-K,KK — K, +2K; — KK, + K + KK, — K,

_ ' 3 3 r 2 '
a)3 = _KZKlKl + Kl KZ - K'ZK'l + KlKZ + K2K1 + K'2

seklindedir. (3.2.9) bagintinin her iki tarafinin normu alinirsa

i (o 21+ =il _ e ol o]
n Pt =i+ pli — i +1)?

elde edilir ﬂN egrisinin equiform asli normal vektorii hesaplanirsa

Ty (oy)

I\IN (GN) = ”-I-'\,l (O_N )”

oldugundan
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dT,
doy oT+wo,N+wB
Ny = =

BER ‘ plei + 02 -]

doy

seklinde elde edilir. Simdi ,BN egrisinin equiform binormal vektorii

By (GN):g(TN (GN)XNN(GN))!

esitliginden
-T -N B
-1 k¥ K
o W, s
By(oy)=¢

2 2 2 2 2 2
yo, \/K‘l —K, +1\/‘a)l + w, —a)s‘

. (0,1, — w0,k )T — (@3 + 0y, ) N— (0, + K,0,) B
,02\/K12 — K3 +1\/‘a)12 +a? —a)sz‘

elde edilir.

b) 1+ Kf —KZZ <0 durumunda ispat (a) ya benzer sekilde elde edilir.

(3.2.12)

(3.2.12)

Teorem 3.2.3 B ve By normal gosterge egrisinin 1. ve 2. equiform egrilikleri sirasiyla

K, K, , (K'l)T ,(KZ)T ile gosterilirse

(%) (0= ‘a)12+a)22—a)§‘
o) =gy

[(_K12K2 + KK, "'Kg — KKy _Kz)‘gl:l
2 2
(K‘ ) (0 )_ _Kélgz_(l_’(l'_’(z +K )‘93
2JN N 2 ' 3 ' 2
(-1, 1, + G, + K — KK — k)

+(1;)" — (=& — 1 +47)°

seklindedir. Burada

18
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) = KyK] — KKy = K13 K- K1K221
W, =—1—K,K)k, — K + 2K} — KK} + K| + K K2 — K,
W, = —K, KK, + KK, — Kok, + IGIC, + KyKy + K,
ve
4 = -3 -3 — K5 +1,
4, =15 + 3K,k + 3k, + iy + i — 3k,

Y, = 3Kk, + K} + K3 + i) + K7 K, — K,

dir.

Ispat ﬂN egrisinin 1.equiform egriligi (Kl)N(O'N) olmak tiizere egriligin tanimindan

() (0y) =[Ty (o) oldugundan (3.2.10) esitliginden
| + 0} - 0| 2214
K, O\ )= L.
( 1)N( N) p(l+K12_K_22)2 ( )
seklinde elde edilir.
ﬁN =N ifadesinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri hesaplanirsa
By =-T +iN +x,B,
By = (26T +(~1+ 5, + 2 + k2N + 2Kk, + K;,) B,
By = (=3 =37 +1— )T + (i + 3, K, + 3,k + i s + i, — 3k;,)N
+ (3, + K,y + Ics + 3K,k + 3K K, —K,) B,
elde edilir. B,'x B," vektorel garpimi hesaplanirsa
T -N B
By x By =| -1 K K>
2K, K '+tKi+K5 -1 2Kk, +kK,
(3.2.15)

_ 2 ' 3 ' ’ ’ 2 2
=(—K{K, + KK, + K, — KK, —K,) T—xk;, N+ (1-x/ — K, + &) B
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seklinde bulunur. (3.2.15) ifadenin normu alinirsa

|8/ %8| = e+ iy 12 = s = 07+ () = (i =i D)
2

‘ﬁN, X:BN" = ,02 ‘(_KJ_ZKZ +K1’K2 +K§ _KlKé _Kz)z + (Ké)z - (1_’(1,_’(22 +K12)2‘

elde edilir.

9 =-3k] -3} — K7 +1
9, = i + 31,k + 3k, + 3K,k + K- 3K,

_ ' " 3 / 2
& =3k, + K, + K5 + 3Kk, + 3K, K, — K,
olmak tizere
’ " n ’ ' ' '
</BN <y By > = PP (—Ki K,y + KKy + K5 — KKy — K ) — kS, — (L&) — K5 +K7) %
bulunur. Bu taktirde fy egrisinin (&;)y (0y) ikinci equiform egriligi

<ﬂN,XﬂN”’ﬁNm>
1B Bl

(x,)n (o) =

esitliginden

2 ' 3 ' ’
(=K1 7, + Kk, + K — KKy — K, ) — Kzgz}

—(A-r -5 +57) 5

(#2)y (on) = {

(3.2.16)

(—h 10 + KK, + 1 — Kiy — 1) + ()

—(-x] — &7 +x7)°

seklinde elde edilir.
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3.3 Spacelike Normalli Equiform Spacelike Egrilerin Binormal Gosterge Egrileri

Teorem 3.3.1 f:1 — E13 spacelike egrisi {T,N, B} equiform Frenet catis1 ile verilen
birim hizli bir egri olsun. S egrisinin ﬂB = B binormal gosterge egrisi spacelike veya
timelike bir egridir.

ispat 3.3.1 ,BB =B esitliginin her iki tarafinin tlirevi alinirsa

Py =k,N+iB, (3.3.1)
<:BB"IBB/>:102(K22 _Klz)’ (3.3.2)
elde edilir. Burada iki durum s6z konusu olur.
I Kz2 —Klz >0 ise binormal gosterge egrisi spacelike egridir.
ii. KZZ —Klz <0 ise binormal gosterge egrisi timelike egridir.
Teorem 3.3.2 ,BB =B egrisi, birim hizli B spacelike egrisinin binormal gdsterge egrisi
olsun. Bu takdirde f; binormal gosterge egrisinin equiform Frenet cati vektorleri

{TB, N B! BB} sirastyla

2 2 .
a) K, —k; >0 ise

x,N+x B
TB(O'B):%7
P ‘KZ_Kl‘
T+w,N+w.B
NB(GB)zl’//l ¥, Vs (3.3.3)

ol +vi-vi|
By (0p)=¢ (k172 oo )T —yasaN — o, B
Pl =i +vi v

seklindedir.
b) k7 —K <0 ise
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TB(GB)=—K2N:—K182 \
P ‘Kz_’ﬁ‘
T+y,N+y,B
Ng (0 ) = Ao (3.3.4)
pllvi +vi -l
(vsk, —xw,)T +y N + k17, B
BB(O-B):g 322 21 22 211 - 221
PP\l = | \wi +vi v

seklindedir. Burada

_ 2 2
v, =K, (K] —K;),

3 3 ' )
W, = KK — KK, T KKK — KK,

4 2.2 o
V=K, —K K, TKK, — KKK,
dir.

Ispat ,BB binormal gosterge egrisinin equiform parametresi 0z olsun. ﬁB =B ifadesinin
O parametresine gore tlirevi alinirsa

lBB( B)_dﬁ Cijﬂ_KZN'{'KlB’
O

dog

; (3.3.5)
=T, (UB)ﬂ =x,N+xB,
do

(B B,y = p* (k2 —«?) oldugundan (k5 —x7)>0 ise fy spacelike, (k5 —x)<0 ise

timelike egri olacaktir. (3.3.5) esitliginin normu alinirsa

IT5 (05))- ‘ JK‘Z —x’ :>‘ =p ‘Kf—l{f‘ (3.3.6)
elde edilir.
a) K22 —Klz >0 kabul edelim. f egrisinin equiform teget vektori
T, (o) = FN KB (3.3.7)

]
[2_ 2
PNK; =Ky
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seklinde elde edilir. (3.3.7) esitliginin Og parametresine gore her iki tarafinin tiirevi

alinirsa

dTg dGB
dGB do

(—K‘ZT + (K + 25, )N + (K + K +K2)B)p,,/1(‘2 —K? (3.3.8)

dp ds (k) — 1K)
dé)d JKZ — K} +p2,(271 (x,N +x,B)

2 1

2 [2_ 2
yo, \/K2_K1

Tg(og) =

esitliginde d— =K, Ve ds _ = p yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
o

ds

dTs _yal +y,N+y;B

= 3.3.9
dog PP 27 239
elde edilir. Burada
2 2
W, =K, (K —K3)
3 3 ' ro2
v, =Kok —Kiic, + Ko Ky — KoKy
Vs =K; —K{ G + Ky — KK,
seklindedir. (3.3.9) bagintinin her iki tarafinin normu alinirsa
, Pl vty i +vi-v]
”TB (O-B )” = 4, 2 AV 2 282 (3.3.10)
P (Kz _Kl) p(Kz _Kl)
bulunur. ﬂB egrisinin equiform asli normal vektorii hesaplanirsa
Ng (og) = Te(os) (3.3.11)

[Ta (ow)]

oldugundan
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dT,
_dog _yiT+y,N+y,B

A
Og

seklinde elde edilir. Simdi /))B egrisinin equiform binormal vektorii

B (0) = (T (05) x Ny (o)) (3.3.12)
esitliginden
T -N B
0 «x, K
Ba(op) me——ta Y2 Yol _ U oo vl iy
PP\iE =i i +vi v p* it =1 i+ vk - v
bulunur.

b) KZZ —Kf <0 durumunda ispat (a) ya benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3.3.4 B ve ﬂB binormal gdsterge egrisinin 1. ve 2. equiform egrilikleri sirasiyla

(Kl)B ,(KZ)B ile gosterilirse

i +yi —yil

p(Kzz - Klz)z

CINCHE

(3.3.13)

2 3 ' ' 2
(1, K, — K, + KK, — KoK )6y + KiKoG, — K56,

(KZ)B (O_B) =

‘(Klz’(z — K KK, — 1K)+ (Kik,)” — (K;-)Z‘ ,
seklindedir. Burada

_ 2 2
v, = K,(k{ —K3),

3 3 ' )
W, = KK — K K, T KKK — KKy,

4 2.2 2
V3 =K, —K K, +t KK, — KKK,

ve
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G, = —2K, — 3K,K,,
_ 3 ' ' 2 !
G, = K, +3K,K, + 3K,k + 3K,k + K, —K,,

_ ' ! 3 2 '
G, = 3Kk, + K, + K, + 3Kk, +3K,K,
dir.

Ispat ﬂB egrisinin 1.equiform egriligi (Kl)B (0 B) olmak tizere egriligin tanimindan

(11)g (0%) :HTé (O-B)H (3.3.14)
oldugundan
2 2 2
i +yi —wll
(Kl)s (UB) p(KZZ— l2 2
seklinde elde edilir.

,HB =B esitliginin birinci, ikinci ve ligiincii tlirevleri hesaplanirsa

Bs =1,N +x,B
ﬂBH
Bs

=—x,T + (2x.k, + 1,)N + (i, + k7 + ) B
"

= (2K, = 3x,x,)T + (i3 + 3K,x, + 3K, K, +3x,k7 + K, —i,)N
2 12 2 12 2™ 2™ 2 2

+ (3K, + K, + K + 3K,k +3ic,k,) B
elde edilir. g'x g" vektorel carpimi hesaplanirsa

T -N B
! ”
Pe xBs =| 0 K Ky
1 2 2 '
-k, K,+2KK, K +K, +K

L xBs = (K, — 13 + K50, — 16,5,) T+ Kyic, N+ &2 B.

Bu ifadenin normu alinirsa

! n
Bs %P

1A "
Bs X By

= \/‘(Klz’(z — K + KK, — 1K) P+ (15K,)” o _(Kzz)zpz‘

elde edilir.

‘= p’ ‘(Klz’(z — K, + KK, — Koky) + (Kik)” — (’(22)2‘
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_ ’
G = —2K5 — 3Kk,

_ .3 ' ' 2 "
G, =K, +3K,K5 + 3K,k + 3K,k +K) — K,

s = 3Kk, + K+ K2 + 3 K2 + 3Kk,

olmak lizere
<;BB’ x B s ;BBW> =p’ ':(KlZKZ — K KK, — Ky )6y KiKG, — K22§3]
bulunur. Bu taktirde f; egrisinin (,)s (o) ikinci equiform egriligi

<,BB' x B, ,BBW>

(KZ)B(O-B): ' ll2
|5 > 5]
esitliginden
2 3 [ ' 5
(K‘ ) (O' ) _ (K'1 K, — K, + KK, —K'ZK'l)gl +KK,6, —K,Gs (3 . 15)
y ‘(Kflcz—K§’+K1K'2—Kz,(l')ZJr(KlKZ)z_(KZz)z‘ 3.
seklinde elde edilir.

Ornek 3.1 C: 1 — R? birim hizli spacelike normalli spacelike bir egri
C(s)= (ssin(\/§ln s),scos(\/ﬁln s), J§s)

olsun. C(s) egrinin teget vektor alan1 ve birim normal vektor alan1 binormal vektor alan,
egriligi ve torsiyonu (2.1.3) ve (2.1.4) esitliklerden

t(s) = (sin(\/§ln S)+ \/§cos(\/§ln S), cos(\/§ln S) —\/§sin(\/§ln S), \/3_’)

n(s) = %(cos(\/gln s)—+/3sin(x/31ns), —sin(+/3In s) — /3 cos(~x/3 In s),O),

b(s) = [?sin(«@ln S) +gcos(\/§ln s),?cos(\@ln S) —gsin(«/?jln S), ZJ,
23 3
=2 _°
s S

dir. Egrilik yarigap1, birinci ve ikinci equiform egrilikleri (2.2.2) ve (2.2.6) ve (2.2.7)
esitliklerinden

26



1 s b T B
p P 2\/§’ 1 IO 2\/§’ 2 K 2

olur. (2.2.1) esitliginden equiform parametresi o = J.K'(S)dS =23Ins+c elde edilir.

¢ =0 alinirsa

s=e%ﬁ,

bulunur.

Buradan C(o) equiform spacelike egrisi

C(0)=(e%ﬁsin(2j /fcos( j \/_e/\FJ

seklinde elde edilir. C(o) egrisinin equiform Frenet vektorleri (2.2.4) ve (2.2.5)

esitliklerinden

e% 3 . (o o o o
T(a):Tf(%sm(a}cos(g),%cos(2) sm(Ej,l],
e% 3 o) . (o o
N(o)= 4f(%cos(5j—5|n(5j —%sm( j (Ej,o}
e% . (o o
B(o) = 4f(sm(5j+ 3COS(2J cos j BSln(Ej, 3]

olarak hesaplanr.

i C(o) egrisinin teget gosterge egrisi

C,(o)=T(0o)= /Zf (\/ésm(g}tcos(%),%cos(%)—sin(%],l}

teget gosterge egrisi icin p° (K'12 +1)>O oldugundan egrimiz spacelike bir egridir.

Teorem 3.1.2. uygulanarak CT egrisinin Frenet elemanlar1 hesaplanirsa
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T, (o ):E(—lsin(g}icos(zj —lcos(gj—isin(gj ij
sl e\ 2) 23 \2) 6 (2) 23 \2)'4fB)

N, ( T)——( 13\/_ sin (G] cos(f} 13«/_ ( j+—sin(gj,0],
13 144 2) 144 2 144 2) 144 2

864 -%5(13 . (o) 13 (o) 133
Br (o T)_13\/_ [144“”(2)’144005(2)’ 108 J

24
13e%\/§ ’

(%), (o7) =

3

(KZ)T (O-T) :_E!

olarak hesaplanir.

ii. C(o) egrisinin aslinormal gosterge egrisi
72\ _
4 (V3 \2 2) B2 2

equiform spacelike egri olacaktir. Teorem 3.2.2. uygulanarak CN egrisinin Frenet

elemanlar1 hesaplanirsa

o olg) ()3
o E{ (5} 2Bfz)- () B8(2) )

By (o N)—432 /Zf[ 48sm(gj+%cos[2j %cos(%} 541/8_ (2)%?]
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99
4e%’ﬁ |

(KZ)N (oy)=0

(KI)N (oy) =

olarak hesaplanir.

iii. C(o) egrisinin binormal gosterge egrisi

(3 en(3 5695 3

: , , WY ’ . ) e
binormal gésterge egrisi icin &, —&; >0 oldugundan binormal gésterge egrisi equiform

o728

Cg(og)=B(o) =

spacelike egri olacaktir. Teorem 3.3.2. uygulanarak CB egrisinin Frenet aparatlari

hesaplanirsa

w8 (- () bn(5)- ()

N, (o ):6«/5 —isin[zj—ﬁcos(zj —icos(Ej ﬁsinizj 0
Bre 12 (2) 36 2) 12 2) 36 2) )

Bg (o) =18\/§e_%~ﬁ [B—Jésin (%j—s—\/gcos(%j,%cos(%}%sin[%),—g],

3B

(Kl)B (GB) = Ze%% )
(Kz)B (GB):_g

olarak hesaplanir.
Asagida equiform egri C(O' ) ve GC;,Cy,Cy kiiresel gosterge egrilerinin grafikleri
sirastyla kirmizi, mavi, yesil, turuncu renkte gosterilmistir. Grafiklerin ¢iziminde Maple

programindan yararlanilmistir.
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Sekil 3.1: C(o) egrisi

Sekil 3.2. CT (0' ) teget gOsterge egrisi
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Sekil 3.4. CB (O' ) binormal gosterge egrisi
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Sekil 3.5. C(o) egrisi ve kiiresel gosterge egrileri
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4.TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike asli normale sahip
spacelike f: | —>|513 egrisinin equiform Frenet ¢atisi {T, N, B} olmak ilizere, B egrisinin

B =T,

Py =N,

ps =B

kiiresel gosterge egrileri incelenmistir. Elde edilen equiform teget, asli normal gosterge

ve binormal gosterge egrilerinin equiform Frenet ¢ati elemanlar1 £ egrisinin equiform
Frenet cati elemanlar: cinsinden elde edilmistir. Bu egriler ile ilgili 6rnekler verilerek

Maple programu ile gizimleri yapilmistir. Benzer sekilde bu ¢alisma 4-boyutlu

Minkowski uzayinda verilen bir equiform egri igin yapilabilir.
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