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Bu ¢alisma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim ¢alismanin giris kismidir. Bu boliimde Smarandache egrileri ve equiform
geometriye gore egriler ile ilgili yapilan ¢alismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler
verilmistir.

Ikinci béliimde Minkowski uzay1 ve Minkowski uzaymda equiform geometri hakkinda
temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliim ¢alismanin orijinal kismidir. Bu béliimde 3-boyutlu Minkowski uzaymda
equiform Frenet g¢atiya gore spacelike asli normale sahip spacelike egrilerden elde
edilen 6zel Smarandache egrilerinin integral egrileri yardimiyla iiretilen yeni adjoint

egriler incelenmistir. Ayrica bu egrilere ait 6rnekler verilerek sekilleri ¢izilmistir.
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This study consists of three chapters.

The first chapter is the entrance of the study. In this chapter, information in the literature
about studies on Smarandache curves and curves according to equiform geometry are
given.

In the second chapter, basic definitions on Minkowski space and equiform geometry in
Minkowski space are given.

The third chapter is the original part of the work. In this chapter new adjoint curves
generated with the help of integral curves of special Smarandache curves of spacelike
curves with spacelike principal normal according to equiform Frenet frame are
examined in 3 dimensional Minkowski space. Moreover, examples of these curves and

figures are given .
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1. GIRIS

3-boyutlu Oklid veya diger 6zel uzaylarda egri teorisi diferansiyel geometrinin temel
calisma alanlarindan birisidir. Egrilerin geometrik 6zellikleri, diferansiyel ve integral

hesabinin yardimiyla tanimlanir.

Egriler, bilgisayar grafikleri ve endiistride, yol ve demiryollarinda metodik kivrimlar
olarak, kanallarda yon degisikliklerini diizenlemek, miihendislik, fizik, bilgisayar
grafikleri, robotik ve daha birgok alanda 6nemli uygulamalara sahip olan bir alandir. Bu
teorinin gelistirilmesi ve anlasilmasi, bu alanlarda yapilan ¢alismalara biiyiik katkilar
saglamaktadir. Ornegin helis egrileri hayvan boynuzlarinda, deniz kabuklarinda ve en

onemlisi DNA molekiil yapisinda goriiliir. En ¢ok bilinen 6rnegi ise vidadir.

Oklid uzayinda regiiler bir egrinin konum vektorii diger bir egrinin Frenet catisi ile
belirlenebiliyorsa, bu egri Smarandache egrisi olarak adlandirilmistir (Ali 2010).
Smarandache egrilerinin uygulama alanlar1 olduk¢a genistir. Bilgisayar grafikleri,
robotik, miihendislik ve fizik gibi alanlarda kullanilabilirler. Ozellikle, bu egrilerin
karmasik geometrik yapilarinin modellenmesi ve analizi, miithendislik uygulamalarinda
ve robotik sistemlerin hareket planlamasinda 6nemli bir rol oynar. Ayrica, Smarandache
egrileri, matematiksel modellemelerde ve teorik caligmalarda yeni perspektifler sunar.
Literatiirde Smarandache egrileri ile ilgili calismalardan bazilar1 asagidaki gibi

Ozetlenebilir.

Turgut ve Yilmaz (2008), 4-boyutlu Minkowski uzaymnda Smarandache egrilerini
tanimlamuslardir. Ali (2010), Oklid uzaymda TN, NB ve TNB-Smarandache egrileri ad1
verilen 6zel egrileri tanimlamigdir. Elzawy ve Mosa (2017), 4-boyutlu Galile uzayinda
Smarandache egrilerini incelemislerdir. Senyurt ve Caligkan (2017), Mannheim egri

ciftine ait Smarandache egrilerini ele almislardir.

Cizgisel geometri, uzaydaki dogrularin ve dogrusal elemanlarin geometrik 6zelliklerini
inceleyen bir matematik dalidir. Bu dal, 6zellikle kinematik, miihendislik, bilgisayar

miihendisligi ve robotik gibi alanlarda genis uygulamalara sahiptir. Cizgisel geometri,



bu alanlarda hareket, sekil analizi, modelleme ve kontrol siireglerinde 6nemli bir rol
oynar. Equiform egriler ise ¢izgisel geometrinin yeni ve dikkat ¢eken uygulamalarindan
biridir. Equiform egriler, belirli geometrik ve kinematik 6zelliklere sahip egriler olarak
tamimlanir. Bu egriler hakkinda yapilan ilk énemli ¢alisma, Boris Odehnal vd. (2006)
tarafindan "Equiform Kinematic and the Geometry of Line Elements" baslig1 altinda

yayimlanmustir.

Equiform ¢ati, Frenet ¢atisindan daha kullanishi ve genel bir yapidir. Uzay egrileri ve
ylizeylerinin equiform geometrisi, birgok matematik¢inin ilgi ve arastirma konusu
olmustur. Bu durum, equiform geometrisinin diger geometrilerin bir uzantist oldugu
diisiincesinden kaynaklanmaktadir. Bu sebeple bir¢cok farkli uzayda equiform geometri

lizerine ¢alismalar yapilmistir.

Zlatko, ve Blaenka (2008), 3-boyutlu pseudo-Galile uzayinda egrilerin equiform
diferensiyel geometrisi arastirmiglardir. 3-boyutlu Galile uzayinda AW(k)-tipli equiform
Bertrand egrileri Kiziltug ve Yayli (2014) tarafindan incelenmistir. 3- boyutlu
Minkowski uzayinda equiform ¢atiya gore timelike normal egriler Elsayied vd. (2017)
tarafindan incelenmistir. Yapilan diger bir ¢alismada ise Elsayied vd. (2018), 3-boyutlu
Minkowski uzayinda equiform Bishop catiya gore spacelike normal egrileri ele

almiglardir.

Elsharkawy (2020), 3- boyutlu Minkowski uzayinda timelike asli normale sahip
spacelike egrilerin involut evolut egri ¢iftlerinin karakterizasyonlarini arastirmislardar.
Tashkandy vd. (2022), 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike normal egrileri

incelemislerdir.

Solouma (2017), 3- boyutlu Minkowski uzayinda 6zel equiform Smarandache egrilerini

ele almislardir. Solouma ve Mahmoud (2019) yilinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda

SZiizerinde spacelike equiform Bishop Smarandache egrilerini incelemistir.

Aydmn ve Ergiit (2013), Gs uzayinda egrilerin equiform diferansiyel geometrisini
tamimlamiglardir. Elzawy ve Mosa (2017) 4-boyutlu Galile uzayinda Smarandache



egrilerini arastirmigtir. 4-boyutlu Minkowski uzayinda equiform egrilerin diferensiyel
geometrisi Abdel-Aziz vd. (2015) tarafindan arastirilmistir. Solouma (2020), 4-boyutlu
Minkowski uzayinda ikinci binormali timelike olan equiform spacelike Smarandache
egrilerini incelemistir. Kalkan (2024), 4-boyutlu Minkowski uzayinda equiform

equiform rectifiyan, normal ve osculatdr egrileri incelemistir.

Oklid uzayda bir egrinin Frenet elemanlarindan yararlanilarak (dzellikle binormal
vektor alani) 6zel bir egri kavramina deginilmis ve bu egriye Adjoint egri adi1 verilmistir
Nurkan vd. (2019), Deshmukh vd. (2018) daha sonrasinda Kelleci (2019), bu egrileri 3-

boyutlu Minkowski uzayinda tanimlamistir.

Bu tez calismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda equiform Frenet c¢atiya gore
spacelike asli normale sahip spacelike egrilerden elde edilen 6zel Smarandache
egrilerinin integral egrileri yardimiyla iiretilen yeni adjoint egriler incelenmistir. Elde
edilen yeni adjoint egrilerin equiform Frenet cati elemanlar1 esas egrinin equiform
Frenet ¢at1 elemanlar1 cinsinden elde edilmistir. Son olarak bu egriler ile ilgili 6rnekler

verilerek Maple programu ile ¢izimleri yapilmstir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

2.1. Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tamim 2.2.1. V bir lineer vektor uzay1 ve (,):V xV — [ bir simetrik lineer form olsun.

(i) vveVve v#0 icin (v,v) >0ise {,) simetrik bilineer formuna pozitif tammli,

(ii) vveV ve v=0 icin (v,v) <0Oise ) simetrik bilineer formuna negatif tanimli,
(iif) vveV ve v=0 igin(v,v) >0 ise v=0 ise (,)simetrik bilineer formuna pozitif

yari-tanimli,
(iv) YveV ve v=0igin (v,v)<0ise (,)simetrik bilineer formuna negatif yari- taniml,

(v) VeV igin (v,v) =0 iken v=0 olmak zorunda ise (,) simetrik bilineer formuna
non-dejenere,aksi halde dejeneredir denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.2. (} ,V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik lineer form ve W,V nin
herhangi bir alt uzayi olsun. {,) nin W iizerinde kisitlamast (, )|, , negatif tammh

olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzaymin boyutuna, <,> simetrik bilineer
formunun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.3. Bir V reel vektor uzayi iizerinde non-dejenere simetrik lineer forma V
reel vektor uzayi iizerinde bir skalar ¢carpim denir ve tizerinde skalar ¢garpim tanimli olan

V reel vektdr uzayina skalar carpim uzayi denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.4. V skalar ¢arpim uzaymin indeksi v=1ve boyutu boyV > 2 ise V skalar

carpim uzay1 bir Minkowski vektor uzayi denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.5. E?, 3-boyutlu reel vektdr uzayr olsun. Vu,veE® ve u=(u,u,,u,),

olmak v =(V,,V,,V, ) € E’iizere

<,>:E3><E3—>R, )11
(U, V) = (U,V) = UV, +U,V, —UgV, @1

seklinde taniml1 doniisiim
(i) Simetrik,



(ii) Bilineer,
(iii) non-dejenere (Vu e E*igin (u",u")=0=>u=0) d.
E®lizerinde tanimlanan bu déniisiime Minkowski metrigi denir ve E’ = {Es, <,>} ikilisine

de 3-boyutlu Minkowski uzay1 adi verilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.6. VU € E; icin

(i) (u,u) <Oise timelike vektor (zaman benzeri),

(ii) (u,u)>0 veya u=0 ise u spacelike vektor (uzay benzeri),
(iii) (u,u)=0 ise null vektor (1s1k benzeri)

denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.7. U,V € Ef igin U= 0 vev=0 olmak iizere (u,v)=0ise, bu durumda uve

v vektorlerine ortogonal vektorler denir. Eger U timelike vektor ise bu durumda v
spacelike vektordiir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.8. VU € E/'i¢in u =(u,,u,,U,) vektériiniin normu

ull= 1/|(u,u>| =, ”uf +us —uﬂ

bi¢iminde tanimlanir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.9. VU € E i¢in

() [Ju]>0

(i) ||u|| =-1ise U vektoriine birim timelike vektor,
(iii) ||u|| =1lise U vektoriine birim spacelike vektor,
(iv)u bir timelike vektor ise [u]* =—(u,u),

(V) U bir spacelike vektor ise ||u||2 = <u,u>

dir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.10. Ef ,3-boyutlu  Minkowski uzayinda iki vektor u=(ul,u2,u3) ve

v=(V;,V,,V;) olmak iizere

U = (UyV, —U,Vy, UsV; —UyVs, UV, —U,V, )



vektdriine U ve V nin vektorel ¢arpimi (dis ¢arpim) denir ve € =(&,,6,,6;;) olmak

uzere

vektorel ¢arpimi
€ xe, =€ € X6 =-6, € X6 =—¢

dir (Akutagawa ve Nishikawa 1990).

Tamm 2.1.11 «: 1 c R — E; diferansiyellenebilir fonksiyonuna Ef de bir egri denir.

Burada | araligina o egrisinin parametre araligi ve Se | degiskenine de « egrisinin
parametresi denir (O’Neill 1983).

Tammm 2.1.12. a:1 c R — E; bir egri olsun. « egrisinin teget vektorii t olmak iizere;
(i) (t,t) >0ise « egrisine spacelike egri,

(ii) (t,t) <Oise « egrisine timelike egri,

(iii) (t,t) =0ise «a egrisine null egri denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.13. a:1 < R — E; bir egri olsun. Eger Vs el igin

o' (s)] =1
ise a egrisine birim hizli egri denir. Bu durumda, o egrinin S € | parametresine yay
parametresi denir. a,b e | olmak iizere & egrisinin o (a)ve «(b) noktalari arasmdaki

b
yay uzunlugu J”a'(s)” dt dir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.14. Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir
(O’Neill 1983).

Tamim 2.1.15. a =« (S) regiiler birim hizli bir egri ve Frenet vektorleri t,nve b olsun.

(i) a normali spacelike veya timelike olan spacelike egri ise Frenet vektorleri, Frenet
formiilleri, egrilikleri ve vektorel ¢arpimlari sirastyla



t(s)=a'(s), n(s)= tgsg’ b(s) = £(txn)(s),

t'=xn, n'=—ext+zb, b'=zn, (2.1.3)

tt)=1 (nn)=g==1, <b,b>=—

(t,n)=(t,b)=(n,b)=0

k() =@ r(s>=[M](s), (214)

o a’|

txn=eb, nxb=-t, bxt=-¢n
dir.

(ii) o timelike bir egri ise bu durumda Frenet vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve
vektorel ¢arpimlari sirastyla

t(s)=a'(s) . t(s) =%, b(s) = —(txn)(s) ,

t'(s) =x(s)n(s), n'(s) =x(s)t(s)—z(s)b(s), b'(s) =z(s)n(s),

(tt)=-1, (n,n)=1 (bb)=1,
(t,n)=(t,b)=(n,b) =

K(S)Z”t'(S)”, T(S) £<06><0l 24 >J(S)

e

txn=-b, nxb=-t, bxt=n (2.1.5)
dir (Ugurlu 1997).



2.2. Ef Minkowski Uzayinda Equiform Egrilerin Frenet Formiilleri

Tammm 2.2.1. 5:1 —> E?, 3-boyutlu Minkowski uzaymnda birim hizli bir egri olsun.

B(s) egrisinin equiform parametresi

azj(?—j)zjxds (2.2.1)

olarak tanimlanir. Burada p = 1 esitligi g egrisinin egrilik yarigapidir. Bu durumda
K

p=L (22.2)
do

esitligi saglanir.
Simdi, f egrisinin equiform degismez parametresi o ya gore Frenet formiillerini

tanimlayalim.

98 (2.2.3)

vektorii ¢ egrisinin equiform tanjant vektorii olarak adlandirilir. Buradan

dg dB ds dp
T_96_06 6 _dF _ 224
do ds do ds ©°° (2.2.4)

olarak hesaplanir. Buradat, £ egrisinin tanjant vektoriidiir. f egrisinin, equiform

birim normal vektoriinii ve equiform binormal vektoriinii sirasiyla

N =pn, B=pb (2.2.5)

olarak tanimlayalim. Burada n ve b sirasiyla g egrisinin normal ve binormal
vektorleridir. Bu takdirde £ nin Frenet ii¢ ayaklist olarak adlandirilan {T,N,B}, E’ in
equiform bir ortogonal bir bazidir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 2018).

Tanmm 2.2.2. ;.| &R olmak iizere



dp
_ap 2.2.6
K ds ( )
fonksiyonuna g egrisinin 1.equiform egriligi denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd.
2018).

Tanmm 2.2.3. K, . | = R olmak iizere

fonksiyonuna g egrisinin 2.equiform egriligi denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd.
2018).

Tamm. 2.1 B:1 — E} bir equiform egri olsun. f egrisinin teget vektdrii T olmak
lizere;

(i) (T.T)=p*>0veya T =0ise g egrisine equiform spacelike egri,

(i) (T, T) =p® <0ise p egrisine equiform timelike egri,

(iii) (T,T) =0ise p egrisine equiform null egri denir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd.
2018).

Simdi £ egrisinin equiform parametreye gore Frenet formiillerini verelim.

(i) Eger S egrisi, normali spacelike olan equiform spacelike bir egri ise Frenet

formulleri

T] [k, 1 07T
N'|=|-1 & x| N (2.2.8)

B’ 0 x, x || B

seklindedir. Burada

(i) Eger B egrisi, normali timelike olan equiform spacelike bir egri ise Frenet

formiilleri



seklindedir. Burada
(T, TY=p?, (N,Ny=—p?, (B,B)=p?

(T,N)=(T,B)=(N,B)=0.

(ii) Eger f egrisi equiform timelike bir egri ise Frenet formiilleri

Tl |,y 1 OfT
N =1 x «,|N
B’ 0 —«, k|| B

seklindedir. Burada
T, Ty=-p*, (N,Ny=—p*, (B,B)=p’
(T,N)=(T,B)=(N,B)=0

dir (Elsayied vd. 2017, Elsayied vd. 2018).
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(2.2.9)

(2.2.10)



3. MINKOWSKI-3 UZAYDA SPACELIKE NORMALLI EQUIFORM

SPACELIKE EGRILERIN SMARANDACHE EGRILERINDEN URETILEN
ADJOINT EGRILER

Bu boliim c¢alismanim orijinal kismini olusturmaktadir. Burada o :l — E13 normali

spacelike olan equiform spacelike egri olmak {izere, konum vektorii « egrisinin

equiform Frenet cati vektorleri tarafindan olusturulan Smarandache egrilerinin

integralleri alinarak elde edilen Taﬂa, Taga, 1,5, Tanaga regiiler adjoint egrileri

sirastyla
P =g (@, (0)4bn,(@)do, & b2, @)
7(0*):%pj(an(awbga(a))da, a-b*=2, (2
NCHE Ip [(an,(0)+bg, (0))do, a* b= (33)
fpj(aT (0)+bn,(0) +05,(0))do,  a*+b?—c*=3 (3.4

seklinde gosterilecek ve bu egrilerin equiform Frenet vektorleri, 1. equiform ve
2.equiform egrilikleri o egrisinin equiform Frenet elemanlarma bagli olarak ifade

edilecektir.

Tamm 3.1 o egrisinin Frenet ¢atis1 {t_,n,,b, } ve adjoint egrisi £ ile gosterilirse

B(s)=[b,(s)ds

11



seklinde tanimlanir (Nurkan vd. 2019, Do Carmo 1976).

Tamm 3.2. Herhangi bir egrinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindiginda bu
vektorlerin lineer bilesimi olarak yazilan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache

egrisi denir (Turgut and Yilmaz 2008).
Regiiler birim hizli ¢ =¢ (o) egrisinin equiform Frenet catisi {Ta,na,ga} olmak tizere

T,7,7,5,.1,5.,, 1,16, -Smarandache egrileri sirasiyla

a

B :L(aTa(O')+b77a(0')), a’+b*=2,

V2p

(aT,(0)+bs,(0)), a’-b*=2,

1
fo= 15
B =I%p(ana(a)+bga(a)), 2’ b7 =2,
B :f%p(an(anbna(ancga(a)), 2% +b7—c? =3

seklinde tanimlanir (Solouma ve Mahmoud 2019).

3.1. T,n,-Adjoint Egrisi

Tammm 3.1.1. Regiiler birim hizli a:l— Ef’ egrisinin equiform Frenet catisi

{Ta,ﬂa,ga} olmak tizere,  egrisinin Taﬂa -adjoint egrisi
. 1
plo)= 7 [(aT,(0)+bn,(0))do, a’+b*=2 (3.1.1)

P

seklinde tanimlanir.
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Teorem 3.1.1 Birim hizh @ | = Ef equiform egrisinin T,77,-adjoint egrisi £ olsun. &

ve g ni equiform Frenet catilari sirasiyla {T /Y a} , {Tﬂ,nﬂ,gﬂ} olmak iizere

a

. afr b
T,(0)= a “(6/))3577“ (G), (3.1.2)
«_—bT, (o) +an,(c)+bx,(0)s,(0)
g (0 ) p ‘ 2 it (0)‘ ) (3.1.3)
:, (0'*) - -b’k, (0)T, (o) +abx, (c)n, (o) +2, (o) | (3.14)

0 ‘4— 2b%; (a)‘
seklindedir.

Ispat (3.1.1) bagntis1 ile verilen B egrisinin o equiform parametresine gore tiirevi

alinirsa

dg do” _aT, +bny,

(7)) =—% , 3.1.5
L P (3.L5)
~do aT +by
T =—= = 3.1.6
4V g, (316)
esitlikleri elde edilir.
2 2 2
N i . pla“+b
(B(c").B (o )>=%=1 (3.17)

oldugundan g egrisi birim hizli spacelike egridir. Bu durumda (3.1.6) ifadesinin her iki

tarafinin normu alinir ve HTﬁ (0'*)H =1 oldugu kullanilirsa



*

do

do

(3.1.8)

Il
[

elde edilir. Bulunan bu ifade (3.1.6) ifadesinde yerine yazilirsa g egrisinin equiform

teget vektori

« aTl_+bn
T,(0)=——2 3.19
s(0) 2 (3.1.9)
seklinde elde edilir. (3.1.9) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa
\/E,O(a(KlTa +n,)+b(-T +xn, + K8, ))
dp ds
c | 292 a1 by,
dT \/_ a yp
pdo _ ds_do ! (3.1.10)
do do 2p
dp ds o )
bulunur. Burada =k, , —=p Ve ——=1 esitlikleri kullanilarak diizenleme
do do
yapilirsa
T (6*) _ —bT, +an, +br,g, (3.1.11)
P2
elde edilir. (3.1.11) bagintisinin her iki tarafinin normu alinirsa
e P \/\Z—bzxg\
[T, (c)|= . = (3.1.12)
2p 2

bulunur. g egrisinin equiform asli normali 77, ile gosterilirse (3.1.11.) ve (3.1.12)

bagintilarindan
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Ts (U*) _ —hT, +an, +bx,g,

(3.1.13)
P ‘Z—bzlczz‘

elde edilir.

Sp= E(Tﬁ X 775) oldugundan g egrisinin equiform binormal vektorii ¢, ile gosterilirse

. —b%x, T +abr,n, +2¢,
P’ ‘4 — 2b21<22‘

55(07)= (3.1.14)

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.2 a ve f’nm 1. ve 2. equiform egrilikleri sirastyla ki, K, (Kl)ﬁ,(lfz)ﬁ ile

gosterilirse

2 b
(Kl)/; (U*):%, (3.1.15)

_ p(ab’x; (o) —2ax, (o) — 2bx} (o))
V2|p’x3 (0) - 2|

(KZ )ﬂ (0*)

(3.1.16)

seklindedir.

Ispat £ egrisinin 1.equiform egriligi (/cl)ﬁ(o-*) olmak iizere egriligin tanimindan

(1), (") =[Ti (")

oldugundan (3.1.12) esitliginden

(Kl)ﬂ(G*)ZHTﬁ'(G*)HZT (3.1.17)
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elde edilir. ,B'(O'*), ,8”(0*) ve ,6’”’(0'*) sirastyla
(= _aTl, +bn,
Fo)= N
ﬂ"(a*) _ \/Ep((a(KlTa +n,)+b(-T, + &1, +bi,g, ))—\/Eplcl(aTa +bn,)
2p°

_ —bT, +an, +bx,g,
- 2p ’
\/Ep(—b((KITa +n,)+a(-T, +in, + K5, )
. +bxyc +bx,(k,n, + K¢ ))—\/EpK(—bT +an, +bx,c))
ﬂm(a): 25a 2\ 2% 1a2p2 1 a a 2%a
_—al, +(-b+ bx>)n, + (ax, +bx))g,

J2p

(3.1.18)

seklinde hesaplanir. (3.1.18) ifadesinde verilen esitlikler kullanilarak

B (o )xp'(c7)= RL +2a£;< M2

(8 ()3 (7). (o)) = (3.1.20)

(3.1.19)

elde edilir. (3.1.19) esitliginin normu alinirsa
«/ 2b’x? — 4
|8'(c")xp" (07| = F——— | (3.1.21)
seklinde bulunur. Bu durumda £ egrisinin 2.equiform egriligi (x;,) 5 ile gosterilirse

()2 (o). 57())

(KZ)ﬂ o)= N 2
ey @)




esitliginden

(KZ) (O'*) _ ,o(abzch — 2&](‘2 — 2bK‘£)
B

T

(3.1.22)

elde edilir.

3.2. T¢,-Adjoint Egrisi

Tammm 3.2.1. Regiiler birim hizh a:l - Ef egrisinin equiform Frenet catisi

{Ta,na,ga} olmak iizere, & egrisinin Taga -adjoint egrisi

y(a*):ij(aTa (o)+bg, (a))da, a’-b*=2 (3.2.1)

V2p

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.1 Birim hizh @1 = E egrisinin T 7, -adjoint egrisi 7 olsun. & ve y’nimn

equiform Frenet catilari sirastyla {Ta,na,ga}, {Ty,ny,gy} ,1. ve 2. equiform egrilikleri

sirastyla K, K, , (Kl)y,(Kz)y ile gosterilirse

T(o")= al, (G/))j/gg“ o) (3.2.2)
n,(c")= i@, (3.2.3)
S, (0'*) =te bT, (O:O):;/a;“ () (3.2.4)

seklindedir.
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Ispat (3.2.1) bagmtis1 ile verilen y egrisinin ¢ equiform yay parametresine gore tiirevi

alinirsa
.« dy do aT +b
(o) =—Le—T = e e (3.2.5)
do doa \/Ep
T (o) 3 - 8l +hs, (3.2.6)
g do \/Ep
esitlikleri elde edilir.
2 2 2
ey g ey plat-b
(r(")r'(e )>=¥=1 (3.2.7)

esitliginden y egrisi birim hizli spacelike egridir. Bu durumda (3.2.6) ifadesinin her iki

tarafinin normu alinir ve HTy (0*)H =1 oldugu kullanilirsa

*

-1 (3.2.8)

elde edilir. Bulunan bu ifade (3.2.6) ifadesinde yerine yazilirsay egrisinin equiform

teget vektori

«~ arl_+bg
T(o)=—"=—2% 3.2.9
seklinde elde edilir. (3.2.9) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa
a(x T, +
B A L & e
T da* + K1, + KiSa o
Z 5 (3.2.10)

do” do 2p

18



*

ds

o
bulunur. Burada d—'D:K —=p Ve d—=1 esitlikleri kullanilarak diizenleme
o

ds ' do
yapilirsa
o« (a+br,)7n

T'(0)=—=22 3.2.11

elde edilir. (3.2.11) bagintinin her iki tarafinin normu alinirsa
Vo |a +bx |
T (o)|= 2 (3.2.12)
¥ ( ) \/E

bulunur. y egrisinin equiform asli normali 77, ile gosterilirse (3.2.11) ve (3.2.12)

bagintilarindan

777 (O-*): H . ‘ :ina (3.2.13)

elde edilir.

S, (O'*) =& (Ty (0* ) x1, (o-* )) oldugundan equiform binormal vektorii

N bT, +ag,

gy(a*):_gW

(3.2.14)
seklinde bulunur.

Teorem 3.2.2 a ve y egrilerinin 1. ve 2. equiform egrilikleri sirasiyla KK, ,

(Kl)y , (Kz)y ile gosterilirse

B |a+bl('2 (O')|

(), (c") 5 (3.2.15)
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\/Ep(—abzl(z (o) (1+ K, (U)) —br; () (b2 ra ))
‘(ab +bix,(0)) —(a? +abx, (a))z‘

(KZ )7 (O-*) -

(3.2.16)

seklindedir.

Ispat y egrisinin 1.equiform egriligi (Kl)y(a*) olmak iizere egriligin tanimindan

(%), (") =[T/(c)| oldugundan (3.2.12) esitliginden
(1), (c7)= T’(a)H—|a+bK2| (3.2.17)
1), =T Y i 2.
ifadesi bulunur. 7’(0*),)/”(0*) ve ;/"’(0'*) sirastyla
. =\ al +bg,
yY\o |J=—7=»
(') ="5,
a(x T, +
L (Kl ) 770’) J\/Ep_\/z'dp'ds'(a-ra—i—bg-a)
”(6*)_ +b(r,1, +K:6,) ds do =(a+b,(2),7a
2p° V2p 7 3218
' d ds
) [x/ip(b/czna +br, (T, + K77, + K56, ))—\/E./S).w.(aerxz)na}
— _bKZTa +(bK£ B aKl)na + bKZZga
J2p
seklinde hesaplanir. (3.2.18) ifadesinde verilen esitlikler kullanilarak
o el (@+DK,)T +(@° +abk,)g
= a - 3.2.19
/(o)< (o) 57 (3.2.19)
—ab®x, (1+x5) —bxZ (b +a?)
! ”’ m — ) 3.2.20
(V'<y".r") 2055 (3.2.20)
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elde edilir. (3.2.19) esitliginin normu alinirsa

JI@+b7k,)? - (a® + abr, )|

3.2.21
> (3.2.21)

P} (o)

seklinde bulunur. Bu durumda y egrisinin 2.equiform egriligi («, )y (o-*) ile gosterilirse

. <7/1X7/”’7/Iﬂ>
(K'z)y o )= - -
( ) H}/'(a )x;/"(a )

2

esitliginden

B V2p(-ab’r, (1+x7) b} (b +2%))
|(ab+b%x,)* — (a° +abr,)’|

(), (o)

(3.2.22)

elde edilir.
3.3. 11,6, -Adjoint Egrisi

Tammm 3.3.1. Regiiler birim hizli a:l— Ef egrisinin equiform Frenet c¢atisi

{Ta,m,,ga} olmak lizere, @ egrisinin 17,5, -adjoint egrisi

[(*)=—=—[(an, (o) +bc, (0))do, a*—b* =2 (331)

V2p

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.3.1 Birim izl a1 = Ef egrisinin 7],6, -adjoint egrisi I" olsun. o ve I

‘nin equiform Frenet catilart {Ta,na,ga}, {Tr,ﬂr,g‘r} , 1. ve 2. equiform egrilikleri
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strastyla K, K, , (Kl)r,(Kg)r ile gosterilirse

T.(0)= il (ng/gg“ (o) : (3.3.2)
(0)= —aT, (o) +br, (o)n, (0) + ax,(0)s, (o) | (333)

P ‘az — 2K} (0')‘

o (0°)- s 20N o) -2n, (o) +a's, (o) (334)
p*[2a° - 4x (o)

seklindedir.

Ispat (3.3.1) bagmtisi ile verilen I egrisinin o equiform parametresine gore tiirevi

alinirsa

r'(o")= ;; . (jjz - a”“é:jg“ , (335)
T ()2 = a"ﬁg“ (336)

esitlikleri elde edilir.
<r'(o-*),r'(a*)> :M -1 (3.3.7)

esitliginden I' egrisi birim hizli spacelike egridir. Bu durumda (3.3.6) ifadesinin her iki

tarafinin normu alinir ve HTr (a*)H =1 oldugu kullanilirsa
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_1 (3.3.8)

do’
do

elde edilir. Bulunan bu ifade (3.3.6) esitliginde yerine yazilirsa I' egrisinin equiform

teget vektori

T (07) = 2 +be, (3.3.9)

P2

seklinde elde edilir. (3.3.9) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa

[a(_Ta + Klna + KZga )\] '\/ip

+b(1c277a + K, (O')ga)

2. dp E.(ana +bg, )

T * .
di do _ ts dod (3.3.10)
do do 20
dp ds do’ _ et g ,
bulunur. Burada =K = p Ve d_ =p esitlikleri kullanilarak diizenleme
o o
yapilirsa
« —al_+bx,n +ax,¢
T (o )J=—H*¢ == 22¢ 3.3.11
r(e) NP (3311)
elde edilir. (3.3.11) bagintinin her iki tarafinin normu alinirsa
- ‘az - 21(22‘
T (0) :T (3.3.12)

bulunur. IT" egrisinin equiform asli normali 7. ile gosterilirse (3.3.11) ve (3.3.12)

bagintilarindan
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~ T/(6) -aT +bk,n +ax
771— (U ): 1",(0-*) — o 22770: = 2ga (3313)
s I
elde edilir.
¢ =¢(T ; an) oldugundan I' egrisinin equiform binormal vektorii
o —2,T —aby, +a’
6 (07)=e—Fre T T % b (3.3.14)

P’ \|2a° - 4x]|

seklinde bulunur.

Teorem 3.3.2 a ve I' egrilerinin 1. ve 2. equiform egrilikleri sirasiyla K,K, ,

(Kl)r ) (Kg)r ile gosterilirse

‘az ~ 2K} (0)‘

() (07)= 5 (3.3.15)

p(2bK22 (o)+ab’s;(c)-a’k; (o) - azb)

\/5‘21(22 (0)—&2‘

() (07)= (3.3.16)

Ispat T egrisinin 1.equiform egriligi (x;); (0*) olmak iizere egriligin tanimindan

() (o) =[T: (o) oldugundan (3.3.14) esitliginden

()r (G*) =

Tr'(o*)H:T (3.3.17)

esitligi bulunur. F’(a*),l“”(a*) ve I ’"(0'*) sirastyla
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(o")= an, +bg,

V2p

a(-T +xn +«k
|:( ( a lﬂa Zga)J\/Ep_.\/E.c:jf.(;ji-(ana-i_bga):l

+b (KZUQ + Klgaf )

F"(a*) = 2

2p

_—aTf, + bx,n, + ax,c,

J2p

_a(KlTa + 7701) + bK‘;na + bKZ (_Ta + Klna + KZga )
Gp| ¢
a6, + Ak, (K577, + K6, )

_\/E_dl_ﬁ.(—aTa +brcyn, +ar,c, )
FI!!(O_*>: dS dO'

2

- (3.3.18)

_ —bi, T+ (bx, +ax; —a)n, + (b, +axy)s,
V2p

seklinde hesaplanir. (3.3.18) ifadesinde verilen esitlikler kullanilarak

2 2.0 A8 0 A2
<F’><F",1""’>=2b’(2+ab Ky —a K, ab, (3.3.19)

22p

(o)< (o) = 2T, abzn“ +a, (3.3.20)

2p

elde edilir. Bu (3.3.20) esitliginin normu alinirsa

‘4/(22 —2a2‘
:—Zp (3.3.21)

(o™ )xI"(c")

seklinde bulunur. Bu durumda I' egrisinin 2.equiform egriligi (x, ), (a*) ile gosterilirse
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<I—w % F”, 1—wm>

(Kz)r (O-*) = N 12
F’(a )/\F”(J )H
esitliginden
“\ p(2bi +ab’*x, —a’k) —a’h)
(1) (o) =] (3.3.22)
elde edilir.

3.4. T.n.c. -Adjoint Egrisi

Tamm 3.4.1. Regiler birim hizh @:l =>E’ egrisinin equiform Frenet catist

{Ta My ga} olmak iizere, ¢ egrsinin 17,6, -adjoint egrisi

¥(0)=——[(aT, (@) +bn, () +05, ())do, @*+b°=c*=3  (3.4)

J3p

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.1 Birim hizli @1 = E; egrisinin T 77,6, -adjoint egrisi ¥ olsun. « ve

VY 'nin equiform Frenet ¢atilari {Ta,ﬂa,ga}, {Tw,r]w,gw} ,1. ve 2. equiform egrilikleri

sirastyla K, K, , (Kl)\}u(Kz),/, ile gosterilirse

. aT (o)+bn, (o)+cc, (o)
T — a a a 342
() N (3.4.2)
77[// (O_* _ —aTa (O-) + bKZ (0-)770( (O-) + aKZ (O-)ga (G) (343)

Pl

b*+(a+ o, () =02 (o)
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((ac+(c*-b*)x, (o)1, (o)~ (@br, (&) +be), (o)

2 b2
. (a*):g +(a + +aCK2(G))ga(G) 240

,02\/5\/ b* +(a+cx, (0'))2 —b?x? (a)‘

seklindedir.

Ispat (3.4.1) bagmtisi ile verilen ¥ egrisinin o equiform parametresine gore tiirevi

alinirsa

« dy do aT +b
V(o ):d(v;*- dz -2 “+J—;7;+Cg“ , (3.4.5)
~do~ aT, _+bny, +cg,
T, (o) ——a R (3.4.6)
esitlikleri bulunur.
2(a2 | B2 _ A2
(¥'(07), (o)) = s +E : )=1 (3.4.7)

esitliginden ¥ egrisi birim hizli spacelike egridir. Bu durumda (3.4.6) ifadesinin her iki

tarafinin normu alinir ve HT‘P (a* )H =1 oldugu kullanilirsa

do”
do

elde edilir. Bulunan bu ifade (3.4.6) ifadesinde yerine yazilirsa ¥ egrisinin equiform

=1 (3.4.8)

teget vektori

aT, +bn, +cg,

J3p

Ty(0')= (3.4.9)

seklinde elde edilir. (3.4.9) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa
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(&(KlTa +n,)+b(-T, + K1, + K55, )J\/gp

+C (K1, + 556, )

\/—dp ds (aT +bn, +¢g,)

T, do _ i (3.4.10)
do do 3p
d dp do”
bulunur. Burada il ve o = p esitlikleri kullanilarak diizenleme yapilirsa
o o
T, (07 = —bT, +(a+cxk,)n, +bi,g, (3.4.11)

J3p

elde edilir. (3.4.11) bagintinin her iki tarafinin normu alinirsa

\/bz +(a+cx, )2 ~b’xl
= (3.4.12)
V3

bulunur. W egrisinin equiform asli normali 7, ile gosterilirse (3.4.11.) ve (3.4.12)

T\P' (0*)

bagintilarindan

77?( *): Tl{, (G::) _—bTa+(a+CK2)nZ+bK2ga (3.4.13)
‘TLI,( b2+(a+CK‘2) —b’x?

I

Gy =¢ (Tw X 77“/) oldugundan ¥ egrisinin equiform binormal vektorii

elde edilir.

((ac+(c —bz)KZ) —(abx, +bc)7,

2 b2
Gw(‘f*):g +(a - +aCK2)ga (3.4.14)

pzx/g\/bz +(a+cr,) —bi?

seklinde bulunur.

Teorem 3.4.2 o ve W egrilerinin 1. ve 2. equiform egrilikleri sirastyla K, K, ,

(k) (Kz).,/ ile gosterilirse

b* +(a+ex, (o)) ~b* (o)
7 ,

(), (o) = \/

(3.4.15)
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~(a+cx, (cf))La2 b

+(CK‘£ (o)+bx; (0)- b)(asz (o)+hbe)
(ac+cx, (o)) bk, (o)) +(ab, (o) +be)’

ac(1+ 1, (0)) +x, (o) (c? —bz)J
J3p

(3.4.16)

(), (0_*) =

~(a?+b? +ack, (o))

Ispat ¥ egrisinin 1.equiform egriligi (K‘l)q} (0*) olmak iizere egriligin tanimindan

(x0), (a*) =|Ts (c)| oldugundan (3.4.12) esitliginden

b +(a+cx,) —b*x?

(5(c7), =T (o)]= { 7 (34.17)

ifadesi bulunur. ‘P'(G*) ,‘P”(a*) ve ‘P”’(O'*) sirastyla

\P’(J*)z aTa +b7]a +Cg,,

Bp

a(x T, +n,)+b(-T, +x7, +K,6,
[ (% )+b( 1 2 )]\/gp
+C (KoM, + K5, )

_fB.dr E_(aTa(a)+b77a(0)+C§a (o))

" *\ _ Eda
¥ (0' )— 3,02
_ —bT, +(a+cx,)n, +bx,c,
J3p ’

—b(x, T, +n,)+cxn,
\/§p +(a+ck,) (_T K, T K6, )

+bK£ga + bKZ (Kzna + Klga )

—\/§d—p E.(—bTa +(a+cxk,)n, +bic,g, )

m *\ _ dS dU a
¥ (O- )_ 3/?2
(3.4.18)
_(ma—cx,)T, +(-b+cx) + bl('zz)T]a +(a+ck,)K,6,
J3p
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seklinde hesaplanir. (3.4.18) ifadesinde verilen esitlikler kullanilarak
(ac+c, -b’, )T,
+(abx, +bc)z,

+(a% +b* +acx, ),

\P(U)X\P(U) _ > (3.4.19)
{—(a+c;<2)(ac+c?7<2 —b%k, +ack, +a% +b?)
e il N\ e +(=b +cx) +bx?)(abx, +bc)
<‘I’ (G )X‘P (G ),‘P (a )>= 2 2 3\/§2p ,  (3.1.20)
elde edilir. (3.4.19) esitliginin normu alinirsa
(ac+c’x, —b’x, )2
+(abx, +bc)’
w A&y _\—(a2+b2+ac:c2)2 .
ey (o - a4
seklinde bulunur. .Bu durumda ¥ egrisinin 2.equiform egriligi
olmak iizere
() (J*) _ < ‘P'(O'*)x‘P"(G*),‘P’”(O'*»
- [ (o)< (o)
esitliginden
A {—(a +ck,)(ac+ ¢k, —b’x, + ack, +a’ + bz)}
. ) +bx? —b)(abk, +b
k), (o) = +((E"2 * ’2(2 )Ea o 9 2 (3.4.22)
ac+c’x, ~b’x, ) +(abx, +bc)
—(a?+b* + ac;cz)2
elde edilir.
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Ornek 3.1 o 1(—7f, 7[) — E; birim hizli spacelike normalli spacelike
a(s)=(ssin(Ins),scos(Ins),s)
egrisinin Frenet elemanlari {t, n,b, x, T} ile gosterilirse (2.1.3) ve (2.1.4) esitliklerden

t(s)=

(sin(ln s)+cos(Ins),cos(Ins)-sin(Ins),1),

n(s)=

(cos(Ins)—sin(Ins),-sin(Ins)—cos(Ins),0),

- Sl Sl

b(s) :E(sin(ln s)+cos(Ins),cos(Ins)-sin(Ins),2)

ve egrilik ve burulmasi sirasiyla

olarak bulunur. (2.2.1) esitliginden

_ 1 s
P e
a:j%:ﬁj%:ﬁln(s)ml

olup burada C, =0 alinarak s=e"? déniisiimii yapilirsa
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a(o)= {ejf sin{%}ejﬁ COS(%),e%]

a(o) equiform egrisi elde edilirBu takdirde o (o) equiform egrisinin  Frenet

vektorleri (2.2.4) ve (2.2.5) esitliklerinden

ve 1. equiform ve 2. equiform egrilikleri sirasiyla (2.2.6), (2.2.7) esitliklerinden

5()=(9)= 5,
_(s)_ 1
K,(0) = K(S) = \/E

olarak bulunur.

0!(0) egrisinin Taﬂa -adjoint egrisi ,B(U *) ile gosterilirse

B(o7) :\/_%pj(aTa +bn,)do , a*+b*=2

olmak iizere a=b =1alinirsa f (O' *) adjoint egrisi
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% (ﬁ—l)sin(%} (J_+1 cos( J
plo")= fp Il b ;i
(\/§+1)sm($j+(\/§ )COS(T) 2

seklinde elde edilir. Burada integraller hesaplanirsa (0 ") egrisi

(o g o o ) ()
+(C,,C,,Cy)

olarak hesaplanir .Burada C;,C,,C; birer sabittir.

06(6 ) egrisinin 1,6, -adjoint egrisi }/(G*) ile gosterilirse
1
o' )=—|(aT (o) +bc (0))do, a’-b*=2
7(0") ﬁpj( ,(0)+b5,(0))

olmak {izere a = g b= % alinirsa y (o-*) adjoint egrisi

}/(O-):LJ‘ % 3\/i+1( S(%)Hin(%n,
J2p 3\/;+1( S(%)_ . [TD 3J;+2

seklinde olup burada integraller alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

ot ) el )5

+(c,,C,Cy)

do

olarak bulunur.Burada C;,C,,C, birer sabittir.
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a (O') egrisinin 17],G, -adjoint egrisi I (0'*) ile gosterilirse

p(a*):Lj(aqa(a)mga(a))da, a?-b?=2,

V2p
.. 11 7 - . o
olmak {lizere a= N b= 5 alinirsa F(o- ) adjoint egrisi

o SCos(ij—gsin(ij
\/Ep 2 2 o . (o) 14
,—§cos[ —3SII’]( ]’E

2 2

seklinde olup burada integraller alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

o[ () el ) () )Y

g Y

olarak bulunur.Burada C;,C,,C; birer sabittir.

a (0 ) egrisinin 17,6, -adjoint egrisi ‘P(a*) ile gosterilirse

(") = —— [ (aT, (0) b, (0) +C6, (0))dor, & +b* =" =3

V3p

olmak iizere a=1b= g c= % alinirsa \P(G*) adjoint egrisi
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elde edilir. Burada integral alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa ¥ (o M) egrisi

ﬂcos(£]+4+\/§sin[ij
w2l 4 J2 2
R REWETEL AR S S

bulunur .Burada €;,C,,C; birer sabittir.

Asagida equiform egri a(o) ve Tn,, T.6,, 1,6, ve T,0,6, -adjoint egrilerinin

grafikleri sirasiyla kirmizi, mavi, yesil, siyah ve kahverengi renkte gdosterilmistir.

Grafiklerin ¢iziminde Maple programindan yararlanilmistir.

Sekil 3.1: a (G ) equiform egrisi ve 1,7, -adjoint egrisi
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Sekil 3.2:

a (G) equiform egrisi ve 1,6, -adjoint egrisi

Sekil 3.3:

a (0 ) equiform egrisi ve 1,6, -adjoint egrisi
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Sekil 3.4: a (6 ) equiform egrisi ve Tanag » -adjoint egrisi

J
s 4 3.7
7 6 !

Sekil 3.5: « (O' ) equiform egrisi ve adjoint egriler
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda equiform Frenet catiya gore
spacelike asli normale sahip spacelike egrilerden elde edilen 6zel Smarandache
egrilerinin integral egrileri yardimiyla iiretilen yeni adjoint egriler incelenmistir. Elde
edilen yeni adjoint egrilerin equiform Frenet cati elemanlar1 esas egrinin equiform
Frenet ¢at1 elemanlari cinsinden elde edilmistir. Son olarak bu egriler ile ilgili 6rnekler
verilerek Maple programi ile ¢izimleri yapilmistir. Benzer sekilde bu ¢alisma 4 boyutlu

Minkowski uzayinda verilen bir egri igin yapilabilir.
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