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OZET

MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIMELIKE REGLE YUZEYLER

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmistir. Bu
boliimde bazi literatiir bilgilerine yer verilmistir. ikinci béliim temel tamim ve
teoremlerin sunuldugu béliimdiir. Ugiincii béliim de Minkowski 3- uzayinda timelike
regle ylizeyler hakkinda detayli bilgiler verilmistir. Dordiincii ve son boliim ise sonug
ve Oneriler boliimiidiir, yapilan ¢aligma 6zetlenmis ve calisma hakkindaki fikirler
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3- Uzayi, Regle Yiizey, Timelike Regle Yiizey,
Agilabilir Timelike Regle Yiizey



ABSTRACT

TIMELIKE RULED SURFACES IN MINKOWSKI 3-SPACE

This thesis consists four chapters. The first chapter devoted to historical development
of ruled surfaces. In the second chapter some fundamental definitions and theorems
that we used in this thesis are given. In the third chapter, detailed informations about
timelike rules surfaces in Minkowski 3-space are given. In the fourth and the final
chapter some suggestions and conclusions are given.

Key Words: Minkowski 3-Space, Ruled Surfaces, Timelike Ruled Surfaces,
Developable Timelike Ruled Surface
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1. GIRIS

Regle yiizeyler, ilk olarak tiim regle ylizeyler i¢in diferensiyel denklemlerini elde
eden G. Monge (1850) tarafindan kesfedilmistir. Daha sonraki yillarda regle
yiizeylerin diferensiyel geometrisi klasik geometride ¢esitli yaklagimlar kullanilarak
Guggenheimer (1963), Hoschek (1971) tarafindan c¢alisilmis ve regle ylizeyler; bir
parametreli dogrularin kiimesi tarafindan olusturulmustur.

E3 Minkowski uzayinda bir regle yiizey, parametrik olarak @ (s,t) = c(s) + tX(s)
seklinde ifade edilir. Bu ifadedeki c(s), regiiler bir egrinin dayanak egrisi, X(s) ise
egrinin dogrultman vektoridiir.

Regle ylizeyler, acilabilir ve agilabilir olmayan sekilde ikiye ayrilirlar. Agilabilir
regle yiizeyler, ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni olan regle yiizeylerdir.
Diferensiyel geometrideki klasik bir sonug ise, agilabilir regle yiizeylerin agik ve
yogun altkiimesinin elemanlarini silindir, koni ve tanjant yilizeyi oldugunu ifade eder.
Bu durum Oklid ve Minkowski uzaylari icin de gegerlidir. Lorentz metrigi
kullanilarak, Oklid uzayinda elde edilen genel tamim ve teoremler 3- boyutlu
Minkowski uzayinda da Turgut ve Hacisalihoglu (1997, 1998) tarafindan ele
alinmustir. Regle ylizeyler geometrisi, kinematik ve uzaysal mekanik ¢aligmalar: gibi
bir ¢ok alanda da kullanilmasi ile 6nem kazanmistir. (Bottema ve Roth, 1979,

Dimentberg, 1965, McCarthy ve Roth, 1981).

Genel olarak Minkowski uzayinda bir yiizeyin I. Temel formunun nondejenere
olmast gerekir. Eger I. Temel form, pozitif tanimli ise ylizey spacelike yiizey,
indefinit ise yiizey timelike yiizeydir. 3-boyutlu R$ Minkowski uzayinda bir timelike
regle ylizeyin, dayanak egrisi spacelike bir egri ve ana dogrular1 timelike dogrular ise
bu regle ylizeyler timelike regle ylizey, dayanak egrisi timelike bir egri ve ana
dogrular1 spacelike dogrular olan regle yiizeyler de spacelike regle yiizeyler olarak

adlandirilacaktir.



Bu tez calismasinda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda regle ylizeyler ve regle
yiizeylere ait olan bogaz noktasi, bogaz ¢izgisi, dagilma parametresi, agilabilir regle
yiizeyler gibi kavramlar ve bu kavramlara ait temel teoremler Turgut ve
Hacisalihoglu’nun (1998) makalesinden faydalanarak incelenmis, 3-boyutlu

Minkowski uzayindaki timelike regle yiizeyler tanitilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde oncelikle Oklid uzay: tanitilmis ardindan tezin genelinde kullanacagimiz
E} Lorenz-Minkowski uzay1 tanitilarak bazi temel tanim ve teoremler iizerinde

durulmus ve gerekli goriilen kimi teoremler ispatlari ile birlikte verilmistir.
2.1 Oklid Uzay1

Tamim 2.1.1 Bos olmayan bir A kiimesi ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzayi V

olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir
fiAXA->V

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

(1) VP,QReAicinf(P,Q)+f(QR)=f(P,R)
(2) VP € A ve Ya €V igin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi
vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.2 R® , 3-boyutlu standart reel vektdr uzayi ile birlestirilmis afin uzay ele
alalm. x = (xq,%,,x3) Ve y = (y1,¥2,¥3) iki vektdr olsun. R3® vektdr uzaymda
Oklid i¢ ¢arpimu

(x,y) = Z?:l XiYi (2.1)
bigiminde tanimlanirsa boylece R3 afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E? ile

gosterilir.

Bir reel afin uzayda tanimlanabilen biitiin kavramlar, bir Oklid uzayinda anlam
kazanirlar. Bununla beraber reel afin uzaylar ile Oklid uzaylari farklidirlar. Ciinkii bir
V' reel vektor uzay ile birlesen A afin uzaydaki metrik 6zellikler V de secilecek olan
ic carpimdan dogarlar; bu nedenle Oklid uzayindaki ozeliklerle diger afin

uzaylardakiler farkli olurlar.



Tamm 2.1.3 x = (x;,%,,x3) Ve y = (y1,V,,¥3) € E3 olmak iizere

d: E3XE® - R
(2.2)

@y - [T0i- )

olarak tamimlanan d fonksiyoununa Oklid uazyinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y)

reel sayisina da x,y € E3 noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.1.4

d: E3XE® - R

®y) - dxy) =I5l (23)

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E3 de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu,
2000).

Tamim 2.1.5 Vx, y, z € E3 i¢in ¥yz agismin Sl¢iisii

_ {yxyz)
cos b = Zima (24)

den hesaplanan 6 reel sayisidir.

Tamm 2.1.6 E3 de sirali bir {P,, P;, P, P;} nokta dortliisiine, R® de karsilik gelen

{PoPy, PoPy, PyP3} vektdr iigliisii, R® i¢in bir ortonormal baz ise {Py, Py, P,, P}
sistemine E3 {in bir dik catis1 veya Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu, 2000).

Sonu¢ 2.1.1 E3 de E, = (0,0,0),E; = (1,0,0),E, = (0,1,0)E; = (0,0,1) noktalari

standart bir dik ¢at1 olustururlar. (EyE,, EoE,) = §;; oldugundan, {EyEy, EoE;, EoE3}
1, i=j
sistemi R® vektor uzay! igin bir ortonormal bazdir. Burada &;; = dir
0, i#]j
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.7 E® deki {E, E, E, E;} catisina standart Oklid catist denir
(Hacisalihoglu, 2000).



2.2 Lorentz Uzay1

Tamm 2.2.1 V bir reel vektor uzay1 olmak tizere. V iizerinde tanimli doniisiim
g:VxV-R

bilineer (ikili dogrusal), simetrik ve non-dejenere iseg, V fizerinde bir skalar

carpimdir denir, V vektdr uzayma ise skalar veya i¢ ¢carpim uzayidir denir (O’Neill,
1983).

Tamm 2.2.2 V ve W sirasiyla skalar carpim uzay1 ve iizerindeki skalar carpim,
negatif tanimli olmak iizere V nin en biiyiikk boyutlu alt uzayr olsunlar. Burada g

skalar carpimin indeksi diye V' nin boyutuna denir.

g skalar carpimin indeksi v ise, burada 0 < v < boyV dir. g skalar ¢arpiminin
indeksi Skalar carpimin indeksidir. (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.3 Bir skalar ¢arpim uzayina V diyelim. v, V nin indeksi olsun v = 1 ve
boyV > 2 ise V skalar ¢arpim uzayina Lorentz uzay1 denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.4 V bir Lorentz uzay1 olsun. v € V igin

g(v,v) > 0 veyav = 0 ise v ye spacelike vektor,

g(v,v) < 0 ise v ye timelike vektor,

g(v,v) = 0ve v # 0ise v ye null (lightlike) vektor

ve ||v]| = |g(v, v)|'/? reel sayisina v vektor uzaymnimn normu denir.

V Lorentz uzayinda tiim timelike vektorlerin climlesi I olsun. u € I' igin
C(u)={vell g(v,v)<0}

u vektoriinii kapsayan V' Lorentz uzayinin timekonisi denir (bkz. Sekil 2.1) (Lopez,
2008).



spacelike

timelike

Sekil 2.1: Minkowski Uzayimin Causal Karakteri.

Teorem 2.2.5V bir Lorentz uzay1 ve v,w de bu uzayda timelike vektorler olsun.

Boylece

i) gw,w) = [[v]l - [wli (2.5)

esitsizligi gegerlidir. Esitlik saglanir ancak ve ancak v ve w vektorleri lineer

bagimlidir.
i) v, w timelike vektorleri ayni timekonide ise
g(w,w) = —|lv|l - lwll cosh & (2.6)

olmak iizere bir tek 8 > 0 sayis1 vardir. Iste bu 8 sayis1 v ve w timelike vektorlerinin

arasinda olan hiperbolik acidir.
Bu spacelike vektorler igin

gw,w) < vl - lIwll 2.7)
esitsizligi mevcuttur (Lopez, 2008).

Teorem 2.2.6 V bir Lorentz uzayi, W de V nin bir altuzay1 olsun. boyW > 2 ise bu

halde asagidaki 6nermeler denktirler (Lopez, 2008).
1) W timelike uzay1 ise W bir Lorentz vektor uzayidir.
i) W uzay iki adet dogrusal bagimsiz olan null vektor igerir.

iii) W uzay1 bir adet timelike vektor igerir.



2.3 Yari-Riemann Manifoldlari

Tamm 2.3.1 Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. Bir metrik tensoér diye M
tizerinde simetrik, non-dejenere ve (0,2)-tipinden sabit indeksli g tensor alanina denir
(O’ Neill, 1983).

Tamm 2.3.2 R", n boyutlu reel vektor uzayi iizerinde V p € R™ ve v,,w, eT,R"

olmak lizere

<vp,wp>:§viwi - Zn:viwi (2.8)

i=n-v+1

esitligi ile verilen v indeksli metrik tensérle elde edilen uzaya yar1 Oklidyen uzay

denir. R} seklinde gosterilir. Burada 1<i<nolmasi sartiyla, sirasi ile V; ve W; ler

VpVe W, tanjant vektorlerin bilesenidir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.3 R? yar1 Oklidyen uzay: olsun. v = 1 ve n = 2 ise R} yar1 6klidyen

uzayina Minkowski n-uzay denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.4 M ve g sirasiyla diferensiyellenebilir manifold ve M iizerinde indeksi
sabit olan metrik tensor olsun. Yari Riemann manifoldu diye (M, g) ikilisine denir
(O’ Neill, 1983).

Bundan boyle (M, g) yart Riemann manifoldu sadece M ile gosterilecektir.

Tammm 2.3.5 M yar1 Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine M yari

Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.6 M yar1 Riemann manifoldu olmak iizere. boyM = 2 ve M nin indeksi 1

olmak tizere M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.7 Lorentz manifoldu M olsun ve bir egria:l c R—> M olsun. T, «

egrisinin teget vektor alan1 olsun. Bu durumda

g(T,T)>0 ise a egrisine spacelike egri,

g(T,T)=0 ise a egrisine timelike egri,



g(T,T)=0 ve T =0ise a egrisine null egri denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.8 M ve M sirasiyla yari Riemann manifold ve M nin bir altmanifoldu

olmak tizere. j ‘M — M inclusion dontisiimii i¢in her p e M i¢in

(i(@)(p)=9(i(p))
bigiminde tanimlanan | (g ) doniistimii eger M iizerinde bir metrik tensérse M ye M

nin bir yar1 Riemann alt manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.9 M nin bir yar1 Riemann altmanifoldu M ve ayrica D de M iizerindeki
Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere, M yar1 Riemann altmanifoldu {izerine

indirgenmis konneksiyon diye
indirgenmis fonksiyona denir. Burada ;((M) ile M nin her bir P noktasina T,M de

bir tanjant vektor karsilik getiren vektor alanlarinin 5(“)-m0d1’ih’i gosterilmektedir

(O’Neill, 1983).
Teorem 2.3.10 M nin yar1 Riemann altmanifoldu M ve D de M iizerindeki Levi-
Civita koneksiyonu ve V V, W e (M) olmak iizere

D_VW =tan D W

sekinde tanimlanan D fonksiyonu M iizerinde bir Levi-Civita koneksiyonudur
(O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.11 V, M nin bir yar1 Riemann altmanifoldu olsun.
I: 2(M)x 2(M) — z(M)
(V,W) - II(V,W)=norD,W
seklinde tanimli (M )-bilineer ve simetrik fonksiyonuna M nin sekil tensérii (veya

ikinci temel form tensorii) denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.12 (n-1)-boyutlu M yar1 Riemann altmanifolduna, M nin yari Riemann
hiperyiizeyi denir (O’Neill, 1983).



Tamm 2.3.13 M nin yar1 Riemann hiperyiizeyi M olsun ve N de M nin birim

normal vektdr alani olmak iizere. V'V, W e (M) i¢in
g(S(V).W)=g(IT(V.W).N)

seklindeki (1,1) tipinden S tensér alanina M nin N den elde edilen sekil operatdrii
denir (O’Neill, 1983).
2.4 IR} Minkowski Uzay1 Uzerinde Vektorel Carpim
R?, n —boyutlu, r —indeksli bir yar1 Oklidyen uzaymn, boyutu 3 ve indeksi 1 olsun.
0 halde R3iizerinde her p € R3 ve 7p,tp € TpR3 igin

(Fo te) =1t +1,t, — 1t (2.9)

esitligiyle verilen ve indeksi 1 olan (+ + —) metrik tensorii ile elde edilen uzaya 3-

boyutlu Minkowski uzay1 denir ve IR} ile gosterilir (Lopez, 2008).
Tamim 2.4.1 IR}, Minkowski uzayinda iki vektdr r ve t olsun. r = (1,75, 73)

ve t = (ty,ty, t3) olmak lizere
(r3t? —r2t3,r1t3 — r3tt, rit? — rith) (2.10)

vektoriine r ve t nin vektorel ¢arpimi (veya dis carpimi) denir ve r X t veya r A t

bigiminde gosterilir.

o ={1’I } J...ISG} Ve € :(5i1’5i2'5i3)

0,i # j.ise
olsun,
el eZ e3
rant=—detr, r, r, (2.11)
tl t2 t3
veya



—€ -6 &
rat=dett r r, 1 (2.12)
t1 t2 t3

olarak hesaplanabilir. Burada e; Ae, =e3 e;Ae; = —eq, es Ae; = —e, Olarak

alinmistir. Ayrica saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak ele alinmigtir. Bu durumda

& & —&
rat=detrp, r, (2.13)
tl t2 t3

seklindedir (Lopez, 2008).

Teorem 2.4.2

|R13 , 3-boyutlu Minkowski uzayinda ti¢ vektor p = (p1, P2, P3), 9 = (91,92, q3) Ve

r = (rq,72,73) 0lsun. Bu durumda

i) (pangq, r)=—det(p,q,7) (2.14)
i) prgpar=—(p,r)q+(qr)p (2.15)
iii) (prg, p)=0ve(prg, q)=0 (2.16)
iv) (prq,paq)=—(p,pXq q)+ (p,q))? (2.17)

dir (O’Neill, 1983, Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2.4.3 IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki vektor p ve g olsun.
i) p ve q spacelike vektor ise p A q vektori timeliketir,

i) p spacelike ve q timelike vektor ise p A q vektorii spaceliketr,

iii) p spacelike ve g null vektorler olsunlar, < p,q >= 0 olmak iizere p A q null

vektor, < p, q >+ 0 olmak lizere p A q spacelike vektordiir.
IV) p ve g null vektor ise p A q spacelike vektordiir.

V) p timelike ve g null vektor ise p A q spacelike vektordiir.

10



vi) p ve q timelike vektor ise p A q spacelike vektordiir.
(O’Neill, 1983, Duggal ve Bejancu, 1996)

Ispat:

i) p Ve q spacelike vektdr oldugundan (p, p) > 0,(q, q) < 0 ve ||p||* = (p,p)
llqll? = (q,q)dir. (2.17) den

PAGPAQ = (D@ — (0. pXe, @) = (p,q)% — IIplZlql>  (2.18)

dir. (2.14) den ({p, q))* < lIplI®llqll* elde edilir ve buradan ((p,q)* < lIplI*llqlI* <
0 bulunur. Burada p ve g vektorleri lineer bagimsizdir. Eger lineer bagimli iseler
(p,q) =0 dir. Bu nedenle ({p,q))? <lIpll*llqll* # 0 dir. O halde (pAq,pAq) <
dir. Dolayisiyla, p A q vektorii bir timelike vektordiir.

ii) p spacelike ve g timelike vektor oldugundan (p,q) > 0,(p,q) > 0 ve ||p||* =
(0, q), —lqlI* = (p, q) dir. (2.17) den

(pAq,pAq) {p, a))? = {p,rXa, q)

(2.19)
«p, a)?* + lipli*llqll?

elde edilir. Buradan (p A q,p A q@) > 0 dir. O halde p A q vektorii spacelike vektordiir.

iii) p spacelike ve g null vektor oldugundan (p, p) > 0 ve (q,q) = 0 dir. (2.17) den

PALPAQ = (D@ — (0, DXq, @) = (D, q))? (2.20)

dir.

Eger (p,q) =0 ise (pAq,pAq)=0 dir. O zaman p Aq null vektordir. Eger
(p,q) #0ise(pAq,pAq)>0dr. Buradan p A q spacelike vektordiir.

iv) p ve q null vektor oldugundan (p, p) = 0 ve (q, q) = 0 dir. (2.17) den

PAGLPAQ = (D, q) — (0, DXq, @) = (D, q)? (2.21)
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elde edilir. (O'Neill, 1983) den ortogonal iki null vektor lineer bagimlidir. Bu
durumda pAgq=0 dir. O halde (p,q) #0 dir. Buradan (pAq,pAq)>0
oldugundan p A q spacelike vektordiir.

V) p timelike ve g null vektor oldugundan (p, p) < 0 ve (g, q) = 0 dir. (2.17) den
(PpAGPAQ = (p.a)’ —(p.PNG.@ = (p.g)?  (222)
dir. (O'Neill, 1983) den < p, g >= 0 dir. O halde p A q spacelike vektordiir.

vi) p ve q timelike vektdr oldugundan (p,p) < 0 ve (q,q) <0 —||pll? = (p,p)
—|Iqll? = (q, q) dir. (2.17) den

PAGLDAG = (D, @) — @, 0X0 @) = (p, g% — lIpIlql?  (2.23)

elde edilir. Teorem 2.3.2. nin i sikkindan

[, a)l > Pl (2.24)
(0.0 1> o] ol (2.25)
[(p.a)| 1P >0 (2.26)

bulunur. (O'Neill, 1983) den <p, q> # 0dir. O halde p A qspacelike vektordiir.
2.5. IR} Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M bir yar1 Riemann manifoldui ve M yar1 Riemann hiperyiizeyi olmak iizere (U,¢)

parametrizasyonu ile verilen

¢:UcR?>>R3
(V) = ¢luv)=(4,(u.) 4, (u.v). 5 (uV)) (2.27)

¢(U) yiizeyini goz Oniine alalim. {qﬁ{%}ﬁ(%j} lineer bagimsiz olmak {izere

0

0
yiizeyin vektor alanlarinin bir bazi {¢* [aj, o (E)} dir. Kisalik i¢in ¢{%j yu ¢,

12



ile gosterecegiz. Yiizeyin bir normali N =g, A ¢, dir. Gergekten (2. 16) dan <

N,¢, >=0 ve <N, ¢, >=0 dir. Yiizeyin birinci temel formunu hesaplamadan

once bazi esitlikleri verelim.
E:< ¢U’¢U >’F:< ¢U’¢V >’G:< ¢V’¢V > (2'28)
dir. Buradan < N,N >=< ¢, A §,, §, A ¢, > ve (2.17), (2.28) dan
2
<N,N >= (< ¢u'¢v >) —< ¢ut¢u >< ¢v'¢v > (229)

<N,N >=F*-EG (2.30)

elde edilir. Simdi yiizeyin I. temel formunu hesaplayalim. ¢ nin tam diferensiyeli
0
d¢ = ¢du+ ¢ (2.31)
¥ ¢V

dir.

=(ds)?=(dg,dgp)

i o o

du du u dv d
= E(du)® + 2Fdudv + G(dv)*? (2.32)
bulunur. Buradan
2 2
(d5)2 - E(d—“J rdG (2.33)
(dv) dv dv
2
ve A =%, I'= (ds)2 ise
dv (dv)
I'=EX+2FA+G (2.34)

elde edilir. M yiizeyinin I = (ds)? indirgenmis metrigi pozitif tanimhi m1 veya
indefinit mi incelemek yerine I = (dv)?I' oldugundan, I’ yii de inceleyebiliriz
(O'Neill, 1983).
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Tamm 2.5.1 IR}, Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. Her peM ve her
Wy, Uy € TpMigin
(v, W, )=0=>v, =0 (2.35)

6nermesi saglaniyor ise M ye R;> uzaymnda non-dejenere yiizey denir (Beem ve

Ehrlich, 1981).
M iizerinde metrigin matris formu
E F
- ol
dir. M yiizeyi iizerindeki metrigin non-dejeneredir ancak ve ancak

E F
det[ }to (2.36)
F G

dir.

Bir bagka ifadeyle, M yiizeyl non-dejenere ylizeydir ancak ve ancak yiizeyin
normali null vektor alanidir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.5.2 M, IR}, Minkowski uzaymnda bir yiizey olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye IR’ de bir spacelike yiizey denir

(O'NEill, 1983).
Teorem 2.5.3 Ry?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
p:UcR?>- R
(u,v) > @(u,v) = (1(u,v),2(u,v),@3(u,v))

seklinde (U, @) parametrizasyonu ile verilen bir yiizeyin spacelike yiizeydir ancak ve

ancak yiizeyin normali timelike bir vektor alanidir. Yani

< N,N><0 (2.37)

dir. Burada M yiizeyinin normal vektor alant N ile gosterilmistir (O'Neill, 1983).
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Ispat:

M yiizeyi iizerine | :(dv)zl’ vel'=EA?+2FA+G seklinde indirgenmis

metrikleri verilsin. ikinci dereceden bu denklemin diskriminanti A ya gore,
A= 4(F? — EG) = 4(N, N) (2.38)

dir. 1’ >0dir ancak ve ancak A< 0 dir. Béylece < N, N >< 0dur.

Tamm 2.5.4 M, IR}, Minkowski uzaymda bir yiizey olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye |R13 de bir timelike yiizey denir

(O'Neill, 1983).

Teorem 2.55 M yiizeyinin IR;, Minkowski uzayinda bir timelike yiizeydir ancak

ve ancak yiizeyin normali spacelike bir vektor alanidir, yani
<N,N>>0 (2.39)
Olmasidir (O'Neill, 1983).
Ispat:
| = (dv)zl’ve I"'=EA2+2FA+G, M yiizeyi lizerine indirgenmis metriktir. Bu
denklemin A ya gore diskriminanti
A= 4(F% — EG) = 4(N, N)

dir. I' nun Lorentz metrigidir ancak ve ancak A> 0 dir. Burada bir M yiizeyi

timelike yiizeydir ancak ve ancak yiizeyin normali spacelike vektor alanidir.

Tamm 2.5.6 (Gauss Egriligi): M, IR}, Minkowski uzayinda bir yiizey ve S de M

nin sekil operatorii matrisi olmak {izere. p € M icin

K(p)= edetS, (2.40)

degerine M yiizeyinin bir P noktasindaki Gauss Egriligi, K: M — R fonksiyonuna
da M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada &£ =< N,N >=+1dir. N, M

yiizeyinin normal vektor alanidir.
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M yiizeyi spacelike ise ¢ =< N, N >= —1 dir. O zaman

K = —detS (2.41)
ve M vyiizeyi timelike ise € =< N, N >= +1 dir. O halde

K = +detS (2.42)

olur (O'Neill, 1983).
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3.3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA TIMELIKE REGLE YUZEYLER

R3 = (R3,dx + dy? —dz?), Minkowski 3-uzayinda bir yiizey, iizerindeki
indirgenmis metrik bir Lorentz metrigi ise timelike yiizey olarak adlandirilir (Beem
ve Ehrlich,1981). R? te verilen egrinin her noktadaki teget vektorii spacelike
(timelike) vektor ise egri spacelike (timelike) egridir. (O’Neill, 1983).

Bir regle yiizey ¢ dogrusunun a egrisinin boyunca hareket etmesiyle olusan yiizeydir.
¢ dogrusuna yiizeyin iireteci adi1 verilir. Boyle bir yilizey asagidaki parametrizasyon

ile verilir.
o(t,v) =a(t) + vZ(t) (3.1)

Burda a dayanak egrisi , Z de ¢ dogrusunun dogrultman vektoridiir. Eger, bir regle
yiizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri sabit ise regle yiizeye acilabilirdir
denir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1997). Diger biitiin regle yiizeyler skew (agilabilir
olmayan) yiizeyler olarak adlandirilir. A¢ilabilir olmayan bir regle yiizeyin komsu iki
anda dogrusunun ortak dikmenin esas anadogru iizerindeki ayagina bogaz ( merkez
veya striksiyon) noktasi denir. agilabilir olmayan regle ylizeyin anadogrusu, dayanak
egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine bogaz
(striksiyon) c¢izgisi denir ayrica regle yiizeyin anadogrularinin herbirini dik olarak
kesen egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir (Turgut ve Hacisalihoglu,
1997).

3.1 Timelike Regle Yiizeyler

a [ - RS

t>  at) = (ar(6), ay(t), as(t))

Minkowski 3- uzayda yay parametresi ile parametrelendirilmis diferensiyellenebilir

bir timelike egri olsun. Burada {0} c I dir.



R > R3
v o () = (ai(t) + vay(t), a(£) + vay (t), az () +vas (b))

Spacelike bir egri ve a;(t)e R, 1 < i < 3, skalerleri a(t) noktasinda dogrultman
vektoriin bilesenleri olarak secilebilirler boylece ¢ nin dogrultman vektorii ve a nin

teget vektorli , a egrisinin her noktasinda lineer bagimsizlardir.

¢ nin o boyunca harcket etmesiyle (I X R, @) parametrizasyonu ile verilen regle

yiizey olusur. Burada

p:IXR - R3
(tv) - @tv) = (a1(t) + va,(t), az(t) + va,(t), az(t)+vas(t))

Minkowski 3- uzayinda elde edilir. Bu regle ylizeyi M ile gosterelim. X (M) nin bir
ortonormal tabani (T, M) dir M, nin teget vektor alanlariin uzayi elde edilebilir,
dahasi N, M nin birim normal vektdr alani olmak iizere N = T A X dir. Boylece R3
te {X,N,T} a boyunca bir ortonormal cati alamdir. D, R te bir Levi- Civita

konneksiyonu olsun. R3 te a boyunca varyasyon formiilleri asagidaki gibidir.

DrX = <¢N+ aT
DyN = —cX+ bT (3.2)
D;T = aX + bN

Burada a = —(T,D;X) = —T[(T,X)] + (DT, X) = (DT, X) dir.

B =

0 ¢ a
—c 0 b] (3.3)
a b 0

Matrisi bir skew- adjoint matristir, BT = —eBe oldugundan

10 0
e=[o 1 0] (3.4)

0 0 -1
dir.
@(t,v) = a(t) + vX(t) Parametrizasyonunu goz Oniine alirsak,
E=(22 = _(1+av)?+ ¢?, F=(2,2% =0, ¢6=(2%% =1 (35)

ot’ ot ot ’ ov ov’ ov

elde edilir.
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Regle yiizey iizerindeki indirgenmis metrik bir Lorentz metrigidir, bu durumda E
negatiftir.

min {—L,—L} ve max {—L,—L} (3.6)
E nin kokleridir ve burada c¢? — a? = (DX, Dy X) dir.
Not:

1)Eger DX bir timelike vektor ise;

—oo<v<min{—L —L}yada max{—L —L}<v<oo (3.7)

a-c’ a-c a-c’ atc
2) Eger DX bir spacelike vektor alani ise;

min{—L —L} <v< max {—L —L} (3.8)

a-c’ a+c a-c’ a+c

3) D;X, R3 iizerinde null bir vektdr alan1 olsun
Egera > 0isev < —L a<0isev> ——dir
2a 2a

Bu nedenle yukaridaki ii¢ durumda da v parametresinin tanim kiimesi, R nin tamami
degildir fakat yukaridaki araliklardan biridir. v nin tanim kiimesini J ile gosterelim.

Eger biz ] de v parametresini sabitlersek, M iizerinde

@, I x{v} -» M
(t,bv) - @,(t,v) =a(t) + vX(t)

Elde edilebilir. Bu egrinin teget vektor alani
A= (1+ av)T + cvN (3.9)

dir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).
3.2 Agilabilir Timelike Regle Yiizeyler

Tanmm 3.2.1 M bir timelike regle ylizey olsun.M nin herhangi bir anadogrusu
boyunca M nin teget diizlemleri ayniysa (gakisiyorsa) M ye agilabilir bir yiizey denir
(Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.2.1. M bir timelike regle ylizey olsun. M nin herhangi bir anadogru
boyunca teget diizlemleri ¢akisir, ancak ve ancak ¢ = 0 dir (Turgut ve Hacisalihoglu,
1998).
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Simdi R? de timelike regle yiizeylerin acilabilir olmalar igin bir kriter verecegiz.

Sonu¢ 3.2.2 M timelike yiizeyi agilabilirdir ancak ve ancak ¢ = 0 dir (Turgut ve
Hacisalihoglu, 1998).

Yardimcr Teorem 3.2.3 M timelike regle yiizeyi i¢in ¢ = —det(T, X, D;X) dir
(Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

3.3 Bir Merkez Noktanin Konum Vektorii

Tammm 3.3.1 Acilabilir olmayan bir timelike regle ylizeyin merkez noktasi ve

dayanak egrisi arasindaki uzaklik @ ise, konum vektorii a(t) asagidaki gibi ifade

edilebilir.
a(t,u) = a(t) + uX(t) (3.10)

Burada «a(t) dayanak egrisinin konum vektoriidir ve X(t) de anadogrunun
dogrultmanidir. u parametresi, dayanak egrisinin konum vektorii ve anadogrunun
dogrultman vektorii cinsinden ifade edilebilir. Bir timelike ylizeyin ii¢ komsu
anadogrulart $oyle olsun. Birinci ve ikinci anadogrular sirasiyla X(t) ve X(t) +
dX(t). P,P’'ve Q,Q' komsu iireteglerin ortak dik anadogrulari {izerindeki ayaklar
olsun. X(t) ve X(t) + dX(t) ye dik olan vektor ise X(t) A dX(t) dir (bkz. Sekil
3.1).

Q'
_-.-—----"""_____- \\\ o
E: —:\ I */- X(t)+dX ()
I _____72___ E __________:__________-_—_-_-:::::---""'_ Q
o I f‘f::_‘______________
T xe

Sekil 3.1: Komsu Anadogrulari ile Verilen Regle Yiizey.

ﬁ)’ vektorii limit durumunda PP’ vektorii ile cakisir ve P_Q) striksiyon egrisinin teget

vektori olur. Boylece (DTX,P—Q> » = 0 elde edilir. Buradan
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(T, D;X) a

u=— = 3.11
YETX, DoX) T 2 — a2 (311)
Bulunur. Boylece striksiyon egrisi
(T, DrX)
a(t) =a(t) ———=X(t 3.12
T (1) = alt) ~ 55 KO (312)

a

Burada (D;X, D;X) # 0 dur. (Z_—f,X ) = 0 oldugundan u = sabittir (Turgut ve

c2—q2

Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.3.1 Agilabilir olmayan timelike yiizeylerde & striksiyon egrisi, @ dayanak

egrisinin se¢imine bagli degildir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Ispat 8, acilabilir olmayan timelike yiizeyin diger bir dayanak egrisi olsun. Yani
V(t,v) ve baz1 s = s(v) fonksiyonlari i¢in

e(t,v) = a(t) + vX(t) = B(t) + sX(t) (3.13)
dir. (3.11) den ve (X, D;X ) = 0 oldugundan

-9 prx
a(t) - B(t) = a(t) — () — = " Iy =0 (3.14)

(DTX, DTX)

elde edilir. Bu da istenilendir.

Teorem 3.3.2 M agcilabilir olmayan bir timelike ylizey olsun. a(t) noktas: boyunca
anadogru iizerindeki ¢ (t,v,) noktast merkez noktadir ancak ve ancak DrX, ¢ (t,vg)

noktasinda teget diizlemin bir normal vektoriidiir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Ispat D;X, a(t) noktas1 boyunca anadogru iizerindeki ¢(t,v,) noktasinda teget
diizlemin bir normal vektorii olsun. Yani{(D;X ,A) = 0 dir. Dolayisiyla v, = CZL

—a?

elde edilir. Boylece , @ (t,vy), M nin merkez noktasidir.

Tersine, ¢(t,vy), a(t) noktast boyunca anadogru iizerindeki merkez noktasi olsun.

Buradan, (D;X ,A) = —a + (¢ + ¢2) = 0 elde edilir.

Diger taraftan, , (DrX,X) = 0 dir. Béylece DX, ¢(t,v,) noktasinda teget diizlemin

normal vektoriudir.
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DX, merkez noktasinda teget diizlemin normal vektdrii oldugundan spacelike bir

vektordiir. Yani (D;X ,DrX) = —a® + ¢? > 0 dir.

Teorem 3.3.3 Acilabilir olmayan timelike yiizeyin sitriksiyon egrisi

act) = a(t) + ——X(t)

az—c2

bir timelike egridir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

(3.15)

Teorem 3.3.4 M, R} te bir timelike yiizey olsun. M nin her noktasinda tek bir

ortogonal yoriingesi vardir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).
ispat

t: Ix]-> RS
(t,v) > o@(tv) =a(t) +vZ(t)

M nin bir parametrizasyonu olsun. M nin bir ortogonal yoriingesi su sekilde verilir.

p: I- M
s> B(s)=a(s)+ f(s)Z(s)

Burada (Z(s), Z(s)) = 1 dir. I c I oldugunu varsayalim

dB(s) _
(g5 12N =0

oldugundan

da(s)
ds

fls)=~J«(

,Z(s))ds+ h

elde edilir. Burada h bir reel sabit. Boylece h = f(sy) — F(s,) dir. Burada

da(s)
ds

F(s)=—[{

,Z(s))ds

(3.16)

(3.17)

(3.18)

dir. Boylece M nin P, boyunca ortogonal yoriingesi tektir. Dahasit M nin ortogonal

yoriingesi, M nin her bir anadogrusu ile kesistiginden I = I dir.

Teorem 3.3.5 M bir acilamayan timelike yiizey olsun. Iki anadogru arasindaki en

uzun mesafe sadece, ortogonal yoriingelerden biri olan striksiyon egrisi tizerindeki

mesafedir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Ispat iki anadogruyu sabitleyerek, t; <t, i¢in Bu iki anadogru arasindaki bir

ortogonal yoriingenin j(v) uzunlugunu
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j) = alde = [ VTA A de = [ [(@® - c? v? +2av + 1172 dt
(3.19)

ile hesaplariz. j(v) yi en biiylik yapan s degerini bulmak icin a;—(:) = 0 olmasini
kullaniriz, ki bu da bize v = ﬁ yi verir ve boylece ispat tamamlanir.

3.4 Timelike Regle Yiizeyin Dagilma Parametresi

Tamm 3.4.1 Sitriksiyon egrisi timelike regle yiizeyin dayanak egrisi olsun. & = 0 dir

a

yani = 0 dir. Yani a = 0 dir. Boylece DX ve N lineer bagimsizdir. Yani

c2— g2

AD;X = N dir. Burada DX = aT + cNveN = TAX = 2 A X dir. Boylece

__ (TAX, DrX) _  de(T, X, DrX)
© (DrX.DrX) (DrX, DrX)

(3.20)

elde edilir. A timelike regle yilizeyin dagilma parametrisi olarak adlandirilir ve A veya
Py ile gosterilir. Ayrica DX bir timelike vektor alan1 oldugundan (DX, D;X) # 0
dir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.4.1 Bir timelike regle yiizey acilabilirdir ancak ve ancak dagilma
parametresi sifirdir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.4.2 M, R3 te bir timelike yiizey olsun. M nin her bir anadogrusundan biri

asimptotik cizgidir ve M de bir geodeziktir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Ispat R te her bir anadogru bir dogru oldugundan her bir anadogru bir geodeziktir.

Yani Dy X = 0 dir. Gauss egriligi
DxX = DrX +(S(X),X)N (3.21)

dir. Burada D, M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonudur ve S, M de N nin
tirevlenmesi ile elde edilmis sekil operatoriidiir. Ayrica (DyX) € y(M) ve
(S(X),X)N) € y*(M) (O’Neill, 1983). M bir timelike yiizey oldugundan; M non
dejenere metrige sahiptir ve

x(RY) = x(M)®x* (M) ve x(M) n x*(M) = {0} (3.22)

yazabiliriz. DX = 0 ve (S(X), X) = 0 elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.
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Teorem 3.4.3 M R} te bir timelike regle yiizey olsun. Gauss egrilik fonksiyonu
K(p), her PE M noktasinda

Kp) =2 0 (3.23)
sartin1 saglar (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.4.4 X, P € M noktas1 boyunca anadogrularin spacelike vektor alan1 olsun.
x(M) nin bir ortonormal taban1 {X,Y} elde edilebilir, burada Y timelike vektor
alanidir. M nin sekil operatorii

_ SO, Xy  —(S(X),Y)
> = [(S (Y),X) —«(S(¥),Y) (3.24)

Boylece Gauss egriligi S self adjoint oldugundan teorem 3.4.2 den asagidaki gibi
elde edilebilir.

K = detS = ((S(X),Y))? (3.25)
Boylece K(P) her P € M noktasinda pozitif tanimhidir (Turgut ve Hacisalihoglu,
1998).

Yardimci teorem 3.4.5 M bir timelike regle yiizey olsun. Dayanak egrisinin birim
teget vektor alani, anadogrunun birim teget vektdr alani (dogrultmani) ve M nin

birim normal vektor alani sirasiyla T, X, N olsun.

TAX = N
TAN = -X (3.26)
XAN = -T

Teorem 3.4.6 M, acilabilir olmayan bir regle ylizey olsun. ylizeyin her bir
anadogrusu tizerindeki merkez noktasinda Gauss egrilik fonksiyonu en kiiciik degere

sahip olur (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).
Ispat {4,, X}, X(M) nin ortonormal tabani, burada

A 1+ av) T + cvN
1Al [(a2 = c2)v? + 2av + 1]

A, (3.27)

M nin ¢(t,v) deki normal vektoriinii N = Ny, . seklinde ifade edelim. Boylece
N =A,AX = — {cvT + (1 + av)N} (3.28)

A1l

dir. Yardime1 teorem 3.4.5 ve (N, N) = 1 den, Gauss egriligi
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K = ((S(4o), X))? (3.29)

dir. Diger yandan,

= —-D, N = _r b(1+ av)
S(Ao) = DN ||A||{[(||A||) (ev) +7 Al at par |1
(3.30)
_< av | bev)
Xt [(uAu) (1+av) +; i+ Tai N}
burada (-), parametreye bagl tiirevi gostermektedir. Buradan
CZ
K(t, = 3.31
&v) [(c? = a?)v? — 2av —1]? (331
elde edilir. Boylece
0K(t, v 4¢c% [(c? —a®)v—a
(t v) _ 4 [c®—ad)v—d] 332
v [(4, A)]3
bulunur. Yani,
oK(t,v) 0 3.33
azv Uzczilaz > ( " )
oldugundan v= ﬁ , K(t, v ) nin en kiigiik degerini verir.

Merkez noktas1 v = — degeri ile iliskili oldugu i¢in, Gauss egriligi, her bir

anadogrunun merkez noktasinda oldugundan en kiiciik degerini alir.

Teorem 3.47 M, R} te bir timelike regle yiizey olsun. M agilabilirdir ancak ve
ancak M nin Gauss egriligi sifirdir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.4.8 Bir timelike regle yiizeyin dagilma parametrisi yalnizca anadogrulara
baghdir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

2
Ispat Eger (3.31) de v = ——; yazarsak Ky, = (Cz_;z) elde ederiz. Yani, (3.20)

den merkez noktasinda a = 0 oldugundan

Knin = c2 = (1)2 (3.34)

dir. Boylece
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1
Px ——— (3.35)
Kmin

elde edilir. K,,;,, degeri anadogru boyunca tektir. Dolayisiyla, bir anadogru boyunca
dagilma parametresinin degeri de tektir. Yani, dagilma parametresi sadece

anadogruya baglidir.

Simdi R$ te acilabilir olmayan herhangi bir regle yiizeyin merkez noktas ile ilgili

teoremi verelim.

Teorem 3.4.9 M bir agilabilir olmayan timelike yiizey ve 6 da anadogrunun merkez
noktasindaki normal vektdr ve bir anadogrunun bir noktasindaki normal vektorii
arasindaki aci olsun. tanf bu iki nokta arasindaki uzakligin orani1 ve bu orantinin

katsayilar1 dagilma parametresinin tersidir (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).

Ispat Eger v = 0 ise bu, belirli bir anadogru iizerindeki merkez noktasini verir, yani,

bu merkez noktasi boyunca ortogonal a egrisini alirsak v =0 da DtX normal
vektordiir. Boylece a = 0 dir. Dagilma parametresi Py = % ve anadogru boyunca

normal vektori N,
NV) = —— (3.36)

Ile verilir. Diger yandan N ve N, birim spacelike vektdrlerdir. Buradan

1
(N,Ny) = —= 3.37
VTV = cove (3.37)
elde edilir boylece
1
€osf = —— (3.38)

elde edilir. Buradan tan 6 = Pi bulunur.
X

Sonu¢ 3.4.10 Teget diizlem, bir anadogru boyunca esit miktarda 180° doner.

—% <v< % i¢in (Turgut ve Hacisalihoglu, 1998).
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Ispat ¢,, p merkez noktasi boyunca bir anadogru olsun. N, ve N, sirasiyla p ve q

noktalarinda normal vektorler olsunlar. N, ve Njarasindaki ag1 6 ve p ve q

arasindaki uzaklik v ise, teorem 3.4.9 dan tanf = Pi dir. D;X, merkez
X

noktasindaki bir spacelike vector oldugundan
. 1 1 1 1
mm{—;,;} <v<max{—;,;} (3.39)

dir. Eger v = 0 ise p ve q arasindaki uzaklik sifirdir. Boylece p = q dur. O halde
6 =0olur. Eger 0 <v< max{—l,l} ise0 < 0 <= elde ederiz. min{—l,l} <
c C 2 c C

v <0 ise—gse<0 olur.

Ornek 3.4.1 (ikinci tiir helikoid) Bu, asagidaki gibi parametrelendirilmis bir timelike
regle ylizeydir.

p(t,v) = (— (KLZ + v) chVK? =72t ,—— ,— (leirz i v) shvk? — 12t )(3.40)

"Vik2—2’

(Woestijne, 1990), burada sirasiyla k ve T a nin egrilik ve burulmasidir ve |k| > |7]
da d_a )

— =—1
dt ’ dt

dur. dayanak egrisi a:I € R - R3, I bir agik aralik, dyle ki; (

oldugundan

a(t) = (—( - )Ch\/KZ L (Kz’;z) shVvk? — th) vtel (3.41)

K2-72 ' Viz—12’

dir ve anadogrularin her biri spacelike dogrulardir.

DrX bir timelike vektor alant oldugundan

v < min {—L,L} veya v > max {—%, ——} (3.42)

K—T K-—-T

Ayrica det(T, X, D;X) = —t dur. Ikinci tiir helikoid agilabilirdir ancak ve ancak
T = 0 dir (bkz. Sekil 3.2).
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Sekil 3.2: ikinci Tiir Helikoid.

Ornek 3.4.2 (Birinci tiir helikoid) Bu, asagidaki gibi parametrelendirilmis bir
timelike regle yiizeydir.

. t
p(t,v) = ((Kzl;z - v) cosVt? — K?t, (12:@ - v) sinvt? — Kzt,\/TZT_—KZ ) (3.43)

(Woestijne, 1990) burada |7]| > |k| dayanak egrisi a:I ¢ R —» R3 dir. I bir agik
aralik. Oyle ki;

a(t) = (( - )cosmt,(

T2 K2

)sin VeZ =i m,fﬁ:ﬁ}() vt el (3.44)

K
T2 )2 2
Egrisi bir timelike egridir ve her bir anadogru bir spacelike dogrudur.

DrX bir spacelike vektor alani oldugundan

. (-1 -1 -1 -
min {E’E} < v < max {E’E} (3.45)
Sitriksiyon egrisi
a(t) =a(t) + o sz(t) (3.46)

Seklinde verilir ve a(t) bir timelike egridir. Ayrica, det (T ,X,D;X ) = t Birinci
tiir helikoid acilabilirdir ancak ve ancak T = 0. Yani birinci tiir helikoidin dagilma

parametresi Py = — —— dir (bkz. Sekil 3.3).
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Sekil 3.3: Birinci Tiir Helikoid.

Ornek 3.4.3.(Ikinci tiir Enneper yiizeyine conjugate olan yiizeyler) Bu, asagidaki

gibi parametrelendirilmis bir timelike regle ytizeydir.

Kt? —xtt3 K23
p(tv) = 7+v, ¢ — Ttv, 6 +t+ kvt ), Vt el (347)

(Woestijne, 1990), burada |k| = |t| # 0 dayanak egrisi a:/ < R - R$ dir. I bir
acik aralik oyle ki;

(t) = Kt? it K2t3+t vt €1 3.48
W={2""6 "6 (348)

Egrisi bir timelike egridir ve anadogrularin her biri spacelike dogrulardir.

DrX bir null vektor alan1 oldugundan
v>———eger k>0,v <—— eger k<0
2k 2K

Ayrica det(T, X, DrX) = — dur. Ikinci tiir Enneper konjugate yiizeyleri agilabilirdir
ancak ve ancak T = 0 dir (bkz. Sekil 3.4).

29



Sekil 3.4: ikinci Tiir Enneper Yiizeyine Conjugate Olan Yiizeyler.
Ornek 3.4.4 Bu, asagidaki gibi parametrelendirilmis bir timelike regle yiizeydir.
o(t,v) = a(t) + vX(t) = (0,0,t) + v(t,0,0) (3.49)

(Woestijne, 1990), dayanak egrisi timelike bir egridir ve anadogrularin her biri
spacelike dogrulardir. Bu regle ylizey agilabilirdir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda “Timelike ruled surfaces in the Minkowski 3-space-1I" (Turgut
ve Hacisalihoglu, 1998) isimli ¢alisma incelenmis ve bu incelemenin 1s18inda regle
yiizeyler konusunda agik problemlere de kap1 aralayacak bir derleme hazirlanmistir.
Regle yiizeyler, bir¢ok acik problemi beraberinde getiren ve de giiniimiizde oldukca
sik incelenen bir yiizey ¢esididir. Regle yiizeler Oklid ve Minkowski uzaylarida
beraberinde getirdikleri agik ve bilinen ornekler sayesinde de ilgi odagi olmaya
devam etmektedirler. Oklid uzayindaki en temel regle yiizey &rnekleri silindir ve
konidir.
Regle yiizeyler i¢in Oklidyen uzayda verilen bircok tanim ve teorem Lorentz metrigi
kullanilarak 3- boyutlu Minkowski uzayma da uyarlanmistir. Turgut ve
Hacisalihoglu tarafindan spacelike ve timelike regle ylizeyler icin dagilma
parametresi ve bogaz noktasi incelenmistir.
Bu tezde ele aldigimiz ylizey ¢esidi timelike regle ylizeydir. Bir regle yiizeye
timelike ylizey diyebilmemiz i¢in ise ylizeyin anadogrular1 timelike, dayanak egrisi
ise spacelike olmahdir. a: I — R3, Minkowski 3- uzayda yay parametresi ile
parametrelendirilmis  diferensiyellenebilir bir timelike egri ve &R - R
Spacelike bir egri olsun bdylece £ nin dogrultman vektorii ve a nin teget vektorii, a
egrisinin her noktasinda lineer bagimsizlardir.
¢ nin o boyunca hareket etmesiyle (I X R, @) parametrizasyonu ile verilen regle
yiizey olusur ve Minkowski 3- uzayinda

p:IXR - R3

tv) = otv) = (a:1(t) +va;(t), az(t) + va,(t), as(t)+vasz(t))

Regle yiizey elde edilir.
Bu ¢alisma boyunca regle yiizeyler ile ilgili ortaya konulan bazi 6nemli 6zellikler ise
sOyledir;
v nin tanim kiimesini / € R ile gosterelim. Eger /] de v parametresini sabitlersek, M

uzerinde



@, I x{v} -» M
(t,bv) - @,(t,v) =a(t) + vX(t)

elde edilebilir. Bu egrinin teget vektor alani

A= (1+ av)T + cvN 4.1)
dir. Buradan M timelike regle yiizeyi i¢in ¢ = —det(T, X, Dz X) olmasi ve M timelike
yiizeyi acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin ¢ =0 olmasi, yilizeyin
acilabilirliginin incelenmesinde elde edilen gii¢lii bir sonugtur. Bunun anlam1 Eger,
bir regle yiizeyin anadogrulari boyunca teget diizlemleri sabit ise regle yiizey
acilabilirdir.
Acilabilir olmayan bir regle yiizeyin komsu iki anda dogrusunun ortak dikmenin esas

anadogru lizerindeki ayagina bogaz ( merkez veya striksiyon) noktasi denir ve

(T’ DTX)

0= OB o)

X(t) (4.2)

seklinde ifade edilir. Burada (D;X, D;X) # 0 dir. Ayrica agilabilir olmayan regle
yiizeyin anadogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin
geometrik yerine de bogaz (striksiyon) ¢izgisi denir.

Bu ¢alismada agilabilir olmayan timelike ylizeylerde @ striksiyon egrisi, a dayanak
egrisinin se¢iminden bagimsiz olmasi sonucu, ispati ile birlikte verilmistir.

Ayrica bu caligmada bir timelike regle ylizeyin dagilma parametresi tanimi verilmis
ve dagilma parametresinin yalniz anadogrulara bagli olmasi teoremi de ispati ile ele
alinmustir.

Calisma ii¢ adet ornek ile desteklenmis ve bu Orneklerde yiizeyin acilabilirligi,
yiizeyin dagilma parametresi, striksiyon egrisi hesaplamalari ele alinmstir.

Regle yiizeyler, Minkowski uzayinda spacelike ve timelike yiizeylerden farkli olarak
ana dogrusu null egri olan yiizeyler de gectigimiz yillarda tizerinde calisilmis
yiizeyler arasindadir. Ayrica Oklid ve Minkowski uzaylarinda Frenet ¢atis1 disinda
Darboux catis1 kullanilarak da bu yiizeyler incelenmistir. Bu gézle bakacak olursak
Regle yiizeylerin uygulama alanlarinin ne kadar genis oldugu goriilebilir. Gelecek
caligmalar i¢in regle yiizeylerin Bishop ve tip-2 Bishop catilar {izerinde ve var olan
diger geometrik yapilar iizerinde de incelemeler yapilabilir olmasi veya farkli tiir
yiizeylerin regle yiizey olma 6zelligi tasiyip tasimadig1 da arastirilabilecek diger agik

problemler arasinda yer almaktadir.
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