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Rifat GUNES’e ayrica tezin  yazimi  siirecinde  yardimlarimi  esirgemeyen,
caligmalarim sirasinda karsilastigim her tiirlii giicligiin iistesinden gelmem ic¢in bana yol
gosteren bilgi ve goriislerinden istifade ettifim hocalarim Sayin Prof. Dr. Erol KILIC
ve Prof. Dr. Mustafa Kemal OZDEMIR ile emegi gecen tiim boliim hocalarima ve
egitim hayatim boyunca biiylik fedakarliklarda bulunan, maddi ve manevi desteklerini
esirgemeyen, bu zorlu siirecte motivasyon veren ve sabir gosteren ¢ok kiymetli aileme sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.



ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Minkowski Uzayinda 1-Tipli Gauss Doniisiimiine Sahip
Regle Yiizeyler” baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir
yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildiina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin
icinde hem de kaynakg¢ada yontemine uygun bi¢cimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu
onurumla dogrularim.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

R : Reel sayilar kiimesi,

R3 : 3-boyutlu Reel uzay,

E3 : 3-boyutlu Oklid uzay,

E 13 : 3-boyutlu Minkowski uzay,

E F, G : Birinci temel formun katsayilari,
e, f,g : Ikinci temel formun katsayzilari,
K : Yiizeyin Gauss egriligi,

H : Yiizeyin Ortalama egriligi,

\Y : Gradient operatoril,

A : Laplace operatori,

S% : Pseudo kiire,

H? : Hiperbolik uzay,

N : Gauss doniistimii (Birim normal)
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Ikinci boliimde 3-boyutlu Oklid ve Lorentz uzaylarinda egriler ve yiizeyler ile ilgili bazi
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Uciincii boliimde Lorentz uzayinda 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip regle yiizeyler
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1. GIRIS

Difrensiyel geometrinin lizerinde ¢alismaya en elverigli alanlar1 egriler teorisi ve yiizeyler
teorisidir. Egriler ve yiizeyler farkli displinlerde modelleme olarak kullanilan 6nemli geometrik

araglardir. Yiizeylerin geometrisinin en elverisli calistig1 uzay ise 3-boyutlu Oklid uzaydr.

Uc boyutlu Oklid uzayda tanimlanan yiizeyler icerisinde modellemeye en uygun yiizeylerden
birisi ise regle yiizeylerdir. Bir regle yiizey I reel sayilar kiimesi R de bir a1k aralik ve o : I — R3

bir diferensiyellenebilir egri olmak iizere
x:IxR—R

se€lvetcRigin
x(s,t) = a(s)+tB(s)

seklinde tanimlanir ve M ile gosterilir, burada (), o(s) egrisi boyunca bir vektor alanidir. (s)
vektor alanina o(s) egrisi boyunca haraket eden bir dogru olarak bakilabilir. Bundan dolay1 3 (s)
ye dogrultman dogrusu da denir. a(s) egrisine ise taban egrisi veya dayanak egrisi denir. Regle
yiizeylerin geometrisi ¢aligilirken, biitiin iglemler ve hesaplamalar dayanak egrisi ve dogrultman
dogrusu ile yapildigindan, Oklid uzayindaki herhangi bir yiizeye gore, regle yiizeyi incelemek
daha kolay ve daha elveriglidir. Boylece regle ylizeylerin karakterizasyonlar1 taban egrisi ile

dogrultmana bagli olur.

Yiizeylerin geometrisinin incelenmesinde iki temel egrilik vardir. Bu egrilikler Gauss ve
ortalama egrilikleridir. Gauss egriligi K ile ortalama egrilik ise H ile gosterilir. Regle yiizeyde
Gauss ve ortalama egriliginin hesabinda o(s) ve B(s) onemli rol oynar. Eger K = 0 ise
regle yiizeye agilabilirdir, H = O ise regle yiizeye minimaldir denir. Minimal yiizeyler bir ¢cok
kismi diferensiyel denklemin ¢oziim uzayina karsilik geldiginden uygulamali bilimlerde ve fen
bilimlerinde olduk¢a Onemlidir. Yiizeylerin incelenmesinde bir bagka 6nemli ara¢ da ikinci
Gauss egriligi Kj; dir. Minimal yiizeylerde ikinci Gauss egriligi sifirdir fakat bunun tersi her

zaman dogru degildir.

Lorentz uzayda regle yiizeylerin incelenmesi Oklid uzayindaki regle yiizeylerin incelen-
mesine benzemesine ragmen, Lorentz uzayin yapisindan kaynaklanan farkliliklar vardir. Regle
yiizeylerin karakterizasyonu dayanak egrisi ve dogrultmana bagl oldugundan, Lorentz uzayinda
bu incelemeyi taban egrisi ve dogrultmanin causal karakteri direkt olarak etkiler. Dolasiyla

Lorentz uzayda regle yiizeylerin geometrisi, Oklid uzayina gére daha karmagiktr.
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Oklid uzayinda minimal altmanifoldlarin bir stmiflandirmasi T. Takahashi tarafindan 1966
yilinda verilmistir [1]. Oklid uzayin yer vektorii x ve altmanifold iizerindeki Laplasyan operatorii
A olmak tizere Ax =0, Ax = Ax, A € R ve Ax = fx, f bir fonksiyon, ile ilgili karakterizasyon
teoremleri verilmigtir. Bu teoremlerden dolay1 bu konuyla ilgili verilen teoremlere Takahashi tipi
teoremler denir. Takahashi’ nin bu sonuglarindan sonra, bu kavramlarin bir cok genellestirilmesi
yapilmistir. B. Y. Chen 1983 yilinda “sonlu tipli altmanifoldlar” kavramimi tanimlamistir [2].
1990 yilinda O. J. Garay, A bir reel matris olmak iizere Ax = Ax sartin1 saglayan hipreyiizey

tiplerini calismis ve Takahashi’ nin sonuclarinin bir genellestirilmesini elde etmistir [3].

1990 yilinda F. Dillen, J. Pas ve L. Verstraeclen, Takahashi teoremlerinin farkli bir
genellestirilmesini tanimlamistir [4]. Bu calismalarin yer vektorii yerine donel yiizeylerin Gauss

doniisiimii N yi alarak AN = AN sartin1 saglayan donel yiizeyleri incelemislerdir [4].
Daha sonraki yillarda bu kavramlarin Lorentz uzaydaki kargiliklar1 6nemli bir aragtirma alani

haline gelmistir [5,6].

B.Y. Chen’in 1983 yilinda tamimladig1 sonlu tipli altmanifoldlar kavrami, regle yiizeylerin

Gauss doniisgiimii tizerine uyarlanmig ve bununla ilgili bir cok makale yapilmistir [7-10].

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alismada 3-boyutlu Lorentz uzayinda sonlu tipli
Gauss doniisiimiine sahip regle yiizeylerin karakteristik 6zellikleri ilgili orjinallik icermeyen bir

derleme yapilmusgtir.

Birinci boliim regle yiizeylerle ilgili litariitiir bilgilerine ve konunun gelisimine ayrilmistir.
Ikinci boliimde, konunun iyi bir sekilde anlasilabilmesi i¢in Oklid ve Lorentz uzayda egri,
yiizey ve regle yiizeylerle ilgili temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde 1-Tipli Gauss

doniistimiine sahip regle ylizeyler incelenmistir. Dordiincii béliimde a, b reel sabitler olmak tizere
aKyy+bH = sabit, 2a—b#0
aH + bK = sabit, a+#0
aKy 4+ bK = sabit, a#0
sartlarin1 saglayan regle yiizeylerin geometrik ozellikleri incelenmistir. Besinci boliimde ise
Lorentz uzayinda bir regle yiizeyin Gauss doniisiimii N olmak iizere

AG = fN +gC

sartin1 saglayan genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip regle yiizeyler incelenmistir.

Burada f, g diferensiyellenebilir fonksiyon ve C ise sabit vektordiir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim iki alt boliim halinde diizenlenmistir. Birinci alt boliim 3-boyutlu Oklid uzay E3
de egriler ve yilizeyler ile ilgili temel tanim ve teoremlere, ikinci alt boliimde ise 3-boyutlu

Minkowski uzay £ 13 de egriler ve yiizeyler ile ilgili temel bilgilere ayrilmistir.

2.1 Oklid Uzayinda Egriler ve Yiizeyler

Tamim 2.1.1. A # 0 bir kiime ve V de K cismi iizerinde bir vektor uzayt olsun. Asagidaki sartlart
saglayan

fiAXA—SV

doniisiimii varsa A ya 'V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

i) VP,Q.R€Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P.R)
ii) VP € AveVa €V icin f(P,Q) = o olacak bicimde bir tek Q € A noktast vardir [11].

Tamm 2.1.2. 3-boyutlu standart reel vektir uzayr R3 ile birlestirilmis R3afin uzaymm ele alalim.
X = (xl,xz,X3),7 = (y1,¥2,y3) olmak iizere R3 vektor uzaymda x ve y nin Oklid i¢ ¢arpumi
(skaler carpimi)

R3xR3 =R
()
3
(X,y) - <x,y> = inyi
i=1

biciminde tanumlamr. Boylece {,) i¢c carpimi ile R? afin uzaymna 3-boyutlu Oklid uzay: denir ve

E3 ile gosterilir [11].
Tamm 2.1.3. ¥ = (xl,x27x3),7 = (y1,y2,y3) olmak iizere

d:-E3xE> >R

(x,y) = d (x,y) = |3 =

olarak tanimlanan d fonksiyonuna B> uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel sayisina da

x, y € E3 noktalart arasindaki uzaklik ve d ye de B3 iizerinde Oklid metrigi denir. [11].

Tamm 2.1.4. Vx,y,z € E3 icin Xyz agisimn olgiisii

cos@ = O%,52)
]

ile tammlamr [11].



Tanmmm 2.1.5. E* de sirali bir {Po,Pl,Pg’P3} nokta dortliisine R de karsilik gelen

{POPl,PoPé,P0P3} vektor iicliisii, R3i§in ortanormal bir baz ise {Po,Pl,P27P3} sistemine 3
iin bir dik ¢catis1 veya Oklid ¢atist denir [11].

Tamm 2.1.6. E" uzayinda bir M yiizeyi (n — 1) boyutlu, kapali ve regiiler olma sartimi sagliyor

ise bu yiizeye E"" nin bir hiperyiizey denir [11].

Tanmmm 2.1.7. N, M yiizeyi iizerinde birim normal vektor alani olsun. M iizerindeki herhangi bir
p noktasinda
Sp:Tp (M) —=T, (M)
vp—=8p (vp) = =Dy, (N)

seklinde tamimlanan doniisiime M Yyiizeyinin p noktasinda N birim normal vektore bagl gekil

operatorii denir [11].

— -
Tamm 2.1.8. B3 de d = (a1,a,a3) ve b = (by,b,b3) vekorleri verilsin. Buna gére d ile b

nin vektorel dis carpimi
e; ey e3
%
7 ANb=|a a a3
by by b3

veya

%
7 ANb = ((a2b3 — a3b2) , (a3b1 —a1b3) , (a1b2 — azbl))

_>
ile tanmimlanir. Vektorel ¢carpim ¥ 7, b ,77 7, 7, 7 € B3 asagidaki ozellikleri saglar:

.
W (2T, 7T = ggi %; (@ 7B T @ TNB 7 (e
range izdesligi)

@, %) (5,7) (2,7
vi (400)(FVD)=|(@.7) (p.7) (@)

@,7) (5,2) (,7)



s s
viii) @ A b =0 olmas: icin gerek ve yeter sart d ve b vektérlerinin lineer bagiml olmasidir

[12].
Tanim 2.1.9. I C R bir aralik olmak iizere
a:l—R>

u— ou) = (o (u), 0p(u), 03 (u))
seklinde tammlanan siirekli fonksiyona R? uzayinda bir egri denir [13].
Tamm 2.1.10. o : [ — R a(u) = (o (u),0(u), 03(u)) bir egri olmak iizere o : I — R
tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.
p do
o' (u) = T )
vektoriine o (ty) € I noktasinda o, nin teget vektorii denir [13].
Tamm 2.1.11. Her u € I icin o' (u) # 0 kosulunu saglayan, tiirevlenebilir, parametrik bir

I — R3 egrisine regiiler egri denir [13].

Tamm 2.1.12. Biru € I icin, o : I — R3regiiler parametrik egrisinin ug noktasindan u noktasina

kadar olan yay uzunlugu
s(u)=[ Ha'(u)H du
uo

seklinde tanimlanir. Burada

o/ ()| = \/ (o] (1)) + (0 0))* + ()

dir ve o'(u) vektériin boyu olarak tammlamr. o (u) # 0 oldugu icin s yay uzunlugu u

degiskeninin tiirevlenebilir bir fonksiyonudur. [13].
Tamm 2.1.13. «, I C R araliginda tammli R? de bir egri olsun. Yu € I icin
| =1
ise o egrisine birim hizli, u parametresine de yay parametresi denir [11].
Tamm 2.1.14. E3 de bir M egrisinin (I, ) ve (J,B) gibi iki kordinat komsulugu verilsin.
o:l—-E, B:J—E

olmak iizere
h:olof:J—1
diferansiyellenebilir fonksiyona M nin bir parametre degisimi denir [11].
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Tamm 2.1.15.
ol —R3
egrisi verildiginde Yu € I icin
o(u+T)=o(u)
olacak sekilde bir T € R pozitif sayisi varsa o egrisine peryodiktir denir ve en kiiciik T sayisina

da egrinin peryodu denir [13].

Tamm 2.1.16. M kiimesi R? icinde bir alt kiime olsun. Her p € M noktast icin R3 icinde
asagidaki sartlar saglayan bir V komsulugu ve bir U C R?agcik kiimesinden V \M C R3 iizerine
orten bir fonksiyon f : U — V N M doniisiimii varsa, M alt kiimesine bir regiiler yiizey denir.

Regiiler yiizeylerin ti¢c ozelligi vardir:

i) f doniigtimii diferansiyellenebilir, yani f fonksiyonunun U iizerinde her mertebeden kismi

tiirevleri vardir.
ii) f bir homomorfizmdir.
iii) Her g € U icindf, : R? — R3 diferansiyeli bire-birdir [13].

Tamm 2.1.17. Regiiler M vyiizeyi iizerinde bir p noktasinda Euzaymin T,(M) teget diizlemine
dik bir birim vektor vardir; bunlarin her birine p noktasindaki birim normal vektor denir. p
noktasindan gecen ve p noktasindaki bir birim normal vektorii iceren dogruya p noktasindaki
normal dogru denir. p € M noktasinda bir f : U C R* — M parametrizasyonunu secerek q €

f(U) noktasinda,
JuNfy
N(g) = 242
D=

kuraliyla belirli bir birim normal vektor secebiliriz. Boylece diferansiyellenebilir bir N : f(U) —
R3déniigiimiinii elde ederiz. Bu doniisiim her g € f (U) noktasina, g noktasinda bir birim normal
vektor karsilik getiriyorsa, N doniisiim f(U) iizerinde diferansillenebilir bir birim normal

vektor alamdir denir [13].

Tammm 2.1.18. Regiiler bir M yiizeyini, bir p € M noktast iki komsulugun kesisiminde
oldugunda koordinat degisikliginin p noktasindaki jakobiyeni pozitif olacak sekilde bir
koordinat komsuluklar: ailesi ile ortmek miimkiinse M yiizeyi yonlendirilebilir yiizey olarak
adlandirilir. Bu bicimde bir aile secimi, M yiizeyinin bir yonii olarak adlandirilir ve bu durumda
M yiizeyine yonlendirilmistir denir. Eger boyle bir secim miimkiin degilse M, yonlendirilemez

bir yiizey olarak adlandirilir [13].



Tamm 2.1.19. E3 de bir M yiizeyi iizerinde diferansiyellenebilir bir birim normal vektér alanina
M iizerinde bir yon denir. B> deki herbir M viizeyi iizerinde tam iki yon vardur. Bir yiizey iizerinde
yon secilmis ise bu yiizeye yonlendirilmig yiizey denir. Bunun yaninda Mobiiis seridi gibi bircok

viizey de yonlendirilemezler. Bunlara da yonlendirilemez yiizeyler denir [13].

Tammm 2.1.20. M, 3-boyutlu Oklid uzayr E> de bir yiizey olsun. §> =
{(x,y,z) ERX24y2 422 = 1} orjin merkezli birim kiire olmak iizere M nin her bir

noktasint S* nin merkezine birim normal vektor karsilik getiren

N:M—S*cE?

Xy N\ Xy

— N(p) = 42

doniisiimiine M yiizeyinin Gauss Doniisiimii denir. Gauss doniisiimiiniin tiirevlenebilir oldugu
kolayca dogrulanabilir. N doniigiimiiniin p € M noktasimdaki dN,, diferansiyeli T,(M)
diizleminden Ty, (S?) diizlemine bir lineer doniisiimdiir. T,(M) ile Tnp) (S?) paralel oldugu
icin, dN), diferansiyeline T,,(M) diizlemi iizerinde bir lineer doniisiimdiir [13].

M bir yiizey N de M nin birim normal vektor alant olsun. Bu durumda p € M noktasinda
de(el) = —klel, de(ez) = —k262

olacak sekilde {ey,er} ortanormal bazi vardir. Burada ki ve ky sayilart p noktasinda normal
egriligin ekstremum degerleridir, yani ikinci temel formun maksimum ve minimum degerleridir.

Ayrica k1 = ko dir. N Gauss doniigiimii igcin asagidaki esitligi verebiliriz [13].

Tammm 2.1.21. E3 de bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir p
noktasina kargilik gelen S (p) nin karakteristik degeri M nin bu noktadaki asli egrilikleri olarak
adlandirilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karaktersitik vektor denen vektorlerin belirttigi

dogrultulara da M nin p noktasindaki asli egrilik dogrultular denir.

dN doniigiimiiniin determinanti, asli egriliklerin ¢arpimi (—ky).(—kp) = kikp, izi ise
asli egriliklerin toplanmumin tersi — (k| + ky) dir.Yiizeyin yonlendirilmesi degistiginde dN nin

determinanti degismez, yani dN nin determinanti yonlendirmeden bagimsizdir [13].

Tanmm 2.1.22. Bir p € M noktasinda Gauss déniisiimiiniin diferansiyeli dN, : T,(M) — T,(M)
olsun. dN,, déniisiimiiniin determinanti M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi denir ve K ile

gosterilir. AN, doniisiimiiniin izinin yarisimin negatifine, M yiizeyinin p noktasindaki Ortalama



egriligi denir ve H ile gosterilir. Asli egrilikler cinsinden

ki +ko
2

K=kk, H=

olarak yazilabilir [13].

Tamim 2.1.23. Bir yiizeyin p noktasina, eger

K(p) > 0 ise eliptik

K(p) < 0 ise hiperbolik

K(p) =0ve H(p) # 0 ise parabolik
ki(p) = ka(p) ise umbilik

ki(p) = ka(p) # 0 ise dogrusal umbilik
ki(p) = ka(p) = 0 ise seviye

noktasi denir [14].

Tanm 2.1.24. M =E3 de bir yiizeyi olmak iizere  : M — R bir diferansiyellenebilir fonksiyonu
icin,
grad : C*(M,R) — (M)
3 0f 9
—Vf=grad(f)=) =——=—
foVi=edN=}Y 505,

olarak tamimlanan grad operatoriine M iizerinde gradient operatorii denir. M iizerindeki lokal

Jd 0 . _
koordinatlar cinsinden grad f operatorii, g;; = < > ve (g” ) = (gi j) ' olmak lizere

8xi’8xj

A L Of y
L i) ij_ ..
(arad ) =g/50. g/ =4

dir. Eger M =R3 ise
grad : C*(M,R) — (M)

3, 0f 0
— Vf=grad(f) = N~ —
foVi=gma(n) =Y 505
olur [15]
Tamm 2.1.25. B3 de bir M yiizeyi icin f : M — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

3.0
X =Y fi= olmak iizere

=1 0X;

1=

div: (M) — C”(M,R)



X — div(X) Zg){l

olarak tamimlanan div operatoriine M iizerinde divergens operatorii denir ve divX e de X vektor

alaninin divergensi denir [15].
Tamm 2.1.26. R3 de bir M yiizeyi icin f : M — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.
A:C*(M,R) — C*(M,R)
f— Af =div(gradf)
olarak tamumlanan A operatoriine M iizerinde Laplace operatorii denir. M iizerindeki lokal
koordinatlar cinsinden f nin Laplace operatérii i¢in koordinat sistemi (x1,x2,x3) olduguna gore

fM—R

x = f(x) = f (x1,x2,x3)
diferansiyellenebilir fonksiyonu icin X = ( f1, f>, f3) € x (M) vektor alani yerine

Of 5, 0f 5;0f
= — 11_ ZJ_ 31_
vs = md(f) = (5L 5L 5L

8
vektor alani alimirsa X = Z fi=—zesitliginde f; yerine f; = f alinmalidir.
i1 dx; ax j
Af =div(Vf) =div (X Z of
Pt ax, 8x j
J=
i, . g
veya g # g" oldugunda Fiah 0 olacagindan
Xi
3 B aZf
Af = Y
f ..Z_lg 8x,-8xj
l7.]7
olup tensorel notasyon ile
i 2% f
A
f=g" dx;0x;

olur [15].
Onerme 2.1.1. Bir M yiizeyinin ki ve ky asli egrilikleri,
K —2Hk+K =0
kuadratik denkleminin kokleridir. ki ve ky degerleri;
—H+\VH2—Kveky=H—\H?>—K

dir [15].



Onerme 2.1.2. Bir M yiizeyinin Gauss ve Ortalama egrilikleri

g f? H_leG—ZfF+gE
 EG—-F2 " 2 EG-F2

olarak verilir. Burada birinci temel formun bilesenleri

E = <fuafu>7 F = <fmfv>a G= <fV7fV>

ve ikinci temel formun bilesenleri

€:<N,fuu>, f:<N7fuv>a g:<N’fVV>

olarak verilir [16].

2.1.1 Minkowski Uzayda Egriler ve Yiizeyler

Tanim 2.1.27. (,), V reel vektor uzayt iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

[y

X eV, ¥ #£0icin (¥, %) >0 olursa {,) simetrik bilineer formuna pozitif tanuml,

2. VX €V, ¥ #£0icin (7, 7) < 0 olursa (,) simetrik bilineer formuna negatif taniml,

3. VX €V, icin (¥, %) =0 olursa {,) simetrik bilineer formuna pozitif yart tamiml,

4. VX €V, icin (¥, %) <0 olursa (,) simetrik bilineer formuna negatif yari tanumh,
5.VY eV, icin (¥,5) =0iken ¥ =0 olursa (,) simetrik bilineer formuna nondejenere,

6. VY €V, icin (¥,7) =0 iken X # 0 olursa (,) simetrik bilineer formuna dejenere

(singiiler),
denir [15].
Tanim 2.1.28. V bir reel vektor uzayt olsun. V iizerinde taniml
(,y:VxV =R

doniisiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise (,) ye V iizerinde bir skaler ¢apim, bu durumda

(V. (,)) ikilisine de bir skaler carpim uzayt denir [15].

10



Tanim 2.1.29. V bir skaler ¢carpim uzayi ve W C V altuzay olsun. Eger W alt uzayi,
(Y lw:WxW—=R

simetrik bilineer formu negatif tamimli olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu alt uzayt ise W nin
boyutuna (,) skaler carpumn indeksi denir ve q ile gosterilir. Ayrica q ya V vektor uzayimin da

indeksi denir ve indV = q ile gosterilir. Bu ifade 0 < g < boyV olarak da yazilabilir [15].

Tamm 2.1.30. V bir skaler carpim uzay: ve q da V nin indeksi olsun. Eger g =1 ve boyV > 2
ise V ye bir Lorentz uzay denir [15].

Tanim 2.1.31. R" n-boyutlu standart reel vektor uzayi olsun. Ayrica Vx,y € R",
():R"XR"—>R

n
(x,y) = (x,3) = —xiy1 + inyi
=2

1=

fonksiyonu bir skaler ¢carpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona R" iizerinde Lorentz metrigi denir

[15].
Tamm 2.1.32. Ozel olarak n = 3 icin x = (x1,x2,%3),y = (y1,y2,3) € R> olmak iizere
(V:RIxRP =R

(x,y) = (x,y) = —x1y1 +X2y2 + X33

bu uzay Minkowski 3-uzayt veya Lorentz 3-uzay olarak isimlendirilir ve genellikle E? veya R?

ile gosterilir [15].

Tanim 2.1.33. ]E% Minkowski uzaywmda bir X vektoriine,

i) (¥, %) <0 ise timelike vektor,
i) (¥, %) >0veya ¥ =0 ise spacelike vektir,
iii) (¥, %) =0veya X # 0 ise lightlike vektor veya null vektor

denir. Ayrica X vektoriiniin tipi, onun causal karakteri olarak adlandirilir [15].

Tanim 2.1.34. ¥,y € E3 igin (x,y) = 0 ise X £0,Y 0 vektorleri birbirine diktir denir ve
sl 7 ile gosterilir [15].
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Tamm 2.1.35. Ef’ vektor uzayt iizerindeki skaler ¢carpim (,) olsun. X e IE? vektoriiniin normu

| 2| ile gosterilir ve
1

|

1% =/ [{Z, ) =¥, %)
ile tammlamr [15].
Tanim 2.1.36. Bir X € E? vektoriiniin normu 1 e esit ise yani
I%1= /1%, ) = (%, ®))F =1
ise X vektoriine birim vektor denir [15].

Tamm 2.1.37. ]E% uzaywmda bir M yiizeyinin her p noktasina
L, : T, (M) x T, (M) — R

(Up,vp) —> Iy (up,vp) = <up,vp>

fonksiyonu karsilik getiren I, fonksiyonuna 1. temel form denir.
I, :T,(M)xT,(M) —R
(p,vp) — Iy (up,vp) = (S (up) ,vp)
seklinde tanimlanan I, fonksiyonuna I1. temel form denir [11].

Tanmm 2.1.38. M C E3 egrisi (I,) koordinat komsulugu ile verilsin. o/ (u) da o (u) egrisinin
hiz vektorii olmak iizere

o:l—E;
= ) = (0 u), o) 0t5()
biciminde tanimlansin.
i) (o (u),a'(u)) <0 ise o egrisine timelike,
ii) (o (u), (1)) > 0 ise @ egrisine spacelike,
iii) (o' (u), o' (1)) =0 ise o0 egrisine null egri,
denir [15].

Onerme 2.1.3. E% Minkowski uzaywnda iki vektor X ve 7 olsun. X A 7 vektorel carpimi icin
asagidaki ifadeler gecerlidir:
12



i) ¥ ve 7 spacelike vektor ise XA 7 bir timelike vektordiir,

ii) ¥ ve 7 timelike vektir ise X A ? bir spacelike vektordiir,

iii) ¥ spacelike ve 7 timelike vektor ise X A 7 bir spacelike vektordiir,
iv) ¥ ve 7 null vektor ise X A 7 bir spacelike vektordiir,

V) X timelike ve 7 null vektor ise X A 7 bir spacelike vektordiir,

vi) ¥ spacelike ve 7 null vektér olmak iizere X A 7 bir spacelike vektordiir [17].

Teorem 2.1.1. ]E? Minkowski uzayinda asagidaki ozellikler saglanir:

i) Iki timelike vektor asla ortagonal olamaz,
ii) Bir timelike vektor, bir null vektore asla ortagonal olamaz,

iii) Iki null vektor ortagonaldir ancak ve ancak bu vektorler lineer bagimhidir [18].

— —
Tamm 2.1.39. ]E? Minkowski uzaymda iki vektor @ ve b olsun. d = (a1,a2.a3) ve b =

(b1,b2.b3) olmak iizere E3 uzayinda skaler ¢arpum (i¢ carpim)
(a,b) = —a1by + aby + az3bs
ve vektorel ¢carpim (dis carpim)
TATD = ((ashsr —asbs), (ashr —arbs) , (arbs —ashy))

olarak yazilir.

1, i=] ise
5ij:{ 0, i) ise V¢€ (01,02,00)

olmak iizere

—€;p €y é€3
aNb=| a1 ap az
by by b3
veya
ey —eéx —e3
aNb=| a1 a as
by by b3
olarak hesaplanabilir. Burada ey N ey = e3, e] \e3 = e, ex Nez = —eq dir . Saat yoniiniin ters

yonii pozitif olarak alinnugtir.

Minkowski uzayindaki vektorel carpimin ozellikleri Oklid uzayindaki vektérel car-
pumin  ozelliklerine benzerdir. IE? de vektorel carpimin ozellikleri asagidaki sekildedir:
%
Vﬁ, b ,?,7,7,7 GE? icin

13



i (27T, 7AT) = - g;i g

( ]E? de Lagrange ozdesligi),

@, %) (5,7) (2,7
ix) (77?)@77):_ @,7) (8,5) (2,7 |,
@,7) (5,2) (2,7

_>
X) d A b =0 olmast icin gerek ve yeter sart d ve
[12].

vektorlerinin lineer bagimli olmasidir

Tamm 2.1.40. 3-boyutlu Oklid uzay: E’de o # 0 olmak iizere C3-simifindan diferansiyellene-

bilir regiiler bir o egrisine Frenet egrisi denir. Buna ek olarak Frenet catisindaki vekorler

er =0 (Teget vektor)
a//
o]

e3 = ey Ney (Binormal vektor)

ey = (Asli normal vektor)

14



olarak bulunur. k¥ = ||&" || fonksiyonuna o min egriligi denir. Bu sayiun daima pozitif oldugunu

varsayabiliriz. Yukaridaki denklemlerin tiirevleri
¢y =a" = ke
/ / / /
ey = <ez,el>el + <€2,€2> ey + <€2,€3> e3
= —Kej + Tes
/ / / /
ey = (ey,e1)er+ (e, e2) er+ (€5,e3) €3
/ /
= — <e3,el>el - <€3,€2>€2+063
= —Te€)
olur. T = (€}, e3) fonksiyonuna o min burulmast denir. (e1,ey) diizlemi egri boyunca degigimi

aciklar. Bu 3 denklemin tiirevierine Frenet denklemleri denir ve matris biciminde asagidaki

sekilde

/

el 0 Kk O el
() = —-x 0 7 (%)
e3 0 —7 0 e3

yvazilir.

E? de Frenet catisim, egrinin egriligini ve burulmasim Oklid uzayina benzer sekilde

asagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

Vektorler eq,e) € E% oyleki (ej,e;) = 1, (e1,e2) = 0 ve e3 = e; N ey olsun. O halde
{e1,e2,e3} ortanormal can olur. Eger (e,e1) = € ve (e2,e2) =1 ise €, € {—1,1} Lagrange

ozdesliginden (e3,e3) = —en dir. Her X € ]E% vektorii {61762,63} bazina gore
X=e(X,e1)e1+n{X,e2)er —en(X,e3)e3
seklinde tek tiirlii yazilabilir [12].

Teorem 2.1.2. E? Minkowski uzayinda o bir spacelike veya timelike egri olsun. Kabul edelim
ki a egrisi yay uzunlugu ile parametrelenmis ve (o, ") # 0 sartlarin saglasin. Bu durumda
bu egrinin Frenet cati elemanlart

124
’ (04
eg=0o, e=——— e3=¢e1Nep

/|<OC"706”>| ’

icin Frenet denklemi

el 0 Kn 0 el
e =| —x¢ 0 —7en e
e3 0 —Tn 0 e3

dir ve o egrisinin egriligi k = (€, e2) ve burulmasi T = (€5, e3) ile gosterilir [14].
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Tamm 2.1.41. ]E? Minkowski uzayinda
= {(xeB | (x.x)=1)

kiiresine pseudo-kiire,
={X€eE | (X,X)=-1}
kiiresine de hiperbolik uzay denir. Her ikisi birden de-Sitter uzay: olarak adlandirilir.

El3 teki spacelike veya timelike o : 1 — El3 egrisinin yay parametresi s olsun. ¢ (s) egrisinin

Frenet ¢ati alanin1 {z,n,b} olmak iizere @(s) nin Frenet formiilleri;

os) 0 1 0 0 o(s)
d |t(s)| _ |0 0 K(s) 0 t(s)
ds |n(s)| |0 —e&k(s) 0 7(s)| | n(s)

b(s) 0 0 —g&at(s) 0 b(s)

Burada (t,1) = €1, (n,n) = &, (b,b) = & tur. Burada k(s) ve 7(s) sirastyla o(s) nin egrilik

fonksiyonu ve burulma (torsiyon) fonksiyonudur.
B(s) ,0?(¢) de yay uzunlugu s olan spacelike veya timelike kiiresel bir egri olmak iizere

bu egrinin Frenet ¢atisi { B(s),7(s) = B'(s),g(s) = B(s) AB'(s)} dir [15].

Tamm 2.1.42. ]E? de M yiizeyinin Gauss egriligi K, birinci temel formun bilesenleri E,F ve G

olmak iizere

. Fuw—3Ew—3Guu 3Eu Fu—3E: 0 3E ;G
K=——"sy F,— 3G, E F —| E, E F
|EG — F?| 1G, F G 5G. F G

formuliine 3-boyutlu Minkowski uzayinda Brioschi formiilii denir. Benzer sekilde 3-boyutlu

Oklid uzayinda bu formiil hesaplanabilir [12].

Tamm 2.1.43. E? de M agilabilir olmayan yiizeyin ikinci Gauss egriligi Ky, ikinci temel formun

bilesenleri e, f ve g olmak iizere

1 fuv 2evv zguu %eu fu - %ev 0 %ev %gu

Kj=——5 fo—58u e |- e f
|eg — f?] 1 i

58v S 8 58u S 8

Sformulune ikinci Gauss egriligi icin Brioschi formiilii denir [12].

2.1.2 Regle Yiizeyler
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Tamm 2.1.44. I C R, o : I — E? bir diferansillenebilir egri ve B da o egrisi boyunca bir vektor

alant olsun. Buna gore

fiIxR—E

fs;1) = a(s) +1B(s)

ile tamumli yiizeye B de bir Regle yiizey denir. Burada o egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi,

B ya da dogrultman vektér alant veya dogrultmani denir [19].

Tanim 2.1.45. Bir regle yiizeyin ana dogrulart boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye

acuabilirdir denir [11].

Tamm 2.1.46. f(s,t) bir regle yiizey olmak iizere Vu € I i¢in

flu+2m,v) = f(u,v)
olacak sekilde peryodik ise regle yiizeye kapalidwr denir [11].

Kapali regle yiizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularinin kiiresel gostergeleri kapali

egrileridir. Yani, bir periyod sonra her ana dogru kendi iizerine gelir [11].

Tanmmm 2.1.47. Bir f(s,t) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmamin ortak dikmesinin esas

dogrultman iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi adi verilir [11].

Tamm 2.1.48. Bir f(s,t) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca Yyiizeyi
olustururken bogaz noktalarimin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi

(egrisi) adi verilir [11].

Tanim 2.1.49. Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu
ana dogru arasindaki acrya oranina regle yiizeyin dagima parametresi (dralli) denir. Bu regle
yiizeyin dagilma parametresinin diferansiyel denklemi
_ det(a’,X,X')
(X, X")
ile ifade edilir [11].
Tamm 2.1.50. E> de bir regiiler M yiizeyinin H ortalama egriligi her yerde sifirsa (H = 0), bu

yiizeye minimal yiizey denir [13].

Tamm 2.1.51. E3 de bir regiiler M yiizeyinin K Gauss egriligi sifir olan (K = 0) olan yiizeylere
flat (diizlemsel) yiizey denir [13].
17



Tamm 2.1.52. M C E3 bir yiizey, o : 1 — E? bir egri By da B> de sabit bir vektir olmak iizere

fiIxR—E

f(s,1) = a(s)+1Bo
seklinde tanimlanan regle yiizeye silindirik regle yiizey denir [13].

Tanm 2.1.53. o (1) egrisinin yay parametresi t olmak iizere {Vi,V»,V3} Frenet ¢atist icin V)
teget vektor, V, asli normal vektor ve V3 binormal vektordiir. o (I) egrisi boyunca V3 binormal
vektorii tarafindan iiretilen regle yiizeye B-scroll (Binormal scroll) denir. o, (I) dayanak egrisi ve
Sp{V3} dogrultman uzay olmak iizere izel bir regle yiizey olan B-scoll un denklemi o : [ — k3
icin

o (u,v) = a(u)+vVs(u)
dir [15].
Ornek 2.1.1.

o(u) = (cosu,sinu,au)

olarak verilen bir helisi diisiinelim. Helisin her noktasinda, o noktadan gecen, xy diizlemine
paralel olan 7 eksenini kesen bir dogru ¢izelim. Bu dogrularin belirledigi yiizeye helikoid denir

ve bir parametrizasyonu,

fu,v) = (vcosu,vsinu,au)
O<u<?2rm

—00 < P < oo

ile verilir. f doniisiimii, uv diizleminde genisligi 21 olan bir acik seridi, helis iizerinde 21 lik bir

donsiime karsilik gelen helikoid parcasina cevirir [13].
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3. 3- BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA 1-TiPLI GAUSS DONUSUMUNE SAHIP
REGLE YUZEYLER

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda

x(s,t) = a(s)+1B(s)

parametrik denklemiyle verilen M regle yiizeyinin Gauss doniisiimii incelenecektir. Burada o :
ICR—=FE 13 bir Lorentzian egri ve 3 da a egrisi boyunca bir vektor alanidir. M regle yiizeyinin
Gauss doniisiimii N olmak iizere

AN = fN

ise N Gauss doniisiimiine noktasal 1-tipli Gauss doniisiimii denir. Yukaridaki esitlikte f, M

yiizeyi lizerinde bir fonksiyon, A da M iizerinde Laplasyen operatoriidiir [20].

Boliim boyunca E f’ deki regle yiizeylerinin taban egrisi @ ve dogrultmani 3 vektoriine gore
siniflandirmalar yapilacaktir. Buna gore dayanak egrisi @ spacelike ise regle yiizey M ile o
timelike ise regle yiizey M_ ile gosterilecektir. Bunlarin yanisira My ve M_ regle yiizeylerini de

dogrultman vektorii B nin karakterine gore
o spacelike iken M.,
1) B spacelike ve B’ non-null ise M1,
2) B spacelike ve B null ise M2,
3) B timelike ve 3’ spacelike ise M3,
o timelike iken M_,
1) B spacelike ve B’ non-null ise M,
2) B spacelike ve B’ null ise M?
ile gosterilecektir [20].

M regle yiizeyi silindirik regle yiizey olsun. Eger a spacelike ise B’ = 0 oldugundan bu regle
ylizey M Jlr smifina dahil olur. Eger o timelike ise yine B’ = 0 olacagindan M sinifina dahil olur.
Ayrica silindirik regle yiizeylerinde o spacelike ve 8 timelike iken 8’ = 0 oldugundan bu tip

regle yiizeyler M}r sinifina dahil olur [20].

3.0.1 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda AN = fN Sartim Saglayan Regle Yiizeyler
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Bu alt boliimde regle yiizeyler birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss doniisiimii yardimiyla

stniflandirilacaktir. M regle yiizeyinin N Gauss doniigiimiiniin
AN = fN (3.0.1)

ozelligini saglamast durumunda geometrisi incelenecek ve karakterizasyon teoremleri

verilecektir. Bu esitlikte AN ifadesinin teget bileseni sifirdir, yani
AN —e(AN,N)N =0, &= (N,N)

olur. E% Minkowski uzayinda regle yiizeyler & taban egrisi 8 vektor alaninin karakterine gore
ii¢ belirli tipe ayrilir. Bunlar silindirik regle yiizeyler, silindirik olmayan regle yiizeyler ve null

scrollardir.
Ik 6nce silindirik regle yiizeyleri inceleyelim.
Teorem 3.0.1. M, 3-boyutlu Lorentz uzayinda spacelike veya timelike taban egrili silindirik
regle yiizey AN = fN esitligini sagliyorsa asagidaki yiizeylerin herhangi birinin acik bir
parcasidir.
i) Oklidyen diizlem
ii) Lorentz diizlem
iii) Hiperbolik silindir
iv) Lorentz dairesel silindir

v) 1-indeksli dairesel silindir [20)].

Ispat: M, E? de taban egrisi & s-yay paremetresi ile verilmig spacelike veya timelike
diferansiyellenebilir egri ve B = B(s) de o boyunca spacelike veya timelike sabit ve birim
vektor alani olsun. Ayrica o' ile 8 y1 dik olarak almak genelligi bozmayacagindan (o', ) =0

olsun. M nin parametrik denklemi
x(s,t) = oa(s)+1B(s) (3.0.2)

olmak iizere
(o o'y=¢, (a,B)=0, (B,B)=8 (3.0.3)
olur. Burada €, = 41, & = #£1 dir. Bunu iki durumda inceleyebiliriz.
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1. M silindirik regle yiizeyi M. veya M! smifina dahil olsun, yani & = 1 olsun. Bu durumda
B sabit bir spacelike vektordiir. B vektor alammi B = (0,0,1) olarak segmek genelligi
bozmaz, ¢iinkii her spacelike sabit vektoriinii f = (0,0, 1) e dontistiiren bir Lorentzian hareket

bulunabilir. & y1 diizlemsel egri olarak alalim, yani
a(s) = (ou(s), 0a(s),0)

olsun. (3.0.2) den
Xsg = OC/(S), Xt = ﬁ

Ve

(x5, %5) = €1, (x5,%) =0, (xp,%) =1 (3.0.4)
elde edilir. Buradan M nin N Gauss doniisiimii
N=—"—""=0AB=(-03,—0a1,0) (3.0.5)

olur. N nin AN Laplasyanin1 hesaplayalim. Bunun icin Oncelikle M iizerine indirgenmis

metrik matrisini elde etmeliyiz. (3.0.4) ten

g1 = (x,x5) = (o, a’) =g
822 = <xf7xl> = <B>ﬁ> =1

g12 =821 = (X, x5) =0

yani

M={%?},ww=a (3.0.6)

-1 _ | & 0
g = [ 0 1 } (3.0.7)
olup, tersi kendisine esittir. Buna gore
1 d d d d d d
Ae 12 Jig( 12 L1292 9 g 212 22
Mﬁﬂ{&sV"(g<%+g o) Ta VI 5 e
oldugundan (3.0.6) ve (3.0.7) deki degerler bu esitlikte yerine yazildiginda
9>  9?
A=— — + =
{glaﬂ'*aﬂ}
olur. Bu (3.0.5) deki Gauss doniisiimiine uygulanirsa

AN = (g1, &10",0) (3.0.8)
21



bulunur. AN = fN oldugu gézoniine alinirsa

n / /

(e100", €10",0) = f(s,1) (— 0y, —ar1,0)

dan

g0y =—f(s,t)0, e =—f(s,t)o (3.0.9)

seklindeki diferansiyel denklemlere sahip oluruz. Bu esitliklerden f fonksiyonu sadece
s-parametresine baglidir. (3.0.9) diferansiyel denklemini ¢6zelim. M regle yiizeyi Mj{ sinifina

dahil yani & = 1 olsun. Bu durumda
(o ') = —(0g)* + ()’ = 1

oldugundan
oy =sinh@, ) =cosh@

n "

olarak yazilabilir ve burada 6 = 6(s) dir. Bu esitlikte o) ve o)’ ifadeleri hesaplanip (3.0.9)

da yerine yazilirsa

6" sinh 6+ ((6')” + f(s,1)) cosh® = 0
6" cosh 6 + ((6')” + f(s,1))sinh & = 0

elde edilirki bu denklemler 6” ve f(s,z) bilinmeyenler olmak iizere bir homojen lineer

denklem sistemidir. Bu denklemler ¢oziiliirse
6" =0, f(s,1)=—(6)?
elde edilir. 8” = 0 oldugundan integral alinirsa 8’ = ¢ olarak bulunur ve buradan
fls,0) ==

olup, f bir sabittir. Boylece M bir oklidyen diizlemin bir agik parcasidir ve hiperbolik

silindirdir.

Simdi M regle yiizeyi M sinifina dahil olsun, yani & = —1 olsun. Bu durumda
(o ') = —(01)* +(0)* = —1

oldugundan

oy =cosh®, o} =sinh@
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olarak yazilir ve burada 6 = 0(s) dir. Usteki duruma benzer olarak

af = 0'sinh 6, a}" = 6"sinh6 + (6')*.cosh 6
oy = 6'coshf, & =6"cosh6+ (6').sinh 6
elde edilir ki bu denklem sisteminin ¢dziimiinde
0" =0, f(s,r)=(0)’
elde edilir. Boylece f sabittir ve M bir Lorentz diizlemin agik parcasi ve Lorentz dairesel
silindirdir.
2. M, Mi tipinde silindirik regle yiizey, yani € = 1 ve & = —1 olsun. Birinci durumdakine

benzer olarak B = (1,0,0), o(s) = (0,0(s), 03(s)) olarak segebiliriz. Bu durumda M nin

Gauss doniisiimil
N = (0,a5(s), —a5(s))

olarak bulunur. Buna A Laplasyani uygulanirsa

AN = (0, — o’ (s), o) (s))

elde edilir. AN = fN oldugunu g6zoniine alirsak

0g'(s) = —f(s,1).05(s), 0" (s) = —f(s,1).05(s)

olur.
(o ') = (05)* +()* = 1
oldugundan

a5 =cosO, af=sinb

olarak yazilabilir ve burada 6 = 6(s) dir. Buradan da birinci duruma benzer olarak f sabit
olarak bulunur. Boylece M Lorentz diizleminin bir agik pargasi ve bir indeksli dairesel

silindirdir.

Simdi de silindirik olmayan regle yiizeyleri inceleyelim.

Teorem 3.0.2. M 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike veya spacelike dayanak
egrili silindirik olmayan regle yiizey olsun. Bu durumda M nin Gauss doniisiimii
noktasal I-tiplidir ancak ve ancak M asagidaki yiizeylerden birinin acik bir

parcasidir.
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i) Spacelike veya timelike birinci cegit helisoid yiizeydir.

ii) Spacelike veya timelike ikinci ¢esit helisoid yiizeydir.

iii) Spacelike veya timelike iiciincii cegit helisoid yiizeydir.

iv) Spacelike veya timelike 2. cesit Ennepper yiizeyin eslenigidir [20].

Ispat: Bunu iki durumda inceleyecegiz.
1. Durum:

M silindirik olmayan regle ylizeyi, a dayanak
egrisinin ve 3 dogrultman egrisinin karakterine gére 3 tiiriinden biri M}r, Mi veya M! tipinden

birisidir. Burada M regle yiizeyi
x(s,t) =a(s)+tp(s) sel,teJCR (3.0.10)

seklinde parametrik olarak gosterilsin. Buna gore

<o, >=¢g(£1), < B,B>=¢&(£l), < BB >=¢&(£l),< a’,f >=0 dir ve dogal
cati {xs,x}, x; = @/(s) +1B'(s) ve x, = B ile verilir. Daha sonra kullanacagimiz ¢, u, ve v

diferensiyellenebilir fonksiyonlarini
g=|xl? =€ <x,x,>, u=<a',p’'>, v=<a',a >
seklinde tanimlayalim. Burada &4, = (£1) olup x; vektoriiniin isaretidir. M deki pseudo-Riemann
metrigi ile elde edilen < x5,x3 >= €49, < x5,x% >=0 ve < x;,x; >= & dir.
{xy,x: } bazlarma gore (g;;) matrisi

< Xg, Xg > <xs,x,>]_{84q O]

(gij): < Xp Xg > < X Xp > 0 &

olur. Buna gore
8ss = €44, 8t = &s =0, g1 =&
(gij) matrisinin tersi
1
()" = (8") = [ G ]

olarak bulunur. Buradan



veE

&y
|| = det(gij) = v

dir. Buna gore M iizerindeki Laplacian

1 d d d
N = —\/ﬁ {g < ’q€284’gssg + |q€284|gSta—Xt> (301 1)

+i \ee\tsiJr \ee\t’i
ox, q&284\8 ox, q&284|8 ox;

elde edilir. Yukarida elde ettigimiz esitlikler (3.0.11) de yerine yazilir ve gerekli islemler

o3 (33) Sl

1 (de&d a3
———(z——wwﬁ)

yapilirsa

q s

_ (g t1dg0 19 (1190  19°
T va\ "\ 2g0s0s Josz) TP\ 2 darar o
[182 118(]8] . {82 118qa}

e 4

=892 2420505 o "2 ar

elde edilir. Bu durumda

2 2
A:_&[m 11@3}_82[& uaqq

4952 2429505 a2 ag oo
seklindedir. Simdi M nin N Gauss doniisiimiinii elde etmeye calisalim.
xgAxp = (o (s) +1B'(s)) AB(s)
=o' (s) AB(s) +1B'(s) AB(s)
BuradaA = o/ AB ve B = B’'A B denildiginde
XxsANxy =A+1tB
olarak yazilir. Ayrica
Ixs Axe||* = |( A+1B,A+1B)|
=|(A,A)+2t(A,B) +1*( B,B)|
elde edilir. Buradan
(A,A) = (a'(s) AB(s), &' (s) x B(s) )
= (& ()AB(s)) ( B(s),a'(s)) — ( &'(s),&'(5)) { B(s). B(5))

= —v&
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(A,B) = (a'(s) NB(s),B'(s) NB(s) )
= (&) NB(5)) ( B(s),B'(s)) — (& (5),B(s)) ( B(s), B(s))

= —u&

(B,B) = (B'(s) \B(s),B'(s) AB(s) )
= (B'(s)AB(9)) ( B(s),B(s)) = ( B'(s).B'(s)) ( B(s), B(s))

= —&8
dir. Buna gore
||xs /\)CtH2 = — (Szv +2&ut + 82831‘2)
dir. &4 = —& oldugu gozoniine alinirsa
q = €4 (Xg,X;)

es{o +1p' o +1p")
& (o o) +2t (o, B) +1° (B, B"))
e4(v+2ut + 831‘2)

elde edileceginden

q = e4(&3t* 4+ 2ut +v)

olur. Bu durumda N Gauss doniisiimiinii

N = (—X‘YM’ ) =g 2(A+1B)

s A

seklinde elde etmis oluruz. Buna gore N Gauss doniigiimiiniin AN Laplasyani

2 2
AN:_&‘[wz\z 1laan]_&{azv 119gdN

q 9 2¢% s ds o7 T2q01

seklinde yazabiliriz. Simdi bu esitlikteki gerekli tiirev hesaplamalarin1 yapalim.

d
8_(s] = &4(2u't +V')
az
dq
o = &4(2&3t +2u) = 2€4(&3t +u)
ON 1 3dq _1
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N _
ds

d:N 3 3
Erl b

1 34
—54 a—q(A-l-tB)-l-q_’(A’-l—tB’)

dq\* 1_382q 1 8q /

1 30
+q 2(A"+1B")— xa a—q(A’ +tB')
veya
9°N 3 s / n2 1.3 1" 7 L n 1 -3 / IN( AT /
52 =\ 14 2 (2u't+V) — 4 264ut+v") | (A+tB)+q 2(A"+tB")—q 2&4(2u't+Vv')(A'+1B')

bulunur. Bulunan bu degerler AN de yerine yazilip diizenlendiginde

1
AN = {_e4q3 Qu't +V')* + §q72(2u"t +V") =269 (g3t +u)* + 28263649 } N

1
+ 5473 {—2e4g(A" +1B") + 2er639(—E3A + uB) + 3(2u't + ') (A’ +1B')}

\S)

olarak bulunur. Bulunan bu degerler
AN—-—e<AN,N>N=0
esitliginde yerine yazilirsa
{—84q_3 (2u't +V)? + %q_z(Zu"t +") —26,q (3t +u)? + 2628384 } N
—|—%q_§ {—2e4q(A" +1B") + 2&re4q(—€3A +uB) + 3(2u't +V') (A" +1B') }
—¢ < {—84q_3 (2u't +v')? + %q_z(Zu”t +V") =267 % (e3¢ + u)* + 2628384 ! } N

+ =g 3 {—2e4q(A" +1B") + 22649 (—£3A + uB) +3(2u't +v')(A' +1B)) } ,q ' (A +1B) > N

S N =

elde edilir. Bu esitlikte q’% fonksiyonunun katsayis1 0 olmas1 gerekir. Bu kisim # nin polinomu

olarak yazilip katsayilar sifira esitlenirse asagidaki denklemlere sahip oluruz.
B" —ee,e5<B" B>B=0 (3.0.12)
oldugundan

A" + (&r63 — €483 < B",B >)A+4eesB" —3eesu'B' —
(82u+88384 < AH,B > 4-€638 < A,B" > 42e€4u < B,BN >)B =0
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olur. Ortak paranteze alirsak

eese3A” — beese3u'A' + (8eqeru — 2ee3 (A", B) —2ee3 < A,B” > —4eu < B,B" >)A
+(4e483v+ 8€4u)B" — £(12€4u’” 4 3€4€3V')B’
—(8&283u” 4 2e83u — 2ev+ 6e8y ()2 +2ee5 < A,A" > +4eu < A" B >
+4deu<A,B" >+2ev<B' B>)B=0

veya

e4(4&3v+ 8uP)A” — ey (12u.u” + 33V )A' + (46264v + 8E2€384u° + 2€v — 2e €317
— 6eey(u')? —2ee3 <A, A" > —deu < A",B> —4eu < A,B" >
—2ev < B",B>)A+8e4uvB” — £€4(6u'v+6uy')B' — (4es8360uv + 8e462u° — degzuy + deu’

+ 6egu'V +4eu < A,A" > +2ev < A,B" >)B=0
ve

16&4uvA” — ge4(12u'v +12u')A’ + (16&283€4uv + 8e€3uv
— 8eu’ — 12eepu'Vv — 8uv < A, A" > —4ev < A,B" >)A
+ 484sz" —6eean'B' — (168284u2v — 4883\/2 +4deu’y

+3eer(V)? +4ev < A,A” >) =0
olur. Burada diizenlemeler yapilirsa
4eg? A" —6eea A + (Aer e3840 +4ee3v? —deu’v—3eey (V)2 —4ev < A,A" >)A —4ereau’B=0

bulunur. (3.0.12) den
<B" B >=0

dir. Bu esitlikten ¢ bir sabit olmak {izere
<B B >=c¢ (3.0.13)
ifadesi elde edilir. Ayrica < B',B >= 0 oldugundan s ye gore tiirevi alinirsa

<B" B>+ <B B >=0

<B'B>=—-<B B >

<B'B>=—c (3.0.14)
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olur. (3.0.12) den
B’ = —egze4cB (3.0.15)

yazilabilir.

<A,B" >=¢eere3e4cu (3.0.16)

seklinde elde edilir. Sonug olarak (3.0.13), (3.0.14), (3.0.15) ve (3.0.16) dan

()2~ dea(u)PV)A + (Bu(ul v —desudw!)B = 0 (3.0.17

(4w —2u(v))A+ (v(V)* —4&3(u')V*)B =0 (3.0.18)

esitlikleri elde edilir. Ilk olarak A ve B nin bazi s € [ i¢in lineer bagimli oldugunu kabul edelim.
Buna gore o — ki’ = ko3 olacak sekilde k;, ky sabitleri vardir. o ve B nin ozelliklerini
kullanarak u = &k ve v = 83k% elde ederiz. Bu ¢ # 0 oldugundan bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle

A ve B biitiin s ler icin lineer bagimsizdirlar. (3.0.17) ve (3.0.18) den

(V)? —4e3(u ) v =0 (3.0.19)
W'v(uu' —e3v') =0 (3.0.20)
2w —u(v')>=0 (3.0.21)
v(V')2 —de3(u )V =0 (3.0.22)

oldugunu biliyoruz. Farz edelimki U = {p € M | u/(p) # 0} agik alt kiimesi bos olmasin. Yani
en az bir p € M igin u'(p) # 0 olsun. (3.0.20) esitliginden v/ = 2e3uu’ oldugunu goriiriiz ve

2

bu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa u“ = &v olur. Bu da bir ¢eligkidir. Bu durumda

U = @ dir. Diger bir ifadeyle ¥’ = 0 dir. Buna ilave olarak (3.0.20) den biz v = 0 oldugunu
biliyoruz. (3.0.15) denkleminin f3 ile i¢ ¢arpimi alinirsa < B” A B’, B >= 0 elde edilir. Bu da
B = k1B’ + ko " olacak sekilde k; ve k, fonksiyonlarinin olmasi demektir. Bu $ ve B” niin

paralel oldugunu gosterir. Ayrica u’ =0 ve v/ =0 dan
<a’ B >=0, <ad',a >=0 (3.0.23)
elde edilir. ', B, B’ ve a” vektor alanlari i¢in

o = k]OC/—I—kzﬁ —I—k3ﬁ/
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olacak sekilde kj,k, ve k3 fonksiyonlar1 vardir. Buradan (3.0.23) kullanilarak o” ve B larin
paralel oldugunu gorebiliriz. Diger yandan M yiizeyinin H ortalama egriligi

3
1 -
H = g 2 < (o +1pYAB,&" +1B" >

dir ve B”, o’ ve B birbirine paralel olduklarindan H nin yok edildigi yani sifir oldugu kolaylikla
ispat edilir. Buna gore M, E? de minimal yiizeydir.

Sonug olarak E? deki minimal regle yiizeyi siniflandirma teoremi M}r tipindeki yiizeyler
birinci gesit helisoidin, M! tipindeki yiizeyler ikinci cesit helisoidin ve MJZ‘r tipindeki yiizeyler

ticiincii ¢esit helisoidlerin acik parcalaridir. Bunun terside dogrudur.
2. Durum:

M silindirik olmayan regle yiizeyi, o dayanak
egrisinin ve B dogrultman vektoriiniin causal karakterine gore ya Mj% veya M? tipindendir.

Burada M regle yiizeyi asagidaki gibi parametrelendirilir.
x(s,t) =a(s)+tp(s) sel,teJCR

seklinde parametrelendirilsin 6yleki < B, >=1, < o/, >=0, < o/, @’ >= € (+1) ve ' null
dir. M yiizeyinin N Gauss doniisiimiinii

I
| (a +1B") AB||

seklinde elde edebiliriz. g ve u fonksiyonlarini yerlerine yazarsak

o +1B') AP

g= x| = €1 < xg,xs >=&4Qut + &), u=<a',p'>, N=qg 2(A+tB)  (3.0.24)

bulunur. A = o’ A B, B= B’ AP ve g > 0 aliriz. M nin Laplasyan
10 11(%]8}_{82 118q8}

A=-e o2 2q ot ot

=5 =5 3.0.25
“1gds2 242 s ds ( )
olmak iizere (3.0.24) ve (3.0.25) kullanilarak direkt toplam yardimiyla N Gauss doniigiimiiniin

Laplasyan

AN = (—2uq 2 +u"tqg > —dey (W) 2 2q N+ q_% {equ.Bq+3u't(A'+1tB') —e4(A" +tB")q}
(3.0.26)
elde ederiz. Farz edelim ki M regle yiizeyi noktasal 1-tipindeki Gauss doniisiimiine sahip yani
AN = AN olsun. Daha 6nce
AN—-e<AN,N>N=0
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esitligini kullanarak elde ettigimiz ifade de q*% fonksiyonunun katsayisinin sifira esit olmasi
gerektigini gormiistilk. Bu ifedeyi ¢ nin polinomu olarak yazdiktan sonra katsayilari sifira

esitlenmesi durumunda asagidaki esitlikleri elde ederiz.
eu<B,B">B=0 (3.0.27)
olur. Burada verilenleri yerlerine yazdigimizda

2eu < B,B" > A —4eq’B" + 6e4uu’ B + (3.0.28)

e(3(u)+2u<A"B>+2u<AB">+e <B,B" >)B=0
elde edilir. Skaler ¢carpimin 6zelliklerinden

4eqitA” — 6equl A — € (3(u')* +2u <A",B>+2u < A,B" > +& < B,B' > A) + (3.0.29)

4e e4uB” — (dequ® +2eu < A,A" > +eey < A", B> +eg; <A,B' >)B=0
veya

4e1e4A" —3e1890'A’ — (2P +2u < A, A" > +&; < A" B> +€ <A,B' >)A (3.0.30)

—1-843// == (481 84142 o 881Lt2 + €€ < A,A” >)B =0
dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
A" —egiey(uP+ < A, A" >)A—uB =0 (3.0.31)

elde edilir. B nin her yerde sifirdan farkli oldugunu gosterelim. Eger B bazi s noktasinda sifirsa
B = B A B’ oldugundan S ile B’ paralel olur. Bu da 8 ve B’ niin tammuyla ¢elisir. Bir alt kiime
U={peM |<B,B" > (p) #0} goz oniine alalim. Eger U kiimesi bos degil ise, (3.0.27) den
U iizerinde u = 0 elde ederiz. (3.0.28) den U iizerinde (B,B”) B = 0 olur. Bu bir ¢eligkidir o
halde U bos kiimedir. Buradan

(B,B") =0 (3.0.32)

olur. Sonug olarak (3.0.27), (3.0.28), (3.0.29), (3.0.30), (3.0.31) ve (3.0.32) esitliklerinden
2eiu(u')*A— (')*B=0

ifadesini elde edebiliriz. Simdi farz edelimki A ve B en az bir s € [ i¢cin lineer bagimh
olsun. Bu durumda o’ = ki’ + ko8 olacak sekilde ki ve ky sabitleri vardir. o ve B nin

ozelliklerini kullanarak o’ = k1B’ ¢eliskisini elde ederiz. Boylece A ve B ler her s € I i¢in lineer
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bagimsizdir. (B,B”) =0 ve < B,B’ >= 0 oldugundan < B,B"” >=< ", 3" >= 0 olur. Buradan
B” lightlike veya sifir vektoriidiir. Eger B” lightlike vektor ise B’ da lightlike oldugundan
B” = kB’ olacak sekilde k € R vardir. O zaman 8 = F(s)C olacak sekilde M iizerinde F (s) pozitif
diferansiyellenebilir fonksiyonu ve E 13 de bir C = (¢, ¢y, ¢3) sabit lightlike vektorii vardir. Fakat
bu durumda (B,f) = 1 sartin1 saglayan 8 vektorii yoktur. Buradan $” sifir olmak zorundadir.
Onceki durumda, eger &', a”, ve B’ lerin arasindaki iliskileri incelersek o”ve B nin paralel
olduklarin1 goriiriiz. Birinci durumdakine benzer olarak o ve f larin karakterleri H ortalama
egrilik vektoriinii heryerde yok ediyor yani H = 0 oluyor. Buradan Mﬁ (M?) tipindeki regle
yiizeyler spacelike (timelike) durumunda 2. cesit enneper yiizeyinin eslenigidir. Birinci duruma

benzer olarak bu ifadenin terside saglanir.
Teorem 3.0.3. M, 3-boyutlu Minkowski uzayinda noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip bir

null scroll olsun. Bu durumda M asagidaki yiizeylerden birinin acik bir parcasidir.

i) M bir Lorentz diizlemdir.
ii) B’ bir null vektor olmak iizere M bir flat B-Scroll dur.

iii) B’ bir non-null olmak iizere M bir flat olmayan B-Scroll dur [20].

Ispat: E} Minkowski uzayinda o taban egrisi null bir egri ve B = B(s), « boyunca null bir
vektor alan1 olsun.

x(s,t) = a(s) +1B(s)
parametrik denklemi ile verilen M null scrollu i¢in
(o/,a'y=0, (B,B)=0 (a',B)=1
seklindedir. Yiizeyin
Xy = (x/—}—tB', x; =B

koordinat vektorleri yiizey iizerinde bir baz alani belirler. Yani {x;,x,} M yiizeyi iizerinde bir

dogal cati belirtir. Yiizey lizerinde g,u ve v diferansiyellenebilir fonksiyonlarin
_ 2 _ _ ! pf . !
q=|xs||" =<x5,x>, u=<a',B >, v=<B,B >

seklinde tanimlayalim. Dogrudan hesaplamayla g = t>v 4 2tu oldugu gériiliir. Yiizeyin g metrik
tensoriiniin bilesenleri
8ss = >y +2tu, 8t =8s=1, 8 =0
32



esitlikleri kullanilarak
1

. -— 1
-1
@) == | ]
olarak bulunur. Buradan
gss = 07 8st = 8ts — 17 gtt = - (t2V+2tu)

veE

Y| = det(gi;) = —1

elde edilir. Yiizeyin x, ve x; vektorel carpimindan

xs Axp = (o (s)+1B'(s)) AB(s)

=a'(s) AB(s) +1 (B'(s) AB(s))
olur. Burada C = o AB ve D = B’ A B denildiginde
X Axy =C+tD
olarak yazilir. Yiizey lizerinde
(5 A Xpyxg AN Xy) = <xs,xt>2 — (x5, x5) (X, %) = 1

oldugundan yiizeyin normali uzaysaldir. Dolayisiyla, M yiizeyinin Gauss doniisiimii

X5 A X (o +tB')AB (o' AB)+1t(B'AB)

N = = = (3.0.33)
lxs Axe| /(&' +1B,B) V/{a/,B)
C+tD
= -E =C+1tD
seklinde elde edilir. Ayrica M yiizeyinin Laplasyani
2> dq 0 9°
A= _ e S 3.0.34
a5t " ar i 9o G039
seklinde elde edilir. N doniisiimiiniin Laplasyan operatorii altindaki goriintiisii
AN = —2D"+2 (vt +u) D (3.0.35)

olarak bulunur. M yiizeyinin noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip oldugunu kabul edelim.

O halde (3.0.33) esitligi kullanilarak
AN = fN = f(C+tD) = fC+tfD
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ve (3.0.35) goz Oniine alinirsa
2D+ (ft —2u—2vt)D+ fC =0
olur ve bu ifadenin sirasiyla C’' ve D' ile i¢ ¢carpimu alinir ve gerekli islemler yapilirsa

V4 fut =2 =0 (3.0.36)

27— fr=0 (3.0.37)

denklemleri elde edilir. Simdi U = {p € M | v(p) # 0} acik kiimesini g6z Oniine alalm ve
bu kiimenin bog kiimeden farkli oldugunu kabul edelim. O halde (3.0.37) ifedesi kullanilarak
U kiimesinin bir V C U iizerinde f = 2v bulunur ve (3.0.36) ifadesi kullanilarak v nin sabit
oldugu goriiliir. Bu da v/ = 0 oldugunu gdsterir. Sonug olarak, siireklilik g6z oniine alinirsa U,

M uzaymin tiimiinden ibaret olmalidir yani U = M olmalidir. Bu durumda E f’ uzayinda

(a/,a'y=0, (B,B)=0, (a'.B)=1, (',C)=(B,C)=0, (C,C)=1

o =—uB+(a",o/ AB)C
B'=ua'+ (o' AB,B")C
C'=—(d'AB,BYa'— (" ,0/ \B)B
olacak sekilde {a’, B,C} null ¢atisi vardir. Eger v ifadesi hesaplanirsa
v= (B.B") =u(B,B')+(a' \B,B")(C,B')
— (o/ AB,B')’

bulunur ve v nin sabit olmasindan dolay1 (&’ AB,B’) sabittir. Ayrica u = 0 olacak sekilde o’
ifadesinin bir degisken doniisiimii vardir. Boylece M bir B-scroll dur.

v = 0 oldugunu kabul edelim. O halde, B’ sifir ya da null bir vektordiir. B’ vektoriiniin sifir
vektor oldugunu kabul edelim yani B sabit bir vektor olsun. Dolayisiyla D = B’ A B ve (3.0.35)

den AN = 0 olur. Sonu¢ olarak M bir Lorentz diizlemidir.

B’ vektoriiniin null vektor oldugunu kabul edelim. O halde B’ ve B vektorleri lineer

bagimlidir. Dolayisiyla D = B’ A B = 0 olur. (3.0.35) esitliginden AG = 0 olur.

M yiizeyinin H ortalama egriligini ve K Gauss egriligini heaplamak icin 6nce yiizeyin sekil

operatorlerini hesaplayalim. Yiizeyin {x;,x;} teget bazina gore

k(S)B = ay1Xs +az1x;
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yazilir ve

a1 =0, ax =k(s)

bulunur, burada k(s) = (a”, o’ A B) dir. Benzer sekilde
aipxs +axnx =0

yazilir ve

aip=0, an=0

A:(k?s) 8)

bulunur. Buradan da H = 0 ve K = 0 olur. O halde, M bir flat B-scroll dur. Simdi v # 0 oldugunu

bulunur. Boylece

kabul edelim. O halde, B’ null bir vektor degildir. Yiizeyin {xy,x;} teget bazina gore
\/\_/OC, +k(S)B+IVC = ay11Xs + a1 xs

yazilir ve
aiy =/v, ax =k(s)

ulunur, burada k(s) = (a”, &’ A B) dir. Benzer sekilde
—D = apxs +axyx

yazilir ve

aip =0, an=+/V

= (8 %)

bulunur. Buradan da H = /v ve K = v # 0 olur. O halde, M bir flat olmayan B-scroll dur.

bulunur. Boylece

Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.

3.0.2 1-Tipli Gauss Doniisiimiine Sahip Regle Yiizey Ornekleri
Ornek 3.0.1. |a| > |b| olmak iizere a ve b sabitleri i¢in E3 de M yiizeyini
x(s,t) = (=bs,(t+a)cos s,(t+a)sin s) (3.0.38)

biciminde tamimlayalim. Burada t < min(—a —b,—a+b) ve t > max(—a —b,—a+b) dir. Bu
regle yiizeyi E% de M}L tipinde silindirik olmayan bir regle yiizeydir. Bu yiizeye 1. ¢esit helisoid
denir ve bu yiizey spacelikedir. Bu yiizeyin Gauss doniisiimiinii ve Laplasiyanini hesaplayalim.
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(3.0.38) den

xs = (=b,—(t+a)sin s, (t +a)cos s)

x; = (0,cos s,sin s)
ve vektorel carpim hesaplanirsa

Xs AXy = (—b,—(t+a)sin s,(t +a)cos s) x (0,cos s,sin s)

= ((t+a),bsin s,—bcos s)

oldugundan

265 Ao || = /< x5 Ay, x5 Axe|

i \/{—(t+a)2+bzsin2 s+ Db%cos? s

:\/|—(t+a)2+b2|

bulunur. Buradan da ¢ > max(—a—b, —a+b) veyat > —a-+b, (t+a) > boldugundan (t +a)* >

b? dir. Boylece N Gauss doniisiimii

o .xS/\.XZ‘ o
265 A x| (t+a)?—b?

((t+a),bsin s,—bcos s)

olarak elde edilir. k2 = +/ || olmak iizere

e,
(e (e g5
d (10 I p 0 d (1, 0 19 0
[a : (k g“& e glza 2)+a_x2(k gzla ke gzza 2)}

olarak yazilabilir. Ayrica

I\)\»—| —- m\—-| -

Q11 =< X, X5 >= —b*+ (t +a)*
812 =< X5, X% >=10
821 =< Xz, x5 >=0

820 =<Xp,x >=1
dir ve

(gi1) = {811 g1 ] B { <Xy Xy > < Xy, Xp > }
Ly) — -

{(t-l—a)z—bz 0
821 822 Xy Xg > < Xy X >

0 1
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olarak bulunur. Bu matrisin determinanti

0 1
=(t+a)’—b

|g|:‘ (t+a)*—b*> 0 ‘

dir. Buna gore (g;;) matrisinin tersi

(gi)~" = (8")

1
oldugundan g'! = (1,‘—1—)—21927 g% =1, g'? = g?' = 0 olarak bulunur. O halde M iizerindeki
a —
Laplasyon
1 92 d 2 o\ O
= | =+ (¢ —+((¢ —b7) =
(o= | T 5+ ((+a) )84
olarak ifade edilir. Boylece
1 [9°N ON ON
AN = — t+a) —+ ((t+a)* —b?) =
(TP |32 Tt g 4 )aﬂ}

olur. Diger taraftan

JdN 1
5 = (H_a)z_bz(o,bcos s,bsin s)
9N 1
72 = s (0,—bsin s,bcos s)
d 1
a—];, = rar bZ)% (—=b%,—b(t +a)sin s,b(t +a)cos s)
t+a)”—
9°N 1 2 2 . 3. 2 3
57 = R ¥ bz)s(—3(t+a)b ,—2b(t+a)”sin s+ Db’ sin s, —2b(t +a)“cos s — b’ cos s)
t+a)-—b*)?
oldugundan
—2p2
AN = b = (t+a,bsin s,—bcos s)
((t+a)>—1?)?
—2b%

= SN
2
((t +a) — b2>
elde edilir. Bu da, N Gauss doniisiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden olmasi demektir [20].
Ornek 3.0.2. |b| > |a| olmak iizere a ve b sabitleri icin E3 de M yiizeyini
x(s,t) = ((t+a)sin hs,(t +a)cos hs,—bs) (3.0.39)

biciminde tamimlayalim. Burada min(—a — b, —a+b) <t < max(—a —b,—a+ b) dir. Bu yiizey
M_L tipinden dir ve 2. cesit helisoid dir.
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(3.0.39) dan

xs = ((t+a)cos hs,(t+a)sin hs,—b)

X = (sin hs,cos hs,0)
elde edilir ve

xs Ax; = ((t +a)cos hs,(t+a)sin hs,—b) A (sin hs,cos hs,0)

= (—bcos hs,—bsin hs,(t+a))

oldugundan

||lxs Axe|| = \/|<xs/\xt,xs A X))

— \/‘(t—f—a)z—kbzsinz s+b%cos? s

=/l +ap—1?]

olarak bulunur. Buradan da min(—a —b,—a+b) < t < max(—a— b, —a -+ b) oldugundan b> >
(t +a)? bulunur. Boylece N Gauss doniisiimii

Xg A\ Xy 1

N: =
bes Axell /B2 = (1 +a)?

(—=bcos hs,—bsin hs,(t +a))

olarak elde edilir. Onceki 6rnekte yapilanlara benzer islemlerle bu yiizey igin
—2b?
o\ 2
<b2 —(t+a) >

elde edilir. Bu da, N Gauss doniigiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tip den olmas1 demektir [20].

AN =

Ornek 3.0.3. E? de M yiizeyi

1 1 1
x(s,1) = (8s3 +1s, _8S3 —ts+s, ESZ—I—I) (3.0.40)

olarak tamimlansin. Bu Mj% tipinde bir yiizey olup 2. cesit Enneper yiizeyin eslenigidir.
(3.0.40) dan

1 1
Xy = (§S2+t7—is2—l+l,S)

x = (s,—s,1)
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dir ve

1 1
Xg \Xp = <§s2+t,—§s2 —t+ l,s) A(s,—s,1)

1 1
= (—Esz—l—t— l,isz—t,—s)

s Axe || = /| < x5 AX, x5 A X |

=/ |2t —1]

1
bulunur. ¢ < > oldugundan N Gauss doniisiimii

oldugundan

ox A1 ( 1,

s Axll VT =2t

olarak elde edilir. k2 = +/ || olmak iizere

d d
- il i2
= kz;(ax’( g a 1+k2g a 2))

1 d 0 d d 1 0 d
- {a 1 (kzg PR 2)*5("25'213 Tkt o 2)}
dir. Ayrica (3.0.40) dan

g11 =< Xg,Xxg >=1-—2t
g12 =< Xx5,x >=0
821 =< X1,xs >=0

820 =<Xxp,x >=1

olur. Buna gore metrigin matrisi

( ) g g2 | | <xsxs> <xgx> | | 1-2t 0
8ij g1 g | | <xxe> <xpx; > | 0 1

dir ve determinanti ise

seklinde bulunur. (g;;) matrisinin tersi

@) == 7 ]



1
oldugundan g'! = =2

1[d d 1 p 0 d d d
. {a ! <k2g“a PR 2) *ﬁ(k Fr 1*"2822ﬁ)}

1 0> 0 92
12 (W_Eﬂl 2’)82>

dir. A, N ye uygulanirsa

, 822 =1, g'? = ¢?! = 0 olur buna gore bu yiizey iizerindeki Laplasyon

1 (J*N ON 9°N
AN=——— =5 ———+(1-2t) =
1—2r(8s2 8t+( )8t2>
olur. AN yi hesaplayalim.
dN 1
(g5 —1
ds 1—2t( $5=1)
9*N 1
= —-1,1,0
52— g bLO)
ON 1
1-2 —t+1
5 = —(1-2)7 (t+2s 2 t+1,s)
J°N =3, 2
W:—(1—2I)2 (ES +t+1,—§S —t+2,3S)
oldugundan
1 1, 1, 3, 3,
AN=————((2t=1)(-1,1,0) = (t+ 55", — 585" —t+ Ls)+ (55" +t+1,— 55—t +2,3s)
(1—21‘)7 2 2 2 2

2 1, 1,
=35 —ES +l—1,§S —l,—S
(1—2¢)2

bulunur. Buradan da
-2 1
AN=———5N,1<3
(—2t+1) 2
elde edilir. Bu da, N Gauss doniisiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tip den olmasi demektir [20].

Ornek 3.0.4. |a| < |b| olmak iizere a ve b sabitleri i¢in E3 de M yiizeyini
x(s,t) = (=bs,(t+a)cos s,(t+a)sin s) (3.0.41)

olarak tammlansin. Burada min(—a — b, —a+b) < t < max(—a— b, —a+b) dir . Bu yiizey M

tipinde silindirik olmayan regle yiizey olup 1. cesit helisoid dir.
(3.0.41) den

xs = (=b,—(t+a)sin s, (t +a)cos s)

x; = (0,cos s,sin s)
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dir ve

Xs XX = (—b,—(t+a)sin s,(t +a)cos s) x (0,cos s,sin s)

= ((t+a),bsin s,—bcos s)

oldugundan

26 A || = /[ < xg A, x5 At

—\/{ —|—b251n s+b%cos? s

:\/|—(t+a) Iy

bulunur. Buradan da min(—a — b, —a+b) < t < max(—a —b, —a+b) oldugundan (¢ +a)* < b*

bulunur. Boylece N Gauss doniisiimii

X AXe
265 A 2x¢ | b2 —(t+a)?

((t+a),bsin s,—bcos s)

olarak elde edilir. k2 = +/ || olmak tizere
1 d d d
A= —— k2 il k2 i2
;Z(x( ¢z
1
_1
2

d (.1 1 p 0 d [ 1, 0 d
L}_( zglla : 2glz() 2) pr (k gzla 1+k2g228 2)]

dir. Ayrica (3.0.41) den

812 =< X5, % >=0
821 =< X1,x; >=0

822 =< X4, x >=1

olur. Buna gore metrigin matrisi

(gi7) = 811 812 | _ | <XeXsg > < XgpXp > | (t+a)®—b* 0
8ii 821 822 < Xpy Xy >0 < Xpy Xy >

dir ve determinanti ise

| (t+a)?—=b* 0
|

= (t+a)* —b*
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sekinde bulunur. (g;;) matrisinin tersi

@»lzewzlﬁ@%ﬁ‘ﬂ

0 1
1
oldugundan g!' = (t+)—2bz’ g2 =1, g'?> = g =0 olur. Buna gore bu yiizey iizerindeki
a J—
Laplasyon
1 92 d ) o 0
dir. A, N ye uygulanirsa
1 J°N ON 5 5\ ON
AN— _bz—(t—l—a>2 [asz —(t‘i‘(l)y—“(b —(t+a) )W:|
olur. AN yi hesaplayalim.
JdN 1
F it~ e (0,bcos s,bsin s)
0°N 1
52 = T (H_a)z(O,—bsin s,bcos s)
dN 1
= = . )2)% (—=b%,—b(t +a)sin s,b(t +a)cos s)
—(t+a
9°N 1 2 oF . 3. 2 3
5 = . )2)5(—3(t—|—a)b ,—2b(t+a)”sin s+ b’ sin s,—2b(t +a)” cos s — b’ cos s)
—(t+a)”)?
oldugundan
—2b?
AN = = (t+a,bsin s,—bcos s)
(82— (t+ )}
—2b?

(b2 — (1 +a)?)’

elde edilir. Bu da, N Gauss doniisiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tip den olmas1 demektir [20].
Ornek 3.0.5. 0 < |b| < |a| olmak iizere a ve b sabitleri igin E} de M yiizeyini
x(s,t) = ((t +a)sin hs,(t +a)cos hs,—bs) (3.0.42)

olarak tamimlansin. Burada t < min(—a —b,—a+ b) ya da t > max(—a — b,—a+ b) dir. Bu

yiizey ML tipinde silindirik olmayan regle yiizey olup 2. cesit helisoid dir.
(3.0.42) den

xs = ((t+a)cos hs,(t+a)sin hs,—b)

X; = (sin hs,cos hs,0)
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dir ve

xs Ax; = ((t +a)cos hs,(t+a)sin hs,—b) X (sin hs,cos hs,0)

= (—bcos hs,—bsin hs,(t+a))

oldugundan

||xs /\x;|| = \/|<xs A Xp,Xs /\xt>|

— \/‘(t+a)2+b2sin2 s+b%cos? s

=/l +ap—17]

bulunur. Buradan da r < min(—a —b,—a+b) yadat > max(—a —b,—a -+ b) oldugundan (z +
a)? > b? bulunur. Boylece N Gauss doniisiimii

Xg A\ Xy 1

N: =
265 A2t | (t+a)?—b>

(—bcos hs,—bsin hs,(t +a))

olarak elde edilir. Onceki 6rnekte yapilanlara benzer islemlerle bu yiizey igin
—2b?
>N
2
((t +a) — b2>

elde edilir. Bu da, N Gauss doniigiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tip den olmas1 demektir [20].

AN =

Ornek 3.0.6. |a| < |b| olmak iizere a ve b sabitleri icin E3 de M yiizeyini
x(s,t) = ((t+a)cos hs,bs,(t+a)sin hs) (3.0.43)

olarak tanimlansin. Burada min(—a —b, —a+b) <t < max(—a—b, —a+b) dir. Bu M3 tipinde

silindirik olmayan regle yiizey olup 3. cesit zamansal helicoid dir.

(3.0.43) den

xs = ((t+a)sin hs,b,(t +a)cos hs)

x; = (cos hs,0,sin hs)
dir ve

xs Ax; = ((t+a)sin hs,b,(t +a)cos hs) x (cos hs,0,sin hs)

= (—bsin hs,(t+a),—bcos hs)
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oldugundan

s A | = /s A, g A

— \/‘(t+a)2+b2sin2h s—Db%*cos’h s

=/ I(t+a)> = b?|
bulunur. Buradan da min(—a — b, —a+b) < t < max(—a — b, —a+b) oldugundan b*> > (¢ +a)?
bulunur. Boylece N Gauss doniisiimii

Xg N\ Xt

N: =
265 A x| b — (t+a)?

(—bsin hs,(t+a),—bcos hs)

olarak elde edilir. Onceki 6rnekte yapilanlara benzer islemlerle bu yiizey icin

2b2
N = SN
(b2 —(t+a)?)

elde edilir. Bu da, N Gauss doniisiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tip den olmasi demektir [20].

Ornek 3.0.7. E3 de M yiizeyini

1 1 1
x(s,t) = (8S3 +ts+s, _8S3 —1s, Esz +t) (3.0.44)

olarak tanimlansin. Bu MJZr tipinde silindirik olmayan regle yiizey olup 2. ¢esit zamansal Enneper

yiizeyin eglenigidir.

(3.0.44) den
1 1
Xy = (§S2—|—l’+ 1,—§S2 —l',S)
Xt = <S7 _S;1>
dir ve
1, 1,
XsAxp = =5+t +1,—=s"—1,5 | X (s,—s,1)
2 2
1 1
= <—§S2+I,ES2_I_ 1,_S>
oldugundan

“xs/\xtH = \/|< Xs N\ Xty Xg /\xt|
=/ |2t + 1]
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1
bulunur. ¢t > ) oldugundan N Gauss doniisiimii

X A\ Xz 1 ( 1, e, 1, 1 )
= = — 2t =sP—t—1,—s
llxs Axel] /142t 2 2
olarak elde edilir. k2 = |¢/| olmak tizere

N\—l —

d n 0
Z( (1 e ) )

J T J J 191 0 1y 0
{a ( PR 3x2)+8x2 (kzg PR
dir. Ayrica (3.0.44) den

811 =< X5, Xy >= —1-2¢
g1 =< Xg,x; >=0
821 =< X,xs >=0

822 =<xp,x >=1

olur. Buna gore metrigin matrisi

811 812 < Xgy Xg > < Xg, Xp > —1-2t O
(8ij) = = b
821 822 < Xpo Xy > < Xp,Xp > 0 1

dir ve determinanti ise

gl=1 o

=142t

‘ —1-2t 0 ‘

seklinde bulunur. (g;;) matrisinin tersi
1
1 i — 0
(8) " = (¢7) = [ 0

, 822 =1, g'> = g =0 olur. Buna gore bu yiizey iizerindeki

oldugundan g!'! = —
Laplasyan

_ii J 7128 J 7213 lzzi
A= {ax <k2g on RS az) o <kg o TR 50
1

—ae(a (ra) 5 ()

1 1 82 1
_ -9 V142t
1+2t( Tr2i052 \/1+—28 FviE )

i 2 9 Pe
:_1+2z( a2 o +(1+2t)<92)
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dir. A, N uygulanirsa

1 d*N ON 9*N
AN = — ——+=—+(14+2t) =
1—|—2t( 952 " an +(1+21) 8t2>

olur. AN yi hesaplayalim.

dN 1

— = ——(—s,5,—1)

ds  /1+2t

d*N 1

5 = (—-1,1,0)

ds V142t

oN -3 1 1

—=(1420)7 (t4+=5>+1,—=s*—1¢

= (14207 (1 3P+ 1, =55 1)

92 =, 3, 3,

W:(I—FZI) 2 (—ES —t—2,§s +l—1,—3S)
oldugundan

1 1, 1, 3, 3,
AN=———-—<((2t+1)(1,-1,0)+ (t+=s"+1,— 5" —1,8)+ (—5s"—t =2, 5"+t —1,-3s)
(1421)2 2 2 2 2
2 1 1
=— (—sz—t,——s2+t+1,s)
(142¢)2 2 2
bulunur. Buradan da
- 1
AN=——>N,t>—
(2t+1) 2

elde edilir. Bu da, N Gauss doniisiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tip den olmasi demektir [20].

Ornek 3.0.8. ]E? Minkowski uzaymmda y = y(s) wsimsal(null) bir egri olsun. Bu egri boyunca
tammli ve asagidaki ozellikleri saglayan A(s),B(s),C(s) vektor alanlarina y(s) iizerinde Cartan
catist denir.

(A,A)=(B,B)=0, (A,B)=1, (A,C)=(B,C)=0

(C,C)=1, C=AxB, Y =A, C =—aA—k(s)B
burada a bir sabit ve k(s) sifirdan farkl bir fonksiyondur. Bu A, B,C vektorleri icin A'(s) = k(s)C
ve B'(s) = aC ifadeleri de saglanir.

O halde, x = x(s,t) = y(s) +tB(s) yiizeyi E3 Minkowski uzayinda zamansal bir yiizeydir ve

B-scroll olarak adlandirilir.

x=x(s,t) = y(s) +1B(s)
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denkleminde
xs =Y (s)+tB'(s), x =B(s)
dir ve

xsAxy = (A+atC) x B=C —atB
elde edilir. Yiizey zamansal oldugundan yiizeyin normal vektorii uzaysaldir, yani
lles Axe|| = (s Axpyxs Axg) = 1
dir. Dolayisiyla ylizeyin Gauss doniisiimii
N = —atB(s) +C(s)
seklinde bulunur. Gauss doniisiimiiniin Ny ve N, tiirevleri sirasiyla

Ny = —atB'+C'
= —at(aC) —aA —k(s)B
= —a(A+atC) —k(s)B
= —axs —k(s)x;
ve
N; = —aB = —ax;

olur. Yiizeyin sekil operatorii Ay ile gosterilirse

An(xs) = =Ny = axs +k(s)x;, An(x) =—N, =ax,

= {4y )

olarak yazilir ve buadan H = a ve K = a” olup, yiizeyin ortalama egriliginin ve Gauss egriliginin

bulunur. Boylece Ay sekil operatorii

sabit oldugu goriiliir. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri g1 = aztz, grn=g1=1g»=0

1

olarak bulunur. Buna gore &4 =detg = —1 ve metrik tensoriiniin tersinin bilesenleri g!'! = porl
a

g% =0, g'> = g?! =1 olur. Bu yiizeyin Laplasian1 hesaplandiginda

0? >, 0 2232
A__zasar+2" taﬂta t 52

elde edilir ve bu operatdre Gauss doniisiimii uygulandiginda
AN =2a*C —2a’tB = 2a* (C — atB) = 2a*N

bulunur ki bu da, N Gauss doniisiimiiniin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden olmas1 demektir [20].
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4. 3- BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA REGLE YUZEYLERIN
SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzay Ef de regle yiizeyleri Gauss, ortalama ve ikinci Gauss

egriliklerinin durumuna gore siniflandiracagiz. Buna gore a, b € R olmak iizere sirasiyla

aKy+bH = sabit 2a—b #0 (4.0.1)
aH 4+ bK = sabit a+# 0 (4.0.2)
aKi+bK = sabit a#0 (4.0.3)

sartlarin1 saglayan, acilabilir olmayan regle yiizeylerle ilgili karekterizasyon teoremleri

incelenecektir.

Teorem 4.0.1. M, 3-boyutlu Minkowski uzayda non-null dayanak egrili silindirik olmayan bir
regle yiizey olsun. Bu durumda yiizeyin Gauss doniigiimiiniin noktasal 1-tipli olmasi icin gerek
ve yeter sart M nin asagidaki yiizeylerden birinin acik bir parcasi olmasidur:

i) Spacelike veya timelike birinci cesit helisoid yiizey,

ii) Spacelike veya timelike ikinci gesit helisoid yiizey,

iii) Spacelike veya timelike iiciincii cegit helisoid yiizey,

iv) Spacelike veya timelike 2. cegsit Enepper yiizeyinin eslenigidir [20].

Teorem 4.0.2. M 3-boyutlu Minkowski uzay E13 de, non-null dayanak egrili acilabilir olmayan
ve a, b € R—{0}, 2a — b # 0 olmak iizere aKy; + bH = sabit sartini saglayan bir regle yiizey
olsun. Bu durumda M asagidaki yiizeylerden birinin acik bir parcasidir.

i) Spacelike veya timelike birinci cesit helisoid yiizey,

ii) Spacelike veya timelike ikinci gesit helisoid yiizey,

iii) Spacelike veya timelike iiciincii cesit helisoid yiizey,

iv) Spacelike veya timelike 2. cesit Enepper yiizeyinin eslenigidir [21].
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Ispat: Bu ispat: iki farkli durumda inceleyecegiz.
1. Durum:

Silindirik olmayan M regle yiizeyi, o dayanak
egrisinin ve P dogrultman egrisinin karakterine gore Mﬂ'L7 Mi veya M' smiflandirindan

birine ait olsun. Boylece M yiizeyinin parametrik denklemi
x(s,t) =a(s)+tp(s) sel,teJCR (4.0.4)

seklinde verilir, oyle ki < 8,8 >=¢&;(=+1), < B, B’ >=&(= £1), < o', ' >= 0 dir. Bu
durumda @, x yiizeyinin bir sitriksiyon egrisidir ve B bir (pseudo) kiiresel egridir. x; = o' (s) +

tB'(s) ve x; = B seklinde verilen {xy,x;} ¢atisini gz 6niine alalim. Yiizeyin birinci temel formu

E=<x3x>=<0 o >+er’ (4.0.5)
F =<xg,x >=<a > (4.0.6)
G =< Xt 3 Xt >= 81 (407)

olarak elde edilir ve birinci temel formun bilesenleri
I = Edu* + 2F dudv + Gdv*
seklindedir. Daha sonra kullanmak iizere D, Q ve J diferansiyellenebilir fonksiyonlarini

Q=<d ,BAB >#0 (4.0.8)

J=<B"B'AB > (4.0.9)

D=\/|[EG-F?| (4.0.10)

seklinde tanimlayahm. {f,B’, B A B’} ortonormal catisina gore

o =eFB—&0BAB 4.0.11)

B"=eier (—B+IBAB) (4.0.12)
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a' AB =e&0pB (4.0.13)
esitlikleri elde edilir. $imdi bu esitliklerin nasil elde edildiklerini inceleyelim.

o = a1 +ayB’ + a3 AP’ olmak lizere aj,ay,as katsayilari, < o', 8" >= 0 oldugu ve
(4.0.6) ile (4.0.8) kullanilirsa

ar=¢&F, ap=0, a3=—€6&0
olur ve (4.0.11) esitligi elde edilir. (4.0.12) esitligini de ayn1 sekilde elde edilir.

' ANB=(eFB—e&0BAB)AB
= —e160((BAB)B —(B'AB)B)
= &0p’

oldugundan (4.0.13) esitligi de elde edilmis olur. Simdi EG — F? ifadesini hesaplayalim. (4.0.5),
(4.0.6) ve (4.0.7) esitliklerinden

EG-F*=¢ <a,d >+eet*—(<a,B >)2
=<B.B><a o >—(<d,pB >)2—|—8182t2
= (' AB, o/ \B) + 165t
=(0B',&,0B') + &6
=60 (B, B') + 1621

= —82Q2 + & 821‘2

veya

EG—F?=—&0%+¢ &1 (4.0.14)
esitligi elde edilmis olur. Yiizeyin Gauss doniisiimii

XA X
s Al
_ (o' +1B)AB
~ VEG-F?
o ANB+t(B'AB)
VEG—F?
o AB—t(BAB')
VEG—F?
(2208 —tBAB')
D
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veya
1
N = 5 (808" —1BAB') (4.0.15)

olur. ikinci temel formun e, f ve g bilesenleri
1 / 2 0
e:B(elQ(F—QJ)—Qt—i—Jt), f:B%O, g=0 (4.0.16)
olarak elde edilir. Boylece ikinci Gauss egriligi ve ortalama egrilik sirasiyla

Ky = —ZQ; s (Jl4 L1 Q(F —200) +2610%0t + 0* (F + QJ)) 4.0.17)

1 /
H=555 (e —€1Q't —Q(F +QJ)) (4.0.18)

olur. Simdi bu esitliklerin nasil elde edildiklerini inceleyelim. x; = o’ +1f',xs = o” +1B”,

Xt = ﬁ» Xis = Xgt = [3/, Xy = 0 olmak iizere

xs/\xt <.xs/\x[,xss>
— N E=— -
o= )= (i) = 0

_ (208" —tBAB, 0" +1B")
&0(a",p’) iDf(Ot”,ﬁ AB') +180(B",B") —1*(B".BAB’)
&0 (e Ff' —e&0p Aﬁ”,ﬁg— Q't+1e0(eie(-B+IBNB),B) +Ir*
a&FQ(p',B') — Q> (BAB".B') DQ'lr) —11Q (B, ') +1e1QJ (B AP, B) +Jr?

§FQ—¢e 0% —Q't+Ji?
D

— % (610 (F —QJ) —Q’t+Jt2) ,

Os = [det(a’,ﬁ,ﬁ’)}s
=det(a”, B, ') +det(a’, B', B') +det(a, B, B")
= det(a”,B,B") + det(a’, B, B")
— Ql7
f= (25 A\ Xp, Xt)

D
(820B"—tBNB',B")
D
_ 82Q<ﬁ,7ﬁ >_t<ﬁ/7ﬁ /\B/>

D
_ 9

=
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g = (x5 A X¢, Xer)

D
_ {(xs A x,0) o,
D

_ 1Eg—2Ff+Ge
2 |[EG-F?|
_1E0-2FQ+&(a1Q(F—QJ)—Q'1+J1?)
2 D3

= 557 (F2FQ+OF - Q% —&1Q't + &1J1?)

=353 (et —€1Q't —Q(F +QJ))

M regle yiizeyinin ikinci Gauss egriligi ise

1 Jst — ettl zgss %es fs_%et 10 %et %gt
Ky = —2|2 fi N 28s e f — ?e, e f
g —f 281 f 8 8 f 8
olmak iizere g = 0 oldugundan gy = g; = O olur. Bu durumda yukaridaki determinanti
diizenledigimizde
Ki= 15 (fim5e) =2 (~5ent s (40.19)
H—f4 t\ Js 2€t 2ett st V.
esitligi elde edilir. Simdi bu esitligin bilesenlerini hesaplayalim. (4.0.16) esitliginden yola
cikarak
1
=57 [(@o(F-0/) - —Q't+J1*),D— (61Q(F — QJ) — Q't +Jt*) D]
1
= 55 (=@ +271) (- £0% +e16t?) — g6t (610F — 0% — Q't +J1)]
1
ﬁ( 8182Qt —|—82Q Q +28182Jt —282JQ t—82QFt+82]Q t+8182Q 8182]1‘3)
1
l? (8182.]2‘ — (82]Q —|—82QF)I—|—82Q Q)

1
en =1 [ (& &t — (60> + &,0F ) t + £,0%Q') D’
(616208 — (82JQ* + £0F ) t + £,0°Q') 3DD;]

1 1
— ﬁ (38] £2Jt2 — 82]Q2 — 82QF) D3 — (81 82Jt3 — 82JQ2t —&QFt+ 82Q2Q/) 3D252€1 &t

1
= ﬁ [(38182J12 —_ SZJQZ — SZQF) <_82Q2 +81€2t2) B
3ei&t (€1 &Jt° — £,J0% — &,0Ft + £,0°0' )]
= % ((261QF —€1JQ%) 1> —36,0°Q't +JQ* + Q°F ),
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860't> — 070 — 0D(—556200')
D3
8801 —80°0 +80°Q
_ =

g0’
=222t

(2t (—£20% + €1621%) — 3e1601°)
=—— (0 +26,0%Q")
olur. Buldugumuz bu degerleri (4.0.19) de yerine yazdigimizda (4.0.17) olarak elde edilir.

Tk once Q% — €12 > 0 oldugunu kabul edelim. Kj; ve H nin ¢ ye gore tiirevleri

(Kit) = g5 (~61E° +Q(F +200)° +4Q°0'7 + 10 (5F — Q)1 +2610°C)
(4.0.20)
ve
H, = ﬁ (J* —20't* —&1Q (3F + QJ)t — £10*Q') (4.0.21)
bulunur.
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aKpy + bH = sabit, 2a — b # 0 kabiiliinden ve yukaridaki esitliklerden ¢ parametresine gore

tiirev alinip diizenlenirse

g1aJ =0 (4.0.22)
aQF +2a0*] +bJQ* =0
0’0 (2a—b) =0
561aQ°F — €,a0%J — 3e,bQ°F — £1bQ*J = 0

0'Q' (2a—b) =0

denklem sistemlerini elde ederiz. Buna gére J = F = 0 ve (2a—b)Q' =0 dir. 2a—b # 0
oldugunundan buradan Q" = 0 olur. Buda H = 0 olmasi demektir. Bu durumda yiizey minimal
olur. Ciinkii EG—F?=—&0?%+¢& 6t* ve Q%> —g;t? > 0 dir. Bundan dolay1 &, = —1veyag =1
oldugundan yiizey spacelike veya timelike olur. (&;,&) = (—1,—1) olmasi karakterinden dolay1
imkansizdir. (€;,&) = (—1,1) alahm. Yiizey M3 tipinde olur. Bu yiizden 3. gesit helisoidtir.
Eger (&1,&) = (1,%1) ise M yiizeyi M! veya M! tipindedir. Bu yiizden yiizey teorem (4.0.1)

den 1. veya 2. ¢esit helisoidtir.

Simdi Q% — &1> < 0 oldugunu kabul edelim. Kj; ve H nin ¢ ye gore tiirevleri

(Kn), (81Jt5 —Q(F +200)8 —40%Q't* + £,0° (SF — QJ)t — 2¢, Q“Q’) (4.0.23)

1
-~ 202D5
ve

H, = % (—J1* +20'1* —1Q (3F + QJ)t + €, 0°Q) (4.0.24)

bulunur. Burada 2a — b # 0 oldugundan yukarida da deginildigi gibi J=F =0 ve Q' =0
esitliklerini elde ederiz. Bu durumda yiizey minimal olur. Ciinkii EG — F? = —&Q” + £&t>
ve Q% — &> < 0 dir. Bundan dolay1 &, = —1 veya & = 1 oldugundan M vyiizeyi spacelike veya
timelike olur. Bu durumda &) = 1 dir. M yiizeyi & = £1 durumuna bagl olarak M}r veya M

tipindedir. Bu yiizden yiizey teorem (4.0.1) den 1. veya 2. ¢esit helisoidtir.
2. Durum: M silindirik olmayan regle yiizeyi, Mi veya M? tipinde olsun. Bu durumda M
regle ylizeyi
x(s,t) =a(s)+tf(s) sel,teJCR
olmak iizere < B, >=1, <o, >=0,< p',p' >=0, < o',/ >= g (%1) dir. § ve ¢
fonksiyonlarini
S=<a B >
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2
q =[x
=& < Xg,Xg >
=e(g +281)
olarak tanimlayalim. Burada €, x; nin isaretidir. B spacelike vektorii ile B’ null vektoriiniin
vektorel carpimi B A B’ hem 8 ya hemde ' ne diktir. Ayrica § A B’ bir null vektor oldugundan

B A B’ ile B’ lineer bagimli olmak zorundadir. Dolayisiyla not edelim ki § A B’ = B’ olarak

alinabilir. M lizerinde indirgenen pseudo-Riemann metriginin bilesenleri
E=¢€eq, F=0,G=1
olarak elde edilir. Boylece E3 iin {', 8, & A B} catisina gore

B =¢eSa —a AB) (4.0.25)

o =—-SB—eRa'N\B (4.0.26)

olarak yazilabilir. Burada

R={da",0'AB)

dir. Ayrica (4.0.25) ve (4.0.26) kullanilarak

<B", ' AB>=5+¢&SR (4.0.27)
<o ,B">=5+¢&SR (4.0.28)
olur. Gauss doniisiimili ise
1
N=—(dAB—1tp (4.0.29)
7 )

seklinde bulunur. Buna gore ikinci temel formun katsayilar

1 S
e=—(R+ (S +2&SR)t), f=—,2=0 (4.0.30)
\/c‘z( ( ) Vi
seklindedir. Ayrica ortalama egrilik H ve ikinci Gauss egriligi Ky
1
H=—5(R+ (S +2¢&SR)t) (4.0.31)
2q>

81S/
Ky = 3 (4.0.32)

28q>
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olur. K ve H nin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

3
(Kn), = ——~¢e& S (4.0.33)
2q2
1
H = — (eg|S' —eSR— €S (S’ +2€1SR) 1) (4.0.34)

bulunur. Simdi bu esitliklerin nazsqll2 elde edildiklerini inceleyelim
(B",a'\B)={(e1S' (o' —a' AB)+&S(a" — " AB—a'AB), ' AB)
=g (So' =S (' AB)+Sa" =S (" AB) =S (o' AB'), &' AB)
=& (S(ad,a'AB) =S (d'AB, &' NB)+S{a" 0/ AB) —
S{a"AB, o/ AB)—=S{c' AB',a' AB))
=& (S'(a’,a’) (B,B)+SR)
=S5 +€ SR

(B",a") =(e1S'(a'— ' AB)+&1S(o" —a" ANB—a' AB'), )
=& (So/ =5 (/' AB)+Sa" =S (" AB) =S (' AB"),0)
=g (§(a,a") =S (' AB, &) +S(a", o) —S(a"AB,a") =S{a' NB', "))
=¢ (€15’ +SR)
=5 +¢&SR

B Xy N\ Xt

s Al

(@ +B)AB
\/<xs/\x,,xs/\xt>

_ A AB+(B'AB)
\/(xs,xt>2 — (x5, X5) (¢, %2)

_ o' ANB—1tp’

\/q
e— (N,xy;) = <X—A"f >

ey A7
<OC//\ﬁ —tﬁ/,OCI/—f—tﬁ//)
NZi
(& AB.&")+1 (o AB,B") —1 (B, 0") — 12 (B, B")
N

(R+1(S'+2&15R)),

I
- Va
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Xy N\ Xt
=) = (o)
(o nB—1BB)
Va4

1 , / ! n!
= (@ nB.B)=1(B.B))
1 / /
:ﬁ<a,ﬁ/\ﬁ>
_ a/,ﬁ/>

Xg A\ X
g:<N7xtt>:< st ;xtt>

1Eg—2Ff+Ge

2 |[EG-F?|

1 JL@ (R+1(S'+2¢&SR))
2 q

:%(R+t(s’+2eISR)),

2q2

H =

olur. Buna gore

1 1 1 1 1 1
1 Jst — 26t — 38ss  3€s Js— €t 0 7€ 38t
fi = %8s e fo|—|sea e f

KH:—22 ;
leg = f* 581 f g 8 f g

1—b

olmak iizere g = 0 oldugundan gy = g; = 0 olur. Bu durumda yukaridaki determinanti

diizenledigimizde

1 1 1
Ky = 7 {ff, (fs — Ee,) — f? (—Eeﬁ +fs,) } (4.0.35)

esitligi elde edilir. $1mdi bu esitligin bilesenlerini hesaplayalim. (4.0.30) den yola ¢ikarak

(S"+2€SR) €S(R+1(S"+2€SR))
€ — 1 — s

q? q

[\ST%]

—2¢S (S’ +2¢€SR) N 3 (RS*+1S* (S’ +2€5R))

€ = )

3
q? q:
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£S?

Ji=——,
q2
S &St
fi=—7——=>
q: q°
eSS’ &S 35’
f:VI = - 3 3 + 5 0
q> 9> q?
ifadeleri elde edilir. Bunlar1 (4.0.35) de yerine yazdigimizda ise (4.0.32) esitligi elde edilir.
Ayrica
3¢5 2eS
Kj),=—= --
( H)t 2 28 q%
3
=———¢g9,
2q2

\S)

H - 1 (S/ +2¢1SR) _ 3eS(R+ (S/ +2¢€SR)t)
{ q% q%

1
= — ((8'+2e1SR)q — 3eS(R+ (5’ +2&,SR)t))
2q2

1
= — ((8'+2&1SR)e (€1 +25t) —3eS(R+ (S +2€1SR)1))
2q2

= LS (ee;S' —eSR— €S (S'+2¢€1SR) 1),
2q2

seklinde elde edilir. a, b € R — {0}, 2a — b # 0, aK; + bH = sabit sartindan a (Kyy), + bH; =0
elde edilir. (4.0.33) ve (4.0.34) dan ¢ ye gore bir polinom elde edilir. Buradan ise

a (—%eeﬁ’) + bi5 (ee;S'—eSR—eS(S'+2e1SR)1) =0
2q§ 2q§
a(—3ee1S") +b(ee) S —eSR—eS(S'+2€1SR)1) =0

3age|S' — b (g€ S' — eSR) +beS (S’ +2€SR) 1 =0

denklemlerine sahip oluruz. Bu denklemlerden

3age)S' — b (e€1S' —eSR) =0, &S(8'+2€SR)t =0 (4.0.36)
elde edilir. (4.0.36) de § = -2eSR esitligi elde edilir ve bu esitligi
3ace)S' — b(egS'—€eSR) = 0 da  yerine yazdifimizda (2a—b)R = 0

esitligini  elde edilir 2a — b # 0 oldugundan §' = 0 ve R = 0 dir. Burada
H = 0 oldugundan M minimaldir. Teorem (4.0.1) e gore spacelike veya timelike yiizeyler
gibi 2. ¢esit Enneper yiizeyinin eslenigidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.0.3. M 3-boyutlu Minkowski uzay Ef’ de, non-null dayanak egrili acilabilir olmayan
ve a, b € R, a # 0 olmak iizere aH + bK = sabit, sartin saglayan bir regle yiizey olsun. Bu
durumda M asagidaki yiizeylerin agik bir parcasidir.
i) Spacelike veya timelike birinci cegit helisoid yiizeydir.
ii) Spacelike veya timelike ikinci ¢esit helisoid yiizeydir.
iii) Spacelike veya timelike iiciincii cesit helisoid yiizeydir.
iv) Spacelike veya timelike 2. cegsit Ennepper yiizeyin eslenigidir [21].
Ispat: Bunu iki farkli durumda inceleyecegiz.
1. Durum:

Bir onceki teoreme benzer olarak agilabilir olmayan M regle yiizeyi M}L, Mi veya M!

tiplerinden birisine esit olsun. Bdylece M yiizeyinin parametrik denklemi
x(s,t) =a(s)+tf(s) sel,teJCR
olarak parametrize edilir yleki

<B,B>=¢(==1), < B,B' >=¢e(==*1), < a',f’ >= 0 dir. Buna gore x; = o(s) +

tB'(s) ve x, = B seklinde verilen {xy,x;} dogal ¢atisina sahibiz. Yiizeyin Gauss egriligi

B eg—f°
A ey
0-%
=< —(SzQB —tBAB), 5(£2QB/_IBAB/) ~ 82Q2+D8182f2

Q2

<€2Ql3 —1BAB,&0B —1BAB’)

& Q2 1612

( (BB =260t (B, BAB" ) +1> (BAB . BAB))

QZ

€2Q2 €1 &1?

1 / "B b
= i 0+ (BB~ (8518 B)) (5o
=73 (£20° —&e )m
QZ
Dt
Q2
k-2 (4.0.37)



ve K Gauss egriliginin ¢ ye gore tiirevi

2
K = (Q—) (4.0.38)
()
(EG-F2)?),

QZ
a ((—EQQZ + 8182t2)2>t

o —48182Q2t
B,
 4g0%

= 7%

elde edilir. M yiizeyinin aH 4 bK = sabit sartin1 sagladigim kabul edelim. Oncelikle Q°— &% >
0 oldugu durumu inceleyelim. (4.0.21) ve (4.0.38) den t8, t6, t4, 12 ve 10 kuvvetlerine gore

polinomun katsayilari

€1 612.] 2= 0
24QJ (3F +QJ) —4e1d* (Q) + a* Q%% =0
3e1a*Q*(BF +QJ) (F+QJ) =0
361a20* (Q') +a>Q* (3F + 0J)* — 64b°Q* = 0
2
a2Q6 (Q/) — O
seklinde olur. Boylece J = F = Q' = 0 ve b = 0 elde ederiz. Ciinkii 7 nin kuvvetlerinin katsayilari
J,F,Q ve Q' den olusmaktadir. (4.0.18) esitligi geregince H = 0 dir. Simdi ise Q>— &> <
0 oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda (4.0.24) ve (4.0.38) esitlikleri kullanilirsa M nin
ortalama egriligi H = 0 olur ve M minimaldir. Teorem (4.0.2) den M yiizeyinin spacelike veya
timelike birinci,ikinci ve iiglincii ¢esit helisoid yiizeylerden birinin acik bir parcasidir.
2. Durum: M yiizeyi Mi veya M? tiiriinden silindirik olmayan bir regle yiizey olsun. Bu
durumda « egrisi spacelike veya timelike ve f spacelike fakat B’ lightlike dir. (4.0.2) deki
notasyonlari kullandigimizda K Gauss egriligi

SZ
K= — (4.0.39)
q
seklinde olur. K Gauss egriliginin ¢ ye gore tiirevini alirsak

4¢83
K — (4.0.40)

(]3
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bulunur. M nin aH + bK = sabit, a # 0 sartlarin1 sagladigini kabul edelim.(4.0.34) ve (4.0.40)

dan

268 (SS' +2€,S°R)” =0
a*e (SS'+2eS°R) (&1 (S’ +2¢157R) —4S (18’ — SR)) =0
2a%¢ (€1S' — SR) (S (18" — SR) — & (SS' +2¢,5°R)) =0
dee (815 —SR)> —64b75° =0
elde ederiz. Buradan S’ = 0, R = 0 ve b = 0 bulunur. Bundan dolay1 (4.0.31) dan M yiizeyi

minimaldir. Bununla birlikte, M teorem (4.0.2) ye gore spacelike veya timelike yiizeylerde

oldugu gibi 2. cesit Enneper yiizeyinin eslenigidir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem (4.0.1), (4.0.2) ve (4.0.3) ifadelerinden asagidaki teoreme sahip oluruz.
Teorem 4.0.4. M, 3-boyutlu Minkowski uzayinda non-null dayanak egrili acilabilir olmayan bir
regle yiizey olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
i) M, noktasal 1. tip den Gauss doniisiimiine sahiptir.
ii) M, a,b € R—{0} ve 2a—b # 0, aKy; + bH = sabit, esitligini saglar.

iii) M, a #0, b € R, aKj; + bH = sabit esitligini saglar. [21].

Teorem 4.0.5. M, 3-boyutlu Minkowski uzaymnda non-null dayanak egrili acilabilir olmayan ve
a+#0,b € R, aKy;+bK = sabit sartint saglayan bir regle yiizey olsun. Bu durumda asagidakilere

sahip oluruz.

1) B’ egrisinin null olmamasi durumunda silindirik olmayan regle yiizey, asagidaki

viizeylerin acik bir parcalaridir.

i) Spacelike veya timelike birinci cegit helisoid yiizeydir.
ii) Spacelike veya timelike ikinci gesit helisoid yiizeydir.

iii) Spacelike veya timelike iiciincii ¢egit helisoid yiizeydir.

2) B’ egrisi null olmast durumunda silindirik olmayan regle yiizeyin ikinci Gauss egriligi

stfirdir [21].
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Ispat: Bunu iki farkli durumda inceleyecegiz.
1. Durum:
Teorem (4.0.2) de oldugu gibi M  regle yiizeyi, o dayanak

egrisinin ve B dogrultman vektoriiniin karakterine gore M1+, Mi veya M! tipinden birisine

aittir. Burada M regle ylizeyi
x(s,t) =a(s)+tf(s) sel,teJCR

seklinde parametrelendirilmis olsun, dyleki < B,8 >= g (£1), < B',B' >= &(+1), <
o, B’ >= 0 dir. Teorem (4.0.2) de oldugu gibi Ki; ile K degerleri sirasiyla (4.0.17) ve (4.0.37)
de oldugu gibidir. M yiizeyi (4.0.3) deki durumu saglasin. Ilk 6nce Q% — €12 > 0 oldugunu kabul

edelim. (4.0.20) ve (4.0.38) den tlz, t8, 2vet®m katsayilari sirasiyla

81a2J 2=0

2€1a*JQ° (SF — QJ) — €1a*Q* (F +20J) (4JQ+F) =0

1261a°0% (Q')° + a2 Q% (5F — QJ)% — 64b2Q% = 0

420" (0')* =0
elde edriz. Buradan J = F = Q' = 0 ve b = 0 elde edilir. Ciinkii ¢ nin kuvvetlerinin katsayilart;
J,F,Q ve (' diir. Ikinci Gauss egriligi Ky; ve ortalama egrilik H (4.0.17) ve (4.0.18) yardimiyla
sifir oldugu bulunur. Bu durum M ni minimal oldugunu gosterir. Simdi ise Q% — &> < 0
oldugunu kabul edelim. (4.0.23) ve (4.0.38) kullanilarak M nin minimal oldugu sonucuna

ulagilir. Teorem (4.0.2) den M yiizeyinin spacelike veya timelike birinci, ikinci ve li¢lincii gesit

helisoid yiizeylerden birinin agik bir parcasidir.
2. Durum:

M yiizeyi Mer veya M? tiiriinden silindirik olmayan bir regle yiizey olsun. Bu durumda o
egrisi spacelike veya timelike, 8 spacelike bir egri ve kabulden 8’ null dir. M yiizeyi (4.0.3) deki
durumu saglasin. (4.0.33) ve (4.0.40) dan asagidaki su esitlikleri elde ediriz.

18ea%S (8')* =0,
9eg1a’ (S') — 64b2S° =0
esitlikleri elde edilir. Bundan dolay1 S = 0 ve b = 0 dir. Sonug olarak (4.0.32) den ikinci Gauss
egriligi yani Ky sifirdir.
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Teorem 4.0.6. M, 3-boyutlu Minkowski uzayinda null scroll olsun. Bu durumda K = H?, Ky =
H Vdir [21].

Ispat: a = a(s) , Ej te bir null egri ve B = B(s),  iizerinde bir null vektdr olsun. M null scroll
yiizeyi

x(s,t) = a(s)+tB(s)
seklinde parametrelendirilirse < o', o’ >=0, < 8,8 >=0ve < &', f >= 1 dir. Ustelik genelligi
bozmaksizin o M nin null geodezigi olarak sacilebilir. Lorentz metrigine gore, E = (B, ') %,

F =1, G =0 dir. Gauss doniisiimii N ise
N=o'AB+1 (B AB)
seklinde elde edilir. Bundan dolayi ikinci temel formun katsayilar

e = (xg,N)

=<a’+tp",N >,

f: <xSt?N>
=< pB',N >
=< B, AB+t(B'AB) >

=< B, ' \B>+t(B'.B'AB)

=< B, AB >
:Q7
8= <N7xtt>
= <N7O>
:O,

olarak bulunur. Yukaridaki esitliklerden H ve K da yerine yazilirsa H = Q ve K = Q? olarak

elde edilir.

Eger < B/, B’ >=0ise B’ sifir vektor ya da null vektordiir. Eger 8’ sifir vektoriiise F = Q =0

olacagindan dolay1 M flat olur. Bu yiizeyin null scroll olmasi ile celisir.

o null egri oldugundan B’ vektorii timelike olamaz. Dolayisiyla B’ spacelikedir yani,

(B’,B"y =1dir. {a/, 3,B'}, E} de bir null ¢ati olsun. Bu durumda 3 vektérii bu atiya gére

"n_ —(X/—|—<(X/,ﬁ//>ﬁ
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dir ve

en=2<B’' N >=2<B",B'AB>=20
dur. Boylece ikinci Gauss egriligi

1 1

K = — = —
=202 T 0

olarak bulunur. Bundan kolayca goriilebilirki

P
=g

saglanir ve ispat tamamlanir.
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5. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYDA GENELLESTIRILMIS 1-TIPLI GAUSS
DONUSUMUNE SAHIP REGLE YUZEYLER

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip
yiizeylerin siniflandirilmas1 yapilacaktir. Ik olarak 3-boyutlu Minkowski uzayda silindiriksel
yiizeyler genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip olduklar1 gosterilecektir. ikinci
olarak genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip konikal yiizeylerin bir siniflandirilmasi
verilecektir. Daha sonra diizlemsel olmayan tegetsel agilabilir yiizeylerin genellestirilmis 1-tipli
Gauss doniisiimiine sahip ise bunlarin Oklidyen diizlemin veya Lorantzian diizlemin bir acik
parcast oldugu gosterilecektir. Son olarakda 3-boyutlu Minkowski uzayinda null scroollar
genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip ise bunlarin Lorentz diizlemin veya B-scrooll

un agik bir parcast oldugu gosterilecektir.
Tamim 5.0.1. Oklidyen uzay veya pseudo-Oklidyen uzayda bir M yiizeyinin N Gauss doniisiimii
AN = f N+¢C (5.0.1)

sartint sagliyor ise M yiizeyene genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahiptir denir. Burada

f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve C de sabit vektordiir [22].

Lemma 5.0.1. Pseudo kiiresel bir B egrisi icin Frenet formiilleri asagidaki gibidir:

(1) Eger B, S% de bir pseudo kiiresel egri ise;

JIBe] (o 0 1B
o tis)| = |—& 0 —&1K,(s) | | t(s)
g(s) 0 —erKg(s) 0 g(s)

dir. Burada (t,t) = & = %1 dir.

(2) Eger B, hiperbolik uzay H?* de bir pseudo kiiresel egri ise;

JIBOY o 1 0 1[Gk
=1 0 x|
] [0 —x) 0 ] |0

dir, burada K4 (s) fonksiyonu B nin pseudo kiiresel egrisinin jeodezik egriligidir ve

t
ds
8

Ke(s) = ( B(s),1(s) AL'(s))
dir [22].
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Lemma 5.0.2. M, (n+ 2)-boyutlu Lorentz uzaymnda bir hiperyiizey olsun. Bu durumda M nin N

Gauss doniisiimiiniin Laplasyeni
AN = ey ||An|*N + (n+1)VH (5.0.2)

ile verilir. Burada AN, N nin Laplasiyani, VH, H ortalama egriliginin gradienti, Ay, M nin sekil
An|* = iz(A%) ve (N,N) = ey dir [22].

operatoriidiir,

Teorem 5.0.1. 3- boyutlu Minkowski uzayinda tiim silindirik regle yiizeyler genellestirilmis

1-tipli Gauss doniisiimiine sahiptir [22].

Ispat: E 13 teM!, Mj_ veya Mf_ sinifindan M silindirik regle yiizeyin parametrik denklemi
x(s,t) = a(s)+1B(s) (5.0.3)

ile verilsin. Burada o(s) dayanak egrisi s yay parametresi ile verilmig bir non-null egri, f3
spacelike veya timelike diizlemde dogrultman vektérii olsun. Yani (3, 8) = &;(£1) ve (o, &) =

&(%1) dir. Simdi E; te ortonormal gatiyt
{61 7627N =] /\62}

olarak alalim. Burada e; = — ve e, = —, M ye teget olan vektorler N = e A ey de M nin birim

ot ds’

normalidir. Buna gore

/

J J B ,
E_B’ m_a, N=BAa

dir ve
~ d ~ a , ,
Vel :E(ﬁ)zo, VeleQZE(Oc) =0 (5.0.4)
dir. Ayrica
69262 =cie1+crep+c3N (5.0.5)

olacak sekilde ¢y, c2,c3 skalerleri vardir. Simdi bu degerleri hesaplayalim (5.0.5) esitliinin her

iki tarafi ej,e; ve N ile skaler carpimi alinirsa

c1=¢ < %ezez,€1> =—£ < 62,%e2€1> = —¢1( e2,0)

C1:0

Cr =86 < 66262,€2> =0

C2:O
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CN = €N< 66262,N> = €N< OC”,N>, EN = <N,N>

dir. Frenet catisindan o” = gy k(s)N olur ve boylece

Vezez = SNK(S)N (5.0.6)
olarak yazilir. Ayrica
=~ 0 0
Ve]N a (N) = at (e1 /\62) (5.0.7)
0 0
= a— (€I)A€2+€1 /\E (82)
=0
olur.
~ d
Ve,N = 3% (e1 Nea) (5.0.8)
0 0
=3 (e1) Nex+ey A% (e2)
=e1 N o

elde edilir. Bu denklemlerden H ortalama egrilik ve sekil operatoriiniin karesinin izi iz |Ay||*

hesaplanirsa
12 1 1
H =3 Y& (S(x).x) = s ( —DeNer) + 58 ( —DeN,e2)
=
1 oK
= 582< K(s)ez,e2) = ? Z(S)

= edetS = ||S]| = [|An]|

e K(s)
2

AN ]I = K*(s)(# 0)

H =

(5.0.9)

olarak bulunur.

Simdi M nin genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip oldugunu kabul edelim.

(5.0.1),(5.0.2) ve (5.0.9) esitliklerinden

fN+gC=ey||An|*N+ (n+1)VH

&xK(s)

fN+gC=8NK (s)N+2V—+= >
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fN +gC = exyx*(s)N + & (s) (5.0.10)

JdH d JdH d
=& 5 o + & ——— dir ve C vektoriinii

VH ds ds

C=¢Cie1 +&Cer +eyCyN (5.0.11)

olarak yazabiliriz. Buradan C; = (C,e;), C; = (C,ez) ve Cy = (C,N) dir. Bu degerler (5.0.10)

denkleminde yerine yazilirsa

fN+g (81C1€1 +&Crer + SNCNN) = SNK'Z(S)N—I— 82K/(S)

(f + genCn) N + geiCrer + gesCaer = eni*(s)N + &2 (s)

elde edilir. Bu denklem bilesenlerine gore ayristirilirsa

f+engCy = e |An| (5.0.12)
gC1 =0
gC = 82KI(S)

denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerden C; = 0, C; ve Cy nin sadece s ye bagh fonksiyonlar
olarak elde edilir. C sabit oldugundan ve C sadece s ye bagli oldugundan (5.0.11) in s ye gore
tiirevi alinirsa

82Cé€2 +&Cs 66262 =+ SNC;VN + eNCN%ZN =0
olur. %ez er ve %ezN in (5.0.6) ve (5.0.8) deki degerleri yerine yazilirsa
(82Cé — &€&y K‘(S)) e+ (82£NC2 K(s)+ SNC]/V> N=0

elde edilir ve buradan

C, = egK(s)Cy (5.0.13)

CIIV =—& K(S)Cz (5.0.14)
dir. (5.0.11) den ||C||* = (C,C) hesaplanirsa
&C5 + enCi, = gcd? (5.0.15)

elde edilir. Bu durumda d, sifirdan farkli bir sabittir ve & de C nin isaretidir.

1. Durum:
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Kabul edelim ki M regle yiizeyi Mf’r sinifindan olsun. O halde &, = —1, & =ey =¢c =1
dir. (5.0.13), (5.0.14) ve (5.0.15) esitliklerinden

C% + C]%, =d’ oldugundan C; =dsin0, Cy = dcos 0 olarak yazilir.
Burada s ye gore tiirev alinirsa
C, =dcos8(s)0'(s) ve Cb = enyk(s)dcos O(s), dcosO(s)0'(s) = exk(s)dcosO(s)

0'(s) = enk(s), 6(s)= / K(s)ds + Ko
seklinde bulunur ve

C(s) =dsinB(s)ey +dcosO(s)N (5.0.16)

olarak elde edilir. kp integral sabiti olmak iizere C(s) = dsinO(s), Cy(s) = dcosO(s) ve

0(s) = / K(s)ds + xp dir. Bu degerleri (5.0.12) da yerine yazdigimizda g.dsin0(s) = x’(s),

/
8= dsli(n(g)(s) ve f+engCy = ev [ An||* igin f = k% — k' cot 6 (s)
K'(s)
4 5.0.17
= dsinb(s) (5.0.17)

f=x>—«cotB(s)
seklinde bulunur. O halde AN = f N + gC esitligini saglayan f ve g fonksiyonlar1 vardir.
Ornek 5.0.1. Lorentz uzayda

x(s,t) = <t, % cos(Ins) + % sin(Ins), —% cos(Ins) + %sin(lns))

ile verilen silindirik yiizeyi goz oniine alalim. Bu esitlikten

Xy = (0, % (cos(Ins) +sin(Ins)) + %% (—sin(Ins) 4 cos(Ins)),

Y

(—cos(Ins) +sin(Ins)) + %% (sin(Ins) + cos(lns)))
xs = (0,cos(Ins), sin(Ins))

Xt = (17070)

elde edilir. Yiizeyin Gauss doniigiimii

Xg N\ Xy

e Ax]
= (0, —sin(Ins),cos(Ins))
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N = (0,—sin(Ins),cos(Ins))

olarak bulunur. Simdi (g;;) matrisini ve yiizeyin Gauss doniigiimiiniin Laplasyanmint hesaplaya-

lim.

(gi7) = < Xg,Xg > <xs,x,>}_{l 0]
l] - -

< Xp,Xg > < Xp, Xp > 0 1

olur. Buna gore
8ss=8nu =1, 8¢ =8s=0

esitlikleri kullanilarak
olarak bulunur. Buradan

ve

|| = det(g;j) =1

elde edilir. Buna gore yiizeyin Laplasyani

B 1 d o 0 o 0
Al
a ts a 1t a
+a—xt\g| (g a—strg 8_x,>}
2> 92
-~ (5a+52)

seklinde olur. Sonug olarak

S S

AN = (O, —lz (cos(Ins) +sin(Ins)), —lz (—cos(Ins) + sin(lns))>
- Slz (1 +cot(Ins)) N — S—lzcsc(lns)(O,(), 1)

AN = fN +gC

olarak bulunur. Bu yiizey 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip regle yiizeydir.

2. Durum:

Kabul edelim ki M regle yiizeyi Mi sinifindan olsun. Bu durumda € = & =1, &y = —1 dir.
(5.0.15) denklemi ile belirlenen C vektorii spacelike, timelike veya null vektordiir. C nin non-null

olma durumunu gozoniine alalim. C; = 0 oldugundan C vektoriiniin normu hesaplanirsa

C3 —C3 = ecd?
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olarak elde edilir.
Cy(s) =dcoshO(s), Cy(s)=dsinhO(s) icin e =1 (5.0.18)
Cy(s) =dsinhO(s), Cn(s)=dcoshf(s) igin e =—1

olarak yazilir. (5.0.15) denkleminden

0(s) = Ko — / i(s)ds
olacak sekilde Ky sabiti vardir.

Buna gore (5.0.12) ve (5.0.18) denklemlerinden f ve g fonksiyonlari

/

_ 2 / — K « . —
f(s) = —x“+Kk'tanhO(s), g(s) deosh(s) icin g =1 (5.0.19)
/
f(s)=—x*+cothB(s), g(s)= ds%@(s) icin g =—1

seklinde bulunur. Simdi, C nin null olma durumunu g6zoniine alalim, yani & = 0 olsun. Bu
durumda (5.0.15) deki esitlikte & = 0 olmasindan dolay1 elde edilen C% — CI%, = 0 esitliginden
Cy(s) = de 90) ile Cy(s) = £de~ ") olarak bulunur. Burada C, ifadesinin tiirevini aldigimizda
Cy = k(s)de %) = —0'de=90) 0'(s) = —x(s) esitligi ve sonrasinda Ky integral sabiti olmak

tizere O(s) = ko — / K(s)ds elde edilir. Buna gore C vektorii ve f, g fonksiyonlari

C— (o,de*"@),de*"(s)), Fls)= 12+ K, gls)= Ked (5.0.20)
/

_ 0(s) _ 7.6(s) 2 _ K

C-(O,de ,—de ) fls) ===, gls)= 5

olarak bulunur. Bu nedenle, C nin non-null veya null oldugu durumlar i¢in, silindirik yiizey 1

tipli Gauss doniisiimiine sahiptir. Yani
AN = fN +gC
esitligini saglayacak sekilde diferansillenebilir f ve g fonksiyonlar ile C sabit vektorii vardir.
Ornek 5.0.2. M i tipindeki regle yiizey
1,1

1 1
x(s,t) = (Elns— Zs ,Elns—kzsz,t)

B 1 s 1+s0
ST\ T2 T

Xt = (0,0, 1)

ile verilsin. Boylece
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dir. Yiizeyin Gauss doniisiimii

Xg N\ Xt

1265 At |

1 s 1 =
==—+=,——=,0

(2s+2’2s 2’)

olarak bulunur. Simdi (g;;) matrisini ve yiizeyin Laplasyon operatoriinii hesaplayalim. Buna

gore

ce ) — 252
<gl]) { < Xp Xy > < Xp,Xp >

4
< Xy Xy > <%%>}_[”30]
0 1

olur. O halde
14s*
8ss = 2 8t =8s =0, gn=1

dir ve buradan

()™ = () = [ i ]

olarak bulunur. Burada

252
Ss __ st: tS:0 tt:1
a8 =8=0¢
dir.
14 s*
|G| = det(gij) = N

elde edilir. Buna gore yiizeyin Laplasyani

— 1 a SS a St 8
S ACAd G e
J is O i O
bl (¢t ) |
1 9 [ [1+s 252 J +i [1+s* 9
1t | 9xg 252 14 5% dx, dx; 252 0x
252

B {14s(1—s4) 0 252 92 82}

S S +
2 (1454 dx;  1+s*dxi  0xF

seklinde elde edilir. Sonu¢ olarak

1—s* [/s2—1 s*+1 2 11
AN = — — 0 -.=.0
{U+ﬁf( s s ’)+1+ﬁ<55’>

2 2

- - s2(1 —SZ)N_ s(1 —sz)(

~1,0,0)

dir ve C vektorii ve f, g fonksiyonlart

2 2
I= ey T sy
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dir ve

AN = fN +gC

olarak yazilir. Bu yiizey 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip regle yiizeydir.

3. Durum:

Kabul edelim ki M regle yiizeyi M! sinifindan olsun. Ardindan & = &y = 1, & = —1 dir.
(5.0.15) denkleminden C egrisi spacelike, timelike veya null vektor olabilir. C nin non-null
olmast durumunu diisiinelim. Bu degerleri (5.0.15) deki son esitlikte C = €;Cie; + &Cren +
evCnN oldugu gozoniine alinirsa

CX —C3 = ecd?
esitlifinden &- = 1 i¢in

Cy(s) =dsinh6(s), Cn(s)=dcosh0(s)

ve &c = —1 i¢in

Cy(s) =dcoshO(s), Cn(s)=dsinh6(s)
dir. €}, = eyx(s)Cy esitligi ile G (s) = dsinh O (s) esitliginin tiirevi olan C5 (s) = 6’ (s)d cosh 0 (s)
esitliginden bir kp sabiti igin 6(s) = kp — / K(s)ds seklinde bulunur. Yukarida elde ettigimiz C,
ve Cy degerlerini (5.0.12) da yerine yazdigimizda f ve g fonksiyonlarin &- = 1 i¢in

/

£(s) = K2 — K coth B(s), g(s) = —m, C(s) = (0,dsinh 6(s),d cosh O(s))
ve & = —1 i¢gin
f(s) = K>+« tanh 6(s), g(s) = _dc+h/9(s)’ C(s) = (0,dcoshB(s),dsinh O(s))

olur. Simdi, C nin Null oldugunu diistinelim. Yani & = 0 olsun. Bu durumda (5.0.15) deki
esitlikten ve & = 0 olmasindan dolay1 elde edilen Cs(s) = de™®) ile Cy(s) = de*")
esitliklerinin ortak ¢oziimiinden, kj sabit bir say1 olmak iizere 6(s) = Ky — / K(s)ds ile ¢ =0
icin

K./e:i:e(s)

d

olarak elde edilir.Boylece, C nin null olmayan veya null oldugu durumlar i¢in, silindirik yiizey

fls)=—Kk*£x, g(s) =

) C(S) — <O,d€i6(s)7j:d€i6(s) (S))

1 tipli Gauss doniisiimiine sahiptir. Yani
AN = fN +gC

esitligini saglayacak sekilde diferansiyellenebilir f ve g fonksiyonlar ile C sabit vektorii vardir.
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Onerme 5.0.1. Pseudo kiire S% veya hiperbolik uzay H* de bir kiiresel egri B(s) olsun. Bu
durumda B(s) kiiresel egrisinin sirastyla geodezik egriligi x,(s) ile egriligi k(s) ve torsiyon

T(s) olmak iizere asagidaki ifadelere sahip oluruz.

i) Eger B(s) bir spacelike egri ise,

K
2 _ 2 _ 8
Kg=1—K" ve T(s)—il_ng
dir.
ii) Eger B(s) bir timelike egri ise;
K/
2 .2 _ 8
K=Kk —1 ve T(s)_iH—Ké?

dir [22].
Ispat: B(s) spacelike bir egri olsun. B nin Frenet formiillerinden

<t7t> =1, <n7n> — <b7b> e <ﬁ7ﬁ> = _<g7g>

olur. Lemma (5.0.1) den

kn=1' = —eB — £K,8 (5.0.21)

ifadesine sahip oluruz. Bu ifade kendisiyle skaler carpilir ise
(kn,xkn) = € (B, B) +&°K; (g,2)

e*(B,B) —€°x, (B.B)
82 <B7ﬁ> (1_1(;)

olur ve buradan

K2 =1-k; (5.0.22)
elde edilir. Bu esitligin s ye gore tiirevi alinirsa
KK = —Kgky (5.0.23)

elde edilir. (5.0.21) deki esitligin tiirevini aldigimizda

/ !/ / / /
Kn+kn' =—¢eff’ —eK,8 — €Kgg

74



elde edilir. Bu esitlikte lemma (5.0.1) deki B’ =1, n’ = —exr + b ve g’ = —ek,t degerlerini

yukardaki esitlikte yerine yazdigimizda
K'n+ K(—&xt 4 th) = —€f — eK,8 + sxgt

esitligini elde ederiz. Yukaridaki esitlikte k'n+—ek’ + KTb = —et — eK,g + €kt elde edilir ve

K2=1- Kg oldugundan bu deger yerine yazildiginda x’'n+ —&(1 — ng)t +KTh = —¢&t — €K,g +

8Kg2t esitligi bulunur ve buradan xk'n+ k7h = —¢ K;,g dir. Bu ifade kendisiyle skaler ¢arpilir ise
(K'n+ kb, kK'n+ ktb) = € (K)8,K,8)

() (n,m) + K222 (b,b) = (k1) (2, 2)

elde edilir ve boylece B spacelike oldugundan € = 1 dir ve buradan

()"~ = (xg)”
veya )
Ke S;z,/’) £ (Ké)Z
ya da
() - = — ()

dir. Bu esitligin diizenlenmesi durumunda

K = (k)2 (2 + )

veya k2 = 1— Kg yani k% + ng = 1 oldugundan

K] K]
=+ 8 _4__ 8
4 K2 1—x7
olarak bulunur. 3(s) nin timelike bir egri olmasi durumunda da € = —1 olup ispati ayn1 sekilde

yapabiliriz.

Lemma 5.0.3. S? veya H? de B (s) pseudo kiiresel egrisinin sifirdan farkl jeodezik egriligi kq(s)
olsun. Bu durumda:

1- S% de B pseudo kiiresel egrisi i¢in ;

a) B spacelike iken M eliptik ya da hiperbolik koniksel yiizeydir.

b) B timelike iken M bir hiperbolik koniksel yiizeydir.
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2- H? de B pseudo kiiresel egrisi icin ;
a) B’ ve B" paralelleri ayni yone sahiplerse M hiperbolik koniksel yiizeydir

b) B’ ve B"” paralelleri zit yone sahiplerse M eliptik koniksel yiizeydir [22].

Teorem 5.0.2. M, Ef’ te bir koniksel yiizey olsun. Bu durumda M genellestirilmis 1-tipli Gauss

doniisiimiine sahiptir ancak ve ancak M asagidaki yiizeylerin bir acik parcasidir.

i) Bir Oklid diizlem

il) Bir Minkowski diizlem

iii) Birinci cesit bir hiperbolik koniksel yiizey
iv) Ikinci cegit hiperbolik koniksel bir yiizey
v) Eliptik bir koniksel yiizey

vi) o bir sabit vektir ve B(s) birim hizli kiiresel egri olmak iizere M regle yiizeyi

x(s,t) = ap+1B(s)

seklindedir. Burada B (s) egrisinin geodezik egriligi

1

%)= F Tt a)

seklindedir ve F bir fonksiyon ise as reel sabittir. [22].
Ispat: M, E f’ te bir koniksel yiizey olsun. Yiizeyin parametrik denklemi

x(s,t) =op+tB(s), sel, t>0

1d
olsun, dyleki ( B(s),B(s)) = ( B'(s),B'(s)) = +1 ve aq sabit bir vektordiir. e; = T vee=
S

d . . .

o olmak iizere {ej,eo} M iizerinde ortanormal bir ¢atidir. M nin N Gauss doniigiimii N =
ejN\e . v .

HITZH =ejNey, e; = (ej,e;), i=1,2ve ey = (N,N) = —¢€1& dir. Dogrudan bir hesaplama
e|1/\Nep

ile asagidaki esitlikleri elde ederiz.

= EN ENKo (S
Ve e = S tg( )

1K,

- 1 - ~ ~ -
N, Ve e = ;el, Ve,e0 =Vee1 =0, V, N = er, Ve,N =0

(5.0.24)
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Burada f3, S? veya H? de bir kiiresel egri olmak iizere bu egrinin jeodezik egriligi k,(s) =
(B(s),B'(s) AB"(s)) dir. (5.0.24) deki esitliklerden H ortalama egriligini
1 1 1 K, 1 K 1 K
H=-& (=De,N,e1) + 5 (=De,N,e2) = 58 <—Tg€1,€1> = —58175' (e1,€1) = —5817g

ve sekil operatoriiniin karesi [|Ay||* y1

ks (s)
|AN|]* = |-DeN||* = ==
t
olarak elde ederiz. Yani X
€1Kg(s Ky (5)
L W (5025)

dir. Eger k, = 0 ise, B(s) nin yz(veya xz) diizleminde dogrusal oldugu i¢in M bir Oklid veya

Minkowski diizlemin ag¢ik bir parcasidir.

Kabul edelimki B(s) nin geodezik egriligi k, # 0 ve M de genellestirilmis 1 tipli Gauss
doniisiimiine sahip olsun. (5.0.1), (5.0.2) ve (5.0.25) deki esitliklerinden

C1(s) — enCa(s) + €K (s)Cn(s) = 0, Cy(s) = Ci(s), Cy(s) = €1%5(5)Ci(s), (5.0.26)

€1%,(s) €15, (s K2(s
tgz = gCi, ti( ) =80y, &n gtz = f+engCn

elde edilir. Burada C = €;Cje; + £Crep + eyCyN olmak iizere C; = (C,ey), Co = (C,ez) ve
Cy = (C,N) dir. (5.0.26) nin yardimiyla g # 0 olmak iizere

C

(Ke(5)Cr) =0 = C, = 5.0.27
8-(k,(s)C2) 2= ) (5.0.27)
s . c L .. E1Kg(s)
esitilidi yazabiliriz. Burada c bir integral sabitidir. Bu nedenle C; = K—() degerini —z -
(s
gC, esitliginde yerine yazdigimizda
_aK (5.0.28)
et o
esitligi elde edilir. C(s) = Ci(s) ve Cy = K? ] esitliklerinden
(s
Ky
Ci=——7 (5.0.29)
Ke
_— 2ei(Kg)* — iy L
esitligi, C] = - ve C(s) — egCa(s) + €K, (s)Cn(s) = 0 esitliklerinden
g
cey (k'k, —2(x)? + egK2
oy — < (% Kig> 6%) (5.0.30)

8
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esitligi elde edilir. f fonksiyonunun (5.0.26), (5.0.28) ve (5.0.30) tarafindan belirlenmektedir.

Simdi ¢ = degerini (5.0.27) ve (5.0.29) de yerine yazdigimizda

Ke(s)

Cy=cp, Ci=c¢ (5.0.31)

esitlikleri elde edilir. (5.0.26) deki Cj(s) — €6Ca(s) + €xq(s)Cn(s) = O esitliginde (5.0.31)

1
deki C} = c¢”, C; = co ve ¢ = ) degerleri yerine yazdigimizda (5.0.32) deki birinci
g
1
esitlik, (5.0.26) de Cy(s) = €1k, (s)C1(s) esitliginde C; = c¢' ile ¢ = ) esitliklerini yerine
g s
yazdigimizda (5.0.32) deki ikinci esitlik elde edilir. (5.0.26) ve (5.0.30) dan
€ /

Cv=c(9?—evpe”), Cy= 1;:” (5.0.32)
elde edilir. Yukaridaki esitliklerden

09" + 0¢'¢" —2eng’ ¢’ —£20' =0 (5.0.33)

. . do
elde edilir. (5.0.33) denkleminde p = s alinirsa
s
d dp &
op (— ((pp—) —2enyQ — —) =0 (5.0.34)
de do %
elde edilir. ¢ > 0 olmas1 durumunda iki durum karsimiza ¢ikar.
Ispat:
1. Durum:
de : L S 1
p= i 0 olsun. kg jeodezik egriligi sifirdan farkl bir sabit olur. Gergektende @ = o (s)
s (s

icin do = — (o) =0, k,(s) = 0 ise K,(s) = ¢ dir. Bu nedenle Lemma (5.0.3) den dolay1 M

yiizeyi bir eliptik konik yiizey veya hiperbolik koniksel yiizeydir. Ayrica, eliptik bir koniksel

yiizey birinci ¢esit ve ikinci cesit hiperbolik bir koniksel ylizeydir.
2. Durum:

p= le—qo = 0 olsun. O halde
s

d dp &
% <(PP%) —2eNQ — 6 =0 (5.0.35)

dir. Bu ifadenin integralini aldigimizda bazi a; integral sabiti olmak iizere

dp 2 ai
— — —&lno=— .0.36
<de(p ENg” —&lngp = (5.0.36)
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esitligi elde edilir. (5.0.36) daki esitligin tekrardan integralini aldigimizda
PP =ailn@+ar+eye> + & (In@)? (5.0.37)

d
esitligi elde edilir. (5.0.37) esitliginde tekrar p = d_(p degerini yerine yazdigimizda
s

d 1
d—‘f =+ (a1 In@+a+eyg? + &(In)?)2 (5.0.38)
esitligi elde edilir ve bu esitlikten
d
4 — +ds (5.0.39)

1
(ajln@+ar+ey@?+&(Ing)?)2

1
yazilabilir. (5.0.39) deki y(¢) = (ajln@+ar+ en@? +ey(In q))z) 2 fonksiyonunun belirsiz

bir integral F (@) i¢in,
F(@)=+s+a; (5.0.40)

dir. Burada a3 bir integral sabitidir. Burada isaret ¢ nin tiirevinin isaretine gore belirlenir.

Buradan

1 1
Ky (s) = a7 e, s (5.0.41)

esitligini de yazabiliriz. Ayrica, (5.0.31) ve (5.0.32) den sabit C vektorii

C=c(e1@'e; +e0er+ (9> —eng9”) N) (5.0.42)
1
olarak elde edilir. Ayrica ¢(s) = o (s) degerini (5.0.42) da yerine yazdigimizda esdegeri olan
g S
Kl 1 eGKg(5)K! () — 2e6KL(5)% + K2 (s
Coe Kooy Lo, BRI () 280K() H15(9) (5.0.43)
Kz Ke Kg (5)

esitligini elde etmis oluruz. Tersine a ve b sabitler olmak iizere y(¢) fonksiyonu J C (0,0)
araliginda

1
y(t) = (alnt + b+ eyt* +en(Int)?) 2 (5.0.44)

olarak tanimlansin. Ayrica
F(t)= ({w(r)dt

diyelim. Eger F fonksiyonunun goriintii kiimesi / ile gosterilirse
F:J—1
F'(t) = y(r) yi saglayan artan bir fonksiyondur. Simdi

oi(s) = F’l(is—l—ag)
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olmak iizere @4 (s) : I — J, ¢_(s) : —I — J fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Burada —/ dan
kasdedilen —1 = {—s|s €I} dir. Bu durumda ¢ = ¢ fonksiyonu /+ iizerinde bir pozitif
fonksiyondur ve F (@) = +s+ a3 dir.

E? teki M koniksel yiizeyinin 8 birim hizli pseudo kiiresel egrisinin jeodezik egriligi K, (s) =

—— ve 0 sabit vektor olmak iizere ylizeyin parametrik denklemi

(s)
x(s,t) =op+1tB(s), s€l, t>0 (5.0.45)
o . L . K(s)
seklindedir. Sifirdan farkli bir ¢ degiskeni géz Oniine alindiginda, (5.0.26) deki &y 2= f+
2
1K
engCy esitliginde (5.0.28) deki g = % esitligi, (5.0.32) deki Cy = ¢ (¢* —en9@”) ve ¢ =
c
1 £1K2
o (s) esitlikleri yerine yazildiginda f fonksiyonunu, (5.0.28) deki g = ltzg esitlifinde ¢ =
(s c
1
o (s) ifadesini yerine yazdigimizda g fonksiyonunu
g S
1
f(s,0) = 20 (e19(s) 9" (s) + £20°(s) + ent?) (5.0.46)
€1
t)=———
g(s,1) Ctz(pz(s)

) . . . " 1d
olarak elde ederiz. M iizerinde ortonormal tanjant bir cati {eLez} olmak iizere ¢ = PR ve
s

d . )
e = o dir. M nin N Gauss doniisiimii N = e /A e olmak iizere C vektor alanini

C=c(e1@'ei +&20er+ (8N¢2—8N¢(p”)N) (5.0.47)

olarak elde ederiz. (5.0.33) ve (5.0.24) esitliklerini kullanarak

V., C=V,C=0 (5.0.48)

esitligi elde edilir. Bu C nin sabit bir vektor oldugu anlamina gelir. Ayrica M koniksel yiizeyinin
N Gauss doniigiimil i¢in

AN = fN +gC

esitli§i saglanmig olup f, g ve C sirasiyla (5.0.46) ve (5.0.47) de verilmistir. Bu M koniksel
ylizeyinin genellestirilmis 1 tipli Gauss doniisiimiine sahip oldugunu gosterir. Bu nedenle konik

yiizeyler i¢in iddiamiz ispatlanmis olur.

Teorem 5.0.3. E13 te genellestirilmis I-tipli Gauss doniisiimiine sahip teget acilabilir yiizey,

Oklid veya bir Minkowski diizlemin agik bir parcasidir [22].
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Ispat: M, E 13 te teget agilabilir bir yiizey olsun. Bu durumda, M yiizeyinin parametrik denklemi
x(s,t) = a(s) +ta'(s), sel, t#0

olmak iizere E; te sifirdan farkl birim hizli ot(s) egrisinin egriligi x(s) olsun. &(s) nin teget
vektorii, birim normal vektorii ve binormal vektorii 7, n ve b olmak iizere {t,n,b} Frenet ¢atisi

icin & = (t,t), & = (n,n), & = (b,b) olarak alalim. x in {x;,x, } dogal catis1 i¢in
Xg=t+Etk(s)n, x=0o(s)=t

x parametresi 1k (s) # 0 oldugundan diizenlidir. M nin {ey, e, } ortanormal catis1 i¢in €] = (ey,e;)
ve & = <ez,€2> dir.

d
e; = 5 =t (5.0.49)

g, Jd 4
e=——|=——=)=n
" tk(s) \9s o
Bu durumda, M nin N Gauss doniisiimii icin N = e; Aep =t An=b ve &y = (N,N) dir. Dogrudan
bir hesaplama yaparak,

- ~ B ~ en €17(s)
V. e1=V,e;=0, V,,e1 = —-er, Vo0 = —e| —
e1€1 e1€2 y Yer€l P 2y Vey€2 P 1 IK(S)

N (5.0.50)
elde edilir. Bu denklemlerden asagidaki esitlikler elde edilir. Yukaridaki bu denklemlerden

_ )
= 3] (5.0.51)
)

(s
i = (2

olarak bulunur. Simdi, teget acilabilir yilizey olan M nin genellestirilmis 1 tip Gauss doniisiimiine

sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda s ye bagh C;,C; ve Cy bilesenleri icin sabit vektor

C =¢€Cie1 + &Crey + eyCyN dir. C nin tiirevi alinir ve (5.0.50) denklemleri kullanilirsa

Cl—&x(s)C2 =0 (5.0.52)
Ch+ €1%(s)C) — enT(s)Cy =0 (5.0.53)
Cy+et(s)C, =0 (5.0.54)
(5.0.51) denklemlerinden
7(s)
—— = 5.0.55
lzK(S) gCl ( )
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()i e

eGT2(s)
2K (s)
ifadelerine sahip oluruz. (5.0.55) ve (5.0.56) denklemleri birlikte g6zoniine alinirsa

2(5)Co + & ( ( ;8 ) " t?é)) ) Ci=0 (5.0.58)

= f+engCy (5.0.57)

denklemleri veya buna denk olan

(82 (%) /cl + T(s)C2> tK(s) + &7(s)C; =0 (5.0.59)

denklemlerini buluruz. ¢ # 0 oldugundan, (5.0.59) ’dan itibaren asagidaki esitligi yazabiliriz.

& (%) Ci+1(s)C, =0 (5.0.60)

82T(S)C] =0

Son olarak, a(s) egrisinin 7(s) torsiyonunun sifirdan farkli oldugunu varsayalim. Bu durumda

J={s el 1t(s)+#0} kiimesi i¢in, (5.0.60) den C; = 0 ve C, = 0 dir. (5.0.53) "den Cy = 0 duir.
7(s)
2tk (s)

ve bu da 7 torsiyonun sifira esit oldugu anlamina gelir. Yani, J = {s € I 1 7(s) # 0} kiimesini bos

Boylece C =0 olur. (5.0.2) ve (5.0.51) den ortalama egriligi H = sabit oldugunu gosterir
kiime oldugunu gosterir ki bu da ¢eligkiye neden olur. Bu, « (s) egrisinin bir diizlemsel oldugu
ve dolayisiyla M yiizeyinin Oklid veya Minkowski diizlemin acik bir parcasi oldugu sonucunu

verir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.0.4. Minkowski 3-uzayi Ef’ te bir null scrool genellestirilmis [-tipli Gauss
doniisiimiine sahiptir ancak ve ancak Minkowski diizlemin bir parcast veya B — scroll bir

parcasidir [22].

Ispat: M, E} te a(s) null egri tarafindan iiretilen null scroll yiizey ve 8 (s), o boyunca null

vektor alan1 olsun. M nin parametrik ifadesi
x(s,t) = a(s)+1B(s) (5.0.61)

olarak verilsin. Burada (o', a’) = (B,B) =0 ve (o, B) = —1 dir. Genelligi bozmaksizin kabul
edelimki « egrisinin, parametresinin uygun bir sekilde degistirilmesiyle bu egrinin M null

scroll yiizeyinin bir jeodezik egrisi olsun. Yani tiim s ler igin (&/(s),B’(s)) = 0 olsun. Bu
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durumda o (s) boyunca pseudo-ortonormal ¢ati1 {a/(s), B(s),v(s) = a'(s) AB(s)} dir. u(s) ve

v(s) diferansillenebilir fonksiyonlarini

u(s) = (o (s),7(s)),  v(s)=(B(s),7(5))

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

J o (s) 0 0 u(s) | [d(s)
o Bs)|=1| O 0 —v(s)| | B(s) (5.0.62)
¥(s) —v(s) u(s) O 1(s)

diferansiyel denklem sistemine sahip oluruz. Dogrudan bir hesaplama yaparak, N Gauss
doniistimii

N =v(s)ta/(s) + y(s) (5.0.63)
seklinde elde edilir. N Gauss doniisiimiiniin Laplasyan1
AN =2 (V' (s)+ "’ (5)) ' (s) -+ 2u(s)v(s)¥(s) (5.0.64)

seklinde elde edilir. M nin genellestirilmis 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip oldugunu

varsayalim. Bu durumda
2V 42003 = fut +gCy, gCr =0, 2u(s)v(s) = f+ gCu (5.0.65)

elde edilir. Burada C = C1a’ + Cy3 + Cyvile C; = — (C,B), Co = — (C, ') ve Cy = (C,y) dir.
Diyelim ki (5.0.65) deki ikinci denkleminden g = O olsun. (5.0.65) deki birinci ve {iciincii
denklemlerden asagidaki esitligi elde ederiz.

v'+t(v3—v2 ):O

bu esitlikten v/ = 0 ve v?(v — u) = 0 anlamin1 ¢ikartiriz. Bu nedenle v # 0 sabiti igin v = u =
uo (# 0) dir. Sonug olarak f = 2u(2) yazabiliriz. Bu durumda N Gauss doniisiimiiniin Laplasyan

AN = ZM%N seklindedir, bu da M nin B-scroll oldugu anlamina gelir.
Simdi, & agik kiimesini diisiinelim. & ={q € M | g(q) # 0}

¢ nun bosg kiime olmadigini varsayalim. Bu durumda (5.0.65) in ikinci denkleminden &’ nun

bir 0 bileseni i¢in C; = 0 olur. C; = — (C, ') ve Cy = (C, ), s ye gore tiirevi alinirsa
—uCy =0, Cy=—uC (5.0.66)

elde edilirki, bu Cy iin &) iizerinde sabit oldugu anlamina gelir.
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1. Durum:
O tizerinde Cy = 0 olsun.

Bu durumda Cj, Ci = vCy icin sabittir. C; # 0 ise, (5.0.66) dan u = 0 dir. (5.0.65) in
ticiincii denkleminde, f = 0 olmalidir. Bdylece null scroll karakterize edilmis olur. Ger¢cekten
de o’ = 0 oldugundan o/ sabittir. Genellik bozulmaksizin &'(s) = (1,1,0) olarak diigiinelim.
B (s) = (A(s),B(s),C(s)) null vektor olsun. Burada A(s), B(s) ve C(s), s ye bagli fonksiyonlardir.
Bu durumda A? = B? 4 C? ye sahip oluruz. (a/,B) = —1 i¢in B = A — 1 elde ederiz ve
buradan B’ = A’ olur. (5.0.1) ve (5.0.64) dan u = 0 ve f = 0 olmas1 v = 0 oldugunu gosterir.
v(s) = (B(s),Y(s)) =A(s)C'(s) — B(s)C'(s) = C'(s), C'(s) = 0 oldugundan C sabitdir. C = —1
oldugunu diisiinelim. y(s) = o/ (s) A B(s) oldugundan y(s) = (1,1, —1) oldugunu sdyleyebiliriz.
A?>=B?+C?ve B=A—1olmas1 3 (s) = (1,0, —1) oldugu anlamna gelir. Bu nedenle, ¢ (0) =0
icin x(s,¢) = a (s) +1P (s) = (s+1,s,—t) olacagindan yiizey bir Minkowski diizlemdir. Boylece

M yiizeyi birinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine sahiptir.
2. Durum:
0O tzerinde Cy # 0 olsun.

Bu durumda # = 0 dir. O zaman (5.0.65) nin {i¢iincii denkleminden f = —gCy oldugunu
1
sOyleriz. Boylece AN = —gCy <N — FNC> dir. Yani M yiizeyi noktasal 1 tipli Gauss

doniistimiine sahiptir ve ayrica bir Minkowski diizlemdir.
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