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OZET
YUKSEK LISANS TEZi
MINKOWSKI UZAY-ZAMANDA BOUR TEOREMI VE GAUSS TASVIRI
YASIN KUCUKARIKAN

YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI: PROF. DR. MURAT BABAARSLAN
IKINCI DANISMAN: DR. OGR. UYESi BURCU BEKTAS DEMIRCIi

Bu tez calismasinda, Minkowski uzay-zamanda uzaysal ve zamanasal helikoidal
yiizeyler i¢in Bour teoremi calisilmistir ve Bour teoremine gore izometrik olan yiizey
ciftlerinin Gauss tasvirleri incelenmistir. Bu tez c¢alismasi, dort ana boliimden
olusmaktadir.

Birinci béliimde, donel yiizeyler ve onlarin bir genellemesi olan helikoidal
yiizeylerin 6nemi agiklanmistir. Ayrica Bour teoremi ile ilgili literatiirde yer alan
sonuclardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, bu tez ¢alismasinda kullanilan Minkowski uzay-zamanda egriler ve
yiizeyler ile ilgili bazi temel kavramlar verilmistir.

Ugiincii bdliimde, Minkowski uzay-zamandaki {i¢ tip uzaysal helikoidal yiizeyler
icin Bour teoremine goére izometrik olan donel yiizeyler elde edilmistir. Bu izometrik
yiizey ciftlerinden Gauss tasvirleri ayni olanlarin karakterizasyonu yapilmistir ve
parametrizasyonlar1 verilmistir. Ozel olarak, dik helikodal yiizeyler iizerine de ¢alisilmistir.
Ayrica, Bour teoremine gore izometrik olan yilizeylerin Gauss egriliklerinin ayni1 oldugu
gosterilmistir. Son olarak, ayn1 Gauss tasvirine sahip olan izometrik yiizey ciftleri i¢in
ornekler olusturulmustur ve Wolfram Mathematica 10.4 programu ile yiizeylerin grafikleri
¢izilmistir.

Dordiincii boliimde, ticilincii boliime benzer sekilde Minkowski uzay-zamanda dort
tip zamansal helikoidal yiizeyler iizerine c¢alisilmistir. Ancak, Minkowski uzay-zamanda
zamansal helikoidal yiizeyler uzaysal veya zamansal profil egrisine sahip olabileceginden
bu boliimde {igiincii boliimden farkli sonuglar elde edilmistir.
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ANAHTAR KELIMELER: Minkowski Uzay-Zaman, Bour Teoremi, [zometri,
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ABSTRACT
MASTER THESIS
BOUR THEOREM AND GAUSS MAP IN MINKOWSKI SPACE-TIME
YASIN KUCUKARIKAN

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: PROF. DR. MURAT BABAARSLAN
CO-SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. BURCU BEKTAS DEMIRCIi

In this study; Bour's theorem for helicoidal surfaces in Minkowski space-time is
studied and Gauss maps of isometric surface pairs are examined. This thesis consists of
four main parts.

In the first chapter, the importance of rotational surfaces and the importance of
rotational surfaces and helicoidal surfaces which are the generalization of them are
explained. In addition, the results in the literature related to Bour's theorem are mentioned.

In the second chapter, some basic concepts about curves and surfaces in Minkowski
space-time used in this thesis are given.

In the third chapter, isometric rotational surfaces according to Bour's theorem are
obtained for three types of spacelike helicoidal surfaces in Minkowski space-time. Under
the condition that the isometric surfaces have same Gauss map, the explicit
parametrizations are obtained. In addition, the reasons for the different Gauss maps of
some isometric surfaces are given. Specifically, it is studied on right helicodal surfaces. In
addition, it is shown that the Gauss curvature of the isometric surfaces according to Bour's
theorem is the same. Finally, concrete examples of isometric surfaces with same Gauss
map are given and the graphs of the surfaces were drawn with the Wolfram Mathematica
10.4 program.

In the fourth chapter, similar to the third chapter, four types of timelike helicoidal

surfaces in Minkowski space-time are studied. However, in Minkowski space-time,
because timelike helicoidal surfaces can have a spacelike or timelike profile curve,
different results are obtained in this section than in the third section.
In the fourth chapter, similar to the third chapter, four types of timelike helicoidal surfaces
in Minkowski space-time are examined. In Minkowski space-time, however, different
results are obtained in this chapter than in chapter three, as timelike helicoidal surfaces can
have a spacelike or timelike profile curve.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

[E3
E3
[E4-

Aciklamalar

: Euclid 3-uzay1

: Minkowski 3-uzay1

: Euclid 4-uzay1

: Minkowski uzay-zaman

: Reel sayilar kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi

: Skalar carpim

: Norm

: Profil egrisi

: Diizlem

: Hiperdiizlem

: Helikoidal ylizey

: Donel ylizey

: Oteleme ekseni

: Indirgenmis metrik

: Birinci temel form katsayilari
: Ikinci temel form katsayilar:
: Ortalama egrilik vektorii

: Ortalama egrilik vektoriiniin bileseni
: Gauss egrilik

: Yiizeyin normali

: Wedge carpimu

: Gauss tasvi

: Grasmaniyen manifoldu



1. GIRIS

Giinliik hayatta, yiizey ornekleri ile sik¢a karsilasilmaktadir. Bu 6rneklerden bazilari,
balonlar, i¢ lastikler, teneke kutular1 ve sabun filmleridir (Oprea, 1997). Bu yiizeylerden en
bilinen bir taneside donel yiizeylerdir. Donel ylizeyler, fizik ve miithendislikte ve geometrik
modellemede kullanilirlar. Teneke kutulari, donme dolaplar, bardaklar, mobilya ayaklari
birer donel vyiizey Ornegidir. Helikoidal yiizeyler, donel yiizeylerin dogal bir
genellemesidir. Bu nedenle, dogada, bilimde ve miihendislikte sik sik helikoidal yiizeylerle
karsilagilmaktadir. Sarmasik bitkileri, helikoidal yollar ve merdivenler, helikoidal
konveyorler, otopark rampalari, helikoidal demiryollari, yiiriiyiis yollar1 ve yaya kopriileri,

helikoidal kuleler, gokdelenler ve kanallar birer helikoidal yiizey 6rnegidir (Babaarslan ve

Yayli, 2015).

Literatiirde 3-boyutlu farkli c¢evreleyen uzaylardaki, helikoidal yiizeyler ile ilgili
onemli sonuglar iceren bircok ¢alisma yer almaktadir. Bu ¢aligmalarin bazilari Do Carmo
ve Dajczer, 1982; Baikoussis ve Koufogiorgos, 1998; Beneki, Kaimakamis ve
Papantoniou, 2002; Ji ve Hou, 2005; Choi, Kim ve Park, 2009; Choi, Kim, Liu ve Yoon,
2010; Kim ve Turgay, 2013; Lopez ve Demir, 2014; Babaarslan ve Yayl, 2015;
Babaarslan ve Kayacik, 2017, 2020 seklindedir. Bu sonuc¢lardan en bilinenlerden bir tanesi,
tek parametreli izometrik ve minimal yiizeyler ailesinden olan dik helikoid ve katenoid
arasindaki iligkinin genellemesi olan Bour teoremidir. Bour teoreminin ifadesi asagidaki

sekilde verilir:

Bour Teoremi: Genellestirilmis helikoid tizerindeki helisler, donel yiizey iizerindeki

paralel cemberlere karsilik gelecek sekilde bir genellestirilmis helikoid bir dénel ylizeye
izometriktir (Bour, 1862).

E3 uzayinda Bour teoremine gore izometrik olan helikoidal ve dénel yiizeylerden
ayn1 Gauss tasvirine sahip olanlarin parametrizasyonlarini elde edilmistir (Ikawa, 2000).
E3 uzayinda helikoid yiizeylerin Gauss tasvirleri ve Bour teoremi iizerine calisilmistir
(Giiler, Yayl ve Hacisalihoglu, 2010). Ayrica, E3 uzaymda helikoidal yiizeyler iizerinde
Bour teoremi incelenmistir (Giiler ve Yayli, 2015). Bour teoreminden yararlanarak verilen
helikoidal ylizeye izometrik iki parametreli helikoidal yiizey ailesinin var oldugunu
gostermislerdir ve boylece sabit ortalama egrilikli helikoidal yiizeylerden elde edilen

Delaunay ylizeyleri iizerine ¢alisilmistir (Do Carmo ve Dajczer, 1982).



E3’e paralel olarak, E3’de dénme ekseni uzaysal, zamansal ve 1siksal olan
yiizeylerin profil egrilerini de uzaysal ve zamansal alarak helikoidal yiizeyler {lizerinde
Bour teoremi ¢alisilmis ve Bour teoremine gore izometrik olan helikoidal ve donel yiizey
ciftlerinden ayn1 Gauss tasvirine sahip olanlarin karakterizasyonunu verilmistir (Ikawa,
2001). E3 uzaymda dénme eksen ve profil egrisi ciftinin sirasiyla (1siksal, uzaysal) ve
(1s1ksal, zamansal) yiizey tipleri i¢in Bour teoremini c¢aligilmistir. Ayrica, Bour teoremine
gore izometrik ve ayni Gauss tasvirine sahip olan yiizey ciftleri bulunmus ve ornekler
verilmistir (Giiler ve Vanli, 2006). E*’de helikoidal yiizeyler i¢in Bour teoremini
calismistir ve izometrik ylizey ciftlerinin ayni Gauss tasvirine olmasi durumunda

hiperdiizlemsel ve minimal olduklarini ispatlamislardir (Hieu ve Thang, 2017).

1907 yilinda Minkowski tarafindan 6zel gorelilik kuraminda uzay-zaman i¢in model

olarak onerilen Minkowski 4-uzay1 veya Minkowski uzay-zaman kavrami, Einstein'in 6zel
gorelilik kuramiyla giiglii bir sekilde iliskilidir (Ratcliffe, 2006). Metrik, ag1 ve
pargaciklarin hareketleri kavramlarin farkli olmasindan dolayr Minkowski uzay-zaman,

Euclid 4-uzayindan daha karmasik ve zengin geometrik yapiya sahiptir (Babaarslan ve
Kayacik, 2020). Minkowski uzay-zamanda 3-tip helikoidal ylizeyin parametrizasyonu

verilmistir (Babaarslan ve Sonmez, 2021).

Bu tez ¢aligmasinda, Minkowski uzay-zamandaki 3-tip uzaysal ve 4-tip zamansal
helikoidal yiizeyler iizerinde Bour teoremi calisilmistir. Boylece, Bour teoreminin, 3-
boyutlu Minkowski uzayindan Minkowski uzay-zamana bir tiir genellemesi elde edilmistir.
[zometrik yiizey ¢iftlerinin ayn1 Gauss tasvirine sahip olma durumunda hiperdiizlemsel ve
minimal olduklar1 gdsterilmistir. Daha sonra ayni1 Gauss tasvirine sahip olan ylizeylerin
parametrizasyonlar1 verilmistir. Ozel olarak, Bour teoremi dik helikoidal yiizeyler i¢in de
calisilmistir. Elde edilen sonuglar i¢cin, Wolfram Mathematica 10.4. programi kullanilarak
ornekler olusturulmustur. Ayrica, helikoidal ylizeylerin ve Bour teoremine gore izometrik
olan donel yiizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri hesaplanmistir ve bu ylizey ¢iftlerinin
ayni Gauss egriligine sahip oldugu gosterilmistir. Boylece, Gauss Egregium teoreminin

gerceklendigi gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, Minkowski uzay-zaman’da egriler ve yiizeyler teorisi ile ilgili temel

kavramlar ve helikoidal yilizeylerin parametrizasyonu verilecektir.

Tammm 2.1. V bir reel vektor uzayr olmak iizere (-,-):VxV — R seklinde tanimlanan
simetrik, bilineer ve dejenere olmayan doniisiime V {lizerinde skalar carpim denir. V
uzayindaki v vektoriine (v,v) >0 ya da v =0 ise uzaysal, (v,v) <0 ise zamansal,

(v,v) = 0 ve v # 0 ise 1s1ksaldir denir (O’Neill, 1983).

E*{izerindeki 1 indeksli kanonik (,) skaler carpimi u = (uj, Uy, Uz, Uy) VE V=

(v, v, v3,v,) vektorleri i¢in

(w,v) =uv; + Upyv, + U3z — Uy 2.1
olarak tanimlanmak iizere, (E*,(,)) uzayina 4-boyutlu Minkowski uzay-zaman denir ve E7 ile

gosterilir.
Tanim 2.2. E} uzayinda v vektdriiniin normu ||v|| = 1/ |{(v, v}| seklindedir.

Tanmm 2.3. E] uzaymdaki x ve y vektorleri arasindaki ag1 sirasiyla:

i. x ve y uzaysal vektorleri arasindaki a¢1 6 € [0, ] olmak tizere, Minkowski uzaysal

agist:

xy) = llxllllyll cos 6 (2.2)
esitligiyle verilir.
ii. x ve y uzaysal vektorleri arasindaki agi 6 € R* olmak lizere, Minkowski zamansal

agist

|(x, v = lIxllllyll cosh & (2.3)
esitligiyle verilir.
iii.x zamansal ve y uzaysal vektorleri arasindaki ag1 8 € R*U{0} olmak iizere, Minkowski

zamansal agis1

|(x, ¥} = llx[lllyll sinh & (2.4)
esitligiyle vertilir.
iv. x ve y zamansal vektorleri arasindaki ag1 & € R™ olmak {izere, Minkowski zamansal

agist



x,y) = lixllllyll cosh & (2.5)
esitligiyle verilir (Ratcliffe, 2006).

Tanmmm 2.4. I, R’nin bir acik aralign olmak iizere, a:l - E] biciminde a’nin her

mertebeden tiirevi var ve siirekli ise a’ya [E7 ’te bir egri denir.

Tamm 2.5. a: I - E] olmak iizere a'(t)’ye a’nin teget vektorii denir. Ayrica a(t) nin her
noktasinda a'(t) # 0 ise a(t)’ye dizgiin egri denir. Her t € I i¢in a'(t) uzaysal ise a
uzaysaldir, a'(t) zamansal ise @ zamansaldir ve a'(t) 1siksal ise a 1siksaldir (O’Neill,

1983).

Tanim 2.6. C c E3’te dejenere olmayan ve sifirdan farkli sabit egrilikli bir cember ve P,
icerisinde ¢emberler iceren bir diizlem olsun. @ c¢emberleri sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir:

o P={x; =0} ise P dizlemi uzaysaldir. P uzaysal diizleminde a(s)=p +
r(coss,sins,0) ile verilen C egrisi E3’te merkezi p olan ve r yarigaph bir

Euclidyen ¢cemberdir.

e P={x; =0} ise P diizlemi zamansaldir. P zamansal diizleminde a(s) =p +
r(0,sinhs,coshs ) ile verilen C egrisi E3’te merkezi p olan ve r yarigapl bir
uzaysal hiperboldiir veya a(s) = p + r(0, cosh s, sinh s ) ile verilen C egrisi E3’te

merkezi p olan ve r yarigapli zamansal hiperboldiir.
o P={x,—x3 =0} ise P dizlemi 1siksaldir. P 1giksal diizleminde a(s) =p +
(s,rs?,rs?) ile verilen C egrisi E3’te merkezi p olan ve 7 yarigaph bir uzaysal

paraboldiir (Kaya ve Lopez, 2022).

Tamm 2.7. E uzayinda {u, v} koordinat sistemi ile X: D ¢ R? — E7 diizgiin parametrik
yiizeyi verilsin. Burada, D, R?'nin acik bir alt kiimesidir. Bu durumda, X yiizeyinin p =
X (u, v) noktasindaki teget diizlemi X,, ve X, vektorleri tarafindan olusturulur. X yiizeyinin

birinci temel formunun katsayilari

gi1 = (X, Xy g12 = 921 = (X, Xp) G22 = (Xp, Xp) (2.6)

ile verilir. Burada, X, ve X,, ile X yiizeyinin u ve v parametrelerine gore kismi tiirevi

gosterilmektedir. Boylece, X ylizeyine indirgenmis g metrigi

g =ds? = gy du® + 2g,,dudv + g,,dv? 2.7)



ile verilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.8. E] uzayinda, W = det(g) = g11922 — 912> seklindedir. Eger W > 0 ise X
ylizeyi uzaysal ve eger W < 0 ise X ylizeyi zamansaldir. AyricaWW = 0 ise X yiizeyi

dejeneredir. Bu tez ¢alismasinda dejenere olan yiizeyler caligilmamaistir.

Tamm 2.9. ET uzayinda, e;, e, vektorleri X e teget ve Ny, N, vektdrleri X’e dik olmak
tizere, {e;, e,, N;, N,} lokal ortonormal bazi gbzoniine alinsin. Bu durumda, X yiizeyinin

N;, (i = 1,2) vektorlerine gore ikinci temel form katsayilari

bi'l = (Xuw Ny), biz = bél = (Xup, Ni), béz = (Xyp, Ny) (2.8)

ile hesaplanir (O’Neill, 1983).

X yiizeyinin E7 uzayindaki ortalama egrilik vektorii H asagidaki sekilde verilir.

H = ElHlNl + €2H2N2. (29)

bi1922—-2bi3912+b}2911
2w

Burada i = 1,2 olmak lizere H; = seklindedir. Ayrica, X yiizeyinin

Gauss egriligi K

K= €1(bi1b3; — (b12)?) + €, (b1 b3, — (b1,)?) (2.10)
B w

ile verilir. Burada, €; = (N1, N;) ve €, = (N,, N,) dir. X’in ortalama egrilik vektori H sifir
ise X’e minimal (maksimal) yilizey denir. X ’in Gauss egriliginin sifir olmast durumunda X
yiizeyi diiz (agilabilir) diir. Ayrica, X’in ortalama egrilik vektorii H # 0 1siksal ise, X

yiizeyine marjinlerde sikigsmis yiizey (ing. marginally trapped surface) denir.

Tamm 2.10. G (2,4) Grasmaniyen manifoldu, E} uzayinda orijinden gegen yonlendirilmis
biitiin 2-boyutlu diizlemlerin olusturdugu uzaydir. EF uzayinda orijinden gegen
yonlendirilmis 2-boyutlu diizlemler, birim 2-vektorler yardimiyla tanimlanabilir. 2-
vektorler, A2 Ef uzayinin elemanidir, yani vektdrlerin wedge ¢arpimi (A) yardimiyla elde
edilir. Gauss tasviri ise, X yiizeyinin her noktasma X’in E uzaymdaki yonlendirilmis teget
uzayin karsilik getiren bir tasvirdir. Dolayisiyla {eq,e,}, X ylizeyinin ortonormal teget

catis1 oldugundan Gauss tasviri v



@.11)
v(p) = (e; Aey)(p)

seklinde tanimlanir (Chen ve Piccinni, 1987). Ayrica, X ylizeyinin ortonormal teget catisi
yardimiyla tanimlanan Gauss tasviri, ylizeye ait normal vektorleri de kullanilarak
tanimlanabilir. Burada e; ve e, teget vektorler ve X ylizeyinin uzaysal veya zamansal

oldugunda bu vektorlerin esitlikleri sirasiyla;

1 1
e = —Xy, g = ——=(911Xy — 912Xu)
V911 : Wg11 ’ :

ve (2.12)

€ = Xy, € =

1 1
——— ————— 911Xy — 912X4)
v €d11 V—EWg11 ’ “

seklindedir. X yiizeyinin uzaysal veya zamansal oldugunda Gauss tasviri

1
v=—=X, ANX,

VW

veya

€
V=== XA X, (2.13)
seklinde tanimlanir. Burada € = (e;,e;) = —(e,, ;) dir. Bu tez ¢alismasinda Gauss tasviri,

yiizeyin teget vektorleri yardimiyla elde edilmistir.

Tanmm 2.11. 1 C [E‘ll olmak tizere I1 hiperdiizleminde, §:1 — IT egrisi diizgiin bir egri
olsun. P, T hiperdiizleminde 2-boyutlu bir diizlem olmak iizere, f profil egrisinin P
diizlemi etrafinda déndiiriilmesiyle olusan yiizeye E7 uzayinda bir dénel yiizey denir. 8
profil egrisi P diizlemi etrafinda dondiiriildiigiinde es zamanli olarak donme hiz1 ile orantilt
olacak sekilde P diizlemine paralel bir [ ekseni boyunca &telenirse olusan yiizeye EF’ de
helikoidal yiizey denir. Ayrica Ef uzayinda uzaysal, zamansal ve dejenere diizlemleri sabit
birakan eliptik, hiperbolik ve parabolik donme olarak isimlendirilen ii¢ tip donme matrisi
vardir. Bu donme matrisleri kullanilarak asagidaki sekilde dort tip helikoidal yiizey

parametrizasyonu verilir.

E? uzaymnin standart ortonormal bir bazi {n;,1,,13,14} olsun. Burada, n, = (1,0,0,0),

n, = (0,1,0,0), n; =(0,0,1,0) ve n, = (0,0,0,1) scklindedir. P;, {ns,ms} vektorleri
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tarafindan gerilen zamansal 2-diizlem, I1;, {n4,m3,7n4} vektorleri ile iretilen bir
hiperdiizlem ve [, {n4} vektori tarafindan iretilen bir dogru olsun. fy:1 = I1; C
E?, B (w) = (x(w),0,z(w), w(w)) ise I1; hiperdiizleminde uzanan diizgiin regiiler bir egri
olsun. Burada, I € R ve x(u) # 0 dir. 0 < v < 27 ve A € R* olmak {lizere, B, egrisinin,
P; zamansal diizlemini sabit birakan donme ve [; dogrusu boyunca 6telenmesi sonucunda

olusan X; helikoidal yilizeyinin parametrizasyonu

X, (u,v) = (x(u) cosv,x(u) sinv, z(u),w(u) + Av) (2.14)

seklindedir. X; yiizeyi, Ef uzayinda 1. tip helikoidal yiizey olarak isimlendirilir. Eger w
fonksiyonu sabit ise X; yiizeyine I. tip dik helikoidal yiizey denir. Ayrica, z fonksiyonun
sabit olmas1 durumunda, X;, [E3 uzaymnda bir helikoidal yiizeydir (Babaarslan ve Sénmez,

2021).

Not 2.1. A = 0 oldugunda, X; helikoidal yiizeyi E7 uzayindaki eliptik tip donel yiizeye
doniigiir (Dursun ve Bektas, 2014; Bektas ve Dursun, 2015).

P, , {n1,m,} vektorleri tarafindan tiretilen uzaysal 2-diizlem, 1,4, {n1, M2, N4} vektorleri ile
tiretilen bir hiperdiizlem ve [,, {n;} vektori tarafindan iiretilen bir dogru olsun. f,,:1 =
H,, C Ef, Brg(u) = (x(u),y(u), O,W(u)) ise I1,, hiperdiizleminde uzanan diizgiin
regiiler bir egri olsun, Burada, ] € R ve w(u) # 0 dir. v € R ve A € R* olmak iizere, S5,
egrisinin, P, uzaysal diizlemini sabit birakan donme ve [, ekseni boyunca &telenmesi

sonucunda olusan X, helikoidal ylizeyinin parametrizasyonu

Xoa(u,v) = (x(u) + Av, y(uw), w(u) sinh v, w(u) cosh v) (2.15)

seklindedir. X, yiizeyi, Ila. tip helikoidal ylizey olarak isimlendirilir. Eger x fonksiyonu
sabit ise X,, ylizeyine Ila. tip dik helikoidal yiizey denir. Ayrica, y fonksiyonun sabit
olmasi durumunda, X,,, E3 uzayinda bir helikoidal yiizeydir (Babaarslan ve Sénmez,

2021).

Not 2.2. A = 0 oldugunda, X,, helikoidal yiizeyi E7 uzayindaki hiperbolik tip dénel
yiizeye dontisiir (Dursun ve Bektas, 2014; Bektas ve Dursun, 2015).

P, , {n1,m,} vektorleri tarafindan tiretilen uzaysal 2-diizlem, I}, {n;1, N2, N3} vektorleri ile
tiretilen bir hiperdiizlem ve [,, {n;} vektorii tarafindan iiretilen bir dogru olsun. Sy5: 1 —

Hy, € EY, Bop(w) = (x(uw),y(w),z(u),0) ise, I,, hiperdiizleminde uzanan diizgiin
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regiiler bir egri olsun, Burada, I € R ve z(u) # 0 dir. v € R ve 1 € R* olmak iizere,
egrisinin, P, uzaysal diizlemini sabit birakan donme ve [, ekseni boyunca Gtelenmesi

sonucunda olusan X, helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu

Xop(u,v) = (x(u) + Av, y(u), z(u) cosh v, z(u) sinh v) (2.16)

seklindedir. X, yiizeyine, Ef uzayinda IIb. tip helikoidal yiizey denir. Eger x fonksiyonu
sabit ise X,, ylizeyine IIb. tip dik helikoidal yiizey denir. Ayrica, y nin sabit olmasi
durumunda X,,, E3 uzayinda bir helikoidal yiizeydir.

Not 2.3. A = 0 oldugunda, X, helikoidal yiizeyi Ef uzayindaki hiperbolik tip donel

yiizeye doniislr.

E? uzayinin {ny,1,,13,1m4} seklindeki standart ortonormal bir bazi kullanilarak, Ef uzay

icin {ny,n,, 3,84} yari-ortogonal bazi tanimlanir. Burada, &; = \/%(7]4 —1n3) ve & =

\/%(773 +n,) dir. P;, {n;, &} vektorleri tarafindan tretilen dejenere 2-diizlem, II5,

{n1, &3, &4} vektorleri tarafindan {iretilen bir hiperdiizlem ve [, {§3} vektorii ile iiretilen bir
dogru olsun. Ef uzaymdaki P; dejenere diizlemini sabit birakan T3 doniisiimii T5(n,) =
1, Ts(2) = 1, +V20E;, T3(&) =& ve T3(8s) = V2vun, + v2&; + &, ile tammlanir.
T; déniisiimii ortogonaldir. B3:1 - I3 € Ef, B3(u) = x(w)n, + z(w)& + w(w)&,, I,
hiperdiizleminde uzanan diizgiin regiiler bir egri olsun. Burada, I € R ve w(u) # 0 dur.
v € R ve A € R* olmak iizere, B4 egrisinin, P; dejenere diizlemini sabit birakan donme ve

[ ekseni boyunca oteleme ile elde edilen X3 helikodal yilizeyinin parametrizasyonu

X;(u,v) = x(Wn, + V2uvwWn, + (z(w) + v2w) + )& + ww)i, (2.17)

seklindedir. X5 yiizeyi, Ef uzayimnda III. tip helikoidal yiizey olarak isimlendirilir. Eger w
fonksiyonu sabit ise X3 yiizeyine, III. tip dik helikoidal yiizey denir (Babaarslan ve
Sénmez, 2021).

Not 2.4. A = 0 oldugunda, X5 helikoidal yiizeyi E] uzayindaki parabolik tip donel yiizeye
dontisiir (Dursun ve Bektas, 2014; Bektas ve Dursun, 2015).



3. MINKOWSKI UZAY-ZAMANDA UZAYSAL HELIKOIDAL
YUZEYLER

Bu boliimde, ilk olarak sirastyla 1. tip, Ila. tip ve III. tip uzaysal helikoidal
yiizeylerin ortalama egrilikleri ve Gauss egrilikleri elde edilecektir. Bu ylizeylere Bour
teoremine gore izometrik donel yiizeyler arastirilacaktir. Gauss tasvirleri ayni olan
izometrik ylizeyler siniflandirilacaktir. Helikoidal yiizeylerin, dik helikoidal olup olmama
durumu incelenecektir. Ayrica izometrik yiizeylerin Gauss Egregium teoremini sagladigi

gosterilecektir. Son olarak sirastyla biitiin tipler i¢in birer 6rnek olusturulacaktir.
3.1. Minkowski Uzay-Zamanda I. Tip Uzaysal Helikoidal Yiizeyler

E? uzayinda, (2.14) denklemiyle verilen L tip helikoidal yiizey X;’in parametrik
denkleminin sirasiyla u ve v’ye gore kismi tiirevleri alinarak asagidaki esitlikler elde

edilir.
X1, = (x'(Wcosv, x' (W)sinv, z'(w), w'(w)) ve X;, = (—x(w)sinv, x(u)cosv, 0, 1).
Boylece helikoidal yilizeyin birinci temel form katsayilari,

g1 =2 W) + 27 (W) —w'? (W), g = —Aw'(w) ve gy = x%(u) — A2 (3.1.1)
seklinde elde edilir. X; helikoidal yiizeyin uzaysal olmasi i¢cin her u € ] € R i¢in W =

(x2(u) — 22)(x"* (W) + z"* (W) — x2(W)w'* (W) > 0 olmalidir.

E? uzaymda e; ve e, vektdrleri X;’e teget ve N;, N, vektdrleri X;’e normal olacak
sekilde X; wuzaysal helikoidal yilizeyi iizerinde tanimli {eq,e,, N;,N,} seklinde

yonlendirilmis bir ortonormal cat1 alani

S T 3.1.2
e = Nk e = \/ﬁ(gnxhj - 912X1u), ( )
N; = ﬁ(z’cosv,z’sinv, —x',0), (3.1.3)
1 ror 2 2 . roor o,
7 =———————(xxwcosv—A(x Z )sinv, xx w sinv
N ( Ax +z)

W’ +2% (3.1.4)

/2 /2 ! ! /2 /2
+A(x +z )cosv,xzw,x(x +2z))

olarak segilebilir. Burada (eq,e;) = (e,, e;3) = (N, N;) = —(N,, N;) = 1 seklindedir.



Gerekli hesaplamalar yapilarak, X; uzaysal helikoidal yiizeyine ait ikinci temel form

katsayilari:

n_r r,r !
bh === /—Z — b%z = b%1 =0 b%z = _—/—xz

2 b 9
x'?+z!? x'?+z'?
3.1.5
bZ _ x(wl(xlxn+ZIZH)_WH(x12+Z/2)) bz _ b2 _ A’V 2472 b2 _ 2x'w' ( )
11 — > Y12 — M21 — W > U2 — ™

/W(x’2+z’2) JW(x'Z"'Z'Z)

seklinde elde edilir. ikinci temel form katsayilar1 gdz dniinde bulundurularak, X; uzaysal

helikoidal yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri H;** (i = 1,2) sirasiyla,

1
B = (G2 =)z —x'2") — 2z (x* + 2% = w'?)) (3.1.6)
1 ) 12
2WAN X"+ 2z
ve
1
H)' = (w222 =3 (6" + 2'7) + 2Px'w

2Wax'? + 22 (3.1.7)

—x(x2 - 12)(XI(XIW” i x”w’) + ZI(ZIWII _d Z”W’))
elde edilir. Ayrica (3.1.5)’deki esitlikler kullanilarak, X; uzaysal helikoidal yiizeyinin

Gauss egriligi K*1,

1 ! ron " ! ! n r r " r r r
K* = W(xz (x? —/12)(xz —xz)+x3w(xw —xw )+/'12xz(x2 +Zz)) (3.1.8)

olarak hesaplanir.

X, uzaysal helikoidal yiizeye Bour teoremine gore izometrik olan donel yiizeyler asagidaki

teorem yardimiyla belirlenecektir.

Teorem 3.1.1. Ef uzayinda (2.14) ile verilen X, uzaysal helikoidal asagidaki uzaysal dénel

yiizeylerden birine izometriktir:

i)
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_w/xZ(u) — 12 cos <v —f %du)
Vx2(u) — A2 sin <v — %du)

a(uw)x(u)x'(u) it (3.1.9)

VxZ(u) — A2

b(w)x(u)x'(u) i

J VxZ(u) — A2

oyleki, X; uzaysal helikoidal yiizey iizerindeki helisler, R1 uzaysal donel yiizey iizerindeki

Ri(u,v) =

parallel ¢emberlere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) asagidaki esitligi saglayan

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

x2(W)(2"2(w) — w2@W)) — 22(x"2(w) + 22 (w)) (3.1.10)

a?(u) = b*(w) = IAZ)

ii)

a(u)aQx (u) 4

Jx2(u) — 22

b(w)x(w)x'(uw) dad
Ri(w,v) = s 3.1.11)
Jx2(w) — AZsinh (v — %du) o
Vx2(u) — A2 cosh (v - %da)_

oyleki, X; uéaysal helikoidal yiizey tizerindeki helisler, R? uzaysal donel yiizey tizerindeki

parallel hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) asagidaki esitligi saglayan

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

x2(w)(2x" (W) + 2% (W) — w2 (W) — 22(x"?(w) + z"*(w)) .

x?(u)x'?(u)
Burada, her u € I c Ri¢in, x'(u) # 0 dir.

a’(u) + b?3(u) = (3.1.12)

Ispat. E} uzayinda (2.14) denklemi ile verilen X; uzaysal helikoidal yiizeyi ele almsin.

(3.1.1) denklemi kullanilarak X; uzaysal helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigi

dS)2(1 = (x’z(u) + Z’Z(u) - le(u)) du? — ZAW’(u)dudv + (xZ(u) _ Az)dvz (3.1.13)

seklindedir. X; uzaysal helikoidal yiizeyi lizerinde helislere ortogonal olan v-parametreli

bir egri yardimiyla
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—w'(wWdu + (x?(u) — 1*)dv = 0. (3.1.14)
denklemi elde edilir. Ayrica (3.1.14) denklemi ¢oziiliirse;

Aw'(u)
v = J.mdu+cl (3115)

elde edilir. Burada c; keyfi sabittir. Burada c; yerine v alinarak

_ Aw’ ()
U=U—fmdu (3.1.16)

bulunur. (3.1.16) denkleminin her iki tarafinin u ya gore tiirevi alinarak

o AW (3.1.17)
dv—dv+mdu

esitligi elde edilir. (3.1.17)’deki esitlik (3.1.13) denkleminde yerine yazilarak X; uzaysal

helikoidal ylizeyin indirgenmis metrigi asagidaki gibi yeniden yazilir:

(3.1.18)

2w’ W)
x2(u)—A2

s}, = (2@ + 22 = w'*(w - )du? + (2 ) — 2.

E} uzaymnda X; uzaysal helikoidal yiizeyde her u € I € R igin W > 0 oldugu igin

x%(u) — A2 > 0 olmalidur.

X, uzaysal helikoidal yiizeyine izometrik yiizeyleri bulmak i¢in asagida sirasiyla Ry, R, ve

R donel yiizeylerin yer vektorleri verilir.

I. Durum: E} uzayinda yer vektdrii asagidaki sekilde verilen R; uzaysal donel

yiizeyi gbz Oniine alinsin.

Ry (k,t) = (n(k)cost, n(k)sint, s(k),r(k)). (3.1.19)

Bu ylizeyin indirgenmis metrigi

dsh, = (7'12 (k) + s%(k) — 1"2(k))dk2 + n2(k)dt? (3.1.20)
seklindedir. R, donel yiizeyi uzaysal oldugundan n?(k) + $2(k) — 72(k) > 0’dir. Burada
n(k) > 0’dir. Bu durumda (3.1.18) ve (3.1.20) denklemleri karsilastirilarak, v=t, n(k) =

Vx2(w) — 2% ve
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22w'?(w)

(R2(k) + 52 (k) — 72 (k))dk? = (x’ W +2z" W —w(u) - 200 — 12

)du2 (3.1.21)

s’ (u) ve
n’(u)

seklinde alinarak, X; ve R, yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) =

b(u) = = (u; seklinde tanimlanirsa (3.1.21) denkleminden (3.1.10) esitligi elde edilir.

Boylece

s(u) = fa%) du ver(u) = f% (3.1.22)
bulunur. Sonug olarak, (3.1.9) denklemi ile verilen uzaysal dénel yiizey Rf, (2.14) ile
verilen uzaysal helikoidal yiizey X;’e Bour teoremine gore izometriktir. uy keyfi bir sabit
olmak tizere, X; uzaysal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X;(u,, v) olacak sekilde bir helis
ele alinsin. X; uzaysal helikoidal yiizeyi iizerindeki X;(ug, v) helisleri, R} uzaysal dénel

yiizeyi lizerindeki paralel ¢cemberlere karsilik gelir. Bu ¢emberler, c; ve ¢, keyfi sabitler
olmak iizere {x3 = c3, x, = c,} diizleminde yatan ve /x§ — A2 yarigapl gemberlerdir ve

parametrizasyonu Ri (uy, v) = (w/xg — A2 cosv,/x5 — A%sinv, ¢35, C4) seklindedir (Kaya
ve Lopez, 2022).

II. Durum: Ef uzayinda yer vektorii asagidaki sekilde verilen R, uzaysal donel yiizeyi

g0z Oniine alinsin.

R,(k,t) = (n(k),p(k), r(k)sinht,r(k)cosht). (3.1.23)

Bu yiizeyin indirgenmis metrigi

dsg, = (A2(k) + p?(k) — 72 (k))dk? + r2(k)dt? (3.1.24)
seklindedir. R, donel yiizeyi uzaysal oldugudan n2(k) + p?(k) — 7?(k) > 0’dir. Burada
r(k) > 0’dir. Bu durumda (3.1.18) ve (3.1.24) denklemleri karsilastirilarak, v=t, (k) =

Vx2(w) — 2% ve

2w’ (W)

(n2(k) + p2(k) — 72(k))dk? = <x’2(u) +2% W) —wiw) - 2w - 12

)du2 (3.1.25)

n'(w) ve
r'(w)

seklinde alinarak, X; ve R, yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) =

p'(w)

b(w) =2

seklinde tanimlanirsa (3.1.25) denkleminden (3.1.12) esitligi elde edilir.

Boylece
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_ rax@)x’ (W) _ rb@xx’(w) 3.1.26
n(u) = f—m du ve p(u) = ST du ( )

bulunur. Sonug olarak (3.1.11) denklemi ile verilen uzaysal donel yiizey R?, (2.14) ile
verilen uzaysal helikoidal yilizey X;’e Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir sabit
olmak tizere X; uzaysal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X;(uy, v) olacak sekilde bir helis
ele alinsin. X; uzaysal helikoidal yiizeyi iizerindeki X; (ug, v) helisleri, R? uzaysal dénel

yiizeyi lizerindeki paralel hiperbollere karsilik gelir. Bu hiperboller, c¢; ve ¢, keyfi sabitler
olmak tizere {x; = c¢;, x, = c,} diizleminde yatan ve m yari¢apl hiperbollerdir ve
parametrizasyonu  R?(ug,v) = (cl, Cy, m sinhv, m cosh v) seklindedir
(Kaya ve Lopez, 2022).

Teorem 3.1.1.°de (3.1.9) denklemi ile verilen R1 uzaysal ddnel yiizeyinin normallerini ve

ortalama egrilik vektdriiniin bilesenleri asagidaki lemma yardimiyla bulunur.

Lemma 3.1.1. E} uzayinda (3.1.9) denkleminde verilen R uzaysal dénel yiizeyin ortalama

egrilik vektoriintin bilesenleri Hl-R% (i =1,2), sirastyla

YRl a'(x? — 22) + axx'(1 + a? — b?)
2xx' (1 + a? — bz)\/(l + a?)(x? — 12) (3.1.27)

1

ve

R _ (x2 = 2%)(aa’b —b'(1 + a?)) — bxx'(1 + a® — b?)

H, (3.1.28)
2xx’\/(1 +a?)(x? = 22)(1 + a? — b?)3

seklindedir. Ayrica R} uzaysal donel yiizeyin N; ve N, normal vektorleri:

N, = ! (acosu, asinu, —1,0) (3.1.29)
Y Vita? ' C

ve

N. ! (b bsi b,1+ a?) (3.1.30)

= cosy, bsiny, ab, a 1.

Vit aVitaZ—bp?
. o Awr(u) . .

dir. Burada u =v — | ETRET du seklindedir.

Ispat. E} uzayinda (3.1.9) denkleminde verilen R} donel yiizeyin parametrik denkleminin

sirasiyla u ve v’ye gore kismi tiirevleri alinarak agagidaki esitlikler elde edilir.
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1
Rl = ———(xx'cosu + Aw'sinu, xx'sinu — Aw’ cos u, axx’, bxx")

ve
R}v = Vx2 — A2(=siny, cosy, 0,0).
Boylece donel yiizeyin birinci temel form katsayilari,

(3.1.31)

x2x’2(1+a2—b2)+/12w’2
gi11 = X2_12 , g1z = —Aw'(u) ve gy, = x%(u) — 2%

seklinde elde edilir. R donel yiizeyin uzaysal olmasi i¢in her u € I € R igin W =
x2x'*(1 + a% — b%) > 0 olmalidir. Ayrica (3.1.29) ve (3.1.30) denklemleri ile verilen N,
ve N, normal vektdrleri kullanilarak ve gerekli hesaplamalar yapilarak, R} yiizeyine ait

ikinci temel form katsayilart:

pl. — _a’xx’(x2—12)+lzaw’2 pl — pl — Aaw’ pl — _& x2-)2
1 Ja+ra)xZ-22)F 127 U2l T Jya?)(x2-a2) 22 VitaZ ’
2 xx'(x2-22)(b'(1+a%)-aa'b) +A%bw'” 2 .2
bll - - \/(1+a2)(1+a2—b2)(x2—/12)3 N b12 —_ b21 —_ (3.1.32)
Abw’ p2 — _ bVx2—22
Ja+a)A+az-b2)(x2-22) 22 J(1+a?)(1+a?-b2)

seklinde elde edilir. Ikinci temel formun bilesenleri géz 6niinde bulunduruldugunda, R}

yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri Hl-R% (i =1,2) sirasiyla

YRl a'(x? —2%) + axx'(1 + a? — b?)
' 2xx' (1 + a? — b2) /(L + a®) (a2 — 12) (3.1.33)
veE
1 (2 =23)(ad’b-b' (1 +a?») - bxx'(1 + a? — b?
HY = ( ) ( ) ( ) (3.1.34)

20\ [+ (2 — 2)(1 + a2 — b2)?

olarak bulunur.

Teorem 3.1.2. E} uzaymda {n,,7n,,13,714} standart ortonormal baz ve i,j = 1,2,3,4 icin
Nij = N; An; olmak iizere (2.14) , (3.1.9) ve (3.1.11) denklemleri ile verilen Xy, R{ ve R}

uzaysal yiizeylerin Gauss tasvirleri sirasiyla,
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1 , . , ;. ’
vy, = \/_W(xx Ny, +xz'sinvn , + (Ax' cosv + xw'sinv)n,, — xz’ cosvn,, (3.1.35)

+(Ax' sinv — xw' cos v)n,, + Az'n,,),

!

XX

VR = \/_W (N2 + asinpnz + bsinpung, — acosun,s — b cospng,) (3.1.36)
ve
xx'
vpz = —(acoshun,z + asinhpuny, + bcoshun,s + bsinh un,, —n34) (3.1.37)
1 \/W
seklinde bulunur. Burada p=v — | sz;’)(gz du seklindedir.

Ispat. Ef uzayinda (2.14) denklemi ile verilen X, uzaysal helikoidal yiizeyin Gauss tasviri,

(2.13) denklemini kullanarak asagidaki sekilde hesaplanir.
X, helikoidal yiizeyinin sirasiyla u ve v’ye gore kismi tiirevleri:
X1, = (x'(W)cosv, x'(w)sinv, z' (w), w'(u)) ve  X;, = (—x(u)sinv, x(u)cosv, 0, 1)

dir. Buradan

1
Vyx =_X1uAX11J

%

1
= — (—xx'sinvcosvn, An, +xx' cosvin, An,

W

+Ax cosvn, An, —xx'sinv?n, An, + xx'sinvcosvn, An
1My 2N 2 My (3.1.38)

+Ax"sinvn, An, —xz'sinvn, An, +xz' cosvn, A1,
+Az'ny An, —xw'sinvn, An, +xw'cosvn, An, +Aw'n, An,
1

= \/—W(xx'r]12 + xz'sinvn ; + (Ax" cosv + xw'sinv)n,,

—xz' cosv1,, + (Ax'sinv — xw' cos v)n,, + Az'n,,)

dir. (3.1.9) ve (3.1.11) denklemleri ile verilen Ri ve R? yiizeylerinin Gauss tasviri benzer
sekilde elde edilir. Ayrica (2.14) ve (3.1.9) denklemleri ile verilen X; ve R}’in ayn1 Gauss

tasvirine sahip oldugunda asagidaki teorem verilir.
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Teorem 3.1.3. E} uzaymnda (2.14) denklemi ile verilen X; uzaysal helikoidal yiizey ve
(3.1.9) denklemi ile verilen uzaysal dénel yiizey R} eger aym Gauss tasvirine sahip ise bu

yiizeyler hiperdiizlemsel ve minimaldir. Bu durumda, X; ve R} ’in parametrizasyonlari,
X,(u,v) = (x(u) cosv,x(u) sinv, c,w(u) + Av) (3.1.39)

veE

_\/xZ(u) — A2 cos (v —f %du) _
| Aw' (w)
R (w,v) = VxZ(u) — A%sin (17 —f 20 — 12 du> (3.1.40)

(&)

1
+——sinh™'\/c;(x2(u) — 22) + ¢,

N

. 1 A .
elde edilir. Burada, 0 < ¢35 < = olmak iizere, ¢4, C,, c3, C4 keyfi sabitler ve

_ 1-c3A? . . 4 TN 2 -1 [(A=c32?)(x?(w)-2?)
W(u)—i< /—63 sinh™/c;(x2(uw) — 12) — Atanh 32 (t 0302 77

seklindedir.

Ispat. E} uzayinda X, uzaysal helikoidal yiizey ve R} uzaysal donel yiizeyin Gauss

tasvirlerini sirastyla (3.1.35) ve (3.1.36) verilmistir. Bu denklemler karsilastirarak asagidaki

esitlikler elde edilir.

x(w)z'(w)sinv = a(u)x(uw)x'(u) sinpy, (3.1.41)
Ax"(u) cosv + x(w)w'(u) sinv = b(u)x(u)x'(u) sinpu, (3.1.42)
x(u)z'(u) cosv = a(u)x(u)x'(u) cospu, (3.1.43)
Ax'(u) sinv — x(wW)w'(u) cosv = —b(w)x(u)x'(u) cos u, (3.1.44)
Az'(u) = 0. (3.1.45)

(3.1.45) denklemininden A # 0 oldugundan z'(u) = 0 olur. Ayrica (3.1.41) ve (3.1.43)

denklemlerinden a(u) = 0 bulunur. Béylece X; ve Ri hiperdiizlemseldir. Yani X; ve R}

1
yiizeyleri E3’e indirgenir. (3.1.6) ve (3.1.27) denklemlerinden H1X t=0ve Hf t'=0 elde

edilir. Ayrica,

17



x"*w' (222 — x2) + 22w + x(x% = 22)(x"'w' — x'w"")

HZXl - 2(x"%(x2 — 22) — x2w'?) (3140
ve
Hf% _ bxx'(b? — 1) — b'(x? — 2?) (3.1.47)
Zxx’\/(x2 —A2)(1 — b?)3
esitlikler elde edilir. Diger taraftan (3.1.10) denklemini kullanarak
x2w'? + 1%x'? (3.1.48)

2
b™ = x2x'2

bulunur. (3.1.48) denklemini (3.1.47)’te yerine yazilarak

gl X2W(xPw (A7 —x2) + x*w'? + x(x? — 2B (x"'w' — x'w'"))

2 2(x'2(x2 — 12) — x2w'2) 2,/ W2 + 22x'2) (a2 — 12) (3.1.49)
elde edilir. Ayrica (3.1.42) ve (3.1.44) denklemleri kullanilarak

) , Aw'(u)

x(w'(w) = b(wx(w)x'(u) cos <f 20 u) (3.1.50)
ve

, N Aw'(w)
Ax'(u) = —b(w)x(w)x'(u) sin (f mdu) (3.1.51)
elde edilir. (3.1.50) ve (3.1.51) denklemleri karsilagtirilarak
x(uw)w'(u) Aw'(u)
A A - 7 .1.52

220 (W cot (f 2w -2 (3.1.52)
olarak bulunur. (3.1.52) denklemini u’ya gore tiirevi alindiginda
x"Pw'(22% — x2) + x2w” + x(x2 — 1) (x"w' —x'w") =0 (3.1.53)

1
elde edilir. Buradan HZX = H§ 1 = 0 bulunur. Bdylece X; ve R yiizeyleri minimaldir. X,

ve R} yiizeylerinin aym Gauss tasvirine sahip olduklarinda yiizeylerin parametrizasyonlari

bulunur. Eger R} yiizeyi minimal ise, (3.1.47) denkleminden

(x*(W) = A)D" (W) + x(Wx' Wb W) = x(Wx'(w)b>(w) (3.1.54)

Bernoulli diferansiyel denklemini elde edilir. (3.1.54) denklemi ¢oziilerek
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1

b? =
1+ c3(x?—2%)

(3.1.55)

bulunur. Burada c; keyfi sabittir. Son olarak (3.1.48) ve (3.1.55) denklemlerini

karsilastirilarak

Y 2 _ AZ
ww) = /1 - cs22 f = ((;‘)) j 1+f3 7 (3.1.56)

elde edilir. Burada 0 < ¢35 < /1% seklindedir. Ayrica R} yiizeyinin son bileseni

x(Wx'(u) du = + isinh-l Jes(x2(w) — 22) + ¢,

fJ(xz — /'12)(1 + c3(x? — /12)) ‘/C_3

(3.1.57)

seklinde bulunur. Burada c, keyfi sabittir. Boylece istenen sonug elde edilir.

Ikawa (2001) E3 uzayinda izometrik yiizeylerin aym Gauss tasvirine sahip oldugu
yuzeyleri belirlemistir. Eger Teorem 3.1.4°de verilen izometrik yiizeylerde x(u) =u
almirsa, Tkawa (2001)’nin elde ettigi yiizeyler ile cakistigr goriiliir. (2.14) denklemiyle
verilen X; helikoidal yiizeyinde eger w'(u) = 0 alinirsa, X; helikoidal yiizeyi dik

helikoidal yiizeyine indirgenir. Ayrica bu durum altinda, (3.1.56) denkleminden c¢3; = %2

elde edilir. Boylece asagidaki sonug verilir.
Sonug 3.1.1. L tip uzaysal dik helikoidal yiizey,

X, (u,v) = (x(u) cosv,x(u) sinv, ¢y, Av) (3.1.58)

bicimindedir. (3.1.58) denklemiyle verilen dik helikoidal yiizeye izometrik olan donel

yizey
Vx2(u) — A%2cosv
Jx2(u) — A%sinv
Ri(u,v) = ¢ (3.1.59)
[(x2(w) — A2
+Asinh™! b (1;) ) + ¢4

seklinde bulunur. Burada c;, ¢, ve c3 keyfi sabittir. (3.1.58) denklemiyle verilen uzaysal
dik helikoidal ylizey tizerindeki helisler, (3.1.59) denklemiyle verilen uzaysal donel ylizey

tizerindeki ¢cemberlere karsilik gelmektedir. Dahasi bu yilizeyler minimaldir ve ayn1 Gauss
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tasvirlerine sahiptirler. (2.14) denklemi ile verilen X; ve (3.1.11) denklemi ile verilen R?

yiizeylerinin Gauss tasvirleri ile ilgili teorem asagidaki gibi verilir.

Teorem 3.1.4. Ef uzayinda (2.14) denklemi ile verilen X; uzaysal helikoidal yiizeyi ve

(3.1.11) denklemi ile verilen R? uzaysal donel yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden

farklidir.

Ispat. X, ve R? yiizeylerin sirastyla (3.1.35) ve (3.1.37) denklemlerinde Gauss tasvirleri
elde edilmistir. Bu ylizeylerin Gauss tasvirlerini karsilastirarak x(u) = 0 veya x'(u) = 0

bulunur. Béylece vgz =0 elde edilir ve bu bir celigkidir. Dolayisiyla X; ve R?

yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden farklidir.

Asagidaki teorem yardimiyla izometrik yilizeylerin ayn1 Gauss egriliklerine sahip olduklar:

(yani Gauss Egregium teoremini sagladiklari) gosterilir.

Teorem 3.1.5. E} uzayinda (2.14) denklemiyle verilen X; uzaysal helikoidal yiizeyin
Gauss egriligi sirastyla (3.1.9) denklemiyle verilen R} uzaysal donel yiizeyin ve (3.1.11)

denklemiyle verilen R? uzaysal donel yiizeyin Gauss egrilikleri aynidir.

Ispat. Ef uzayinda (2.14) denklemiyle verilen X; uzaysal helikoidal yiizeyin Gauss egriligi
(3.1.8) denkleminde elde edilmistir. (3.1.9) denklemiyle verilen R} uzaysal donel yiizeyin
(3.1.32) denklemiyle verilen ikinci temel form katsayilarint ve (2.10) denklemini

kullanarak R} yiizeyinin Gauss egriligi

- x3x"*(aa’ — bb")

pre sl (3.1.60)
elde edilir. (3.1.10) denklemini kullanarak

X2 (P =22)(x'z" = x"Z) + Pw (W - x'w") + 2x?(x'* +2'%)
K™ = (3.1.61)

WZ

bulunur. Boylece K*1 = K Ri>dir. Benzer islemler yapilarak X; ve R? yiizeylerinin ayni
Gauss egriligine sahip oldugu goriiliir. Sonug olarak izometrik yiizeylerin Gauss Egregium

teoremini sagladigi elde edilmistir.

Son olarak, Teorem 3.1.3’1 kullanarak, izometrik ve ayni Gauss tasvirine sahip

olan yiizeyler i¢in bir 6rnek verilecektir.
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Ornek 3.1.1. Teorem 3.1.3’de X; ve R} yiizeylerini ele almsimn. Eger x(u) = u, 1 =1,

1 . . .
C3 =;Vecs = 0 alinirsa, bu yiizeylerin parametrizasyonlart;

X, (u,v) = i R L N (3.1.62)
1(u,v) = ucosv,usinv,cy,sin an”™ |t 1.
ve
_ 1 —
Ju? —1cos (v -5 tan 1/ ut — 1)
1
Ju? — 1sin (v —— tan tyut — 1)
Ri(u,v) = 2 (3.1.63)
2
uz —1
V2 sinh™1 5

seklindedir. Wolfram Mathematica 10.4 proramini kullanarak, 1.1 <u<mve0 <v < 2w
araliklar i¢in, E3 uzayinda uzaysal helikoidal yiizey X; ve uzaysal donel yiizey R}'in

grafikleri asagidaki sekilde ¢izilir.

(a) (b)

Sekil 3.1.1 (a) L. tip uzaysal helikoidal yiizey; helis (b) uzaysal donel yiizey; cember.
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3.2. Minkowski Uzay-Zamanda Ila. Tip Uzaysal Helikoidal Yiizey

E? uzaymnda, (2.15) denklemiyle verilen Ila. tip helikoidal yiizey X, nmn
parametrik denkleminin sirasiyla uve v’ye gore kismi tlirevleri alinarak asagidaki

esitlikler elde edilir.

Xza, = (x'(w),y'(w),w'(w) sinhv,w’(u) coshv)

ve

X324, = (4, 0,w(w) coshv,w(u) sinh v).

Boylece helikoidal yiizeyin birinci temel form katsayilari,

g1 =x7W +y? W —w? @), gz =Ax' (W) ve gy =w?(u) + 22 (3.2.1)
seklinde elde edilir. X,, helikoidal yiizeyin uzaysal olmasi i¢in her u € I € R i¢cin W =
w2(w) + 22 (y"* (W) — w? W) + x'*(w)w?(w) > 0 olmalidr.

E} uzayinda e; ve e, vektorleri X,,’ ya teget ve N;, N, vektorleri X,,’ya normal olacak
sekilde X,, wuzaysal helikoidal yiizeyi flzerinde tamimli {e;, e;, N;,N,} seklinde

yonlendirilmis bir ortonormal cat1 alani

1 1
e = ﬁXzau, e, = m(yllxzav — g12X2au), (3.2.2)
1 ol !

N, = T(o,w ,y' sinhv,y’ coshv), (3.2.3)

E(W -y )
1 ;2 72 o ! U . '2 ’2

N, = 2 2 ww —y), xyw,xww sinhv—A(w —y )coshv

\/EW(W’ N (3.2.4)

xww coshv — /'l(W'2 — ylz) sinh v)

olarak secilebilir. Burada (eq,e;) = (ez,e;) ve € = +1 i¢in (N;,N;) = —(N,,N,) = €
seklindedir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, X,, uzaysal helikoidal ylizeyine ait ikinci temel form

katsayilari:
b]_ _ yIIWI_yIWII’ b]_ _ bl _ 0’ b]_ _ Wy, ’
11 —E(le_ylz) 12 21 22 6(W,2_y,2) (3.2.5)
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2 2 ! 12_ .12
b2 _ W(xl(ylyll_wlwll)+xll(wl _y/ ) b2 _ b2 _ eAw W
11 — 71 =

) 12 — )
\/EW(W'Z—y'Z) NATd
x'w2w’

eW(w’z—y’Z)

2
b22__

seklinde elde edilir. ikinci temel form katsayilar1 gdz niinde bulundurularak, X,, uzaysal

helikoidal yiizeyinin ortalama egrilik vektdriiniin bilesenleri H;*?¢ (i = 1,2) sirasiyla,

1
Hlxza — ((WZ + AZ)(}/”WI _ yIWII) _ Wy,(xlz + y/2 _ W,Z)
12 ’2 (3.2.6)
2w e(w -y )
ve
H)z(za = w24 + WZ)(W'2 - y'Z) —wiw'x” (3:2.7)

1
2w’ Je(w? —y?)
+ww? + 2 W =y +x (Y = ww")))

elde edilir. Ayrica (3.2.5)’deki esitlikler kullanilarak, X,, uzaysal helikoidal ylizeyinin

Gauss egriligi K*2a,

1 r n ! ! n ! n r r n
K2 = — w3 (2 (x'w —xw)+y('w —yw

w? (x( ) . ( o ) (3.2.8)
+/12(Wy(yw—yw)+w w —y )))

olarak hesaplanir.

X, uzaysal helikoidal ylizeye benzer sekilde X,, uzaysal helikoidal yiizeye Bour teoremine

gore izometrik olan donel yiizeyler agagidaki teorem yardimiyla belirlenecektir.

Teorem 3.2.1. E} uzayinda (2.15) ile verilen X,, uzaysal helikoidal asagidaki uzaysal

donel ylizeylerden birine izometriktir:

i)
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_\/Wz(u) + A2 cos (v + [ %du)
Jw2(u) + A2 sin <v + [ %du)

a(w@w'(w) du (3.2.9)

Jw?(u) + A2

i bw)w@)w'(u) o
Jw?(u) + A2

oyleki, X,, uzaysal helikoidal yiizey iizerindeki helisler, R}, uzaysal donel yiizey

RY, (u,v) =

tizerindeki parallel gemberlere karsilik gelir. Burada a(u) ve b(u) asagidaki esitligi

saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

(22 +2w?(W) (¥? (W) — w?(w)) + w2 (W) (x"?(w) — y'?(w)) (3.2.10)
wZ(w)w'2(u)

a?(u) — b*(u) =

ii)

a(W)w@)w'(u) v

Jw2(u) + A2

bw)w)w'(u) Ju

RZ( _ Jw2(u) + 22
2a(1,0) = Ax' (W) (3.2.11)
2V, Wz(u) + A2 sinh <U + f mdll)

_\/WZ(u) + A2 cosh <v + [ %du)

oyleki, X,, uzaysal helikoidal yiizey iizerindeki helisler, R%, uzaysal donel yiizey

tizerindeki parallel hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) asagidaki esitligi

saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

w2 (W +y? W) + (W) —w?W)
w2(w)w'2(u)

Burada, her u € I ¢ Ri¢in w'(u) # 0 dir.

a’?(u) + b%(u) = (3.2.12)

Ispat. Ef uzayinda (2.15) denklemi ile verilen X,, uzaysal helikoidal yiizeyi ele alinsin.

(3.2.1) denklemi kullanilarak X,, helikoidal ylizeyin indirgenmis metrigi

dsg,, = (X’z(u) +y"?(w) - w’z(u)) du? — 22x' (w)dudv + W2 (W) + A2)dv? (G-2.13)
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seklindedir. X,, helikoidal yiizeyi iizerinde helislere ortogonal olan v-parametreli bir egri

yardimiyla

Ax'(wWdu + wW?(w) + 12)dv =0 (3.2.14)
denklemi elde edilir. Ayrica (3.2.14) denklemi ¢oziiliirse;

B Ax'(u)
T sz(u)Hz (3.2.15)

elde edilir. Burada c; keyfi sabittir. Burada c; yerine v alinarak

_ Ax'(u) p (3.2.16)
v=Ev fwz(u)+/12 u

bulunur. (3.2.16) denkleminin her iki tarafinin u ya gore tiirevi alinarak

Y - 4 (D) (3.2.17)
dv =dv — mdu

esitligi elde edilir. (3.2.17)’deki esitlik (3.2.13) denkleminde yerine yazilarak X,, uzaysal
helikoidal yilizeyin indirgenmis metrigi asagidaki gibi yeniden yazilir:

A2x! (u)

dsg, = (x"*(w) +y*w) —w' (W) - TRVEY

=22 du? + (w2 (u) + 12)d 2. (3.2.18)

X,4 uzaysal helikoidal yiizeyine izometrik donel yiizeyleri bulmak i¢in agagidaki durumlar

verilir.

I. Durum: E} uzayinda, yer vektorii (3.1.19) denklemi ile verilen R; uzaysal donel

yiizeyinin indirgenmis metrigi (3.1.20) denkleminde verilmistir. Burada n(k) > 0’dir.

(3.2.18) denklemi ve (3.1.20) denklemi karsilastirilarak, v=t, n(k) = v/w?(u) + 1% ve

22x"? (u
(n2(k) + $2(k) — 72(k))dk? = (x"*(w) + y"* (W) — w'?(u) — W&;)duz (3.2.19)
seklinde alinarak X,, ve R; ylizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) = = ((Z)) ve

b(w) = ;Eg seklinde tanimlanirsa (3.2.19) denkleminden (3.2.10) esitligi elde edilir.

Boylece
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s(u) = fa(u)W(u)W’(u) du ve r(u) = fb(u)W(u)W’(u) du (3.2.20)
bulunur. Sonug olarak (3.2.9) denklemi ile verilen uzaysal donel yiizey R3,, (2.15) ile
verilen uzaysal helikoidal ylizey X,,’ya Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir
sabit olmak tizere X,, helikoidal ylizeyi lizerinde bir X,,(uy, V) olacak sekilde bir helis
ele alalim. X,, helikoidal yiizeyi iizerindeki X,,(uq, v) helisleri, R1, dénel yiizeyi

tizerindeki paralel ¢cemberlere karsilik gelir. Bu ¢emberler, c; ve c, keyfi sabitler olmak

tizere {x3 = c3, x4, = ¢4} diizleminde yatan ve /W(Z) + 2% yarigapli gemberlerdir ve

parametrizasyonu  R1,(uo,v) = < /w(z) + A% cosv, /w(z) +2%sinv, cs, C4> seklindedir

(Kaya ve Lopez, 2022).

II. Durum: E} uzayinda, yer vektérii (3.1.23) denklemi ile verilen R, uzaysal donel

yiizeyinin indirgenmis metrigi (3.1.24) denkleminde verilmistir. Burada r(k) > 0’dir.

(3.2.18) ve (3.1.24) denklemleri karsilastirilarak, o=t, (k) = w?(w) + A% ve

22x"%(w)
-2 ) 2 2 _ (,12 12 — 2 h T " WASeC 2 (3.2.21
(A2(k) + s2(k) — 72(k))dk? = (x'“(w) + y"“(w) —w'*(w) o) +Az)du ( )
seklinde alinarak X,, ve R, ylizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) = ::gg

b(u) = LAC seklinde tanimlanirsa (3.2.21) denkleminden (3.2.12) esitligi elde edilir.

r'(w)
Boylece

n(u) = fa(u)W(u)W’(u) du ve p(w) = fb(u)W(u)W’(u) du (3.2.22)
Jwra+2 (w2 (u)+2%

bulunur. Sonug olarak (3.2.11) denklemi ile verilen uzaysal donel yiizey R3,, (2.15) ile

verilen uzaysal helikoidal ylizey X,,’ya Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir

sabit olmak tizere X,, uzaysal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X,,(uy, v) olacak sekilde bir

helis ele alalim. X,, uzaysal helikoidal yiizeyi iizerindeki X, (uo, v) helisleri, R, donel

yiizeyi tlizerindeki paralel hiperbollere karsilik gelir. Bu hiperboller, ¢; ve ¢, keyfi sabitler

olmak tizere {x; = ¢;, x, = c,} diizleminde yatan ve /w(z) + A% yaricapl hiperbollerdir ve
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parametrizasyonu R32,(ug, v) = ( C1,Ca) /W(Z) + A%sinhv, /W(Z) + A% cosh v) seklindedir

(Kaya ve Lopez, 2022).

Teorem 3.2.1°de (3.2.11) denklemi ile verilen R5, uzaysal donel yiizeyinin normallerini ve

ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri agagidaki lemma yardimiyla bulunur.

Lemma 3.2.1. Ef uzaymda (3.2.11) denkleminde verilen R3, uzaysal donel yiizeyin

ortalama egrilik vektoriinlin bilesenleri HiR%“ (i=1,2), sirasiyla

b'(w? + 2A2) — bww'(a? + b? — 1)

2
HRZa —
! 2ww'(a? + b2 — 1)/(1 — b2)(W? + 12)
ve
e (w? +2?)(a’(1 — b?) — abb") — aww'(a? + b* — 1)

2

2ww'/ (1 — b2)(W? + A2)(a? + b2 — 1)3

seklindedir. Ayrica R3, uzaysal donel yiizeyin N; ve N, normal vektdrleri:

1 .
N, = = (0,1, b sinh u, b cosh u)

ve

1
JA-b)(aZ+b2—1)

N, (1 — b?,ab,asinh u,a cosh u)

Axr(u)
w2+22

dir. Buradap = v + [ du seklindedir.

Ispat. Lemma 3.1.1’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

Teorem 3.2.2. Ef uzayinda {n,,7n,,73,7m4} standart ortonormal baz ve i,j = 1,2,3,4 icin

nij =N Anj olmak tizere (2.15) , (3.2.9) ve (3.2.11) denklemleri ile verilen X, Ri, ve

R3, uzaysal yiizeylerin Gauss tasvirleri sirasiyla,

1 ! ! r !
Vx,, = N (=Ay 1, + (x wcoshv — Aw sinhv)n,, + (x wsinhv

—Aw' coshv)n,, + y'wcoshvn,, + y'wsinhvn,, —ww'n,,),

/

ww i .
Vi, = ﬁ(’hz +asinungz +bsinung, — acosuny; — b cos piny,)
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Ve

ww'
Vpz = W (acoshuny; +asinhun,, + b coshun,s + bsinh un,, —nsz4) (3.2.29)

Axr(u)
w2+ A2

seklinde bulunur. Burada p = v + [ du seklindedir.

Ispat. Teorem 3.1.2.’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Simdi (2.15) ve (3.2.11) denklemleri ile verilen X,, ve R5, izometrik yiizeylerinin ayni

Gauss tasvirine sahip olmalar1 durumunda asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.2.3. E] uzayinda (2.15) denklemi ile verilen X,, uzaysal helikoidal yiizey ve
(3.2.11) denklemi ile verilen uzaysal doénel yiizey R3, eger aym Gauss tasvirine sahip ise,

bu yiizeyler hiperdiizlemsel ve minimaldir. Bu durumda, X,, ve R3,’nin

parametrizasyonlari,
X50(u,v) = (x(u) + v, ¢, w(u)sinh v, w(u) cosh v) (3.2.30)
ve

+ sin™!y/—cz;(W2(w) + 12) + ¢,

Ca

Rza(,0) = \Wsinh (v + f —wj(z)(lfl-)/lz du) (3:231)

_w/WZ(u) + A2 cosh <v + [ %du) |

. 1 . .
elde edilir. Burada, — << 0 olmak tizere, c4, c,, c3, ¢4 keyfi sabitler ve

. 1+c322 . 4 > > —1 [22(1+cz(w2(w)+42))
x(u) =+ < /—_63 sin™* /1 + cs(W2(u) + A2) + Atanh )W i)

seklindedir.

Ispat. E} uzayinda X,, uzaysal helikoidal yiizey ve RZ, uzaysal donel yiizeyin Gauss
tasvirlerini sirastyla (3.2.27) ve (3.2.29) verilmistir. Bu denklemleri karsilastirarak

asagidaki esitlikler elde edilir.
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Ay'(u) =0,

x"(uw)w(u) coshv — Aw'(u) sinhv = a(w)w(w)w'(u) cosh u,
x"(uw)w(u) sinhv — Aw'(u) coshv = a(w)w(@w)w'(u) sinh u,
y' (w)w(u) coshv = b(uw)w(u)w'(u) cosh u,

y' (w)w(w) sinh v = b(uw)w(u)w’'(u) sinh p.

(3.2.32)
(3.2.33)
(3.2.34)
(3.2.35)
(3.2.36)

(3.2.32) denklemininden A # 0 oldugundan y'(u) = 0 olur. Ayrica (3.2.35) ve (3.2.36)

denklemlerinden b(u) = 0 bulunur. Béylece X,, ve R3, hiperdiizlemseldir. Yani X,, ve

R3, yiizeyleri E3 uzaymna indirgenir. (3.2.6) ve (3.2.23) denklemlerinden HIX 26 =0 ve

2
Hf ¢ = 0 bulunur. Ayrica,

N x'w? (222 + w?2) —w2x”? + ww? + 22 (x"w' —x'w")
by —

2 (wzx’2 — W'Z(WZ + /12))
ve
Rz, aw?+2)-aww'(a® - 1)
2 2WW’\/(W2 + 2A2)(a? —1)3
esitlikler elde edilir. Diger taraftan (3.2.12) denklemini kullanarak

, w2x'? — 12w'2

a
w2w'2

bulunur. (3.2.39) denklemini (3.2.38)’te yerine yazilarak

e —

w2x' (X w'2(2224w?) — w2x'3 + ww? + A (x"'w' — x'w"))

3
Z(sz’z —w'2(w? + /12)) /2\/(W2 + A2)(w2x'2 — A12w'2)

elde edilir. Ayrica (3.2.33) ve (3.2.34) denklemleri kullanilarak

Ax'(u)
x'(ww(u) = a(w)w@)w'(u) cosh <f T2 du)

ve

. Ax' ()
Aw'(u) = —a(w)w@w)w'(u) sin <f mdu)

elde edilir. (3.2.41) ve (3.2.42) denklemleri karsilagtirilarak

x' (w)w(u) Ax'(u)
_—)lw’(u) = coth <f I A2 du>
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(3.2.38)

(3.2.39)

(3.2.40)

(3.2.41)

(3.2.42)

(3.2.43)



olarak bulunur. (3.2.43) denklemini u’ya gore tiirevi alindiginda

x'w'2(22% + w?) — x"*w? + ww? + 22)(x"'w' — x'w'") = 0 (3.2.44)
2
elde edilir. Buradan Hf 2 = Hf 2a = ( bulunur. Béylece X,, ve R3, yiizeyleri minimaldir.

X,a ve R3,ylizeylerin aymi Gauss tasvirine sahip olduklarinda yiizeylerin

parametrizasyonlar1 bulunur. Eger R3, yiizeyi minimal ise, (3.2.38) denkleminden
(w?(w) + 2%)d' (W) + ww'(wa(u) = w)w'(w)a®(u) (3.2.45)
Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. (3.2.45) denklemi ¢oziilerek

1

2 =
T Ty awWZ D) (3.2.46)

bulunur. Burada c3 keyfi sabittir. Son olarak (3.2.39) ve (3.2.46) denklemleri

karsilastirilarak
w'(u) w? + A2
- +./1 2 3.2.47
x(u) = 1+ c34 fw(u) \/1 e T du ( )

elde edilir. Burada — %2 < ¢3 < 0 seklindedir. Ayrica R3, yiizeyinin son bileseni

w()w'(u) P 1

J(wz +22)(1 4 c3(w? + 22)) Ve

sin™!\/—c3(Ww2(u) +12) + ¢,

(3.2.48)

seklinde bulunur. Burada c, keyfi sabittir. Boylece istenen sonug¢ bulunur. Ikawa (2001)
E3 uzayinda izometrik yiizeylerin ayn1 Gauss tasvirine sahip oldugu yiizeyleri belirlemistir.
Eger Teorem 3.2.3’te verilen izometrik yiizeylerde w(u) = u alinirsa, Ikawa (2001)’nin
elde ettigi yiizeyler ile cakistigi goriliir. (2.15) denklemiyle verilen X,, helikoidal
yizeyinde eger x'(u) =0 alinirsa, X,, helikoidal yiizeyi dik helikoidal yiizeyine
indirgenir. Ayrica bu duruma ilaveten yiizeylerin ayn1 Gauss tasviri altinda W < 0 elde
edilir. Yani hem profil egrisi hemde helikoidal ylizey zamansal olur. Sonug olarak x'(u) =

0 oldugunda yiizeylerin Gauss tasvirleri birbirinden farklidir.

Teorem 3.2.4. Ef uzayinda (2.15) denklemi ile verilen X,, uzaysal helikoidal yiizeyi ve
(3.2.9) denklemi ile verilen R, uzaysal donel yiizeylerinin Gauss tasviri birbirinden

farklidir.
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Ispat. X,, ve R}, yiizeylerin sirasiyla (3.2.27) ve (3.2.28) denklemlerinde Gauss tasvirleri
elde edilmistir. Bu yiizeylerin Gauss tasvirlerini karsilastirarak w(u) = 0 veya w'(u) = 0

bulunur. Boylece Vgy, =0 elde edilir ve bu bir geliskidir. Dolayisiyla X,, ve Ri,

yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden farklidir.

Simdi izometrik ylizeylerin ayn1 Gauss egriliklerine sahip olduklarin1 (yani Gauss

Egregium teoremini sagladiklarini) asagidaki teorem yardimiyla gosterilir.

Teorem 3.2.5. Ef uzayinda (2.15) denklemiyle verilen X,, uzaysal helikoidal yiizeyin
Gauss egriligi sirastyla (3.2.9) denklemiyle verilen R1, uzaysal donel yiizeyin ve (3.2.11)

denklemiyle verilen R3, uzaysal donel yiizeyin Gauss egrilikleri aynidir.
Ispat. Teorem 3.1.5%in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Son olarak, Teorem 3.2.3’ii kullanarak, izometrik ve ayni Gauss tasvirine sahip olan

yiizeyler i¢in bir 6rnek verilecektir.

Ornek 3.2.1. Teorem 3.2.3’te verilen X,, ve RZ, yiizeylerini ele alalim. Eger w(u) = u,

A= %, c3 = —2 ve ¢, = 0 alinirsa, bu yiizeylerin parametrizasyonlari;
. _, [1—4u? _, [1—4u?
> sin > + tanh 15 42 +v
Xoa(u,v) = (3.2.49)
1
usinhv
ucoshv
ve
1 1 1 + 4u?
—sin
V2 2
Co
R2 (u,v) =| |1+ 4u? 1 3.2.50
2a(W,v) sinh (v ——tanh™'y{/1 — 16u4> ( )
4 2
1 + 4u? 1
2 cosh (v -5 tanh™1+/1 — 16u4>

seklindedir. Wolfram Mathematica 10.4 proramini kullanarak, 0 < u <% ve 0<v<1

araliklar icin, E3 uzayinda uzaysal helikoidal yiizey X,, ve uzaysal dénel yiizey RZ,'in
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grafikleri asagidaki sekilde cizilir.

los

".f 04, : B
02 o
..-'V

J 20

(b)

(a)

Sekil 3.2.1 (a) Ila. tip uzaysal helikoidal yiizey; helis (b) uzaysal donel yiizey; hiperbol.
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3.3. Minkowski Uzay-Zamanda III. Tip Uzaysal Helikoidal Yiizey

E7 uzayinda, (2.17) denklemiyle verilen IIL tip helikoidal yiizey X3’iin parametrik
denkleminin sirasiyla u ve v’ye gore kismi tiirevleri alinarak asagidaki esitlikler elde

edilir.

X3, = (x'n, + V2ow' (W, + (z'(w) + v?w'(W))E, + w'(Ws,)
ve

X3, = \/fw(u)n2 + 2vw(u)s,.

Boylece helikoidal ylizeyin birinci temel form katsayilari,

g11 = @) — 2w W2 (W, gro = —AW'(W) Ve gr, = 2w (u) (33.1)
seklinde elde edilir. X3 helikoidal yiizeyin uzaysal olmasi icin her u € I € R i¢in W =

zw%w(w%w—zwmofwn+zwﬁ@o>Omemn

E} uzayinda e; ve e, vektorleri X5’e teget ve N;, N, vektorleri X3 e normal olacak
sekilde X3 wuzaysal helikoidal yiizeyi iizerinde tanimli {eq,e,, N;,N,} seklinde

yonlendirilmis bir ortonormal cat1 alani

1 1
e = ﬁXgu, ey = m(gnx% - 912X3u), (3.3.2)
Ny =11 + 58, (33.3)
N, = b 2 xww'n, + ()Lw'2 + 2vww'2)
2 T wWw T & (3.3.4)

+/2 (Avw'z +v2ww'” + wx' — WW’Z’) &+ \/EWW'ZZ4)
olarak secilebilir. Burada (e;,e;) = (e, e;) = (N;,N;) = —(N,,N,) =1 seklindedir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, X3 uzaysal helikoidal yiizeyine ait ikinci temel form

katsayilari:
n..r 1.,
1 _ X WwW—xw 1 _pl _—pl _ 2 _
bll - w' ’ b12 - b21 - b22 - O’ bll -
V2w x"'w! =P w! +w! (w' ' -w' ")) p2 = p2 =\/§/1W'2 b2 =_2\/5W2W' (3.3.5)
wNW > Y12 21 N 22 W
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seklinde elde edilir. ikinci temel form katsayilar1 géz 6niinde bulundurularak, X5 uzaysal

helikoidal yiizeyinin ortalama egrilik vektdriiniin bilesenleri H;** (i = 1,2) sirasiyla,

1 (3.3.6)
HX3 — x'w —x'w"
1 W'W( )
ve
\/E ’4’ ! n r ! n ! n
HY = 2w+ 2ww’z — w3 W + wIw (2w + x'x")

ww2 (3.3.7)
—szlz(x'2 +wz"))
elde edilir. Ayrica (3.3.5)’deki esitlikler kullanilarak, X3 uzaysal helikoidal yiizeyinin

Gauss egriligi K*3,

X 1 2. 14 3 1211 ! ", 11 I I
Ks:W(Z)lW — 4w (x"“w" +w' W'z —w'z +xx))) (3.3.8)
olarak hesaplanir.

X, uzaysal helikoidal yiizeye benzer sekilde X; uzaysal helikoidal ylizeye Bour teoremine

gore izometrik olan donel yiizey asagidaki teorem yardimiyla belirlenecektir.

Teorem 3.3.1. E} uzaymnda (2.17) ile verilen X5 uzaysal helikoidal yiizey asagidaki R

uzaysal donel ylizeye izometriktir:

Ry(w,v) = [a@w (wdun, +V2w(uw) (v + 2w(u)) 2

A 2
+ <f b(w)w'(w)du + w(uw) (v + T(U)) >53 + w(u)é,

(3.3.9)

Oyleki, X3 uzaysal helikoidal yiizey iizerindeki helisler, R; uzaysal donel yiizey iizerindeki
parallel parabollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) asagidaki esitligi saglayan

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

x"?(w) = 2w'(W)z' () A?
w'2(w) " 2w2(w)

Burada, her u € I c Ri¢in w'(u) # 0 dir.

a’(u) —2b(uw) = (3.3.10)

Ispat. E} uzaymnda (2.17) denklemi ile verilen X3 uzaysal helikoidal yiizey ele alinsin.

(3.3.1) denklemi kullanilarak X3 uzaysal helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigi

dsz, = (x?(W) — 2w'(Wz'W))du? — 24w’ (w)dudv + 2w?(u)dv? (3.3.11)
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seklindedir. X3 uzaysal helikoidal yiizeyi iizerinde helislere ortogonal olan v-parametreli

bir egri yardimiyla

Aw'(w)du — 2w?(uw)dv = 0 (3.3.12)
denklemi elde edilir. Ayrica (3.3.12) denklemi ¢oziiliirse;

A
ERTTCY (3.3.13)
elde edilir. Burada c; keyfi sabittir. Burada c; yerine v alinarak
vV="0-— A (3.3.14)
2w(u)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin u ya gore tiirevini alinarak;

_ o Aw'(w)
dv =dv + Tdu
2w2(u) (3.3.15)

esitligi elde edilir. (3.3.15)’deki esitlik (3.3.11) denkleminde yerine yazilarak X3 helikoidal

yiizeyin indirgenmis metrigi asagidaki gibi yeniden yazilir:

(3.3.16)

22w ()

2w2(u)

dsg, = (x’z(u) —2w'(wW)z' (u) — >du2 + 2w?(u)dv2.

E? uzayinda yer vektorii asagidaki sekilde verilen R; uzaysal donel yiizeyi gdz Oniine

alinsin.
Rs(k,t) = n(k)n, +V2tr(k)n, + (s(o) + r(k))E, + r(k)E,. (3.3.17)

Bu yiizeyin indirgenmis metrigi

dsg, = (n2(k) — 27 (k)$(k))dk? + 2r?(k)dt? (3.1.18)
seklindedir. Burada dénel yiizey uzaysal oldugu i¢in 72(k) — 21 (k)s(k) > 0’dir. Bu
durumda (3.3.16) denklemi ve (3.3.18) denklemi karsilastirilarak, v=t, r(k) = w(u) ve

2.,,12
(A2(k) — 27(k)s(k))dk? = (x’z(u) —-2w'(w)z' (w) — %) du? (3.3.19)
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n'(w)

) veE

seklinde alinarak X5 ve R5 yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) =

b(u) = s () seklinde tanimlanirsa (3.3.19) denkleminden (3.3.10) esitligi elde edilir.

r'(w)

Boylece

n(w) = [ a(@w’(w)du ve s(u) = [ b(ww'(w)du (3.3.20)
bulunur. Sonug¢ olarak (3.3.9) denklemi ile verilen uzaysal donel yiizey R3, (2.17) ile
verilen uzaysal helikoidal yiizey X;’e Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir sabit
olmak tizere X5 uzaysal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X3(uy, v) olacak sekilde bir helis
ele alinsin. X5 uzaysal helikoidal yiizeyi tizerindeki X3(ug, v) helisleri, R; uzaysal donel

yiizeyi lizerindeki paralel parabollere karsilik gelir. Bu parabollerin olusturdugu egri,

2
R3(ug, v) = V2w, (v + Z)LTO) n, +wo (v + 2/170) §; + woé, seklindedir. Eger ¢t = v + A

2W0

2t2

alinirsa bu egrinin yeni parametrizasyonu a(t) = V2w, (0, t,— %, ?) + % (0,0, wy, wy)

elde edilir (Kaya ve Lopez, 2022).

Teorem 3.3.2 E7 uzayinda {nl, N2,§35: € 4} standart ortonormal baz olmak tiizere (2.13) ve

(3.3.9) denklemleri ile verilen X3 ve R; uzaysal yiizeylerin Gauss tasvirleri sirasiyla,

Vy, = \/LW (V2x'wn, An, +x A+ 2vw)n, A&
HV2(VPww —wz + ow ), A& —V2Zwwn, AE —w A+ 2ow)Es AE,  (3.3.21)
ve
1 / , A , A
Vey = (V2aww'n, An, + 2aww (v + 5o A s + V2ww (v + ﬁ)z 3
—b)n, Nés —V2wwn, A&y —ww (217 + %) ENE,
seklinde bulunur.

Ispat. Teorem 3.1.2’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.3.3. Ef uzaymnda (2.17) denklemi ile verilen X3 uzaysal helikoidal yiizey ve

(3.3.9) denklemi ile verilen uzaysal donel yiizey R3’iin Gauss tasvirleri aynidir.

Ispat. E} uzayinda X; uzaysal helikoidal yiizey ve R; uzaysal donel yiizeyin Gauss
tasvirleri sirastyla (3.3.21) ve (3.3.22)’te verilmistir. Bu denklemler karsilastirarak

asagidaki esitlikler elde edilir.
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x'(w) = a(w'(u), (3.3.23)
x' (WA + 2vw(w)) = 2a(@)w@)w’ (v) (v + #(u)) (3.3.24)
2w’ (u) (3.3.25)
4w(u)

(3.3.23) ve (3.3.25) denklemlerinden a(u) ve b(u) elde edilir. Eger bu fonksiyonlar

ww)z'(u) = b(ww)w'(u) —

(3.3.10) denkleminde yerine yazilirsa yiizeylerin ayni Gauss tasvirlerine sahip oldugu

bulunur.

Simdi izometrik yiizeylerin ayni Gauss egriliklerine sahip olduklarini (yani Gauss

Egregium teoremini sagladiklarini) asagidaki teorem yardimiyla gosterilir.

Teorem 3.3.4. Ef uzayinda (2.17) denklemiyle verilen X5 uzaysal helikoidal yiizeyin
Gauss egriligi ve (3.3.9) denklemiyle verilen R; uzaysal donel ylizeyin Gauss egriligi

aynidir.
Ispat. Teorem 3.1.5.’mn ispatia benzer sekilde yapilabilir.

Ac¢iklama 3.3.1 Her u € I c R igin, w'(u) = 0 ise (2.17) denklemi ile verilen X5 uzaysal
helikoidal ylizey

Xz(u,v) = x(W)ny + V2vwyn, + (z(w) + v2wy + A)é&; + wyé, (3.3.26)

seklinde olur. X3 helikoidal ylizeyi {n,7,,¢&3} vektorleri tarafindan gerilen dejenere
hiperdiizlemde yatar. X3 ylizeyinin ¢3 normal vektorii boyunca olan sekil operatorii A; = 0
dir. Boylece, X3 yiizeyi x(u,v) = (u, v, ¢(u,v), p(u, v)) yiizeyine denktir. Burada, (2,
RZ‘nin bir agik alt kiimesi olmak iizere, ¢: £ — R diizgiin bir fonksiyondur (Cabrerize ,

Fermandez ve Gomez, 2010; Turgay, 2014). Bu tez c¢alismasinda, bu durumla

ilgilenilmemistir.
Son olarak, Teorem 3.3.1°1 kullanarak asagidaki 6rnek verilecektir.

Ornek 3.3.1. Teorem 3.3.1°de verilen X3 ve R; yiizeylerini ele almsin. Eger x(u) =

w(u) =u, A =5, ve ¢, = 0 alinirsa, bu yiizeylerin parametrizasyonlart;

X3 (w,v) = un; +V2uvn, + (¢; + uv? + 5v)&; + ué, (3.2.27)

ve
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2u? — 25+ 5tan!

5
2_ 5
Rs(uv) = N m +V2u(v+ o),

(3.2.28)
5 2
+<C2+U(U+E> >53+uf4

seklinde elde edilir. E3 uzayinda uzaysal helikoidal yiizey X3 ve uzaysal donel yiizey
R;in  grafikleri ~ Wolfram  Mathematica 104  proramn  kullanarak  ve
ParametricPlot3D[{x(u,v) + y(u,v), z(u,v),w(u,v)},{u, 3.6,5},{v, —3,3}] komutu
yardimiyla asagidaki sekilde cizilir.

L]

B

o
o Ny
[=%

(a) (b)

Sekil 3.3.1 (a) IIL. tip uzaysal helikoidal yiizey; helis (b) uzaysal donel yiizey; parabol.
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4. MINKOWSKI UZAY-ZAMANDA ZAMANSAL HELIKOIDAL
YUZEYLER

Bu boliimde, ilk olarak sirasiyla 1. tip, Ila. tip, IIb. tip ve III. tip zamansal helikoidal
yiizeylerin ortalama egrilikleri ve Gauss egrilikleri elde edilecektir. Bu yiizeylere Bour
teoremine gore izometrik donel ylizeyler arastirilacaktir. Gauss tasvirleri ayni olan
izometrik ylizeyler siniflandirilacaktir. Helikoidal yiizeylerin, dik helikoidal olup olmama
durumu incelenecektir. Ayrica izometrik ylizeylerin Gauss Egregium teoremini sagladigi

gosterilecektir. Son olarak sirastyla biitiin tipler i¢in birer 6rnek olusturulacaktir.
4.1. Minkowski Uzay-Zamanda I. Tip Zamansal Helikoidal Yiizeyler

E} uzayinda, (2.14) denklemiyle verilen L. tip helikoidal yiizey X;’in parametrik
denkleminin sirasiyla u ve v’ye gore kismi tiirevleri alinarak asagidaki esitlikler elde

edilir.
X1, = (x'(Wcosv, x' (W)sinv, z'(w), w'(w)) ve X;, = (—x(w)sinv, x(u)cosv, 0, 1).
Boylece helikoidal yiizeyin birinci temel form katsayilari,

9g11 = xlz(u) + Z'Z(u) - le(u), g1z = —Aw'(u) ve gy = x?(u) — A2 4.1.1)

seklinde elde edilir. X; helikoidal ylizeyin zamansal olmasi i¢in her u € ] c R igin W =
x2(w) (x ) + 2% @) = w?(@)) = 22 (x> () + 2 () ) < 0 olmalidir. Yani x'(u) +
2" (wW) —w'?(w) < 0°dir.

E? uzaymda e; ve e, vektdrleri X;’e teget ve N;, N, vektdrleri X;’e normal olacak

sekilde X, yiizeyi iizerinde tanimli {eq, e,, N1, N,} seklinde yonlendirilmis bir ortonormal

cat1 alan1

Xy 1 _ (4.1.2)
“17 s 2T Sang., (911X1U 912X1u),

1
N, = ———(2'cosv, z'sinv, —x', 0), 4.1.3)
el )
_ 1 roor _ 12 7AW /e
N, = (xx'w'cosv /'l(x +z )smv, xx'w'sinv
\/—W(x’z +2'%) (4.1.4)

+/'l(x'2 + z’z)cosv, xz’w’,x(x’2 + z’z))
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olarak segilebilir. Burada (e;,e;) = —(e,,e,) =€ =+1 ve (N;,N;)=(N,, N,)=1
seklindedir. Eger € = 1 ise X, yiizeyi uzaysal meridyene sahiptir. Aksi taktirde zamansal

meridyene sahiptir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, X; zamansal helikoidal yiizeyine ait ikinci temel form

katsayilari:
bl _ xllzl_xlzll bl _ bl _ 0 b1 - _ xZ,
nEELT eTmsh eI EETE
2 2
P € R0 o G G0 N R SN _ AxVx P4z
1= » D12 = b1 = — ="
w2 +2'%) -w (4.1.5)
20,7
2 x°x'w
by, = —

seklinde elde edilir. Ikinci temel form katsayilar1 géz oniinde bulundurularak, X; zamansal

helikoidal yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri H;** (i = 1,2), sirasiyla

1

Hf = £ ((x2 — ) (x"z' —x'z") —xz' (x> + 2% — w’z)) (4.1.6)
2WAx' + 2’
ve
1 I I ’ I I I
HYt = (xw(Z)LZ—xz)(x2+zz)+xzxw3
2\/ —W3x? + 2% @.1.7)

—x (x2 — /'lz) (x'(xlw" —xw)+z(zZw" — Z"W')))
elde edilir. Ayrica (4.1.5)’deki esitlikler kullanilarak, X; uzaysal helikoidal yiizeyinin

Gauss egriligi K*1,

xz'(x2 — 22 (x'z" — x"2") + 3w (x"'W — x'w") + 12x"*(x'* + 2'%)

3 (4.1.8)

K%

olarak hesaplanir.

X, zamansal ylizeye Bour teoremine gore izometrik olan donel yiizeyleri asagidaki teorem
yardimiyla belirlenecektir. Bu teoremde kullanilmak iizere, I; = {u € I c R|x?(u) —

A2>0}vel, ={u€elcR|x?(u)— A% < 0} iki altkiime olsun.

Teorem 4.1.1. Ef uzayinda (2.14) ile verilen X; zamansal helikoidal yiizey asagidaki

zamansal donel ylizeylerden birine izometriktir:
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_\/xZ(u) — 12 cos <v — %du)
Vx?(u) — A% sin <v —f %du)

a(u)x(u)x'(u) du (4.1.9)
Jxz(u) — A2
b(uw)x(uw)x'(u) du

VxZ(u) — A2

oyleki, X; zamansal helikoidal yiizey iizerindeki uzaysal helisler, R} zamansal donel yiizey

Ri(u,v) =

tizerindeki parallel uzaysal ¢emberlere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) asagidaki

esitligi saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

x2(w) (22 (w) —w'?(w)) — 22(x"2(w) + z'%(w))
x2(uw)x"2(u)

a?(u) — b%(u) = (4.1.10)

ii)

a(uw)x(u)x'(u)
du

VxZ(u) — A2

b(w)x(u)x'(u) i

RZ( _ sz(u)_/lz
1) = w' 4.1.11)
\/xZ(u)—AZSinh<v—f %du) L.

A A
_\/x2(u) — )2 cosh <v — %du)

oOyleki, X; zamansal helikoidal yiizey tizerindeki uzaysal helisler, R? zamansal donel yiizey

tizerindeki parallel uzaysal hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) asagidaki

esitligi saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

(x2(w) — 22)(x"?(w) + 2"2(w)) + x2(w) (x"2(u) — w'?(w)) .

TR PCTeN (4.1.12)

a?(u) + b?(u) =

Burada, her u € I; I i¢in x'(u) # 0 dur,

iii)
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a(w)x(u)x' (u)

JAZ—=x?%(u)
_ b(uw)x(u)x' (u)

R3(u,v) = AR =x () T
JA2—x2(u) cosh (v +f (;z))d >

\//’lz_xz(u)smh<v+f Aw glz))d>

oyleki, X; zamansal helikoidal yiizey lizerindeki zamansal helisler, R} zamansal donel

-J

(4.1.13)

yiizey tlizerindeki paralel zamansal hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u)

asagidaki esitligi saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

(22=x(w) )(x"2(w) + 2% (W) — * W (x"?(w) —w'?(w)) .

4.1.14)
x2(u)x"2(u)

a?(u) + b%(u) =
Ayricaher u € I, c [ igin x'(u) # 0 dir.

Ispat. E} uzayinda (2.14) denklemi ile verilen X; zamansal helikoidal yiizeyi ele alnsim.

(4.1.1) denklemini kullanilarak X; zamansal helikoidal yilizeyin indirgenmis metrigi

dsg = (x’z(u) + 2% () - W’Z(u)> du? — 2Aw’ (W dudv + (x2(w) — A2)dv? G 1.15)
seklindedir. X; uzaysal helikoidal yiizeye benzer, ortogonal olan v-parametreli bir egri ile
X, zamansal helikoidal ylizeyin indirgenmis metrigini yeniden asagidaki gibi

parametrelenebilir:

22w’% () (4.1.16)

x2(u)—-A2

dsg, = <x’2(u) +2%w) —w W) - )du2 + (x%(u) — A2)dv?.

Aw’ (W)

FETRET dwdir. Ef uzayinda X; helikoidal yiizeyin zamansal olmas1 igin

Burada # = v — [ ————

her u € I c R i¢in W < 0 olmalidir. Buradan x2(w) + 2% (W) — w'*(u) < 0 olmalidir.
X, zamansal helikoidal yiizeyine izometrik yiizeyleri bulmak icin asagida sirasiyla Ry, Ry,

ve R, donel ylizeylerin yer vektorleri verilir.

I. Durum: E} uzayinda yer vektorii asagidaki sekilde verilen ve birinci donel yiizey

I, araliginda R, zamansal donel ylizeyi goz Oniine alinsin.
R,(k,t) = (n(k)cost,n(k)sint,s(k),r(k)) 4.1.17)
Bu yiizeyin indirgenmis metrigi
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dsg, = (n2(k) + $2(k) — 72 (k))dk? + n?(k)dt? (4.1.18)
seklindedir. Burada n(k) > 0’dir. (4.1.16) ve (4.1.18) denklemleri karsilastirilarak, U=t,

n(k) = x2(w) — 1% ve

5 ) ) 22w’ (w)
(A2(k) + s2(k) —72(k))dk? = [ x"“(W) + z'*(w) —w'* (W) — ———=5 | du? (4.1.19)
x2(u) — A2
seklinde alinarak, X; ve R, yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) = %
b(u) = u; seklinde tanimlanirsa (4.1.19) denkleminden (4.1.10) esitligi elde edilir.
Boylece
_ raxx’(w) b(w)x (w)x' () (4.1.20)
s(u) = [—F——— ¥z T duver(u) = [ —— N 0 du

bulunur. Sonug olarak (4.1.9) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R}, (2.14) ile
verilen zamansal helikoidal yiizey X;’e Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir sabit
olmak tizere, X; zamansal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X;(u,, v) olacak sekilde bir
uzaysal helis ele almsin. X; zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X, (uy, v) uzaysal
helisler, R} zamansal donel yiizeyi iizerindeki paralel uzaysal cemberlere karsilik gelir. Bu

cemberler, c; ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere {x3 = c3, x4, = c¢,} diizleminde yatan ve

Jx& — A% yarigapli ¢emberlerdir, parametrizasyonu Rj(uy, v) = (y/x& — 2% cos v,
Jx& — A%sinv, ¢3, ¢,) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

E} uzayinda yer vektorii asagidaki sekilde verilen ve I; araliginda ikinci donel yiizey R,q

zamansal donel yiizey g6z Oniine alinsin.
Ry, (k,t) = (n(k),p(k), (k) sinht,r(k) cosht). 4.1.21)
Bu ylizeyin indirgenmis metrigi
dsg, = (A2(k) + p2(k) — 7#2(k))dk? + r2(k)dt? (4.1.22)
seklindedir. Burada r(k) > 0°dir. (4.1.16) ve (4.1.22) denklemleri
karsilastirilarak, v = t, (k) = \/m ve

. . . 2 2 2 AZWIZ(U)
(1?2 (k) + p? (k) = 7#2(k)) = (x"“ (W) + z"* (W) — w'* (u) —

2w-2

(4.1.23)
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n'(w)
r'(w)

seklinde alinarak, X; ve R, ylizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) =

b(u) = P’ seklinde tanimlanirsa (4.1.23) denkleminden (4.1.12) esitligi elde edilir.

r'(w)

Boylece

n(u) — fa(u)x(u)x (u) du ve p(u) — fb(u)x(u)x (‘I.l.) du (4124)

«/xz(u)—az /xz(u)—lz

bulunur. Sonug olarak (4.1.11) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R?, (2.14) ile
verilen zamansal helikoidal yiizey X;’e Bour teoremine gore izometriktir. uy keyfi bir sabit
olmak tizere X; zamansal helikoidal ylizeyi tlizerinde bir X;(uy, v) olacak sekilde bir
uzaysal helis ele alinsin. X; zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X;(uy, v) uzaysal
helisleri, R? zamansal donel yiizeyi iizerindeki paralel uzaysal hiperbollere karsilik gelir.

Bu hiperboller, ¢; ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere {x; = ¢;, x, = ¢,} diizleminde yatan

ve x3— 2%  yarigaphl  hiperbollerdir  ve  parametrizasyonu  RZ(u,,v) =

(¢, ¢y, fxcz) — A*sinhwv, fx(z, — 2% cosh v) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

II. Durum: Ef uzaymnda yer vektorii asagidaki sekilde verilen ve I, araliginda R,

zamansal donel yiizeyi gdz Oniine alinsin.

R, (k,t) = (n(k),p(k),s(k)cosht, s(k)sinht) (4.1.25)

ele alalim. Ry, (k, t)’nin indirgenmis metrigi

ds3 , = (R2(k) + p2(k) + $2(k))dk? — s*(k)dt? (4.1.26)
seklindedir. Burada s(k) > 0’dir. (4.1.16) ve (4.1.26) denklemleri karsilastirilarak, v=t,

s(k) = V2% — x2(w) ve

22w’ (W)

(le(k) + ﬁz(k) + Sz(k))dkz — (xrz(u) + le(u) — W’Z(u) — —xz(u) — 12

) du? (4.1.27)

seklinde alinarak X; ve R,; yiizeylerin ayni indirgenmis metrige sahip oldugu elde edilir.

n'(u)
s'(w)

ve b(u) =2 W) seklinde tanimlanirsa (4.1.27) denkleminden (4.1.14)

s'(w)

Ayrica a(u) =

esitligi elde edilir. Boylece
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n(u) = — [ LT 4y e plu) = — [2RXWX® 4y, (4.1.28)

P-x2(w) *=x2(w)
bulunur. Sonug olarak (4.1.13) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R3, (2.14) ile
verilen zamansal helikoidal yiizey X;’e Bour teoremine gore izometriktir. uy keyfi bir sabit
olmak tizere X; zamansal helikoidal yiizeyi lizerinde bir X;(ug, v) olacak sekilde bir
zamansal helis ele alalim. X; zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X, (ug, v) zamansal
helisleri, R? zamansal dénel yiizeyi lizerindeki paralel zamansal hiperbollere karsilik gelir.

Bu zamansal hiperboller, ¢; ve c, keyfi sabitler olmak iizere {x; =c;, x; = ¢y}

diizleminde yatan ve /A% — x,? yarigapl hiperbollerdir ve parametrizasyonu R3 (ug, v) =
(c1,Cp /A% — x¢2 cosh v, /A% — x,2 sinh v) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

Simdi, Teorem 4.1.1.°de (4.1.9) denklemi ile verilen R} zamansal donel yiizeyinin
normallerini ve ortalama egrilik vektorlinlin bilesenleri asagidaki lemma yardimiyla

bulunur.

Lemma 4.1.1. Efuzaymnda (4.1.9) denkleminde verilen R} zamansal donel yiizeyin

ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri HiR% (i =1,2), sirasiyla

YRl a'(x? — %) + axx'(1 + a? — b?)
! 2xx'(1 + a? — b2)/(1 + a®) (x% — 12) (4.1.29)
ve

yR (x2 = 22)(b'(1 + a?®) — aa’'b) + bxx'(1 + a? — b?)
0=

(4.1.30)
2xx'\/(1 + a?)(x2 — A2)(b% — a? — 1)3
seklindedir. Ayrica RI zamansal dénel yiizeyin N, ve N, normal vektorleri:
1 (4.1.31)
N, = (acosu, asinu,—1,0)
Vit a2
ve
N. ! (b bsi b,1+ a?) (4.1.32)
= cosu, bsiny, ab, a 1.
T VitaVbi—a? -1

Awr(u)
x2(u)—A2

dir. Buradap = v — [ du seklindedir.

Ispat. Lemma 3.1.1’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
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Teorem 4.1.2 Ef’de {ny,7,,13,1,} standart ortonormal baz ve i,j = 1,2,3,4 i¢in 1;; =
n; An; olmak lizere (2.14) , (4.1.9), (4.1.11) ve (4.1.13) denklemleri ile verilen X;, Ri, R?

ve R} zamansal yiizeylerin Gauss tasvitleri sirasiyla,

€ ! I .: ! I .z !

Vx, = \/———W (xx1n,, +xz sinvn,; + (Ax" cos v + xw'sin v)r]14 — XZ COSV1),, 4.1.33)
+(Ax' sinv — xw' cos v)n,, + Az'n,,),
exx’( + asi + bsi b ) (4.1.34)
Vp1 = —— a sin sin — acos — b cos , 1.
R T o N12 K113 K114 K123 K124
_exx’ _ _

Vgz = = (acoshuny; +asinhuny, + bcoshun,s + bsinhun,, —ns,)  (4.1.35)
ve

exx’ . .
Vg = — T (asinhunys + acoshuny, + bsinhun,s + bcoshun,, +ns,) (4.1.36)
seklinde bulunur. Burada p = v — [ xf‘(/:)(gz du seklindedir.

Ispat. Teorem 3.1.2.’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.1.3. Ef uzaymda (2.14) denklemi ile verilen X; zamansal helikoidal yiizey ve
(4.1.9) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R eger ayn1 Gauss tasvirine sahip ise

bu yiizeyler hiperdiizlemsel ve minimaldir. Bu durumda, X; ve R}’ in parametrizasyonlari,
X, (u,v) = (x(u) cosv,x(u) sinv, cy, w(u) + Av) (4.1.37)

ve

-\/xZ(u) — 22 cos (v —f %du) -
N aw' ()
Rl(u,v) = | V¥ (W)~ Asin (” - ew-r d”) (4.1.38)

(&)

sin~! \/cg(lz—xz (W) + ¢y

+

elde edilir. Burada, c3 < 0 olmak tlizere, ¢, ¢;, c3, ¢4 keyfi sabitler ve
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. c3A?-1 . 4 2.2 . Ay 1—c3A? —1 [|(@+c322)(x2(u)-A2)
w(u) = i( /—63 sin \/c3(/1 x2(w)) T O i)
seklindedir.

Ispat. EY’de, X; zamansal helikoidal yiizey ve R} zamansal doénel yiizeyin Gauss
tasvirlerini sirasiyla (4.1.33) ve (4.1.34) verilmistir. Bu denklemleri karsilastirarak

asagidaki esitlikler elde edilir.

x(w)z'(w)sinv = a(u)x(uw)x'(w) sin y, (4.1.39)
Ax"(w) cosv + x(w)w'(u) sinv = b(u)x(u)x'(u) sinpu, (4.1.40)
x(u)z'(u)cosv = a(u)x(u)x'(u) cos u, (4.1.41)
Ax'(u) sinv — x(w)w'(u) cosv = —b(w)x(u)x'(u) cos u, (4.1.42)
Az'(u) = 0. (4.1.43)
Burada u=v — [ x)zh(/l:)(ﬂz du seklindedir. (4.1.43) denklemininden A # 0 oldugundan

z'(u) = 0 olur. Ayrica (4.1.39) ve (4.1.41) denklemlerinden a(u) = 0 bulunur. Boylece
X, ve R} hiperdiizlemseldir. Yani X; ve R} yiizeyleri E3’e indirgenir. (4.1.6) ve (4.1.29)

1
denklemlerinden H1X '=0ve Hf ! = 0 bulunur. Ayrica,

x"*w' (222 — x2) + 22w + x(x% - 22)(x"'w' — x'w"")

Hy' = 3/ (4.1.44)
2 (xzw’2 —x'?(x% — AZ)) 2
ve
yR bxx'(1 —b?) + b'(x? — 1?) (4.1.45)
2xx'\/(x2 — 22)(b% — 1)3
esitlikleri elde edilir. Diger taraftan (4.1.10) denklemini kullanarak
pr o WO AT (4.1.46)

x?x'?
bulunur. (4.1.46) denklemini (4.1.45)’te yerine yazilarak
RY x2w'(x"2w' (222 =x2) + x*w" + x(x? = A (x"'w' — x'w"))

2 = 3 (4.1.47)
2 (xzw’2 —x'%(x? - AZ)) /2 J(x2w'? + 12x'2) (x2 — 12)

elde edilir. Ayrica (4.1.40) ve (4.1.42) denklemleri kullanilarak
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. ) Aw'(u)

x(w'(w) = b(w)x(w)x'(w) cos <f mdu) (4.1.48)
ve

, N Aw'(u)
Ax'(w) = —bWx(w)x'(u) sin (f mdu) (4.1.49)
elde edilir. (4.1.48) ve (4.1.49) denklemleri karsilastirilarak
x(uw)w'(u) Aw'(u) (4.1.50)
———~ = —cot| [ ——=du

Ax'(u) x2%(u) — A2
olarak bulunur. (4.1.50) denklemini u’ya gore tiirevi alindiginda
x"Pw'(222 = x2) + 22w’ + x(x2 = 22)(x"'W' —x'Ww") =0 (4.1.51)

1
elde edilir. Buradan H;( = Hf 1 = 0 bulunur. Boylece X; ve R} yiizeyleri minimaldir.
Simdi bu yiizeylerin ayn1 Gauss tasvirine sahip olduklarinda yiizeylerin

parametrizasyonlarini bulalim. Eger R} yiizeyi minimal ise, (4.1.45) denkleminden

(x%2(w) — 22)b' () + x(wW)x'(wW)bw) = x(W)x"(w)b3 () (4.1.52)

Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.1.52) denklemi ¢oziilerek

1
T Tt — A2

bulunur. Burada c¢3 keyfi sabittir. Son olarak (4.1.46) ve (4.1.53) denklemleri

b? (4.1.53)

karsilastirilarak

x(u)

elde edilir. Burada c; < 0 seklindedir. Ayrica R} yiizeyinin son bileseni

Y 2 _ )2
W) = +y1 - c322 f W j 1+:3 (le— 7 du (4.1.54)

x(uw)x'(u) du = + 1

f \/ (22 = 22)(1 + c3(x% — 12)) —C3

sin™? Jc3 (22=x2(W) + ¢4 (4.1.55)

seklinde bulunur. Burada c, keyfi sabittir. Boylece istenen sonug elde edilir.

Ikawa (2001) E3 uzayinda izometrik yiizeylerin aym Gauss tasvirine sahip oldugu
yiizeyleri belirlemistir. Eger Teorem 4.1.3’de verilen izometrik yiizeylerde x(u) =u

alinirsa, Ikawa (2001)’nin elde ettigi yilizeyler ile ¢akistig1 goriiliir.
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(2.14) denklemi ile verilen X;, (4.1.11) denklemi ile verilen R? ve (4.1.13) denklemi ile

verilen R} yiizeylerinin Gauss tasvirleri ile ilgili teorem asagidaki gibi verilir.

Teorem 4.1.4. E] uzayinda (2.14) denklemi ile verilen X; zamansal helikoidal yiizeyi ile
sirastyla (4.1.11) ve (4.1.13) denklemleri ile verilen R? ve R3 zamansal dénel yiizeylerin

Gauss tasvirleri birbirinden farklidir.

ispat. X1, R? ve R3 zamansal yiizeylerin sirasiyla (4.1.33), (4.1.35) ve (4.1.36)
denklemlerinde Gauss tasvirleri elde edilmistir. (4.1.33) ve (4.1.35) denklemlerini

karsilastirarak x(u) = 0 veya x'(u) = 0 bulunur. Boylece vgz = 0 elde edilir ve bu bir

celiskidir. Dolayisiyla X; ve R? yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden farklidir. Benzer

sekilde X; ve R} yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden farkl1 oldugu elde edilir.

Simdi izometrik yiizeylerin ayn1 Gauss egriliklerine sahip olduklarini (yani Gauss

Egregium teoremini sagladiklarini) asagidaki teorem yardimiyla gosterilir.

Teorem 4.1.5. Ef uzayinda (2.14) denklemiyle verilen X; zamansal helikoidal yiizeyin
Gauss egriligi sirasiyla (4.1.9) denklemiyle verilen Ri zamansal dénel yiizeyin, (4.1.11)
denklemiyle verilen R? zamansal dénel yiizeyin ve (4.1.13) denklemiyle verilen R}

zamansal donel ylizeyin Gauss egrilikleri aynidir.
Ispat. Teorem 3.1.5.%in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Son olarak, Teorem 4.1.3’0 kullanarak, izometrik ve aym1 Gauss tasvirine sahip olan

yiizeyler i¢in bir 6rnek verilecektir.

Ornek 4.1.1. Teorem 4.1.3’de sirastyla (4.1.37) ve (4.1.38) denklemleriyle verilen X; ve
Rl vyiizeylerini ele alalm. Eger x(u) =u, A=1, ¢3 = —; ve ¢, =0 alinirsa, bu

yiizeylerin parametrizasyonlari;

X( ) ) ) ) ) 3 2 t 2 ] ( b )

ve
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Ri(u,v) =

[ 1

Ju? —1cos <v —3 tan~
1

vJu? — 1sin (v —3 tan~

V2sin™1

2
) 2uc—3

vV=3u*+12u? -9
L 2u -3

vV=3u*+12u? -9

%)

u—-1
2

)

!

(4.1.57)

seklindedir. Wolfram Mathematica 10.4 proramimi kullanarak, 1.32 <u < 1.72 ve 0 <

v < 2m araliklari icin, E3 uzayinda zamansal helikoidal yiizey X; ve zamansal donel yiizey

RY'in grafikleri asagidaki sekilde cizilir.

(a)

(b)

Sekil 4.1.1 (a) L. tip zamansal helikoidal ylizey; uzaysal helis (b) zamansal donel yiizey;

uzaysal cember.
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4.2. Minkowski uzay-zamanda Ila. Tip Zamansal Helikoidal Yiizey

E? uzayinda, (2.15) denklemiyle verilen Ila. tip helikoidal yiizey X,, nin
parametrik denkleminin sirasiyla uve v’ye gore kismi tlirevleri alinarak asagidaki

esitlikler elde edilir.

Xza, = (x'(w),y'(w),w'(w) sinhv,w’(u) coshv)

ve

X34, = (4, 0,w(w) coshv,w(u) sinhv).

Boylece helikoidal yiizeyin birinci temel form katsayilari,

11 =x"W+y W —w?W, g1z =Ax'(w) ve g =w?(w)+ A (4.2.1)
seklinde elde edilir. X,, helikoidal yiizeyin zamansal olmasi i¢in her u € I € R i¢in W =
W2(w) + 22 ("> W) —w'?(@W)) + x'*(w)w2(u) < 0 olmalidr.

E7 uzayinda e; ve e, vektorleri X,,’ ya teget ve N;, N, vektorleri X,,’ya normal olacak

sekilde X5, ylizeyi lizerinde taniml {e;, e,, N1, N, } seklinde yonlendirilmis bir ortonormal

cat1 alani

1 1
€ ==Xz, &= Nz (911%2a, = 912X24,,)- (4.2.2)
N, = L (0,w’,y"sinhv,y’ coshv), (4.2.3)

W,z_y,z

_ 1 12 12 It ’ [
N, =-— (W(W —vy'7), x'y'w,x'ww’ sinhv
J- w(w'? —y'?) (4.2.4)

—/'l(w’2 - y’z) coshv, x'ww' coshv — /1(W'2 — y’z) sinh v)
olarak segilebilir. Burada (e, e;) = —(e,, e,) = € ve (N1, N;) = (N,, N,) = 1 seklindedir.
Eger € = 1 ise X,, ylizeyi uzaysal meridyene sahiptir. Aksi taktirde zamansal meridyene

sahiptir. Gerekli hesaplamalar yapilarak, X,, ylizeyine ait ikinci temel form katsayilart:

y''w! =y w!!

bi; = —F——, bi, = by; =0, b3, = - ) 4.2.5)
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b2 _W(xl(WIWII_nyII)+xII(y12_le)) b2 _ b2 _/1W' w' -y’
= » Dip = Dy = =
w(y'?-w'?)
A 2 A
2 X wWew
b22 - 2 2
wy'"-w')

seklinde elde edilir. ikinci temel form katsayilar1 géz éniinde bulundurularak, X, yiizeyin

ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri H;*?¢ (i = 1,2) sirasiyla,

1
Hlxza — ((WZ + AZ)(}/”W’ _ yIWII) _ Wy'(x'z + yrz — W’Z)) (4 ) 6)
2W [w'? — y'? B
ve
X, 1 [ 2 2 12 12 23
Hfe = x'wW' A +wH)' —w') +wiw'x

2 JW3(y’2 —w'? 4.2.7)
+W(W2 + /12)(36”(}/’2 _ WIZ) + X’(W’W” _ y/yu)))
elde edilir. Ayrica (4.2.5)’deki esitlikler kullanilarak, X,, zamansal helikoidal yiizeyinin

Gauss egriligi K*2a,

1
KX2a = W (AZW’Z(WIZ _ y’2)+W3XI(X”W, _ XIWII)
wy' G2+ W)W~ y'w")

(4.2.8)

olarak hesaplanir.

X, zamansal yiizeye benzer sekilde X,, zamansal yilizeye Bour teoremine gore izometrik

olan donel yiizeyler asagidaki teorem yardimiyla belirleyelim.

Teorem 4.2.1. Ef uzayinda (2.15) ile verilen X,, zamansal helikoidal yiizey asagidaki

zamansal donel yiizeylerden birine izometriktir:

i)
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_\/Wz(u) + A2 cos (v + [ %du)
Jw2(u) + A2 sin <v + [ %du)

a(w@w'(w) du (4.2.9)

Jw?(u) + A2

[ bwwww'(w) s

Jw?(u) + A2

RY, (u,v) =

oyleki, X,, zamansal helikoidal yiizey iizerindeki uzaysal helisler, R3, zamansal dénel
yiizey tizerindeki parallel uzaysal c¢emberlere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u)

asagidaki esitligini saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

w? (@) (¥ (W) + y"* W) — 2w W) + (W) — w”? W)

(4.2.10)
w2(w)w'2(u)

a’?(u) — b%(u) =

ii)
a(wW)w@)w'(u)
du

Jw?(u) + 12

bw)w@)w'(u) du

R%,(u,v) = Jw2(w) + A2 . 4.2.11)
. X (U
Jw?2(u) + 22 sinh <v+f md”)

_\/WZ(u) + A2 cosh <v + [ %du)

oyleki, X,, zamansal helikoidal yiizey {izerindeki uzaysal helisler, R3, zamansal donel

yiizey Uzerindeki parallel uzaysal hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u)

asagidaki esitligini saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

w2 (x?(w) +y"? W) + (W —w?w)
w2 (w)w'2(u)

Burada, her u € I ¢ Ri¢in w'(u) # 0’dr.

a’?(u) + b%(u) = (4.2.12)

Ispat. E} uzayinda (2.15) denklemi ile verilen X,, helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigi

dsg, = (x’z(u) +y"% () - W’Z(u)) du? — 22x' (w)dudv + (W?(u) + 12)dv? (4.2.13)
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seklindedir. Simdi X,, helikoidal yiizeyi lizerinde helislere ortogonal olan v-parametreli

bir egri yardimiyla

Ax'(wWdu + wW?(w) + 12)dv =0 (4.2.14)

denklemi elde edilir. Ayrica (4.2.14) denklemini ¢ozerek;

Ax'(u)
T sz(u) el (4.2.15)

elde edilir. Burada c; keyfi sabittir. Burada c; yerine v alinarak
Ax'(u
v=v+ f % du
w?(w) + 4 (4.2.16)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin u ya gore tiirevini alinarak

p i Ax'(u) p
v=dv ———————du
w2(u) + A2 4.2.17)

esitligi elde edilir. (4.2.17)’deki esitlik (4.2.13) denkleminde yerine yazilarak X,,
helikoidal ylizeyin indirgenmis metrigi asagidaki gibi yeniden yazilir:

ds2 = (x’z(u) +y2(w) —w'(u) - il ) du® + w?(w) + A*)dv? (4.2.18)
Xoa y W2 (W) +A2 ' o

X, 4 helikoidal yiizeyine izometrik donel yilizeyleri bulmak i¢in agsagidaki durumlar verilir.

I. Durum: E} uzayinda (4.1.17) denklemi ile verilen R, donel yiizeyinin indirgenmis

metrigi (4.1.18) denkleminde verilmistir. (4.1.18) denklemi ve (4.2.18) denklemi
karsilastirilarak, v=t, n(k) = vw?(w) + A% ve

22x"%(w)
w?(u) + 22

esitlikleri ele alinarak X,, ve R; yﬁzeylerin ayni indirgenmis metrige sahip oldugu elde

(n2(k) + $2(k) — 72(k))dk? = (x> (w) + y"* (W) — w'?(u) — Ydu? (4.2.19)

edilir. Ayrica a(u) = Tsll,iu)) e b(u) =

(4.2.10) esitligi elde edilir. Boylece

) seklinde tanimlanirsa (4.2.19) denkleminden

s(u) = [ LW ) ve r(u) = [LWWWE) 4 (4.2.20)

. , w2 (w)+1* /wz (w)+42
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bulunur. Sonug olarak (4.2.9) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey Ri,, (2.15) ile
verilen zamansal helikoidal yiizey X,,’ya Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir
sabit olmak tizere X,, zamansal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X,,(u,, v) olacak sekilde
bir uzaysal helis ele alalm. X,, helikoidal yiizeyi lizerindeki X,,(uy, v) uzaysal helisler,
R}, zamansal donel yiizeyi iizerindeki paralel uzaysal cemberlere karsilik gelir. Bu

uzaysal ¢emberler, c; ve c, keyfi sabitler olmak tizere {x; = c3, x, = ¢4} diizleminde

yatan ve +/wo?+A* vyarigapli ¢emberlerdir ve parametrizasyonu R3,(ug, v) =
(\/ wo? + A2 cosv,y/wy? + A% sinv, c3, c4) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

II. Durum: E} uzayinda (4.1.21) denklemi ile verilen R,, donel yiizeyinin

indirgenmis metrigi (4.1.22) denkleminde verilmistir. (4.1.22) ve (4.2.18) denklemleri
karsilastirilarak, v=t, (k) = vw?(u) + 1% ve

22x"%(w)
w?(u) + /12)
esitlikleri ele alinarak X,, ve R,, yiizeylerin ayni indirgenmis metrige sahip oldugu elde
n'(w)

r!(u)

(n2(k) + p2 (k) — 72(k))dk? = (x"* (W) + y"*(w) —w'* (W) — du? (4.2.21)

ve b(u) = % seklinde tanimlanirsa (4.2.21) denkleminden

edilir. Ayrica a(u) =

(4.2.12) esitlig elde edilir. Boylece

n(u) = J-a(u)W(u)W’(u) du ve p(u) = fb(u)W(u)W’(u) du (4.2.22)
JwEa+2? w2 (u)+22

bulunur. Sonug olarak (4.2.11) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R3,, (2.15) ile

verilen zamansal helikoidal yiizey X,,’ye Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir

sabit olmak tizere X,, zamansal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X,,(u,, v) olacak sekilde

bir uzaysal helis ele alalim. X,, zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X,,(uy, v) uzaysal

helisler, R5, zamansal donel yiizeyi iizerindeki paralel uzaysal hiperbollere karsilik gelir.

Bu uzaysal hiperboller, c¢; ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere {x; = c¢;, x, = ¢,} diizleminde

yatan ve /w(z) + 2% yarigaplt hiperbollerdir ve parametrizasyonu RZ,(ug, v) = ( ¢y, Cy,

/w(z) + A%sinhv, /w(z) + 2% cosh v) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

Teorem 4.2.1°de (4.2.11) denklemi ile verilen R, zamansal donel yiizeyinin normallerini

ve ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri asagidaki lemma yardimiyla bulunur.
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Lemma 4.2.1. E} uzaymda (4.2.11) denkleminde verilen R3, zamansal donel yiizeyin

ortalama egrilik vektoriinlin bilesenleri HiR%“ (i =1,2), sirasiyla

b'(w? + 22) — bww'(a® + b2 — 1)

2
H? = (4.2.23)
2ww'(a? + b2 — 1),/ (1 — b2)(W? + 12)
ve
2 (w2 +2%)(d’'(1 — b?) — abb’) — aww'(a? + b? — 1)
H2e = (4.2.24)
2ww'y/ (b2 — 1)(W? + A2)(a? + b2 — 1)3
seklindedir. Ayrica R2, zamansal donel yiizeyin N; ve N, normal vektdrleri:
1 (4.2.25)
N, = (0,1, b sinh u, b cosh u)
1 132 U H
ve
N. ! (1 — b?, ab, asinh hu)
= — b%,ab,asinh u,acoshpu 4.2.26
P D@+ b2 -1 (:2.20
. Axr(u) . .
dir. Buradap = v + [ szcu;i 2 du seklindedir.

Ispat. Lemma 3.1.17in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.2.2 E} uzaymda {n;,7,,13,14} standart ortonormal baz ve i,j = 1,2,3,4 i¢in

nij = n; Anj olmak lizere (2.15) , (4.2.9) ve (4.2.11) denklemleri ile verilen X5, R1, ve

R3, zamansal yiizeylerin Gauss tasvirleri sirastyla,

€
v = ——(—Ay'n., + (x" wcoshv — Aw' sinh v + (x" wsinh v
X2a m( YNz + ( )13 + ( 4.2.27)
—Aw' cosh v)ny4 + y'w cosh v n,3 + y'wsinh vn,, — ww'ns,),

eww’

Vpi, = N (M2 +asinunyz + bsinun, —acos pun,s — b cos pn,,) (4.2.28)
ve

Vrz, = \E/VI_V;; (acoshun3 +asinhun,, + bcoshun,s + bsinhun,, —n3,) (4.2.29)
seklinde bulunur. Burada yp = v + [ nggi)lz du dir.

Ispat. Teorem 3.1.2°nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.
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Simdi (2.15) ve (4.2.11) denklemleri ile verilen X,, ve R5, izometrik yiizeylerinin ayni

Gauss tasvirine sahip olmalar1 durumunda asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.2.3. E] uzayinda (2.15) denklemi ile verilen X,, zamansal helikoidal yiizey ve
(4.2.11) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R, eger ayn1 Gauss tasvirine sahip ise

bu ylizeyler hiperdiizlemsel ve minimaldir. Bu durumda, X,, ve Rj,’nin

parametrizasyonlari,
X50(u,v) = (x(u) + v, ¢, w(u)sinh v, w(u) cosh v) (4.2.30)
ve

+——sinh™' \/c;(W2(u) + 12) + c,

1
C2
Rza(w,v) = \Wsinh (v + [ —wj(i)(lfl-)lz du) (4.2.31)

_\/WZ(u) + A2 cosh <v + [ %du) |

elde edilir. Burada, ¢z > 0 olmak tizere, ¢4, ¢, c3, ¢4 keyfi sabitler ve

.y _1 [22(1+cz(w2(w)+42))
x(u) =+ <\/ 1+ c3A2sinh™!\/cs(W2(w) + 22) — A,/cs tanh™? \/(1+c3)lz)(w2(u)+/12))
seklindedir.

Ispat. Ef uzaymda X,, zamansal helikoidal yiizey ve R3, zamansal donel yiizeyin Gauss
tasvirlerini sirasiyla (4.2.27) ve (4.2.29) verilmistir. Bu denklemleri karsilastirarak
asagidaki esitlikler elde edilir.

Ay’ (w) =0, (4.2.32)
x'(w)w(u) coshv — Aw'(u) sinh v = a(w)w(u)w'(u) cosh u, (4.2.33)
x'(w)w(u) sinhv — Aw'(u) coshv = a(w)w(w)w'(u) sinh u, (4.2.34)
y' (w)w(u) coshv = b(uw)w(u)w'(u) cosh u, (4.2.35)
y' (w)w(w) sinhv = b(uw)w(u)w'(w) sinh p. (4.2.36)

(4.2.32) denklemininden A # 0 oldugundan y'(u) = 0 olur. Ayrica (4.2.35) ve (4.2.36)

denklemlerinden b(u) = 0 bulunur. Béylece X,, ve R3, hiperdiizlemseldir. Yani X,, ve
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2
R2a

R2, yiizeyleri E3’e indirgenir. (4.2.6) ve (4.2.23) denklemlerinden Hlx =0veH *=0

bulunur. Ayrica,

x'w? (222 + w?) —w2x” + ww? + ) (x"w' —x'w')

X2 _
H2 =

3 4.2.37
2(w'? (w2 +22) — w2x'?) /2 ( )

ve
e a'(w? +212) + aww'(1 — a?) (4.2.38)

2 2ww'\[(W? + 22)(1 — a?)3
esitlikler elde edilir. Diger taraftan (4.2.12) denklemini kullanarak

w2x'2 — 122
a? = 7 (4.2.39)
wiw

bulunur. (4.2.39) denklemini (4.2.38)’te yerine yazilarak
HR%“ 3 sz'(x’w’2(2/12+wz) —wix3 +ww? + 2 (x"'w’ — x’w”)) I

? 2(w'2(w? + A2) — W2x’2)3/2\/(w2 + 22)(A2w'2 — w2x'2) o
elde edilir. Ayrica (4.2.33) ve (4.2.34) denklemleri kullanilarak

Ax'(u
X’(u)W(u) = a(u)w(u)w’(u) cosh <f W(-I-)AZ u> (4241)
ve
Ax'(u

AW’(u) = —a(u)w(u)w’(u) sin <f W(-I-)AZ du> (4.2.42)
elde edilir. (4.2.41) ve (4.2.42) denklemleri karsilagtirilarak

x'(ww(u) Ax'(u) (4.2.43)
—————~ = coth| | ————du

Aw'(u) w?2(u) + A2

olarak bulunur. (4.2.43) denklemini u’ya gore kismi tiirevi alindiginda
w222 +w?) — w2k + w2 + D)W —x'w'") =0 (4.2.44)

2
elde edilir. Buradan HZX 2 = H; 2a = ( bulunur. Béylece X,, ve R3, yiizeyleri minimaldir.
Simdi bu yiizeylerin aym1 Gauss tasvirine sahip olduklarinda ylizeylerin

parametrizasyonlarini bulalim. Eger R3, yiizeyi minimal ise, (4.2.38) denkleminden
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w2(@w) + 1®)a’'(w) + ww'(w)a(w) = w)w'(wa3w) (4.2.45)
Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.2.45) denklemi ¢oziilerek

_ 1 (4.2.46)
14+ cs(w? 4+ 12)

bulunur. Burada c;keyfi sabittir. Son olarak (4.2.39) ve (4.2.46) denklemleri

a2

karsilastirilarak
w'(u) w?(u) + A2
= + 2 4.2.47
x(u) = T+ fw(u)J1+c3(w2(u)+/12) du (4.247)

elde edilir. Burada c; > 0 seklindedir. Ayrica R3, yiizeyinin son bileseni

w()w'(u) y s —al 1

f\/(wz +22)(1 + cs(w? + 22)) VTG

seklinde bulunur. Burada c, keyfi sabittir. Boylece istenen sonug elde edilir.

sin™!/—cs(W2(u) + 42) + ¢,

(4.2.48)

Ikawa (2001) E3 uzaymnda izometrik yiizeylerin aym Gauss tasvirine sahip oldugu
yuzeyleri belirlemistir. Eger Teorem 4.2.3’de verilen izometrik yiizeylerde w(u) = u
alinirsa, Ikawa (2001)’nin elde ettigi ylizeyler ile cakistigr gortliir. (2.15) denklemiyle
verilen X,, helikoidal yiizeyinde eger x'(u) =0 alinirsa, X,, helikoidal yiizeyi dik
helikoidal ylizeyine indirgenir. Ayrica bu durum altinda ylizeylerin Gauss tasvirleri

birbirinin farklidir.

Teorem 4.2.4. E} uzayinda (2.15) denklemi ile verilen X,, helikoidal yiizeyi ve (4.2.9)

denklemi ile verilen R, zamansal dénel yiizeylerin Gauss tasviri birbirinden farklidir.

Ispat. X,, ve R}, yiizeylerin sirastyla (4.2.27) ve (4.2.28) denklemlerinde Gauss
tasvirleri elde edilmistir. Bu yiizeylerin Gauss tasvirlerini karsilastirarak w(u) = 0 veya

w'(u) = 0 bulunur. Boylece Vg1, = 0 elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla X,, ve

R}, yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden farklidir.

Simdi izometrik yiizeylerin ayni Gauss egriliklerine sahip olduklarini (yani Gauss

Egregium teoremini sagladiklarini) asagidaki teorem yardimiyla gosterilir.
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Teorem 4.2.5. ET uzayinda (2.15) denklemiyle verilen X,, helikoidal yiizeyin Gauss
egriligi, sirasiyla (4.2.9) denklemiyle verilen R}, zamansal donel yiizeyin ve (4.2.11)

denklemiyle verilen R3, zamansal dénel yiizeyin Gauss egrilikleri aynidir.
Ispat. Teorem 3.1.5’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Son olarak, Teorem 4.2.3’0 kullanarak, izometrik ve aym1 Gauss tasvirine sahip olan

yiizeyler i¢in bir 6rnek verilecektir.

Ornek 4.2.1. Teorem 4.2.3’te verilen X,, ve RZ, yiizeylerini ele alalim. Eger w(u) = u,

A = c3 =1vec, = 0 alinirsa, bu ylizeylerin parametrizasyonlart;

[ 2+ u?
V2sinh 11 + u2 — tanh™1! T +v
Xoa(u,v) = c (4.2.49)
1
u sinhv
ucoshv

ve
sinh™1+/1 + u?
Ca

u
R%a(u’ v) =1V 1 + u? sinh <‘U +1In ) (4.2.50)
V3u? + 4 +8u + 24u? + 16

u
\/1+u2cosh<v+ln )

V3u? + 4 +V8ut + 24u2 + 16

seklinde elde edilir. Wolfram Mathematica 10.4 proramini kullanarak, 1.19 < u < 10 ve
—1.5 < v < 1.5 araliklar i¢in, E3 uzayinda helikoidal yiizey X,, ve zamansal donel yiizey

R3,'in grafikleri asagidaki sekilde cizilir.
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4.3. Minkowski uzay-zamanda IIb. Tip Zamansal Helikoidal Yiizey

E? uzayinda, (2.16) denklemiyle verilen IIb. tip helikoidal yiizey X, nin
parametrik denkleminin sirasiyla uve v’ye gore kismi tlirevleri alinarak asagidaki

esitlikler elde edilir.

Xop, = (x'(w),y'(w),z' () coshv, z'(u) sinh v)

ve

Xap, = (4,0,z(u) sinh v, z(u) coshv).

Boylece helikoidal yiizeyin birinci temel form katsayilari,

g1 = xlz(u) + y'z(u) + le(u), g1z = Ax'(u) ve g = A —z%(u) (4.3.1)

seklinde elde edilir. X, helikoidal yiizeyin zamansal olmasi i¢in her u € I € R i¢in W =

(2=z2@) (y"* @) + 2”* (W) — x> (W)z2(u) < 0 olmalidir.

E} uzayinda e; ve e, vektorleri X, ye teget ve N;, N, vektorleri X,,’ye normal olacak

sekilde X, ylizeyi lizerinde tanimli {e;, e,, N;, N,} seklinde yonlendirilmis bir ortonormal

cat1 alami
1 1
e1 = o Xany» €2 = T (911Xan, — 12X20,) (43.2)
Ny L (0,—7, y' coshv,y'sinhv), (4.3.3)
y'?42!?
1 /2 I2 ! r r r
N, =-— (—z(y +z ),xyz,xzz coshv
’2 !2
\/—W(y +7°) (4.3.4)

—A (y'z + Z’Z) sinhv, x'zz sinhv — 2 (y’z + z'z) coshv)
olarak segilebilir. Burada (e;,e;) = —(e,, e;) = 1 ve (N;, N;) = (N,, N,) = 1 seklindedir.

Gerekli hesaplamalar yapilarak, X,; ylizeyine ait ikinci temel form katsayilar:

r,r . !
1 _YZ Yy z 1 _pl _ 1 __ Yz
by, = ) by, = b3 =0, bz, = ) (4.3.5)
12, 12 12 12 e
v +z y tz
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2 2
b2 Z(xl(nyII+ZIZII)_xII(yIZ+le)) b2 b2 Az |y +z!
11 > Y12 21 7
\/—W(y’2+z’2) w

x'z%z'

—W(y’2+z’2)

2
b22_

seklinde elde edilir. ikinci temel form katsayilar1 géz &niinde bulundurularak, X, yiizeyin

ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri H;*?? (i = 1,2) sirasiyla,

1
H1XZb — ((/12 _ Zz)(y’Z” —y"z") + Zy,(x,z + y/2 + Z’Z))

2W /y'2 + z'?

ve

1 ! ! ! I ! n
HY» = Z(Z - 20" +2°) + 2" - z2")
2\/—W3 (y*+2%)

222 (77 + YY) X0+ 2N+ B +ZD) — XY y)

(4.3.6)

4.3.7)

elde edilir. Ayrica (4.3.5)’deki esitlikler kullanilarak, X,; zamansal helikoidal yilizeyinin

Gauss egriligi K*2p,

1
KXzb — W(AZZIZ(ZIZ + y’2)+Z3XI(X”Z, _ X’Z”) + Zy’(22 _ AZ)(yIIZI _ _’y’Z”)) (438)

olarak hesaplanir. Simdi, X; zamansal ylizeye benzer sekilde X,; zamansal yiizey i¢in

Bour teoremine gore izometrik olan donel yiizeyler asagidaki teorem yardimiyla

belirlenecektir. Bu teoremde kullanilmak iizere, I, = {u € I € R | z2(u) — A% < 0} ve

I, ={u€l cR|z?(u)— A% > 0} iki altkiime olsun.

Teorem 4.3.1. E} uzayinda (2.16) ile verilen X,;, zamansal helikoidal yiizey asagidaki

zamansal donel yiizeylerden birine izometriktir:

i)
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VA2 — 7z2(w) sin <v + [ %du>
. a(u)z(w)z'(u) Ju
A2 —z2(u)
b(w)z(u)z'(u)
du
A2 —z2(u)

RY, (u,v) = (4.3.9)

-J

oyleki, X,, zamansal helikoidal yiizey iizerindeki uzaysal helisler, R}, zamansal dénel
yiuzey Uzerindeki parallel uzaysal ¢emberlere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u)

asagidaki esitligi saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

2(y?w) + 2%w) — z2(w) (x"2(w) + y"*(w) + 22'%(w))
z2(u)z'2(u)

a?(u) — b*(u) = (4.3.10)

ii)
v a(w)z(u)z'(u) i
A2 —z2(u)
_ b(u)zz(u)zz’(u) du
R3y(w,v) = A -z

\/,12——22(u)sinh <v + [ ;icl—z(l;gu)du> (4.3.11)
_\//’12 — z2(u) cosh <v + [ ;fl—%du)

oyleki, X,, zamansal helikoidal yiizey {izerindeki uzaysal helisler, R3, zamansal donel

yiizey Uzerindeki parallel uzaysal hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u)

asagidaki esitligi saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

2y w) + 22 (W) —z2 (W) (x"* (W) + y"?(w))
zZ2(w)z'2(u) ’

Burada, her u € I; € Rve z'(u) # 0°dur.

a’?(u) + b%(u) = (4.3.12)

iii)
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[ a(uw)z(u)z'(u) du
v z%(u) — A2

b(uw)z(u)z'(u) i

R3, (u,v) = Jz2(w) — 22
\/m cosh <v — Zzll(xT(li)Az du) (4.3.13)

. Ax'(u)
_\/Zz(u) — A2 sinh (v —f zz(u)——/lzdu>_

oyleki, X, zamansal helikoidal yiizey iizerindeki zamansal helisler, R, zamansal donel

yiizey tzerindeki parallel zamansal hiperbollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u)

asagidaki esitligi saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

22 (w)(x"2 (W) + y"? () — 22(y"*(w) + z"*(w)) .
z2(uw)z"2(u)

Burada heru € I, € R ve z'(u) # 0°dur.

(4.3.14)

a’?(u) + b?(u) =

Ispat. E} uzayinda (2.16) denklemi ile verilen X,, helikoidal yiizeyini ele alalim. (4.3.1)

denklemini kullanarak X, helikoidal ylizeyin indirgenmis metrigi

dsg,, = (x’z(u) +y"% () + Z’Z(u)) du? + 2Ax' (W) dudv + (A2 — 22(u))dv?  (43:15)
seklindedir. Simdi X; zamansal helikoidal yiizeye benzer, ortogonal olan v-parametreli bir
egri ile X, zamansal helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigini yeniden asagidaki gibi

parametrelenebilir:

22x"%(w)

ds?, = <x’2(u) #3700 + 20 + S

)du2 + (22 — 22(w) ) dv? 43.16)

Ax'(w)

FERpETR du seklindedir. E uzayinda X, helikoidal yiizeyin zamansal

Burada 7 =v + [

olmasii¢cin heru € I € R i¢in W < 0 olmalidir.

X,, zamansal helikoidal yiizeyine izometrik donel yiizeyleri bulmak i¢in asagidaki

durumlar verilir.

I. Durum: E} uzayinda, yer vektorii (4.1.17) denklemi ile verilen R; zamansal donel

yiizeyinin indirgenmis metrigi (4.1.18) denkleminde verilmistir. (4.1.18) denklemi ve

(4.3.16) denklemi karsilastirilarak, v=t, n(k) = /1% — z2(u) ve
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2 rz(u)

(#2(k) + $2(k) — 72 (k) )dke? = <x'2(u) +y? (W) + 2 (u) + m) du? (43.17)
s’ (u)

W veE

seklinde alinarak, X, ve R; yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) =

b(u) = = (u; seklinde tanimlanirsa (4.3.17) denkleminden (4.3.10) esitligi elde edilir.

Boylece

s =— [ a(u)Z(u)ZZ( ® g ve r(u) = — [ b(u;fi)zz(;;o du (4.3.18)
bulunur. Sonug olarak (4.3.9) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R%b, (2.16) ile
verilen zamansal helikoidal ylizey X,;,’ye Bour teoremine gore izometriktir. u, keyfi bir
sabit olmak tizere X,;, zamansal helikoidal ylizeyi tizerinde bir X, (u,, v) olacak sekilde
bir uzaysal helis ele alinsin. X,; zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X, (uy, v) uzaysal
helisler, R}, zamansal donel yiizeyi iizerindeki paralel uzaysal gemberlere karsilik gelir.

Bu ¢emberler, c; ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere {x; = c3, x, = c,} diizleminde yatan

e ’/’LZ — 7z yarigapl cemberlerdir ve parametrizasyonu Rjp(uo,v) = (_[A* — 23 cosv,
/AZ — z3sinv, c3, ¢,) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

E} uzaymda, yer vektorii (4.1.21) denklemi ile verilen R,, zamansal donel yiizeyinin

indirgenmis metrigi (4.1.22) denkleminde verilmistir. (4.1.22) ve (4.3.16) denklemleri
karsilastirilarak, v=t, (k) = /1% — 22(u) ve

(72 () + p2(k) — #2(k) )dk? = <x,2(u) +y" W) + 2% (w) + %) du? (43.19)
seklinde alinarak, X, ve R,, yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) = gg ve
b(u) = 1::23 seklindedir. Boylece

n(w) = fa(u)Z(u)ZZ( (w) du ve p(u) = fb(ujj(ii)zzw(u) (4.3.20)

bulunur. Sonug olarak (4.3.11) denklemi ile verilen zamansal dénel yiizey R3,, (2.16) ile
verilen zamansal helikoidal ylizey X,;,’ye Bour teoremine gore izometriktir. uy keyfi bir
sabit olmak tizere X,;, zamansal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X,;, (u,, v) olacak sekilde

bir uzaysal helis ele alinsin. X,;, zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X,j(ug, v) uzaysal
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helisleri, R5, zamansal donel yiizeyi iizerindeki paralel uzaysal hiperbollere karsilik gelir.

Bu hiperboller, ¢; ve c, keyfi sabitler olmak tlizere {x; = c¢;, x, = ¢,} diizleminde yatan

ve A% —z%  yarigaph hiperbollerdir ve parametrizasyonu R2, (ug, v) = (cy,Cs,

/ 1% —zZsinhv, //12 — 7% cosh v) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

II. Durum: E] uzaymda, yer vektorii (4.1.25) denklemi ile verilen ve I, aralifinda R,

zamansal donel ylizeyinin indirgenmis metrigi (4.1.26) denkleminde verilmistir. (4.1.26)

ve (4.3.16) denklemleri karsilastirilarak, v=t, s(k) = +/z2(u)—21% ve

2 Iz(u)

(12 (k) + p2(k) + $2(k) ) dk? = (x’z(u) +y % (w) + 2 (W) + m) du? (4.321)

esitlikleri bulunur. Bu esitlikler géz oniinde bulundurularak, X; ve R, yiizeylerin ayni

indirgenmis metrige sahip oldugu elde edilir. Ayrica a(u) = _g ve b(u) = pr((Z;

seklindedir. Boylece

n(u) = fa%) du ve p(u) = I%du (4.3.22)
bulunur. Sonug olarak (4.3.13) denklemi ile verilen zamansal dénel yiizey R3,, (2.16) ile
verilen zamansal helikoidal ylizey X,;,’ye Bour teoremine gore izometriktir. uy keyfi bir
sabit olmak tizere X,;, zamansal helikoidal ylizeyi tizerinde bir X, (ug, v) olacak sekilde
bir zamansal helis ele alalm. X; zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X, (ug, v)
zamansal helisleri, R3, zamansal dénel yiizeyi iizerindeki paralel zamansal hiperbollere

karsilik gelir. Bu hiperboller, ¢; ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere {x; = ¢y, X, = ¢3}

diizleminde yatan ve /Z(Z) — 2% yarigapli hiperbollerdir ve parametrizasyonu R3, (uy, v) =

(c1, €, /z(z) — A% coshv, ’zé — 2% sinh v) seklindedir (Kaya ve Lopez, 2022).

Simdi, Teorem 4.3.1°de (4.3.11) ve (4.3.13) denklemleri ile verilen R%b ve Rgb zamansal
donel yiizeylerin sirasiyla normallerini ve ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri asagidaki

lemmalar yardimiyla bulunur.

Lemma 4.3.1. Ef uzayinda (4.3.11) denkleminde verilen R3, zamansal donel yiizeyin

ortalama egrilik vektoriinlin bilesenleri HiRgb (i =1,2), sirasiyla
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HRg” B b'(z? =A%) — bzz'(a® + b* — 1)
! 227'(a? + b2 — 1)/(1 — b2) (2% — z%) (4.3.23)
ve
2 (z? — 22)(a@’'(b? — 1) — abb") + azz'(a® + b*> — 1)
H? = ( ( 4.3.24)

2z7'\/(b? — 1)(A2 — z2)(a? + b2 — 1)3

olarak hesaplanir. Ayrica R3, zamansal dénel yiizeyin N; ve N, normal vektorleri:

1 (4.3.25)

N, = (0,1, b sinh u, b cosh u)
V1 — b?
ve
1 5 )
N, = \/(bz NCETAEY (1 — b*, ab,asinh i, a cosh ) (4.3.26)
— a —

dir. Buradap = v + [ Ajf;(zugo du seklindedir.

Ispat. Lemma 3.1.17in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 4.3.2. E} uzaymnda (4.3.13) denkleminde verilen R3, zamansal donel yiizeyin

ortalama egrilik vektoriiniin bilesenleri HiRgb (i =1,2), sirastyla

YR _ b'(z% — 2%) + bzZz'(a®? + b* + 1)
Y 227(a% + b2 + 1)J(A + bD) (2% — 19) (4.3.27)
ve
3 (z2 = 2%)(@’'(1 + b%) —abb’) + azz'(a® + b*> + 1
H? = ) (4.3.28)

2z7'\/(1 + b2)(z% — A2)(a? + b2 + 1)3

seklindedir. Ayrica R3, zamansal dénel yiizeyin N; ve N, normal vektorleri

1

N, = — (0,—1,b cosh u, b sinh u)
Y Vi+h2 (4.3.29)
ve
1
N, = (=1 — b?,ab,a coshu,asinh u) (4.3.30)

- JA b+ a1 b?)

Axr(u)
z2(u)—-A2

dir. Buradap = v — [ du seklindedir.
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Ispat. Lemma 3.1.1’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.3.3. E} uzaymda {n,,7n,,73,74} standart ortonormal baz ve i,j = 1,2,3,4 icin

nij = n; Anj olmak iizere (2.16) , (4.3.9), (4.3.11) ve (4.3.13) denklemleri ile verilen

X,p» R3y, R, ve R3, zamansal yiizeylerin Gauss tasvirleri sirasiyla,

€

Vi =T (—Ay'ny, + (x'zsinhv — Az coshv)n,, @330
+(x'zcoshv — Az sinhv)n,, + y' zsinhvn,, + yzcoshvn,, +zz'n,,),
€zz' . )
Vpi, = — N (12 + asinuns + bsinun, —acosun,; —bcosuny,), (4.3.32)
€zz , .
Ve = s (acoshun,, +asinhun,, + bcoshun,, + bsinhun,, (4.333)
_7734)
ve
€zz' _ _
Vg2, = = (asinhuniz + acoshuni, + bsinhun,s + bcoshun,, +n34)  (4.3.34)
seklinde bulunur. Burada y = v + [ 12'1 f;(zlg) du seklindedir.

Ispat. Teorem 3.1.2°nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Simdi izometrik yiizeylerinin ayni Gauss tasvirine sahip olmalar1 durumunda asagidaki

teorem verilir.

Teorem 4.3.4. E} uzayinda (2.16), (4.3.11) ve (4.3.13) denklemleri ile verilen X}, R%b ve

R3, zamansal yiizeyleri ele alinsin.

i. Eger X,, ve R2Z, yiizeyleri aym Gauss tasvirine sahip ise bu yiizeyler

hiperdiizlemsel ve minimaldir. Bu durumda, X,, ve R, nin parametrizasyonlari,
X, (u,v) = (x(u) + Av, ¢4, z(u)cosh v, z(u) sinh v) (4.3.35)

ve
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1
+—sinh™? [c3(22 — z2(w)) + ¢4

G
C2
R0 = | v+ £ 250 4330

_\MZ — z2(u) cosh (v + [ %du) |

elde edilir. Burada, c3 > 0 olmak tizere, ¢4, ¢;, c3, ¢4 keyfi sabitler ve

_ 1+cA? . 1 ¢ 2 .2 _ _1 [(+c3A2)(A2-22(w))
x(uw) == /—63 sinh \/c3(l z%(u)) — Atanh \]22(1+(:3(/12—22(u)))

seklindedir.

ii. Eger X,, ve R, yiizeyleri aynm1 Gauss tasvirine sahip ise, bu yiizeyler

hiperdiizlemsel ve minimaldir. Bu durumda, X,, ve R3,’nin parametrizasyonlari,
X, (u,v) = (x(u) + Av, ¢4, z(u)cosh v, z(u) sinh v) (4.3.37)

ve

1
+ \/—_ cosh™ yc3(z2(w)—A?) + ¢,
C3
€2

Rgb (wv) = \/mcosh <v - f z—j()i)(li)/lz du> (4.3.38)

A !
_\/ZZ(u)—ﬂ,Z sinh <v—f %du) |

elde edilir. Burada, ¢z > 0 olmak iizere, ¢4, ¢, c3, ¢4 keyfi sabitler ve

1 o -1 |A%(c3(z2(W)-22)-1)
x(u) =+ 5(4 1+ c3A%sinh™?! \/c3 (z2(u)—2%) -1 —A\/c—3tanh 1 \/(1+c33,12)(z2(u)—212)>
seklindedir.

Ispat. E} uzayinda X,, zamansal helikoidal yiizey, R3, ve R3, zamansal ddnel yiizeylerin

Gauss tasvirlerini sirasiyla (4.3.31), (4.3.33) ve (4.3.34) verilmistir.
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i.  X,, zamansal helikoidal yiizey ve R%, zamansal donel yiizeylerinin aym1 Gauss

tasvirlerine sahip oldugunu ele alalim. (4.3.31) ve (4.3.33) denklemleri karsilastirarak

asagidaki esitlikler elde edilir.

Ay'(u) =0,

x'(u)z(u) sinhv — Az’ (u) coshv = — a(u)z(u)z'(u) cosh u,
x'(u)z(u) coshv — Az"(u) sinhv = —a(u)z(u)z'(u) sinh u,
y'(w)z(uw) sinhv = —b(u)z(u)z'(u) cosh u,

y'(w)z(u) coshv = —b(u)z(u)z'(u) sinh u.

(4.3.39)
(4.3.40)
(4.3.41)
(4.3.42)
(4.3.43)

(4.3.39) denkleminden A # 0 oldugundan u € I; i¢in y'(u) = 0 olur. Ayrica (4.3.42) ve

(4.3.43) denklemlerinden b(u) = 0 bulunur. Béylece X,;, ve RZ, hiperdiizlemseldir. Yani

X,p, ve R3, yiizeyleri E3’e indirgenir. (4.3.6) ve (4.3.23) denklemlerinden H; 2’ = 0 ve

2
H2 = 0 bulunur. Ayrica,

1 =

x'2"? (202 — 22) — 22x" + z(A2 — z) (x"'2' — x'z"")

HXzb —
2 3
2(z2(x"? + 2'%) — 22z'%) 2

ve
gz, azz'(a*—1)—a'(z* - %)
2 227'\/ (A2 — z2)(1—a?)3
esitlikler elde edilir. Diger taraftan (4.3.12) denklemini kullanarak

5 A27'2 — 722
a® = ——
z27'2

bulunur. (4.3.46) denklemini (4.3.45)’te yerine yazilarak

HR%b 3 _szl(xIZIZ(Z/’{Z_ZZ) _ szl3 + Z(AZ _ ZZ)(xIIZI _ x’z”))

3
2(z2(x"* + 2'%) — 222"%) /2\/(/12 —z2)(A27'2—72x'2)
elde edilir. Ayrica (4.3.40) ve (4.3.41) denklemleri kullanilarak

—x'(wW)z(u) = a(u)z(u)z'(u) sinh (f Ax (u) >

22— z2(n) ¢

ve
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(4.3.44)

(4.3.45)

(4.3.46)

(4.3.47)

(4.3.48)



Ax'(u) du) (4.3.49)

12w = sz @[ 720

elde edilir. (4.3.48) ve (4.3.49) denklemleri karsilagtirilarak

Az'(w) A2 —z2(u) “

_x’(u)z(u) _ canh (f Ax'(w) > (4.3.50)

olarak bulunur. (4.3.50) denklemini u’ya gore tiirevi alindiginda
X222 —22) = x22 + z(A2 — 22 (x"'z' — x'2") = 0 (4.3.51)

2
elde edilir. Buradan HZX 2 = H;’ 2b = () bulunur. Boylece X;;, ve RZ, yiizeyleri minimaldir.
Simdi bu yiizeylerin ayn1 Gauss tasvirine sahip olduklarinda ylizeylerin

parametrizasyonlarmi bulalim. Eger R3, yiizeyi minimal ise, (4.3.45) denkleminden

(z2(w) — 21»)d'(w) + z(w)z'(wWa(w) = z(w)z' (w)a3 ) 4.3.52)
Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.3.52) denklemi ¢oziilerek

i

2
e A (4.3.53)

bulunur. Burada c¢3 keyfi sabittir. Son olarak (4.3.46) ve (4.3.53) denklemleri

karsilastirilarak
z'(u) A2 —z2(u)
= + 2 4.3.54
x(u) = +4/1+c34 J pTen) \/1 T Or = 22() du ( )

elde edilir. Burada c; > 0 seklindedir. Ayrica R3, yiizeyinin son bileseni

f Z(U)Z’(u) du = iisinh—l \/63(12 — Zz(u)) +c, 1ass
\/(AZ —22(W)(1 + ¢3(22 — 22)) Jes (4.3.55)

seklinde bulunur. Burada c, keyfi sabittir. Boylece istenen sonug elde edilir.

Ikawa (2001) E3 uzayinda izometrik yiizeylerin aym Gauss tasvirine sahip oldugu
yiizeyleri belirlemistir. Eger Teorem 4.3.4°de verilen X,, ve R3, izometrik yiizeylerde

z(u) = u alinirsa, Tkawa (2001)’nin elde ettigi yiizeyler ile ¢akistigi goriilir.
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ii.  X,, zamansal helikoidal yiizey ve R3, zamansal donel yiizeylerinin ayn1 Gauss

tasvirlerine sahip oldugunu ele alalim. (4.3.31) ve (4.3.34) denklemleri karsilastirarak

asagidaki esitlikler elde edilir.

Ay'(u) =0,

x'(u)z(u) sinhv — Az'(u) coshv = a(u)z(u)z'(u) sinh u,
x'(u)z(u) coshv — Az'(u) sinhv = a(u)z(u)z'(u) cosh pu,
y'(w)z(u) sinhv = b(uw)z(u)z'(u) sinh u,

y'(w)z(u) coshv = b(u)z(u)z'(u) cosh p.

(4.3.56)
(4.3.57)
(4.3.58)

(4.3.59)
(4.3.60)

(4.3.56) denkleminden A # 0 oldugundan u € I, i¢in y'(u) = 0 olur. Ayrica (4.3.59) ve

(4.3.60) denklemlerinden b(u) = 0 bulunur. Béylece X,;, ve R3, hiperdiizlemseldir. Yani

X,p, ve RS, yiizeyleri E3’e indirgenir. (4.3.6) ve (4.3.27) denklemlerinden H; 2’ = 0 ve

3
Hf 20 = 0 bulunur. Ayrica,

x'z'%(z2 = 22%) + 22x"> + z(A2 — zD) (x'z" — x"'Z")

2(22(x? +272) - 122%) 2

Xob _
H2 =

ve

R _ azz'(1+ a?) +d'(z% — 2?)
2 ZZZ’\/(ZZ —12)(1+a?)3
esitlikler elde edilir. Diger taraftan (4.3.14) denklemini kullanarak

bulunur. (4.3.63) denklemini (4.3.62)’te yerine yazilarak

HR;b _ ZZx/(x/ZIZ(ZZ _ 212) + 2253 + Z(lz _ Zz)(x’z” _ x”Z,))

3
2(z2 (x’z + z’z) — Azz’z) /2\/(22 — A2)(z%x'?—2%2'%)
elde edilir. Ayrica (4.3.57) ve (4.3.58) denklemleri kullanilarak

x'(w)z(u) = a(uw)z(u)z'(u) cosh (f %du)

ve

Az'(u) = a(u)z(u)z'(u) sinh <f ngi%du)
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4.3.61)

(4.3.62)

(4.3.63)

(4.3.64)

(4.3.65)

(4.3.66)



elde edilir. (4.3.65) ve (4.3.66) denklemleri karsilagtirilarak

x'(w)z(uw) _ coth <f Ax'(w) 4 ) (4.3.67)

Az’ (u) z2(u)—A? u
olarak bulunur. (4.3.67) denklemini u’ya gore kismi tiirevi alindiginda

x! ’Z(Z 2).2) + xl322 + Z(ﬂz _ ZZ)(xl "_x"z') =0 (4.3.68)

elde edilir. Buradan HZX 2 = Hf 2b = () bulunur. Boylece X, ve R3, yiizeyleri minimaldir.

Simdi bu yilizeylerin ayn1 Gauss tasvirine sahip olduklarinda yiizeylerin

parametrizasyonlarini bulalim. Eger R3, yiizeyi minimal ise, (4.3.62) denkleminden

(z%2(w) — 2)d' () + z(w)z' (W aw) = —z(w)z' (w)a(w) (4.3.69)

Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.3.69) denklemi ¢oziilerek

1
2 =
a -1 —1 (4.3.70)
bulunur. Burada c;keyfi sabittir. Son olarak (4.3.70) ve (4.3.63) denklemlerini
karsilastirilarak
z'(u) z2(u)—A?
= +./1 A2 d 4.3.71
o) = B+ e f 200) ey @ -2 -1 e

elde edilir. Burada c; > 0 seklindedir. Ayrica R3, yiizeyinin son bileseni

z(w)z'(u) 1 - .
e @H D = T e @am

seklinde bulunur. Burada c, keyfi sabittir. Boylece istenen sonug elde edilir. Ikawa (2001)
E3 uzayinda izometrik yiizeylerin ayn1 Gauss tasvirine sahip oldugu yiizeyleri belirlemistir.
Eger Teorem 4.3.4°de verilen X,, ve R3, izometrik yiizeylerde z(u) = u almirsa, Ikawa
(2001)’nin elde ettigi ylizeyler ile cakistigi goriiliir. (2.16) denklemiyle verilen X,
helikoidal yiizeyinde eger x'(u) =0 alinirsa, X,;, helikoidal yiizeyi dik helikoidal
yiizeyine indirgenir. Ayrica bu durum altinda yiizeyi dik helikoidal yiizey ve R3, yiizeyin

2

A
z2(u)

aym Gauss tasvirine sahip oldugunda a® = — elde edilir. Bu bir celigkidir.

Dolayistyla Gauss tasviri birbirinden farkhidir.
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Teorem 4.3.5. E uzayinda (2.16) denklemi ile verilen X,;, zamansal helikoidal yiizeyi ve
(4.3.9) denklemi ile verilen R, zamansal donel yiizeylerini diisiinelim. X,, ve Rj,

yiizeylerin Gauss tasviri birbirinden farklidir.

Ispat. X,, ve R}, yiizeylerin sirastyla (4.3.31) ve (4.3.32) denklemlerinde Gauss tasvirleri
verilmistir. Bu ylizeylerin Gauss tasvirlerini karsilastirarak z(u) = 0 veya z'(u) =0

bulunur. Bdylece Vg1, = 0 elde edilir ve bu bir geliskidir. Dolayisiyla X,, ve Rj,

yiizeylerinin Gauss tasvirleri birbirinden farklidir.

Simdi izometrik yiizeylerin ayn1 Gauss egriliklerine sahip olduklarini (yani Gauss

Egregium teoremini sagladiklarini) asagidaki teorem yardimiyla gosterilir.

Teorem 4.3.6. Ef uzaymnda (2.16) denklemiyle verilen X, zamansal helikoidal yiizeyin
Gauss egriligi, sirasiyla (4.3.9) denklemiyle verilen R}, zamansal donel yiizeyin ve

(4.3.11) denklemiyle verilen R, zamansal donel yiizeyin Gauss egrilikleri aynidir.
Ispat. Teorem 3.1.5%in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Son olarak, Teorem 4.3.4’1 kullanarak, izometrik ve aym1 Gauss tasvirine sahip olan

yiizeyler i¢in bir 6rnek verilecektir.

Ornek 4.3.1. Teorem 4.3.4’de verilen X,, ve R2, zamansal yiizeylerini ele alalim. Eger

1 . : .
zw)=u,A1=1,¢c53 = 5 Ve ¢4 = 0 alinirsa, bu yiizeylerin parametrizasyonlarr;

_\/3 u:2—-3 1 u? -3 |
- qi h—l _ = h—l
> Sin > 2tan 3u2_3+v
Xop(u,v) = c (4.3.73)
1

ucoshv
usinhv

ve
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uz—1
2

V2cosh™1

%)

_ u? -3
R%,(u,v) = Ju? —1cosh| v —tanh™? 37 =3 (4.3.74)

u? -3
Ju?2 — 1sinh| v —tanh™!

3u?2-3

seklindedir. Wolfram Mathematica 10.4 proramini kullanarak, 2 <u<8ve -1<v <1
araliklart i¢in, [E3 uzayinda helikoidal yiizey X5, ve zamansal dénel yiizey R3,'in grafikleri

asagidaki sekilde cizilir.

x P4
1==6
o
—-10
=
—20
30
=0 20
v
10
—40
o
(a) (b)

Sekil 4.3.1 (a) IIb. tip zamansal helikoidal yiizey; zamansal helis (b) zamansal donel

yiizey; zamansal hiperbol.
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4.4. Minkowski uzay-zamanda III. Tip Zamansal Helikoidal Yiizey

E? uzayinda, (2.17) denklemiyle verilen X3’iin parametrik denkleminin sirastyla

u ve v’ye gore kismi tlirevleri alinarak asagidaki esitlikler elde edilir.
X3, = (x'n, + V2ow' (W, + (z'(w) + v?w'(W))E, + w'(W,)
ve

X3, = \/Ew(u)n2 + 2vw(wg,.

Boylece helikoidal yiizeyin birinci temel form katsayilari,

g11=x"2(w) = 2w' WzZ' (W), g1z = —wW'(W) ve gy = 2w3(w) (4.4.1)

seklinde elde edilir. X3 helikoidal yiizeyin zamansal olmasi i¢in her u € I € R i¢in W =

2w?(uw) (x’z(u) - 2W’(u)z’(u)) — 22w'?(w) < 0 olmalidir.

E? uzaymnda e; ve e, vektorleri X3’e teget ve N;, N, vektorleri X3’e normal olacak

sekilde X5 yiizeyi iizerinde tanimli {e;, e;, N;, N,} seklinde yonlendirilmis bir ortonormal

cat1 alanmi
1 1
&1 = T Xow @ = oy, (91Ks, ~ g12Xs,). (442
Ny =7, + %Es’ (4.4.3)
N ! (\/E xwwn, + (/1W,2 + vaw'z) n
2 T = 1 2
wv-=-W (4.4.4)

/2 /2 /2 r r I2
+2 (Avw +1v’ww +wx —wwz ) 4+ 2ww gy
olarak segilebilir. Burada (e, e;) = —(e,, e,) = € ve (N1, N;) = (N,, N,) = 1 seklindedir.
Eger € = 1 ise X3 ylizeyi uzaysal meridyene sahiptir. Aksi taktirde zamansal meridyene

sahiptir. Gerekli hesaplamalar yapilarak, X5 ylizeyine ait ikinci temel form katsayilart:

n...r 1.,
1 _ X w—xw 1 _ 31 _p1 _ 2
bll - w'! ’ b12 - b21 - b22 - O’ b11 -
(4.4.5)
2 2 s
ﬁw(xlxuwl_xl WII+WI(WIIZI_WIZII)) bz _ b2 _\/EAWI b2 _ 2\/§W2W'
wiv=w e N - N

seklinde elde edilir. Ikinci temel form katsayilar1 géz éniinde bulundurularak, X; yiizeyin

ortalama egrilik vektdriiniin bilesenleri H;** (i = 1,2), sirasiyla
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w? (4.4.6)

HX3_ "1
1 ,W(x w' —x'w'")
ve
—\?2 ) 2 o 4.4.7
H? :,—3(AZW4+2W w’z —wix W+ w Sw'(zw” +xx") (447
W(—W)

—szlz(x'2 +wz"))
elde edilir. Ayrica (4.5.5)’deki esitlikler kullanilarak, X; zamansal helikoidal yiizeyinin
Gauss egriligi K*zb,
KX3_L(222 14_4_ 3 "y l( " —w'z" + Il))
=Wz w wew ww'z —w'z x'x (4.3.8)
X3 zamansal helikoidal yiizeye Bour teoremine gore izometrik olan donel yilizey asagidaki

teorem yardimiyla belirlenecektir.

Teorem 4.4.1. Ef uzaymnda (2.17) ile verilen X5 zamansal helikoidal yiizey asagidaki R;

donel ylizeyine izometriktir:

Rs(u,v) = [a@@w' @dun, +V2w(w) (v oW ))

1 \2
(f b(w)w'(w)du + w(u) (v + e )) >§3 +w)é, (4.4.9)

Oyleki, X5; zamansal helikoidal yilizey tizerindeki helisler, R; zamansal donel ylizey
tizerindeki parallel parabollere karsilik gelir. Burada, a(u) ve b(u) esitligini saglayan

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

x"?(w) — 2w’ (wW)z'(u) A2 (4.4.10)
w'2(u) C2w2(w) '

Burada, her u € I c Ri¢in w'(u) # 0 dir.

a?(u) —2b(uw) =

Ispat. Ef uzaymnda (2.17) denklemi ile verilen X5 helikoidal yiizeyi ele almsim. (4.4.1)

denklemini kullanarak X3 helikoidal ylizeyin indirgenmis metrigi

ds§, = (x"*(w) — 2w'(W)z' (W) du? — 2aw’ (W) dudv + 2w? (u)dv? (4.4.11)
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seklindedir. Simdi X; zamansal helikoidal yiizeye benzer, ortogonal olan v-parametreli bir
egri ile X3 zamansal helikoidal yiizeyin indirgenmis metrigini yeniden asagidaki gibi

parametrelenebilir.

2w (u
ds)Z(S = (x'z(u) - ZWI(U)ZI(U) - T(S,tf) du? + ZWZ(U)dﬁZ (4412)
Buradav =v + Zw/l(u)’dur. E7 uzaymda X5 helikoidal yiizeyin zamansal olmas1 igin her

u €l c Rigin W < 0 olmalidir.

X3 zamansal helikoidal yiizeyine izometrik yilizeyi bulmak i¢in asagida R; donel ylizeyin
yer vektorleri verilir.

R3(k,t) = n(k)n, + V2tr(ln, + (s() + t2r(k))&, + r(k)é, (4.4.13)
ele alalim. R3(k, t)’nin indirgenmis metrigi

dsg, = (n2(k) — 27(k)$(k))dk? + 2r?(k)dt? (4.4.14)

seklindedir. Burada r(k) > 0’dir. (4.4.12) denklemi ve (4.4.14) denklemi karsilastirilarak,

v=t, r(k) = w(u) ve

.2 . . 2 2 1 ’ AZW,Z (u) 2
(n (k) — Zr(k)s(k))dk =(x""(uw) —2w'(W)z'(u) - ————=|du (4.4.15)
2w?(u)
seklinde alinarak, X3 ve R; yiizeylerin arasinda izometri bulunur. Ayrica a(u) = :TB ve
b(u) = iiig seklinde tanimlanirsa (4.4.15) denkleminden (4.4.10) esitligi elde edilir.
Boylece
n(w) = [ a(@w'(w)du ve s(u) = [ b(w)w'(w)du (4.4.16)

bulunur. Sonug¢ olarak (4.4.9) denklemi ile verilen zamansal donel yiizey R3, (2.17) ile
verilen zamansal helikoidal yiizey X3’e Bour teoremine gore izometriktir. uy keyfi bir sabit
olmak tizere X; zamansal helikoidal yiizeyi tizerinde bir X3(ug, v) olacak sekilde bir
uzaysal helis ele alalim. X5 zamansal helikoidal yiizeyi tizerindeki X5(uy,v) uzaysal
helisleri, R; zamansal donel yiizeyi lizerindeki uzaysal parabollere karsilik gelir. Bu

uzaysal parabollerin olusturdugu egri, ¢; ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere R3(ugy, v) =
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2 2 \? ) : .
cny + V2w, (v + m) n, + (cz + wy (v + m) )EB + woé, seklindedir. Eger ¢t =v +

A .. . . t2 t2
P, alinirsa  bu egrinin yeni parametrizasyonu a(t) = \/EWO (O, t,— X ?) +
0

% (\/Ecl, 0,wg —ca,wg + cz) elde edilir (Kaya ve Lopez, 2022).

Teorem 4.4.2. Ef uzayinda {771’772» §5 € 4} standart ortonormal baz olmak {izere (2.13) ve

(4.4.9) denklemleri ile verilen X3 ve R; zamansal yiizeylerin Gauss tasvirleri sirasiyla,

€
Vxs = \/_——W(\/Exlwrh ANy +x' (A + 2vw)ny A& +V2(wPww' — wz'’
LAWYy A s — VZwwiy Ay —w' (A + 20W)Es AE,) 17
ve
eww’ A A2
Ve, = = (V2an, A1, + 2a(v + ﬁ)’h NS+ V2((v + E) —b)n, A&,
V= (4.4.18)

A
—V2n, NE, - v+ —)§3AE,)

seklinde bulunur.
Ispat. Teorem 3.1.2°nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.4.3. ET uzaymda (2.17) denklemi ile verilen zamansal helikoidal yiizey X3 ve

(4.4.9) denklemi ile verilen zamansal donel ylizey R3’iin Gauss tasvirleri aynidir.

Ispat. E¥ uzayinda X; zamansal helikoidal yiizey ve R; zamansal donel yiizeyin Gauss
tasvirleri sirasiyla (4.4.17) ve (4.4.18)’te verilmistir. Bu denklemler karsilastirarak
asagidaki esitlikler elde edilir.

x'(w) = a(ww'(u), (4.4.19)
X' WA+ 2vww)) = 2a@w@)w’ (w) (v + #()) (4.4.20)
Aw' (W) 4.4.21)

ww)z'(u) = b(ww)w'(u) — ()

(4.4.19) ve (4.4.21) denklemlerinden a(u) ve b(u) elde edilir. Eger bu fonksiyonlar
(4.4.10) denkleminde yerine yazilirsa yiizeylerin ayni Gauss tasvirlerine sahip oldugu

bulunur.
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Simdi izometrik ylizeylerin ayn1 Gauss egriliklerine sahip olduklarin1 (yani Gauss

Egregium teoremini sagladiklarini) asagidaki teorem yardimiyla gosterilir.

Teorem 4.4.4. Ef uzayinda (2.17) denklemiyle verilen X5 zamansal helikoidal yiizeyin
Gauss egriligi ve (4.4.9) denklemiyle verilen R; zamansal donel yiizeyin Gauss egriligi

aynidir.
Ispat. Teorem 3.1.5’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Son olarak, Teorem 4.4.1°1 kullanarak asagidaki 6rnek verilir.

Ornek 4.4.1. Teorem 4.4.1°de verilen X5 ve Ry yiizeylerini ele alalim. Eger x(u) =

a(w) =0, zw)=wuw) =u, A=5ve «¢,=0 alinirsa, bu ylzeylerin

parametrizasyonlari;

X3 (u,v) = V2uvn, + (u+ uv? + 5v)é; + ué, (4.4.22)

ve

Ri;(u,v) = (\/fuv + i) N, + <u e +u (v + i)2> &3+ ué, (4.4.23)
V2 4u 2u

seklinde elde edilir. Wolfram Mathematica 10.4 proramini kullanarak, —4 <u <4 ve
—3 < v < 3 araliklan i¢in, E uzayinda zamansal helikoidal yiizey X5 ve zamansal dénel

ylzey R;'lin grafikleri asagidaki sekilde ¢izilir.
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- 40

-1 20

-1 —20

—40

(@) (b)

Sekil 4.4.1 (a) IIL. tip zamansal helikoidal ylizey; uzaysal helis (b) zamansal donel yiizey;

uzaysal parabol.
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