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Bu tez ¢alismasinda; Minkowski n—uzayindaki helikoidal yiizeyler tizerindeki uzaysal
loksodromlarin karakterizasyonlart ¢alisilmistir. Bu ¢alismanin birinci boliimiinde;
loksodromlarin tarihsel gelisiminden, uygulama alanlarindan ve genel tanimindan
bahsedilmistir. Ayrica bu alanda yapilan baz1 ¢aligmalarin literatiir 6zeti verilmistir.
Ikinci boliimde; Minkowski n —uzayindaki egri ve yiizeyler ile ilgili bazi temel tanimlar
ve formiller verilmistir. Ayrica Minkowski n— uzayindaki helikoidal yiizeylerin
parametrizasyonlar1 elde edilmistir. Ucgiincii béliimde; uzaysal helikoidal yiizey
tizerindeki uzaysal loksodromlarin diferansiyel denklemleri ve genel ¢o6ziimleri
olusturulmustur. Ayrica wuzaysal dik helikoidal yiizeyler iizerindeki uzaysal
loksodromlarin parametrizasyonlar1 ve yay uzunluklar1 elde edilmistir. Tezin dordiincii
bolimiinde; zamansal helikoidal yiizey tizerindeki uzaysal loksodromlarin diferansiyel
denklemleri ve genel ¢bziimleri verilmistir. Ayrica zamansal dik helikoidal yiizeyler
tizerindeki uzaysal loksodromlarin parametrizasyonlart ve yay uzunluklar1 elde
edilmistir.
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ONSOZ

Bu tez ¢alismasinda, Minkowski n—uzayindaki uzaysal ve zamansal helikoidal yiizey
tizerindeki uzaysal loksodromlarin parametrizasyonlar1 arastirilmastir.

Yiiksek lisans ve tez siirecince bilgi ve birikimlerinden yararlandigim, her kosulda
desteklerini sunan, yardim ve katkilariyla rehber olan degerli danisman hocalarim Dog.
Dr. Murat BABAARSLAN (Yozgat Bozok Universitesi) ve Dr. Ogr. Uyesi Burcu
BEKTAS DEMIRCI (Fatih Sultan Mehmet Vakif Universitesi)’ye sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica ¢aligmalarim boyunca desteklerini benden hi¢ esirgemeyen, her daim bir ¢inar
agaci gibi arkamda duran kiymetli babam Adnan GENC ve fedakarligiyla yanimda olan
kiymetli annem Hacer GENC’e sonsuz tesekkiir ederim. Ayrica tez yazim siiresince
bilgi ve desteklerini benden esirgemeyen sevgili kardesim Ayse GENC’e tesekkiir
ederim.

Bu yolda beni yalniz birakmayan degerli yol arkadasim Zehra OGE’ye kiymetli

desteklerinden dolay1 tesekkiir ederim.

RUKIYE GENC

24 Haziran 2021



1. GIRIS

Ik gaglardan giiniimiize kadar diinyanin sekliyle ilgili ¢esitli varsayimlar ortaya atildi.
Tarihsel siire¢ igerisinde diinyanin sekli; diizlem, kiire, elipsoid ve geoit ile
tanimlanmistir. Bu bilgiler dogrultusunda diinya yiizeyi tizerinde hesaplama yapabilmek
icin matematiksel olarak taninmis bir referans yiizey kullanilir. Diinyanin sekline en
uygun geometrik yapinin donel elipsoid oldugu disiiniilebilir. Fakat elipsoidin
geometrisinden  kaynaklanan zorluklar nedeniyle, elipsoid yerine kiire de
kullanilabilmektedir. Diinya tam bir kiire olmasa da kiire iizerindeki geodezik ve
loksodrom egrileri ¢ok Onemlidir. Loksodrom, diinya ylizeyi {izerindeki biitiin
meridyenleri sabit ac1yla kesen &zel bir egridir. Iki noktay: birlestiren loksodrom egrisi,
iki nokta arasindaki en kisa uzaklik (geodezik) degildir. Ancak birbirine yakin
noktalarda geodezik ve loksodrom uzakliklar1 arasindaki fark fazla degildir. Loksodrom
tizerinde her noktanin kuzeyle yaptig1 ag1 degismedigi i¢in egriye “sabit pusula agisi
altinda gidilen yol” denir. Gemiler yolculuklarini sabit kuzey agisi1 altinda ve loksodrom
egrisi tlizerinde yaparlar. Bu yiizden loksodrom egrileri 6zellikle deniz trafiginde ve
navigasyonda siklikla kullanilir. Matematiksel bakis agisiyla, geometriciler farkl

uzaylarda farkli yiizeyler iizerindeki loksodromlari ¢alismislardir.

1905 yilinda Noble, Euclid 3— uzayindaki donel yiizeyler iizerinde loksodromlarin
denklemlerini bulmustur (Noble, 1905). Ayrica kiire {iizerindeki loksodromlarin
logaritmik spirallere ve dogrulara karsilik geldigini gostermistir. Bunlara ek olarak kiire
tizerindeki loksodromlarin yay uzunluklarmi Kos, Vranic ve Zec tarafindan
hesaplanmistir (Kos ve ark., 1999). Petrovic de elipsoid iizerindeki loksodromlarin yay

uzunluklarimi bulmustur (Petrovic, 2007).

Babaarslan ve Yayli, Minkowski 3—uzayimdaki meridyenleri uzaysal ve zamansal olan
donel yiizeyler {iizerindeki wuzaysal loksodromlarin denklemlerini bulmuslardir

(Babaarslan ve Yayli, 2014).

Babaarslan ve Munteanu, Minkowski 3—uzayindaki meridyenleri zamansal olan donel
yiizeyler tizerindeki zamansal loksodromlarin denklemlerini bulmuslardir (Babaarslan

ve Munteanu, 2015).



Helikoidal yiizeyler bir oteleme ve bir donmenin bileskesi olan hareketler altinda
degismez oldugundan, donel ylizeylerin bir genellemesi olarak diisiiniilebilir. Dogada,
bilimde, miihendislikte helikoidal yapilara ve nesnelere sik sik rastlanir (Babaarslan ve
Yayli, 2015). Ornegin, sarmasik bitkiler, helikoidal merdivenler, helikoidal
konveyorler, otopark garaj rampalari, helikoidal demiryollari, yiiriiyen merdivenler,
helikoidal kuleler ve gékdelenler (Capanna ve ark., 2012), jeolojide helikoidal kiriklar
(Pollard ve Fletcher, 2005), tropikal kasirgalar (Levina ve Montgomery, 2010).

Bour, bir helikoidal yiizey i¢in bu ylizeye izometrik olan bir donel ylizeyin varligim
bulmustur. Ayrica helikoidal yiizey iizerindeki meridyen egrilerine, donel yiizey

tizerindeki paralel egrilerin karsilik geldigini gostermistir (Bour, 1982).

Do Carmo ve Dajczer sabit ortalama egrilikli helikoidal yiizeylerin hareketleri boyunca
degismez olduklarini, yilizeyin minimal olmasi halinde dairesel silindire benzedigini

gostermiglerdir (Do Carmo ve Dajczer, 1982).

Ikawa, Minkowski 3- uzayindaki helikoidal yiizeylerin uzaysal ve zamansal olma
kosullarin1 eksen ve profil egrisine gore siniflandirmistir. Ayrica Minkowski 3—

uzayinda Bour teoreminin saglandigini gostermistir (Ikawa, 2001).

Giiler, Minkowski 3— uzayinda donme ekseni 1siksal alarak uzaysal (zamansal)
helikoidal yiizey ile uzaysal (zamansal) donel yiizeyler i¢in Bour teoremini sagladigin

gostermistir (Giiler, 2005).

Babaarslan ve Yayli, Euclid 3—uzayinda helikoidal yiizeyler iizerinde loksodromlarin

diferansiyel denklemlerini olusturmuslardir (Babaarslan ve Yayli, 2015).

Babaarslan ve Kayacik, Minkowski 3— uzayinda uzaysal ve zamansal meridyenli
helikoidal yiizeyler tizerindeki zamansal loksodromlari arastirmislardir (Babaarslan ve
Kayacik, 2017). Ayrica, Babaarslan ve Kayacik, Minkowski 3—uzayinda uzaysal ve
zamansal meridyenli helikoidal yiizeyler iizerindeki uzaysal loksodromlar

calismislardir (Babaarslan ve Kayacik, 2020).



Babaarslan, Euclid 4- uzayinda helikoidal yiizeyler tiizerindeki loksodromlarin

denklemlerini elde etmistir (Babaarslan, 2019).

Minkowski 4 —uzayinda, uzaysal, zamansal ve 1siksal diizlemleri sabit birakan ii¢ tip
donme metrisi vardir. Dursun ve Bektas, bu donme matrisleri kullanarak Minkowski
4 —uzayindaki eliptik, hiperbolik ve parabolik tip uzaysal donel yiizeyler iizerinde
Gauss tasvirlerini calismiglardir (Dursun ve Bektas, 2014). Ayrica, Dursun ve Bektas,
Minkowski 4 — uzayindaki eliptik, hiperbolik ve parabolik tip zamansal donel
yiizeylerin denklemlerini bulmuslardir (Bektas ve Dursun, 2015).

Selvi, Minkowski 4 - uzayinda wuzaysal donel yiizeyler {izerindeki uzaysal
loksodromlarin denklemleri elde etmistir (Selvi, 2020). Ayrica, Babaarslan ve Giimiis,
Minkowski 4 — uzayinda, zamansal donel yiizeyler lizerindeki uzaysal ve zamansal
loksodromlarin diferansiyel denklemlerini olusturmuslardir (Babaarslan ve Giimiis,
2021).

Minkowski 4 —uzayindaki donel ylizeylerin bir genellemesi olan helikoidal yilizeyler
Sonmez ve Babaarslan tarafindan olusturulmustur. Ayrica, Minkowski 4 — uzayinda
dejenere olmayan helikoidal yiizeyler iizerinde loksodromlarin parametrizasyonlarini

elde edilmistir (Babaarslan ve S6nmez, 2020).

Babaarslan, Euclid n— uzayindaki helikoidal yiizeyler iizerindeki loksodromlarin

denklemlerini elde etmistir (Babaarslan, 2020).

Bu tez calismasinda, Minkowski 4 —uzayindaki helikoidal yiizeylerin bir genellemesi
olarak, Minkowski n—uzayinda dejenere olmayan helikoidal yiizeyler olusturulmustur.
Minkowski n— uzayindaki uzaysal helikoidal yiizeyler {izerindeki uzaysal
loksodromlarin  diferansiyel denklemleri elde edilmistir. Daha sonra uzaysal
loksodromlarin parametrizasyonlari ile ilgili sonuglar verilmistir. Benzer hesaplamalar
zamansal helikoidal yiizeyler iizerindeki uzaysal loksodromlar igin yapilmistir. Ozel
durum olarak, Minkowski n— uzayinda dejenere olmayan dik helikoidal yiizeyler

tizerinde uzaysal loksodromlar ¢aligilmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Minkowski n—uzayinda egri ve yiizeyler ile ilgili bazi temel tanimlar ve

formiiller verilecektir. Ayrica helikoidal yiizeylerin parametrizasyonlar: elde edilecektir.

Tamm 2.1. E", Euclid n—uzayinda x=(X,%,,...,X,) V& y=(Y;,Y,,...,y,) vektorleri
icin X ve y nin skalar ¢carpimi

(X, Y) = XYy + XYy oot X Yo — %0 Ya (2.1)

esitligiyle tanimlanir.

Bu skalar ¢arpim ile birlikte E", Euclid uzayma Minkowski n—uzayr denir ve E]

seklinde gosterilir.

Tamim 2.2. E] uzayinda bir vektdr x olsun. x vektoriiniin normu
[x] = ylx. ) (22)

esitligi ile tanimlanir. Ayrica <X, X) =11 ise, X vektoriine birim vektor denir (O'Neill,

1983).

Tamm 2.3. E] deki keyfi bir x vektoriiniin koszul karakteri asagidaki sekilde

tanimlanir:

i. [|x||>0 veya x=0 ise, x vektoriine uzaysal,
ii. [x|| <0 ise, x vektdriine zamansal,
iii. ||x| =0 ve x=0 ise, x vektériine 1siksal vektdr denir (O'Neill, 1983).

Tamm 24. «o:lcl0 —>E] egrisi verilsin. Vtel icin (a'(t),@'(t))=1 veya
<a'(t),a’(t)>:—1 ise, a egrisine birim hizli egri denir. Bu durumda, tel

parametresine, egrinin yay-parametresi denir.



Tamm 2.5. o:1 cll > E] egrisinin her noktasinda «'(t) 20 ise bu egriye regiiler

(diizgiin) bir egri denir (O'Neill, 1983).

Tanm 2.6. a:|1 clJ —»E] diizglin bir egri olsun. Eger «'(t) hiz vektorii uzaysal

(zamansal, 1s1ksal) ise « ya uzaysal (zamansal, 1s1ksal) bir egri denir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.7. x:M — E], M yari-Riemann yiizeyinden E; uzayma giden izometrik bir
daldirma olmak tizere, {u,v} koordinat sistemine gére M nin birinci temel formu,
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

seklindedir. Buradaki E, F ve G, birinci temel form katsayilaridir ve asagidaki sekilde

tanimlanir:
E=(x,.%), F=(X.X) ve G=(x,X,). (2.3)

Burada, X, ve X, sirastyla, X yer vektoriiniin U ve v gore kismi tiirevleridir (O'Neill,

1983).

Tamm 2.8. E] deki M yari-Riemann yiizeyinin uzaysal (zamansal) olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul EG—F2?>0 (EG—F?<0) olmasidir. EG—F? =0 olmasi durumunda

ise M dejenere bir ylizeydir (Lopez, 2014).
Bu tez galismasinda, dejenere olmayan yari-Riemann yiizeyleri {izerine ¢alisilacaktir.

Tamm 2.9. E} deki M yari-Riemann yiizeyi tizerindeki 1s1iksal olmayan herhangi bir

o egrisinin, U, Ve U, noktalan arasindaki yay uzunlugu

al

esitligiyle tanimlanir (O'Neill, 1983).

2
E+2FQ+G(QJ du (2.4)

du du




Tamm 2.10. E! de M bir yari-Riemann yiizey, x =x(u,v) parametresi ile verilmis
olsun. M yiizeyi iizerinde U=U, i¢in X,, (V) = X(Uy,V) seklinde tammlanan egriye v —
parametre egrisi (paralel) ve V=V, i¢in X, (U)=X(U,V,) seklinde tanimlanan egriye ise
U— parametre egrisi (meridyen) denir. Bu iki egriye M yari-Riemann yiizeyine ait

parametre egrileri ad1 verilir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.11. E] de, dejenere olmayan bir helikoidal yiizey iizerindeki meridyenleri (

U— parametre egrilerini) sabit aciyla kesen egriye loksodrom denir.

a(t) =x(u(t),v(t)), M yarn-Riemann yiizeyi iizerindeki uzaysal bir egri olsun.

a'(t) = x,u'(t) + X,V'(t) olmak tizere

(a'(t),a'(t) = E(d—u)z +2F d—u%+6(yjz >0 (2.5)
' dt dt dt dt '
ve
. du dv
<O{ (t),Xu>:EE+FE (26)
seklindedir.

Tamm 2.12. x ve y, E} uzayindaki vektorler olsun.
I. Uzaysal bir alt vektor uzayini geren X ve y uzaysal vektorleri i¢in X ile y arasinda
(%) =[x]ly]cos@ 2.7)

olacak sekilde 0 € [0, ﬂ] Lorentz uzaysal agis1 vardir.

ii. Zamansal bir alt vektor uzayini geren X Ve y uzaysal vektorleri igin, X ve y

arasinda
{%.y)=|x][[y]cosho (2.8)

olacak sekilde 6 €1 ™ Lorentz zamansal agis1 vardir.



Ii. Uzaysal X vektorii ve zamansal y vektorii i¢in
(% y)=[x|[ly[sinh o, (29)
olacak sekilde 8 ell " U {0} Lorentz zamansal agis1 vardir (Ratcliffe, 2006).

Tamm 2.13. E] uzayinda P 2 —diizlem ve G isaret matrisi olmak iizere, P diizlemini

sabit birakan A donme matrisi asagidaki sartlar1 saglar:
i. detA=1

ii. AGA=G

iii. AP =P (Ratcliffe, 2006).

E! uzaymnda helikoidal yiizey tanimi asagidaki sekildedir.

Tamm 2.14. TTc E} hiperdiizleminde diizgiin bir g:1 <l ->ITcE} egrisi, P, T1
hiperdiizleminde (n—2)—boyutlu bir diizlem ve |, g egrisiyle kesismeyen ve P ye
paralel olan bir dogru olsun. E] uzayinda bir helikoidal yiizey, B profil egrisinin P

diizlemi etrafinda dondiiriilmesi ve ardindan | dogrusu boyunca Gtelenmesi sonucu

olusur. Burada donme hizi ile 6teleme hizi orantilidir.

Boylece, E| uzaymin standard ortonormal bazi {el,ez,e3,. e} olmak {izere E;

S

uzayinda ti¢ tip helikoidal yiizeyin parametrizasyonlar1 agagidaki sekilde verilir.
I. Tip Helikoidal Yiizey
E; de II,, span{e,e;,....e,} hiperdiizlemi, B , span{e;e,,...e,} (n—2)— boyutlu

diizlemi ve |,, P, diizlemine paralel span{e,} dogrusu olsun. Bu durumda P, zamansal

diizlemini sabit birakan donme matrisi



[cosv —sinv 0 --- 0
sinv cosv 0O --- O
, 0<v<27

0 0

[EEN
- O

seklindedir.

B (u) = (X1 (u) ,0, %, (u),..., X, (u)) yay uzunluguna gore parametrelendirilmis diizgiin
bir profil egrisi olsun. Yani X(u)+X;?(u)+...—x'*(u) = & = +1 dir. Bdylece, f, profil
egrisinin P, zamansal diizlem etrafinda dondirilmesi ve |, dogrusu boyunca

otelenmesi sonucunda olusan M, helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu

[cosv —sinv 0 -~ O|[x(u)] [0]
sinv cosv 0 --- O 0 0
X (u,v)=| 0 0 1 - 0 x(u)l+cv|0],

0 0 0 - 1] % (u)] 1
veya

M, i % (u,v) = (X (u)cosv, X (u)sinV, X, (u),..., X, (u) +cv) (2.10)
seklindedir. Burada cel] "ve 0<v <27 dir.

(2.10) denklemi ile verilen x, (u,v) yer vektdriiniin U ve Vv ye gore kismi tiirevleri
asagidaki sekilde hesaplanir:

(%), = (X (u)cosv, x; (u)sinv, x;(u),..., X (u)), (2.11)

(x,), = (=x (u)sinv, x, (u)cosv,0,...,c). (2.12)

Boylece, M, yiizeyinin birinci temel form katsayilari asagidaki sekilde bulunur:
E=¢& F=-cx(u) ve G=x*(u)-c’. (2.13)
M, dejenere olmayan bir yiizey oldugundan, EG — F? = &x?(u) —c*(¢+x/*(u)) # 0 dur.

Ayrica X, sabit bir fonksiyon ise M,, . tip dik helikoidal yiizey olarak adlandirilir.



I1. Tip Helikoidal Yiizey

E; de II,, span{e,e,,...e, ,.e,} hiperdiizlemi, P, , span{e,e,,...e,_,} (n-2) -
boyutlu diizlemi ve |, , P, diizlemine paralel span{e } dogrusu olsun. Bu durumda P,

uzaysal diizlemini sabit birakan donme matrisi

1 0 0

1 0 0

Do : o |,vel
0 0 --- coshv sinhv
0 0 .- sinhv coshv
seklindedir.

B (u) z(Xl(u),Xz (u),..., X, 5 (u),O,Xn (u)) yay uzunluguna gore parametrize edilmis
diizgiin profil egrisini ele alalim. Yani X (u)+X;*(u) +...— X,?(u) = ¢ dir. Boylece, S,
profil egrisinin P, uzaysal diizlem etrafinda dondiriilmesi ve |, dogrusu boyunca
otelenmesi sonucunda olusan M, helikoidal yiizeyinin parametrizasyonu:

0 0 [ x(u)] 1
0 0 X, (U)

X, (uv)=l: " : : Do |+ev| ],
0 0 --- coshv sinhv 0 0
0 0 --- sinhv coshv || x (u)] |O]
veya
M, X, (u,v) :(xl(u)+cv, X, (U),..., X, _,(u), X, (u)sinh v,xn(u)coshv) (2.14)
seklindedir. Burada ce[]* ve vell dir.
X, (U,V) nin u ve v gore kismi tiirevleri
(%), = (), x;(u),...,x (u)sinhv, x’ (u)coshv), (2.15)



(x,), =(c,0,...,0,x (u)coshv, x, (u)sinh v) (2.16)
seklindedir.

Boylece, M,, nin birinci temel form katsayilari
E=¢& F=cx(u) ve G=x’(u)+c’ (2.17)
olarak bulunur.

M, , non-dejenere oldugundan &x’(u)+c’*(e—x*(u))=0 olur. Ayrica X _sabit bir

fonksiyon oldugunda M, Il. tip dik bir helikoidal yiizey olarak adlandirilir.

I11. Tip Helikoidal Yiizey

E/ wuzaymm {e,e,€;,..6} standard  ortonormal  bazim  kullanarak,

ve (e,+e,,) olmak iizere E| uzaynda

1
gn—l - ﬁ (en B en—l) gn - E

(.88 2.6 1.6,} yar1-ortonormal bir bazi elde edilir.

Burada, (&,,,6,.) =(&,.&,) =0 ve (&.,,¢,) =1 seklindedir.

I1,, span{e,e,,...e ,,& &} hiperdizlemi ve P, span{e,e,...e ,,& i}
(n—2)— boyutlu dizlemi olsun. g, :1 >, cE], yay uzunlugu ile
parametrelendirilmis diizgiin bir egri f,, (U) =x (U)e, +X;(U)e; +...+x ,U)S , +X, (U)&,

olsun, yani x?(u) +X5? (u) +...— 2x’ (U)X, (u) = ¢ seklindedir.

Boylece, B, profil egrisinin P, dejenere diizlemi etrafinda dondiiriilmesi ve {fn_l}

tarafindan gerilen |, dogrusu boyunca Gtelemesi sonucu olusan M,, helikoidal

yiizeyinin parametrizasyonu:

X (U, V) =%, (U)e, + /20X, (U)e, + X5 (U)ey +...+ X, 5 ()&, + (X, (U) +V2X, (U) + V), +X, (U)E,
(2.18)
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seklindedir.
Burada, T,, ortogonal déniisiimii
T3 (el) = el’ T3 (eZ) = eZ + 2V‘é:n—l’ T3 (e3) = e3’ Tt T3(§n) = '\/EVEZ +V2§n—l +§n

seklindedir. Boylece

(X )y = X (U)e, + /20 (U)e, + X5 (U)e; + ...+ X)_p (U)e, , + (X)y (U) + VX (U))E, , + X} (W),
(2.19)

ve

(X )y = V2%, (U)e, +(2vx, (u) +C)&, (2.20)
elde edilir. Ayrica M, iin birinci temel form katsayilari

E=s, F=—cx(u), ve G=2x*(u) (2.21)

seklindedir. M,, dejenere olmayan bir helikoidal yiizey oldugundan

2ex2(U)—Cc*x*(u)) = 0 dir.

Eger x, sabit bir fonksiyon ise M,, tun IIL tip dik bir helikoidal yiizey olarak

adlandirilir.

Aciklama 2.1. (2.10), (2.14), (2.18) denklemlerinde c=0 alinirsa, E deki donel

yiizeylerin parametrizasyonlari elde edilir.
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3. E! DEKI UZAYSAL HELIKOIDAL YUZEYLER UZERINDEKI UZAYSAL
LOKSODROMLAR

Bu bélimde, E| uzayinda sirasiyla (2.10), (2.14) ve (2.18) denklemleri ile verilen I. tip,

Il. tip ve Ill. tip uzaysal helikoidal yiizeyler lizerindeki uzaysal loksodromlarin

parametrizasyonlari elde edilecektir.

M, , (2.10) denklemi ile verilen I. tip uzaysal meridyenli uzaysal helikoidal yiizey
olsun. Yani & =1 dir. Béylece (2.13) esitlikleri ile verilen birinci temel form katsayilari

kullanilarak M, helikoidal yiizeyine indirgenmis ¢, metrigi

g, =du® —2cx (u)dudv + (7 (u) —c®)dv? (3.1)
seklinde elde edilir.

M, uzaysal bir helikoidal yiizey oldugundan, X’ (u)—c®(L+x/*(u)) >0 dir.

a, (t) =X, (u(t),v(t)), M, iizerinde uzaysal loksodrom olsun. (2.5) ve (2.6) denklemleri

kullanilarak sirastyla asagidaki ifadeler elde edilir:

(‘3—‘:) 20, () G+ () —c )( j >0 (3.2)
ve
(e (), (), > —cx (u)— (3.3)

dt

a, (t) loksodrom egrisinin M, in uzaysal meridyenini sabit bir 6, Lorentz uzaysal

agtyla kestigi p € M, noktasinda, (2.7), (3.2) ve (3.3) denklemlerini kullanarak

{a) (), (%)) _ du —cx’ (u)dv
CONCDL Jdu? —2ex; (u)dudv + (2 () - ¢?)dv?

cos g, =

S

(3.4)

esitligi elde edilir.
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(3.4) denklemi diizenlenirse
2 2 2 2,12 dv Y’ c 2 AV
(cos” G,(x; (u)—c?)—cx " (u)) au +2csin Hoxn(u)azsm 6, (3.5)

diferansiyel denklemi elde edilir. (3.5) denklemin genel ¢oziimleri asagidaki gibidir:

i. cos® 8,(x (u)—c?)—c®x*(u) = Oise (3.5) denklemin genel ¢dziimii asagidaki seklide

bulunur:

O B G S SR GO i
-] 2¢05° 6,(¢ (&) ~ ) - 26X2(2) > (36)
ii. cos®@,(x>(u)-c*)—c’*x’?(u) =0 oldugunda (3.5) denklemi 3—:1 = 2cxj-' O seklinde

degeri yerine yazilip gerekli

0S8, /X2 (u) —c?
elde edilir. Bu esitlikte X, (u) =+ o\ (W)
C

islemler yapilirsa asagidaki v =v(u) fonksiyonu

vy=2 L[ % @7)

20086, ¢ (&) -’

seklindedir. Burada 6, ;t% bir sabittir.

Boylece, E| deki M, uzaysal helikoidal yiizey izerindeki ¢, (u) =X, (u,v(u)) uzaysal

loksodromun parametrizasyonu Teorem 3.1 in (i) deki gibi elde edilir.

E! de, M, , IL tip uzaysal helikoidal yiizey olsun. Boylece (2.17) denklemi kullanilarak

M, iizerine indirgenmis metrik g,
g, = du®+2cx!(u)dudv + (x?(u) +c*)dv? (3.8)

seklindedir. Burada, M, uzaysal oldugu i¢in x?(u)+c*(1—x/*(u)) >0 dir.

13



M, iizerinde ¢, (t) =X, (u(t),v(t)) uzaysal loksodromu géz 6niine alinirsa, (2.5) ve

(2.6) denklemlerinden

du du dv av )’

— 2cx (u) — — 2 ) = 0 3.9
(dtj +2¢x; (u) ™ dt+(Xn(U)+C )(dtj > (3.9
ve

, du ., av

<Ot“ (t)’ (XII )u> = E"'an (U)E (3-10)

elde edilir.

a,, (t) uzaysal loksodrom egrisinin M, nin uzaysal meridyenini sabit bir §, Lorentz

uzaysal acistyla kestigi peM, noktasinda (2.7), (3.9) ve (3.10) denklemlerini

kullanarak
Cos 6, = du+ ox (Wdv (3.11)
Jdu? +2cx; (u)dudv + (X2 (u) +¢?)dv?
esitligini elde edilir. (3.11) esitliginden
2 2 2 2,2 dv Y <2 ot dv .2
(cos” G,(x (u)+c)—cx (u)) U —2csin® gyx;(u) U =sin‘ g,. (3.12)

diferansiyel denklem bulunur.

(3.12) denkleminin agagidaki gibi iki farkli genel ¢6ziimii vardir:

i. cos® @, (X (u)+c*)—c?x’(u) =0 ise (3.12) denklemin genel ¢oziimii asagidaki sekilde

bulunur:

() = [ 2SI 6y SN 26,06(0) + QKN 513

2¢0s° G, (* + X2 (&) —2¢°% (&)
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i cos? 0,02(U)+¢%) — () =0 oldugunda (3.12) denklemi &Y —__ 1
du 2cx; (u)

c0s 0,/x2(u) +c?
seklindedir. Bu esitlikte X'(u) == OJT

degeri yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa asagidaki v =v(u) fonksiyonu bulunur:

(3.14)

1 d&
viu) =+ .
2c0s6), J JR@)+c
/2 -
Burada 6, # 2 bir sabittir.

Dolayistyla E{ deki M, uzaysal helikoidal yiizey tizerindeki ¢, (u)=X, (u,v(u))

uzaysal loksodromun parametrizasyonu Teorem 3.1 in (ii) deki gibi elde edilmis olur.

E] de, M, , Il tip uzaysal helikoidal yiizey oldugundan 2&X’(u)—c®x?(u))>0
esitsizliginde &=1 olmalidir. Boylece (2.21) denklemi kullanilarak M, {izerine

indirgenmis metrik g, :
g,, =du’ —2cx’ (u)dudv +2x’ (u)dv’ (3.15)
seklindedir. Burada, M, uzaysal oldugu igin 2x’(u)—c*x'*(u)) >0 dir.

M,, tzerinde ¢, (t)=X,, (u(t),v(t)) uzaysal loksodrom g6z Oniine alinirsa, (2.5)
denklemi

du)’ du dv dv)’

— | —2eX, (U)——+2X2(u)| — | >0 3.16
[dtj (W) g g T2 )Kdtj (3.16)

seklindedir.

Ayrica (2.6) denklemini kullanarak asagidaki denklem elde edilir:

du dv
a,, (1), (x =——Cx, (u)—. 3.17
(a0, 000, ) = 5~ X ) o (3.17)
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a,, loksodrom egrisinin M,, iin uzaysal meridyenini sabit bir &, Lorentz uzaysal

agtyla kestigi p e M,,, noktasinda (2.7), (3.16) ve (3.17) denklemlerini kullanarak

du —cx; (u)dv

cos 6, = (3.18)
\/duz —2cx! (u)dudv + 2x2 (u)dv?
esitligini elde edilir.
(3.18) esitliginden uzaysal loksodromun diferansiyel denklemi
2 02 2,12 dv ) IR« '
(2c0s° Gyx: (u) —c X" (u)) au +2csin® gyX; (u)d— =sin‘ g, (3.19)
u u

seklidedir. (3.19) diferansiyel denklemin asagidaki gibi iki farkli genel ¢6ziimii vardir:

i. 2cos” G,x2(u)—c*x?(u) =0 ise (3.19) denklemin genel ¢oziimii asagidaki seklide

bulunur:

g. (3.20)

o) = 2% (£)Sin? G, +.4/sin? 26,(2x2(£) - X (&) ;
- J; 4cos’ Gyx2 (£) —2¢* X% (€)

ii. 2cos® @,x2(u)—c’x’*(u) = 0 oldugunda (3.19) denklemi av__ 1
du 2cx'(u)

n

seklinde elde

edilir. Bu esitlikte X'(u) ==

2 cosg,x,(u
V2 % (U) degeri yerine yazilip gerekli islemler
c

yapilirsa agsagidaki v =v(u) fonksiyonu bulunur:

¢ VPt

v(u) =+ e °© (3.21)

Burada & 7&% bir sabittir.

Boylece, E| de uzaysal helikoidal yiizey M, tizerindeki ¢, (U) =X, (u,v(u)) uzaysal

loksodromun parametrizasyonu Teorem 3.1 in (iii) maddesindeki gibidir.
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Sonug olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1. M, E! de (2.10), (2.14) ve (2.18) denklemleri ile verilen uzaysal

helikoidal yiizey olsun. Bu durumda, M uzaysal helikoidal yiizey tlizerindeki uzaysal

loksodromun parametrizasyonu asagidaki sekildedir.

i. I. tip helikoidal yiizey igin,

o, (U) = (X, (u)cosv(u), x, (u)sinv(u), X, (u),..., X, (u) +cv(u)).
Burada, cos’ ,(x(£)—c®)—c’x’*(£) 20 olmak iizere

]‘-—chm O, (§)+\/Sln 260, (%} (&) -1+ X'Z(f)))

v(u)=u0 2¢0s” 0, (X2 (&) —c*) - 2¢* X% (&) de
veya

=t
seklindedir.

ii. 1l tip helikoidal yiizey i¢in,

a,u)= (xl(u) +cv(u), X, (u),..., X, , (u), x, (u)sinhv(u), x, (u) cosh v(u)).

Burada cos® g, (c® + x*(£)) —c*x,* (&) # 0 olmak {izere

X2(£)sin® 6, +4/sin? 26, (x(£) +c* (1 '2(§)))
2c0s” 0,(c® + X2 (&) —2¢°x* (&)

v(u) = j. dé

veya

v(u) ==

20050 J /x (§)+c

seklindedir.
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iii. 1. tip helikoidal yiizey igin,
oy (U) = X, (U)8; +~/20(U)X, (U}, + X (U)eg +..o X, 5 (U)e, , + (X, 4 (U) + VP (U)X, (U) + CV(UDE, ; + X, (W),

(3.28)

Burada 2cos® §,x*(&) —c*x/? (&) # 0olmak iizere

o) = I 20X, (£)8in? 6, £ \sin® 26, (2x2(£) - ¢*X2(£)) iz (329
" 4c0s® Gx; (£) — 2%, (&) '
veya
\/fcosao
C e (u-up)
v(u) =+ 3.30
W 4cos’ 6, (3:30)

seklindedir. Burada 6, ;% ve ¢ >0 dir.

Teorem 3.1 kullanilarak, uzaysal dik helikoidal yilizey {izerindeki uzaysal

loksodromlarin parametrizasyonlari asagidaki sonug ile verilir.

Sonu¢ 3.2. M, E! de (2.10), (2.14) ve (2.18) denklemleri ile verilen uzaysal dik

helikoidal yiizey olsun. Boylece, M iizerindeki uzaysal loksodromun parametrizasyonu

asagidaki gibidir:
I. L tip dik helikoidal yiizey i¢in
7, (U) = (X (u)cosv, x (u)sinv, x,(u),..., X, +cv(u)). (3.31)

Burada, X, bir sabit olmak tizere

v(u) =*tan 90[

dg
Uo \/Xlz(é:)_cz

(3.32)

seklindedir.

ii. IL. tip dik helikoidal yiizey i¢in
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7 (U) = (X +cv(u), X, (U),..., X,_, (u), X, (u) sinh v(u), x, (u) cosh v(u)). (3.33)

Burada, X, bir sabit olmak iizere

u dé
v(u) =+tan GOIZ— (3.34)
Uy Xn (6) + Cz
seklindedir.

iii. I1L. tip dik helikoidal yiizey i¢in
P (U) = X, (U)e, + 20 (U)X, (U)e, + Xy (U)es +...+ X, 5 (U)e, , + (X, 4 (U) +V2 (U)X, +CV())E, , +X,&,.  (3.35)

Burada, X, # 0 bir sabit olmak {izere

tan g,

viu)=+ T2x

(u—uy,) (3.36)

n

seklindedir. Burada 6, 7&% ve €¢>0 sabittir.

Ispat: (3.23) esitligi ile verilen denklemde X, sabit bir fonksiyon olmak iizere x'(u)=0
olur. Ayrica M, uzaysal bir helikoidal yiizey oldugundan x’(&)—c® >0 olur. Boylece,

v(u) fonksiyonu

v(u):J_rj‘ sin20,yx (§)—¢” :itaneoj‘

d&
Nesati@ - T Ee

seklinde elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. 1. tip ve 111 tip dik helikoidal yiizeyler

tizerindeki loksodromlar i¢cinde benzer islemler yapilarak sonuca kolayca ulasilabilir.

(2.4) denklemi ve sonug 3.1 kullanilarak, E] uzaymdaki uzaysal dik helikoidal yiizey

tizerinde uzaysal loksodromlar i¢in asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.3. M, (2.10), (2.14) ve (2.19) ile tanimlanan E| uzaymdaki uzaysal dik

helikoidal yiizeyler iizerindeki uzaysal loksodromun U, Ve U, noktalar arasindaki yay

uzunlugu

_ YU

= 3.37
cos 6, (3.37)

seklindedir. Burada 6, ;é% sabittir.

Ispat: (2.21) denklemindeki E, F ve G katsayilari, (2.4) denkleminde yerine yazilirsa

al

elde edilir. Boylece (3.36) denkleminden

2
1+ 2x? (u)(ﬂj du
du

U —U0|
cosd, ‘

sin“g, |, |
2c0s’ 90x§(u)\

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. I. tip ve Il. tip dik helikoidal yiizeyler

tizerindeki loksodromlar i¢inde benzer islemler yapilarak sonuca ulasilir.

Aciklama 3.4. M, (2.10), (2.14) ve (2.18) ile tanimlanan E] uzaymda uzaysal dik

helikoidal ylizey olsun.

I. uzaysal loksodrom ile uzaysal meridyen arasindaki a¢1 €, =0 ise loksodrom ile

meridyen cakisir.

ii. uzaysal loksodrom ile uzaysal meridyen arasindaki agi 6, :E ise loksodrom ile

paralel cakisir.
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4. E! DEKi ZAMANSAL HELIKOIDAL YUZEYLER UZERINDEKI UZAYSAL
LOKSODROMLAR

Bu bélimde, E uzayinda sirasiyla (2.10), (2.14) ve (2.18) denklemleri ile verilen I. tip,

I. tip ve Ill. tip zamansal helikoidal yiizeyler iizerindeki uzaysal loksodromlarin

parametrizasyonlari elde edilecektir.

Kolaylik olmasi i¢in ® sabitini su sekilde tanimlayalim:

coshg,, ¢=1

sinhg,, e=-1.

M,, (2.10) denklemi ile verilen I. tip zamansal helikoidal yiizey olsun. Burada

eX2(U)—C?*(&+x*(u)) <0 dir. Bu durumda meridyen egrisinin kozsul karakterine gore

iki tane durum meydana gelir. Yani, £ =1 veya & =-1 dir. Boylece (2.13) esitlikleri ile

verilen birinci temel form katsayilarmi denklemde yerine yazarak M, helikoidal

ylizeyine indirgenmis g, metrigi
g, = edu® — 2cx! (u)dudv + (X7 (u) —c*)dv?
seklinde elde edilir.

M, zamansal bir helikoidal yiizey oldugundan, EG—F? = &x’ (u)—c?(e+x(u)) <0
dir.

a, (t) =X, (u(t),v(t)), M, iizerinde uzaysal loksodrom olsun. (2.5) ve (2.6) denklemleri

kullanilarak sirastyla asagidaki ifadeler elde edilir:
g(d—ujz—Zcx’ (u)ﬁﬂﬂ 2(u)—cz)(%]2 >0 (4.2)
dt "t dt '

ve
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(@] (), (%), ) = 6= — Xt (u) . (4.3)

a, (t) loksodrom egrisinin M, in zamansal meridyenini sabit bir Lorentz zamansal

acryla kestigi p € M, noktasinda, (2.8), (2.9), (4.2) ve (4.3) denklemlerini kullanarak

_ (o] (t),(x,),) _ gdu —cx’ (u)dv 4.2)
led @] fedu? - 20x (u)dudv + (2 (u) - ¢?)dv? '
esitligi elde edilir.
(4.4) denklemi diizenlenirse
dv )’ dv
(O (X (u)—c?) =X (u)) [aj +2cx! (u)(g—('*)z)a:l—g(ﬁz (4.5)

diferansiyel denklemi elde edilir.
(4.5) denklemin genel ¢ozlimiiyle ilgili asagida verilen iki durum olusur:

i. ®*(X (u)—c®)—c’x’?(u) =0 ise (4.5) denklemi ile verilen zamansal helikoidal yiizey

tizerindeki uzaysal loksodromun genel ¢oziimii asagidaki sekilde bulunur:

() - | O — )£ fSinn’ 20, (¢( + X7 ()~ X (&) |
: 207 ((8) - ") - 26X ()

£, (4.6)

ii. @ (x*(u)—c?)—c’x’*(u) =0 oldugunda (4.5) denklemi v__ ¢ seklinde elde

du 2cx'(u)
@ ’ 2 _ 2
edilir. Burada, x.'(u) =i%

degeri yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa
asagidaki v =v(u) fonksiyonu bulunur:

v(u) = ijd—é 4.7)

20; ¢ -c*
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Boylece, E] deki M, zamansal helikoidal yiizey iizerindeki ¢, (U) =X, (u,v(u)) uzaysal

loksodromun parametrizasyonu Teorem 4.1 in (i) maddesindeki gibi elde edilir.

Benzer sekilde, E] de, M, Il. tip zamansal helikoidal yiizey icin
ex2(u)+c®(e—x?(u)) <0 dir. Bdylece meridyen egrisinin koszul karakterine gore iki
durum vardir. Yani e=1 veya ¢=-1 dir. Boylece (2.17) denklemi kullanilarak M,

lizerine indirgenmis metrik g,

g, = &du’® +2cx/ (u)dudv + (X2 (u) +c*)dv’

seklindedir.

a, (t) =x, (u(t),v(t)) nin M, tizerinde uzaysal bir loksodrom oldugunu varsayilsin.

Boylece sirasiyla (2.5) ve (2.6) denklemlerinden

du’ du dv ) o[ dv ?

— (u)—— — 4.8
g(dtj +2¢x; (u) m dt+(X”(u)+C )(dt) >0 (4.8)
ve

' d o\ d
(a0 0. 00,),) = & +ex((0) 49)
elde edilir.

a, (t) uzaysal loksodrom egrisinin M, nin meridyenini sabit bir Lorentz zamansal

agryla kestigi p € M|, noktasinda (2.7), (4.8) ve (4.9) denklemlerini kullanarak,

gdu +cx;(u)dv

@ =
J&du? + 2cx] (u)dudv + (x2(u) + c?)dv (4.10)

esitligi elde edilir.
(4.10) denkleminden asagidaki diferansiyel denklem bulunur:
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(©° (X (u) +c?) —c?x? (u)) (%j +2ex (U)(@° - &) g—:j =1-£0°. (4.11)

(4.11) diferansiyel denklemin asagidaki gibi iki farkli genel ¢6ziimii vardir.

i. @ (X2(U)+c?)—c’x*(u)=0 ise (4.11) ile verilen zamansal helikoidal yiizey

tizerindeki uzaysal loksodrom denklemin genel ¢oziimii asagidaki sekilde bulunur:

o) = I—Zcxl(f)((@z—e)ﬂ/smh 20,¢°04°(£) =) =eX (D). 412
20°(c” + X7 (£) - 2% (9) |
ii. @ (x?(u)+c*)—c’x?(u) =0 oldugunda (4.11) denklemi S_L/:_Zcxg'(u) seklinde

elde edilir. Burada, Xx'(u)== degeri yerine yazilip gerekli islemler

O/ X2 (u) +c?
c

yapilirsa agsagidaki v =v(u) fonksiyonu bulunur:

(4.13)

I\/X (&) +ct

Dolayisiyla E[ deki M, zamansal helikoidal yiizey iizerindeki ¢, (U)= X, (u,v(u))

uzaysal loksodromun parametrizasyonu Teorem 4.1 in (ii) deki gibi elde edilmis olur.

E! de, M,,, IIL. tip zamansal helikoidal yiizey olsun. Bdylece 2&x’(u)—c’x/?(u) <0
dir. Yani €=1 veya e=-1 dir. Boylece (2.21) denklemi kullanilarak M, {izerine

indirgenmis metrik g,,
g, = €du? —2cx’ (u)dudv + 22 (u)dv? (4.14)

seklindedir. M,,, Ttzerinde ¢, (t) =X, (u(t),v(t)) uzaysal loksodromu gbéz Oniine

alinirsa

(8] 200 @ 20 -0 w9
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ve

(e ©.00),) =5 -k @) S (4.16)

elde edilir.

a,, uzaysal loksodromun M, zamansal helikoidal yiizeyinin meridyenini sabit bir 6,

Lorentz zamansal agiyla kestigi p € M,,, noktasinda

gdu —cx; (u)dv

0= (4.17)
\/gduz —2¢x! (u)dudv +2x?(u)dv?
esitligi ve uzaysal loksodromun diferansiyel denklemi
2,2 2,12 v’ ' 2y AV 2
(207°x  (u) —c°x/ " (u)) au +2cx, (u)(e—© )d—zl—,s@ (4.18)
u u

seklinde elde edilir. (4.18) diferansiyel denklemin asagidaki gibi iki farkli genel ¢oziimii

vardir:

i. 20°x*(u)—c’X?(U)#0 ise (4.18) denklemin genel ¢dziimii asagidaki seklide

bulunur:

u 2 ' @2_ + H h2 29 212 _2 2
()= [ 2O =) Sinh 26, (c*4(6) 26 1,(£) . @19
o 407, (&) —2¢7%,7(S)
ii. 20°x°(u)—c’x’*(u) =0 oldugunda (4.18) denklemi wv__ ¢ seklinde elde
du 2cx, (u)

V20x, (u)
C

edilir. Burada, Xx,'(u)== degeri yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

asagidaki v=v(u) fonksiyonu bulunur:

&gC i@(U—Uo)
e C

40?

viu)=+ (4.20)
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Boylece, E| de zamansal helikoidal yiizey M, tizerindeki ¢, (u) =X, (u,v(u)) uzaysal

loksodromun parametrizasyonu Teorem 4.1 in (iii) maddesindeki gibidir.

Sonug olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1. M, (2.10), (2.14) ve (2.18) denklemleri ile verilen zamansal helikoidal
ylizey olsun. Bu durumda, M zamansal helikoidal yiizey {iizerindeki uzaysal

loksodromun parametrizasyonu asagidaki sekildedir.
I. 1. tip helikoidal yiizey i¢in,
o, (u) = (x (u)cosv(u), x, (u)sinv(u), X, (u),..., X, (u) +cv(uy)). (4.21)

Burada, ®*(xZ(£)—c*)—c’x/?(£) #0 olmak iizere loksodrom egrisinin genel ¢oziimii

o) = chx H(E)(©2 — &) £[sinh? 26, (¢ (& + X2 (£)) — X G

! 267 (4 (8)— ) 20X (£) 9 (422
veya
=5 % (4.23)
seklindedir.
ii. I1. tip helikoidal yiizey igin,
01, (U) = (%, (0) + OV(0), Xy (U)X, (1), X, (U)SINAVW), X, (U) cOSPVW)). (4.29

Burada, ®(c® + X2 (£)) —c*x?(£) # 0 olmak iizere

o - I_gcxl(g)(@)z_g )+\/smh 20,(c* (X (&) — ) — X (5)) de. (4.25)

20°(c* + % (£)) — 2% (&)

veya

(4.26)

I 0} |x (cf)+c
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seklindedir.

iii. III. tip helikoidal yiizey i¢in,
oy (1) = %, (U)&, +V2V(U) %, (U), + X (U)e .. X, 5 (U)E, 5 + (X, 4 (U) +VA (U)X, (U) +CU(W)&, ; +X, (U)E,.

(4.27)

Burada, 20°x*(&)—c*x?(£) # 0 olmak iizere :

L 20X (E)(©% —¢) + \/sinhz 20,(C*X?(E) —2eX2 (&) d

-] 40D -2 () - (4.29)
veya

+@ u-u,
v(u) =+ ‘9(;2 e e (4.29)

seklindedir. Burada, ¢ >0 ve O, (4.1) ile tanimlanan sabitlerdir.

Teorem 4.1 kullanilarak zamansal dik helikoidal ylizey iizerindeki uzaysal

loksodromlarin parametrizasyonlar1 agagidaki sonug ile verilir.

Sonug 4.2. M, E] de (2.10) ve (2.14) denklemleri ile verilen zamansal dik helikoidal

yiizey olsun. Boylece, M iizerindeki uzaysal loksodromun parametrizasyonu asagidaki

gibidir:
i. Meridyeni uzaysal olan I. tip zamansal dik helikoidal yiizey igin,
7, () =(x (u)cosv, x, (U)sinV, X, (u),..., X, +cv(u)). (4.30)

Burada, x, bir sabit olmak iizere

v(u) =+tanh QOT (4.31)

dé
Uo VCZ _Xlz(g)

seklindedir.
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Ii. Meridyeni zamansal olan I1. tip zamansal dik helikoidal yiizey igin,
7 ) = (X, (u) +cv(u), X, (U, ..., X,_, (u), X, (u) sinhv(u), x, (u) coshv(u)). (4.32)

Burada, x, bir sabit olmak iizere

v(u) = +coth HOT (4.33)

g
Yo \)CZ + Xr? (g)
seklindedir. Burada &, bir sabit ve ¢ > 0dur.

Sonug 4.2 ve (2.4) denklemi kullanarak, E uzayinda zamansal dik helikoidal yiizey

tizerindeki uzaysal loksodromlar i¢in agsagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3. M, E| uzayinda zamansal dik helikoidal yiizey olsun. M iizerinde u, ve

u, noktalar1 arasindaki uzaysal loksodrom egrisinin yay uzunlugu:

U, — U,

I. Meridyeni uzaysal olan I. tip zamansal dik helikoidal yiizey i¢in, S = e
cosh 6,

U, —Uo
sinh g,

ii. Meridyeni zamansal olan 1l. tip zamansal dik helikoidal yiizey i¢in, s =

Burada, 6, keyfi bir sabittir.

Ispat: i. (2.4) denkleminde (2.13) denklemindeki E ,F ve G katsayilar yerine yazilirsa

al

&+ (x2(u) —CZ)(S—ZJ du
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elde  edilir ~ Burada, x, sabit oldugundan F=-cx (u)=0  olur.

2
(®2(xf(u)—cz))(j—v) =1-¢®* uzaysal loksodromun diferansiyel denklemi olmak
u

2
lizere (ﬁ) icin elde edilen sonug yerine yazilirsa

du
i)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

U, —U,
e

S =

&+ (% (u)—c%)

1— 507 |du_
@ (W) —-c?)| |

. (2.4) denkleminde (2.17) denklemindeki E ,F ve G katsayilari yerine yazilirsa

|

elde  edilir. ~ Burada, x, ~ sabit oldugundan = F=-cx/(u)=0  olur.

S= du

—1+(x§(u)+c2)(g—\ljj

2
(sinh@§(x§(u)+c2))(j—vj =1+sinh@? uzaysal loksodromun diferansiyel denklemi
u

2
olmak tizere (g—v] icin elde edilen sonug yerine yazilirsa
u

!

elde edilir.

u, — U,
sinh 6,

S =

1+ (X2 (u)+c?)

1+sinh@? |
sinh 62 (x?(u) +¢?)|

29



Aciklama 4.4.

1. M, (2.10) ile tanimlanan E uzaymda meridyeni uzaysal olan zamansal dik

helikoidal yiizey olsun. Uzaysal loksodrom ile uzaysal meridyen arasindaki ag1 6, =0

ise loksodrom ile meridyen gakisir.

2. M, (2.14) ile tanimlanan E] uzaymnda meridyeni zamansal olan zamansal dik

helikoidal yiizey olsun. €, =0 i¢in uzaysal loksodrom ile zamansal meridyen birbirine

Lorentz anlaminda diktir.

NA

Ornek: E; uzaymda g, ()= TZ(U,O, u,1) birim hizli uzaysal profil egrisi olsun. Eger

2 . i . .
c= > alinirsa M, dik helikoidal ylizeyin parametrizasyonu

N7

X, (u,v) = 72(u cosv,usinv,u,1+v).

Eger ue(L4) alimirsa M, uzaysal dik helikoidal yiizey olur. u,=1 ve 6?0:%

alindiginda  v(u) =~/2In(U++u?=1) dir. Béylece ve(0,2.91814) olup uzaysal

loksodromun parametrizasyonu
a,(u)= g(u cosv(u),usinv(u),u,1+v(u)).

Ayrica uzaysal loksodromun yay uzunlugu 342 dir.

M, uzaysal dik helikoidal yiizeyin, uzaysal meridyenin (v=2) ve  uzaysal
loksodromun ES uzayina izdiistimleri Mathematica programinda,
ParametricPIot3D[{xl(u,v)+x2(u,v),xs(u,v),x4(u,v)} {u,a,b} ,{v,c,d}] komutuyla

asagidaki gibi elde edilir.
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Sekil 1. Uzaysal dik helikoidal yiizey, uzaysal meridyen egrisi (mavi), uzaysal
loksodrom (yesil) izdiistimleri
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