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OZET

MODIFIYE EDILMIS BiR PICARD TiPi ITERATIF
ALGORITMANIN SINIRLI PERTURBASYON DIiRENCLILIGININ
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Son yillarda, iteratif algoritmalarin verimliligini artirmak amactyla "iistiinlestirme"
adi verilen bir yontem giderek daha fazla ilgi gormektedir. Bu yontem, iteratif
algoritmalarda pertlirbasyonlara izin vererek elde edilen perturbasyonlu algoritmanin,
orijinal algoritmanin goérevini yerine getirip getirmedigini veya daha iistiin bir ¢ikt1 elde
edip etmedigini belirleme prensibine dayanir.

Bu calismanin amaci, sabit nokta problemleri, konveks minimizasyon problemleri
ve lineer ters problemler arasindaki iliskiden faydalanarak istiinlestirme yontemini lineer
ters problemlere uygulamaktir. Bu amagla, daha onceki calismalarda konveks
minimizasyon problemini ¢6zdigii ve perturbasyonlara karsi direngli oldugu gosterilen
modifiye edilmis bir Picard tipi iteratif algoritmadan yararlanilmistir. Tezde bu iteratif
algoritmanin perturbasyonlara karsi direngli oldugu sonucu detayli bir sekilde
incelenmistir. Ustiinlestirme ydntemini lineer ters problemlere uygulayabilmek igin, ilk
olarak, konveks minimizasyon problemini ¢ézen bu iteratif algoritmanin dogrusal ters
problemlerini  de ¢ozdugii gosterilmistir.  Ardindan, bu iteratif algoritmanin
perturbasyonlara kars1 direngli oldugu sonucu yardimiyla iistiinlestirme yontemi lineer ters
problemlere uygulanmustir.

Anahtar Kelimeler: Ustiinlestirme metodu; Konveks minimizasyon problemi;
Sabit nokta problemi; Lineer ters problem; Iteratif algoritmalar.



ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE BOUNDED PERTURBATION
RESILIENCE OF A MODIFIED PICARD TYPE ITERATIVE
ALGORITHM AND ITS APPLICATION TO LINEAR INVERSE
PROBLEMS
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In recent years, a method called "superiorization” has been gaining increasing
attention in order to increase the efficiency of iterative algorithms. This method is based on
the principle of allowing perturbations in iterative algorithms to determine whether the
perturbed algorithm fulfills the task of the original algorithm or obtains a superior output.

The aim of this study is to apply the superiorization method to linear inverse
problems by taking advantage of the relationship between fixed point problems, convex
minimization problems and linear inverse problems. For this purpose, a modified Picard
type iterative algorithm, which was shown in previous studies to solve the convex
minimization problem and to be resilient to perturbations, has been utilized. In this thesis,
the result that this iterative algorithm is resilient to perturbations is examined in detail. In
order to apply the superiorization method to linear inverse problems, it is first shown that
this iterative algorithm, which solves the convex minimization problem, also solves linear
inverse problems. Then, using the result that this iterative algorithm is resilient to
perturbations, the superiorization method is applied to linear inverse problems.

Keywords: Superiorization method; Convex minimization problem; Fixed point
problem; Linear inverse problem; Iterative algorithms.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

A° . A kiimesinin igi

A . A kiimesinin kapanisi

A . A kiimesinin y1gilma noktalarinin kiimesi

B(uy,¢) : ug merkezli € yarigaplh agik yuvar

B(ug,¢€) : uy merkezli € yarigaph kapali yuvar

Fr . T doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

Ly = {(u) = (U, ug, up, -+ ):u; € Foe Xi2olugl? <oo,p =1}
lo o = {u = (up, uq, uy, -+ )iuy, € F ve u sinirhdir }
Pc . Metrik izdiistim operatorii

S : minyecf (1) probleminin tiim ¢ézlimlerinin kiimesi
(M, d) : Metrik uzay

(N, 1D : Normlu uzay

F : Cisim

(L, {,) : I¢ carpim uzay1

H : Hilbert Uzay1

U, > u > u, dizisi u’ya kuvvetli yakinsar

U, = u > u, dizisi u’ya zayif yakinsar

Wy, (Uy) Wy (Up): = {u: Juy, = u}

Vf . f fonksiyonunun gradienti

0A . A kiimesinin sinir1

GPA . Gradient Projeksiyon Algoritmasi

inf : En Biiytlik Alt Sinir

PSG : Projected Scaled Gradient

sup : En Kiigiik Ust Smr

SM : Ustiinlestirme Metodu
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1. GIRIS

Giinliik yasamda karsilagilan pek ¢ok problem matematiksel olarak ifade edilebilir.
Ancak, ger¢ek diinyadaki verilerin karmasikligi, bu problemlerin analitik olarak
¢Oziilmesini zorlastirir. Analitik ¢coziimler, baz1 basit durumlar i¢in uygun olsa da gercek
diinya problemlerinin ¢ogu i¢in kullanilamazlar. Verilerin belirsizligi, modellerin
karmasiklig1 ve problem alanlarinin genisligi, analitik ¢oziimleri imkansiz hale getirebilir.
Iste bu noktada iteratif algoritmalar devreye girer ve problemlerin ¢dziimiinde énemli bir
rol oynarlar.

Iteratif algoritmalar, matematiksel problemleri ¢dzmek icin tekrarlayan adimlarmn
kullanildig1 hesaplama yontemleridir. Bu adimlar, bir baglangi¢ degerinden baslayarak,
belirli bir kurala veya giincelleme prosediiriine gore ardisik degerlerin hesaplanmasini
igerir ve problemin ¢dziimiine yakinsayan bir dizi iiretmek i¢in tekrarlanir.

Giinlik yasamin karmasikligina matematiksel bir bakis acisiyla yaklasildiginda,
iteratif algoritmalarin 6nemi agik¢a ortaya c¢ikar. Bu algoritmalar, pratikteki gercek
problemlerin ¢6ziimiinde giiclii bir ara¢ olustururlar ve matematiksel modellemelerin pratik
uygulamalarint miimkiin kilarlar.

Iteratif algoritmalar, sabit nokta problemleri, optimizasyon problemleri, dogrusal
denklem sistemleri, simiilasyonlar, veri analizi, yapay zeka gibi bir¢ok alanda kullanilir.
Ozellikle biiyiik veri setlerinin islenmesi veya karmasik sistemlerin modellemesi gibi
durumlarda, iteratif algoritmalarin esnekligi ve etkinligi biiyiik 6nem tasir.

Son zamanlarda, iteratif algoritmalarin etkinligini artirmak igin “istiinlestirme
(superiorization)” metodu adinda yenilik¢i bir yaklasim, 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu
yontem, iteratif algoritmalarda bozulmalara miisaade ederek pertiirbasyonlara karsi direngli
olup olmadigini ve pertiirbasyonlu algoritmanin bozulmamis orijinal algoritmanin islevini
yerine getirip getirmedigini veya daha iistiin bir ¢ikt1 elde edip edemedigini aragtirir.

Bu baglamda, bu tezde, iteratif algoritmalarin ¢oziime yaklasmada sik¢a
kullanildig1 sabit nokta, konveks minimizasyon ve lineer ters problemleri ele alinacak ve
bu {i¢ problem arasindaki iliski verilecektir. Ertiirk [1]’iin elde ettigi, modifiye edilmis bir
Picard tipi algoritmanin pertiirbasyonlara kars1 direngli oldugu sonucu incelenecek ve bu

sonug yardimiyla {istiinlestirme metodu lineer ters problemlere uygulanacaktir.



2. LITERATUR OZETi

Bir reel Hilbert uzayr H’den R’ye tanimli konveks f fonksiyonunun H’nin kapali
ve konveks C alt kiimesindeki minimumlarinin bulunmasi problemi konveks minimizasyon
problemi olarak adlandirilir.

Konveks minimizasyon problemi ile sabit nokta problemi arasinda yakin bir iligki
vardir. Bu yakin iligki, sabit nokta problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan ydntemlerin,
konveks minimizasyon probleminin ¢oziimiinde etkili ve giiglii bir ara¢ olarak
kullanilmasma olanak saglar. Sabit nokta teorisi literatiirinde, doniistimlerin sabit
noktasina yaklagmak amaciyla kullanilan birgok etkili iteratif algoritma vardir. Picard [2],
Krasnoselskij [3], Mann [4], Ishikawa [5], Noor [6], Normal-S [7], Picard-S [8-9],
algoritmalart en sik kullanilan iteratif algoritmalar arasindadir. Sabit nokta teoride
kullanilan iteratif algoritmalarin konveks minimizasyon problemlerini ¢6zmede
kullanildig1 birgok calisma vardir [10-16]. Bunun yani sira, konveks minimizasyon
problemin ¢oziimiinde sabit nokta teoremleri kullanilabilir.

Gradient projeksiyon algoritmasi (GPA) konveks minimizasyon problemini ¢6zmek
i¢in giiclii bir aragtir. GPA, p, p, pozitif reel sayilar, Vf, f’nin Fréchet tiirevi ve P¢, H’den

C iizerine metrik projeksiyon olmak iizere

Untr = Pc = pVf)uy, up €H
veya daha genel olarak
Uns1 = Pl = ppV)ug, up €H
seklinde tanimlanir. GPA’nin yakinsakligi Vf’nin 6zellikleri ile yakindan iliskilidir. Eger,

Vf, L-Lipschitzain ve u-strongly monoton doniisiim ise ve {p,}n=o dizisi 0 < liminfp,, <
n—>oo

2u
2

limsupp,, <

n—-0oo

sartin1  saglarsa GPA, konveks minimizasyon probleminin bir tek

¢cozlimiine giiglii yakinsaktir [17].
Eger Vf, sadece L-Lipschitzian bir doniisiim ise GPA gii¢lii yakinsak olmayabilir.
Levitin and Polyak [18], f bir L-Lipschitzian doniisiim ise GPA’nin 0 < liminfp,, <
n—-oo

limsupp,, < L lgin konveks minimizasyon probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsak
n—-0oo

oldugunu gosterdiler.



Xu [19], 2011°de Levitin ve Polyak’in bu sonucunu ortalamali doniisiimler adinda
yeni bir yaklasim kullanarak yeniden elde etti. Ayni calismasinda GPA’nin giicli
yakinsakligini inceledi. Sabit nokta teorisinde, zayif yakinsak olan bir iteratif algoritmanin
giiclii yakinsak olmasin1 saglamak i¢in c¢alisilan doniisiime veya uzaya ek kosullar
getirmek bilindik bir yontem olmasina kargin, Xu [19], GPA’nin konveks minimizasyon
probleminin ¢6ziimiine giiglii yakinsamasini yeni bir bakis agisi ile inceledi. Vf 'ye yeni
kosullar eklemek yerine, F bir daraltan doniisiimii olmak tizere GPA’y1r F daraltan

dontisimdi ile
Unp1 = EFuy, + (1 = § )P — pVu, (2.1)

seklinde modifiye ederek &, = 0, Y50 &n = 00, Xnlo [§n+1 — $nl <00, Xl [Pn+1 —
Pn| < oo sartlar1 altinda konveks minimizasyon probleminin bir tek ¢éziimiine giiglii bir
sekilde yakinsadigini gosterdi.

2020 yilinda Ertirk ve arkadaslari [10], genislemeyen bir doniisiim olan T igin

Picard-S iteratif algoritmasinin T 'nin bir sabit noktasina zayif yakisadigini gosterdi.

Aynm1 ¢alismada 0 <a <a,,b, <b <1, 0<liminfp, < limsupp, < % olmak iizere
n—->oo

n—oo

Picard-S iteratif algoritmasinda T yerine P-(I — p,Vf) koyarak elde ettikleri

Un+1 = PC(I - pnvf)vn
Vp = (1= an)Pc( — ppV)un + anPc( — ppVf)z, (2.2)
Zn = (1= bplu, + anC(I - pnvf)un

ile verilen gradient projeksiyon algortimasinin konveks minimizasyon probleminin bir
¢Oziimiine zayif yakinsadigi sonucunu elde ettiler.

Daha sonra Ertiirk ve ark. [11], Xu [19]’nun GPA’ya uygulamis oldugu modifiye
etme yontemini kullanarak genislemeyen T doniisiimii i¢in Picard-S iteratif algoritmasinin

giiclii yakinsamasini inceledi. Sonuglarinin bir uygulamasi olarak, 0 < a < a,, b, < b <

. . 2 . I o0
1, 0< llrrlr_l)lcgfpn < limsupp,, < I gl_r)lc}ofn =0, Xn=oén =, 2o $n1 —&nl <

n—-oo
0, Y > o lapi1 —ayl < oo ve Y2 o |bpy1 —bp| < 0 olmak iizere Picard-S iteratif

algoritmasinda T yerine P;(I — p,,Vf) koyarak elde ettikleri ettikleri



Uns1 = EnF Uy + (1 — )P — pu V)

Un = (1 = an)Pc = ppV)un + anPc( — pnVf)zy, (2.3)

Zn = (1 = bp)uy + bpPc(I — puVf)uy,
ile verilen gradient projeksiyon algoritmasinin konveks minimizasyon probleminin bir
¢cozlimiine giiglii yakinsadigini gosterdiler.

Son zamanlarda, Davidi, Herman ve Censor'un [20] ve [21] 'de tanittiklar1 yeni bir
teknik olan dstiinlestirme metodu (SM), iteratif yontemlerin etkinligini artirmak igin
kullanilmistir. Bu ydntem, iteratif algoritmalarin performansimni artirmak amaciyla,
algoritmalara pertiirbasyonlar ekleyerek direncliligini inceleme prensibine dayanmaktadir.
SM, bozulmus bir algoritmanin, orijinal algoritmanin iglevlerini daha az hesaplama ile
yerine getirmesini saglayarak calisir. Bu sekilde, algoritmalarin hesaplama maliyetini
diisiirmek ve verimliligi artirmak amaglanmaktadir.

Yaygin olarak uygulanabilir ve cesitli pratik durumlarda basarili bir sekilde
kullanilan SM ilkesi, projeksiyonlardan goriintii yeniden yapilandirmas1 [21-23], ve
yogunluk ayarli radyasyon terapisi [24] gibi uygulama alanlarinda 6nemli bir kullanim
alan1 bulmustur. Ayrica, farkli alanlarda daha ileri uygulamalar ve testler i¢in biiyiik bir
potansiyel barindirmaktadir.

SM’yi kullanarak, Jin ve ark. [25], sonlu boyutlu R¥'deki konveks minimizasyon
problemleri icin “projected scaled gradient (PSG)”  iteratif algoritmasin simirh
pertiirbasyonlara direngli oldugunu gosterdi. 2017 yilinda, Xu [26], ortalamali doniistimler
yaklasimint kullanarak, sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda PSG iteratif algoritmasin
tstiinlestirilmis versiyonunun zayif yakinsakligini c¢alistt ve PSG iteratif algoritmasinin
GPA'nin genellestirmesi oldugunu kullanarak elde ettigi sonucu GPA’ya uyguladi. 2023
yilinda Ertiirk ve Salkim [27], (2.2)'nin smirh pertiirbasyonlara karst direngli oldugunu
gosterdi.

Ertiirk [1], modifiye edilmis bir Picard tipi iteratif algoritma olan (2.3)’i temel
algoritma olarak ele ald1 ve (2.3)'in istiinlestirilmis versiyonunun, (2.3)'e benzer sekilde
f:H - R fonksiyonu i¢in konveks minimizasyon probleminin bir ¢6ziimiine zayif
yakinsadigini yani (2.3)’tin sinirli pertiirbasyonlara karsi direncli oldugunu gosterdi.

Bu tezde, iteratif algoritmalarin ¢6ziime yaklasmada sikg¢a kullanildigr sabit nokta
problemleri, konveks minimizasyon problemleri ve lineer ters problemler arasindaki iligki
verilecek ve bu iliskiden yararlanilarak (2.3) ile verilen iteratif algoritma araciligiyla

iistlinlestirme yontemi lineer ters problemlere uygulanacaktir. Bu sebeple, bulgular ve
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tartisma boliimiinde ilk olarak, [1]’de elde edilen, (2.3)’tin smurlt pertiirbasyonlara karsi
direngli oldugu sonucu incelenecektir. Konveks minimizasyon problemi ve lineer ters
problemler arasindaki iliskiden yararlanarak (2.3) ile verilen iteratif algoritmanin lineer
ters problemlerini de ¢6zdiigii gosterilecek ve (2.3)’lin perturbasyonlara karsi direngli

oldugu sonucu yardimiyla istiinlestirme yontemi lineer ters problemlere uygulanacaktir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu kisminda, konuyu daha anlasilir kilmak igin tezde kullanilan kavramlar

kisaca verilecektir.

Tamm 3.1. M bostan farkli herhangi bir kiime olmak lizere M X M kiimesi {izerinde
tamiml1 d fonksiyonu her u, v,z € M ig¢in asagidaki sartlar1 saglarsa M tizerinde bir metrik

olarak adlandirilir ve (M, d)’ye bir metrik uzay denir [28].

i)  d,sonludur ve negatif olmayan reel degerlidir.
i) dlu,v) =0 @ u=rv,
iii) d(u,v) = d(v,u),
iv) du,v) <d(u,z)+d(z,v).

Tanmm 3.2. {u,},—,, (M,d) metrik uzayinda bir dizisi olsun. Verilen keyfi bir ¢ > 0

sayisina karsilik her m,n > N igin

d(Uuy, Uy) < &

sartin1 saglayan bir N = N (&) dogal sayisi varsa, {u,}n=, dizisine M metrik uzayinda bir
Cauchy dizisi denir [29].

Eger lim,,_, ., d(u,, u) = 0 saglanacak sekilde bir u € M mevcutsa, {u,}n=q, U’ya
yakinsaktir denir ve u elemanma {u,}n—, dizisinin limiti adi verilir. {u,}n=,, u’ya

yakinsakligi lim,,_,o, u,, = u veya u, — u, n - oo seklinde gosterilir [28].

Tanim 3.3. Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise 0 metrik uzay tamdir denir
[29].
Tamim 3.4. (M, d) bir metrik uzay, u, € M ve € > 0 olmak tizere
B(uy,e) ={ueM: d(uuy) < ¢}
kiimesine u, merkezli ve ¢ yarigapl agik yuvar denir [28].
B(ug,e) ={u€M: d(u,uy) < &}

kiimesine u, merkezli ve ¢ yarigapl kapali yuvar denir [28].

Asagidaki tanimlarda A, (M, d) metrik uzaymin bir alt kiimesi olarak alinmustir.



Tammm 3.5. B(u,, &) € A olacak sekilde bir € > 0 bulunabiliyorsa u,, A’nin bir i¢ noktasi
olarak adlandirilir. A kiimesinin biitiin i¢ noktalarminim olusturdugu kiime A’nin igi olarak
adlandirilir ve A° ile gosterilir [29].

Eger A = A° ise A agik kiime olarak adlandirilir [28].

Tamim 3.6. Bir uy € M igin B(ugy, €), uy’dan farkli en az bir v € A bulunduruyorsa, u,’a

A’nin bir yi1g1lma noktasi denir. A’nin tiim yigilma noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir

[29].

Tamim 3.7. M / A agik ise A’ya kapali kiime denir [29].
Tamm 3.8. AU A’ ‘ya A’nin kapanisi denir ve A ile gosterilir [30].

Tamm 3.9. A\A°’ya A’nin sinir1 denir ve 04 ile gosterilir [30].

Tamim 3.10. M; = (M;,d,) ve M, = (M,,d,) metrik uzaylar olmak tizere T: M; = M,
dontisiimii verilsin. Eger, her bir € > 0 sayisina karsilik, d;(u,uy) < & sartim1 saglayan
biitin w’lar i¢in d,(Tu, Tu,y) < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa T’ye uygeM;
noktasinda siireklidir denir. Eger T, M, ’in biitiin noktalarinda siirekli ise T’nin M, tizerinde

stirekli oldugu sdylenir [28].

Tanim 3.11. L # @ ve F bir cisim olsun. +:L XL —>L ve -:FxL - L cebirsel
dontigimleri i¢in asagidaki sartlar saglanirsa L’ye F fizerinde bir vektor uzay: (lineer

uzay), L’nin her bir elemanina da vektor denir.

A. (L,+), bir degismeli gruptur. Bundan dolay1, Vu, v,z € L i¢in agagidaki sartlar
saglanir:

G,.u+ v € L’dir,

Gy, u+ (v+z)=(u+v)+ zdir,

G3.u+ 6 = 6 + u = u olacak sekilde 6 € L vardir,

Gy u+ (—u) = (—u) + u = 6 olacak sekilde —u € L vardir,

Gs.u+v=v+u'dur

B. Yu,v € Lvea,B € F icin asagidaki 6zellikler gerceklenir:

Ly. a.u € L’dir,

Ly a.(u+v)= a.u+ a.v’dur,

L. (a+pB).u= a.u+ L. udur,



Ly (a.B).u= a. (B.u)dur,

Ls. 17.u = w’dur. (17, F cisminin birim elemanidir.)

Tanimdaki F kiimesi, L vektor uzaymin skaler cismi olarak adlandirilir. F = R
olmasi durumunda, L’ye reel vektor uzayi, F = C olmasi durumunda ise L’ye kompleks

vektor uzayi denir [28].
Ornek 3.12. F bircisimve L = {a = (ay,ay, ...,a;),a, € F,n=1,2,...,i} olsun.
u,v € L ve a € F olmak lizere, lineer islemler
u+v =(ay,az as ..,a;) + (by, by, bs, ..., b;)
=(a; + by,a, + by, ..., +a; + b;)
ve
a.u=a.l(a,aas.., a;)=(a.aqy,a.ay, .., a.a;)

olarak tanimlanirsa L = F%nin F iizerinde bir vektor uzay1 oldugu goriiliir [31].
Tamim 3.13. L bir vektor uzay1 ve A, L’nin bir alt kiimesi olmak {izere her u, veA igin

{zeL:z=tu+ (1 -t)r,0<t<1}cA
ise A kiimesine konveks kiime denir [28].

Tanmm 3.14. L vektor uzayinin bir A alt kiimesinden R’ye tanimli f doniigiimii verilsin.
Vu,veL ve 0<t<1icin f(tu+ (1 —t)v) <tf(w)+ (1 —-t)f(v)ise f’ye konveks

doniisiim denir [28].

Tanmmm 3.15. N, bir F cismi iizerinde bir vektér uzayr olmak iizere ||.|]|: N - R
fonksiyonu i¢in asagidaki dort 6zellik saglanirsa || .|| fonksiyonu N iizerinde bir norm ve

(N, |l . |D) ikilisi normlu uzay olarak adlandirilir [32].
VYu,ve N veVa e F i¢in

i) Alull =0,
i) Jlull=0 ©u=0,
i) laull = |al. |lull,

iv) lu+v] < Jlull + llv]l (Ucgen esitsizligi).



N tlizerinde tanimlanan norm fonksiyonu yardimiyla, N iizerinde her u, v € L igin
d(w,v) = llu—vl|

olarak tanimlanan bir d metrigi tanimlanir. Bu metrik, norm tarafindan tretilen metrik

olarak adlandirilir. Bu sebeple, bir normlu uzay ayni zamanda metrik uzaydir [29].

Tamim 3.16. Norm ile iiretilen metrige gore tam olan N normlu uzayi, Banach uzay: olarak
adlandirilir [28].

Tanim 3.17. L, bir F cismi tizerinde vektor uzayr olmak tizere (,) : L X L - F fonksiyonu
asagidaki sartlari saglarsa i¢ ¢arpim fonksiyonu olarak adlandirilir ve (L, (,)) ¢iftine de i¢

carpim uzay1 denir.
Yu,v,z € LveVa € F i¢in

i) (u+vz)=(uz)+ (v z)dir,
i) (au,v) = alu,v)dir,
i) (w,v) = (v,u)dir,

iv)  (w,u)=0’dir. Ayrica, (u,u) =0 < u = 6.

I¢ carpim fonksiyonu araciligiyla L {izerinde

lull = +/{u, u)

ile bir norm fonksiyonu ve
dw,v) = |lu—v|l ={u-—v,u—-v)

ile bir metrik fonksiyonu tanimlanir. Bir i¢ ¢arpim uzayi, i¢ ¢arpimla tanimlanan metrige
gore tam ise Hilbert uzay1 olarak adlandirilir. Bundan dolayi, her i¢ ¢arpim uzayr ayni

zamanda bir normlu uzaydir. Hilbert uzaylar1 da birer Banach uzayidir [28].

Ornek 3.18. u =(uy, uy,....ut;), v= (Vy,Vy,...,V;) € R! olmak iizere (,): RixR! —R

doniistimii

(W, v) = uy.vq +...4u;. v
olarak tanimlanirsa

lull = \/(u,u):\/ulz + U2 4 o+ u;?



seklindedir. Boylece

d(u,v) = |lu— v||:\/(u —-v,u-— v):\/(ul —v)2 4+ (u —v)?

Oklid metrigi elde edilir. R?, Oklid metrigine gore tam olugundan R bir Hilbert uzay1 olur
[33].

Lemma 3.19. L bir i¢ ¢arpim uzayi olmak iizere Vu, v € L igin
lu + vl = [lull® + 2¢u, v)+]v]I?
esitligi gegerlidir.
Lemma 3.20. L bir i¢ garpim uzayi olsun. Vu,v € L vet € [0,1] i¢in,
ltw + (1 = Owll* = tlull* + (1 - Ollvl> — t(1 — Ollu — vlI?
esitligi gecerlidir [34].

Tanmm 3.21. L bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak tizere Vu, v € L igin

i) Kw,v) < |lullllv] (Schwarz Esitsizligi)
i)  Jlu+vl <|lull + |lvll (Uggen Esitsizligi)

esitsizlikleri saglanir [33].
Lemma 3.22. H Hilbert uzaymin keyfi u, v elamanlari igin

lu + v||2 < |lull® + 2¢v,u + v)
esitsizligi gergeklenir [35].

Tamm 3.23. L; ve L, iki vektdr uzayi olsun. T:L; — L, doniisiimii bir operator olarak

adlandirtlir [28].

Tamm 3.24. L, ve L, aym1 F cismi lizerinde iki vektor uzay1 olsun, T: L; — L, operatori,
Yu,v € L, ve Va € F igin
Tu+v)=Tu+Tv ve T(au) = aTu

ise T’ye lineer operator denir [33].
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Tamm 3.25. N; ve N, normlu uzaylar ve T: N, — N, bir lineer operatér olmak {iizere

Yu € N; i¢in

ITull < kllull
saglanacak sekilde bir k > 0 reel sayis1 bulunabilirse T’ye sinirli operator denir [33].

Ornek 3.26. p > 1 igin L, = {u = (up, Uy, Uz, -+ )iy € F ve Ypolu,|? < oo} olmak

uzere lp

o 1
= V) = (Zlum)
n=0

ile bir normlu uzaydir. I, = {u = (ug, Uy, Uy, ***): U, € F ve u simirhdir } kiimesi ise

llulleo = sup{luz|}
n

ile bir normlu uzaydir. a = {a,}n=¢ € [P olsun. T,:l, = [P, T,(u) = au ile tanimlansin.

Burada her n i¢in (au),= a,u, ‘dir. u,v € [, ve o, 8 keyfi skalerler olmak iizere
T, (au+Bv) =a( au + Bv) = aa,u, + Ba,v,
= al,(w) + BT (v)

oldugundan T, lineerdir. Simdi T, operatoriiniin sinirliligint gosterelim. Her u € [, igin

u = {uptneo swmirhidir, bu sebeple her n igin |u,| < sup,{|u,l} = [lu,ll» dur.

1 1
o P o D

IT, (I, = lloadll,, = Zlanunlp < llwyllos Z|an|p
n=0 n=0

= [luplle Nall,
oldugundan T, sinirhdir [31].

Tamm 3.27. H; ve H, Hilbert uzay1 ve T:H; — H, bir smurli lineer operatér olsun.

T*:H, - H; doniisimi i¢in

(Tu,v) =(u,T*v),Yu € H,,Vv € H,
11



esitligi saglanirsa T, T’nin eslenigi olarak adlandirilir [28].
Tanmm 3.28. {u,}n-,, N normlu uzaymin bir dizisi olmak tizere simirh ve siirekli olan her
g doniisiimii i¢in

lim g(u,) = g(w)

olacak sekilde bir u € N varsa, {u,}n—o, u’ya zayif yakinsar denir ve u, = u, n - oo
gosterimi kullanilir. u, {u,}5=, dizisinin zayif limiti olarak adlandirilir [28].
Normlu uzaylarda, u, — u olmasi aym zamanda {u,}n-o dizisinin u’ya gigli

yakinsaklig1 anlamindadir.

Tamm 3.29. Bir H Hilbert uzayinda {u, },—, dizisi verilsin. u € H olmak iizere her v € H
i¢cin

lim (u,, v) = (u, v)

n—-oo
ise {u, }oeo dizisi u’ya zayif yakinsaktir denir [28].

Ornek 3.30. L?[0,27] = {f: [0,2n] - R : foznfz(u)du < oo} lizerinde,

2T

(f.g) = fo W) g(wdu

i¢ garpimi tanimlansin. L2[0,27],

21 1/2
d(f,9) = IIf - gll = ( (f ) - g(u))zdu>
0

metrigine gore tam oldugundan bir Hilbert uzayidir.
{filn=o fonksiyon dizisi her nigin f,,(u) = sin(nu) ile tanimlansin. Herhangi bir
g € L?[0,2m] fonksiyonu igin | 02” sin(nu) g(uw)du dizisi 0’°a yakinsadigindan, f,,(u) =
sin(nu) dizisi 0’a zayif yakinsar. Yani, ,{i_r,f}ovn' g) — (0,g) = 0°dir [36].
Uyan 3.31.
1)  Bir dizinin zayif ve kuvvetli yakisakligi sonlu boyutlu normlu uzaylarda

birbirine denktir,

i)  Kuvvetli yakinsayan bir dizi ayn1 zamanda zay1f yakinsaktir [33].
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Lemma 3.32. C, reel Hilbert uzay1 H’nin kapali ve konveks bir alt kiimesi, {u, }y-o, H de
bir dizi ve w,,(u,) = {u: Fuy; = u}, {u, )0 dizisinin zayif yakinsayan alt dizilerinin

limitlerinin kiimesi olsun. Eger,

i) Vu € C i¢in lim ||u, — ul|| mevcuttur,
n—-o0o

i) wy,(u,) c Cdir,
sartlar1 saglanirsa {uy, }5—, dizisi, C’deki bir noktaya zayif yakinsaktir [37].

Tanmmm 3.33. M # @ veT:M — M herhangi bir doniisim olsun. Eger, Tu = u olacak
sekilde bir u € M varsa u’ya T ’nin sabit noktas1 denir [38].

Bu tezde, T’nin tiim sabit noktalarinin kiimesi Fy ile gosterilecektir.

Ornek 3.34. M=R ve T:M — M doniisimii Tu = u?+5u + 4 seklinde tanimlansin.
Tu= u?+5u+4 =u iseu?+4u+4 =0 olur. Buradan (u+ 2)? =0 oldugundan

u = —2'dir. Dolayisiyla  Fp = {—2}dir.

Ornek 3.35. M=Rve T:M —> M, Tu =u+5 seklinde tanimlanan déniisiim olsun.

u + 5 = u esitligini saglayan hicbir reel say1 olmadigindan Fr = @’dir.

Tamm 3.36. (M, d) bir metrik uzay ve T: M — M bir doniisiim olmak {izere her u,v € M

i¢cin
d(Tu,Tv) < Ld(u,v)

esitsizligi saglanacak sekilde bir L = 0 sayist bulunabilirse T, L —Lipschitzian doniisim
olarak adlandirilir [39].
T bir L —Lipschitzian doniisiim olsun. L € [0,1) ise T’ye daraltan (contraction) doniisiim,
L =1ise T’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [39].

Bir Lipschitzian doniisiim ayn1 zamanda stireklidir. Bu sebeple, siirekli olmayan bir

doniistimiin Lipschitzian olamaz.

Ornek 3.37. R iizerinde d(u,v) = |u—v| ile tanimlanan alisilmis mutlak deger
metrigi olsun. T: [%, 2] - [%, 2] doniisgtimii T u = % ile tanimlansin. T doniigiimii bir

Lipschitzian doniistimiidiir. Ciinki,
13



1 5 11 1 5 1< 1 .
- > — — — = — -
u,ve[z, ] u've[Z' J 4~ uv™
oldugundan
1 1 u—v
Wu—TM=+———S| |<4lu—v
u v u.v

elde edilir. T, 4-Lipschitzian olur.

Ornek 3.38. R iizerinde d(u,v) = |u—v| ile tammlanan ahsilmis mutlak deger

metrigi olsun.

0, u € [0,2]
T:10,3] - [0,3] , Tu= {
v u € (2,3]

olsun. T dontigiimii u = 2’de siireksizdir. Bu nedenle T bir Lipschitzian doniisiim degildir.

Uyan 3.39. Bir L — daraltan T doniisiimii i¢in d(Tu, Tv) < Ld(u,v) < d(u, v) esitsizligi

saglandigindan daraltan olan doniisiim ayn1 zamanda genislemeyen doniisiimdiir [40].

Lemma 3.40. H Hilbert uzaymnin kapali ve konveks alt kiimesi C olsun. T:C = C

genislemeyen bir doniisiim ise Fr kapali ve konvekstir [40].

Lemma 3.41. C, H Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi olmak iizere
T:C - C, Fr # @ Ozelliginin saglayan genislemeyen bir doniigiim olsun. C’de u,, = u ve
(I = Tu, - vise (I — T)u = v’dir. Ozellikle v = 0 ise u € Fy olur [37]. Bu lemma, yar1

kapalilik (demiclosedness) prensibi olarak bilinir.
Tamm 3.42. (M, d) bir metrik uzay ve T: M — M bir doniisiim olsun. Bir G fonksiyonu
i¢in
Uy €M
Upsr = G(T,u,); n=01.2,..

ile tanimlanan dizi bir iteratif algoritma olarak adlandirilir [39].
Sabit nokta teorisi literatiiriinde en ¢ok ¢aligilan iteratif algoritmalardan bazilari

asagida verilmistir:
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Tamm 3.43. A, (M,d) metrik uzaymin bir alt kiimesi ve T: A - A bir doniisiim olmak

tizere u, € A i¢in Picard iteratif algoritmast,

Uy = Tup_q = TMuy ,n = 0,12, .. (3.1)

ile tanimlanir [2].
Asagidaki teoremde, sabit nokta bulma yontemlerinin temelini olusturan ve genis
bir uygulama alan1 sayesinde matematiksel problemlerin ¢oziimiinde vazge¢ilmez bir arag

olan Banach Daraltan Doniisiim Teoremi verilecektir.

Teorem 3.44. (M, d) bir tam metrik uzay ve T: M — M bir daraltan doniisiim ise T’nin
M’de bir tek sabit noktast vardir ve M’nin herhangi bir elemani ile iiretilen Picard iteratif

algoritmasi bu sabit noktaya yakinsar [41].
Ornek 3.45.M = [0,1] ve T:M —» M déniisimii Tu = %uz seklinde tanimlansin.

2 2
d(Tu,Tv) = |Tu — Tv| =|“?—”?|

=2 lu—vl Jutvl<Elu—vl=t duwv)

oldugundan T, % -daraltan dontisiim olur. Ayrica,

2 2
Tu=—=u=—-u=0=u(: —1)=0

>u=0veya u=5

elde edilir. 5 ¢ [0,1] oldugundan, T ‘nin sabit noktasi 0’dur.

Simdi, [0,1]’de keyfi iki baslangi¢ noktasi alarak elde edecegimiz Picard iteratif
algoritmasinin 0’a yakinsadigin kolaylikla gorebiliriz.
U =1ve uy =% baslangi¢ noktalar1 i¢in Picard iteratif algoritmalarimi iiretelim. Bu

durumda {u,}neo = {5%}:):0 ve {Upln—o = {

de sabit nokta olan 0’a yakinsar.

1

o9}
m} dizileri elde edilir ve her iki dizi
2.10 n=0

Picard iteratif algoritmasi genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasina
yakinsamayabilir:

Ornek 3.46. M = [0,1] olmak iizere, T:[0,1] - [0,1], T(w) = 1 — u olsun.
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d(Tu,Tv) =|1—-u+v—-1|=|lu—v| =d(u,v)

oldugundan T genislemeyen bir doniisiim ve

1 1, ,.
T(u)=1—u=u=>u=EV6FT={E}d1r.

Herhangi bir u, # %nokta51 igin

ul =Tu0 = 1—u0,
uz = Tu1 = Tzuo = uo,

u3 = Tuz = T2u1 = T3u0 = 1 - uo,

seklinde devam ettiginden Picard iteratif algoritmasi, (ug, 1 — ugy, Uy, 1 — ug,:++) dizisi
olur. Bu dizi ug i% icin yakisak degildir. Dolayisiyla, Picard iteratif algoritmasi

doniistimiin sabit noktasina yakinsamaz [39]. Bu sebeple, doniisiimiin sabit noktasina
yakinsayan bagka iteratif algoritmalara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Picard iteratif algoritmasinin genislemeyen doniigiimlerin sabit noktasina
yakinsamayabilecegi gergegini dikkate alan Krasnoselskij, asagidaki iteratif algoritmayi
Onermistir [3].

Tamim 3.47. (N, || . [|) normlu bir uzay ve A, N’nin bostan farkli bir konveks alt kiimesi ve

T:A — A bir doniisiim olsun. uy € A ve A € [0,1] olmak {izere

Upsr = (1 —Du, + ATu,,n=0,1,2, ... (3.2)

seklinde tanimlanan dizi Krasnoselkij iteratif algoritmasi olarak tanimlanir [3]. Bu iteratif

algoritmada A = 1 secilirse Picard iteratif algoritmasi elde edilir.

Ornek 3.48. M = [0,1] olmak iizere, Yu € [0,1] igin T:M —» M, T(u) = 1 — u olarak
tanimlansin. T genislemeyen bir donistimdir ve Fr = {%}’dir. Keyfi bir uy = a i% ve

A= % noktasi i¢in
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S
iy
Il

1 1 1
Uy = (1 - 5) Up—1 t5TUp 1 =3,

) )

seklinde olacagimdan Krasnoselskij iteratif algoritmas G ) dizisi olur ve bu dizi

N |-
N | =
N |-

a# % icin T’nin sabit noktasi olan %’ye yakinsar [39].

Tamim 3.49. (N, || . ||) normlu bir uzay ve A, N’nin bostan farkli bir konveks alt kiimesi ve

T: A — A bir doniisiim olsun. uy € A ve {a,}n=o, [0,1]’de bir dizi olmak iizere,
U1 = (1 — ap)uy, + a,Tu,, n=0,1,2, ...

seklinde tanimlanan dizi Mann iteratif algoritmasi olarak adlandirilir [4].

Mann iteratif algoritmasinda, a, = A segilirse, Krasnoselskij iteratif algoritmasi
elde edilir.
Tamim 3.50. (N, || . [|) normlu bir uzay ve A, N’nin bostan farkli bir konveks alt kiimesi ve

T: A — A bir dontisiim olsun. uy € A, {a, }ymeo, {{ntmeo, [0,1]’de diziler olmak iizere

Unr = (1 — a)uy + o, Ty,
n=0,12,.. (3.4)
vy = (1= Glun + G Tuy,

seklinde tanimlanan dizi Ishikawa iteratif algoritmasi olarak tanimlanir [5].

Ishikawa iteratif algoritmasinda ¢,, = 0 alinirsa, Mann iteratif algoritmasi elde edilir.

Tamm 3.51. (N, || .||) normlu bir uzay ve A, N’nin bostan farkli bir konveks alt kiimesi ve
T:A — A bir doniisim olsun. ug € A ve {0, ne0, {Cidmeo Ve {6n}n=0, [0,1]’de diziler

olmak tzere
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Unsr = (1 — apu, + ayToy,
vp = (1= G lup + $Tzy, n=01.2..
k z, = (1 -6, )u, +6,Tu,

seklinde tanimlanana dizi Noor iteratif algoritmasi olarak adlandirilir [6].
Noor iteratif algoritmasinda, her n i¢in 6, =, =0 ve a, = 1alinirsa Picard
iteratif algoritmasi, 8, = {, = 0 alinirsa Mann iteratif algoritmasi, 6, = 0 segilirse

Ishikawa iteratif algoritmasi elde edilir.

Tamim 3.52. (N, || . ||) normlu bir uzay ve A, N’nin bostan farkli bir konveks alt kiimesi ve

T: A — A bir dontistim olsun. uy € A ve {a,}y=0, [0,1] de bir dizi olmak fizere,

u =Tv,,
{ ntl n n=01.2,..
U‘I’L

=1 -oao)u, +a,Tz,
seklinde tanimlanan dizi Normal-S iteratif algoritmasi olarak adlandirilir [7].

Tamim 3.53. (N, || . ||) normlu bir uzay ve A, N’nin bostan farkli bir konveks alt kiimesi ve

T:A — A bir dontisiim olsun. uy, € A Ve {a, }neo, {Cn}neo, [0,1]’de diziler olmak iizere,
Untr = Ty,
v, =1 —a,)Tu, +a,Tz, n=20,12,..

k Zp = (1- Cn)un + (nTuy

seklinde tamimlanan dizi Picard-S iteratif algoritmast olarak adlandirilir [8-9].
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4. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak konveks minimizasyon problemi tanitilacaktir. Bu
problemin bir sabit nokta problemi olarak nasil yazildig1 ele alinacak ve bu problemi
¢ozmek i¢in kullanilan gradient projeksiyon algoritmas: (GPA) tanitilacaktir. Bununla
beraber GPA’nin yakinsakligi incelenecektir. Son olarak, iistiinlestirme metodu ve iteratif

algoritmalarin pertiirbasyon direngliligi ele alinacaktir.

4.1. Konveks Minimizasyon Problemi ve Sabit Nokta Problemi ile liskisi

H reel bir Hilbert uzay1 ve C, H’nin kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun.
Konveks f: H - R fonksiyonunu minimum yapan C kiimesinin elemanlarinin bulunmasi

problemi konveks minimizasyon problemi olarak adlandirilir ve

minyec f(u) (4.1

seklinde gosterilir. (4.1) probleminin ¢oziilebilir oldugu varsayilsin. Bu durumda konveks
minimizasyon problemi “tutarli (consistent)” olarak adlandirilir. (4.1) ile ifade edilen
konveks minimizasyon probleminin tiim ¢6ziimlerinin kiimesini S ile gosterelim.

Konveks minimizasyon problemleri ve sabit nokta problemleri arasinda derin ve
onemli bir iliski bulunmaktadir. Bu iligki, konveks optimizasyon problemlerinin sabit
nokta problemleri olarak yeniden formiile edilebilmesinden kaynaklanir. Bu iliski hem
teorik analiz hem de pratik ¢oziimler agisindan énemli faydalar saglar. Ornegin, sabit nokta
problemlerini ¢o6zmek igin kullanilan iteratif algoritmalar, konveks minimizasyon
problemlerinin ¢6ziimiine yaklagmak i¢in de kullanilabilir. Bunun yam sira, sabit nokta
problemleri i¢in genis bir teorik ¢ergeve sunan Sabit nokta teoremleri ve yakinsaklik
sonuglari, konveks minimizasyon problemleri i¢in de kullanilabilir.

Bu boliimde sabit nokta problemleri ve konveks minimizasyon problemleri

arasindaki iligki ele alinacaktir.

Tamm 4.1.1. H, Hilbert uzay1, C # @ € H ve u € H olmak {izere H’nin herhangi bir u
elemanina C’nin en yakin elemanini bulan doniisiime metrik izdiisiim (projeksiyon)
operatorii denir ve P, ile gosterilir. Yani, P- : H = C, her bir u € H igin bir tek P;u € C

tanimlar ve

llu — Peul| = inf{]|lu — v||:v € C}
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ozelligini saglar [42].
Bu tanimdan, Yu € C igin, Pou = u’dur ve Yu & C igin Pcu € dC’dir. Ayrica, eger

C, kapali ve konveks ise her u € H i¢in P u vardir ve tektir [42].

Teorem 4.1.2. C, H Hilbert uzayinin kapali ve konveks bir alt kiimesi, u € H ve v € C

olmak iizere Vz € C igin asagidakiler denktir [42].

i) v=P.u,

i) (v,z—v)=(u,z—v)dir.

Ornek 4.1.3. H = R ve C = [—2,7] olsun. Bu durumda P, asagidaki sekildedir:

-2, u< -2
Pcu = Ju, —2<ucx<g’?
7, u>7

Teorem 4.1.4. H Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir C bir alt kiimesi igin

P;: H — C genislemeyendir. Yani, her u,u* € H igin

IPcu — Peu’|| < Jlu — ||

dir [42].

|f (ut+v)—f (W) —(v,j)I

Ivll

Tamm 4.1.5. f:H - R fonksiyonu i¢in, lim,| o = 0’1 saglayacak bir

j € H varsa, j elemani f’nin u’daki Fréchet diferansiyeli olarak adlandirilir ve Vf ile
temsil edilir [40].

Ornek 4.1.6. f:R? > R doniisiimii f(u) = uf + us, u = (uy,u,) olsun. Bu durumda

f’nin Fréchet tiirevi, Vf (u) = (4u,3, 4u,3) diir.

Onerme 4.1.7. f, bir L i¢ carpim uzaymnin konveks bir C alt kiimesinden R’ye tanimli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f konvekstir ancak ve ancak her u,v € C
icin f(v) — f(w) = (Vf(w),v —u)’dur [43].

Tanim 4.1.8. (Monoton Déniisiimler) T, bir i¢ carpim uzayinin A altkiimesinde taniml
bir doniisiim olsun. V u, v € A i¢gin,
i) (Tu—Tv,u—v)=0ise, T ye monoton doniisiim denir [44].
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i) u#v icin, (Tu—Tv,u—v)>0ise, T’ye kesin monoton (strictly
monotone) doniisiim denir [44].

i) wu#v igin, (Tu—Tv,u—v)>nl|lu— v|?saglanacak sekilde n > 0 varsa,
T’ye n — kuvvetli monoton (n —strongly monotone) doniisiim denir [44].

iv) (Tu—Tv,u—v) > v||Tu— Tv|? saglanacak sekilde v > 0 varsa, T’ye v —
ters kuvvetli monoton (v — inverse strongly monotone) doniisiim denir [44].

“v — ters kuvvetli monoton” ifadesi bu tezde v —ism seklinde kisaltilacaktir.

Teorem 4.1.9. u*, (4.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin bir ¢oziimidiir

ancak ve ancak u*, heru € C i¢in (Vf(u*),u — u*) > 0 esitsizligini saglar [45].

Ispat: u*, minimizasyon probleminin bir ¢dziimii olsun. Her ¢t € [0,1] igin, g(t) = f(u* +
t(u —u*)) olsun. t = 0°da g fonksiyonunu minimum yapar. Bu sebeple, g’'(0) = 0’dur.
g9'(0) = (Vf(u*),u — u*) oldugundan (Vf (u*),u — u*) = 0’dir.

Simdi, u*, her u€ € igin (Vf(u"),u—u*) =0 esitsizligini saglasin. f’nin

konveksliginden, Onerme 4.1.7 kullanilarak her u € C igin,

f@) = fW) +{Vf(u),u—-u’)
yazilir. (Vf(u*),u —u*) = 0 oldugu kabuliinden, f(u) = f(u*) elde edilir. Yani u*, f’yi

minimum yapan bir noktadr.

Teorem 4.1.10. u*, (4.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin bir ¢oziimiidiir

ancak ve ancak herhangi bir p > 0 i¢in u* = Pc(u* — pVf (u*)) dir [45].

Ispat: u*, (4.1) ile verilen probleminin bir ¢oziimii ise Teorem 4.1.9°dan (Vf(u*),u —
u*) = 0 dir. (Vf(u*),u—u*) = 0’m her iki tarafi —p < 0 ile carpilir ve her iki tarafina

(u*, u — u*) eklenirse,

(Wu—u")y=W —pVfw"),u—u*),Vvu e C

oldugu goriilir. Teorem 4.1.2’den u* = Po(u* — pVf(u*)) oldugu elde edilir. Tersine
p > 0igin, u* = P;(u™ — pVf(u*)) olsun. Bu durumda,

(uWu—-u")=Ww —pVfw),u—u"), Vu € C
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olur. Buradan da, Vu € C i¢in (Vf(u*),u — u*) = 0 oldugu goriiliir. Teorem 4.1.9°dan u*,

(4.1) ile ifade edilen probleminin bir ¢6ziimidiir.

Teorem 4.1.11. Vf, C iizerinde tanimli kesin monoton bir operatér olmak {izere

(Vf(u"),u —u") = 0 esitsizliginin ¢dzliimii varsa bu ¢oziim tektir [45].

Ispat: u; ve uy’nin (Vf(u*),u —u*) >0 esitsizliginin iki farkli ¢oziimii oldugunu
varsayalim. Bu durumda, her u € C igin,
(Vf(u),u—u) =0 (4.2)
ve
(Vf(uz)u —up) 2 0 (4.3)
esitsizlikleri saglanir. (4.2)’de u yerine u, ve (4.3)’de u yerine u, yazilirsa,
(Vf(u) = Vf(up),u; —uy) = 0

olur. Elde edilen bu esitsizlik, Vf’nin kesin monotonlugu ile ¢elistiginden varsayimin

yanlis oldugu sonucuna varilir. Demek ki u; = u,’dir.

Sonu¢ 4.1.12. Vf, C iizerinde tanimli ve kesin monoton bir operatdr olmak iizere eger,

(4.1) problemi ¢oziilebilirse bir tek ¢oziim vardir [43].

4.1.1. Gradient projeksiyon algoritmasi ve yakinsakhg

Uy, H’nin keyfi bir eleman1 ve her ni¢in p, p, = 0 olmak tizere,
Upt1 = PC(un - ,DVf(un)), (4.4)
veya daha genel olarak,

Uny1 = Pe(uy, — anf(un)) (4.5)

iteratif algoritmasina Gradient Projeksiyon Algoritmasi (GPA) denir
GPA’nin yakinsakligi, Vf’nin tasidig1r oOzellikler ile siki bir iliski igindedir.
(4.4)‘de, T = P-(I — pVf) olarak segilirse, GPA’nin aslinda bir Picard iteratif algoritmasi

oldugu gortiliir.
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4.1.1.1. GPA’nin giiclii yakinsakhig

Bu kistmda GPA’nin hangi sartlar altinda giiclii yakinsak oldugu verilecektir.

Onerme 4.1.1.1.1. Vf, L —Lipschitzian ve n — kuvvetli monoton ve 0 < p < Z—Z olsun.
L

T = P:(I — pVf) bir daraltan déntisiimdiir.

Daha agik bir ifadeyle; V u, v € H igint = /1 — p(2n — pL?) < 1 olmak iizere,

ITu — Tv|| < tllu — v||’dir [46].

Ispat: V u, v € C icin, P. nin genislemeyen déniisiim oldugunu kullanarak

ITu —Tvl|? = || Pc(I = pVf)u — Pc(1- pV)vll?
< U=pVHu— U= pV)vll?
< llu—vll? = 2p(Vf (W) = Vf(v),u — v) + p*IVf () — Vf(W)||?
< llu = vl = 2pnllu — v||? + p?L2|Ju — v]|?

= (1-p@n - pL®))llu - v||?

ve \/ 1—p(2n — pl?) < 1 oldugundan T, bir daraltan doniigimdiir.

Teorem 4.1.1.1.2. Vf, L —Lipschitzian ve n — kuvvetli monoton olsun. {p, }y=o dizisi,

2
0 < liminf p,, < limsup p,, < —727
n—oo n—oo L

(4.6)

ozelligini saglasin. Bu takdirde, (4.5) ile verilen GPA, (4.1) probleminin bir tek ¢ézlimiine

kuvvetli yakinsar [46].

Ispat: V£, n — kuvvetli monoton oldugundan, ayn1 zamanda kesin monotondur. Sonug
4.1.12’den dolayl, T = T,, = Pc(I — p,Vf)’nin bir tek sabit noktas1 olur.
(4.6) sartindan, her n > N igin,

2
0<a£6<L—Z vea<p, <80

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir.

h = max,<,<g J1—p(2n — pL?) olsun. h € [0, 1]°dir ve her n > N igin
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0<V1-p,(2n—pul?) <h
olur.
Onerme 4.1.1.1.1°den, T =T, : Pc(I — p,Vf) nin bir daraltan déniisim oldugu

sonucuna varilir. Banach daraltan teoreminden, (4.5) ile verilen GPA, T’nin bir tek sabit

noktasina yakinsar.

4.1.1.2. GPA’nmin zayif yakinsakhg

Bu kisimda, GPA’nin hangi sartlar altinda zayif yakinsak oldugu verilecektir.

Onerme 4.1.1.2.1. Fréchet diferansiyellenebilir f:C —» R fonksiyonu igin Vf, L —
Lipschitzian ise Vf, % — ism’dir [47].

Onerme 4.1.1.2.2. Fréchet diferansiyellenebilir f:C —» R fonksiyonu icin Vf, L —

Lipschitzianise 0 < p < % icin P;(I — pVf) bir genislemeyen doniisimdiir [43].

ispat: P.’nin bir genislemeyen doniisiim ve Onerme 4.1.1.2.1°den, Vf’nin %—ism
oldugu gergegi ile, her u,v € C igin,
I PcT—p VW) — P =pVOMIZ < NU = p V@) — U —p VOMII?
= llu = vlI* = 2p(Vf (W) = Vf(v),u — v)
+p?|IVf (W) — Vf()II?
< llu = vlI? = 2p IIVf (W) — V@) II?
+p?|IVf (W) — Vf()II?
= lle = vll> = p (27— p) IVf () = VF @)I?
< llu—vll?

elde edilir. Yani, P-(I — pVf) bir genislemeyen doniisimdyir.

Sonu¢ 4.1.1.2.3. p > 0 olmak tizere S = Fp ;- ,vs) oldugundan S kapali ve konveks bir

kiimedir.
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Teorem 4.1.1.2.4. (4.1) problemi ¢oziilebilir, Vf, L —Lipschitzian ve {p,}n=o, 0 <
liminf,,_,, pp, < limsup,, e pn < % olsun. Bu takdirde (4.5) ile verilen GPA, (4.1)’in bir

¢oziimiine zayif yakinsar [18].

4.2. SM ve Tteratif Algoritmalarin Pertiirbasyon Direncliligi

Belirli bir gorevi gerceklestiren iteratif bir algoritma gz Oniine alinsin ve bu
algoritma temel algoritma olarak adlandirilsin. Bu temel algoritmada pertiirbasyonlara izin
verilerek perturbe edilmis bir algoritma elde edilsin ve bu algoritma istiinlestirilmis
algoritma olarak adlandirilsin. Ustiinlestirilmis algoritma, temel algoritmanin gérevini
yerine getiriyorsa veya daha istiin bir ¢ikti elde ediyorsa, temel algoritmanin
pertiirbasyonlara karsi direncli oldugu sdylenir. iteratif algoritmalarm etkinligini arttirma
prensibine dayanan bu metoda iistiinlestirme (SM) denir. SM'nin avantaji, istlinlestirilmis
algoritmanin temel algoritmanin gorevini daha az hesaplama cabasiyla yerine getirmesi ve
daha faydali sonuglar elde etmesidir.

SM aymi temel yaklasimdan tiiretilen iki yonii biinyesinde barindirir. Ik husus,
zayif lstiinlestirme olarak bilinen tutarli problem yapilarinda smirli perturbasyon
direngliligi kavramini kullanir. Ikinci husus, SM'nin mutlaka tutarlilik gerektirmeyen
problem yapilarma genisletilmesini igerir ve gii¢lii perturbasyon direngliligi kavramim
igerir [23]. Bu ikinci husus gii¢lii Gstiinlestirme olarak adlandirilmaktadir. Zayif ve giiglii
iistiinlestirmenin daha iyi anlasilmasi i¢in ayrintili bilgiye [48]'dan ulasilabilir.

Bu tezde, (4.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin tutarli oldugu
varsayildig1 icin igin zayif iistiinlestirme uygulanacaktir. Bu baglamda, Censor’un Oklid

uzayinda vermis oldugu sinirl pertiirbasyon direngliliginin tanim1 agagidaki gibidir [48]:

Tammm 4.2.1. X c R ve K # @ olsun. {w,}or, Yo, w, < oo dzelligini saglayan reel
sayilarm negatif olmayan bir dizisi ve {9,}%_, , R¥’nin smirli bir dizi olsun. u, € R igin
Ups1 = G(uy) ile tamimlanan {u,},-, iteratif algoritmasi X ’nin bir elemanma yakinsak
olsun. Eger v,,1; = G(v, + w,9,) ile tammlanan {v, };-, iteratif algoritmasi, keyfi bir
vy € R icin K nin bir elemanina yakinsak olursa G: R! - R! algoritmik operatorii K ’ya
gore sinirh pertiirbasyon direngliligine sahiptir denir.

Burada, {u,}n—o, orijinal algoritma, {v,}y—, de orijinal algoritmanin dstiinlestirilmis

versiyonudur.
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Xu, [26]°de (4.5) ile verilen GPA’nin sinirh perturbasyonlara karst direngli oldugu

sonucunu elde etti:

Teorem 4.2.2. (4.1) ile verilen problem c¢oziilebilir olsun. {Wplneo, Do @Wn < ©

ozelligini saglayan reel sayilarin negatif olmayan bir dizisi ve {9,,}n-, , H nin sinirl bir
dizi olsun. Vf, L-Lipschitzian ise ve {p;}ne=o, 0 < liminf,_ . p, < limsup,_w Pn <%

sartin1 sagliyorsa, (4.5) ile verilen GPA, sinirli perturbasyonlara kars1 direnglidir. Yani,

Un+1 = PC(un + w9y — P Vf (uy + wnﬁn))

ile verilen (4.5)’in tistiinlestirilmis versiyonu, (4.1)’in bir ¢6ziimiine zay1f yakinsaktir [26].
Xu [26]’dan ilham alarak Ertiirk ve Salkim, [27]’de Picard-S iteratif algoritmasini
temel alan gradient projeksiyon algoritmasinin sinirli pertiirbasyonlara karsi direngli

oldugunu gosterdi.

Teorem 4.2.3. (4.1) ile verilen problem ¢oziilebilir, {W,}nz0, Dmeo Wn < © Ozelligini

saglayan reel sayilarin negatif olmayan bir dizisi ve {9,}5=¢, H’ nin siirl bir dizi olsun.
Vf, L-Lipschitzian ise ve {p,}m=0o, 0 < liminf,_, ., p, < limsup,_q pn < %, {a,}meo VE

{by}m=o dizileri, 0 <liminf,_ . a, <limsup,, .o a, <1 ve 0 <liminf, b, <

limsup,,_ b, < 1 sartlarin1 sagliyorsa, (2.2) ile verilen GPA, sinirli perturbasyonlara

kars1 direnglidir. Yani,

( Unsr = P = pp V) (00 + wnOy — puVf (0 + 09,))
v = (1= an)Pc( = pn V) (uy + 00y = puVf (Un + 0 9y,))
< +anPC(I - anf)(zn + wnﬁn - pnvf(zn + wnﬁn))
Zn = (1 - bn)(un + wnﬁn)
U P = pp V) (Un + 0p0y — VS (g + @0,9,))

ile verilen (2.2)’in iistiinlestirilmis versiyonu (4.1)’in bir ¢dziimiine zayif yakinsaktir [27].
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5. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde Ertiirk [1] tarafindan pertiirbasyonlara direngli oldugu gosterilen (2.3)
algoritmas1 yardimiyla SM’nin lineer ters problemlere nasil uygulandigini gosterecegiz. Bu
sebeple ilk olarak Ertiirk [1]’tin elde ettigi sonug¢ incelenecektir. Ardindan, lineer ters
problemler ve konveks minimizasyon problemi arasindaki iliskiden yararlanarak (2.3) ile
verilen iteratif algoritmasinin lineer ters problemleri ¢6zdiigii gosterilecek ve [1]°de elde

edilen sonu¢ yardimiyla SM’nin lineer ters problemlere uygulamasi verilecektir.

5.1. (2.3) ile Verilen GPA’min Perturbasyon Direngcliligi

(2.3) algoritmas1 temel algoritma olarak ele alinsmm. Her n i¢in w, =0 ve

Ymeg Wy < 0, 0 < liminfa, <limsupa, <1, 0 <liminfb, <limsupb, <1 0<

n-—oo n—co n-coo n—oo

liminfp,, < limsupp, <% ve {9 o, H’de simirli bir dizi olmak tizere (2.3) iteratif

n-o n-oo

algoritmasinin {istlinlestirilmis versiyonu

Unt1 = §nF (Up + 0 0n) + (1 = &) P — pp V) (v, + 0, 0r)
Un = (1 - an)Pc(I - anf)(un + wnﬁn) + anPc(I - anf)(zn + (‘)nﬁn) (5-1)
Zn = (1 = by) (up, + 0 0y) + by (I — pp V) (uy + wp9y),

seklindedir.

Asagidaki lemma, teoremin ispatinda kullanildigindan ilk olarak lemma verilecektir.

Lemma 5.1.1. {a,}y=o negatif olmayan reel sayilarin her n i¢in asagidaki esitsizligi

saglayan bir dizisi olsun:

Tn+1 < (1 - .Bn)an + .Bnen + €En.

{Br}n=o < [0,1] ve {en}n=o < [0,00) olmak iizere

) Xy Bn = oo veyadenk olarak [I5-o(1 — 8,) = 0,

i) limsup@, <0,

n—-oo

i) Yo en < o0,

sartlar1 saglanirsa {a, };—o , 0’a yakinsar [49].
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Teorem 5.1.2. (4.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin ¢oziilebilir oldugu
varsayilsin. Vf, L-Lipschitzian bir doniisiim ve F bir g —daraltan doniisiimii olmak tizere
Uy € H icin  {u,}p=o, (5.1) ile verilen iteratif algoritma olsun. {a,}n=o, {Pnlneo:

{& =0 € [0,1] ve {p,}m=o i¢in asagidaki sartlar saglansin.

) &0,
i) Xizo $n =,
i) Xnso [$n+1 = Enl < oo,
V) Xio |Pn+1 = pnl < oo,
V) Zn=o lans1 —an| <o ve il [bpyg — byl < o

Bu durumda, (5.1) ile verilen iteratif algoritma (4.1)’in bir ¢6ziimi olan u*’a giiglii
yakinsar ve bu ¢dziim ayni zamanda ((I — F)u*,u —u*) = 0,Vu € § esitsizliginin bir tek

¢coziimidiir [1].
Ispat: Ispat uzun oldugu icin adimlar halinde incelenecektir.

1.Adim: {u, };—, dizisinin sinirh oldugu gosterilecektir.
(5.1)’de her ni¢in P.(I — p,Vf) = T, olsun. u*, S ‘nin herhangi bir eleman1 olmak tizere,
tiggen esitsizligi, her n i¢in T,,’nin genigslemeyen ve F‘nin daraltan doniisiim olduklarini

kullanilarak asagidaki esitsizlikler elde edilir:
”un+1 - u*” = ”'SnF(un + wnﬁn) + (1 - fn)Tn(vn + wnﬁn) - u*”

= ”$nF(un + wnﬁn) + (1 - fn)Tn(vn + wﬁn) - (1 - fn + fn)U*”
= ”an(un + wnﬁn) +(1- En)Tn(Un + wnﬁn) -(1- En)u* - S;nu*”
= ”En(F(un + wnﬁn) - U*) + (1 - fn)(Tn(vn + wnﬁn) - u*)”

E(F(uy + w,9,) — Fu* + Fu* —u”)
+(1 - S;n)(Tn(vn + wnﬁn) - U*)

< &ullF (up + wn9y) — Fu*|l + & lIFu” — u||
+(1 - En)”Tn(vn + a)nﬁn) —u’|
< gnquun + wnﬁn - u*” + En”Fu* - u*” + (1 - s;n)”vn + (‘)nﬁn - u*”

< Enq”wnﬁn” + Enquun - u*” + En”Fu* - u*” + (1 - En)”(‘)nﬁn”
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+(1 = &) v — |
= &nqlluy — u'll + SallFu™ — |
+(1 = &)l —wll +(1 = &(1 — @) wull9nll,
lv, — Il = (1 — ap) T (uy + wpy) + an T (2 + wpy) — Ul
= [|(1 = ap)) T (un + 0p%) + anTy(zn + 0p%) — (1 — an + a)u’||
= [|(1 = an) T (un + 0p9) + anTn(zn + wp9y) — (1 — ap)u” — apu’||
= (1 = a [T (un + wp¥n) — ] + anlTh (2, + wpy) — w7l
< (1= a)lITh(up + 0,9y) — |l + anllTn(zn + 0 y) — w7l
< (1= alluy + Wy — vl + apllzy, + wp9n — vl
< (1 = alllwpnll + llup — w'll] + aplllwnOnll + 1z, — w”ll]
= (1 = a)llwpOnll + apllwndpll + (1 — ap)llu, — w'll + ayllz, — vl
= (1 —an + allwull + 1 — ap)llun — 'l + anllz, — ull
= (1 = aDlluy =Wl + anllzy — ull + wp |G,
ve
zn — w”ll = (1 = bp) Uy + WpUn) + by Ty (upn + wpy) —u” ||
= |(1 = b)) (up + 0 On) + bp Ty (Un + WnYy) — (1 — by + by)u’||
= [|(1 = bp) (un + wp9y) — (1 = bp)u” + by T (upn + wp9y) — bpu”||
= (1 = b)) [(un + wIy) — u'] + by[Ty (uy + wp9y) — w7l
< (1 = b)llup + w9y — U || + by || Ty (un + wpdy) — u’||
< (1= bpllup + wpOn — vl + bylluy + wpdy, — w|
= [1 = by + bplllup + w9y — ||
= [[(up + wn¥n) — ||

< lup — | +wp 19,1l (5.4)
(5.3)’de (5.4) yerine yazilirsa,

(5.2)

(5.3)
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lvn —uwll < (1 = ap)llun — u'll + anlllun — 'l + wplldnll] + wpllGnll
= llun =il + (1 + ap)wy [ Gnll (5.5)

esitsizligi elde edilir.
(5.2)’de (5.5)’1 kullanarak,

lluz — w7l

—u*ll < g% * ok _
lhtnss =l < Englhen =l + EullFu” =l + (L= | 1 e 1o

+ (1 - fn(l - Q)wn”ﬁn”

<(1-&6A—Q)llup —wll + &pllIFu™ — ||

(1 - fn)(l + an)

Tlra-aa-q)

||l (5.6)

esitsizligi elde edilir. {an}meo, {&ntneo € [0,1] Ve {9, }n,, H’de smurh bir dizi

oldugundan

[(1-$) A +an) + (- &0 —g)]lvnll < K (5.7)
olacak sekilde bir K > 0 vardir. (5.6)’da (5.7)’yi kullanarak ve &,(1 — q) = c,, diyerek

lFu”—u”||

(1-q

lupsr —w'll = (1 = c)llun —u'll + & (1 —q) + Kwy, (5.8)

esitsizligi elde edilir. (5.8) esitsizliginde iki durum s6z konusudur:
* 1 * *
I —will 2 T IFw” — w7l (5.9)
veya
* 1 * *
lu, —u*|| < T |Fu* —u*|| . (5.10)
(5.8) esitsizliginde (5.9) esitsizligi gecerli olsun. Bu durumda,

lunsr —wll = (A = c)llup, —u*|l + cpllu, —u'll + Koy
< |lu, —u'l| + Kw, (5.11)

elde edilir. (5.8) esitsizliginde (5.10) esitsizligi dogru olsun. Bu durumda,
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1 1
lupsr —ull < (1 - cn)qulFu* —uwll+ e . IFu* —u*|l + Kw,

= ﬁ IFu* — u*|| + Ko, (5.12)
esitsizligine ulasilir. (5.11) esitsizligini kullanarak

lunts =l < llup —u’ll + Kooy,
lu = u*ll < llup—q = u'l[ + Kwn_q

w1 = w'll < llup— = u*ll + Kwp_;

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
lunss — w'll < llug —u*ll + K Xyzo wn (5.13)

elde edilir. (5.12) ve (5.13) esitsizliklerinden
ltmer =0l < max{lluy —w'll + K B 0n = IFu” —wll + Kop} (514)

esitsizligine ulasilir.

(5.14y’de Yoo W < o oldugundan

o — u*ll + KZ w, < K,
n=0
ve
1

EHF'M* —u*|| +K(1)n < K2

olacak sekilde K; ve K, pozitif reel sayilar1 vardir. Bu sebeple, {u,}neo dizisi sinirhdir.

2.Adim: ||u, 1 — u,|| = 0 oldugu gosterilecektir.
{u, oo sinirh oldugundan, {v,}o—, Ve {z,}nz, dizileri de sinirh dizilerdir.

A kiimesi agagidaki gibi olsun.

A= {”F(un—l + wn—lﬁn—l)”’ ”Tn—l(vn—l + wn—lﬁn—l)”;
”Vf(vn—l + wn—lﬂn—l)”;
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”Tn(un—l + wn—lﬂn—l)”: “Tn(zn—l + wn—lﬂn—l)”: ”vf(un—l + wn—lﬁn—l)”;

I Tp—1 (Un—1 + Wpe 19— DIL IV (U1 + wp—19,-1)II}

Her n i¢in T,,’nin genislemeyen, F‘nin daraltan, Vf*‘nin L-Lipschitzian doniisiim

olduklarint ve {u, }neo, (Vntneo V€ {Zn}neo dizilerinin smirliligini kullanarak A‘nin her bir

elemaninin R’de siirlt bir dizi oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

M = max{sup,o:0 € A} (5.15)

olacak sekilde M > 0 vardir.

Ucgen esitsizligini, her n igin T,, ve P.’nin genislemeyen doniisiim olmasini, F’nin

daraltan doniisiimii oldugunu ve (5.15)’1 kullanarak asagidaki esitsizliklere ulasilir:

”un+1 - un”

EnF(un + wnﬁn) + (1 > En)Tn(Un + wnﬁn)

= _S(n—lF(un—l + wn—lﬁn—l)

—(1 =& )Tho1(Vp—g + Wp—19y_1)

$nl (up + 0, 0n)
_an(un—l + wn—lﬁn—l) + an(un—l + wn—lﬁn—l)

= +(1 - fn)Tn(vn + wnﬁn) - En—lF(un—l + wn—lﬁn—l)

+(1 - En)Tn(vn—l + wn—lﬁn—l) - (1 - fn)Tn(vn—l + wn—lﬂn—l)
_(1 - fn—l)Tn—l(vn—l + wn—lﬁn—l)

Tn (vn + wnﬁn)
_Tn(vn—l + wn—lﬂn—l)

F(un + wnﬁn)
_F(un—l + wn—lﬁn—l)

+ (1 _fn)

<én

+||(§n - fn—l)F(un—l + wn—lﬁn—l)”

+ || (1 - fn)Tn(vn—l + wn—lﬁn—l)
_(1 - En—l)Tn—l(vn—l + wn—lﬁn—l)

< anHun + wnﬁn —Up—1 — wn—lﬁn—lll
+(1 - En)”vn + wnﬁn —Un-1— wn—lﬁn—lll
+|€n - fn—ll”F(un—l + wn—lﬁn—l)”

Tn(vn—l + wn—lﬁn—l) - S;nTn(vn—l + wn—lﬁn—l)
~Tp-1(Wp—q + Wp—19p-1) + $n1Tn1(Wp_q1 + wp—19,-1)

< fnq”un - un—l” + Enqnwnﬁn - (‘)n—119n—1” + (1 - En)”vn - vn—l”

+(1 - ’fn)”wnﬁn - wn—lﬂn—lll + |En - En—ll”F(un—l + wn—lﬁn—l)”
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(Tn(vn—l + (‘)n—lﬁn—l) - Tn—l(vn—l + wn—lﬂn—l))
+ _EnTn—l(vn—l + wn—lﬁn—l) + EnTn—l(vn—l + wn—lﬂn—l)
_EnTn(vn—l + wn—lﬂn—l) + En—lTn—l(vn—l + wn—lﬁn—l)

< $nqllun — up—all + (1 = &) llvn — vp l
+(1 - fn(l - Q))”(‘)nﬁn - (‘)n—lﬁn—lll

(Tn(vn—l + wn—lﬂn—l) - Tn—l(vn—l + .371—11911—1))
+|€n o En—llM + _fn(Tn(vn—l + a)n—lﬁn—l) - Tn—l(vn—l + wn—lﬁn—l))
—(n — -1 Tho1 (V1 + Wp—19p_4)

< Enqllun — o ll + (1 = EDNvn = vl + (1 = &1 = @) llwpBn — @1l
+$n = &n-1IM + (1 = ST (V-1 + wp—19n-1) = Tno1 (V-1 + Wp—10n-1)l
+1$n — $n-1llIT-1 (V-1 + Wn-19n-2)ll

= &nqllun — up—all + (1 = &)y — vl

+(1 = &1 = ) llwpy — Wn—19n_1l

Tn(vn—l + wn—lﬁn—l)
—Tno1(Wpoq + Wp_19p-1)

+|€n - fn—lIZM + (1 S fn)

= anHUn - un—l” + (1 - fn)”vn - vn—l”
+(1 - fn(l - Q))”wnﬁn - wn—lﬁn—lll

PC(I - pnvf)(vn—l + wn—lﬁn—l)

+1&, = Epoq|.2M + (1 = &) —Pe(I = pp1 V) (Wpy + @ 19n_1)

< &nqllun — up—all + (1 = E)Mlv — vl

+(1 =61 = )llwpdp — @1 n 4l

& = Snmal- ZM + (1 = &) pn = Pr-a IV (Vn—1 + wnoq1Un-1)l
< &nqllun — un-1ll + (1 = E) vy — vl

+(1 - fn(l - Q))llwnﬁn - wn—lﬁn—lll + (lEn - En—ll + |pn - pn—ll)-ZM:
(5.16)

v = vnll
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(1 - an)Tn(un + wnﬁn) + anTn(Zn + a)nﬂn)
= _(1 - an—l)Tn—l(un—l + wn—lﬁn—l)
_an—lTn—l(un—l + a)n—lﬂn—l)

(1 - an)Tn(un + (‘)nﬂn)
_(1 - an)Tn(un—l + (‘)n—lﬁn—l) + (1 - an)Tn(un—l + (‘)n—lﬂn—l)
+a, T (Zn + 0y 0n) — @y T (Zn—1 + Wp_19p_1) + a3 T3 (Zn_1 + Wp_19p_1)
_(1 - an—l)Tn—l(Zn—l + a)n—lﬂn—l) - an—lTn—l(Zn—l + wn—lﬁn—l)

< (1 - an)”Tn(un + wnﬁn) - Tn(un—l + wn—lﬁn—l)”
+an”Tn(Zn + wnﬁn) - Tn(Zn—l + wn—lﬁn—l)”

n || 1= a)Ta(un-1 + Wn19p-1) + anTn(Zn-1 + @p-19,-1)
_(1 — an—l)Tn—l(un—l + wn—lﬁn—l) - an—lTn—l(Zn—l + c’~)n—119n—1)

< (A -a)llup + w9, — up_1 — Wp_ 19|l
+an”Zn + wnﬁn —Zn-1— wn—lﬁn—lll

Tn(un—l + wn—lﬁn—l)
_anTn(un—l + wn—lﬁn—l) r- anTn(Zn—l + C'-)n—119n—1)
—Tnoy(Up—1 + Wp_19,-1)
+an—1Tn(un—1 + wn—lﬁn—l) - an—lTn—l(Zn—l + wn—lﬁn—l)

|

= (1 - an)”un - un—l” + (1 - an)”wnﬁn - wn—lﬁn—lll
+an”Zn - Zn—l” + an”wnﬁn - wn—lﬁn—lll
[Tn(un—l + wn—lﬁn—l) - Tn—l(un—l + wn—lﬁn—l)]
_anTn(un—l + wn—lﬁn—l) + anTn(Zn—l + wn—lﬁn—l)
+ +an—1Tn(un—1 + wn—lﬁn—l) - an—lTn—l(Zn—l + wn—lﬁn—l)
_anTn—l(un—l + wn—lﬁn—l) + anTn—l(un—l + wn—lﬁn—l)
_anTn—l(Zn—l + wn—lﬁn—l) + anTn—l(Zn—l + wn—lﬁn—l)

=< (1 - an)”un - un—l” + an”Zn - Zn—1” + ||wn19n - wn—lﬁn—lll

(1 - an) [Tn(un—l + wn—lﬁn—l) - Tn—l(un—l + wn—lﬁn—l)]
+|[=(an — an-1)Tho1 (U1 + Wp_195-1) + (@ — an_1)Tn-1(Zn—1 + Wp_19p_1)
+an(Tn(Zn—1 + wn—lﬁn—l) - Tn—l(zn—l + wn—lﬁn—l))

< (1 - an)”un - un—l” + an”Zn - Zn—l” + ”wnﬁn - wn—lﬁn—lll
+ (1 - an)”Tn(un—l + wn—lﬁn—l) - Tn—l(un—l + wn—lﬁn—l)”

+|an - an—l”lTn(un—l + a)n—lﬁn—l)”
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+|an - an—l”ITn(Zn—l + CL’n—1"9n—1)”
+an”Tn(Zn—1 + wn—lﬁn—l) - Tn—l(zn—l + (‘)n—119n—1)”
<(1- an)”un - un—l” + an”Zn - Zn—l” + ”wnﬁn - (‘)n—lﬂn—lll

PC(I - pnvf)(un—l + wn—lﬂn—l)
_PC(I - pn—lvf)(un—l + wn—lﬂn—l)

PC(I - pnvf)(zn—l + (‘)n—lﬂn—l)
_PC(I - pn—lvf)(zn—l + (‘)n—lﬂn—l)

+(1 - an) + |an - an—llM

+ |a, — ap,_1|M + a,

< (1 —apllug — un—1ll + anllzy — zn-4ll

Hlwy 9y — Wpe1Op_ill + lan — ap_q1|.2M

+(1 = aplpn — Pr-alllVf (up—1 + 0p_ 19,2l

+ anlpn — Pr-1llIVf (Zn-1 + 0p_195- 1)l
< (1 —a)llup — un—1ll + anllzy = zp s |l +Hllwn 9y — ©Wp_1nll

+lan — an-1l.2M +(1 = ay)lpn = pn-1lM + anlpn — pn-1l.M
= (1 = a)llup — up_1ll + anllzn = zp_ 4 || +llwp 9 — Wp_ 19l

+(|an - an—ll + |pn - pn—ll)ZM' (5-17)

ve
12 = Zn—al

(1 - bn) (un + wnﬁn) + bnTn(un + wnﬁn)
_(1 - bn—l)(un—l + wn—lﬁn—l) - bn—lTn—l(un—l + wn—lﬁn—l)

(1 - bn)(un + wnﬁn) - (1 - bn)(un—l + wn—lﬁn—l)
+(1 - bn)(un—l + wn—lﬁn—l)
= +b, T (up, + 0rOpn) — by Ty (Up—q + Wn19_1)
+bnTn(un—1 + wn—lan—l)
_(1 - bn—l)(un—l + wn—lﬁn—l) - bn—lTn—l(un—l + wn—lﬁn—l)

< (1 - bn)”un + wnan - (un—l + wn—lﬁn—l)”
+bn”Tn(un + wnﬁn) - Tn(un—l + wn—lﬁn—l)”

(1 - bn)(un—l + wn—lﬁn—l) + bnTn(un—l + wn—lﬁn—l)

+
_(1 - bn—l)(un—l + wn—lﬁn—l) - bn—lTn—l(un—l + wn—lﬁn—l)




< (1 - bn)”un - un—l” + (1 - bn)”wnﬁn - wn—lﬂn—lll
+bn”un + wnﬁn —Up—1 — wn—lﬁn—lll

(bn—l - bn)(un—l + a)n—lﬁn—l) + bnTn(un—l + wn—lﬂn—l)

d
_bn—lTn—l(un—l + wn—lﬂn—l)

< (1 - bn)”un - un—l” + (1 - bn)”wnﬁn - wn—lﬂn—lll
+bn”un - un—l” + bn”(‘)nﬁn - wn—lﬂn—lll

(bn—l - bn)(un—l + wn—lﬁn—l) + bnTn(un—l + c’~)n—119n—1)

d
_bn—lTn—l(un—l + wn—lﬁn—l)

< ”un - un—l” + “wn19n - wn—lﬁn—lll + |bn—1 - bn”lun—l + wn—lﬁn—lll
H|bn T (Un—1 + Wp—19p—1) — bp1 T 1 (U1 + Wp_19p_ 1)l
< lluy —up—gll + lwp 9y = w194 ll + |by—q — by|M

bnTn(un—l + wn—lﬁn—l) - bn—lTn—l(un—l + C'-)n—119n—1)
_bnTn—l(un—l + wn—lﬁn—l) + bnTn—l(un—l + C'-)n—119n—1)

< llup = un-1ll + lwpdn — wp—19p-1ll + [bp-1 — bp|M
+bn [T (Up—y + @0n-19n-1) = T (Unog + 0190 1)l
+|bp—1 = bplllTy-1 Uy + Wp_ 190 1)l

< llup — up-all + lopdn — wp19pall + |1bp—1 — buIM + |by_y — by|M

PC(I - pnvf)(un—l + wn—lﬁn—l)

+b
" _PC(I - pn—lvf)(un—l + wn—lﬁn—l)

< lup = up-all + llwpdn — wp—19n-1ll + 2|bp-1 — bp|M

+bulpn — Pr-alllVF (up—1 + wp_ 19,2l
< llup — up_all + lwpdn — wpe19p 1l + 21byy — bpIM + bylpy — pp-1IM
< llun = up-1ll + llwpdn — wp—19n-1ll + 2M(|by—1 — byl + |pn — pu-1D-

(5.18), (5.17) esitsizliginde yerine yazilirsa

”vn - vn—l” < (1 - an)”un - un—l”

(5.18)
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”un - un—l” + ||wn19n - wn—lﬁn—lll
" +2M(|bn—1 - bnl + |pn - pn—ll)

+a
+|I(‘)n19n - wn—lﬁn—lll + (lbn—l - bnl + |pn - pn—ll)ZM
= ”un - un—l” + (1 + an)”(‘)nﬁn - wn—lﬂn—lll

+(|bn—1 - bnl + |an - an—ll + len - pn—ll)ZM (519)

esitsizligi elde edilir. (5.19) esitsizligi (5.16)’da yerine yazilirsa,

luns1 — unll < Enqlluy, — up_qll

”un - un—l” + (1 + an)”wnﬁn - c’~)n—119n—1”

+(1 -
( ) +(|bnoy — bpl + lan — an_1l + 2|pp — pr_11)2M
(1= &1 = ) oty = wn sl + [ = Ena ).
+|pn _pn—ll

= (1= (1 = @)llty — |
+((1 = &)1+ a) + (1= &1 = D)) gDy — @y |
+(1 = &) (Ibnos = bal + |ay = @y_a] + 2oy — pus N2M
+(1&n = En-al + 1Pn = P D-M

= (1= & (1 = @)ty = tnall + &1 = @) (—DllwyBy — Wy |
+H(1+ Q- &)+ a)llwndn — wp-1Fpll
1€ — En-1l + 3190 = pucal + |an — @uosl + |by — by_s[12M

< (1= 60 = Dl = sl + 650 - D0 [,

+3. [ llBll + s 90 ]

+[|€n - gn—ll + 3|pn - pn—ll + |an - an—ll + |bn - bn—ll]ZM
(5.20)

elde edilir. Teoremin i),ii),iii),iv) ve v) sartlar1 saglandigindan Lemma 5.1.1, (5.20)’ye

uygulanirsa,

Brn:= &, (1—q),

On: = _(wn”ﬁn” + wn—lllﬁn—lll)r
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|'>;n - En—ll + 3|pn - pn—ll

2M
+|an - an—ll + |bn - bn—ll

€n: = 3. [wp[[Un |l + wpo1[[9n-1 ] +

olur. Buradan, ||u,,4+1 — uy|| = 0 oldugu gorliir.

3. Adim: Bu adimda w,, (u,) € S oldugu gosterilecektir.

(o]
u' € w,(u,) olsun ve {w,}*_,’nin baz {unj}j_o alt dizisileri igin 1, — ' oldugu

varsayilsin. 0 < liminfp,, < limsupp, <% oldugundan Pn; = PE (0,%) oldugu kabul
n—->oo

n—-oo

edilebilir. T = P-(I — pVf) olsun. Dikkat edilirse, T, genislemeyen bir dontisiimdiir ve
Fr = S’dir. Uggen esitsizligi, her j icin Ty, ve P’ nin genislemeyen doniisiim oldugunu

kullanarak,

”unl. - Tunl.” < ”unj —Un; || T ||unj+1 - Tnjunj” + ”Tnjunj - Tunj”

< ”unj — Unj,,
+ ||€njF(unj + wnjﬁnj) + (1 - fnj)Tnj (vnj + wnjﬁnj) b Tnjunj”

+ ”T"ju"j - Tu”f”

< ”unj —Un,,, || T fnj ”F(unj + wnjﬁnj) — T Un, ”
+(A =) | Tn; (vni + wnjv”j) = Tnju, ” + ”T”ju”j — Tun, ”

= ”u"j " Unj | +&n; [”F(u"j + w"jﬁ"j)” + ”T”J'u”f”]

(1 =) | Vnj + @n;On; = u"j” + ”T”J'u”j B Vu”j”

= ”u”j ~ Unji | &M+ (1= 8) ”v"j - u"j”

+(1 - S;nj)wnj ||19nj|| + ||PC (I - pnjvf) unj - PC(I - pvf)unj”

= ”u”j ~Un || M+ (1= 6ny) ”v"j - u"j”

(1 = & wn, ”19"1' ” + ”un]. = Py VU = Un; + pVf Uy, ”
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+ Ean + (1 - S;nj) ||vnj - unj”

- ”u”i ~ Unjyy

+(1 = &ny)wn; ”19”1” + |an B p| ”Vfunj”

S ||un] - unj+1 + (1 - En]) ||vnj - unj ||

oM+ (L= &), M+ |pg; = p| M

+ (1 - f”f) ”U”f B u”f”

= [|un, = .,
+ (g + (=), + oo, — p|) M (5.21)

ve

Vn. — Un Al £ | Vn: — Un.+1 || T [|Un,+1 — Un;
J J J ] J J

(1 - a"j) Tn; (u"j + ‘“"jﬁ"j) + o (Z"j + “’"1"9"1')
—EnjF (u"j + “)"jﬁ"j) - (1 - S‘?"j) T, (v”j ot “)njﬂ”f)

IA

-
=(1-an) ”T"j(u"j + Wn0n;) = T, (v"j + w"jﬁ"j)”

tay, ”T"j (Z"j + w"jﬁ"j) — T (v”j + wnjﬁnj) ”

+n “F(unf + W On)) — T, (U”f + wnjﬁnj)” + ||u”j+1 ~ Un, “
=1 —an) ”u”f - v”f” + ”Z”j - v”j”

+n, [”F(u"j + “)"jﬁ"j)” + ”T"j (v"j + “)"jﬁ"j)”] + ”u"jﬂ - u”i”

= (1 - anj) ”unj - vn,-” +an, ”Z”f = Un; ” + &M+ ”u”j“ - unj”

(5.22)
esitsizlikleri elde edilir.
(5.22)’1 diizenleyerek,
”vnj ~ Uy ” = ”an ~ Uny ” + %M + aL Unj+1 — Un; ” (5.23)

nj
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esitsizligine ulasilir. Benzer sekilde

”Z”j = Un; ” < |[Zn; — Ty (un; + @5 0n)) ” + ”T"f (tn; + @n;Bn)) = U, ”

(1 - bnj) (un]_ + wnjﬁnj) + by Ty, (un]_ + wnjﬁnj)
_Tn]- (unj + wnjﬁnj)

Ty (u”j + a)njﬁnj)

+
_(1 - anj)Tnj(unj + wn]ﬁn]) - aannj (Zle + wnﬂ?n])

= (1—bn) ” (u"f + w"f’?"f) = Ty (Un; + @n; ) ”
tan “T"f (un; + wnOn)) — T (Z"j p- “’”119”1) ”

(unj + wnjﬁnj) — Tunj + Tunj

<(1-by,)
nJ _Tnjunj + Tnjunj W Tn](un] + wnjﬁn])

< (1 _ bn) -”un]- N Tunf” T wnf ||19n]|| b ||Tunf - Tnfunj”
j | Iz ”Tnjunj = Tnj (unj + wnjﬁnj) ”

Fan, ”u"j ~ Zn; ”

P (1= pn,Vf ) tn,

i, =i+, + ]
+ ”u"j —Un; T “)"jﬁ"j)”

<(- bn,)l

tan, ””nf - Z"i“

< (1= by)

ol |

+ ”u"j ~ PV Uy = Uy + Vit ” + Wn; ”V”j ”
+an, ””nf = Zn; ”
< (1 —bn) “u"j — Tuy, ” + “unj - an“

+(1 - bn]-) |pn]- - ,0| ||vfunj || + (1 - bnj)zwan

) = Z,.
+an] ”un] n]”
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< (1= b)) ||n; = Tt || + @, {[1tn; = 2, |
+(1 = bu) ([on; = p| + 201 = ba o, ) M (5.24)
ve
|20, = un, | = |1 = ) (1tn, + ny80,) + by Ty (i, + 0, 80,) = |
< b, [[un, = T, (uny + @y, )|| + (L= b, [0,
< by, ||tn, = T, || + B, || Tty = Ty |
by || Tayun, = Ty (n + @m0, ) || + (1 = o Jon, M
< by [[un, = Tum, || + by || Pet = Y )utn, = P (1= ¥ ) |
g {[ttn, =ty = @n, O, || + (@ = B Yaon, M
< by [ty = Tt || + o, [, — 0, — e + 9 ()|
by 0, M + (1= by Yo, M
< by, |[tn, = T, || + bu, [P, = 0| |9, || + ;M
< by, [ty — Tt | + (b, o, = | + o, ) M (5.29

esitsizlikleri elde edilir.

B = (&+ (1~ &), + |pn, —p|) M.
€ = (= b)) ([on, = p| + 21 = brn, ) M.

b= (b”j |p"j —pl +“)"j)M

olsun. (5.21), (5.23), (5.24) ve (5.25) esitsizlikleri asagidaki sekilde olur:

”unj — Tun, ” = ”un]_ ~Unj, || (A8 ”vnj - unj” +B, (5.26)
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S Y P DTSN M | san
nj

Zn; ~ Vn; ” < (1 =bn) ”unj — Ty, ” + ”unj - Z"j” +C (5.28)

Zn; = unj” < bnj “un]. — Tun].” + D. (5.29)

(5.29), (5.28)’de, (5.27), (5.26)’da yerine yazilirsa
”Z"i ~ Un; ” < (1= by ”u"f — Tuy, ” + [bnj ”u"j — Ty, ” + D] +C

= (1 — by, (1-an)) ||un]. — Tuy, || +anD+C (5.30)
ve

”v”i - un/'” = (1 ~ by, (1 B a"}')) ”u”j =Ty, ” tanD+C+ oy

nj

L

an;

| (5.31)

esitsizlikleri elde edilir. (5.31) esitsizligi, (5.25)’de kullanilirsa,

”u”f - T“”f” = ”u”f ~ Unj

(1 — by, (1 - a"J)) ”un] Tt ”

&n
+a, D+ C+ ’M+ ||un+1 un]”

an]

+(1 = &)

= (= 600 = b (1=, ) [, =i | (1425 [,

un]+1

nj

n;
+(1—-&) (anjC + B+ a—’M) + B (5.32)
elde edilir. (5.32)’den
[n, = 7o, |
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S (O [ s

10 b (10 ) \+ (1-¢) <an,.C +B+ ?M) +A

nj

(5.33)

esitsizligi yazilir. (5.33) esitsizliginin her iki yaninin limiti alinirsa, Enj -0, ”unj —

- 0 ve B,C,D — 0 oldugundan ”un]. — Tun].” — 0 elde edilir. Lemma 3.41°dan

unj+1

wy (U,) € S = Fr oldugu sonucuna ulasilir.
4. Adim: Bu adimda, u, = u” oldugu gosterilecektir. Dikkat edilirse,

limsup(Fu* — u*,u, —u*) = (Fu* —u*,u' —u*) <0

n—oo

olacak sekilde u' € w,,(u,) € S vardir.

En = (1= &)1+ apn)?wnlldnll® + 2(1 — ) (A + a ) MG, + §rqwn 19112
+qM 191l + (1 — §) wn 19,112
olsun. {&dmeos {antmeo, Unll}nzo dizileri simirli olduklarindan {E, };—, dizisi de

sinirhdir.

Lemma 3.20, Lemma 3.22, (5.5), Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

EnF (un + D) 2

u —u*2=|| .
n s =l =l (1 e )T + Buti) —u

= “fn(F(un + a)nﬁn) - u*) + (1 - En)(Tn(Un + wnﬁn) - u*)llz

En(F(un + wnﬁn) - Fu*) 2

- ||+(1 - En)(Tn(vn + wnﬁn) - u*) + En(Fu* — u*)

< 16 (F(un + wnBy) — Fu™) + (1 = §) (T (v + wn9p) — u)|I?
+2&(Fu™ —u*, uyyq —u")

< &ullF (up + @9n) — FW'lI? + (1 = E)IITn(vy + wny) — uw'lI?
—=&n(1 = EDIIF (up + @) — Fu' — Ty (v + @, 9) + u'|I?

+2&(Fu" —u*, Uy —u*)
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< & llun + wp O — w12 + (1 = &) llvn + wp ¥y — u'l|?
+28(Fu” — u', upyq — )

< &P llun — wlI? + $nq? 0RO + §nqP wn(uy — u', 9y)
+(1 = &) llve —w'lI? + (1 = &) willonll?

+(1 - S;n)qz(‘)n(vn - u*r ﬁn) + an<Fu* - u*'un+1 - u*)

2

llun —ull )
+(1 + ag)wn|lOnl

< &a?llun =l + (1= &) (
+E,q@2I9112 + Enqenllity, — w191l + (1 = E) w2 15,1
(1 = E)qnllv, — w8l + 260 (FU* = U", gy — u”)

= (1= &,(1 = )l — w17 + (1 = £)(1 + )R 1,1
+2(1 = £)(1 + @) M, | + E,q@ZIDI2 + Enge, M0,
£(1 = £ + (1 = £) g M5, |
+2&(Fu™ — u*, Uy — U")

= (1= &(1 = )l — P + (1 = £)(1 + ) W2 1,11

+2(1 = &) (A + a) MOl + §nqwill9N? + qua M9,
+(1 = &) willOall? + 285 (Fu” — u” Unyy — 1)
< (1= &1 = g»)llu, —u|?

+28(Fu" —u*, Uy —U") + 0y Ep (5.34)

esitsizligi elde edilir. (5.34) esitsizligine Lemma 5.1.1 uygulanirsa ||u,+, — u*|| = 0 yani
u, — u* oldugu elde edilir.

Bir sonraki boliimde Ertiirk [1] tarafindan pertiirbasyonlara direngli oldugu
gosterilen (2.3) algoritmasi yardimiyla SM’nin lineer ters problemlere nasil uygulandigi

gosterilecektir.
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5.2. Lineer Ters Problemler ve Konveks Minimizasyon Problemi ile Tliskisi

Ustiinlestirme metodu, cesitli pratik uygulamalarda verimliligi artirmak amaciyla
kullanilan bir yaklasimdir. Ozellikle gériintii rekonstriiksiyonu [20,22], yogunluk ayarli
radyasyon tedavisi [24] ve tahribatsiz muayene [50] gibi ters problemlerde iistiinlestirme,
algoritmalarin performansini iyilestirmek igin perturbasyonlar ekleyerek calisir. Bu
yontem, orijinal algoritmanin dogrulugunu bozmadan veya ¢ok az bozarak daha hizli veya
daha az kaynak tiiketen ¢oziimler tiretebilir.

Bu kisimda genellikle regresyon, sinyal isleme, gorlintii restorasyonu, tibbi
goriintiileme ve manyetik rezonans goriintiileme gibi alanlarda giiriiltiili veya eksik veri
setleri lizerinde stabil ve giivenilir tahminler elde etmek i¢in yaygin olarak kullanilan ve
onemli uygulamalara sahip olan lineer ters problem tanitilacak ve konveks minimizasyon
problemi ile iliskisi verilecektir. Bu iliski yardimiyla (2.3) iteratif algoritmasinin lineer ters
problemleri ¢ozdiigii gosterilecek ve (5.1) iteratif algoritmasi araciligiyla SM’nin lineer

ters problemlere uygulamasi verilecektir.

Tanmm 5.2.1. H bir Hilbert uzayi, C, H nin bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi

olsun. A, H iizerinde eslenigi A* olan bir sinirl lineer operator olsun. b € H olmak tizere

Au=b,uecC (5.35)

problemi konveks olarak kisitli lineer ters problem olarak adlandirilir. Bu problem, en
kiiglik kareler yontemi ile bir konveks minimizasyon problemi olarak asagidaki sekilde
ifade edilebilir:

. 1
minyec ll4u = bl

Lineer ters problemlerin ¢oziimii bulunurken istenmeyen dalgalanmalar1 veya giirtiltiiyii
azaltmak i¢in yaygin olarak kullanilan bir teknik olan Tikhonov regularizasyonu ile bu

problem

minyec f,(w) = min_ [|Au — b2 + A [[ull® (5.36)

seklinde ifade edilebilir. (5.36)’daki A > 0 bir regiilerlestirme parametresidir. ilk terim,
veriye olan uyusmay: ifade ederken, ikinci terim ¢oziimiin biiylikliiglinii sinirlar ve bu

sayede istenmeyen dalgalanmalar1 azaltir. Regiilerlestirme parametresi A, ¢Oziimiin
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puriizsiizlesme derecesini kontrol eder. Daha biiylik A degerleri, ¢6ziimiin daha fazla
piirlizsiizlesmesine neden olur, ancak gergek veriye daha az uyum saglayabilir. Bu nedenle,

uygun bir A se¢imi, dogru ve stabil bir ¢6ziim elde etmek i¢in 6nemlidir.

Onerme 5.2.2. f; Fréchet diferansiyellenebilirdir ve Vf;(u) = A*(Au — b) + 2Au’dur.
Ayrica V fy, (||Al|?> + 24)-Lipschitziandir.
Ispat: f; fonksiyonu igin V fi’y1 hesaplamak icin Frechet diferansiyellenebilmenin

tanimindan

ilu+v) - i) — W Dl _

im 0
llvll-0 [lv]|

olacak sekilde j € H bulunmasi gerekir.
0, Hilbert uzaymin birim elemani olmak iizere herhangi birv # 0 icin z# 6 vet >0

olmak {lizere v = t.z olarak yazalim. Bu durumda,

fitu+v) = L) = W, ) = 2 1A+ £.2) = bII? +2 |u + ¢.2||?

1 2 2 9
—3 |Au — b||* =2 ||ul[* — t(z, j)
1 1
=3 |Au — b||? + t? > |Az||? + t(Au — b, Az)
+A||u|[2+At2||z||? + 22w, z)

—~|lAu — bl|2 =2 llull? - (z,j)

1
= EtzllA(z)II2 + t{Au — b, Az)+At?||z||? + 2At{u, z) — t(z, )

1
— ¢ [EtllAzllz + (Au — b, AZ)+AL||ZII? + 244w, 2) — (2, j)]
olur. Fréchet tiirevinin tanimindan

i [LellAzI? + (Au— b, Az Al + 2200, 2) — (2, )]0

yazilir. Bu esitlikte A nin lineerligi, eslenik operatdriin tanimini ve i¢ ¢arpimin 6zelliklerini

kullanarak
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[(Au — b, Az) + 21w, z) — (z,j)] = 0
= [(Au, Az) — (b,Az) + 2 {u,z) — (z,j)] = 0
= [(A*(Au),z) — (A*b, z) + (27w, z) — (j, 2)] = 0
= [(A*(Au) — A*b + 2 u—j,z)] = 0

yani,
j=Vfitu) = A"(Au) — A*b + 2Au

=A"(Au — b) + 2Au,u € H,
oldugu elde edilir. Ayrica, liggen esitsizligi ve A’nin sinirli ve lineer olmasini kullanarak

|A*(Au — b) + 22u — A*(Av — b) — 2v|| = ||A*(Au — Av) + 2A(u — v)|]
= ||A*"A(u — v) + 2A(u — v)||
< [[A"A(u = v)|| + 2A|lu — v|
< [[A*Allllu — vl + 24]lu — v||
< [AllNA™ Ml — vl + 24]lu — v|
= (14117 + 2)lu — vl
oldugundan f; fonksiyonunun gradienti olan Vf;’nin (||A||? + 2A)-Lipschitzian oldugu
gorilir.

Lineer ters problemin konveks minimizasyon formuna doniistirilmesi konveks
minimizasyon probleminin ¢oziimiini bulmak i¢in kullanilan ¢esitli etkili iteratif
algoritmalarin ve yontemlerin kullanilmasina olanak tanir. Bu baglamda, Onerme 5.2.2°i
dikkate alarak Ertiirk ve ark.’nin [11]’de gostermis olduklari, (2.3) iteratif algoritmasinin

konveks minimizasyon probleminin bir tek ¢6ziimiine gii¢lii yakinsamasi sonucunu lineer

ters problemlere asagidaki gibi uygulayabiliriz:

Teorem 5.2.3. 0 < liminfp,, < limsupp, <
n—oo

n—-oo

———— 0 < liminfa, < limsupa, < 1,
lAlI2+22 noo n_mp n

0 < liminfb,, < limsupb,, < 1 olmak tlizere {a,}no, {bnineo {Entneo € [0,1] Ve {pn}neo

n—oo n—oo

icin agagidaki sartlar saglansin.

) &0,
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i) Xnso $n = o,

i) Xpzo [§n+1 — &nl < oo,

V) Xnzo |pn+1 — pnl < oo,

V) Xpso lantr — anl < Ve Xl [buyr — byl < oo

Bu takdirde
(s = §Fu + (1= §)Pc((1 = 24pp)v, — paA™Avy + ppA’D))
v, = (1 - a,)Pc((1 = 2App)u, — ppA”Auy, + prA°D))
. +a,Pc((1 = 22pp) 2, — ppA*Au, + prA°D)) (5.36)
z, = (1= by u,
\ +bPc((1 = 24p)tty — PrA” Ay + ppA’D))

ile verilen (5.36) iteratif algoritmasi, (5.35) probleminin bir ¢6ziimiine giiglii yakinsar.

Ispat: [11]’de bulunan Teorem 3.2°de Vf; (u) = A*(Au — b) + 21 oldugu ve Vf; ‘nin
(llA]|? + 22)-Lipschitzian oldugu kullamlirsa (5.36) iteratif algoritmasmm (5.35)

probleminin bir ¢oziimiine gii¢lii yakinsadig1 sonucu elde edilir.

5.3. Ustiinlestirme Metodunun Lineer Ters Problemlere Uygulanmasi

(5.36) iteratif algoritmasi temel algoritma olarak alalim. (5.36)’nin istiinlestirilmis

versiyonu asagida verilen (5.37) iteratif algoritmasidir.

(1 - anA)(Un + wnﬁn) - pnA*A(vn + O‘)711971)>
+p, A*b)

vy = (1= a)Pc (1= pu2D)(, + @,0,) — puAAQw, + @,8,) + ppA’D) )
+a,Pc (1= pa22)(z, + 0,8,) = Pud" A, + 0,9,) + pnA’) )
Zn = (1= b)) (uy + @,9,) (537)
\ +b,P (1= pu2) (1, + 0,8,) = prA A, + 0,9,) + prAD))

s = £, P+ 0,8,) + (1= £,)Pc

Asagidaki teoremde, (5.1) ile verilen ve Teorem 5.1.2°de sinirhi pertiirbasyonlara
kars1 direncli oldugu gosterilen GPA’y1 kullanarak istiinlestirme metodunun (5.35)

problemine bir uygulamas verilecektir.

Teorem 5.3.1. {w,}n=o, negatif olmayan sayilarin Y,;_, w, < oo sartim1 gercekleyen bir

dizisi ve {9,}m=o, H’de siirh bir dizi olsun. Bu durumda, 0 < liminfp,, < limsupp,, <

n-oo n—oo
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2 0 < liminfa,, < limsupa, <1, 0 <liminfb,, < limsupb,, < 1 olmak iizere

|A]|2+224" n—oo n—o0 n—oo n—oo

{an}n=0, {bnln=0 , {Enln=0 < [0,1] ve {pn}n= icin asagidaki sartlar saglansin.

i) §n— 0,
i) Yn=0 $n = ®,
iii) 2n=0 [§n+1 — &nl < oo,
iv) =0 |Pn+1 = pnl < oo,
v) Y=o |ani1 — anl <0 ve Y7o |bpyy — byl < .

(5.36) ile verilen iteratif algoritma sinirli pertiirbasyonlara karsi direnglidir. Yani, (5.37) ile

verilen iteratif algoritma, (5.35) probleminin bir ¢6ziimiine gii¢lii yakinsar.

Ispat:  Vfy(u) = A*(Au — b) + au, L(fy) = ||All> + 22 oldugu goz oOniine almarak
Teorem 5.1.2°den (5.37) iteratif algoritmasmin (5.35) probleminin bir ¢6ziimiine giicli

yakinsadig1 sonucuna ulasilir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde sabit nokta ve lineer ters problemlerinin konveks minimizasyon problemi
ile iligkisi dikkate alinarak, [1]’de elde edilen, modifiye edilmis bir Picard tipi iteratif
algoritma olan (2.3)’iin pertiirbasyonlara direngli olmas1 sonucu incelenmistir. (2.3) iteratif
algoritmasinin lineer ters problemleri ¢ozdiigii gosterilmis, [1]’de elde edilen sonug
araciligiyla tistlinlestirme yontemi lineer ters problemlere uygulanmistir.

Ustiinlestirme metodu, mevcut algoritmalar1 optimize ederek ve yeni uygulamalara
uyarlayarak genis bir yelpazede kullanilabilir. Bu sebeple, (5.1) algoritmasi yeni
uygulamalar i¢in kullanilabilir.

Bunun yani sira farkl iteratif algoritmalar alinarak bunlarin pertiirbasyon direncligi
incelenebilir. Bu iteratif algoritmalar yardimiyla {stiinlestirme metodunun goriintii
restorasyonunda goriintii bozulmalarinin azaltilmasi, makine 6grenmesi ve yapay zeka
alanlarinda ¢ikarma, veri temizleme ve model optimizasyonu yapilmasi, sinyal isleme
uygulamalarinda sinyallerdeki giiriiltiiyii azaltmak veya sinyal kalitesini artirmak gibi

cesitli gercek diinya problemlerinde uygulanabilecegini 6ngormekteyiz.
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