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Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Ihsan CELIKKAYA
Dr. Ogr. Uyesi Gonca CELIKTEN
Dr. Ogr. Uyesi Ahmet GUZEL

Bu tez dort boliimden olusmakta olup tezin girig boliimiinde lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerle ilgili genel bilgiler verildi. Ayrica ¢esitli dalga olaylarini
modelleyen bazi kismi diferansiyel denklemlerin yaninda, bu tezde niimerik ¢oziimleri
hesaplanan modifiye edilmis esit genislikli dalga denklemi tanitildi. Bu tezde kullanilan
baska bir yontem olan operator splitting ile ilgili kisaca bilgiler verildi. Bu tezde niimerik
coziimleri hesaplanan MEW denkleminin literatiir taramasina giris boliimiinde yer
verildi. Bunlara ek olarak MEW denkleminin sagladigi I, I, ve I3 korunum sabitleri ve
literatiirde sikca kullanilan L, ve L., hata normlar1 verildi. Tezin ikinci bolimde, MEW
denkleminin niimerik ¢dziimlerinde kullanilacak olan sonlu fark yontemleri, agirlikli
kalan yontemi, kollokasyon yontemi, sonlu eleman yontemi, spline fonksiyonlar,
trigonometrik B-spline fonksiyonlar ve kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar ile
ilgili konular anlatildi. Daha sonra operator splitting yontemlerinden olan Lie-Trotter ve
Strang bdlme yontemleri ¢dziim semalart ile birlikte sunuldu. Ugiincii béliimde, modifiye
edilmis esit genislikli dalga denklemine operator splitting yontemi uygulanarak lineer ve
bir digeri lineer olmamak {izere iki alt denkleme pargalandi. Ardindan her bir alt
denkleme kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemleri kullanildi.
Ardindan Lie-Trotter ve strang bdlme semalarimin kararlilik analizleri Fourier Von
Neumann kararlilik analizi yontemi ile incelendi. Daha sonra bu tezde kullanilan yontem
ile hesaplanan niimerik sonuglar literatiirde bulunan farkli ¢alismalarla elde edilen
sonuglarla karsilagtirildi. Tezin dordiincii yani sonug¢ boliimiinde, niimerik sonuglarla
ilgili genel bir degerlendirme yapildi.

Anahtar Kelimeler: Kollokasyon yontemi, kiibik trigonometrik B-spline, mew denklemi,
operator splitting, solitary ve soliton dalgalari, sonlu eleman yontemi.
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This thesis consists of four chapters. In the introduction, general information regarding nonlinear
partial differential equations is provided. Additionally, some partial differential equations that model
various wave phenomena are discussed, along with the modified equal width (MEW) wave equation, whose
numerical solutions are computed in this thesis. A brief overview of the operator splitting method, another
technique used in this thesis, is given. The literature review on the MEW equation, whose numerical
solutions are calculated, is also included in the introduction. Furthermore, the conservation constants I, I,
and I satisfied by the MEW equation and the commonly used L, and L, error norms in the literature are
presented. In the second chapter, topics related to the finite difference methods, weighted residual methods,
collocation methods, finite element methods, spline functions, trigonometric B-spline functions, and cubic
trigonometric B-spline functions, which are used in the numerical solutions of the MEW equation, are
discussed. Then, the solution schemes of the Lie-Trotter and Strang splitting methods, which are types of
operator splitting methods, are presented. In the third chapter, the operator splitting method is applied to
the modified equal width wave equation, splitting it into two sub-equations: one linear and the other
nonlinear. Subsequently, each sub-equation is solved using cubic trigonometric B-spline collocation finite
element methods. The stability analysis of the Lie-Trotter and Strang splitting schemes is examined using
the Fourier Von Neumann stability analysis method. Following this, the numerical results computed using
the methods employed in this thesis are compared with the results obtained in different studies in the
literature. In the fourth and final chapter, a general evaluation of the numerical results is provided.

Keywords: Collocation method, cubic trigonometric B-spline, mew equation,
operator splitting, solitary and soliton waves, finite element method.
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1. GIRIS

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimiiniin olmadig:
durumlarda niimerik (sayisal) analize basvurulur. Niimerik analizin amaci; ¢6ziimiin
analitik olarak zor veya karmasik olan problemlerin ¢oziilebilmesi i¢in uygun ve en iyi
yaklasimi veren yontemleri bulmak, ayrica bunlardan anlamli ve faydali sonuglar
cikarmaktir. Niimerik analizde, tam ¢6ziimii bulunamayan veya bulunmasi zor olan kismi
diferansiyel denklem ya da denklem sistemlerinin yaklasik ¢6ziimii i¢in bir¢cok sayisal
yontem kullanilmaktadir. Lineer olmayan diferansiyel denklemler, stvi mekanigi, kati hal
fizigi, optik lifler, kimyasal kinetik, jeokimya ve plazma fizigi gibi bir¢ok bilim alaninda
temel bir rol oynamaktadir. Dagilim, dagilma, diflizyon, reaksiyon ve konveksiyon gibi
doga olaylar1 lineer olmayan dalga denklemleri i¢in oldukca 6nemlidir (Wazwaz, 2006).

Dogrusal olmayan dalga olaylarini modelleyen korteweg de-Vries (KdV)
(Korteweg ve Vries, 1895) denklemi asagidaki formda verilmektedir:

U + 6UU, + Uy, = 0.

Lineer olmayan yayilan dalga olaylarini agiklayan bir bagka denklem de, diizenli
uzun dalga (RLW) denklemi;

Up + Uy +UU — Uyye = 0,

formundadir. RLW denklemi dalga olaylarin1 modellemek i¢cin KdV denkleminden daha
cok kullanilan bir denklemdir. Dalga olaylarin1 modelleyen bir bagka denklem de esit
genislikli dalga (EW) denklemi

Up + UU — Uyyr = 0,

bi¢ciminde (Evans ve Raslan, 2005; Gardner ve Gardner, 1992) tarafindan tanitildi. Bu
tezde niimerik ¢oziimleri elde edilen modifiye edilmis esit genislikli dalga (MEW)

denklemi x — +oo, u = 0 fiziksel sinir kosullar ile birlikte asagidaki formda verildi:

Uy + 3uu, — pyye = 0. (1.1)



Burada t zaman, x konum koordinati, u pozitif bir parametre ve u(x,t) sivi
problemlerinde, su yiizeyinin dikey yer degistirmesi olan genlik iken plazma
uygulamalarinda u elektrostatik potansiyelin negatifidir (Evans ve Raslan, 2005).

Cesitli baslangi¢ ve sinir kosullar1 altinda, MEW denkleminin birkag¢ analitik ve
niimerik ¢6ziimii vardir. MEW denklemin niimerik c¢oziimleri bir¢ok arastirmaci
tarafindan elde edilmistir. Hamdi ve ark.( Hamdi, Enright, Schiesserand ve Gottlieb,
2003), genellestirilmis EW ve EW-Burgers denklemi i¢in kesin soliter dalga ¢oziimleri
tirettiler. Wazvaz (Wazwaz, 2006), siniis-kosiniis ve tanh yontemi ile MEW denklemi
tizerinde calisti. Esen ve Kutluay (Esen ve Kutluay, 2008), MEW denkleminin
¢ozlimlerini sonlu fark yontemleri kullanarak elde ettiler. Evans ve Raslan (Evans ve
Raslan, 2005), GEW denklemini kuadratik B-spline kollokasyon yontemini kullanarak
cozdiiler. Raslan (Raslan, 2006), genellestirilmis esit genislikli dalga (GEW) denklemini
kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile ¢ozdi. Jin (Jin, 2009), MEW
denklemi igin homotopi pertiirbasyon yontemine dayali analitik bir yaklasim kullandi. Lu
(Lu, 2009), MEW denklemin analitik ¢dziimii i¢in varyasyonel iterasyon ydntemini
kullandi. Esen (Esen, 2006), Lumped Galerkin yontemi ikinci dereceden ve kiibik B-
spline ile birlestirerek ¢ozdii. Zaki (Zaki, 2000) ve (Zaki, 2000)’de kuintik B-spline bazlar
kullanarak Petrov-Galerkin yontemiyle MEW denklemini ¢ozdii. S.G. Karakog¢ ve H.
Zeybek (Gazi Karakog ve Zeybek, 2016) GEW dalga denklemini Lumped Galerkin kiibik
B-spline fonksiyonlar1 ve (Zeybek ve Gazi Karakog, 2017)” de iki farkli lineerlestirme
teknigi ile algoritma kullanilan quintic B-spline kullanarak ¢ozdiiler. Roshan (Roshan,
2011), MEW denklemi Petrov-Galerkin yontemi ile ¢ozdii. Geyikli ve Karakog (Geyikli
ve Gazi Karakog, 2011; Gazi Karako¢ ve Geyikli, 2015), MEW denklemin yaklagik
¢oziimlerini sirasiyla hem quartik hem de sextik b-spline kullanarak Subdomain sonlu
eleman ile niimerik ¢6ziimlerini elde ettiler. Saka (Saka, 2007), quintik B-spline ile
siralama algoritmalarii kullanarak ¢6zdii. Karakog ve ark. (Gazi Karakog, Ugar ve
Yagmurlu, 2012), kiibik B-spline kollokasyonu iizerinde, FEM yardimiyla, farkli
lineerlestirme teknikleri kullandilar. Kaplan ve Dereli (Giil Kaplan ve Dereli, 2017), iyi
bilinen radyal temel fonksiyonlarla siralamaya dayali meshless yontemini kullanarak
¢ozdiiler. Cheng ve Liew (Cheng ve Liew, 2012), MEW denklemin sayisal ¢6ziimii igin
gelistirilmis element igermeyen Galerkin (IEFG) yontemi ile ¢6ztim elde ettiler. Lu (Lu,

2007), MEW denklemin analitik ¢6ziimii i¢in varyasyonel iterasyon yontemini kullandi.



Taghizadeh (Taghizadeh, Mirzazadeh, Paghaleh ve Vahidi, 2012), degistirilmis basit
denklem yontemini MEW denklemine uygulayip ¢6zdii. Taha ve Noorani (Taha ve
Noorani, 2014), G’ /G-Genisletme yontemiyle MEW denklemini ¢6zdii. Rui ve ark. (Ruli,
Xie, Long ve He, 2007), integral ¢atallanma yontemini kullanarak MEW denklemini
¢Ozdi. Gardner ve Gardner (Gardner ve Gardner, 1992), EW denklemini Galerkin
yontemi ile ¢ozdiller. Essa (Essa, 2016), multigred yontemini uygulayarak MEW
denklemini ¢6zdii. Yagmurlu ve Karakas (Yagmurlu ve Karakas,2021), trigonometrik
kiibik B-spline yontemi ile MEW denklemini ¢6zdii. Celikkaya (Celikkaya, 2019), kiibik
B-spline ile kollokasyon yontemlerini kullanarak strang bolme semasi ile denklemi
¢ozdii. MEW (1.1) denkleminin soliter dalgaya sahip analitik ¢6ziimii asagidaki

formdadir:
u(x,t) = Asech[k(x — xy — vt)]. (1.2)

Burada k = 1/4/u ve v = A?/2 . Hareket eden dalgalarin ¢ok &zel bir tiirii olan soliton
dalgalar, zaman ilerledik¢e seklini, hizin1 ve yiiksekligini koruyan dalgalardir. Soliton
dalgalar baska bir soliton dalga ile ¢arpistiktan sonra bile seklini, hizin1 ve yiiksekligini
koruyabilen dalgalardir (Gardner ve Gardner, 1992). MEW (1.1) denklemi tarafindan

saglanan {i¢ korunum sabitleri Olver (Olver, 1979) tarafindan asagidaki sekilde verildi:
L= ""udx, I = [T7@? + p(u)?)dxve l; = [ utdx. (1.3)

Analitik ve sayisal ¢oziimler arasindaki farki hesaplamak igin L, ve L, hata normlarini

kullanild1. L, ve Ly, hata normlar1 asagidaki formiiller kullanilarak hesaplanir

N
2
L, = ”uexact _ U||2 — h2|u]¢xact _ Uj
j=1

(1.4)

exact __ U”oo — man — |uiexact _ U}l

Lo = |lu
Bu calismada MEW denklemi Lineer ve lineer olmayan iki alt probleme

parcalandi. Her bir alt problem kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman



yontemi ile ¢oziildii. Ana denklemin ¢6ziimii, Lie-Trotter ve Strang bolme (Trotter, 1959;

Strang, 1968; Celikkaya, 2019:53) semasi kullanilarak elde edildi.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1. Sonlu Fark Yontemi

Matematik, fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik alanlarinda karsimiza ¢ikan
problemler, adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler veya sistemleri ile
ifade edilirler. Bu tip denklemlerin veya denklem sistemlerinin analitik yani tam ¢6ziimii
olmadig1 ya da zor oldugu durumlarda, bu tiir denklemleri ¢6zebilmek ic¢in niimerik
yontemler kullanilir. Sonlu fark yontemleri bu yontemlerden biridir. Sonlu fark
yontemlerinde diferansiyel denklemin uygun tanim aralig1 iizerinde, sonlu sayida boliintii
noktalarina ayrilarak, tiim boliintii noktalarindaki tiirev degerleri yerine, sonlu fark
yaklasimlar1 yazilmasi seklinde Ozetlenebilir. Sonlu fark yaklasimlart Taylor serisi

yardimziyla bulunur.
[a, b] tanim aralig1 i¢in N bir pozitif dogal say1 ve h = b%a boliinme noktalart

olmak uzere
Xp=a+mhm=12,..N

olsun. Bu durumda, u(x) ve tiirevleri tanim araliginda siirekli olmak iizere, u(x,, + h)

ve u(x,, — h) terimlerinin x,,, noktasindaki Taylor seri a¢ilimlari

2 3
Ut + 1) = w(n) + ity () + e () + 5 ey () + -+ (2.1.1)

U = ) = Utm) = Rt (i) + ot () = ot () + (212)

seklinde bulunur. Gerekli islemler sonucunda (2. 1. 1) ve ( 2. 1. 2) esitliklerinden birinci

mertebeden tiirevlere yaklasimlar

t () = HEEEE L 0(h) 5 () v S (21.3)
U () = LR 4 () = (u),, & LmTUmt (2.1.4)

ux(xm) _ u(Xm+h)2—hu(Xm—h) + O(hZ) = (Uy)m = % (2.1.5)




olarak bulunur. (2. 1. 3), (2. 1. 4) ve (2. 1. 5) ifadelerindeki yaklasimlar bagka bir

gosterimle

n n
Un+1—Um

U, = -t O(h) Ieri fark,
U, = % +0(h)  Gerifark,

U, = Y Uia o (h)  Merkezi fark

olarak yazilabilir. Taylor seri acilimlar1 yardimiyla t ye bagli birinci derecen fark

formiilleri benzer sekilde

n+il_ n .

U, = w + 0(k) lleri fark,
n_ pn-1

U, = Im=Om _ 4 O(k) Gerifark

h
elde edilir. Ikinci dereceden fark formiilleri yine Taylor seri agilimlar1 yardimiyla

n n n
Un— Un+1tUm+2

Uy = - +0(h) [lleri fark,
Uy = L2 VatUh 4 0 (p) G fark,
U,, = o= UntlUne oo p2y  Merkezi fark

h2

seklinde bulunur (Mersinli, 2014:5).

2.2. Agirhkh Kalan Yontemi

Bir diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii ile yaklasik ¢6ziimii arasindaki farkin,
sifirdan farkli bir agirlik fonksiyonu ile carpilip toplamlarinin minimum yapilmasi
agirhikli kalan yaklagimidir. Bu yaklasima da agirlikli kalan yontemi denir. Her
denklemin agirlikli integral ifadesi elde edilebilecegi i¢in her denkleme uygulanabilir.
Agirlikli kalan yontemleri her denklemin agirlikli integral formunu olusturmakta

kullanilabilir. Agirlikli integral form problemin sinir sartlarini igermediginden, agirlik



fonksiyonlart analitik ¢6ziimiin hem dogal hem de temel sinir sartlarini saglayacak

sekilde sec¢ilmelidir. Agirlikli kalan yontemlerini ifade etmek i¢in D bolgesinde
Aw) =f (2.2.1)

operator denklemini ele alalim. Burada A lineer veya lineer olmayan bir operator, u
bagimli degisken ve f bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Buradaki u

fonksiyonuna bir yaklasim
N

usz.lcj¢j+¢j 2.2.2)
]=

olarak yazilabilir. (2. 2. 1) denkleminde (2. 2. 2) ile verilen uy yaklasik ¢6ziim
yazildiginda fy = A(uy) fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon cogu kez f’ye

esittir. A(uy) ile f fonksiyonu arasindaki farka

N
R=A(un)—f=A<z_ cj¢j+¢j)—f¢0 2.2.3)

J=1

yaklagimin kalani denir. Burada R kalan fonksiyonu c; parametrelerine bagl oldugu

kadar konuma da baghdir. Agirlikli kalan yontemlerinde ¢; parametreleri

[, i R(xy,¢)dxdy =0, (i=1,23,..,N) (2.2.4)

agirlikli kalan integralindeki R kalanmimn sifir olarak segilmesi gerekir. Burada D ki
boyutlu bir bolge ve ;’ ler ise agirlikli kalan fonsiyonlaridir. (2. 2. 4) integralinin
hesaplanmasi ile bulunan ;’ ler lineer bagimsiz olmalidir (Reddy, 2004; Karakog,
2011:7). Bu tezde agirlikli kalan ydntemlerinden biri olan kollokasyon ydntemini

kullanacagiz.



2.2.1. Kollokasyon Yoéntemi

Kollokasyon yonteminde D ¢6ziim bdlgesinde segilen N tane x; = (x;,y;)

kollokasyon noktasinda kalanin sifir olmasi beklenir. Yani
R(xl'ylicj):() (l: 112)3)"'1N) (2. 2. 1. 1)

seklinde olmalidir. x; kollokasyon noktalarinin denklem sistemi iyi sartli olacak sekilde

secilmesi gerekmektedir. Kollokasyon yontemde ¢; = §(x — x;) alinir ve

1, x=x;
0(x — x;)dxd ={' l 2.2.1.2
| s —xoduay =y T2 (2.2.1.2)

seklinde tanimlanir. Daha sonra (2. 2. 1. 2) ifadesi (2. 2. 4) denkleminde yerine birakilirsa
fD §(x — x)R(x,¢;)dxdy = 0 (2.2.1.3)
elde edilir. Burada (2. 2. 1. 3) kapali formu

R(x;,¢)) =0 (i=123..N) (2.2.1.4)
seklindedir. (2. 2. 1. 4) denklemi N adet kollokasyon noktalarinda hesaplanir. Burada
6 (x) Dirac delta fonksiyonudur ve N-bilinmeyenli N-tane denklemden olusan bir cebirsel

denklem sistemi elde edilir. ¢; katsayilar1 (2. 2. 1. 4) denklem sisteminden bulunur

(Reddy, 2004; Stasa, 1985; Karakog, 2011:9).

2.3. Sonlu Elemanlar Yontemi

Varyasyonel yontemler bir problemin yaklasik ¢éziimiinde kullanilan oldukga
kolay ve etkili yontemlerdir. Fakat bu yontemlerde yaklasim fonksiyonlarinin elde
edilmesi mesakkatli oldugundan yontemlerin uygulanabilirligini azaltmaktadir. Ciinkii

yaklasim fonksiyonlar siirekli, tam, lineer bagimsiz ve problemin temel sinir sartlarini



saglamak zorundadir. Ayrica yaklagim fonksiyonlarini iiretecek sistematik bir algoritma
yoktur. Problemin ¢oziim bolgesi kompleks ise yaklasim fonksiyonlarini olusturma
islemi oldukc¢a giic bazen de imkansiz olmaktadir. Varyasyonel yontemlerin bu
zorluklarindan dolayr son yillarda sonlu elemanlar yontemi daha sik kullanilmaya
baslanmistir (Reddy, 2004; Karakog, 2011:10). Sonlu elemanlar yonteminin kullanimi ilk
olarak miihendislik alanlarinda baslamistir. Bu alandaki ilk ¢aligmalar1 Hrennikoff ve
McHenry gerceklestirmistir. Virtiiel is prensibine dayali direkt bir yaklagim, Argyris
tarafindan verilmis ve bir dizi makalede kendisi ve meslektaslar1 heseplama tekniklerini
kullanarak kompleks problemlerin ¢oziimii igin bu ¢alismay gelistirmislerdir (Argyris,
1964; Karakog, 2011:10). ““Sonlu eleman’’ terimi ilk olarak 1960 yilinda Clough
tarafindan diizlem esnekligindeki uygulamalar1 tanimladig1 makalesinde ortaya atilmistir
(Cloung, 1960; Karakog, 2011:10). Son altmis yilda dijital bilgisayarlardaki gelismeler
sonlu eleman yonteminin hizli bir sekilde ilerlemesini saglamis ve her gegen giin
matematikgiler, fizikciler ve miihendisler bu yontem ile ilgili calismalarint artirmiglardir
(Davies, 1986; Karakog, 2011:10). Sonlu eleman yontemi; akigkanlar mekanigi, yapi
mekanigi, yapt miihendisligi, niikleer enerji miihendisligi, uzay miihendisligi, bio
mekanik ve elastik cisimlerin mekanigi, 1s1 iletim problemleri ve dinamik gibi farkli

alanlardaki problemlere ¢ok kolay uygulanabilir.

Sonlu eleman yonteminin avantajlari (Logan, 2007; Karakog, 2011:11):
1. Diizensiz sekilli yapilar1 ve diger yontemlerle modellenemeyen farkli karmasik
bolgeleri kolay bir sekilde modelleyebilir,
2. Eleman denklemleri ayr1 ayr1 olusturuldugundan farkli malzemelerden olusan yapilar
modelleyebilmesi,
3. Cok farkli siir sartlart ile birlikte kullanilabilmesi. Sinir sartlarinin degismesi
durumunda sonlu eleman modelinin degismemesi,
4. Gerektigi zaman elemanlarin biiytikliiklerinin degistirilebilmesi,
5. lstenildiginde sonlu eleman modelinin kolay bir sekilde degistirilebilmsi,
6. Bilgisayarda programlama mantigina uygun olmasi.

Sonlu elamanlar yonteminin avantajlarinin yaninda, ¢6ziim bolgesini alt bolgelere
ayirmak isleminin belirli bir tecriibe gerektirmesi, siireklilik sartlarinin alt bolgelere
uygulanmasinda birtakim zorluklarla karsilasilmas1 ve bilgisayar programinda bilgi girisi

sirasinda hatalar yapilmasi gibi dezavantajlar1 da vardir.
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Bir problemin sonlu eleman analizinde kullanilan temel adimlar (Reddy, 2004,
Karakog, 2011:11):

1. Problemin ¢6ziim bolgesinin ayristirilmasi:
a. Onceden belirlenen elemanlarin sonlu eleman kiimesi olusturulur.
b. Elemanlar ve diigiim noktalar1 numaralandirilir.
c. Problem i¢in gerekli olan geometrik 6zellikler tiretilir.
2. Coziim bolgesindeki biitiin karekteristik elemanlar i¢in eleman denklemlerinin

olusturulmasi:

a. Karekteristik elemanlar {izerinde verilen diferansiyel denklemin varyasyonel
formiilii olusturulur.

b. Karekteristik bir ““u’’ bagiml degiskeni

n

UZZUH/JL'

i=1

seklinde oldugu var sayilir ve bu yaklasim adim 2a da yerine yazilir ve
[KeNu®} = {F°}

seklinde eleman denklemi bulunur.
C. Y; yaklasim fonksiyonlar literatlirde varsa hazir alinir veya tiiretilir ve eleman
matrisleri hesaplanir.
3. Verilen problemin denklemlerini elde etmek icgin eleman denklemlerinin
birlestirilmesi:
a. Eleman diigiimleri global diiglimlerle eslestirilerek birincil degiskenler
arasinda elemanlar arasinda stireklilik sartlar1 tanimlanir.
b. Ikincil degiskenler arasindaki denge sartlar belirlenir.
c. 3ave 3b deki adimlar1 kullanarak eleman denklemleri birlestirilir.
4. Problemin sinir sartlarinin uygulanmasi:
a. Global birincil serbestlik dereceleri belirlenir.
b. Global ikincil serbestlik dereceleri belirlenir.
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5. Birlestirilmis denklemlerin ¢oziilmesi.
6. Coziim sonunda sonuglarin degerlendirilmesi:

a. Adim 5 de elde edilen birincil serbestlik derecelerinden hareketle ¢oziimlerin
gradyani1 veya diger istenilen 6zellikleri hesaplanir.

b. Sonuglar tablo veya grafik seklinde verilir.

2.4. Spline Fonksiyonlar

Yaklasik yontemleri arasinda polinom yaklagimi biiyiik bir dneme sahiptir.
Bilindigi iizere kullanilan noktalarin sayist artik¢a yaklasimda kullanilacak polinomun
derecesi de artigindan dolay1 heseplama hatalar1 da artacaktir. Ayrica istenen fonksiyon
[a, b] araliginin farkli yerlerinde birbirlerinden farkli 6zelliklere sahip olabileceginden
fonksiyona tek bir egri ile yaklagmak hata payimizi yiikseltebilir. Bu nedenlerden otiirii
ardigik iki done arasinda derecesi yiiksek olmayan, farkli derecedeki (birinci, ikinci,
ticiinct, ...) polinom fonksiyonlarla yaklagimin yapildig1 spline tahmin (interpolasyon)
yontemini kullanmak daha iyi sonuglar verecektir. Bilinmeyen fonksiyonlarin yaklasik
¢oziimlerinde kullanilan spline fonksiyonlar parcali polinomlar kapsaminda olup,
tanimlanan [a, b] araligini sonlu sayida alt araliklara pargalayarak, birbirini 6rtmeyen her
bir alt aralikta kii¢iik dereceden polinomlarla yaklagim yapma temeline dayanir. Spline
terimi, ilkin 1946 yilinda Schoenberg tarafindan literatiire alinmistir(Schoenberg, 1946;
Keskin, 2016:10). Spline fonksiyonlar, ¢ok etkili bir yaklasima ve hesaplamalarda
kolaylik saglamasi bakimindan interpolasyon, diferansiyel denklemlerin niimerik
¢Ozlimlerinde, egri ve yiizey uydurma gibi birgok bilim dalinda sik sik ele alinmaktadirlar.

[a, b] araliginin diizglin pargalanisi

a=x<x < <xy=b (2.4.1)

olacak sekilde bdliinme noktalarinda tanimlanan k. dereceden S(x) spline fonksiyonu

asagidaki ozellikleri saglayan bir fonksiyondur.

1. S(x), her [x,,, xps1] (m=0,1,... ,N — 1) alt araliklarinda k. yada daha kiigiik

dereceden polinomdur.
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2. S(x)ve0,1,..,N — 1 basamktan tiirevleri tanimlanan her aralikta ve x,,, (m =
0,1, ... ,N — 1) boliinme noktalarinda siireklidir.

Yukaridaki 6zelliklere gore, parcali polinom fonksiyonlarinin kendisi ve tiirevlerinin
uygun kosullar1 saglamasi halinde spline fonksiyonlar olusur. k = 0 durumunda ikinci
onciil gegersizdir ve 0. dereceden spline fonksiyonu adim fonksiyonu diye belirtilir. k =
1 olmasi halinde S(x) fonksiyonu kirik dogru olup, lineer polinomlarin birlestirilmesi ile

elde edilir(Karakog, 2011; Keskin, 2016:10).

Spline fonksiyonlar asagidaki ézellikleri saglar (Schumaker, 2007; Keskin, 2016:10):

Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.

‘e

Spline fonksiyonlar makul bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

‘e

‘e

Spline fonksiyonlar bilgisayarlarda kullanilmaya elverisli fonksiyonlardir.

‘e

Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyondur.

2 Spline fonksiyonlarin kullanilmasi ile olusturulan matrisler, uygun isaretleri ve
determinant 6zellikleri nedeniyle ¢cok kolay hesaplanabilir.

2. Yeterli sayida alt araliklara pargalanmis [a, b] tizerinde tanimli her siirekli fonksiyon;
k. dereceden spline fonksiyonu ile ¢ok iyi bir sekilde gosterilebilir.

2 Spline fonksiyonlar ile yalnizca fonksiyonun kendisine degil ayni zamanda bu
fonksiyonun tiirevlerine de ¢ok iyi yaklagimlarda bulunulabilir.

2 Spline fonksiyonlarin kullanilmas1 yakinsakligini ve kararliligini arastirmada kolaylik
saglar.

2 Diisiik dereceli spline fonksiyonlar yumusaktir ve polinomlar gibi sivri salinimlar da

bulunmazlar.
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2.4.1. Trigonometrik B-Spline Fonksiyonlar

Sifiriner dereceden trigonometrik B-spline fonksiyonu

1 ,x,<x<x
0 _ rtm = m+1
Tn () = { 0 ,diger durumlar (24.1.1)
olarak tamimlanir k = 1,2,3, ... olmak tizere
. X=Xm) (Xmak+1X
sm( ) _ ln(—) _
Tr(x) = W K + Sin(xm+k+z-xm+1)'['fn+11(x) (24.1.2)

bagintisi ile istenilen derecede trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilebilir (Hamid
ve ark. ,2010; Abbas ve ark. , 2014; Walz, 1997; Keskin, 2016:16). [a, b] ¢6ziim bolgesi

diizgiin par¢alanmis bir bolge olmak {lizere (2.4.1.2) indirgeme bagintisi

[ X=Xm) o Xmak+1=%
Ti (%) =% fn"l(x)+%'[",§l‘fl(x) , k=1,2,3,.. (2.4.1.3)

seklinde yazilabilir.
2.4.2. Lineer Trigonometrik B-Spline
[a, b] ¢6ziim araliginin bir diizgiin boliintiisi
a=xy<x; <+ <xy=b, X, =%xp_1+h, m=20,1,..,N—-1

olsun. T,, lineer trigonometrik B-spline h = x,,,1 — x;, olmak {izere (2.4.1.3)

bagmtisinda k = 1 alinirsa,
p(xy) = sin(%), 0 = sin(%)

olmak tizere



14

Th () = 2E278 () — EEm 9, () (24.2.)

bulunur. (2.4.2.1) ifadesi pargali fonksiyon olarak

1 p(xm) W Xm =X < Xy
T%n(x) = 9 _p(xm+2) »Xma1 S X < Xy (2-4-2-2)
0 , diger durumlar

formunda yazilabilir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlarin lineer B-spline
fonksiyonlarin yazilimiyla uyumlu olabilmesi i¢in bazi diizenlemeler yapilirsa diigiim

noktalarindaki T%,(x) lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar

p(x) = Sin(x_zxm) , 0= Sin(g) , m=01,..,N

olmak tizere

1 p(Xm-1) yXm-1 S X <Xp
Tm(x) = P —p(Xm+1) Xm =X < Xy (2.4.2.3)
0 , diger durumlar

formunda tanimlanir. Lineer trigonometrik B-spline fonksayonlarda
lim T(x) = lim T (x) = T (Xm) (2.4.2.4)
x-xh X=Xy,

esitlik saglandigindan trigonometrik B-spline fonksiyonunun x,, noktasinda siirekli
oldugu goriilmektedir. u(x, t) herhangi bir problemin tam ¢6ziimii olmak tizere Uy (x,t)

niimerik ¢6ziimi, lineer trigonometrik B-spline kullanilarak
Ut ) = Uy(x,6) = ZNep Th ()8 (t) (2.4.2.5)

formunda ifade edilebilir. Burada T,, fonksiyonlar1 lineer trigonometrik B-spline

fonksiyonlar1 temsil eder. Denklemdeki 8, katsayilar1 zamana bagh degiskenlerdir.



15

T%.(x) dogrusal trigonometrik B-spline fonksiyonlart [X,,_1, X;m41] araliginin disinda
stfirdir ve [x,,_1, X;m41] araligindaki ardisik iki elemani 6rtmektedir. Bu durumu daha iyi
ifade edebilmek i¢in h = 1 alinip [x,,—1, Xm+1] araligt [0, 2] araligina dondstiriilerek

(2.4.2.3) lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar sekil 2.1.” da verilmistir.

Sekil 2.1. Lineer trigonometrik B-spline

Sekil 2.1.” de goriildiigii izere spline fonksiyonlar ardisik iki elemani rtiiglinden her bir
[%m, Xm+1] sonlu elamani iki lineer B-spline ile ortiilmektedir. h = 1 alinip [x,,, Xm11]
aralig1 [0, 1] araligina gevrilerek bu araliga diisen biitiin lineer trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlari ise sekil 2.2.” da gdsterilmistir.

0.6

0.4

] 0.2 0.4 0.6 0.8 1-
Sekil 2.2. Lineer trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari

[%m, Xm+1] sonlu elemant iki lineer trigonometrik B-spline ile ortiildiglinden bu eleman
tizerinde tanimli bir fonksiyona yaklasim; u(x, t) herhangi bir problemin tam ¢6ziimii

olmak tizere Uy (x, t) niimerik ¢oziimii, lineer trigonometrik B-spline kullanilarak

u(x, t) = Uy(x,t) = T Ti (08 () = Th()8m + Tres1 (D 8maa (24.2.6)
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seklinde olur. x,,, noktasindaki u(x,,, t) i¢in yaklasim ise (2.4.2.3) esitliklerinin (2.4.2.6)

esitliginde kullanilmasiyla

UN(xm: t) =Up, = T}n(xm)gm + T11n+1(x)6m+1

(X — X (X — X
:_sm(m‘ngJ’l)(sm_{_sm(#)(ﬁm+1

Un = 6m (2.4.2.7)

elde edilir. [x,,, X;+1] sonlu elemani & = x — x,,, dontisiimti ile [0, k] araligina

doniistiiriilebilir. O halde lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlari

sin(B)

() =—5*—, (2.4.2.8)
sin(i)

T (§) = —5* (2.4.2.9)

olarak bulunur. Ayn araliktaki lineer B-spline fonksiyonlarda

Bn()=1-4, (2.4.2.10)
Bni1(§) =¢ (2.4.2.11)

esitlikleri ile ele alinir.

2.4.3. Kuadratik Trigonometrik B-Spline

T2, kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 hesaplamak icin (2.4.1.3)
esitliginde k = 2 alinarak,

X — Xm
2

p(xm) = sin( )

olmak sart1 ile
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Cem) (emea)
Th(0) = £ T () = 2 T () (243.1)

yazilabilir. (2.4.3.1) denkleminde gerekli sart olan lineer trigonometrik B-spline

fonksiyonlar

p(xm)p(xm) » Xm =x< Xm+1

m 1
fl(:(h; Tm(x) = sin(hysin(®) —P(Xp)P (Xma2) s Xmar < X < Xpyo
2 0 ,diger durumlar
ve
p( m+3) 1 _p(xm+3)p(xm+1) lxm+1 S x < xm+2
Sln(h) Tm+1( ) - p(xm+3)p(xm+3) lxm+2 <x< xm+3
sin(h) sin(z) 0 ,diger durumlar
oldugundan (2.4.3.1) esitligi
pZ(xm) ;xm S x < xm+1
'[‘ (x) = - —P(Xm)P (Xms2) = DXma3)DXma1) s Xme1 < X < Xy
m sm(h)sm( ) pz(xm+3) Xz < X < Xmas
0 ,diger durumlar

(2.4.3.2)

formunda diizenlenebilir. Kuadratik B-spline fonksiyonlarinin yazilimiyla uyum iginde

olabilmesi igin gerekli diizenlemeler yaparsak

p(x,) = sin(x_zxm ), 0= sin(

NS

)sin(h), m=0,1,..,N

olmak lizere

pz(xm—l) ;xm—l S x < xm
T%n(x) _1 _p(xzm—l)p(xm+1) - p(xm+2)p(xm) X S X < X1 (2.4.3.3)
0 , diger durumlar

esitligi ile T2, (x) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar bulunur. (2.4.3.3) esitligi
ile verilen kuadratik trigonometrik B-spline icin (2.4.2.4)’ e benzer sekilde T2, (x) parcal
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fonksiyonu ve birinci tiirevinin x,,, Ve x,,,; diiglim noktalarinda yani konum araliginin
i¢ noktalarinda siirekli oldugu gésterilebilir. u(x, t) her hangi bir problemin tam ¢dziimii

olmak tizere Uy (x,t) niimerik ¢6ziimii, kuadratik trigonometrik B-spline kullanilarak
u(x, t) = Uy(x,t) = Xme—1 T ()8 (1) (24.3.4)

formunda ifade edilebilir. Mevcut 6, katsayilari zamana bagl degiskenler olmak iizere
T2,(x) fonksiyonlar1 kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini ifade eder. T2,(x)
kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlart [Xp,.q, Xm42] araligt disinda sifirdir ve
ayni zaman [Xp.q, Xm42] araligindaki ardisik ti¢ elemani 6rtmektedir. Bu durumu daha
iyi ifade edebilmek i¢in h =1 alinp [x;,—1, Xm42] arali@ [0, 3] araligi yapilarak
(2.4.3.3) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar sekil 2.3.” da verilmistir.

0.8F-------

06F ————————f o —

o]

02f-——-£---

%

Sekil 2.3. Kuadratik trigonometrik B-spline

Ayni sekilde T2, (x) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin birinci tiirevleri de
[%m—1, Xm+2] aralig1 diginda sifirdir, par¢calanma noktalarinda siireklidir ve [x,,_1, X;m42]
araligindaki ardil ii¢ elemani 6rtmektedir. Bu husus sekil 2.4.”da kuadratik trigonometrik

B-spline fonksiyonlarin birinci tlirevlerine ait grafikleri gosterilmistir.
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Sekil 2.4. Kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonun birinci tiirevi

Sekil 2.3. ve sekil 2.4.’dan goriildiigii tizere kuadratik trigonometrik B-spline
fonksiyonlar ve birinci tiirevleri ardil {i¢ elemani kapladigindan her bir [x,;,, X;,,41] SOnlu
elemant T2,_,, T2 Ve T2, ii¢ kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyon tarafindan
ortiilmektedir. h = 1 igin [x,,, Xm41] araligi [0, 1] araligina gevrilerek bu araliga denk

gelen tiim kuadratik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari sekil 2.5.” da verilmistir.

0 02 04 06 08 1
Sekil 2.5. Kuadratik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari

Grafikten de anlasilacagi iizere T2,(x) kuadratik trigonometrik B-spline sekil
fonksiyonlart [X;,_1, Xm42] aralig disinda sifir olup T2,(x) kuadratik trigonometrik B-
spline fonksiyonu [x,,_1, X;,42] araliginda ardil {i¢ eleman1 kaplamaktadir. Hasebiyle
her bir [x,,, Xp+1] sonlu elamani T3,_;, T2, Ve T2, ii¢ kuadratik trigonometrik B-spline

fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. Bu halde (2.4.3.4) yaklagimi

u(x, t) =~ Uy(x, t) = X 1 T (0)8; = Toe1 () Em—1 + To ()81 + T () 8ma
(2.4.3.5)
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formunda ifade edilir. (2.4.3.3) kuadratik trigonometrik B-spline pargali fonksiyon

esitliklerinin kullanilmasi ile x,, noktasindaki u(x,,,t) ve x’ e gore birinci tlirevi i¢in

yaklasimlar,
UN(xm: t) = Un = ?:'1-111—1 iz(xm)Siv
AUy Gom ©) _ 1, _ ’"z AT Gom)
dx Soom dx ‘
i=m-1

seklinde ifade edilir ve gerekli islemler yapilarak diizenlenirse bdliinme noktalarindaki

yaklagimlar i¢in

olmak tizere
Up = @16m—1 + @16, (2.4.3.6)
Up = —B16m-1 + B16m (2.4.3.7)

denklemleri bulunur. [x,,, X;,4+1] sonlu elemani

E=x—xp

dontisiimii ile [0, h] araligina donistiiriilebilir. O halde kuadratik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar

sin2(P=%

Tm-1(§) = % (2.4.3.8)
in( h=% sinh—_f sinﬂsini

12, = ) Zf (52 )sin3) (2.4.3.9)
sin2(¢

Tins+1(€) = 9(2) (2.4.3.10)

seklinde bulunur. Ayn1 aralikta kuadratik B-spline fonksiyonlar ise
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Bh-1(§) =1~ 2)2, (2.4.3.11)
B, (§) = DM (2.4.3.12)
Bhi1(§) = fl— (2.4.3.13)

esitlikleri ile verilir.
2.4.4. Kiibik Trigonometrik B-Spline

T3, kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari hesaplamak igin (2.4.1.3)
esitliginde k = 3 alinarak,

pQtm) = sin(=™)

olmak sart1 ile

Th(0) = 22813 () - 2012 L () (24.4.0)
sn() ) ()
yazilabilir. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 elde edebilmek igin

0 = sin ( g) sin(h) sin( %)

olmak tlizere
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p(Xm)
——— Ta(x)
. . 3h
sin( >
p®(Xp) Xm <X < Xt
_ 1 p?Con)p(emez) — POon)p (s a)D(ma1) 5 Xma1 S X < Xy
k 0 ,diger durumla
ve
~Elmed 2 () =
sm(7)
_p(xm+4)p2(xm+1) y Xm+1 <x< Xm+2
1 { P (Xt a)P Kms )P Kma3) = DX (Xnsa)DXma2) 5 Xz < X < Xy (2442)
0 —P3(xm+4) 1 Xmaz S X < Xmta
0 ,diger durumla

oldugundan (2.4.4.1) esitligi

T (x)

( P (xm) Xy <X < X1
1 i _pz(xm)p(xrrHZ) - p(xm)p(xm+3)p(xm+1) - p(xm+4)p2(xm+1) » Xm+1 <x< Xm+2
)

p(xm)pz(xm+3) + p(xm+4)p(xm+1)p(xm+3) + pz(xm+4)p(xm+2) » Xm+2 =x< Xm+3

L _p3( Xm+4) »Xm+3 =X < Xpag
0 , diger durumlar

formunda diizenlenebilir. Kiibik B-spline fonksiyonlarinin yazilimiyla uyum iginde
olabilmesi igin gerekli diizenlemeler yaparsak T>,(x) kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar

X—Xm
2

),6=sin(

NS

p(xy) = sin( )sin(h) sin(%), m=20,1,..,N

olmak tzere
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(P> (Xm—2) J X2 < X < Xpoq

—p* (Xm-2)p(xm)
=P (Xm-2)P(Xms )P (Xm—1) Xm—1 S X < X

1 _p(xm+2)p2(xm—1)
Tn() =24 P@m-2)P? Xme1) (2.4.4.3)
+0(Xm42)P em—1)P(Xm41) X S X < Xppgq
+0% (Xp42) P (Xm)
—p° (Xm+2) yXma1 S X < X2
\ 0 ,diger durumlar

esitligi ileT3,(x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar bulunur. (2.4.4.3) esitligi ile
verilen kiibik trigonometrik B-spline i¢in (1.4.2.4)’ e benzer sekilde T3,(x) parcali
fonksiyonu, birinci tlirevi ve ikinci tiirevinin x,,,_1, X,, V€ X,,, 41 par¢alanma noktalarinda
yani konum araliginin i¢ noktalarinda siirekli oldugu gosterilebilir. u(x, t) her hangi bir
problemin tam ¢6ziimii olmak tizere Uy (x, t) niimerik ¢oziimi, kiibik trigonometrik B-

spline kullanilarak

u(x,t) = Uy(x, t) = T3ty Tn(x)6m(t) (2.4.4.4)

formunda ifade edilebilir. Mevcut §,, katsayilari zamana bagh degiskenler olmak {izere
T3,(x) fonksiyonlar: kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarimi ifade eder. T3, (x)
kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlart [x,;,_5, Xp42] araligi disinda sifirdir ve ayni
zaman [xpy,_,, Xm42] arali@indaki ardisik dort elemani 6rtmektedir. Bu durumu daha iyi
ifade edebilmek igin h = 1 alinip [x;,,_5, X;42] araligi [0, 4] araligi yapilarak (2.4.4.3)

kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar sekil 2.6.° da verilmistir.

0gF---—-- o -
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Sekil 2.6. Kiibik trigonometrik B-spline
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Ay sekilde T3,(x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin birinci ve ikinci
tirevleri de [X,,_5, Xm42] araligl disinda sifirdir, pargalanma noktalarinda siireklidir ve
[Xm_2, Xm42] araligindaki ardil dort elemani 6rtmektedir. Bu husus sekil 2.7. ve sekil
2.8.” da kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirevlerine ait

grafikleri gosterilmistir.

-1

Sekil 2.8. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin ikinci tiirevi

Sekil grafiklerinden de goriildigii tizere kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar,
birinci ve ikinci tiirevleri ardil doért elemani kapladigindan her bir [x,, x,,44] sonlu
elemani T>,_1, T>, Ve Top 1 Toy4 2 dort kiibik trigonometrik B-spline fonksiyon tarafindan
ortilmektedir. h = 1 igin [x,,, X;,41] araligi [0, 1] araligina gevrilerek bu araliga denk

gelen tiim kiibik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlar sekil 2.9.” da verilmistir.
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Sekil 2.9. Kiibik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari

Grafikten de anlasilacag iizere T3, (x) kiibik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlar:
[Xm—2, Xm+2] araligr disinda sifir olup T3, (x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonu
[%m—2, Xm42] araliginda ardil dort elemani kaplamaktadir. Hasebiyle her bir [x,,, X;,41]
sonlu elamant T3,_;, T3, T>.41 Ve T34, olarak dort kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. Bu halde (2.4.4.4) yaklagimi

u(x, t) = Uy(x, t) = X2 T3 (x)4;,

u(x, t) = Uy(x, t) = Toe1 (0)8m—1 + Ton ()8 + Tins1 () 8ms1 + Tona2 (1) Gmaa
(2.4.4.5)

formunda ifade edilir. (2.4.4.3) kiibik trigonometrik B-spline pargali fonksiyon
esitliklerinin kullanilmasi ile x,, noktasindaki u(x,,,t) i¢in x’ e gore birinci tiirevi ve

ikinci tiirev yaklagimlar,

m+2
UN(xml t) = Un = Z Tf (Xm) 6,
i=m-1
m+2
dUN(xmr t) — U, — Z dT?(xm) 5
dx mno dx v
i=m-1
m+2
AUy @y ) _ 1 _ T} Com)
Codx2z Mo Codx? !

i=m-1
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seklinde ifade edilir ve gerekli islemler yapilarak diizenlenirse boliinme noktalarindaki

yaklagimlar i¢in

, h 3h 2
a; = sin? (E)csc(h) cse(5), T2 = T eostd
3 3h 3 3h
,31:—;CSC(7), ,82=chc(7)
_ 3((1+3 cos(h)cscz(g)) _ 3COt2(g)
V1= 16(2 cos(g)+cos(32—h))’ V2 = 2+4cos(h)
olmak tizere
Um = a16m_1 + a26m + a16m+1, (2446)
Un = P16m-1 + B26m+1, (2.4.4.7)
Um = ¥16m-1+ Y20m + V1641, (2.4.4.8)

denklemleri bulunur. [x,,,, X;,4+1] sonlu elemani

E=x—xp

dontigimii ile [0, h] araligina dontstiiriilebilir. O halde kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar

Tn-1(§) = %h_f) (2.4.4.9)
T (E) = sin( ££2 )sinz(%h)+sin(5—22’1)siz(f;—h)sin(%h)+sin2($_2—2h)sin(§), (2.4.4.10)
Tos () = sinz(g’;—h)sin(h%)ﬂin(f;—h)sir;(2"2‘5)sin(§)+sin(%‘f)sin2(§)} (2.43.11)
Trn+2() = Sm:g) (2.4.3.12)

seklinde bulunur. Ayni aralikta kiibik B-spline fonksiyonlar ise

B3 1 (§) = (1-5° (2.4.4.13)
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g2 L8
Ba(§) =4-65+3%, (2.4.4.14)
3 _ 3 §? &3
Bn+1(§) =1+3-+35-35 (2.4.4.15)
3
Bs2() = i— (2.4.4.16)

esitlikleri ile verilir.

2.5. Operator Splitting Yontemi

Genel olarak, bolme yontemlerinde, orijinal denklem birka¢ denkleme pargalanir
ve her bir par¢alanmis denklem orijinal denklemden bagimsiz olarak [t,, t,.,] zaman
araliginda ayr1 ayn ¢oziliir. Bu yontemler genel olarak zaman parcalamali veya kesirli
adim yontemleri olarak bilinir. Bu durumda denklemi farkli fiziksel olgular1 icerecek
sekilde pargalamanin yontemi ‘‘operator splitting’’ (Hundsdorfer, 2000; Celikkaya,
2018: 17) olarak bilinir.

Asagidaki gibi verilen bir Cauchy problemini ele alalim

du(t)

T Cu(t), u(0)=wu, te]0,T] (2.5.1)

(2.5.1)’de, u(x, t) fonksiyonunun konum yoniinde yar1 ayriklastirildigi varsayilmaktadir.
Biz C = A + B operatoriiniin lineer (ve/veya lineer olmayan) iki operatériin toplami

olarak yazilabilecek durumlar {izerinde yogunlasacagiz. Yani asagidaki gibi

0 = Au(t) + Bu(®), u(0) =uo, t€[0,T] (2.5.2)

Burada u(x, t) vektorii, u, € X baslangi¢c kosulundan elde edilen ¢6ziim vektoriidiir ve
C, A B operatorleri, sonlu veya sonsuz bir X Banach uzayinda sinirli veya sinirsiz
operatorlerdir. Lie operatorii formiilasyonunun yardimiyla, genel olarak ifade (2.5.2)
(lineer olmayabilir) asagidaki gibi yazilmahidir

du(t) _
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Burada A ve B operatorleri, u(t) fonksiyonuna asagidaki gibi uygulanan
~ bi] N 0
A=Au®)5, B=B®);; (2.5.4)

Lie operatérleridir (Seydaoglu, Erdogan ve Ozis, 2016; Celikkaya, 2018: 18). (2.5.3)

probleminin ¢éziimii At = t,,; — t,, olmak iizere
(tns1) = e UHPu(ty)

seklindedir. Bu ¢oziim ayrica iistel fonksiyonlarin Taylor seri agilimi kullanilarak

asagidaki gibi yazilir

ek a . a\k
U(tyyy) = XA By (L) = Z%(A(”(t))a + B(u(t))a) u(ty)

k=0
(2.5.3) ifadesi asagidaki gibi iki alt denkleme parcalanir

du(t)
dt

du(t)
dt

= Au(t), = Bu(t) (2.5.5)
ve her bir par¢canin uygun bir niimerik yontemle yada analitik yontemle ¢6ziiliir (Trotter,

1959; Celikkaya, 2018:18). Varsayalim ki <p£’2] ve (pgl:] sirastyla A ve B operatorlerini
iceren (2.5.5)’deki denklemlerin tam ve sayisal ¢oziimleri olsun. E, temel birinci
dereceden parcalama teknigi su sekilde tanimlanir:

Las ‘Pgt] 0 ‘Pgt] pOtA pAtB veya LAt ‘Pgt] 0 ‘Pgt] eOtB g AtA

ve Lie-Trotter bolme teknikleri (Trotter, 1959; Celikkaya, 2018:21) olarak bilinir. A ve B
operatorlerinin yerlerini degistirip ve yarim zaman adimi igin birlesimleri alinirsa
asagidaki gibi

st st peg sty
Sy = ez eftBe3 veya Sy = ez elthe (2.5.6)
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simetrik Marchuk (Marchuk, 1968; Celikkaya, 2018:21) veya strang bolme (Strang,
1968; Celikkaya, 2018:21) semalar1 elde edilir. Strang bdlme yonteminin ¢oziim
algoritmasi asagidaki gibidir

du*(t) " * — 1,0

—— = Au’(1), u*(t,) = up, t € [tn, tn%]
du**(t) % K% *
2O pu(o), W) = () CE [t
du***(t) *k ok *k x *%
PO =@, w (b)) =0 Cun) € [tntul

At . C -
Burada t, .1 =t, + - ve istenilen zaman adimindaki ¢oziimler U(tyer) = U (ther)
2

ifadesinden elde edilir. Orijinal problemin alt problemlerle degistirilmesi dogal olarak
bolme hatasi adi verilen bir hataya yol acar (Hundsdorfer ve Verwer, 2003; Celikkaya,

2018:25). E,, yerel kesme hatasi olmak iizere

at, oo,
U(tyq) = eB@HBy(t) = e2%ebBez%(t,) + ALE,

ifadesi yazilabilir. Ustel fonksiyonlarin Taylor seri agilimi kullamilarak E,, asagidaki

gibi hesaplanir
2
E, = ([, [B,A]] - 2[B, [B, A]]Jut, + O(AL?) (25.7)

Koseli parantezler i¢in Baker-Campbell-Hausdorff formiilii uygulanir.
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3. BULGULAR

3.1. Modifiye Edilmis Esit Genislikli Dalga Denkleminin Operator Splitting Kiibik
Trigonometrik B-Spline Kollokasyon Sonlu Eleman Yoéntemiyle Niimerik

Coziimleri

[a, b] ¢Oziim araliginin diizgiin bir par¢alanmasi x,, diiglim noktalari
cinsinden,m =0,1,--,N,a =xy < x; < = < xy = bve h = X1 — X;, olmak {izere

kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

T ()
( p° (Xm) X S X < Xppaq
1 l _pz(xm)p(xm+2) - p(xm)p(xm+3)p(xm+1) - p(xm+4)p2(xm+1) 2 Xmt1 S X < Xy
= 5{ p(xm)pz(xm+3) + p(xm+4)p(xm+1)p(xm+3) + pz(xm+4)p(xm+2) yXm42 =x< Xm+3
L —p*(Xm+a) yXmaz S X < X3
0 ,diger durumlar
(P> (Xm—2) J Xy < X < Xpoq
—p? (Xm-2)p ()
=P (Xm-2)P (Xm41)P(Xm-1) Y Xm—1 S X < Xy
1 _p(xm+2)p2(xm—1)
Tn(x) = ) P (Xm—2)P* (Xms1) (3.1)
+0 (Xm42)P Cem—1)P(Xm41) Xm <X < X1
+9? (Xm42)P (Xm)
—p° (Xme2) yXmar S X < Xpgo
\ 0 ,diger durumlar
p(xy) = sin( x_zxm ), 6 = Sin(g)sin(h) sin(%), m=0,1,..,N

formunda tanimlanir (Hamid ve ark. , 2010; Abbas ve ark., 2014; Walz, 1997; Keskin,
2016:16). [a, b] bolgesi iizerinde {T3,(x), T3 (x), -, Ty (%)} fonksiyonlarinin bir taban
olusturdugu agiktir. u(x, t) fonksiyonuna kiibik trigonometrik B-spline tabanlar ve ,,(t)

zamana bagli parametreler cinsinden asagidaki gibi bir yaklasim yazilabilir

u(x, ) = Uy (x, ) = Z5th; T (6 8m (6). 3.2)
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Burada zamana bagl 6,,(t) parametreleri (1.1) denklemi ve yardimci kosullar
kullanilarak elde edilecektir. (1.1) numarali denklem birinci ve ikinci dereceden tiirevleri
icerdiginden U,U’ ve U" niin diigiim noktalarindaki degerleri &,,(t) parametreleri

cinsinden asagidaki gibi elde edilir

Un = @16m—1 + @26 + 1641,
Un = B16m-1 t B20m+1, (3.3)
Un = ¥10m-1+ ¥20m + V16m+1.

Burada a4, a,, B1, B2, Y1 Ve v, katsayilarinin degerleri asagidaki gibidir:

2
1+cos(h)’

a =sin2(§)csc(h)csc(%),a2 =

3 (3h) 3 (3h)
p1 = csc 5 , B2 = —=csc > )

4 4
3((1+3 cos(h)csc? (E) _ 3cot2(g)
V1= 16(2 cos( )+cos( Sh) ~ 2+4cos(h)’

MEW denkleminin zaman terimine gore parcalanmis formu asagidaki gibidir:

Up — Plyxr = 0, (3.4)
B: Up — UlUyye + 3Uu, = 0. (3.5)

(3.3) ifadesinde verilen U, U’ ve U" degerleri (3.4) ve (3.5) denklemlerinde yerlerine

yazilirsa agsagidaki adi diferansiyel denklem sistemleri elde edilir:

0—’1(§m—1 + a250m + a15°m+1 - #(V150m—1 + Vzdom + Y15om+1) =0, (3.6)
algm—l + azgm + 0‘150m+1 - #(V1Sm—1 + VZSm + )/1Sm+1) + 325, (B16m-1 +
B26m+1) = 0. 3.7)
Burada *“ ° >’ sembolii t’ ye gore birinci mertebeden tiirevi ifade ederken

Un=2Zm = 016m—1 + @20, + €16:41
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dir. (3.6) ve (3.7) denklemlerinde Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimlari &,,(t) =

SEH4sh s _ SW-sR

> Ve O, = i kullanilirsa (N + 1) X (N + 3) boyutlu cebirsel denklem

sistemleri asagidaki gibi elde edilir:

A: (ay — HV1)577:{|;11 + (a; — ﬂ)’z)&rﬁﬂ + (a; — MV1)5r7rlz:11 = (a1 —py)om—q +
(az — uy2)on + (ay — uy1) 041, m = 0(1)(N) (3.8)

3zmAt 3zZ At
B: (a1 —urr t Z—ﬁl) Sith + (ap — uy) 65 + (a1 — Uy + z BZ) St =

3z5AtB 3z5AtB
(a1 —Uy1 t+ %) Om—1 + (az — py2) 0% + (“1 —uy, += 5 2) AL

m = 0(1)(N). 3.9)

Co6ziim bolgesinin disinda kalan 6_; ve 6y, parametrelerini yok etmek i¢in A sistemi
icin U(a,t) = U(b,t) = 0 sinir sartlar1 kullanirken, B sisteminde U"'(a, t) = U" (b, t) =
0 kullanilirsa agagidaki ifadeler elde edilir:

UO = 0(15_1 + 0(250 + a161 = O = 6_1 == __60 61,

Uy =ay-1+ a0y + a16y11 =0 = On+1 = _a_jSN —On-1, (3.10)
Uy =v16-1 +¥200 + 7161 =0 = 6.1 = _%50 — 61,

Uy =¥10n-1 + V20§ + V1041 =0 = On+1 = _%SN —On-1. (3.11)

Bu ifadeler (3.8) ve (3.9) sistemlerine kullanilirsa,

A (unaz — uy, )6614,1 _ (uhaz . ,u)/z) ST, m=0

(a; — #V1)517111t11 + (ay — MYZ)STTYLI-'-l + (a; — HV1)617111111 = (ay —uy)bpm—q +
(az — uy2)o5 + (ay — py1)0m41, m=1(1DWN - 1)

(#};10-’2 —uy 2) S+ = (#121062 _ lﬂ/z) 5n, m=N (3.12)

B: (M2 - py, ) 83+t = (%fz—uyz) 8¢, m=0

ay
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3z5AtB 3z5,AtB
(051 —Uy1 t+ %) 5rrr11t11 + (a; — HV2)5rTrlz+1 + (a1 —Uy1 t+ %) 5#1-:-11 =
3z5AtB 3z AtB
(a1 — Uy + %) Om—1 + (az — uy) o5 + (a1 — Uy, + 2 2 2) e
m=1(1)(N-1)
Hyiaz n+1 _ (K12 n _
(_a1 m’z) oy = ( 1 ﬂyz) ON, m=N (3.13)

elde edilir. Sinir sartlariin (3.8) ve (3.9) sistemlerine uygulanmasiyla, Thomas
algoritmastyla ¢oziilebilir (N + 1) X (N + 1) boyutlu (3.12) ve (3.13) cebirsel denklem
sistemleri elde edilir.

(3.12) ve (3.13) sistemlerinin ¢oziimiinde kullanilmak ftizere bir baslangig
vektoriine ihtiyag vardir. Problemlerle birlikte verilen U(x,0) = f(x) baslangi¢ sarti

kullanilarak 8%, m =0,1,---,N baslangic vektorii asagidaki sistemden bulunabilir:

Up = a18m_1 + @289 + a1844
UO = 0(1591 + 0(258 + (l15{)
Ul = a168 + 0(25{) + a1620

(3.14)

Uy = a;16§_1 + a8y + ;16841

(3.14) sistemi de (N + 1) x (N + 3) boyutlu bir sistem oldugundan ¢6ziim bolgesi igine
diismeyen hayali §_; ve &y,, parametrelerinin yok edilmesi gerekir. U'(a,t) =
U" (b, t) = 0 sinir sartlarinin kullanilmasiyla (3.14) sistemi (N + 1) x (N + 1) boyutlu
bir sisteme doniisiir ve otomatik olarak ¢oziilebilir. Boylece 89, baslangic vektorii

asagidaki sistemin ¢oziimiinden hesaplanabilir
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[« [ sn+1 7 [ i
— ;YZ+a2 0 0 .. 0 8¢ Uo
1
n+1
aq a, aq 0 81 Us
n+1
£ “L 11

3.2. Kararhhk Analizi

(3.8) ve (3.9) sistemlerinin kararlilik analizleri Fourier Von Neumann (Von
Neumann ve Richymyer, 1950; Celikkaya:38) yontemiyle arastirildi. Bu yontemde i =
V=1, B mod sayisi, § amplifikasyon faktorii ve h konum adim uzunlugu olmak iizere
81 = EmeP™ alinmustir. (1.1) numarali denklemde lineerlestirme amaciyla u? = z,,
seklinde aldigimizdan u? terimi yerel bir sabit gibi davranacaktir. (3.8) ve (3.9)’ daki

semalarla ilgili amplifikasyon faktorleri sirasiyla p4 ve pg olsun.

3zmAt 3z At
ky =y —pys, ky = @y — pyy, ks = ag —pyy + = 2 Bl,k4=a1—wl+zTB2

olmak iizere, (3.8) numarali denklemde 87 = &™e™" alinip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

k1€n+1eiﬁ(m—1)h + k25n+1eiﬁmh + k1€n+lei,8(m+1)h
— k1€n+1eiﬁ(m—1)h + k25n+1eiﬁmh + k1€n+1ei,8(m+1)h

elde edilir. Burada gerekli sadelesmeler yapilirsa

P (5”“) _ kie PRk, ke
A

= , —=1<1
fn kle_lﬁh+k2+k1elﬁh -

bulunur. Benzer sekilde (3.9) denkleminde de 8% = &™e!™" ifadesi kullanilirsa
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k3€n+1eiﬁﬁn—1ﬂl+_k26n+1eiﬁnﬂl+_k4€n+1eiﬁ0n+1)h
— k3€n+1eiﬁ0n—1ﬂl+_k2€n+1eiﬁnﬂl+_k4fn+leiﬁﬁn+ﬂh

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

EMN  kye M 4k, + kyePM L<1
PR\ "0 ) " ke P+ ky + kgetPh

bulunur. O halde

pr(&) =pittpptt veya p (&) = pptipatt
En+1 §n+1

PA( gn ) PB( gn >

oldugundan Lie-Trotter bolme semalar1 kosulsuz olarak kararlidir. Benzer sekilde,

<1

lpL(§)] <

ps(&) = pi PR it veya  pg(§) = ppt M putippt?

<§_’Tl+1/2 ) <£+1) <5n+1/2 >
Pa fn PB fn Pa {Tn

Strang bolme semalar1 da kosulsuz olarak kararlidir.

<1

lps ()] <

3.3. Model Problemler

Lineer olmayan MEW denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek ve
uygulanan yontemi test etmek i¢in {i¢ problem gbz Oniine alindi. Model problemlerin
sagladig1 lic korunum sabiti sirastyla kiitle, momentum ve enerji olmak tlizere asagidaki

formiiller ile hesaplanr:

L = fj::udx, I, = fjoc:(uz + u(u)®dx, I; = f+°°u4dx.

— 00
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Uygulanan yontemin hesaplama giiciinii ve etkinligini test etmek igin literatiirde en ¢ok

kullanilan agagidaki hata normlari kullanildi

2
Ly = |[u*™ = Ull; = \/hZﬂyﬂlujmm - Ujl )

tam pam

Lo = |lu —U||00=maxj=|ul —Uj|.

Problem 1: Tek Solitary Dalga Coziimii
Bu problemde, MEW denkleminin x — +oo, U — 0 fiziksel sinir kosullar1 altinda

verilen analitik ¢oziimii

U(x,t) = Asechlk(x — xy — vt)]
ve
U(x,0) = Asech[k(x — x,)]

baslangi¢ sart1 ile géz Oniine alindi. Burada A bagimsiz solitary dalganin genligi, v =

A?/2 dalgamin hiz1 ve k = /1/u dalga sayisidir. Bu problem igin I, I, ve I3 korunum

sabitlerinin analitik degerleri u = 1, A = 0.25, x, = 30 parametreleri i¢in

I, =% = 0.7853982,
2 2
I == + 225 = 0.1666667,
L= 00052083
T3k T

seklinde (Zaki, 2000; Karakog, 2011:33) tarafindan verilmistir.
Problem 2: Iki Solitary Dalganin Girisimi
Iki solitary dalgani girisimini incelemek icin MEW denklemi asagidaki baslangic

sart1 ile goz Oniine alindi

U(x,0) = A;sech[k(x — xq)] + Azsech[k(x — x3)].
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Burada, 0 < x <80,u=1,x; =15,x, =30, 4; =1, A, = 0.5 degerleri igin I, I, ve

15 ile gosterilen kiitle, momentum ve enerji korunum sabitlerinin analitik degerleri

I, = (A, + A,) = 4.7123889,

I, = 2 (A? + A3) = 33333333,

4
Iy = = (A} + A%) = 1.4166667

seklinde (Zaki, 2000; Karakog, 2011:34) tarafindan verildi.

Problem 3: Dalga olusumu

Problem 3 i¢in

2

U(x,0) =e™*
Maxwellian baslangic sart1 ve
U(-20,t) = U,(—20,t) = U(20,t) = U,(20,t) =0

sinir sartlart kullanilarak MEW denkleminin niimerik ¢éztimleri u” niin farkli degerleri

i¢in hesaplandi (Zaki, 2000; Karakog, 2011:35).
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Tablo 1. Problem 1’in At = 0.05, h = 0.1, A = 0.25, u = 1, x; = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin Lie-
Trotter ve Strang semalariyla hesaplanan korunum sabitleri ve hata normlarinin karsilagtirilmasi.

Yontem t I, I, I L,x103 L, x 103
5 0.785398  0.166667  0.005208  0.026672  0.023192

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.052795  0.046918

A-B 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.077848  0.070102
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.101359  0.091704

5 0.785398  0.166667  0.005208  0.026672  0.023192

10 0.785398 0.166667  0.005208  0.052795  0.046918

B—A 15 0.785398 0.166667  0.005208  0.077848  0.070102
20 0.785398  0.166667 0.005208  0.101359  0.091704

5 0.785398  0.166667 0.005208  0.026672  0.023192

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.052795  0.046918

A-B—-A 15 0.785398  0.166667 0.005208  0.077848  0.070102
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.101359  0.091704

5 0.785398  0.166667  0.005208  0.026670  0.023184

10 0.785398  0.166667 0.005208  0.052791  0.046902

B-A-B 15 0.785398  0.166667 0.005208  0.077840  0.070077
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.101349  0.091670

Tablo 1’de Problem 1’in At = 0.05,h =0.1,A=025u=1,x=30ve 0 <x <80
degerleri i¢in tek solitary dalganin t = 5,10, 15 ve 20 zamanlarindaki korunum sabitleri
ve hata normlarmin A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan niimerik
sonuglar verildi. Tablo 1’den goriildiigii gibi A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla
hesaplanan I; , I, ve I5 korunum sabitlerinin zaman ilerledik¢e neredeyse sabit kaldigi
gorilmektedir. Bu da uygulanan yontemin kismi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢ozlimlerinde etkili bir yontem oldugunun gdstergesidir. Ayrica, Tablo 1’de A-B, B-A,
A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan L, ve L, hatalarinin zaman ilerledikce arttig1
gozlemlendi. B-A-B semasiyla elde edilen L, ve L., hata normlarinin diger {i¢ semaya

gore daha kiigiik oldugu Tablo 1°den agikca goriilmektedir.
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Tablo 2. Problem 1’in At = 0.05, h = 0.05, A = 0.25, 4 =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢gin tek
solitary dalganin korunum sabitleri ve hata normlarinin karsilastiriimast.

Yéntem t I, I, I3 L, x 103 L, x 103
5 0.785398  0.166667  0.005208  0.006667 0.005801

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.013197 0.011734

A-B 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.019459 0.017532
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.025338 0.022935

5 0.785398  0.166667  0.005208  0.006667 0.005801

10 0.785398 0.166667  0.005208  0.013197 0.011734

B—A 15 0.785398 0.166667  0.005208  0.019459 0.017532
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.025338 0.022935

5 0.785398  0.166667  0.005208  0.006667 0.005801

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.013197 0.011734

A-B-A 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.019459 0.017532
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.025338 0.022935

5 0.785398  0.166667  0.005208  0.006664 0.005793

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.013192 0.011718

B—A-B 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.019452 0.017507
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.025327 0.022901

Tablo 2’de problem 1’in, At = 0.05, h=0.05, A =025, u=1,x,=30ve 0 <x <
80 degerleri i¢in tek solitary dalganin t = 5,10, 15 ve 20 zamandaki korunum sabitleri
ve hata normlarinin A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan niimerik
sonuclar verildi. Tablo 2’den goriildiigii gibi A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla
hesaplanan I; , I, ve I; korunum sabitlerinin zaman ilerledik¢e neredeyse sabit kaldigi
goriilmektedir. Bu da uygulanan yontemin kismi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢ozlimlerinde etkili bir yontem oldugunun gdstergesidir. Ayrica, Tablo 2°de A-B, B-A,
A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan L, ve L, hatalarinin zaman ilerledikge arttig1
gozlemlendi. B-A-B semasiyla elde edilen L, ve L, hata normlarinin diger {i¢ semaya

gore daha kiigiik oldugu Tablo 2’den agikca goriilmektedir.
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Tablo 3. Problem 1’in At = 0.1, h = 0.05, A = 0.25, 4 = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitleri ve hata normlarinin karsilastiriimast.

Yontem t I, I, I L,x103 L, x 103
5 0.785398  0.166667  0.005208  0.006677  0.005830

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.013217  0.011797

A-B 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.019490  0.017631
20 0.785398  0.166667 0.005208  0.025379  0.023072

5 0.785398  0.166667  0.005208  0.006677  0.005830

10 0.785398 0.166667 0.005208  0.013217  0.011796

B—A 15 0.785398 0.166667  0.005208  0.019490  0.017630
20 0.785398  0.166667 0.005208  0.025379  0.023071

5 0.785398  0.166667 0.005208  0.006677  0.005830

10 0.785398  0.166667  0.005208  0.013217  0.011797

A-B-A 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.019490  0.017631
20 0.785398  0.166667 0.005208  0.025379  0.023072

5 0.785398  0.166667 0.005208  0.006667  0.005801

10 0.785398  0.166667 0.005208  0.013197  0.011734

B—A-B 15 0.785398  0.166667  0.005208  0.019459  0.017532
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.025338  0.022935

Tablo 3’te problem 1’in, At = 0.1, h = 0.05,A =025 u=1,x,=30ve 0 < x <80
degerleri igin tek solitary dalganin t = 5,10, 15 ve 20 zamandaki korunum sabitleri ve
hata normlarinin A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan niimerik sonuglari
verildi. Tablo 3’ten goriildiigii gibi A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan
I; , I, ve I3 korunum sabitlerinin zaman ilerledik¢e neredeyse sabit kaldigi
goriilmektedir. Bu da uygulanan yontemin kismi diferansiyel denklemlerin sayisal
cOziimlerinde etkili bir yontem oldugunun gostergesidir. Ayrica, Tablo 3°te A-B, B-A,
A-B-A ve B-A-B semalariyla hesaplanan L, ve L, hatalarinin zaman ilerledikce arttig1
gozlemlendi. B-A-B semasiyla elde edilen L, ve L, hata normlarinin diger {i¢ semaya
gore daha kii¢iik oldugu Tablo 3’ten agikca goriilmektedir.

Tablo 1 ve tablo 2’de goriildiigii iizere Strang B-A-B semasinda At = 0.05
alinarak h = 0.1 ve h = 0.05 igin yapilan hesaplamalarda t = 20°de L, ve L., hata
normlarinin A = 0.1 igin sirastyla 0.101349, 0.091670; h = 0.05 i¢in sirasiyla 0.025327,
0.022901 oldugu goriildi. Elde edilen sonuglardan A adim uzunlugu kiiciildiik¢e hata
normlarinin da kii¢iildigti goriildii. Tablo 2 ve Tablo 3’ te goriildiigii iizere Strang B-A-
B semasi ile h = 0.05 alinarak At = 0.05 ve At = 0.1 i¢in yapilan hesaplamalarda t =
20’de L, ve Lo, hata norm degerlerinin At = 0.05 i¢in sirasiyla 0.025327, 0.022901;
At = 0.1 i¢in sirasiyla 0.025338, 0.022935 oldugu goriildii. Elde edilen sonuglardan At

adim uzunlugu kiiciildiik¢e hata norm degerlerinin de kiigiildiigii goriildii.
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Tablo 4. Problem 1’in At = 0.05, h = 0.1, A = 0.25, u = 1, x; = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin (Karakog, 2011:42; Esen, 2006)) ile

karsilastirilmasi.
Yontem t I, I, I3 L, x 103 L, x103
5 0.785398 0.166667 0.005208 0.026672 0.023192
10 0.785398 0.166667  0.005208  0.052795 0.046918
B-A-B 15 0.785398 0.166667  0.005208 0.077848 0.070102
20 0.785398 0.166667  0.005208  0.101359 0.091704
(Karakog, 20 0.8236523 0.1799408 0.0060628 16.591909  12.299878
2011:42)
(Karakog, 20 0.8233779 0.1798179 0.0060545 16.452886  12.147687
2011:43)
(Esen, 20 0.7853898 0.1667614 0.0052082 0.0796940  0.0465523
2006
(Esen), 20 0.785397 0.166473  0.005208 0.269281 0.256997
2008)

Tablo 5. Problem 1’in At = 0.05, h = 0.05, A = 0.25, 4 =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlariin (Karakog, 2011:42) ile karsilagtiriimasi.

Yontem ¢ 1, I, I3 L, x103 L, x103
5 0.785398 0.166667 0.005208 0.006664 0.005793
10 0.785398 0.166667 0.005208 0.013192 0.011718
B-A-B 15 0.785398 0.166667 0.005208 0.019452  0.017507
20 0.785398 0.166667 0.005208 0.025327 0.022901

(;%arak%&;, 20 0.8041800 0.1731119 0.0056170 8.1295265 6.0283621
11:4

(gﬁrf_lg;, 20 0.8041468 0.1730971 0.0056160 8.1123878 6.0033067

Problem 1igin, A = 0.25, u = 1, x, = 30,0 < x < 80 iken At = 0.05 alinarak h = 0.1
ve h = 0.05 degerleri i¢in yapilan hesaplamalar tablo 4 ve tablo 5’te verildi. Tablo 4’te
t = 20’de Strang B-A-B i¢in h = 0.1 iken L, ve L, hata norm degerleri sirasi ile
0.101359, 0.091704 oldugu gorildi. Ayni degerler igin (Karakog, 2011:42-43)’iin
yapmis oldugu ¢alismalardan birinde L, ve L, hata norm degerleri sirasi ile 16.591909,
12.299878 iken (Karakog, 2011:42-43)’iin diger ¢alismasinda L, ve L, hata norm
degerleri siras1 ile 16.452886, 12.147687°dir. Tablo 4’ten goriildigi lizere B-A-B
semasiyla hesaplanan niimerik sonuclar referans (Karakog, 2011:42-43)’{in elde ettigi
sonuglardan daha iyi oldugu agiktir. Tablo 5°te ayn1 parametreler kullanilarak h = 0.05
i¢in hesaplanan niimerik sonuglara bakildiginda L, ve L, hata normlarinin kiigiildigi
goriilmektedir. Ayrica, referans (Karakog, 2011:42-43) calismasina gore B-A-B

semasiyla hesaplanan L, ve L, hata normlarinin daha kii¢iik oldugu ve korunum



42

sabitlerini daha iyi korundugu goriilmektedir. Referans (Esen, 2006)’ da kullanilan
Galerkin yontemiyle yapilan karsilastirmada, B-A-B ile hesaplanan L, ve L, hata
normlarinin ¢t = 20°de daha biiylik oldugu fakat Referans (Esen, 2008)’de kullanilan

sonlu fark yontemine gore hatalarin daha kiiciik oldugu agikca goriilmektedir.

Tablo 6. Problem 1’in h = 0.1, A = 0.25, 4 = 1, x5 = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek solitary
dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin At = 0.1 ve At = 0.01 iken (Karakog, 2011:43-44)
ile karsilastirilmasi.

Yontem At t I, I, I L, x103 L, x10°

5 0.785398  0.166667 0.005208 0.026682  0.023221

10 0.785398  0.166667 0.005208  0.052815  0.046980

B-A-B 0.1 15 0.785398  0.166667 0.005208  0.077877  0.070201

20 0.785398  0.166667 0.005208  0.101400  0.091841

(Karakog, 20 0.8236521 0.1799407 0.0060628 16.5917510 12.2996715

(?alriifg, 20 0.8233777 0.1798178 0.0060545 16.4527307 12.1474822
2011:44)

5 0.785398  0.166667 0.005208 0.026669  0.023182

10 0.785398  0.166667 0.005208  0.052789  0.046898

B-A-B 001 15 0.785398  0.166667 0.005208 0.077838  0.070070

20 0.785398  0.166667 0.005208  0.101347  0.091660

(Karakog, 20 0.8236523 0.1799408 0.0060628 16.5919596 12.2999444

(EKZ:rtlﬁf%, 20 0.8233779 0.1798179 0.0060545 16.4529352 12.1477525
11:44

Problem 1’in h=0.1, A=0.25, u=1, xo =30 ve 0 <x <80 degerleri i¢in tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve L, ve L, hata normlarinin At = 0.1 ve 0.01
degerleri i¢in yapilan hesaplamalar tablo 6’da verildi. Tablo 6’da t = 20’de goriildiigi
tizere Strang B-A-B i¢in At = 0.1 iken L, ve L, hata norm degerleri sirasi1 ile 0.101400,
0.091841 oldugu goriildii. Aynm1 degerler i¢in Referans (Karakog, 2011:43)’tin yapmis
oldugu calismalardan birinde L, ve L, hata norm degerleri siras1 ile 16.5917510,
12.2996715 iken (Karakog, 2011:44)’iin diger ¢alismasinda L, Ve L, hata norm degerleri
strast 16.4527307, 12.1474822°dir. Ayrica, uygulanan yontemle elde edilen korunum
sabitlerinin (Karakog, 2011) c¢alismasinda verilen niimerik sonuglara gore daha iyi
korundugu agiktir. Tablo 6’dan agik¢a goriildigi lizere At kiigiildiikge L, ve L., hata

normlari da azalmaktadir.
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Sekil 3.1. Problem 1’in At = 0.05,h = 0.1, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek solitary
dalganin farkli A degerleri i¢in fiziksel davranisi.

Sekil 3.1°de problem 1’in At = 0.05,h =0.1,u =1,x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri

icin tek solitary dalganin farkli A degerleri icin fiziksel davranisi t = 20°de verildi.

Sekilden goriildiigii gibi dalganin genligi biiylidiikce dalga saga dogru daha hizli

ilerlemekte ve genligini korumaktadir.
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Tablo 7. Problem 2’nin h = 0.1,4; = 1,4, =05 =1,x; = 15, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri
igin iki solitary dalganin girisiminin korunum sabitlerinin At = 0.025 ve At = 0.01 iken karsilastirilmas.

At At
= 0.025 =0.01
Yoéntem t I I, I I I, I,
5 4712381 3.333325 1416659 4.712389 3.333336 1.416669
10 4712373 3.333313 1416647 4.712388 3.333334 1.416668
A-B 15 4712365 3.333295 1416636 4.712388 3.333327 1.416668
20 4712356 3.333254 1416625 4.712387 3.333296 1.416667
5 4712373 3.333314 1416647 4.712388 3.333335 1.416668
10 4712356 3.333291 1416625 4.712387 3.333332 1.416667
B-A 15 4712340 3.333262 1.416603 4.712386 3.333324 1.416665
20 4712323 3.333210 1.416581 4.712385 3.333293 1.416664
5 4712381 3.333325 1416659 4.712389 3.333336 1.416669
10 4712373 3.333313 1416647 4.712389 3.333334 1.416668
A-B-A 15 4712365 3.333295 1416636 4.712388 3.333327 1.416668
20 4712356 3.333254 1.416625 4.712387 3.333296 1.416667
5 4712388 3.333334 1416668 4.712389 3.333336 1.416670
10 4712386 3.333331 1.416666 4.712389 3.333335 1.416669
B-A-B 15 4712385 3.333322 1416663 4.712389 3.333328 1.416669
20 4712383 3.333290 1416661 4.712389 3.333298 1.416669

Problem 2°’nin h =0.1, 4, =1, 4, =05u=1,x,=15,x,=30,0<x<80,t =
5,10,15 ve 20 degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin korunum sabitleri, At =
0.025 ve 0.01 iken elde edilen niimerik sonuglar tablo 7’de verildi. Problem 2 igin I3, I,
ve I3 korunum sabitlerinin tam ¢oziimi swrast ile 4,7123889, 3.3333333 ve
1.4166667°dir. Tablo 7°de goriildiigii gibi A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla
hesaplanan korunum sabitleri zaman ilerledik¢e neredeyse degismemekte ve B-A-B
semasi ile elde edilen sonuglar tam ¢6ziime daha yakindir. Tablo 7°de At = 0.01 iken

elde edilen sonuglar, At = 0.025 iken elde edilen sonuglara gore daha yakinsaktir.
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Tablo 8. Problem 2’nin At = 0.01,4;, = 1,4, =05u=1,x, = 15,x, =30 ve 0 < x < 80 degerleri
i¢in iki solitary dalganin girisiminin korunum sabitlerinin h = 0.1 ve h = 0.05 iken karsilagtirilmasi.

h=0.1 h =0.05

Yontem t I; I, I3 I; I, I3
5 4712389 3.333336 1416669 4.712389 3.333335 1.416669

10 4712388 3.333334 1416668 7.712388 3.333334  1.416668
A-B 15 4.712388 3.333327 1.416668 4.712388 3.333332  1.416668
20 4712387 3.333296 1416667 4.712387 3.333323  1.416667

5 4.712388 3.333335 1.416668 4.712388 3.333334  1.416668
10 4712387 3.333332 1416667 4.712387 3.333333  1.416667
B-A 15 4712386 3.333324 1416665 4.712386 3.333330  1.416665
20 4712385 3.333293 1.416664 4.712385 3.333321 1.416664

5 4712389 3.333336 1416669 4.712389 3.333335 1.416669
10 4712389 3.333334 1.416668 4.712389 3.333334  1.416668
A-B-A 15 4712388 3.333327 1416668 4.712388 3.333332 1.416668
20 4712387 3.333296 1416667 4.712387 3.333323  1.416667

5 4712389 3.333336 1.416670 4.712389 3.333336  1.416670
10 4712389 3.333335 1416669 4.712389 3.333335 1.416669
B-A-B 15 4712389 3.333328 1.416669 4.712389 3.333333  1.416669
20 4712389 3.333298 1416669 4.712389 3.333326  1.416669

Problem 2°nin At = 0.01,4;, = 1,4, =05u=1,x;, =15,x, =30,0<x <80, t =
5,10, 15 ve 20 degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin korunum sabitleri h = 0.1
ve 0.05 degerleri i¢in hesaplanan niimerik sonuglar tablo 8’de verildi. Problem 2 igin
1,1, ve I3 korunum sabitlerinin tam ¢Oziimii siras1 ile 4,7123889, 3.3333333 ve
1.4166667°dir. Tablo 8’de goriildiigii gibi A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalanyla
hesaplanan niimerik sonuglar korunum sabitlerinin ger¢ek degerlerine oldukca yakin ve
zamanla neredeyse degismemektedir. Ayrica, korunum sabitlerinin gercek degerlerine en
yakin sonuglar B-A-B semasiyla elde edildi. Tablo 8’den agik¢a goriildiigii gibi A konum
adim uzunlugu kiigiildiikce hesaplanan niimerik sonuclar da korunum sabitlerini gercek

degerlerine yaklagmaktadir.
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Tablo 9. Problem 2’nin h = 0.1,4;, =1,A, =05u=1,x; = 15,x, = 30,0 < x < 80, At = 0.025
ve 0.01 degerleri i¢in Problem 2’nin korunum sabitleri ve (Karakog, 2011:47) ile karsilastirilmasi.

At At
= 0.025 =0.01
Yontem t I I, I3 I I, I3
10 4712386  3.333331  1.416666  4.712389  3.333335  1.416669
20 4712383  3.333290  1.416661  4.712389  3.333298  1.416669
B-A-B 30 4712381  3.332867  1.416657  4.712389  3.332878  1.416669
40 4712380  3.332899  1.416656  4.712389  3.332912 1.416670
50 4712377  3.333261 1416653  4.712389  3.333277 1.416669
60 4712373  3.333309  1.416648  4.712389  3.333329  1.416668
70 4712370  3.333327  1.416644  4.712388  3.333351  1.416668
80 4712367  3.333321  1.416640  4.712388  3.333349  1.416668
(Karakog, 80 3.3351572  0.8913993 0.0732870 3.3351561 0.8913948 0.0732861
2011:47)

Problem 2’ninh =0.1,4;, =1,4, =05u=1,x;, =15,x, =30,0 < x <80, At =

0.025 ve 0.01 degerleri i¢in hesaplanan niimerik sonuglar tablo 9’da verildi. Problem 2

icin hesaplanan [;,I, ve I3 korunum sabitlerinin tam ¢oziimii sirasi ile 4,7123889,

3.3333333 ve 1.4166667 dir. Ayrica, Tablo 9’da B-A-B semasiyla hesaplanan niimerik

sonuglar (Karakog, 2011:47) ¢aligmasinda bulunan sonuglarla karsilastirildi. Tablo 9° dan

acikeca goriildiigli gibi B-A-B semasiyla elde edilen sonuclar korunum sabitlerinin gercek

degerlerine (Karakog, 2011:47) ¢alismasinda verilen sonuglara gore daha yakinsaktir.
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Sekil 3.2. Problem 2°nin At = 0.025,h = 0.1, u = 1, x; = 15, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in
farkli zamanlardaki iki solitary dalganin girisimi.

Sekil 3.2°de At = 0.025,h =0.1,u = 1,x; = 15, x, = 30ve 0 < x < 80 degerleri i¢in

iki solitary dalganin girisimi t = 0,20,40 ve 80 zamanlarinda gozlendi. Sekilden

goriildiighi gibi t = 0°da genligi biiyiik olan dalga genligi kiicliik dalganin solunda

durmaktadir. Biiylik dalga daha hizli oldugu i¢in zaman ilerledikge kiigiik dalgay1 icine

alarak geride biraktig1 goriilmektedir. Carpismadan sonra kiigiik dalganin arkasinda

kiiclik dalgaciklar biraktig1 goriildii.
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Tablo 10a. Problem 3’iin At = 0.01, h = 0.05 ve y’niin farkli degerleri igin A-B semasi ile hesaplan
I, I, ve I3 korunum sabitleri.

Yontem t I I, I3 L I, I3

u=20.5 u=0.1

2.5 1.772454  1.879787 0.886229  1.772457 1.377909 0.886282
5.0 1.772454  1.879993  0.886227  1.772457 1.377930 0.886282
A-B 7.5 1.772454  1.880002  0.886227  1.772458 1.377898 0.886282
10.0  1.772454 1.879991 0.886227 1.772459 1.377860 0.886282
125 1772454 1.879988  0.886227  1.772459 1.377837 0.886282

pn=20.05 u=0.02

2.5 1.772465 1.314677 0.886438  1.772519 1.275351 0.887319
5.0 1.772469  1.314465 0.886443  1.772532 1.274893 0.887341
A-B 7.5 1.772469  1.314403 0.886443  1.772533 1.274702 0.887327
10.0  1.772469 1.314410 0.886442 1.772533 1.274628 0.887306
125 1772470 1.314396 0.886442 1.772535 1.274532 0.887285

n 7
=0.005 =0.0025

2.5 1773056  1.251366 0.897694  1.773376 1.244419 0.913032
5.0 1772870  1.249100 0.895884  1.771948 1.240024 0.907364
A-B 7.5 1772540  1.247785 0.893973  1.770043 1.236102 0.901565
10.0 1.772163 1.246650 0.891927 1.767624 1.229564 0.885717
125 1771770 1.245676  0.889929  1.765650 1.225545 0.876267

Tablo 10b. Problem 3’tin At = 0.01, h = 0.05 ve y’niin farkli degerleri i¢in B-A semasi ile hesaplan
I, I, ve I3 korunum sabitleri.

Yontem t A I, I3 A I, I3

u=20.5 u=0.1

2.5 1.772454  1.879787 0.886229  1.772457 1.377909 0.886282
5.0 1.772454  1.879993  0.886227  1.772457 1.377930 0.886282
B-A 7.5 1.772454  1.880002  0.886227  1.772458 1.377898 0.886282
10.0  1.772454 1.879991 0.886227 1.772458 1.377860 0.886282
125 1772454  1.879988  0.886227 1.772459 1.377837 0.886282

pu=0.05 u=20.02

25 1.772465 1.314676 0.886437  1.772515 1.275344 0.887305
5.0 1772469  1.314464 0.886442  1.772522 1.274874 0.887304
B-A 7.5 1.772469  1.314402 0.886442  1.772517 1.274671 0.887267
10.0 1.772468 1.314409 0.886440 1.772511 1.274586 0.887222
125 1772469 1314394 0.886439 1.772506 1.274479 0.887178

[z L
=0.005 =0.0025

2.5 1772751  1.250768 0.896291  1.771690 1.241772 0.908881
5.0 1772119  1.247649 0.892547 1.767914 1.231796 0.886384
B-A 7.5 1771353  1.245469 0.888562  1.764156 1.223809 0.868806
10.0  1.770557 1.243534 0.884695 1.760348 1.215174 0.849441
125 1769753 1.241705 0.880551 1.757120 1.2088945 0.835874
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Tablo 10c. Problem 3’iin At = 0.01, h = 0.05 ve u’niin farkli degerleri igin A-B-A semasi ile hesaplan
I, I, ve I3 korunum sabitleri.

Yontem t I; I, I3 I I, I3
n=20.5 n=0.1
25 1.772454  1.879787 0.886229  1.772457 1.377909 0.886282
5.0 1.772454  1.879993 0.886227  1.772457 1.377930 0.886282
A-B-A 7.5 1.772454  1.880002 0.886227  1.772458 1.377898 0.886282
10.0 1.772454 1.879991 0.886227  1.772459 1.377860 0.886282
125  1.772454 1.879988  0.886227  1.772459 1.377837 0.886282
u=0.05 pn=0.02
25 1772465 1.314677 0.886438 1.772519 1.275351 0.887319
5.0 1.772469 1.314465 0.886443 1.772532 1.274893 0.887341
A-B-A 7.5 1.772469  1.314403 0.886443 1.772533 1.274702 0.887327
10.0  1.772469 1.314410 0.886442 1.772533 1.274628 0.887306
125  1.772470 1.314396 0.886442 1.772535 1.274532 0.887285
u u
= 0.005 = 0.0025
25 1.773056  1.251366 0.897694  1.773376 1.244419 0.913032
5.0 1.772870 1.249100 0.895884  1.771948 1.240024 0.907364
A-B-A 7.5 1.772540 1.247785 0.893973  1.770043 1.236102 0.901565
10.0 1.772163 1.246650 0.891927 1.767624 1.229564 0.885717
125 1771770 1.245676  0.889929  1.765650 1.225545 0.876267
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Tablo 10d. Problem 3’iin At = 0.01, h = 0.05 ve p’niin farkli degerleri i¢in B-A-B semasi ile hesaplan
I, 1, ve I3 korunum sabitleri ve (Celikkaya, 2019:63) ile karsilagtirilmast.

Yontem t I; I, I3 I I, I3
n=20.5 n=0.1
2.5 1.772454  1.879787 0.886229  1.772457 1.377909 0.886265
5.0 1.772454  1.879993 0.886227  1.772457 1.377930 0.886265
B-A-B 7.5 1.772454  1.880002 0.886227  1.772458 1.377898 0.886265
10.0 1.772454 1.879991 0.886227  1.772459 1.377860 0.886265
125  1.772454 1.879988 0.886227  1.772459 1.377837 0.886265

(Celikkaya, 125  1.77245  1.88008  0.88623  1.77249 137774  0.88627
2019:63)

u=0.05 pn=0.02
25 1.772465 1.314677 0.886377  1.772522 1.275355 0.887105
5.0 1.772469 1.314465 0.886383 1.772541 1.274909 0.887148
B-A-B 7.5 1.772470  1.314403 0.886384  1.772549 1.274729 0.887156
10.0  1.772470 1.314411 0.886384  1.772555 1.274667 0.887157
125  1.772471 1.314397 0.886384  1.772562 1.274582 0.887158

(Celikkaya, 125  1.77254 131431  0.88639  1.77275 127458  0.88717
2019:63)

n n
= 0.005 = 0.0025

25 1773355 1.251925 0.897971 1.775376 1.248992 0.924133
5.0 1773630 1.250632  0.898649  1.776423 1.249123 0.930584
B-A-B 7.5 1773737  1.250098  0.898383  1.776635 1.247582 0.924336
10.0 1.773810 1.249911 0.898698 1.776705 1.247318 0.927559
125 1.773845 1.249704 0.898293  1.776850 1.247821 0.930099

(Celikkaya,  12.5  1.77465 125032  0.89902  1.77868 124930  0.92893
2019:63)

10a, 10b, 10c ve 10d tablolarinda At = 0.01, h = 0.05, x, = 10, =20 <x < 20, t =
2.5,5,7.5,10 ve 12.5 degerleri igin problem 3’iin A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalari
ile hesaplanan niimerik sonuglar verildi. Tablolardan agik¢a goriildiigli gibi her dort sema
ile hesaplanan I, I, ve I3 korunum sabitleri birbirleri ile iyi uyum igindedir. Ayrica, tablo
10d’de B-A-B Strang semasi ile hesaplanan niimerik degerler standart B-spline kullanan
(Celikkaya, 2019:63) calismasi ile t = 12.5 zamanindaki sonuglar karsilastirildi. Elde
edilen niimerik sonuglara bakildiginda A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalan ile

hesaplanan sayisal degerler literatiirde bulunan ¢aligmalarla uyum i¢indedir.
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Sekil 3.3. Problem 3’iin t = 12.5 zamandaki farkli p degerleri i¢cin maxwellian baslangi¢ kosulu

Sekil 3.3’te t = 12.5, At = 0.01, h = 0.05, x, = 10 ve —20 < x < 20 parametreleri
icin problem 3’lin farkli u degerleri i¢in iirettigi soliton dalgalarin grafikleri verildi. Sekil
3.3’ten gorildigi tizere u kiigtildiikge iiretilen soliton dalga sayis1 artarken dalgalarin
genlikleri de yiikselmektedir. Ayrica, farkli u degerleri icin Problem 3 tarafindan iiretilen
en biiyiikk genlige sahip soliton dalgalarin t¢ = 12.5 zamanindaki konum ve genlikleri
hesaplandi. ¢ = 0.5 i¢in en biiyiik genlige sahip soliton dalganin konumu x = 5.800 ve
genligi 0.984 olarak hesaplandi. ¢ = 0.1 icin en biiyiik genlige sahip soliton dalganin
konumu x = 9.300 ve genligi 1.195 olarak hesaplandi. 4 = 0.05 i¢in en biiyiik genlige
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sahip soliton dalganin konumu x = 10.850 ve genligi 1.291 olarak hesaplandi. u = 0.02
icin en biiyiik genlige sahip soliton dalganin konumu x = 12.850 ve genligi 1.396 olarak
hesaplandi. ¢ = 0.005 i¢in en biiyiik genlige sahip soliton dalganin konumu x = 15.250
ve genligi 1.445 olarak hesaplandi. © = 0.0025 i¢in en biiyiik genlige sahip soliton
dalganin konumu x = 15.950 ve genligi 1.537 olarak hesaplandi.

Tablo 11. Problem 1’in farkli A degerleri i¢in I, I, ve I3 korunum sabitlerinin analitik degerleri.

Yontem A I, I, I3
0.25 0.7853981633974 0.1666666666667 0.00520833333333
Analitik 0.50 1.5707963267949 0.6666666666667 0.08333333333333
0.75 2.3561944901923 1.5 0.421875
1.0 3.1415926535898 2.6666666666667 1.33333333333333

Tablo 12. Problem 1’in At = 0.05,h =0.1,A =1.0,u =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarmin karsilastirilmasi.

Yontem t 1, I, I3 L, x 103 L, x 103
5 3.141580 2.666651 1.333317  0.847237 0.535918
B-A-B 10 3.141568  2.666634  1.333300 0.741485 0.445549

15 3.141555  2.666617  1.333283  0.948385 0.633442
20 3.141543  2.666601  1.333267  1.227119 0.851415

(Karta ve 20 3.1415925 2.6666665 1.3333332 1.04683 0.65254
Kutluay,
2022:9)
(Celikkaya, 20 3.1415922 2.6666685 1.3333329 2.49435 1.78185
2019)
(Baghan ve 20 3.1416760 2.6667600 1.3334280 1.50692 0.92893

ark., 2021)
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Tablo 13. Problem 1’in At = 0.01,h =0.1,A=1.0,u =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yontem t I, I, I L, x103 L, x10°
5 3.141593 2.666668 1.333333  0.828178  0.528876
B-A-B 10 3.141592  2.666667 1.333333  0.682647  0.403625

15 3.141592  2.666667  1.333333  0.806347 0.485041
20 3.141592  2.666667  1.333333  0.968625 0.639920

(Karta ve 20 3.1415927 2.6666667 1.3333333 0.04402 0.02808
Kutluay,
2022:9)
(Esen ve 20 3.1415790 2.6666350 1.3333310 0.14945 0.09870
Kutluay,
2008)
(Geyikli ve 20 3.1415838 2.6666592 1.3333251 3.61948 2.25768
Karakog,
2015)
Karakog ve 20 3.1415860 2.6666612 1.3333279 3.61297 2.25401
Geyikli,
2013)
Karakog, 20 3.1415842 2.6666609 1.3333890 3.98833 2.84859
Ucar ve
Yagmurlu,
2012)
(Bashan ve 20 3.1416120 2.6667230 1.3333890 0.02601 0.01908
ark., 2021)

Tablo 11°de problem 1’in A = 0.25,0.5,0.75 ve 1 i¢in korunum sabitlerinin analitik
degerleri verildi. Tablo 12’de At = 0.05,h=0.1,A=10,u=1,x,=30ve 0 <x <
80 icin korunum sabitleri ve hata normlarinin ¢ = 5,10,15 ve 20 zamanlarindaki
degerleri verildi. Ayrica, literatiirde bulunan farkli caligmalarla t = 20’de verilen
sonuglar karsilagtirildi. Tablo 12°den goriildiigii gibi zaman ilerledikge korunum sabitleri
neredeyse degismemektedir. Tablo 12°den anlasildigi izere B-A-B semast ile hesaplanan
hata normlar1 diger caligmalarla uyum igindedir. Tablo 13’te ayni parametreler
kullanilarak At = 0.01 i¢in korunum sabitleri ve L,, L, hata normlar1 hesaplandi. Tablo
13’ten goriildiigi gibi At kiigtildiikge hata normlarinin da diistiigii goriilmektedir. Ayrica
B-A-B semasi ile hesaplanan L, ve L, hata normlar1 bazi ¢alismalarla karsilagtirildi.
Tablo 12 ve tablo 13°den goriildiigii gibi korunum sabitlerimiz neredeyse sabit kalmakta
ve L,, L., hata normlari karsilastirma yapilan ¢ogu ¢alismada bulunan sonug¢lardan daha
kiiciik olmasina ragmen kuintik B-spline kullanan (Karta ve Kutluay, 2022) ¢alismasinda

bulunan sonuglardan daha biiyiiktiir.
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Tablo 14. Problem 1’in At = 0.05,h = 0.1,A =0.75, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yontem t I, I, I L, x103 L, x10°
5 2.356194 1500000 0.421874 0.557474  0.464771
B-A-B 10 2356193  1.499999  0.421874  0.607660  0.388715

15 2.356192  1.499997  0.421873  0.524769 0.327975
20 2.356191  1.499997  0.421873  0.538766 0.306975

(Karta ve 20 2.3561945 1.5000000 0.4218750 0.14323 0.09075
Kutluay,
2022:10)
(Celikkaya, 20 2.3561944 1.5000012 0.4218750 2.03819 1.46910
2019)
(Baghan ve 20 2.3562210 1.5000350 0.4218947 0.14153 0.08585
ark., 2021)

Tablo 15. Problem 1’in At = 0.01, h =0.1,A = 0,75, u =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yéntem t I I, I3 L, x 103 L, x 103
5 2.356194  1.500001 0.421875  0.555457 0.458533
B-A-B 10 2.356194  1.500000 0.421875 0.603143 0.389140

15 2.356194 1500000 0.421875 0.517019 0.327357
20 2.356194  1.500000 0.421875  0.525183 0.289792

(Karta ve 20 2.3561945 1.5000000 0.4218750 0.00701 0.00485
Kutluay,

2022:10)

(Esen ve 20 2.3561860 1.4999790 0.4218745 0.05193 0.03667
Kutluay,

2008)

(Geyikli ve 20 2.3561893 1.4999973 0.4218732 1.48146 0.93623
Karakog,

2015)
(Karakog ve 20 2.3561895 1.4999769 0.4218733 1.48020 0.93594
Geyikli,

2013)

(Karakog, 20 2.3561896 1.4999782 0.4218733 2.24293 1.62010
Ucar ve

Yagmurlu,

2012)

(Bashan ve 20 2.3561560 1.4999630 0.4218543 0.01595 0.01218
ark., 2021)

Tablo 14’de Problem 1’in At = 0.05,h =0.1,A=0.75,u=1,x =30ve 0 < x < 80
icin korunum sabitleri ve hata normlarmin ¢t = 5,10, 15 ve 20 zamanlarindaki degerleri
verildi. Tablo 14’ten goriildiigii gibi zaman ilerledik¢e korunum sabitleri nerede ise
degismemektedir. Ayrica L, ve L, hata normlari literatiirde bulunan farkli ¢alismalarla

karsilastirildi. Tablo 14’ten anlasildig: izere B-A-B semasi ile hesaplanan hata normlari
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diger caligmalarla uyum i¢indedir. Tablo 15°te ayn1 parametreler kullanilarak At = 0.01
i¢in korunum sabitleri ve L,, Lo, hata normlar1 hesaplandi. Tablo 15’ten gortldigi gibi
At kiigiildiikge hata normlarinin da diistiigi goriilmektedir. Tablodan goriildiigii gibi
korunum sabitlerimiz neredeyse sabit kalmakta ve L,, L, hata normlar1 karsilastirma
yapilan ¢ogu calismada bulunan sonuglardan daha kii¢lik olmasina ragmen kuintik B-
spline kullanan (Karta ve Kutluay, 2022:10)’un ¢alismasinda bulunan sonug¢lardan daha
biiyiiktiir. Tablo 12 ve tablo 14 ile tablo 13 ve tablo 15°te A parametreleri disinda tim
parametreler sabittir. Tablolardan da goriildiigli gibi A parametresi kiiciildiik¢e korunum

sabitleri analitik degerlere yaklasmakta ve L,, L, hata normlarimiz azalmaktadir.

Tablo 16. Problem 1’in At = 0.05,h = 0.1, A =05, u =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarmin karsilastirilmasi.

Yontem t I, I, I3 L, x 103 L, x103

5 1.570796  0.666667  0.083333  0.202800 0.183680

B-A-B 10 1.570796  0.666667  0.083333  0.347068 0.296192

15 1.570796  0.666667  0.083333  0.411704 0.300275

20 1.570796  0.666667  0.083333  0.414275 0.264399

(Karta ve 20 1.5707963 0.6666667 0.0833333  0.00920 0.00640
Kutluay,
2022:10)

(Celikkaya, 20 1.5707963 0.6666673 0.0833333  1.05855 0.86024

2019)
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Tablo 17. Problem 1’in At = 0.01,h =0.1,A=0,5, 4 = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yontem t I, I, I L, x103 L, x103
5 1570796 0.666667 0.083333  0.202696  0.183331
B-A-B 10 1570796  0.666667 0.083333  0.346843  0.295457

15 1570796  0.666667  0.083333  0.411345 0.299234
20 1570796  0.666667  0.083333  0.413783 0.264504

(Karta ve 20 1.5707963 0.6666667 0.0833333 0.00118 0.00095
Kutluay,

2022:11)

(Esen ve 20 1.5707920 0.6666588 0.0833333 0.01864 0.01509
Kutluay,

2008)
(Geyikli ve 20 1.5707930 0.6666655 0.0833330 0.42152 0.27116
Karakog,

2015)
Karakog ve 20 1.5707930 0.6666653 0.0833330 0.42111 0.27119
Geyikli,

2013

Karakog, 20 1.5707931 0.6666660 0.0833330 1.06979 0.86864
Ucar ve

Yagmurlu,

2012
(Baghan ve 20 1.5708080 0.6666710 0.0833345 0.00662 0.00450
ark., 2021)

Tablo 16’da Problem 1’in At = 0.05,h=0.1,A=05u=1,x,=30ve 0 <x <80
icin korunum sabitleri ve hata normlarmin ¢ = 5,10, 15 ve 20 zamanlarindaki degerleri
verildi. Tablo 16’dan goriildiigli gibi zaman ilerledik¢e korunum sabitleri nerede ise
degismemektedir. Ayrica L, ve L, hata normlar literatiirde bulunan bazi ¢alismalarla
karsilastirildi. Tablo 16’dan anlasildig1 lizere B-A-B semasi ile hesaplanan hata normlari
diger ¢aligmalarla uyum i¢indedir. Tablo 17°de ayn1 parametreler kullanilarak At = 0.01
icin korunum sabitleri, L, ve L, hata normlar1 hesaplandi. At kiigiildiikkge hata
normlarinin da diistiigii Tablo 17°den acgik¢a goriilmektedir. Tablo 17°ye bakildiginda
korunum sabitlerimiz neredeyse sabit kalmakta, L,ve L, hata normlar1 karsilastirma
yapilan bazi ¢aligmalara gore kiiciik olmasina ragmen bazilarindan daha biiyiiktiir. Tablo
12, tablo 14 ve tablo 16 ile tablo 13, tablo 15 ve tablo 17°de A parametreleri disinda tiim
parametreler sabittir. Tablolardan da goriildiigii gibi A parametresi kii¢lildiikce korunum

sabitleri analitik degerlere yaklagsmakta ve L,, Lo, hata normlarimiz azalmaktadir.
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Tablo 18. Problem 1’in At = 0.05,h = 0.1, A=0.5,u =1, x, = 30 ve 0 < x < 70 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarmin karsilastirilmast.

Yontem t I, I, I L, x103 L, x103
5 1570796 0.666667 0.083333  0.202800  0.183680
B-A-B 10 1570796  0.666667 0.083333  0.347068  0.296192

15 1.570796  0.666667  0.083333  0.411704 0.300275
20 1570796  0.666667  0.083333  0.414275 0.264399

(Karta ve 20 1.5707963 0.6666667 0.083333  0.00894 0.00610
Kutluay,

2022:11)

(Dereli, 20 1.5707355 0.6666084 0.083333  0.09475 0.03564
2010)

(Dereli, 20 1.5707661 0.6666460 0.083333  0.03186 0.02476
2010)

(Dereli, 20 1.5710582 0.6669421 0.083333  0.25540 0.19890
2010)

(Dereli, 20 1.5705602 0.6664956 0.083333 0.17124 0.13536
2010)

(Zaki, 2000) 20 1.57078 0.66666 0.083333  0.01172 0.00852
(Saka, 20 1.5707963 0.6666667 0.083333  0.00920 0.00640
2006)

(Saka, 20 1.5707963 0.6666667 0.083333  0.00920 0.00640
2006)
(Saka, 20 1.5707963 0.6666667 0.083333  0.00860 0.00568
2007)

Tablo 18’de At =0.05,h=0.1,A=0.5,u=1,x,=30ve0 < x < 70 i¢in korunum
sabitleri ve hata normlarinin t = 5,10, 15 ve 20 zamanlarindaki degerleri verildi. Tablo
18°de goriildiigli gibi zaman ilerledik¢e korunum sabitleri nerede ise degismemektedir.
Ayrica L, ve L, hata normlari literatiirde bulunan bazi sonugclar i¢in karsilastirildi. Tablo
18’de anlasildig1 {izere B-A-B semasi ile hesaplanan hata normlar1 diger ¢alismalarla

uyum ic¢indedir.
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Tablo 19. Problem 1’in At = 0.2, h = 0.1,A =0.25,u =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarmin karsilastirilmast.

Yontem t 11 12 13 LZ X 104 Loo X 104
5 0.785398  0.166667  0.005208  0.266821 0.232207
B-A-B 10 0.785398  0.166667  0.005208  0.528151 0.469801
15 0.785398  0.166667  0.005208  0.778775 0.702005
20 0.785398 0.166667  0.005208  1.014000 0.918402
(Karta ve 20 0.7853982 0.1666667 0.0052083 0.012027 0.010137
Kutluay,
2022:11)
(Esen ve 20 0.7853977 0.1664736 0.0052083 2.701647 2.576377
Kutluay,
2008)
(Evans ve 20 0.7852864 0.1665818 0.0052061 2.021476 1.569539
Raslan,
2005)
(Yagmurlu 20 0.7850300 0.1666259 0.0052058 1.471099 0.897036
ve Karakas,
2021)

Tablo 20. Problem 1’in At = 0.1, h =0.1,A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarimin karsilastirilmasi.

Yéntem t I, I, I3 L, x 10° Lo, X 10°
0.2 0.785398 0.166667  0.005208  1.070586 0.904685
B-A-B 0.4 0.785398 0.166667  0.005208  2.141137 1.812145
0.6 0.785398 0.166667  0.005208  3.211616 2.721700
0.8 0.785398  0.166667  0.005208  4.281989 3.632673
1.0 0.785398  0.166667  0.005208  5.352219 4.544397
(Karta ve 1.0 0.7853982 0.1666667 0.0052083 0.02182 0.02106
Kutluay,
2022:12)
(Raslan ve 1.0 0.785341  0.166453  0.0052071 29.6099 23.5070
ark., 2014)
(Raslan ve 1.0 0.787173  0.167079  0.0052460 727.1920 411.7200
ark., 2014)
(Raslan ve 1.0 0.785398 0.166473  0.0052083 17.7110 10.8337
ark., 2014)
(Bashan ve 1.0 0.7853981 0.1666666 0.0052083 0.2706 0.2164

ark., 2021)




Tablo 21. Problem 1’in At = 0.05,h = 0.1, A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek

solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarmin karsilastirilmast.

Y ontem t Iy I, I3 L, x 10* L, x 10*
5 0.785398 0.166667  0.005208  0.266699 0.231843
B-A-B 10 0.785398 0.166667  0.005208  0.527906 0.469021
15 0.785398  0.166667  0.005208  0.778401 0.700774
20 0.785398  0.166667  0.005208  1.013494 0.916698
(Karta ve 20 0.7853982 0.1666667 0.0052083 0.00266 0.00319
Kutluay,
2022:12)
(Esen, 2006) 20 0.7853970 0.1667636 0.0052083 0.80145 0.46009
(Esen, 2006) 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.80098 0.46061
(Esen ve 20 0.7853977 0.1664735 0.0052083 2.69281 2.56997
Kutluay,
2008)
(Essa, 2016) 20 0.7853965 0.1666638 0.0052081 0.05208 0.05456
(Geyikli ve 20 0.7853967 0.1666664 0.0052083 0.51873 0.32113
Karakog,2015)
(Karakog ve 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.51774 0.32114
Geyikli, 2013)
(Geyikli ve 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.80146 0.46121
Karakog,
2012)
(Evans ve 20 0.7849545 0.1664765 0.0051995 2.90516 2.49892
Raslan, 2005)
(Bashan ve 20 0.7853979 0.1666671 0.0052084 0.01653 0.01194
ark., 2009)
(Karakog, 20 0.7853966 0.1666662 0.0052083 1.75277 1.76465
Ucar ve
Yagmurlu,
2012)
(Karakog, 20 0.7853966 0.1666662 0.0052083 1.75270 1.76459
Ucar ve
Yagmurlu,
2012)
(Celikkaya, 20 0.7853982 0.1666666 0.0052083 1.75081 1.76288
2019)
(Bashan ve 20 0.7853989 0.1666675 0.0052084 0.01275 0.01047
ark., 2021)
(Yagmurlu ve 20 0.7850300 0.1666259 0.0052058 1.46806 0.89667
Karakas,
2021)

Tablo 19°daAt =0.2,h=0.1,A=0.25,u=1,x, = 30 ve 0 < x < 80 i¢in korunum
sabitleri ve hata normlarinin ¢ = 5, 10, 15 ve 20 zamanlarindaki degerleri verildi. Tablo
19’dan goriildiigii gibi zaman ilerledik¢e korunum sabitleri nerede ise degismemektedir.
Ayrica L, ve L., hata normlari literatiirde bulunan bazi sonuglarla karsilastirildi. Tablo
19’dan anlasildig1 lizere B-A-B semasi ile hesaplanan hata normlart diger ¢alismalarla
uyum i¢indedir. Tablo 20°de ayn1 parametreler kullanilarak At = 0.1 i¢in korunum

sabitleri ve L,, L, hata normlar1 hesaplandi. Tablo 20°den goriildiigii gibi At kiigtildiikce
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hata normlarinin da diistiigii goriilmektedir. Tablo 21°de de ayn1 parametreler kullanilarak
At = 0.05 i¢in korunum sabitleri ve L,, L, hata normlar1 hesaplandi. Tablo 21’den
goriildiigii gibi At kiigiildiik¢e hata normlarinin da diistiigii goriilmektedir. Tablo 19,
tablo 20 ve tablo 21°de goriildiigii gibi korunum sabitlerimiz neredeyse sabit kalmakta ve
L,, Ly, hata normlan karsilastirma yapilan ¢ogu c¢alismada bulunan sonuglardan daha
kiiglik sonug vermistir. Tablo 12, tablo 14, tablo 16 ve tablo 21°de A parametreleri disinda
tim parametreler sabittir. Tablolardan da goriildigli gibi A parametresi kiiciildiikce
korunum sabitleri analitik degerlere yaklasmakta ve L,, L, hata normlarimiz

azalmaktadir.

Tablo 22. Problem 1’in At = 0.05, A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek solitary
dalganin t = 20 iken h adim araliginin degisimine gore hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yontem B-A-B B-A-B (Karta ve (Karta ve
Kutluay,2022:12)  Kutluay,2022:12)
h  L,x10® L,x103 L, x 103 Lo, x 103
0.8 6.605270 4.558305 | 3.06141247 2.28725768
0.4 1.635570 1.477172 | 0.19632160 0.13763922
0.2 0.406161 0.368050 | 0.01285990 0.00899224
0.1 0.101349 0.091670 | 0.00057606 0.16269906
0.05 0.025327 0.022901 | 0.00005149 0.00003627

Tablo 22°de problem 1’in At = 0.05,A = 0.25,u = 1,x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri
icin tek solitary dalganin t = 20 i¢in L, ve L., hata normlarinin h = 0.8,0.4,0.2,0.1 ve
0.05 konum adim uzunluklart ile hesaplanan degerleri verildi. h adim uzunlugu
kiigtildiikge L, ve Lo, hata normlar1 azaldigi Tablo 22’den agikg¢a goriilmektedir. Tablo
22’de B-A-B semasi ile hesaplanan L, ve L, hata normlar1 (Karta ve Kutluay,2022:12)
calismasi ile karsilastirildi. h = 0.1 i¢in B-A-B ile hesaplanan L, kuintik B-spline
kullanan (Karta ve Kutluay,2022:12) ¢alismasinda bulunan L., dan daha kii¢iik oldugu
Tablo 22’den goriilmektedir. Daha yiiksek dereceden spline ve splitting yontemi kullanan
(Karta ve Kutluay,2022:12) calismasindaki niimerik sonuglarin genel olarak daha iyi

oldugu Tablo 22’den acikca goriilmektedir.
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Tablo 23. Problem I’inh = 0.1, A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek solitary
dalganin t = 20 iken At adim araligimin degisimine gore hata normlarinin karsilagtirilmas:.

Yontem B-A-B B-A-B (Karta ve (Karta ve
Kutluay,2022:13)  Kutluay,2022:13)

At L, x10%® L, x103 L, x 103 L, x 103
0.8 0.102292 0.094489 | 0.01754897 0.01252201
0.4 0.101566 0.092379 | 0.00876262 0.00630404
0.2 0.101400 0.091840 | 0.00439789 0.00315468
0.1 0.101359 0.091704 | 0.00220678 0.00157957
0.05 0.101349 0.091670 | 0.00110645 0.00079042

Tablo 23’te problem 1’in h = 0.1, A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri
icin tek solitary dalganin t = 20 i¢in L, Ve L, hata normlarinin At = 0.8, 0.4,0.2,0.1 ve
0.05 zaman adim uzunluklari ile hesaplanan degerleri verildi. Tablo 23’ten goriildigii
tizere At adim araligi kiigtildiikge L, ve L, hata normlar1 azalmaktadir. Ayrica, (Karta ve
Kutluay,2022:13) ¢alismasinda bulunan niimerik sonuglarin daha iyi oldugu agikga tablo
23’ten goriilmektedir.

Tablo 24. Problem 1’in At = 0.01, h =0.1,A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarmin karsilastirilmasi.

Yéntem t 1, I, I3 L, x10%3 L, x103
5 0.785398  0.166667  0.005208  0.026669  0.023182
B-A-B 10  0.785398  0.166667  0.005208  0.052789  0.046897

15 0.785398 0.166667  0.005208  0.077838 0.070069
20 0.785398  0.166667  0.005208  0.101346 0.091659

(Karta ve 20 0.7853982 0.1666667 0.0052083 0.0002322 0.0002748
Kutluay,2022:13)

(Geyikli ve 20 0.7853967 0.1666664 0.0052083 0.0518107 0.0320756
Karakog, 2015)

(Karakog ve 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.0517742 0.0321145
Geyikli, 2013)

(Karakog, Ugar 20 0.7853967 0.1666662 0.0052083 0.1752326 0.1764220
ve Yagmurlu,
2012)
(Baghan ve ark., 20 0.7853976 0.1666651 0.0052082 0.0036871 0.0042041
2021)

Tablo 24°te At = 0.01,h=0.1,A=0.25,u =1, x, = 30 ve 0 < x < 80 i¢in korunum
sabitleri ve hata normlarinin ¢ = 5, 10, 15 ve 20 zamanlarindaki degerleri verildi. Tablo
24’te goriildigii gibi zaman ilerledik¢e korunum sabitleri nerede ise degismemektedir.
Ayrica L, ve L, hata normlari literatiirde bulunan bazi ¢alismalarla karsilastirildi. Tablo
24’ten anlasildig: iizere B-A-B semasi ile hesaplanan hata normlar diger ¢aligsmalarla

uyum i¢indedir. Tablo 13, tablo 15, tablo 17 ve tablo 24’te A parametreleri disinda tiim
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parametreler sabittir. Tablolardan da goriildiigii gibi A parametresi kiigiildiik¢e korunum

sabitleri analitik degerlere yaklasmakta ve L,, L.hata normlarimiz azalmaktadir.

Tablo 25. Problem 1’in At = 0.05,h = 0.1, A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 70 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yontem t I, I, I L, x103 L, x 10°
5 0785398 0.166667 0.005208 0.026670  0.023184
B-A-B 10  0.785398  0.166667 0.005208  0.052791  0.046902

15 0.785398  0.166667  0.005208 0.077840  0.070077
20 0.785398  0.166667  0.005208 0.101349  0.091670

(Karta ve 20 0.7853982 0.1666667 0.0052083 0.00017 0.00020
Kutluay,2022:13)
(Esen, 2006) 20 0.7853970 0.1667636 0.0052083 0.08014 0.04600
(Dereli, 2010) 20 0.7854414 0.1666622 0.0052081 0.06152 0.03324
(Dereli, 2010) 20 0.00550 0.00369 0.0052080 0.03186 0.02476
(Dereli, 2010) 20 0.7855228 0.1667260 0.0052120 0.06676 0.05134
(Dereli, 2010) 20 0.7852686 0.1666209 0.0052055 0.05347 0.03716
(Zaki, 2000) 20 0.78539 0.16667 0.00521 0.00345 0.00203
(Baghan ve ark., 20 0.7853975 0.1666667 0.0052083 0.00133 0.00120
2021)

Tablo 25’te At = 0.05,h =0.1,A=0.25,u =1,x, = 30ve 0 < x < 70 i¢in korunum
sabitleri ve hata normlarinin t = 5,10, 15 ve 20 zamanlarindaki degerleri verildi. Tablo
25’te goriildiigi gibi zaman ilerledik¢e korunum sabitleri nerede ise degismemektedir.
Ayrica L, ve L, hata normlar literatiirde bulunan bazi sonuglarla karsilastirildi. Tablo

25’ten anlasildig iizere B-A-B semasi ile hesaplanan hata normlar diger caligsmalarla

uyum i¢indedir.
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Sekil 3.4. Problem 1%in At = 0.05, h = 0.1, & = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri icin tek solitary
dalganin farkli A degerleri icin fiziksel davranist ve mutlak hatalar.

Sekil 3.4’te problem 1’in At = 0.05, h = 0.1, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri
icin farkli A degerleri kullanilarak B-A-B semas1 ile elde edilen grafikler verildi.
Grafiklerden goriildiigii gibi A genlik degeri biiyiidiik¢e dalga saga dogru daha hizli
ilerlemektedir. Ayrica solitary dalganin t = 0 zamanindaki konumu x, = 30 ve genligi
A = 1ikent = 20 de dalganin konumu x = 40 ve genligi yine A = 1 olarak hesaplandi.
Solitary dalganin t = 0 zamanindaki konumu x, = 30 ve genligi A = 0.75 iken t = 20
de dalganin konumu x = 35.60 ve genligi yine A = 0.75 olarak hesaplandi. Solitary
dalganin t = 0 zamanindaki konumu x, = 30 ve genligi A = 0.5 iken t =20 de
dalganin konumu x = 32.50 ve genligi yine A = 0.5 olarak hesaplandi. Solitary dalganin

t = 0 zamanindaki konumu x, = 30 ve genligi A = 0.25 iken t = 20 de dalganin
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konumu x = 30.60 ve genligi yine A = 0.25 olarak hesaplandi. Sekil 3.4’te goriildiigi
tizere tim A degerleri icin hesaplanan mutlak hatalar ¢6ziim bolgesinin ortasinda
yogunlagsmaktadir. Ayrica zaman ilerledikge solitary dalgalarin hizini, seklini ve genligini
koruyarak saga dogru ilerledigi sekil 3.4’ten agikca goriilmektedir. Bu da uygulanan
yontemin problemin fiziksel yapisini korudugunu gostermektedir.

Tablo 26. Problem 2’nin h = 0.1, At = 0.2, A, = 1,4, =05, u=1,x;, =15,x, =30ve 0 < x < 80
degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢t zamanlarindaki korunum sabitlerinin

karsilastirilmasi.
Yéntem B-A-B (Karta ve
Kutluay,2022:15)

t I, I, I; I4 I, I3
10 4710810 3.331225  1.414562 | 4.712329 3.333255 1.416588
20 4709231 3.329079  1.412455 | 4.712273 3.333174 1.416501
30 4707843 3.326807  1.410539 | 4.712217 3.333106 1.416136
40 4707245 3.326063  1.409862 | 4.712202 3.333086 1.416229
50 4705768 3.324454  1.407937 | 4.712147 3.333011 1.416347
60 4.704197 3.322411  1.405850 | 4.712086 3.332930 1.416269
70 4702629 3.320343  1.403769 | 4.712025 3.332849 1.416187
80 4.701068 3.318260  1.401699 | 4.711964 3.332767 1.416106

Y ontem (Yagmurlu (Evans ve
ve Raslan, 2005)
Karakas,
2021)

t I, I, I I, I, I
10 4.710180 3.331961  1.415419 | 4.712022 3.324678 1.400768
20 4.710180 3.331341  1.414833 | 4.711697 3.324210 1.401182
30 4710181 3.329523 1.413184 4711242 3.346583 1.424847
40 4710181 3.329690  1.413358 | 4.711017 3.321250 1.398239
50 4710180 3.330105 1413629 | 4.710804 3.320956 1.398729
60 4710180 3.329600  1.413079
70 4710180 3.329056  1.412516
80 4710180 3.328490  1.411954

Tablo 26’da problem 2’nin h = 0.1, At = 0.2, 4, =1, 4, =05u=1,x, =15, x, =
30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢ zamanlarindaki
korunum sabitleri verildi. Tablo 26’da goriildiigii iizere B-A-B semasi ile buldugumuz
korunum sabitleri (Karta ve Kutluay,2022:15) ve (Yagmurlu ve Karakas, 2021)’in yapmis

oldugu caligsmalarla ile iyi uyum icindedir.
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Sekil 3.5. Problem 2’nin At = 0.2, h = 0.1, u = 1, x; = 15, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri iin farkli
zamanlardaki iki solitary dalganin girisimi.

Sekil 3.5°te problem 2’nin At = 0.2, h=0.1,u=1,x;, =15,x, =30ve 0 < x <80
parametreleri icin iki solitry dalganin girisimi farkli t degerleri i¢in incelendi. Sekilde
goriildiigii gibi ¢ = 0 aninda genligi biiylik olan dalga kiigiik dalganin solunda yer
almaktadir. Genligi biiylik olan dalganin hizi da daha biiylik oldugundan, zaman
ilerledikge biiyiik dalganin kii¢iik dalgayi icererek geride biraktigi ve saga dogru ilerledigi
goriilmektedir. Carpismadan sonra t = 80 de genligi biiyiik dalganin konumu x = 56.80
iken genligi A = 0.997, genligi kiiciik olan dalganin ise x = 37.70 konumunda genligi
A = 0.499 olarak hesaplandi. Ayrica, carpismadan sonra genligi kiiglik olan dalganin
arkasinda kii¢iik dalgaciklar biraktig goriildii.
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Tablo 27. Problem 3’tin At = 0.01, h = 0.05 ve p’niin farkli degerleri igin I, I, ve I3 korunum sabitleri
ve (Karta ve Kutluay,2022:17), (Bashan ve ark., 2021) ¢alismalariyla kargilastirilmasi.

Yontem t I; I, I3 L I, I3
u=1.0 uw=20.5
25 1.772454 2506556 0.886228 | 1.772454 1.879787  0.886229
50  1.772454 2506766 0.886227 | 1.772453 1.879993  0.886226
B-A-B 75 1.772453 2506915 0.886226 | 1.772453 1.880002 0.886226
10.0 1.772453 2.506883 0.886226 | 1.772453 1.879990 0.886226
125 1.772453 2506847 0.886226 | 1.772453 1.879987  0.886226

(Karta ve 125 1.77245 250663  0.88623 | 1.77245 1.87997 0.88623
Kutluay,2022:17)
(Baghan ve ark., 125 177246 250635  0.88603 | 1.77248 1.88009 0.88635

2021)

p=0.1 u
=0.05
25 1.772453 1.377902 0.886255 | 1.772439  1.314633 0.886305

5.0 1.772445 1.377910 0.886236 | 1.772400 1.314346 0.886183
B-A-B 7.5 1.772437 1.377865 0.886217 | 1.772356  1.314208 0.886057
10.0 1.772430 1.377814 0.886199 | 1.772312 1.314140 0.885930
125 1.772422 1377778 0.886181 | 1.772269  1.314050  0.885803

(Karta ve 125 1.77245 137864  0.88625 | 1.77245 1.31597 0.88631
Kutluay,2022:17)
(Bashan ve ark., 125 1.77244 137869  0.88630 1.77245 1.31605 0.88640
2021)

[z [z
=0.02 =0.005

25 1772299 1.274942 0.886295 | 1.769606  1.244659  0.881316
50 1.771963 1.273837 0.885041 | 1.764699 1.233500 0.859869
B-A-B 75 1771616 1.273002 0.883759 | 1.760013 1.224012 0.840093
10.0 1.771268 1.272286 0.882475 | 1.755607 1.215421 0.822106
12,5 1.770923 1.271551 0.881199 | 1.751459 1.207521 0.805579

(Karta ve 125 1.77242 127829  0.88646 | 1.76948 1.25325 0.87593
Kutluay,2022:17)
(Bashan ve ark., 125 177245 127798  0.88576 | 1.77186 1.24218 0.85136

2021)

Tablo 27°de At = 0.01, h = 0.05 ve p’niin degisik degerleri icin problem 3’teki
(Maxwellian) I, I, ve I3 degismezlerinin durumu verildi. Tablo 27°de goriildiigii tizere
B-A-B semasi ile elde ettigimiz sonuglar literatiirde (Karta ve Kutluay,2022:17) ve

(Bashan ve ark., 2021)’in yapmis oldugu ¢aligmalarla ile uyum i¢indedir.
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Sekil 3.6. Problem 3’iin t = 12.5 zamandaki farkli 4 degerleri i¢in maxwellian baslangi¢ kosulu
Sekil 6.6’da t = 12.5, At = 0.01, h = 0.05, x, = 10 ve —20 < x < 20 parametreleri
i¢in problem 3’iin (Maxwellian) farkli 4 degerleri i¢in incelendi. Sekil 3.6’dan goriildigii

tizere u degerleri azaldik¢a dalga sayis1 artmaktadir.



Tablo 28. Problem 1’in At = 0.2, h =0.1,A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in tek

solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Y('intem t 11 12 13 LZ X 104 Loo X 104
B-A-B 5 0.785398  0.166667  0.005208 0.266821 0.232207
10 0.785398  0.166667  0.005208  0.528151 0.469801
15 0.785398  0.166667  0.005208  0.778775 0.702005
20 0.785398  0.166667  0.005208  1.014000 0.918402
(Yagmurlu 5 0.7850300 0.1666259 0.0052058 1.276445 0.681926
ve Karakas,
2021:1052)
10 0.7850300 0.1666259 0.0052058 1.319189 0.748057
15 0.7850300 0.1666259 0.0052058 1.385979 0.828043
20 0.7850300 0.1666259 0.0052058 1.471099 0.897036
(Esen ve 5 0.7853976 0.1664731 0.0052083 0.682986 0.610149
Kutluay,
2008)
10 0.7853984 0.1664732 0.0052083 1.362867 1.255591
15 0.7853976 0.1664733 0.0052083 2.036756 1.916829
20 0.7853977 0.1664736 0.0052083 2.701647 2.576377
(Evans ve 5 0.7853712 0.1666095 0.0052078 0.473145 0.418872
Raslan,
2005)
10 0.7853424 0.1665994 0.0052072 0.990390 0.840128
15 0.7853751 0.1665922 0.0052067 1.499677 1.212955
20 0.7852864 0.1665818 0.0052061 2.021476 1.569539
(Bashan ve 5 0.7854014 0.1666672 0.0052084 0.011570 0.006221
ark., 2009)
10 0.7854008 0.1666668 0.0052084 0.010404 0.005784
15 0.7854038 0.1666680 0.0052084 0.022265 0.014353
20 0.7854013 0.1666670 0.0052084 0.011493 0.007664

Tablo 28’de problem 1’'in At = 0.2, h =0.1,A=025,u=1,x=30, 0 <x <80ve
t = 5,10, 15 ve 20 degerleri igin tek solitary dalganin korunum sabitleri ile L,, L., hata
normlar1 verildi. Tablo 28°de goriildiigii tizere 14, I, ve I3 korunum sabitleri, literatiirdeki
(Yagmurlu ve Karakas, 2021:1052), (Esen ve Kutluay, 2008), (Evans ve Raslan, 2005)
ve (Bashan ve ark., 2009) calismalariyla uyum i¢indedir. Ayrica L, ve L, hata
normlarimiz, (Yagmurlu ve Karakas, 2021:1052), (Esen ve Kutluay, 2008) ve (Evans ve
Raslan, 2005)’in c¢alismalarindan daha kii¢iik iken (Bashan ve ark., 2009)’un
caligmasindan biiyiiktiir. Tablo 28’de goriilen bagka bir sonug ise zaman ilerledik¢e L,
ve L., hata normlarimiz biiyiimektedir. (Yagmurlu ve Karakas, 2021:1052) ¢aligmasinda

da kiibik trigonometrik B-spline ile birlikte bir lineerlestirme teknigi kullanilmasina
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ragmen bizim kullandigimiz operator splitting yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar

genel olarak daha iyidir.

Tablo 29. Problem 1’in At = 0.05, h = 0.1, A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yontem t I, I, I3 L, x 103 Lo, x 103
B-A-B 20 0.785398  0.166667  0.005208  0.101349 0.091670

(Yagmurlu 20 0.7850300 0.1666259 0.0052058 0.146806 0.089667
ve Karakas,
2021:1052)
(Esen ve 20 0.7853977 0.1664735 0.0052083 0.269281 0.256997
Kutluay,
2008)
(Esen, 20 0.7853898 0.1667614 0.0052082 0.079694 0.046552
2006)
(Celikkaya, 20 0.7853982 0.1666666 0.0052083 0.175081 0.176288
2019)
(Essa, 2016) 20 0.7853965 0.1666638 0.0052081 0.005208 0.005456

(Geyikli ve 20 0.7853967 0.1666664 0.0052083 0.051873 0.032113
Karakog,

2015)
(Karakog ve 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.051774 0.032114
Geyikli,

2013)

(Geyikli ve 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.080146 0.046121
Karakog,

2012)
(Karakog ve 20 0.7853967 0.1666663 0.0052083 0.080098 0.046061
Geyikli,

2012)

(Karakog, 20 0.7853966 0.1666662 0.0052083 0.175277 0.176465
Ucgar ve

Yagmurlu,

2012)

(Karakog, 20 0.7853966 0.1666662 0.0052083 0.175270 0.176459
Ucar ve

Yagmurlu,

2012)

(Evans ve 20 0.7849545 0.1664765 0.0051995 0.290516 0.249892
Raslan,

2005)

(Bashan ve 20 0.7853979 0.1666671 0.0052084 0.001653 0.0052084
ark., 2009)

Tablo 29’da problem 1’in At = 0.05,h =0.1,A=025u=1,x,=30ve 0 <x <80
degerleri i¢in t = 20’de hesaplanan korunum sabitleri ile L, ve L., hata normlar1 bazi
caligmalarla karsilastirildi. Tablo 29°da goriildigi tizere I, I, ve I3 korunum sabitleri,
literatiirdeki calismalarla uyum icindedir. Ayrica L, ve L, hata normlarimiz, bazi
caligmalarda bulunan sonuglardan kiiciik iken baz1 ¢calismalarda hesaplanan sonuglardan

bilyiiktiir.
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Tablo 30. Problem 1’in At = 0.01, h = 0.01, A = 0.25,0.50,0.75ve 1.0, u = 1, x, = 30,0 < x < 80
ve t = 20 i¢in tek solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

A Yoéntem t I, I, I3 L, x10® L, x103
0.25 A-B 20 0.785398  0.166667  0.005208  0.001013 0.000917
B-A 20 0.785398 0.166667  0.005208  0.001013 0.000917
A-B-A 20 0.785398 0.166667  0.005208  0.001013 0.000917
B-A-B 20 0.785398 0.166667  0.005208  0.001013 0.000915
(Yagmurlu 20 0.7853945 0.1666663 0.0052083 0.0014686 0.0009014
ve Karakas,
2021:1053)
(Esen ve 20 0.7853963 0.1666644 0.0052083 0.0026985 0.0026867
Kutluay,
2008)
Analitik 20 0.7853982 0.1666667 0.0052083
0.50 A-B 20 1570796  0.666667  0.083333  0.004230 0.002670
B-A 20 1570796  0.666667  0.083333  0.004230 0.002671
A-B-A 20 1570796  0.666667  0.083333  0.004229 0.002670
B-A-B 20 1570796  0.666667  0.083333  0.004157 0.002641
(Yagmurlu 20 1.5707889 0.6666650 0.0833329 0.0057187 0.0038677
ve Karakas,
2021:1053)
(Esen ve 20 1.5707920 0.6666588 0.0833333 0.0186465 0.0150972
Kutluay,
2008)
Analitik 20 1.5707963 0.6666667 0.0833333
0.75 A-B 20 2.356194  1.500000  0.421875  0.009005 0.006466
B-A 20 2.356194  1.500000 0.421875 0.009164  0.006558
A-B-A 20 2.356194  1.500000  0.421875  0.009000 0.006463
B-A-B 20 2.356194  1.500000  0.421875  0.005852 0.003708
(Yagmurlu 20 2.3561834 1.4999963 0.4218729 0.0229900 0.0149503
ve Karakas,
2021:1053)
(Esen ve 20 2.3561860 1.4999790 0.4218745 0.0519345 0.0366739
Kutluay,
2008)
Analitik 20 2.3561945 1.5000000 0.4218750
1.0 A-B 20 3.141591 2.666664  1.333330  0.052852 0.034693
B-A 20 3.141588  2.666661  1.333328  0.057356 0.037103
A-B-A 20 3.141591  2.666664  1.333330  0.052836 0.034684
B-A-B 20 3.141592  2.666666  1.333333  0.018817 0.013218
(Yagmurlu 20 3.1415779 2.6666660 1.3333267 0.1010366 0.0626081
ve Karakas,
2021:1053)
(Esen ve 20 3.1415790 2.6666350 1.3333]0 0.1494558 0.0987068
Kutluay,
2008)
Analitik 20 3.1415927 2.6666667 1.3333333
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Tablo 30’da problem 1’in At = 0.01, h = 0.01,4 = 0.25,0.50,0.75ve 1.0, u = 1, x, =
30, 0 < x <80 ve t = 20’de hesaplanan korunum sabitleri ile L, ve L., hata normlari
verildi. Tablo 30’da gortldigi tizere, Lie-Trotter A-B, B-A ve Strang A-B-A, B-A-B
semalariyla hesaplanan I;, I, ve I; korunum sabitleri birbirleriyle ve literatiirde bulunan
diger calismalarla uyum i¢indedir. Hata normlarimiz L, ve L, en kii¢lik degerini A-B,
B-A, A-B-A ve B-A-B semalar1 arasindan Strang B-A-B’de almaktadir. Ayrica tablo
30°da goriilityor ki A artik¢a hata normlarimizda artmaktadir. Bunlara ek olarak, A-B, B-
A, A-B-A ve B-A-B semalartyla hesaplanan L, ve L, hata normlari (Yagmurlu ve
Karakag, 2021:1053) ve (Esen ve Kutluay, 2008) calismalarinda hesaplanan hata

normlarindan genel olarak daha disiiktiir.

Tablo 31. Problem 2’nin h = 0.1, At = 02,4, =1,4, =05u=1,x;, =15,x, =30ve 0 < x < 80
degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkl t zamanlarindaki korunum sabitlerinin

karsilastirilmasi.
Yontem B-A-B (Yagmurlu
ve
Karakas,
2021:1053)

t Iy I, I3 I, I, I3
10 4.710810 3.331225 1.414562 4.710180 3.331961 1.415419
20 4.709231 3.329079 1.412455 4.710180 3.331341 1.414833
30 4.707843 3.326807 1.410539 4.710181 3.329523 1.413184
40 4.707245 3.326063 1.409862 4.710181 3.329690 1.413358
50 4.705768 3.324454  1.407937 4.710180 3.330105 1.413629
60 4704197 3.322411 1.405850 4.710180 3.329600 1.413079
70 4702629 3.320343 1.403769 4.710180 3.329056 1.412516
80 4.701068 3.318260 1.401699 4.710180 3.328490 1411954

Yontem (Esen ve (Evans ve
Kutluay, Raslan,
2008) 2005)

t I I, I3 I, I, I3
10 4712389 3.328927 1.416103 4712022 3.324678 1.400768
20 4712387 3.328361 1.415523 4711697 3.324210 1.401182
30 4.712388 3.327818 1.413882 4.711242 3.346583 1.424847
40 4.712385 3.327112 1.414050 4.711017 3.321250 1.398239
50 4.712388 3.326632 1.414330 4.710804 3.320956 1.398729
60 4.712388 3.326228 1.413785
70 4.712388 3.325891 1.413228
80 4.712389 3.325434 1.412671
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Tablo 31°de problem 2’nin h = 0.1, At = 0.2, 4;, =1,4, =05, u=1,x, =15 x, =
30 ve 0 < x < 80 degerleri icin iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢ zamanlarindaki
korunum sabitleri verildi. B-A-B semast ile hesapladigimiz korunum sabitleri (Yagmurlu
ve Karakas, 2021:1053), (Esen ve Kutluay, 2008) ve (Evans ve Raslan, 2005)’in yapmis
oldugu ¢alismalarla ile uyum ic¢inde oldugu Tablo 31°den agikca goriilmektedir.

Tablo 32. Problem 3’iin At = 0.01, h = 0.05 ve p’niin farkli degerleri igin I;, I, ve I3 korunum
sabitlerinin t = 12.5 zamanminda bazi ¢alismalarla karsilastirilmasi.

Y ontem t A I, I3 I I I3
n=0.5 p=0.1
B-A-B 125 1.772453  1.879987 0.886226 | 1.772422  1.377778 0.886181
(Yagmurlu 125 1.77235 1.87971 0.88597 1.77244 1.37783 0.88619
ve
Karakas,
2021:1056)

(Celikkaya, 125 177245  1.88008  0.88623 | 1.77249  1.37774  0.88627
2019)

u=20.05 u=0.02
B-A-B 125 1.772269 1.314050 0.885803 | 1.770923  1.271551 0.881199
(Yagmurlu 125 1.77246 1.31444 0.88644 1.77256 1.27424 0.88660
ve
Karakas,
2021:1056)

(Celikkaya, 125  1.77254  1.31431  0.88639 | 1.77275  1.27458  0.88717
2019)

u u
=0.005 = 0.0025
B-A-B 12,5 1.751459 1.207521 0.805579 | 1.722111  1.249152 0.717593
(Yagmurlu 12,5 1.77311 1.23603 0.86783 1.76963 1.19626 0.81240
ve
Karakas,
2021:1056)

(Celikkaya, 125 177465 125032  0.89902 | 1.77868 124930  0.92893
2019)

Tablo 32°de, At = 0.01, h = 0.05, x, = 10, —20 < x < 20 parametreleri i¢in problem
3Un farklh p degerleri i¢in I;,I, ve I3 korunum sabitlerinin birka¢ c¢alisma ile
karsilastirilmast verildi. B-A-B semasiyla hesaplanan niimerik sonuglar (Yagmurlu ve
Karakas, 2021:1056) ve (Celikkaya, 2019) calismalarinda verilen sonuglar ile iyi uyum
icinde oldugu Tablo 32’den goriilmektedir.
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Tablo 33. Problem 1’in At = 0.1, h = 0.1,A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek

solitary dalganin korunum sabitlerinin ve hata normlarinin karsilastirilmasi.

Yéntem t I, I, I3 L, x10° L, x10°
1 0.785398  0.166667  0.005208 0.535222  0.454440
2 0.785398  0.166667  0.005208 1.069999  0.909134
B-A-B 3 0.785398  0.166667  0.005208 1.603888  1.359654
4 0.785398  0.166667  0.005208 2.136445  1.839842
5 0.785398  0.166667  0.005208 2.667233  2.319161
1 0.785341  0.124984  0.00520711 2.52462 2.13768
2 0.785283  0.124968  0.0052059  5.06155 4.30664
(Raslan ve 3 0.785226  0.124951  0.0052046  7.61246 5.51776
Amien,
2020:109)
4 0.785168  0.124935  0.0052034  10.1790 8.74257
0.785111  0.124919  0.00520225 12.7629 9.78617

Tablo 33’te problem 1’'in At = 0.1, h=0.1,A=0.25,u=1,x, =30, 0 <x <80ve

t =1,2,3,4 ve 5 zamanlarindaki tek solitary dalganin korunum sabitleri ile L, ve L,

hata normlari verildi. Tablo 33’te goriildiigii tizere I, I, ve I5 korunum sabitleri (Raslan

ve Amien, 2020:109) ile uyum i¢indedir. Ayrica B-A-B semasiyla hesaplanan L, ve L,

hata normlari tiim zamanlarda (Raslan ve Amien, 2020:109)’da verilen sonuglardan daha

kiiciik oldugu Tablo 33°den acika goriilmektedir. Tablo 33’te goriilen baska bir sonug ise

zaman ilerledikce L, ve L, normlar1 da biiyiimektedir.

Tablo 34. Problem 2’nin h = 0.1, At = 0.1, A, = /1/16,4, = /1/32,u=1,x; =15,x, = 30 ve
0 < x < 80 degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢ zamanlarindaki korunum sabitlerinin

karsilastirilmasi.
Y ontem B-A-B (Raslan

ve Amien,

2020:109)
t 18 I, I3 Iy I, I3
1 1.340758 0.250000 0.006510 1.34069 0.187483  0.00650914
2 1.340758 0.250000 0.006510 1.34062 0.187465  0.00650785
3 1.340758 0.250000 0.006510 1.34056 0.187447  0.00650655
4 1.340758 0.250000 0.006510 1.34049 0.187429  0.00650526
5 1.340758 0.250000 0.006510 1.34042 0.187411  0.00650397
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Tablo 34°te problem 2’nin h = 0.1, At = 0.1, 4; = \[1/16, 4, =/1/32, u =1, %, =
15, x, =30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢
zamanlarindaki korunum sabitleri verildi. Tablo 34°te goriildiigii tizere B-A-B semasi ile
elde edilen niimerik sonuglar (Raslan ve Amien, 2020:109)’de verilen sonuglar ile uyum
icindedir.

Tablo 35. Problem I’in h = 0.1, At = 0.2 A = 0.25, u = 1, x, = 30 ve 0 < x < 80 degerleri igin tek
solitary dalganin t = 5,10, 15 ve 20 zamanlarida L, ve L, hata normlarinin karsilastirilmast.

Yontem t I, I, I3 L,x10® L, x103

B-A-B 5  0.785398 0.166667 0.005208 0.026682  0.023221
10  0.785398 0.166667 0.005208 0.052815  0.046980
15  0.785398 0.166667 0.005208 0.077877  0.070201
20  0.785398 0.166667 0.005208 0.101400  0.091840

(Raslan, 5 0.7852153 0.1666081 0.0052046 0.04630645 0.04704297
2006:39,
43)

10 0.7850325 0.1665501 0.0052011 0.09651154 0.09432438

15 0.7848501 0.1664920 0.0051974 0.14590470 0.13549630
20 0.7846676 0.1664340 0.0051938 0.19588780 0.17443300

Tablo 35’te problem 1’in At = 0.1, h=0.2, A=0.25, u=1, x, =30, 0<x <80,
t = 5,10, 15 ve 20 degerleri i¢gin tek solitary dalganin korunum sabitleri ile L, ve L,
hata normlar verildi. Tablo 35°te goriildiigii iizere B-A-B semasiyla hesaplanan I, I, ve
I3 korunum sabitleri (Raslan, 2006:39, 43) ile uyum iginde olup zaman ilerledikce
nerdeyse degismemektedir. Ayrica B-A-B semasiyla hesaplanan L, ve L, hata normlari
(Raslan, 2006:39, 43) ¢alismasinda bulunan sonuglara gore oldukga iyidir. Tablo 35’te

goriilen bagka bir sonug ise zaman ilerledik¢e L, ve L, hata normlar1 da biiyiimektedir.

Tablo 36. Problem 2’nin h = 0.1, At = 0.2, 4, =1,4, =05u=1,x =15x,=30ve 0 <x <80
degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢ zamanlarindaki korunum sabitlerinin

karsilagtirilmast.
Yontem B-A-B (Raslan,
2006:43)
t I, I, I3 I, I, I3

10 4710810 3.331225 1.414562 4.711840 3.325420 1.400544
20 4709231 3.329079 1.412455 4.711287 3.324732 1.400790
30 4.707843 3.326807 1.410539 4.710739 3.347490 1.425064
40 4.707245 3.326063 1.409862 4.710196 3.321484 1.397725
50 4.705768 3.324454  1.407937 4.709644 3.320617 1.397663
55 4.704982 3.323436  1.406893 4.709384 3.323082 1.397898
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Tablo 36°da problem 2’nin h = 0.1, At = 0.2, 4, =1,4, =05, u=1,x, =15x, =

30 ve 0 < x < 80 degerleri i¢in iki solitary dalganin girisiminin farkli ¢ zamanlarindaki

korunum sabitleri verildi. B-A-B semasi ile elde edilen korunum sabitleri (Raslan,

2006:43)’te hesaplanan niimerik sonuglar ile iyi uyum i¢indedir.

Tablo 37. Problem 3’tin At = 0.01, h = 0.05 ve p’niin farkli degerleri igin I, I, ve I3 korunum sabitleri
ve (Raslan, 2006:44) ile karsilagtirilmasi.

Yontem B-A-B (Raslan,
2006:44)
t I I, I3 I I, I3
=1 2 1.772454  2.506561 0.886228 | 1.768387 2.504679 0.8836254
4 1.772454 2506649 0.886227 | 1.764327  2.493188 0.8756451
6 1.772454 2506861 0.886226 | 1.760276  2.488919 0.8716457
8 1.772454 2506915 0.886226 | 1.756237  2.481024 0.8657346
10 1.772453 2506883 0.886226 | 1.752205  2.473140 0.8601468
12 1.772453 2506852 0.886226 | 1.748187  2.464779 0.8543011
u=0.5 4 1.772454  1.879923  0.886227 | 1.768674 1.875203 0.8811186
6 1.772453  1.880010 0.886226 | 1.766786 1.872365 0.8783270
8 1.772453  1.879998 0.886226 | 1.764899 1.869414 0.8755135
10 1.772453  1.879990 0.886226 | 1.763016 1.866456 0.8727161
12 1.772453  1.879987 0.886226 | 1.761135 1.863499 0.8699278
u=0.1 2 1.772154 1377893  0.886259 | 1.772126 1.378570 0.8863239
4 1.772148  1.377923 0.886243 | 1.771797 1.377109 0.8854665
6 1.772442  1.377894  0.886228 | 1.771463 1.377593 0.8851116
8 1.772436  1.377855 0.886214 | 1.771133 1.377252 0.8846973
10 1.772430  1.377814 0.886199 | 1.770803 1.375728 0.8840076
u 2 1.772448  1.314656 0.886329 | 1.772329 1.315760 0.8870159
=0.05
4 1.772415  1.314472 0.886231 | 1.772197 1.315128 0.8866955
6 1.772383  1.314263 0.886133 | 1.772062 1.314740 0.8864768
8 1.772347  1.314195 0.886032 | 1.771926 1.314421 0.8862712
10 1.772312  1.314140 0.885930 | 1.771790 1.313917 0.8860141
u 2 1.772360 1.275389 0.886511 | 1.772541 1.277516 0.8890076
=0.02
4 1.772097  1.274244  0.885550 | 1.772590 1.276696 0.8890191
6 1.771827  1.273453  0.884530 | 1.772633 1.276432 0.8890834
8 1.771545  1.272862 0.883501 | 1.772664 1.276383 0.8891109
10 1.771268  1.272286  0.882475 | 1.772698 1.276307 0.8891600

Tablo 37°de At = 0.01, h = 0.05, xg =10, =20 <x <20, t = 2,4,6, 8,10 ve 12

parametreleri igin problem 3’iin farkli u degerleri igin I3, I, ve I3 korunum sabitleri

verildi. Tablo 37°de goriildiigii izere B-A-B semasi ile hesapladigimiz sonuglar (Raslan,

2006:44) ile uyum i¢indedir. Ayrica, B-A-B semasi ile hesaplanan korunum sabitleri

zaman ilerledik¢e daha 1yi korunmaktadir.
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4. SONUCLAR

Bu béliimde, tezin asil kismini olusturan {iglincii boliimiinde yer alan modifiye
edilmis esit genislikli dalga denkleminin (MEW) A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla
hesaplanan niimerik ¢oziimlerin genel bir degerlendirmesine yer verildi.

Tezin iiciincii boliimiinde, MEW denklemi biri lineer ve digeri lineer olmayan iki
alt denkleme split edilerek kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman
yontemi uygulandi. Split sonucunda ortaya ¢ikan her bir denkleme konum yoniinde kiibik
trigonometrik B-spline fonksiyonlarin diigim noktalarindaki degerleri yazilarak adi
diferansiyel denklem sistemleri elde edildi. Daha sonra, her bir adi diferansiyel denklem
sistemine Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlari uygulanarak iki tane cebirsel denklem
sistemi elde edildi. Ana denklemin niimerik ¢oziimlerini hesaplamak i¢in Lie-Trotter A-
B, B-A ve Strang A-B-A, B-A-B operator splitting semalart kullanildi. MEW
denkleminin split edilmesi ile meydana ¢ikan iki alt denkleme kiibik trigonometrik B-
spline kollokasyon sonlu eleman yonteminin uygulanmasiyla bulunan her bir cebirsel
denklem sisteminin kararlilik analizi Von Neumann yontemiyle arastirildi. Bunun
sonucunda her bir sistemin kararli oldugu goriildii. Ayrica, Lie-Trotter ve Strang
semalarinin da kararli oldugu durumlar gosterildi. MEW denkleminin sayisal ¢oziimlerini
elde etmek icin ¢esitli baslangic ve sinir kosullar1 altinda ii¢ farkli model problem géz
oniline alindi. Her bir model problem i¢in A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla
hesaplanan I, I, ve I3 korunum sabitlerinin yani sira L, ve L, hata normlart hesaplandi.
Hesaplanan niimerik sonuglar hem kendi i¢inde hem de literatiirde bulunan bazi
caligmalarla karsilastirildi. MEW denkleminin A-B, B-A, A-B-A ve B-A-B semalariyla
elde edilen nlimerik ¢oziimleri farkli h, At ve genlik degerleri icin literatiirde bulunan
bazi ¢alismalarla karsilastirildi. Literatiirde At zaman adim uzunlugu esit alinarak yapilan
karsilastirmalarin ¢ogunda sonuglarimiz ¢ok daha iyi veya uyum ig¢indedir. Benzer
sekilde h konu adim uzunlugu sabit tutularak yapilan karsilastirmalarin ¢ogunda
sonuglarimiz ¢ok iyi veya uyum ic¢inde oldugu goriildii. Tablolara bakildiginda her ii¢
model problem i¢in B-A-B semasiyla hesaplanan hata normlart A-B, B-A ve A-B-A
semalariyla hesaplanan hata normlarindan daha kiigiik oldugu gozlemlendi. Her tic model
problem icin farkli h ve At degerlerinde verilen tablolar incelendiginde h ve At
kiiciildiikge elde edilen L, ve L, hata normlarinin da kiigiildiigii agiktir. Her ii¢ model

problemin grafikleri B-A-B semasi ile hesaplanan sonuglar kullanilarak ¢izildi.
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Sonug olarak, bu tezde kullanilan kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon
operatdr splitting yonteminin kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinde
etkili bir yontem oldugu goriildii. Ayrica bu tezde kullanilan yontem, daha bir¢ok
karmasik yapiya sahip olan kismi veya adi diferansiyel denklemlerin niimerik

cozlimlerini bulmak i¢in uygulanabilir, kolay, etkili ve gii¢lii bir yontemdir.
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