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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

MODIFIYE KLEIN-GORDON DENKLEMI ILE PARCACIKLARIN
TERMODINAMIK OZELLIKLERININ INCELENMESI

Yasemin EDRES

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Fen Bilimleri Enstitiisii Fizik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Ekrem AYDINER

Bu tez ¢alismasinda kuantum kiitlecekim etkilerine temsil eden modifiye dispersiyon iliskisi
kullanilarak Klein-Gordon denkleminin ¢oziimleri harmonik salinci potansiyeli i¢in elde
edilmigtir. Elde edilen modifiye coziimler yardimiyla enerji seviyeleri elde edilmistir.
Daha sonra kanonik kiimede boliisiim fonksiyonu elde edilmistir. Diisiik sicaklik limitinde
ic enerji, Helmholtz serbest enerjisi, entropi ve 1s1 sigast gibi termodinamik nicelikler
modifiye dispersiyon iligkisinden gelen katkiy1 icerecek sekilde elde edilmistir. Elde edilen
termodinamik niceliklerin hem modifiye hem de standart durumlar i¢in kiitleye gore
grafikleri ¢izilerek sonuglar detayli bir sekilde incelenmistir.

Aralik 2022, 45 sayfa.

Anahtar kelimeler: Klein-Gordon denklemi, modifiye dispersiyon iligkisi, termodinamik
ozellikler.
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

INVESTGATION OF THE THERMODYNAMICS PROPERTIES OF
PARTICLES VIA MODIFIED KLEIN-GORDON EQUATION

Yasemin EDRES

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Enstitue

Supervisor: Prof. Dr. Ekrem AYDINER

In this research, the solutions of the Klein-Gordon equations are obtained for harmonic
oscillation by using the modified dispersion that represent the effects of quantum gravity.
Then, modified energy levels are obtained with the help of the modified solutions. After that,
the partition function in the canonical ensemble is obtained. Thermodynamic quantities such
as internal energy, Helmholtz free energy, entropy and heat capacity for low temperature limit
are obtained from the modified dispersion relation. The obtained thermodynamic quantities
are analyzed in details by plotting the graphs with respect to the mass for both the modified
and standard cases.

December 2022, 45 pages.

Keywords: Klein-Gordon equation, modified disperison relation, thermodynamics
properties
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1. GIRIS

Fiziksel sistemler mekanigin dort ana kolu igerisinde incelenebilir. Giinliik yasamda tecriibe
edilen olaylar klasik mekanik ile aciklanabilmektedir. Hizlarin 151k hiziyla kiyaslanabilir
oldugu durumlarda 6zel gorelilik devreye girmektedir. Fakat isin icine kiitlecekimi dahil
edildiginde ©zel gorelilik yerini genel gorelilige birakir. Atom gibi kiiciik nesneler
durumunda ise kuantum mekanigi devreye girmektedir. Isik hiziyla kiyaslanabilir ve kiiciik
sistemler icin Ozel goreliligin ve kuantum mekaniginin birlesimi olan kuantum alanlar
kuramu etkin bir rol oynamaktadir. Ote yaninda 11k hiziyla kiyaslanabilir hizlara sahip
ve oldukga kii¢iik olan temel tanecikler kuantum alanlar kurami icerisinde degerlendirilir.

Burada dort ana koldan kisaca bahsedilmistir. !

Mekanigin bu kollar ilgilendikleri olaylar1 aciklamada basarili olmalarina ragmen, genel
gorelilik ile kuantum mekaniginin basarili bir sekilde bir araya nasil getirilecegi hala
tam olarak bilinmemektedir. Kuantum kiitlecekim teorisi (KKT) olarak isimlendirilen bu
birlesme modern fizigin en 6nemli problemlerinden birisidir. Bu alanda sicim kurami ve
kuantum ilmek kiitlecekimi iki giiclii aday olarak ortaya ¢ikmaktadir [1-4]. Bunlarin diginda

cesitli yaklasimlar da s6z konusudur [5].

KKT’nin farkli yaklagimlar1 igerisinde enerji-momentum dispersion iligkisinin
modifikasyonu yapilmigtir. Ornegin; kuantum ilmek kiitlecekiminde, komiitatif olmayan
uzaya dayal1 baz1 modellerde ve genellestirilmis belirsizlik ilkesinde dispersiyon iligkisinin
modifikasyonu kullanilmistir [6-10]. Benzer sekilde modifiye dispersion iligkisini kara
deliklerin termodinamik 6zellikleri ve kozmoloji kapsaminda ele alan cok sayida calisma

literatiirde mevcuttur [11-21, 45].

Bu tezde modifiye dispersiyon iligkisi etkileri kullanilarak rolativistik denklemler modifiye
edilecek ve parcaciklarin termodinamik oOzellikleri incelenecektir. Tezin organizasyonu
asagida ayrimtilartyla belirtildigi gibidir: ikinci boliimde Klein-Gordon ve Dirac denklemleri
tanitilanacaktir. Her iki denklemin elde edilme yoOntemleri kisaca ele alinacak ve

denklemlerin daha iyi anlasilmasin saglamak icin ¢oziimleri verilecektir. Ugiincii boliimde

1 Ozel ve genel gorelilikler, goreliligin iki alt kolu gibi diisiiniilebilir.



Lorentz vektorii ve Lorentz skaler kisimlari bulunan bir potansiyel icin Klein-Gordon
ve Dirac denklemlerinin termodinamik 6zellikleri incelenecektir [37]. Dordiincii boliimde
modifiye dispersiyon iligkisi kullanilarak Klein-Gordon denklemi elde edilecektir. Ayrica
harmonik salinci potansiyeli i¢in Klein-Gordon denkleminin tek boyutta ¢oziimleri elde
edilip enerji seviyeleri belirlenecektir. Elde edilen enerji seviyeleri modifiye dispersion
iligkisinden gelen katkiy1 igerdiginden modifiye termodinamik 6zellikler elde edilecek ve

ayrintili olarak incelenecektir. Son boliimde ise elde edilen sonuclar 6zetlenip tartisilacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. KLEIN-GORDON DENKLEMI

Rolativistik dalga denklemi 1926 yilinda Klein [22], Gordon [23], Kudar [24], Fock
[25, 26], de Donder ve Van den Dungen [27] tarafindan 6nerilmistir. Klein-Gordon denklemi
Schrédinger denkleminin rolativistik genellestirmesi olarak tanimlanabilir. Schrodinger
denklemindekine benzer sekilde Klein-Gordon denklemi tiiretilebilir. Klasik mekanikteki
gozlenebilirler kuantum mekaniksel operator temsilleriyle degistirilerek yeni bir formoline
elde edilebilir. Bunu gostermek icin ilk olaarak asagidaki gibi verilen klasik esitligi
diisiinelim [28, 29]:
p>

—+V=E. 2.1
2m

Eger p — —ihV ve E — iﬁ% atanirsa Schrodinger denklemi asagidaki gibi elde edilir:

h? 2 oy
VY Vy = ifio (2.2)

Simdi ayni siireci (2.1) denkleminin rolativistik genellestirmesi olan
—E*+p* = —m’ (2.3)
enerji-momentum disperison iligkisi icin ele alalim. Bu durumda yukaridaki ifadeyi
Plpu+m*=0 (2.4)

seklinde tanmimlayabiliriz. Burada p* dortli momentum vektoriiniin bilegenleridir ve

asagidaki gibi tanimlanmistir (Bu tezde 151k hizi ¢ = 1 alinmustir) :

pt — ihdy, oy = 8% (2.5)



80:_ 9 81:_ ) 82:_ ) 83:_ (26)

e -V P =) (2.7)

olarak serbest parcacik icin Klein-Gordon denklemini elde ederiz. Denklem (2.7)’deki

Klein-Gordon denklemini asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

2
(D - ’%) ¥ — 0. 2.8)

Burada [J sembolii:

82
O0=09"9 =3 V2 (2.9)

seklinde verilir. [] d’ Alembert operatorii olarak bilinir.

Schrodinger denkleminin aksine, serbest parcacik i¢in Klein-Gordon denklemleri Lorentz
doniigiimleri altinda invaryanttir. Klein-Gordon denklemi spini sifir olan skaler parcaciklara
uygulanabilir. Klein-Gordon denklemi Schrodinger denkleminden farkli olarak zamana gore
ikinci mertebeden tiirevi icermektedir. Bu nedenle Born’un istatiksel yorumuyla uyusmaz.

Simdi agagidaki gibi verilen Klein-Gordon denklemi icin [30] ¢6ziim elde edelim:

2

(a“a,l —%) ®=0. (2.10)

Yukaridaki denklem icin diizlem dalga formunda bir ¢oziim arayabiliriz:
®(x) = D(k)eh = D(k)e M H = D(w, k)e™ Y, @11
Burada 4-1ii dalga vektorii

-

K = (w,k) (2.12)



seklinde tanimlanir. Ayrica w dalganin frekansidir. Eger (2.11) ifadesi (2.10)’da verilen

Klein-Gordon denkleminde yarine yazilirsa, asagidaki sonug elde edilir:

o9y d(x) = d(k)H (a%e—ikuw) = ® (k) (—ikue—"kM“) = —kMky D(k)e " (2.13)

Boylece Klein-Gordon denklemi fiziksel parametreler cinsinden

2 2
(k“ku + %) D(x) = <k2 + ’%) D(x) =0 (2.14)

seklinde elde edilir. Bu denklem k?> = —m?/h? icin coziilebilir. Bu sart saglandiginda
parcaci8in kiitle kabugunun iizerinde ya da kisaca kabuk iizerinde oldugu soylenir. Kabuk

tizerinde sart1 saglandiginda ¢oziimler

w2+ k2 = —m? /R = w=tw; = +\/k2+m?/h? (2.15)

seklinde edilir. ¢ sabitini de yukaridaki ifade icin yerine yazilirsa:

2 - 2.2
Ty S
ﬁZWZ — ﬁZCZzZ +m2647
E? = p?c? +mPct. (2.16)

Enerji dispersion iligkisi dalga mekaniginden elde edebilir.

2.1.1. Klein-Gordon Denkleminin Coziimleri

Burada Klein-Gordon denklemi bir ve ii¢ boyutlu durumlarda sonsuz kuyu potansiyeli i¢in
ele almacaktir [31]. Tlk olarak ikinci mertebeden kismi tiirevli Klein-Gordon denkleminden
zamana gore birinci mertebe diferansiyel denklem elde etmemizi saglayan Feshbach-Villars
formalizmini ele alalim. Bu, ¢ ve y gibi iki dalga fonksiyonun tanimlanmasiyla saglanir. y

dalga fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz [31-33]:

V=90+X, (2.17)

iﬁaa—‘f =mc*(Qp—Y). (2.18)



Simdi iki bilesenli spindrii agagidaki gibi tammmlayalim:

wv=|[?]. (2.19)

X

Boylece serbest Klein-Gordon denklemi Schrodinger tipi bir denklem gibi yazilabilir:

Loy
ih= - =HYy, (2.20)

burada Hamilltonian H

2)
H = (03 +i62)5—m +mos. (2.21)

seklinde yazilablir. Burada oy (k = 1,2,3) Pauli matrisleridir ve asagidaki gibi verilir:

o] = , o= , O3= . (2.22)

(2.21) numarali denklemdeki Hamiltonian rolativistik olmayan formdadir. (2.20) ifadesi hem

¢ hem de ¥ i¢in
L 0p _ P’
h—=-— .
ih=- =7 (@+2)+me, (2.23)
Loy P

seklinde yazilabilir. (2.17), (2.18), (2.23) ve (2.24) denklemlerinden serbest Klein-Gordon

denklemi (2.7) elde edilir. Sonug olarak FVF’de serbest Klein-Gordon denkleminin ¢oziimii

asagidaki gibi verilir:

% (P)
+

p . _ o _
| expi(FEp —pX)/hi=As vy () expi(FEyt — p.X)/h. (2.25)
p

(X)) =A
‘Vp( ) - Xo (P)

Burada A, normalizasyon sabitleridir. E = +E, ise Klein-Gordon denkleminin negatif ve



pozitif enerji ¢6ziimlerini ifade eder. Ayrica @5 (P) ve x; (7) fonksiyonlart

+E,+m
+/= )4
0y (P) =
2/mEp (2.26)
+ron m¥E,
X0 (P) =

2\/mkE,

olarak verilir. Bu fonksiyonlar arasindaki iliski [@5 (5)]> + x5 (p)]* = %! seklindedir.
Sonsuz kare kuyu potansiyelli Klein-Gordon denklemini ¢dzmek icin pargaciklarin cok
biiytik bir dig potansiyele maruz kalmasi durumunda rolativistik kuantum mekaniginde tek
bir parcacik tanimlamasindan ortaya cikan problemle ugragsmak gerekir. Bu problem bir
diizlem dalganin bir vektor potansiyel bariyeri boyunca gecisinin hesaplanmasi ile ortaya
cikan Klein paradoksudur. O ve 1/2 spinli pargaciklar i¢in farkli formlarda ortaya c¢ikar.
Fakat her iki durumda da giiclii bir vektor potansiyeli klasik olarak yasakli bolgeye sifir
olmayan bir gecis olasilig1 verir. Bu parcacik/antiparcacik c¢ift tiretimiyle iligkilidir. Bu
paradokstan kacinmak ve Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimleri olan dalga fonksiyonlu sifir
spinli parcaciklarin kuantum mekaniksel tanimlamasini elde etmek icin, tek boyutlu bir
potansiyeli diisiinmek gerekir. Bu potansiyel, tek boyutlu ve L uzunluklu (L = {0 <x <L})
bir kutuda Lorentz doniisiimleri altinda potansiyel bir invaryant olarak, yani konuma baglh

bir kiitle terimiyle asagidaki gibi tanimlanabilir [34]:

m , xell
m(x) = . (2.27)
M — o | x¢L

FVF’de Klein-Gordon denkleminin zamandan bagimsiz ¢oziimleri
Hy(R) =Ey(®),  wE@) = FhyR) (2.28)

seklindedir. (2.25) numarali denklemden bir boyutlu kutu i¢in zamandan bagimsiz pozitif

enerjili genel ¢6ziim asagidaki gibi verilir (p > 0):

Ay (p)eP '+ By (p)e=P*/h | xeL
Vi (x) = (2.29)
0 XL

Kutunun sinirlarinda dalga fonksiyonun siirekliligi kutu sinir kogullarini verir, yani yg(0) =



0 = yg(L). J pdx = 1 normalizasyonu diistiniirsek, kutunun i¢indeki dalga fonksiyonu

2
yp(x) = \/;qlg(p) sin(px/h), pL = nnh, n=1,.. (2.30)

olarak elde edilir. Bu ¢6ziim ise kuantize enerji seviyelerini asagidaki gibi verir:

[n2m2h? n’m>h?
—_— 2N
Ep(n) = 2 +m? ~m+ L2 +.... (2.31)

Yukaridan gortilecegi gibi p << m durumunda (2.31) ifadesi seriye acilirsa klasik durum

elde edilir. Serinin ikinci terimi ise Schrodinger denkleminden elde edilir. Ilk terim ise

durgun enerji terimidir. Son olarak (2.17) ve (2.18) denklemlerinden ¢ ve ) ifadeleri

2 - .
0= \fz o (pn) e B sin(p,x/h), (2.32)

2 ; .
x= \fz 2 (pn) e P20 sin (/1) (2.33)

olarak bulunur.

Simdi ii¢ boyutlu durumu ele alimirsa (V = {0 < x; < L;}, i = 1,2,3). Skaler sonsuz kuyu

potansiyeli asagidaki gibi verilir:

m , XeV
m(X) = : (2.34)
M— o [ XZV

Bu potansiyel tek boyutlu durumdaki gibi ayr1 ayr1 yazilabilir:

3
m(X) =m+ (M —m) H[G(Xi — L)+ 0(—x;)]. (2.35)

1

Burada 60(x) Heaviside fonksiyonudur. Bu dalga fonksiyonunun konuma bagli kisminin tek

boyutlu diizlem dalgalarin lineer kombinasyonlar1 olarak yazilabilecegi anlamina gelir:
oLt &ipixi/h. g =+l1. (2.36)

(£p1,£p2,£p3) diizlem dalgalarinin momentum biiyiikliikleri ayn1 oldugundan, zamandan



bagimsiz genel pozitif enerji ¢oziimleri asagidaki gibi yazilabilir:

S y (D) ZAg e/ Ly &pii/h , XEV
o ) | (2.37)
0 ) 56 ¢ V

Burada € ifadesi (&), &, €3) 'niin degerlerini ifade etmektedir. Az ise her bir diizlem dalga i¢in

genlikleri ifade eder. Sinir kosullar1 ve normalizasyon ise
v5(0,0,0) =0 = y(Li,x2,x3) = YWp(x1,L2,%3) = Yp(x1,%2,L3), (2.38)
/ pd%—1 (2.39)

olarak tanimlanir. Bu sartlar kuyu icindeki dalga fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlarlar:

|23 :
yp(¥) = v vy () [ [ sin(pixi/1). (2.40)
i=1

Burada V = L, L, L3 kuyunun hacmidir ve p;,L;/h =n;w (n; =1,... ve i = 1,2,3) seklinde

verilir. Bu dalga fonksiyonu i¢in kuantize enerji ise asagidaki gibi verilir:

3 ni2n-2h2c2 2ﬁ2

+m2c* ~ mc* +
“ Z 2mL?

(2.41)

Dalga fonksiyonunun ¢ ve x bilesenleri ise asagidaki gibi tanimlanabilir:

23 =r=\\ ,—iEp(7i)t : : =
= @ o0 (p(i)) e~ [ T sin(pii) i/ (242

i=1

23 et h
X = \/anr( Ep(i)t/ Hsm pi(it))xi/h). (2.43)

2.2. DIRAC DENKLEMI

Klein-Gordon denklemi E? ifadesinden ¢ikarildigindan zamana ve konuma gore ikinci
mertebeden tiirevleri ihtiva eder. Dirac ise zamana ve konuma gore birinci mertebeden
tiirevleri iceren bir denklem bulmaya ¢alismistir [35]. Dirac zamana gore ikinci mertebeden

tiirevleri iceren bir denklemin olasilik yorumundaki problemi ilk defa fark eden kisi Dirac’tir.
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Zamana gore birinci mertebeden tiirev iceren bir denklemin bulunmasi konusunda 1srarciydi.
Ayrica gorelilik nedeniyle konuma gore tiirev de birinci mertebeden olmaliydi. Bu durumda

yazilabilecek denklemin formu asagidaki gibi olmalidir [36]:

a = =
iﬁgw: [co.p+mB]y. (2.44)

Denklem igerisinde yer alan & ve B parametrelerini ileride tamimlayacagiz. Dirac ayrica
bu denklemin Klein-Gordon denklemi gibi standart dispersion iligkisini vermesi gerektigini

diistinmiistiir. Yukaridaki ifade i¢in
H*y = [d'a/p'p’ + m(a'B + Ba')p’ +m*B?] (2.45)
yazilabilir. Sag tarafin 5> + m? ifadesini vermesi icin H Hamiltonian olmak iizere
aoa/+olat =28,  Bi=1, aB+Ba=0 (2.46)

ifadelerinin saglanmasi gerekir. Yukaridaki esitlikler, o ve B ifadelerinin (4 x 4) boyutlu

matris olmasi halinde saglanir. Bu matrisler icin Dirac’in onerdigi ¢6ziim ise
. 0 o
o = , , B = (2.47)
0

seklindedir. Burada o', (2.22) ifadesinde verilen Pauli matrisleridir ve 1 ise birim

matrislerdir. y dalga fonksiyonu da dort bilesenli bir siitun vektore karsilik gelir.

2.2.1. Dirac Denkleminin Coziimleri

Simdi yukarida verdigimiz matrislerler birlikte (2.44) ifadesindeki Dirac denklemi ig¢in
¢oziimlere bakalim [36]. v = u( p)ei(ﬁ'f_E’ )/h diizlem dalga ¢oziimii icin denklem asagidaki
gibi yazilabilir:
m G.p
L u(p) = Eu(p). (2.48)
c.p —m
(6.9)* = o'o/p'p/ = 1{c!,6/}p'p/ = 6/p'p/ = §Up'p/ = p oldugundan dolay1 .5

matrisinin 6zdegerleri +|p| seklindedir. p = |p|(sinOcos¢,sinOsind,cosO) seklinde
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kutupsal koordinatlar kullanilirsa

—1i cosO sin@e
6.5 = pz‘ Pt | 7 (2.49)
pxtipy  —p; sin@e® —cosO

buluruz. Ozvektorler ise

oL - cos% . .
G.px+(P)=0p| o | =IPlx+(P), (2.50)
Sln7€
o e L —sin%e""p . .
6.px-(P)=6.p o | = 1Plx-(P) (2.51)
COST

olarak verilir. G.p ise +|p| ozdegerleri ile degistirilir ve geri kalam ise (2.48) ifadesinde

verilen matrisin kosegenlestirilmesidir. Nihayet iki adet 6zvektor elde ederiz:

Etm, (3 Eim, (3
ui(p) = Ezqum({) L owp= V2t Py (2.52)
o X+ (P) —\/ T X—(P)

Rolativistik olmayan limitde E — m sadece alt bilesenler kaybolur. Bu nedenle iist bilesenler

biiytik bilesenler olarak adlandirilirken, alt bilesenler ise kiigiik bilesenler olarak adlandirilir.

Dirac denkleminin ilging 6zelliklerinden birisi de ayn1 momentum ve enerjiye sahip iki
¢6ziim 6nermesidir. Bunlar iki spin durumuna karsilik gelmektedir. Dalga denklemi 1/2

spinli bir parcacik tanimlar.

Dirac dalga denklemi y dort adet bilesene sahip olmasina ragmen biz sadece iki adet

elde ettik. Bunlara ek iki adet ¢oziim vardir. Bu ¢oziimler negatif enerjili durumlara karsi

pX—Et)/h

gelmektedir. Yy = v(p)e‘i( olarak yazarsak, (2.48) esitligi gibi fakat kiitle terimleri

z1t isaretli olacak sekilde

—

v(p) = Ev(p) (2.53)

—-m 0.
m

gl
U
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yazilir. Benzer sekilde ¢oziimler asagidaki gibi elde edilir:
E—m = E—m =
m X+\P —\ o X-P
e P P el (2.54)

V4 (P) =
Exmy (p) Eimy (B).
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. KLEIN-GORDON VE DIRAC DENKLEMLERI ICIN TERMODINAMIK
OZELLIKLER

Bu boliimde Lorentz vektorii ve Lorentz skaler kisimlarindan olusan bir potansiyel i¢in
Klein-Gordon ve Dirac denklemleri coziilecektir ve termodinamik oOzellikleri gdzden

gecirilecektir [37].

3.1.1. Klein-Gordon Denklemi

m Xkiitleli bir pargacik igin Vj(x) vektor ve V,(x) skaler potansiyelleri varliginda

Klein-Gordon denklemi agagidaki gibi verilir [38]:

d*y(x)
dx?

+0*|(E—Va(x))> — (L —Vi(x))*| w(x) = 0. 3.1)

Burada Q% = 1/h%c? ve u = mc? olarak verilmistir. Sirasiyla vektor ve skaler potansiyelleri

hcay|x| ve hicay|x| olarak alirsak, yukaridaki denklemi Schrodinger denklemi gibi yazabiliriz:

—5 gt (%klx%kz\x\ +s>} y(x) =0. (32)

bu denklemde yer alan parametreler

2 2_E2
k1zi(1—a2), ky = (Ea—u), e=H

nQo? u\/— 2u

ile verilir. Simdi a1 =+ a2 durumunu diigiinelim. y = |x| +k, /k; degisken tammlamasiyla (3.2)

; a=ay/ay (3.3)

denklemi asagidaki haliyle verilir:

[1d2

d ——+0? ( kiy* —81” y(y)=0. (3.4)
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denklemde yer alan €| parametresi £, = —€+ k% /2k; ile verilmigtir. Yukaridaki denklem igin

enerji 6zdegeri ise

E=ap+\/(1—a?) phw(2n+1). (3.5)

seklinde yazilabilir. Denklem (3.5)’de yer alan frekans w = \/kjc?/ ile verilir.

Bir kanonik kiime icin boliisiim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

o5}

Z(B) = Z e BE—Eo) _ 1B Z e PBEn (3.6)
n=0 n=0
Tars sicaklik parametresi f = 1/kgT ile verilir. Boliigiim fonksiyonunu kullanarak serbest

enerji F, i¢ enerji U, entropi S ve 1s1 s18as1 C gibi termodinamik nicelikler:

F(B) =~ 5 nZ(B).UB) _9ZB) 5By =ty

IF(B)
g

JU(B)
B

,C(B) = —kgP? . (37)

seklinde verilir.

Yukaridaki boliisiim fonksiyonunun yakinsakligini integral formiiliiyle kontrol edebiliriz

[39]. Boliistim fonksiyonu:

(1+B/B"e PVE, (3.8)

o 2
_[3 ﬁ/n+ﬁ//d _
/0 e n ﬁle

seklinde yazilabildiginden dolay1 yakinsaktir. Boliisiim fonksiyonunu Euler-MacLaurin

formiiliinii kullanarak hesaplayabiliriz:

¥ sm) = 350+ [ fdr— Y o (0) 39

m=0 i=1

Burada By; Bernoulli sayilaridir (B, = 1/6,B4 = —1/30,...). Bu durumda (3.8) ve (3.9)

ifadeleri (3.6) icinde kullanilirsa boliisiim fonksiyonu

1 1 O
Z(u)=§+u(u+1)+m(l9u2—u—l) (3.10)

seklinde elde edilir. Burada g = 1/uf ile tamimlanmigtir. Bu durumda boyutsuz
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termodinamik nicelikler asagidaki gibi verilir:

- F
F=—=—ulnZ(pn), (3.11)
u
g_U_ 3 (1420 — 1902 + 2400 +4801°) 3.12)
u —1-3p457u% +360p3 +720p4 (14 1)’ '
~ 1420 — 19u? + 24004 4 4800° -
§o 5 30201907+ 24007 +48007) oy (3.13)

ks —1—30+5702+ 36005 + 7200*(1+ 1)

C 1
C=p= 5712 3 T4(1+1))%
B (—1-30+57a2+36003+72004 (1+11))

x(—1 -4 —61*—6061° —5163u* — 115201° + 43200118 430960017 4 69120018 (1 + 1)

+3456001'0).

Yiiksek sicaklik limitinde yani B << 1 durumunda Z ~ 1%, U ~ 21 ve C ~ 2 seklinde elde
edilir. Boliisiim fonksiyonunun, serbest enerjinin, i¢ enerjinin, entropinin ve 1s1 sigasinin
W’ya (Mc*/hw = 1, kg = 1) gore grafikleri sirasiyla Sekil 3.1:, Sekil 3.2:, Sekil 3.3:,
Sekil 3.4: ve Sekil 3.5:°de verilmigtir. Sekil 3.1:, Sekil 3.3: ve Sekil 3.4: sekillerden
goriilecegi gibi InZ (), i¢ enerji ve entropi sicaklikla artmaktadir. Sekil 3.2: den goriilecegi
gibi serbest enerji sicaklikla azalmaktadir. Sistemin entropisi t ~ 0,5 civarinda doniim
noktasina sahiptir. Yani bu degerden kiiciik degerler rolativisitik olmayan bolgeye karsilik
gelmektedir [40]. Sekil 3.5:’den goriilecegi gibi 1s1 s18as1 i¢in bir {ist limit séz konusudur.

Zaten yiiksek sicaklik limititinde C ~ 2 olmaktadir.

3.1.2. Dirac Denklemi

Dirac denklemi zamandan bagimsiz Lorentz skaleri Vi(x) ve Lorentz vektorii V,(x)

potansiyelleri cinsinden asagidaki gibi yazilabilir [41]:
[cap+ B(mc? + Vi (x) + Va(x)] w(x) = Ey(x). (3.15)

Burada E, m kiitleli fermiyonun enerjisidir. & ve 8, a®> = B2 =1 ve {a, B} = 0 sartlarim

saglayan izsiz matrislerdir. Bunlari o = 0, ve B = o) olacak sekilde Pauli matrisi olarak

(3.14)
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]!

0 2 4 6 8 10

Sekil 3.1: InZ’nin [’ya gore degisimi.

Sekil 3.2: F’nin [I’ya gore degisimi.
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R e B R 1
Sekil 3.3: U’nun [i’ya gore degisimi.
S
10}
8
B T e S

Sekil 3.4: S’nin [I’ya gore degisimi.
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O

2.00¢
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1.96
1.94
1.92
1.90
1.88

i =)

2 4 6 8 10

Sekil 3.5: C'nin [I’ya gore degisimi.

secersek ve iist ve alt bilesenler i¢in spinorii dikkate alirsak

v = [ (3.16)
g(x)

olur. Vektor potansiyelin olmadig1 durumda (3.15) ifadesinden iki adet denklem asagidaki

gibi yazilabilir:
(me® +v1()g() ~ he 2 = (), @3.17)
(mc? + Vi (x)) f(x) + hic deC *) = Eg(x). (3.18)

Burada Q = 1/hic ve u = mc? ile verilir. Ikinci mertebeden difrenasiyle denklemler

dV1 (x)
dx

d2
{ +0%(1* — E?) +20%uVi (x) + O°V{ (x) — Q

12 }ﬂw=o, (3.19)

d2
{~fat OB 2000 + GV

d‘gix) } g(x) =0 (3.20)
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seklinde elde edilir. Eger V| (x) = —hcA/|x| seklinde skaler bir potansiyeli ve A boyutsuz

ciftlenim sabitini yukaridaki ifadelerde yerine yazsarsak

———|—Q2(‘u2—E2>— |X| X2

2 (f:8)
{ d 2004 | g} Fe 3.21)

buluruz. (f,g) indisleri £ sabiti icin £/ = A(A — 1) ve £8 = A(A + 1) olarak ifade edilebilir.
y =2+/0%(u? — E?)|x| degisken doniisiimii ile yukaridaki denklemden iist bileseni

d> 1 pA/\Ju?—-g?2 &V
{ +“/ 5 —éyz }f(y)zO (3.22)

dy2 4

olarak ifade edebiliriz. Eger f(y) = e>/2yBh(y) seklinde segilirse, (3.22) denklemi asagidaki

gibi verilebilir:

d? d 1A r

Bu denklemin c¢oziimii birlesik hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden asagidaki gibi

verilebilir:
UA
hy)~M|B— ———,2B,y | . (3.24)

f(y) ve g(y) bilesenleri ise asagidaki gibi ifade edilebilir [38]:
FO) =Niyte LA y), (3.25)

g(y) = NyytHle /212441 (y), (3.26)

Burada LX (y) Laguerre polinomlaridir. Enerji 6zdegeri ise

A2
E:$'u”1_(n+A)2’ n=0,1,2,... (3.27)

olarak verilir.
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Yukarida enerji 6zdegeri icin boliisiim fonksiyonu asagidaki gibi verilir:
— —In
Z(B)=)Y e r. (3.28)
n=0

Boliisiim fonksiyonunu analitik olarak elde etmek i¢in:

eV = / Y1) (3.29)

27mi Jc

integral doniistimii kullanabilir [42—44].

Burada I'(z) Euler Gamma fonksiyonudur. (3.29) numarali denklem ve Riemann Zeta

fonksiyonu (1) =Y o 1/n' yardimiyla

[}

Zan l‘/2
L / (2a)~"12¢ (1 /2)T(¢)dt (3.30)

n:O

seklinde yazilabilir. Burada a = 1 /A olarak tammhdir. Yukaridaki ifade i¢int =0 ve r = 2

olmak {iizere iki adet kutup vardir. Rezidii teoremini uygularsak

=2
~ H l
Z(n) = 5 + > (3.31)

seklinde boliisiim fonksiyonu elde edilir. Onceki boliimdekine benzer sekilde indirgenmis

termodinamik nicelikler asagidaki gibi verilebilir:

=~ F n>+a

()= = uln< = ) (332)

U o

0@ = = 22 a (3.33)
2

c) =< _ AP+ 3a) (3.34)

ks (n2+a)?

Yiiksek sicaklik limitinde 8 << 1, Z ~ 1% /2a, U ~ 41 ve C ~ 2 seklinde bulunur. Yiiksek

sicaklik limitinde boliisiim fonksiyonu a’ya bagliyken, i¢ enerji ve 1s1 s18as1 baglh degildir.

Yukarida elde ettigimiz termodinamik nicelikler c¢iftlenim parametresi a’ya bagli olarak

degismektedir. Sekil 3.6:, Sekil 3.7: ve Sekil 3.8:" de serbest enerjinin, i¢ enerjinin ve 1s1
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"ng

~60

Sekil 3.6: F’nin Wya gore degisimi. Siirekli egri a = 1, kesikli egri a = 0.5 ve noktal egri
a = 0.1 degerlerine kars1 gelmektedir.

sigasinin [’ya gore degisimi li¢ farkli a deZeri igin verilmistir. Sekil 3.6:’de serbest enerjinin
degerinin a ile arttig1 goriilebilir. Sekil 3.7:°de ise a’nin etkisi diisiik sicaklik degerlerinde
daha belirgindir. Yiiksek sicaklik durumunda a’nin egriler tizerindeki etkisi kaybolmaktadir.
Is1 sigasmin p’ya gore degisimi Sekil 3.8:’de verilmistir. Is1 sigasinin bir iist limite sahip
oldugu goriilebilir. Dikkat edilirse a’nin etkisi diisiik sicaklik degerlerinde daha belirliyken,
bu etki yiiksek sicaklik degerlerinde kaybolmaktadir.

Bu kisimda Klein-Gordon ve Dirac denklemleri icin termodinamik nicelikleri gdzden
gecirilmigtir [37]. Termodinamik nicelikleri Euler-MacLaurin formiiliinii  kullanarak
Klein-Gordon denklemi ve Euler Gamma ile Riemann Zeta fonksiyonlarina dayanan yontem

araciligiyla Dirac denklemi icin elde edilmistir.
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20;

15/

I I S S T

Sekil 3.7: Unun [’ya gore degisimi. Siirekli egri a = 1, kesikli egri a = 0.5 ve noktali egri
a = 0.1 degerlerine kars1 gelmektedir.

2.5,

[ : I A
207 : B R T A T A T S T T P T R T R T A R T R TSN Y ——
- - ’

15
1.0 |

0.5

o 2z 4 s s f

Sekil 3.8: C’nin [’ya gore degisimi. Siirekli egri a = 1, kesikli egri a = 0.5 ve noktali egri
a = 0.1 degerlerine kars1 gelmektedir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak modifiye dispersiyon iligkisi kullanilarak Klein-Gordon denklemi elde
edilecektir. Ayrica harmonik salinci potansiyeli i¢in modifiye Klein-Gordon denkleminin tek
boyutta ¢oziimleri ve enerji seviyeleri elde edilecektir. Rolativistik par¢cacigin modifiye enerji

seviyeleri kullanilarak termodinamik 6zellikleri incelenecektir.

4.1. MODIFIYE DISPERSIYON ILiSKiSI ICIN KLEIN-GORDON DENKLEMI
Asagidaki gibi verilen modifiye dispersiyon iliskisini diisiinelim:
p? =E*>—nE*—m?. 4.1)

Burada n = EE%, /h? seklinde tammlidir ve E parametresinin degeri KKT modellerine bagl
olarak degisir [46, 47]. n — O limitinde standart dispersiyon iligkisi elde edilir. Yukaridaki
ifade

P'py=p*—E*=—m*—nE* (4.2)

seklinde diizenlenebilir. Diger yandan yukarida verilen modifiye dispersion iligkisi enerji i¢in

coziiliirse

1—/1—4n(m>+ p?)
o

E =

4.3)

elde edilir. (2.5) ve (4.3) ifadeleri (4.2) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir:

92 1 2
o]

Yukaridaki ifadenin sag tarafini kiiciik 1) degerleri i¢in birinci mertebeden seriye acalim:

V. (4.4)

82
2 {w — Vz} Y =— [mz +n (m4 +2m?p? +p4)] V. 4.5)
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Bu ifadeye p — —ihV atamasin yaparsak

s 2nm m* 2 24
7V {1+ 7 ]‘PJrh (1+nm*) ¥ +nh*V*¥ =0 (4.6)
modifiye Klein-Gordon denklemini elde ederiz. Bu ifade n — O limitinde (2.7) ifadesinde
verilen normal Klein-Gordon denklemine indirgenir. Modifiye Klein-Gordon denklemini

asagidaki gibi verilen kompakt sekilde ifade edebiliriz:

~2
(D—m—)w 0. @.7)
Burada
2 2m 2 2v72 82 2 2 2m 2 2v72
=041V (?—ﬁv)_—ﬁJrv +nv (ﬁz hV) (4.8)
m? = m*(1+nm?) 4.9)

seklinde tanimlanir.

4.2. TEK BOYUTTA KLEIN-GORDON SALINCI DENKLEMI VE COZUMLERI

Harmonik salinci problemi kuantum mekaniginde onemli bir yere sahiptir. Bu problemin
rolativistik durumlar i¢in ele alinmasinin ilging sonuclari vardir. Rélativistik kuantum
salincilar baz1 ilging 6zelliklere sahip olabilirler. Literatiirde rolativisitik salincilar genis
bir sekilde ele alinmaktadir [48—-56]. Ornegin bir boyutta rolativistik harmonik salinci icin
caligmalar [48-52, 56] makalelerinde bulunabilir. Bunun diginda iki boyutta Dirac salincisina
[53], komiitatif olmayan uzaylarda Klein-Gordon ve Dirac salincilarina [54] ve (2+1)
uzay-zamanda Dirac salincisinin 6zfonksiyonlarina [55] yonelik ¢esitli caligsmalar literatiirde

mevcuttur.

Biz burada modifiye Klein-Gordon denklemini ¢6zmek icin Rao ve Kagali tarafindan

onerilen yontemi [56] kullanacagiz.

Bir boyutta modifiye Klein-Gordon denklemini (4.1) ifadesini kullanarak yazalim:

(p?—(E* —nE*—m?)) y =0. (4.10)
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Burada p, = —ihd/dx ile verilir. Simdi ¢iftlenim durumunda asagidaki atamalar1 yapalim
[56]:
Px — Dx — Imwx, 4.11)
pl— po+imwx. (4.12)

p)zc operatoriinii %(pxp; + p; px) simetrik operatorii ile degistirelim. Bu durumda

Klein-Gordon denklemi agagidaki gibi verilir:

2 w2 (E2—nE*—m?
{ﬁ_ 72 +{ 72 H"’:O' @-13)

n — 0 limitinde ve m >> hw durumunda modifiye Klein-Gordon denklemi rolativistik
olmayan harmonik salinci denklemine indirgenir. Bu nedenle yukaridaki denklemi

Klein-Gordon salincisi olarak diisiinebiliriz.

Simdi agagidaki tanimlamay1 yapalim:

E?—nE*—m?
2= "ﬁz , (4.14)
A = (mw/h) tanmimlamasiyla beraber, (4.13) denklemi agagidaki sekliyle verilebilir:
dz—"'+(k2—/12x2)w=0 (4.15)
dx? ' '
Bu ifadeyi y = Ax? degisken doniisiimii ve
k2 E2 o E4 2
21 2hmw
tanimlamasini kullanarak
>y ldy [(x y
il & —_Z =0 4.17
a2 2y (2 4)"’ “.17)

seklinde yazabiliriz. Simdi y(y) = ¢ (y)e’% seklinde bir ¢6ziim i¢in bu denklemi ¢ozecegiz.

Bu ¢oziim kullanarak modifiye Klein-Gordon denklemini Kummer diferansiyel denklemi
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olarak yazabiliriz [57]:
¢ (1 d¢ [(x 1
— ——y | — - — = =0. 4.18
(1)t (5-1) s

Kummer diferansiyel denklemi

d*¢ d¢

xﬁ%—(}’—x)a—a(])zo (4.19)
icin ¢oziim
¢ (x) =AM (00, 7,x) +Axx' "M (ot — y+1,2—7,x) (4.20)

seklindedir. Burada M birlesik hipergeometrik fonksiyonlardir. (4.19) ile (4.18)

kargilastirilirsa, ¢oziim asagidaki gibi bulunur:

1 13
o() =AM <a,5,y> +A2y'°M (a+5,5,y). (4.21)
Burada
1 «
o0=——= 4.22
4 2 (4.22)
ile verilir. Enerji 6zdegerleri (4.22) ifadesinden elde edilebilir. Cift durumlar i¢in @ = —n
(n=0,1,2,3,...) ve A = 0 sartlarindan
1 E?—nE*—m?
2 — | = 4.23
<n T 4> 2hmw (423)

elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii

1 — /1 —4nm(m+ hw+ 4hwn)

E, =
2n 2TI

(4.24)

seklindedir. Bu ifadenin karesini alirsak ve kiiciik 1 degerleri icin birinci mertebeden seriye

acarsak

1 G
E3, = m? +2hw (2n—|— 5) m+nm’ {m+2hw <2n + 5)} +0(n%) (4.25)
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buluruz. Tek durumlar ise o +% =-nve Ay =0 (n=0,1,2,3,...) durumlart igin
belirlenebilir:
3 E?> —nE*—m?
—4+2n= 4.26
2 ten 2hmw ( )

denklemi coziiliirse

L= /1= 4nm (m+ 2w (2n+3))
o

Eyny1 = (4.27)

bulunur. Tekrar bu ifade i¢in de karesini alip 1 nin kiigiik degerleri i¢in seriye acarsak
2 2 3 2 3 ? 2
E5, 1 =m"+2hw 2n+§ m+nm- |m-+2hw 2n+§ +0(n°) (4.28)

elde ederiz. (4.25) ve (4.28) ifadelerini cift ve tek durumlart icerecek sekilde birlestirebiliriz:

1 1\1?
E2 =m?+2hw (n+§) m+nm* [m—i—Zﬁw <n+§)} : (4.29)

4.3. MODIFIYE DISPERSIYON ILISKININ KLEIN-GORDON SALINCISININ
TERMODINAMIK OZELLIKLERI UZERINDEKI ETKISI

Simdi yukarida elde ettigimiz enerji seviyelerini kullanarak termodinamik nicelikleri

hesaplayabiliriz. n = 0 durumunda temel enerji seviyesini

Ey= \/m2+ﬁmw+m2(m—|—hw)2n =+/Dj (4.30)

seklinde ifade edebiliriz. Burada dikkat edilirse modifiye dispersion iligkisinden gelen katki
nedeniyle ilave bir terim bulunmaktadir. 7 — O limitinde sonu¢ [56] makalesindekiyle

uyusmaktadir. (4.29) denklemini ise asagidaki gibi tamimlayalim:

E, = \/Dn%+Dyn+D;. (4.31)
Burada

D = 4nki*w?m?, (4.32)
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Dy =2hmw[1 +2nm(m+ hw)] (4.33)

olarak tanimlanmigtir.

Sistemin boliisiim fonksiyonunu

Z(B) = Y & B EOB — o/cP i o~ V/Du Dy D3 (4.34)
n=0

olarak verebiliriz. B — oo yani diisiikk sicaklik limitinde (7 — 0), boliigiim fonksiyonu
yukaridaki toplamin ilk birkac terimiyle ifade edebiliriz. Bu durumda bdéliisiim fonksiyonu

asagidaki gibi verilir:

Z(B) = 1 +VDr—VDITDI DR (4.35)

(4.35) ifadesini kullanarak sirasiyla i¢ enerji, serbest enerji, entropi ve 1s1 sias1 asagidaki

gibi verilir:

dlnZ . (\/D] +Dr+D —\/D_3)

U= =38 = 1y B vbup (4.36)
/D +Dy+D;—
S= ﬁa 1n[1+e(r «m)} ﬁ( 1 +D2 + F)’ @38
Ip 1 4 o(VD1+D2+D3—y/D3)B
2 — /D1 £ D> 1 D3)? P(VD1FD2FD3+VDs)
ﬁZaU ﬁ (\/_ 1+Dy+ 3) i | 439)
Ip (eB\/ereﬁ\/i)

Sekil 4.1:’de boliisiim fonksiyonunun kiitleye gore degisimi hem klasik durum hem de
modifiye durumda gosterilmistir. Artan kiitle degerleri icin iki durum arasinda fark agikca
ortaya ¢cikmaktadir. Modifiye dispersion iligkisi durumunda boliigiim fonksiyonu biiyiik kiitle
degerlerinde daha hizli azalmaktadir. Kiigiik kiitle degerleri i¢in her iki durumda boliisiim

fonksiyonu benzer bir davranig gostermektedir.

Sekil 4.2:’de i¢ enerjilerin kiitleye gore degisimleri verilmigtir. Kiiciik kiitle degerlerinde
modifiye ve klasik durumlar arasinda ciddi bir fark bulunmazken, biiyiik kiitle degerlerinde
bu fark ortaya ¢ikmaktadir. Modifiye durumdaki i¢ enerji biiyiik kiitle degerlerinde daha
biiyiik bir degere sahiptir.



29

1.380}
1.375}

1.370¢

1.365]

1.360}

m

2 4 & 8 10

Sekil 4.1: Boliisiim fonksiyonunun kiitleye gore degisimi. Siyah egri (n = 0) klasik duruma,
kirmiz1 kesikli egri (n = 10~%) modifiye duruma kars1 gelmektedir. h = kg = 1,8 =
100,w = 0.01 alinmustir.

u
0.002700/
0.002695

0.002690

0.002685/
0.002680/

0.002675;

m

‘1"“2”“3””4””5””6””7

Sekil 4.2: I¢ enerjinin kiitleye gore degisimi. Siyah egri ( = 0) klasik duruma, kirmiz1 kesikli
egri (n = 10~*) modifiye duruma kars1 gelmektedir. 4 = kg = 1,8 = 100,w = 0.01
alinmustir.
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~0.00305|

~0.00310"

-0.00315|

~0.00320|

Sekil 4.3: Serbest enerjinin kiitleye gore degisimi. Siyah egri (1] = 0) klasik duruma, kirmizi
kesikli egri (1 = 10~%) modifiye duruma kars1 gelmektedir. 7= kg = 1, = 100,w =
0.01 alinmugtir.

Sekil 4.3:’de serbest enerjilerin kiitleye gore degisimi verilmistir. Sekilden de goriilecegi gibi

biiyiik kiitle degerlerinde modifiye dispersion iliskisi i¢in serbest enerji degeri daha biiyiiktiir.

Sekil 4.4:’de entropinin kiitleye gore de8isimi gosterilmistir. Kiiciik kiitle degerlerinde
kayda deger bir fark s6z konusu degilken, biiyiik kiitle degerlerinde bu fark tekrar ortaya

cikmaktadir. Modifiye durumda entropi artan kiitle degerlerine gore daha hizli azalmakladir.

Son olarak Sekil 4.5:°de 1s1 si8alarinin kiitleye gore degisimi verilmistir. Diger durumlara

benzer sekilde fark biiyiik kiitle degerlerinde ortaya ¢ikmaktadir.
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0.588+
0.586

0.584 -

0.582

1 2 3 4 5 6
Sekil 4.4: Entropinin kiitleye gore degisimi. Siyah egri (1 = 0) klasik duruma, kirmiz1 kesikli

egri (n = 10~*) modifiye duruma kars1 gelmektedir. & = kg = 1,8 = 100,w = 0.01
alinmistir.

0.196;
o.194§
o.192§
0.190;
0.188;

0.186}

m

0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Sekil 4.5: Is1 sigasinin kiitleye gore degisimi. Siyah egri (n = 0) klasik duruma, kirmizi
kesikli egri (n = 10~%) modifiye duruma kars1 gelmektedir. i = kg = 1,8 = 100,w =
0.01 alinmugtir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde KK katkisini temsil eden modifiye dispersiyon iligkisinden gelen katki kullanilarak
Klein-Gordon denklemi modifye edilmistir. Harmonik salinci potansiyeli i¢in modifiye
Klein-Gordon denkleminin ¢oziimleri elde edilmistir. Bu ¢oziimlere karsilik gelen enerji
seviyeleri elde edilmistir. (4.29) numaral1 ifadeden goriilecegi gibi enerji 6zdegeri kiiciik 1
degerleri icin standart durumda elde edilen enerji degeriyle uyusmaktadir [56]. Ayrica diisiik
sicaklik limitinde i¢ enerji, Helmholtz serbest enerjisi, entropi ve 1s1 s1gas1 gibi termodinamik

nicelikler hesaplanmistir.

Sekil 4.1:, Sekil 4.2: ,Sekil 4.3:, Sekil 4.4: ve Sekil 4.5: numarali sekillerden goriildiigii
gibi sirasiyla boliisiim fonksiyonunun, i¢ enerjinin, Helmholtz serbest enerjisinin, entropinin
ve 1s1 s1iasinin grafikleri kiitleye gore ¢izilmistir. Grafiklerde hem KK katkist hem de standart
durum (1 = 0) ele almmugtir. Tiim grafiklerden goriilecegi iizere kiiciik kiitle degerleri icin
iki durum arasindaki farklar onemsizken, biiyiik kiitle degerleri icin bu fark kayda degerdir.
Boliisiim fonksiyonu ve entropi modifiye durumda biiyiik kiitle degerleri i¢in daha hizli
kiiciilmektedir. Diger yandan i¢ enerji, Helmholtz serbest enerjisi ve 1s1 sigasi modifiye

durumda biiyiik kiitle degerlerinde daha hizli biiyiimektedir.
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