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ÖZET 

Modular metrik uzay kavramı klasik metrik uzayın genelleştirilmiş bir halidir. Bu uzayda 

tanımlanan yakınsaklık gibi kavramlar klasik metrik uzaylardan daha zayıf olduğu için bu 

uzayda elde edilen sonuçlar daha geniş kapsamlıdır. Modular metrik uzayların verilme amacı 

daha zayıf topolojik yapı üzerinde daha genel sonuçlar elde etmek olmuştur. Bu tezde 

modular metrik uzay yapısı üzerinde durulmuştur. Modular metrik uzayın temel özellikleri 

hatırlatılarak metrik uzaylarla ilişkisi ifade edilmiştir. Modular metrik uzaylarda verilen 

temel sabit nokta teoremleri esas alınarak bu uzaylarda sabit noktaya sahip olması beklenen 

dönüşümlerin yapısı ele alınmıştır. Çoğul değerli dönüşümler için önemli yeri olan Caristi 

tipi, Feng – Liu tipi ve 𝜓, 𝜑 tipi dönüşümlerin bu uzaylarda sabit noktalarının varlığı 

gösterilmiştir. Son olarak Caristi tipi dönüşümlerin fonksiyonel denklemler ve Feng – Liu 

tipi dönüşümlerin diferansiyel denklemler için birer uygulaması verilmiştir. 
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ABSTRACT 

The concept of modular metric space is a generalized form of classical metric space. Since 

concepts such as convergence defined in this space are weaker than classical metric spaces, 

the results obtained in this space are more comprehensive. The purpose of modular metric 

spaces has been to obtain more general results on a weaker topological structure. In this 

thesis, modular metric space structure is focused on. The basic properties of modular metric 

space are reminded and its relation with metric spaces is expressed. Based on the basic fixed 

point theorems given in modular metric spaces, the structure of the mappings expected to 

have fixed points in these spaces is discussed. The existence of fixed points of Carist type, 

Feng- Liu type and 𝜓, 𝜑 type mappings, which have an important place for multivalued 

mappings, in these spaces are shown. Finally, an application of Caristi type mappings for 

functional equations and Feng- Liu type mappings for differential equations are given. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

B(X)     𝑋 kümesinin sınırlı bütün alt kümelerinin ailesi 

C(X)     𝑋 kümesinin kapalı bütün alt kümelerinin ailesi 

CB(X)     𝑋 in kapalı ve sınırlı bütün alt kümelerinin ailesi 

K(X)     𝑋 kümesinin kompakt bütün alt kümelerinin ailesi 

N(X)     𝑋 kümesinin boştan farklı bütün alt kümelerinin ailesi 

Xρ     𝜌 tarafından oluşturulan modular uzay 

𝑿𝒘     𝑤 tarafından oluşturulan modüler metrik uzay 

𝒘𝝀     Modular metrik 

(𝑿, 𝒅)     Metrik uzay 

(𝑻𝒏𝒙)𝒏∈ℕ    𝑇 dönüşümü ile oluşturulmuş iterasyon dizisi 

𝐥𝐢𝐦𝐢𝐧𝐟
𝒏 →∞

 𝒙𝒏    (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ⊂ 𝑋 dizisinin alt limiti 

𝐥𝐢𝐦𝐬𝐮𝐩
𝒏 →∞

𝒙𝒏    (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ⊂ 𝑋 dizisinin üst limiti 
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1. GİRİŞ 

 

“Sabit Nokta Teorisi”, 1912 yılında Brouwer ile başlamıştır [1]. Brouwer “𝐼𝑅nin kapalı 

birim yuvarından yine aynı kapalı birim yuvarına tanımlanan herhangi bir sürekli 

dönüşümün bir sabit noktasının varlığını” göstermiştir. Topolojik olarak verilen bu 

teoremden sonra 1922 yılında S. Banach, “Banach Sabit Nokta Teoremi (veya büzülme 

prensibi)” olarak bilinen teoremi ifade etmiştir [2].  

 

İlk olarak büzülme dönüşümünün tanımı, daha sonra Banach Büzülme Prensibi ifade 

edilmiştir. 

 

(𝑋, 𝑑)bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋  →  𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦  ∈  𝑋 ve 𝑥  ≠  𝑦 

için 

 

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦)                (1.1) 

 

koşulunu sağlayan bir 𝛼 ≥ 0 reel sayısı varsa, 𝑇 dönüşümü Lipschitz koşulunu sağlıyor 

denir. Eğer 𝛼 < 1 ise 𝑇 ye büzülme dönüşümü denir.  

 

Banach Büzülme Prensibi: 

 

(𝑋, 𝑑)bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋  →  𝑋 bir büzülme dönüşümü olmak üzere  𝑇nin  𝑋de bir 

tek sabit noktası vardır. Ayrıca her 𝑥  ∈  𝑋 için (𝑇𝑛𝑥) iterasyon dizisi bu sabit noktaya 

yakınsar. 

 

Bu teorem, daha önce Euler ve Cauchy’nin 1844’teki “sürekli diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon için diferansiyel denklemin bir çözümünün varlığı ve tekliği” çalışmalarında 

kullanılmıştır. 1877 de Lipschitz, bu ispatı Lipschitz koşulunu kullanarak daha da 

basitleştirmiştir. Daha sonraki yıllarda pek çok yazar Banach’ın çalışmasını ele alarak pek 

çok genelleştirme yapmıştır [3 – 5].  

 

Banach Büzülme Dönüşümü İlkesi çoğul değerli dönüşümlere ilk defa Nadler tarafından 

genişletilmiştir [6]. Nadler bunu şöyle ifade etmiştir: "(𝑋, 𝑑) tam 
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metrik uzay, 𝑇: 𝑋 → 𝐶𝐵(𝑋) çoğul değerli büzülme dönüşümü olsun. Bu durumda 𝑇  

sabit noktaya sahiptir." Burada Nadler, X kümesinin 

kapalı ve sınırlı herhangi A ve B kümeleri ve her 𝑎 ∈ 𝐴 için, bir 𝜀  > 0 alındığında 

 

𝑑(𝑎, 𝑏) ≤ 𝐻(𝐴, 𝐵)  +  𝜀                  (1.2) 

 

sağlanacak biçimde bir 𝑏  ∈  𝐵 bulunur, sonucunu Hausdorff metriği için açıklamıştır. 

(Burada B kümesinin kompakt olması b elemanının varlığını garanti eder.) (𝑋, 𝑑) bir 

metrik uzay ve CB(X), X kümesinin kapalı ve sınırlı alt kümeleri ailesi olmak üzere 

her𝑥, 𝑦  ∈ 𝐶𝐵(𝑋) için 

 

𝐻(𝐴, 𝐵)  =  max {sup
𝑥∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝐵), sup
𝑦∈𝐵

𝑑(𝑦, 𝐴)}              (1.3) 

 

şeklinde verilen 𝐻: 𝐶𝐵(𝑋) × 𝐶𝐵(𝑋) → [0, ∞) dönüşümüne Hausdorff metriği denir. 

Bununla birlikte çoğul değerli büzülme dönüşümü  

Nadler tarafından (𝑋, 𝑑1), (𝑌, 𝑑2) iki metrik uzay, 𝑇: 𝑋 → 𝐶𝐵(𝑌) bir dönüşüm, 𝛼 ∈ ℝ bir 

sabit olmak üzere, 

 

𝐻(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  ≤  𝛼𝑑1(𝑥, 𝑦)                (1.4) 

 

her 𝑥, 𝑦  ∈ 𝑋 için sağlayan T  dönüşümü olarak düşünülmüştür. Burada bu dönüşüme aynı 

zamanda çoğul değerli Lipschitz dönüşümü denir. α sayısı 1’ den küçük ise bu durumda  𝑇 

dönüşümüne çoğul değerli büzülme dönüşümü denir. Hausdorff metriği yardımıyla verilen 

çoğul değerli dönüşüm için sabit noktanın varlığı ve tekliği ile ilgili teorem aşağıda 

verilmiştir: 

 

(𝑋, 𝑑) tam metrik uzay, CB(X), X’in kapalı ve sınırlı tüm alt kümelerinin 

ailesi ve H Hausdorff metriği olsun. 𝑇: 𝑋  → 𝐶𝐵(𝑋) çoğul değerli bir 

dönüşüm olmak üzere, her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

 

𝐻(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  ≤  𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) (1.5) 
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olacak biçimde k <1 sabiti var ise 𝑥  ∈  𝑇𝑥 olacak biçimde bir 𝑥  ∈  𝑋noktası vardır. 

Bu teoremde iki noktaya dikkat çekilebilir. Birincisi, Banach Büzülme İlkesinin aksine, 

x sabit noktasının tek olmamasıdır, olmasına da gerek yoktur. İkincisi, X tam metrik 

uzaydır, (𝐶𝐵(𝑋), 𝐻) uzayı da tamdır. 

 

Modular uzay kavramı ise Nakano tarafından 1950 yılında verilmiş [7], Koshi ve Shimogaki 

tarafından geliştirilmiştir [8]. 2008 yılında Chistyakov tarafından modular metrik uzay 

kavramı ifade edilmiş ve daha sonra bu uzay üzerinde sabit nokta çalışmaları ortaya 

çıkmıştır. 2014 yılında Abdou ve Khamsi bu uzaylarda çoğul değerli dönüşümler için sabit 

nokta teoremini vermiş ve sabit noktaya sahip olması gereken dönüşümlerin yapısını ortaya 

koymuştur [9, 10].  

 

Modular metrik uzaylarda çoğul değerli dönüşümlerin incelendiği bu tez çalışması beş ana 

başlık altında toplanmıştır 

  

İlk olarak modular metrik uzay tanımı ve bu uzayın temel özellikleri incelenmiş, genel 

metrik uzay ile olan ilişkisi gösteren teoremler ifade edilmiştir.  

 

Modular metrik uzaylarda Banach büzülme prensibi açıklanmış, daha sonra çoğul değerli 

dönüşümler için verilen sabit nokta teoremi incelenmiştir. Sabit noktaya sahip dönüşümlerin 

davranışlarını inceleyen, iyi bilinen bazı sabit 

nokta teoremleri çoğul değerli dönüşümler için de ispatlanmıştır: Caristi, Feng-Liu tipleri ve 

𝜓, 𝜑 tipi büzülme dönüşümleri  

 

Burada Feng – Liu tipi dönüşümler, Hausdorff metriği kullanmadan diğer çalışmalardan çok 

farklı bir yönde sabit nokta sonuçlarının genişlemesi olması bakımından önemlidir. 

Son olarak Caristi ve Feng – Liu tipi dönüşümler için uygulamalar verilerek konunun daha 

iyi anlaşılması amaçlanmıştır. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Modular uzay kavramı ilk olarak 1950 yılında Nakano tarafından verilmiş [7], Koshi ve 

Shimogaki gibi yazarlar tarafından geliştirilmiştir [8]. Bu teorilerin daha ileri 

genelleştirmeleri Musielak, Orlicz ve diğerleri tarafından incelenmiştir [11-13]. 1990 yılında 

Khamsi, Kozlowski ve Reich tarafından modular fonksiyon uzaylarında sabit nokta teorisi 

ilk kez ve detaylı olarak çalışılmıştır [14]. Bu çalışmaların ardından modular metrik yapısı 

da Chistyakov tarafından oluşturulmuştur [15, 16]. Modular metrik uzay kavramıyla birlikte 

bu uzaydaki sabit nokta çalışmaları da ilgi çekmiş ve çeşitli yazarlar tarafından 

geliştirilmiştir [17-25]. Bu çalışmaların temelini ise Abdou ve Khamsi oluşturmuş, modular 

metrik kavramını Chistyakov’ dan farklı bir bakış açısıyla ele almışlardır [9, 10]. 

 

Bu bölümde ilk olarak modular uzay kavramını vereceğiz. Daha sonra bu uzayların bir 

genelleştirmesi olan modular metrik uzay kavramını ve bazı temel özelliklerini 

inceleyeceğiz. Ayrıca modular metrik uzay ile metrik uzay kavramları ile bu uzayların 

özelliklerini karşılaştırarak aralarındaki ilişkiyi inceleyeceğiz. 

 

2.1. Temel Tanımlar 

 

Aşağıdaki tanım Nakano tarafından verilmiştir [7]. 

 

2.1.1. Tanım 

 

𝑋, ℝ üzerinde bir vektör uzayı olsun. Bir 𝜌: 𝑋  →  [0, ∞]fonksiyoneli 𝑋in keyfi 

𝑥, 𝑦 elemanları için aşağıdaki şartları sağlarsa bu fonksiyonel bir modular olarak adlandırılır: 

i. 𝜌(𝑥)  =  0  ⇔  𝑥  =  0 

ii. |𝑎|  =  1 olan her 𝑎 skaleri için 𝜌(𝑎𝑥)  =  𝜌(𝑥) 

iii. 𝛼, 𝛽 > 0 ve 𝛼 + 𝛽 = 1 için 𝜌(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ≤  𝜌(𝑥)  +  𝜌(𝑦) 

Eğer (iii) yerine  

iv. 𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝑠 ∈ (0,1] ile birlikte 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 = 1 için  

 

𝜌(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ≤ 𝛼𝑠 𝜌(𝑥) + 𝛽𝑠𝜌(𝑦)  
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yazılabiliyorsa 𝜌, 𝑠 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 olarak adlandırılır, eğer 𝑠  =  1 ise 𝜌 bir konveks modulardir. 

𝜌, 𝑋 üzerinde bir modular ise  

 

𝑋𝜌  =   {𝑥  ∈  𝑋: lim
𝜆 → ∞

 𝜌(𝜆𝑥)  =  0}               (2.1) 

 

ile tanımlanan küme bir modular uzay olarak adlandırılır. 𝑋𝜌, 𝑋in bir vektör alt uzayıdır ve  

 

‖𝑥‖𝜌  =  inf {𝜆  >  0: 𝜌 (
𝑥

𝜆
)   ≤  𝜆, 𝑥  ∈ 𝑋𝜌}  

 

ile tanımlanan bir F-norm ile donatılmıştır. Böylece ‖. ‖𝜌: 𝑋𝜌  →  ℝ+ fonksiyoneli aşağıdaki 

özelliklere sahiptir.  

(F1)  𝑥  ∈  𝑋𝜌 için ‖𝑥‖𝜌  =  0  ⇔  𝑥  =  0  

(F2) Her 𝑥 ∈ 𝑋𝜌 için ‖−𝑥‖𝜌 = ‖𝑥‖𝜌 

(F3) Her 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋𝜌 için ‖𝑥  +  𝑦‖𝜌 ≤ ‖𝑥‖𝜌 +  ‖𝑦‖𝜌 

(F4) 𝑐𝑛, 𝑐  ∈  ℝ;    𝑥𝑛, 𝑥  ∈  𝑋𝜌ve 𝑛  ∈  ℕ  için lim
𝑛 →∞

𝑐𝑛  = 𝑐 ve lim
𝑛 →∞

‖𝑥𝑛  −  𝑥‖𝜌  =  0 ise o 

zaman lim
𝑛 →∞

‖𝑐𝑛𝑥𝑛  −  𝑐𝑥‖𝜌  =  0 

 

Eğer 𝜌 konveks ise 𝑋𝜌 modular uzayı 𝑋𝜌
∗  =  {𝑥  ∈  𝑋: ∃𝜆  =  𝜆(𝑥)  ∍   𝜌(𝜆𝑥)  <  ∞}  uzayı 

ile çakışır ve   

 

‖𝑥‖𝜌
∗   =  inf {𝜆  >  0: 𝜌 (

𝑥

𝜆
)   ≤  1}  

 

fonksiyoneli 𝑋𝜌
∗ in bir normu olur. Bu norm ‖𝑥‖𝜌 normuna denktir. 

 

Şimdi modular metrik uzayı tanımlamak için bu uzayın fiziksel yorumunu inceleyelim. 

Bunun için ilk olarak bilinen en genel anlamıyla metrik tanımını vererek başlayalım.  

 

2.1.2. Tanım 

 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑑: 𝑋  ×  𝑋  →  ℝ bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki özellikler  

sağlanırsa 𝑑 ye 𝑋 üzerinde bir metrik, (𝑋, 𝑑) ikilisine ise bir metrik uzay denir: 
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∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧  ∈  𝑋 için 

m1) 𝑑(𝑥, 𝑦)  ≥  0 

m2) 𝑑(𝑥, 𝑦)  =  0  ⇔  𝑥  =  𝑦 

m3) 𝑑(𝑥, 𝑦)  =  𝑑(𝑦, 𝑥) 

m4) 𝑑(𝑥, 𝑧)  ≤  𝑑( 𝑥, 𝑦)  +  𝑑(𝑦, 𝑥) 

Chistyakov’ a göre küme üzerindeki metrik fonksiyonu, kümenin herhangi iki noktası 

arasındaki sonlu uzaklığı ifade ederken bir küme üzerindeki modular fonksiyonu negatif 

olmayan (sonsuz değerli olabilen) hızların bölgesini ifade eder. Her 𝜆 zamanı için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) 

ortalama hızı 𝑥 den 𝑦 ye hareket boyunca aldığı 𝜆 zamanı ve 𝑥 ile 𝑦 noktaları arasındaki 

yolla bağlantılıdır [26]. Bu durumu bir örnek üzerinden yorumlayalım: 

𝑑(𝑥, 𝑦)uzaklık ve 𝜆 zaman olarak alınırsa  

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  
𝑑(𝑥, 𝑦)

𝜆
                                                                                                                       (2.2) 

 

değeri 𝑑(𝑥, 𝑦) uzaklığını kat etmek için 𝜆 zamanda 𝑥 den 𝑦 ye hareket için gereken ortalama 

hızdır. Eş.2.2 ile verilen fonksiyonun tanımını verelim. Fakat önce notasyon sadeliği için 𝑋 

boştan farklı bir küme olmak üzere her 𝜆 >  0 ve 𝑥, 𝑦  ∈  𝑋 için 𝑤: (0, ∞)  ×  𝑋  ×  𝑋 →

[0, ∞] fonksiyonu 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  𝑤(𝜆, 𝑥, 𝑦) eşitliği ile yazılabilir. Aşağıdaki tanım 

Chistyakov tarafından verilmiştir [27]. 

 

2.1.3. Tanım 

 

𝑋 ≠ ∅ olsun. Her ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧  ∈  𝑋 için 𝑤: (0, ∞)  ×  𝑋  ×  𝑋 → [0, ∞] fonksiyonu aşağıdaki 

özellikleri sağlaması durumunda bir modular metrik olarak adlandırılır: 

i. Verilen her  𝑥, 𝑦  ∈  𝑋 ve her 𝜆 >  0 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  0  ⇔  𝑥 =  𝑦 

ii. Her 𝜆 >  0 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  𝑤𝜆( 𝑦, 𝑥) 

iii. Her 𝜆, 𝜇 > 0 ve 𝑥, 𝑦, 𝑧  ∈  𝑋 için 𝑤𝜆+𝜇(𝑥, 𝑧)  ≤  𝑤𝜆( 𝑥, 𝑦)  +  𝑤𝜇(𝑦, 𝑧) 

iv. Her 𝜆, 𝜇 > 0 ve 𝑥, 𝑦, 𝑧  ∈ 𝑋 için𝑤, i ve ii ile birlikte aşağıdaki şartı sağlarsa 𝑋 üzerinde 

bir konveks modular metrik olarak adlandırılır: 

 

𝑤𝜆+𝜇(𝑥, 𝑦)  ≤  
𝜆

𝜆  +  𝜇
𝑤𝜆(𝑥, 𝑧) +

𝜇

𝜆  +  𝜇
𝑤𝜇(𝑥, 𝑧)  
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2.1.4. Uyarı 

 

Bir 𝑋 kümesi üzerindeki bir modular metriğin temel özelliği  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 0  <  𝜆  →

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  ∈  [0, ∞] fonksiyonu (0, ∞) aralığında artmayandır. Gerçekten de eğer 0  <  𝜇  <

 𝜆 ise o zaman i, ii ve iii özelliğinden 

  

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  ≤  𝑤𝜆−𝜇( 𝑥, 𝑥)  +  𝑤𝜇(𝑥, 𝑦)  =   𝑤𝜇(𝑥, 𝑦)                                                                     (2.3) 

 

sağlanır. Buradan her 𝜆 >  0 noktasında 𝑤𝜆+0(𝑥, 𝑦)  =  lim
𝜀→0

𝑤𝜆+𝜀(𝑥, 𝑦) sağdan limiti ve 

 𝑤𝜆−0(𝑥, 𝑦)  =  lim
𝜀→0

𝑤𝜆−𝜀(𝑥, 𝑦) soldan limiti varıdır ve aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

 

𝑤𝜆+0(𝑥, 𝑦)  ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  ≤  𝑤𝜆−0(𝑥, 𝑦)                                                                                        (2.4) 

 

Tanım 2.1.3’ de verilen özellikleri sağlayan aşağıdaki fonksiyonu inceleyelim. 

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  = {
0,    𝜆 > 𝑑(𝑥, 𝑦)  ⇒ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  = 0

∞,   𝜆  <  𝑑(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = ∞ 
            (2.5) 

 

Burada 𝜆 > 𝑑(𝑥, 𝑦)  ⇒ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  = 0 olması durumu 𝜆 zamanında 𝑑(𝑥, 𝑦) uzaklığını kat 

etmenin mümkün olmadığını, 𝜆 < 𝑑(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = ∞ durumu ise 𝑑(𝑥, 𝑦) uzaklığının 

𝜆 zamanda kat etmek için çok kısa olduğunu ifade eder. Şimdi bu fonksiyonun bazı özel 

durumlarını veren tanımları ifade edelim. 

 

2.1.5. Tanım 

 

Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑤𝜆 fonksiyonu 𝑥 ve 𝑦ye bağlı ise yani 𝑥 ve 𝑦 ye bağlı 𝜆 sayısı için 

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  0  ⇒  𝑥  =  𝑦 (2.6) 

 

şartı sağlanırsa 𝑤𝜆 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir katı (strict) modular denir [27].  

 

Aşağıda verilen örnekler ile modular metrik kavramının daha iyi anlaşılması amaçlanmıştır 

[15]. 
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Örnekler 

 

Aşağıda indislenmiş 𝑤 fonksiyonları bir 𝑋 kümesi üzerindeki modular metriklere basit 

örneklerdir. 𝜆 >  0 ve  𝑥, 𝑦  ∈  𝑋olsun; 

 

a) 𝑤𝜆
𝑎(𝑥, 𝑦)  =   {

∞ , 𝑥  ≠  𝑦
0 ,  𝑥  =  𝑦 

 

Eğer bir 𝑑 metriğiyle birlikte 𝑋 bir metrik uzay ise aşağıdaki fonksiyonların modular olduğu 

görülebilir. 

 

b) 𝜑: (0, ∞)  →  (0, ∞) azalmayan fonksiyon olmak üzere  

 

𝑤𝜆
𝑏(𝑥, 𝑦)  =

𝑑(𝑥, 𝑦)

𝜑(𝜆)
 

 

c) 𝑤𝜆
𝑐(𝑥, 𝑦)  =   {

∞ , 𝜆  ≤  𝑑(𝑥, 𝑦)
0 ,  𝜆  >  𝑑(𝑥, 𝑦)

 

 

Şimdi modular metrik fonksiyonu ile oluşturulan modular küme tanımını inceleyelim.Bunun 

için 𝑤, 𝑋 üzerinde bir modular metrik olmak üzere  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

 

𝑥  ∼
𝑤

𝑦  ⇔ lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  0                                                                                                         (2.7) 

 

ile tanımlanan ∼
𝑤

 bağıntısını göz önüne alalım. Bu durumda aşağıdaki önermeyi verebiliriz. 

 

2.1.6. Önerme 

 

𝑥  ∼
𝑤

𝑦  ⇔ lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  0 ile tanımlanan ∼
𝑤

  bağıntısı bir denklik bağıntısıdır [15]. 

 

İspat 

 

∼
𝑤

  bağıntısının yansıma, simetri ve geçişme özelliklerini sağladığını göstermek yeterlidir. 𝑤 

fonksiyonu Tanım 2.1.3.(i) özelliğini sağladığından 𝑤𝜆(𝑥, 𝑥) = 0 elde edilir. Yani  
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lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑥) =  0  

 

ve 𝑥  ∼
𝑤

𝑥 olur. Diğer taraftan (ii) özelliğinden  

 

𝑥 ∼
𝑤

𝑦 ⇔ lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑦, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑦 ∼
𝑤

𝑥  

 

olup ∼
𝑤

 bağıntısı simetri özelliğini sağlar. Geçişme özelliğini görmek için 𝑥  ∼
𝑤

𝑦 ve 

𝑦  ∼
𝑤

𝑧 olsun. Buna göre lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆

2

(𝑥, 𝑦) = 0 ve lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆

2

(𝑦, 𝑧) = 0  yazılabilir. (iii) özelliğini 

kullanarak  

 

lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑧)  ≤   lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆

2

(𝑥, 𝑦)  + lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆

2

(𝑦, 𝑧) 

lim
𝜆 → ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑧)  =  0  ⇔ 𝑥 ∼
𝑤

𝑧                                                                                             (2.8) 

 

elde edilir. Böylece  ∼
𝑤

 bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. ∼
𝑤

 bağıntısına göre  𝑥  ∈  𝑋 in 

denklik sınıfları 

 

 𝑋𝑤
∘ (𝑥) =  {𝑦  ∈  𝑋: 𝑦 ∼

𝑤
𝑥}  

 

ile gösterilir.  𝑋𝑤
∘   denklik sınıfları yardımıyla tanımlanan 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi olmak üzere  

 

𝑋𝑤 = 𝑋𝑤(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋: lim
𝜆→ ∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑥0) = 0 }  

 

kümesi modular uzay olarak adlandırılır. 

 

 2.1.7. Tanım 

 

𝑋 ≠ ∅, 𝑤, 𝑋 üzerinde tanımlı modular metrik olsun. Her 𝑥  ∈ 𝑋 ve 𝜆 = 𝜆((𝑥𝑛), 𝑥) > 0 için  

 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥)  =  0                                                                                                                     (2.9) 

 

oluyorsa (𝑥𝑛)𝑛∈ 𝐼𝑁   ⊂ 𝑋𝑤 dizisi modular yakınsaktır denir. Burada 𝑥,  (𝑥𝑛)𝑛∈ 𝐼𝑁  dizisinin  
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modular limitidir denir [27]. 

 

Şimdi sabit nokta teoremlerini ispat ederken kullanacağımız modular diziler ile ilgili bazı 

tanımları verelim. Aşağıdaki tanım Abdou ve Khamsi tarafından verilmiştir [9, 10]. 

 

2.1.8. Tanım 

 

𝑋𝑤, 𝑋 uzayı üzerinde tanımlı 𝑤 modular metriği ile oluşturulmuş bir modular metrik uzay 

olmak üzere bir 𝜆  >  0 için  

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥)  =  0 

sağlanıyorken her 𝜆  >  0 için  

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥)  =  0 

sağlanıyorsa 𝑤 modular metriği Δ2 koşulunu sağlıyor denir. 

 

2.1.9. Tanım 

 

𝑋 üzerindeki bir 𝑤 modular metriği için  

 

lim
𝑚,𝑛→∞

𝑤𝜆(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)  =  0 

 

olacak şekilde bir 𝜆 = 𝜆((𝑥𝑛)) > 0 sayısı varsa (𝑥𝑛)  ⊂ 𝑋𝑤 dizisine modular Cauchy 

(veya 𝑤–Cauchy dizisi) dizisi denir, yani  

 

∀ 𝜀  >  0,  ∃ 𝑛0(𝜀)  ∍  ∀𝑛  ≥  𝑛0(𝜀), 𝑚  ≥  𝑛0(𝜀) : 𝑤𝜆(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)  ≤  𝜀 

 

şartını sağlayan diziye modular Cauchy dizisi denir [27]. 

 

2.1.10. Önerme 

 

Modular yakınsak her dizi aynı zamanda bir modular Cauchy dizisidir [27]. 
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İspat 

 

𝑥𝑛 →
𝑤

 𝑥 olacak şekilde bir 𝜆 > 0 için lim
𝑛 → ∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 olsun. Böylece her bir 𝜀  >  0 ve  

𝑛  ≥  𝑛0(𝜀) için  

 

𝑤𝜆

2

(𝑥𝑛, 𝑥) ≤
𝜀

2
                                                                                                                  (2.10) 

 

olacak şekilde bir 𝑛0(𝜀)  ∈  𝐼𝑁 vardır. (iii) özelliğinden 𝑚, 𝑛  ≥ 𝑛0(𝜀) için (𝑥𝑛) dizisinin 

modular Cauchy olmasını sağlayan 

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)  ≤  𝑤𝜆

2

(𝑥𝑛, 𝑥)  +  𝑤𝜆

2

(𝑥, 𝑥𝑚)  ≤  𝜀                                                                         (2.11) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

2.1.11. Tanım 

 

𝑋 üzerindeki bir 𝑤 modular metriği için 𝑋𝑤 modular uzay olmak üzere 𝑋𝑤 deki her bir  

modular Cauchy dizisi modular yakınsak ise yani (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋𝑤 ve 𝜆  =  𝜆((𝑥𝑛)) > 0 için 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)  = 0 iken lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥)  = 0 olacak şekilde bir 𝑥  ∈  𝑋𝑤 varsa (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋𝑤 

dizisi modular tamdır (veya – tamdır) denir [27]. 

 

2.1.12. Tanım 

 

𝑋𝑤deki  𝑥 ∈ 𝑋𝑤 ye 𝑤 -yakınsak her (𝑥𝑛)𝑛∈𝐼𝑁 dizisi için, 

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  ≤ liminf
𝑛→∞

 𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑦) 

 

şartı sağlanırsa  𝑤, Fatou Özelliğini sağlar denir [9]. 

 

Aşağıdaki teorem Chistyakov tarafından verilmiştir [26]. 
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2.1.13. Teorem 

 

𝑤, 𝑋 üzerinde bir modular metrik ise, 𝑋𝑤 modular kümesi   

𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) = inf{𝜆 > 0: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤 𝑖ç𝑖𝑛 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆}  

 

metriğine göre bir metrik uzaydır. 

 

İspat 

 

𝑥, 𝑦  ∈  𝑋𝑤 için 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑅+ değeri anlamlı ve iyi tanımlıdır. Gerçekten 𝑥 ∼

𝑤
𝑦 

olduğundan Eş. 2.7 ye göre her 𝜆 > 𝜆0 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 1 olacak şekilde bir 𝜆0 > 0 vardır. 

Böylece 𝜆1 =  max{1, 𝜆0} alarak 𝑤𝜆1
(𝑥, 𝑦)  ≤ 1 ≤ 𝜆1 elde edilir. Bu ise 𝑑𝑤

0 (𝑥, 𝑦)nin 

tanımıyla birlikte 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆1 ≤ ∞ durumunu verir. Şimdi 𝑑𝑤

0 (𝑥, 𝑦) nin metrik 

özelliklerini sağladığını gösterelim.  

m1) 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) nin tanımından açıktır.  

m2) (i) özelliğinin yeter şartından her 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 ve 𝜆 > 0 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑥) = 0 olur, böylece 

𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑥) = 0 eşitliği elde edilir. 𝑤,  (ii) şartını sağlasın. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤ve 𝑑𝑤

0 (𝑥, 𝑦) = 0 olsun. O 

zaman 𝑤𝜇(𝑥, 𝑦), her 𝜇  > 0 değeri için 𝜇yü aşmaz. Böylece her 𝜆 > 0 ve 0  <  𝜇  <  𝜆 için 

Uyarı 2.1.4’ten 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  ≤ 𝑤𝜇(𝑥, 𝑦)  ≤  𝜇 olur. Buradan  lim
𝜇 → 0

𝑤𝜇(𝑥, 𝑦)  =  0 elde edilir. 

Böylece her 𝜆 > 0 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  =  0 olur. Buradan (i) aksiyomu 𝑥 = 𝑦 şartını sağlar.  

m3) (ii) aksiyomundan dolayı açıktır.  

m4) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋𝑤 için 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑𝑤

0 (𝑥, 𝑧) + 𝑑𝑤
0 (𝑧, 𝑦) olduğunu gösterelim. 𝑑𝑤

0  nin 

tanımından her 𝜆 > 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑧)  ve 𝜇 > 𝑑𝑤

0 (𝑧, 𝑦)  için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑧) ≤  𝜆 ve 𝑤𝜇(𝑧, 𝑦) ≤ 𝜇 bulunur. 

Böylece (iii) özelliği 𝑤𝜆+𝜇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑤𝜆( 𝑥, 𝑧) + 𝑤𝜇(𝑧, 𝑦) ≤ 𝜆 + 𝜇 eşitsizliğini sağlar. 𝑑𝑤
0  nin 

tanımından 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆  + 𝜇 bulunur. 𝜆 → 𝑑𝑤

0 (𝑥, 𝑧) ve 𝜇 → 𝑑𝑤
0 (𝑧, 𝑦)  limiti alındığında 

istenen eşitsizlik elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. Bu durumda eğer 𝑤, 𝑋 üzerinde bir 

modular metrik ise 𝑋𝑤 kümesine modular metrik uzay denir 

 

2.1.14. Tanım 

 

𝑥 ∈ 𝑋ve 𝑟 > 0 olsun. 𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) < 𝑟} ile tanımlanan küme, 𝑥merkezli 𝑟 

yarıçaplı bir açık kümedir. Ayrıca her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈 olacak şekilde 𝑟  >  0 varsa  

𝑈 ⊂ 𝑋kümesi açıktır denir. 
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2.1.15. Tanım 

 

𝜆, 𝜇 > 0ve 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 olsun. 𝜆 ve 𝜇 ye bağlı 𝑤-açık küme, 𝑥 in 𝑤-civarı ile tanımlanan kümedir. 

Buna göre   𝑤-açık küme tanımı  

 

𝐵𝜆,𝜇
𝑤 (𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋𝑤: 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜇} 

 

olarak verilir. Bununla birlikte her 𝜆 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝐵𝜆, 𝜇(𝑥) ⊂ 𝑈 olacak şekilde 𝜇 > 0 

varsa 𝑈 ⊂ 𝑋 kümesi 𝑤 -açıktır denir. Eğer 𝜏(𝑤), 𝑋𝑤  üzerindeki tüm 𝑤 -açık kümelerin bir 

ailesi ise 𝜏(𝑤), 𝑋𝑤 üzerinde bir modular topolojidir denir. 

 

2.1.16. Tanım 

 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olmak üzere  

 

𝑇(𝑥)  =  𝑥                                                                                                                                        (2.12) 

 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋varsa, bu 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktası denir. 

Bir 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümünün sabit noktası olmayabilir, birden fazla olabilir, tek olabilir veya  

sonsuz sayıda olabilir. Aşağıda bu durumlarla ilgili çeşitli örnekler verilmiştir. 

 

Örnekler 

 

𝑋 = [0, 1]ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşüm olmak üzere 

 

a. 𝑇(𝑥) = {
𝑥  +  

1

2
,  0  ≤  𝑥  ≤  

1

2
1

3
         , 

1

2
≤  𝑥  ≤ 1

 

 

ile tanımlanan dönüşümün X de sabit noktası yoktur. 

b. 𝑇(𝑥) = 𝑥2 şeklinde tanımlanan dönüşümün 𝑥1 = 0 ve 𝑥2 = 1 olmak üzere 𝑋 de iki 

farklı sabit noktası vardır. 

c. 𝑇(𝑥) = 2𝑥 − 1 şeklinde tanımlanan dönüşümün 𝑥 = 1 olmak üzere 𝑋 de bir tek sabit 

noktası vardır. 
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d. 𝑇(𝑥) = 𝑥 şeklinde tanımlanan dönüşümün 𝑋de sonsuz sayıda sabit noktası vardır. 

 

2.1.17. Tanım 

 

(𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için 

  

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦))  ≤  𝛼 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 

koşulunu sağlayan bir 𝛼 ≥ 0 reel sayısı varsa, 𝑇 dönüşümü Lipschitz koşulunu sağlıyor 

denir. Eğer 𝛼 < 1 ise 𝑇 ye büzülme dönüşümü, 𝛼 = 1 ise T ye genişlemeyen dönüşüm 

denir. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için  

 

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 

koşulu sağlanıyorsa 𝑇 ye büzülebilir dönüşüm denir.  

 

2.2. Temel Teoremler 

 

Bu bölümde modular metrik uzaylarda Chistyakov tarafından verilmiş temel teoremleri ifade 

edeceğiz. İlk olarak 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) ve 𝑤𝜆( 𝑥, 𝑦) arasındaki ilişkiyi inceleyen teoremi ispatsız 

olarak ifade edelim [15].  

 

2.2.1. Teorem 

 

𝑤, 𝑋 üzerinde bir modular metrik olsun. O zaman 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝜆 > 0 için  

a) 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) < 𝜆 ise 𝑤𝜆( 𝑥, 𝑦) ≤  𝑑𝑤

0 (𝑥, 𝑦) <  𝜆 

b) 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝜆 ise 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) = 𝜆 

c)  𝜆 = 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) > 0 ise 𝑤𝜆+0(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆 ≤ 𝑤𝜆−0( 𝑥, 𝑦) 

Eğer 𝜇 → 𝑤𝜇(𝑥, 𝑦) fonksiyonu (0, ∞) da sağdan sürekli ise (a) – (c) ile birlikte; 

d) 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆 ⇔ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜆 

e) 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) < 𝜆 ⇔ 𝑤𝜆( 𝑥, 𝑦) < 𝜆 

Eğer 𝜇 → 𝑤𝜇(𝑥, 𝑦)  fonksiyonu (0, ∞)da sürekli ise (a) – (e) ile birlikte 

f) 𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦) = 𝜆 ⇔ 𝑤𝜆( 𝑥, 𝑦) = 𝜆 
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durumları vardır.  

Şimdi bir 𝑑𝑤
0  metriğine göre metrik yakınsaklığın modular yakınsaklıkla ilişkisini veren 

teoremi ifade edeceğiz [15]. 

 

2.2.2. Teorem 

 

𝑤, 𝑋 üzerinde bir modular metrik, 𝑋𝑤 bir modular metrik uzay olsun. (𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝐼𝑁 ⊂ 𝑋𝑤 dizisi 

ve 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 için  

lim
𝑛 →∞

𝑑𝑤
0 (𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ⇔ ∀𝜆 > 0 𝑖ç𝑖𝑛  lim

𝑛 →∞
𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 

ifadesi vardır. Benzer durum Cauchy dizisi için de vardır. 

 

İspat  

 

(⇐) 𝜀 > 0 keyfi sayısı için, kabulden 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜀(𝑥𝑛, 𝑥)  =  0 

olur ve böylece her 𝑛 ≥  𝑛0(𝜀) için 

  

𝑤𝜀(𝑥𝑛, 𝑥)  ≤  𝜀                                                                                                                        (2.13) 

 

olacak şekilde bir 𝑛0(𝜀) sayısı vardır. Bundan dolayı her 𝑛 ≥  𝑛0(𝜀) için  

 

𝑑𝑤
0 (𝑥, 𝑦)  ≤  𝜀                                                                                                                              (2.14) 

 

elde edilir. 

(⇒) Keyfi 𝜆 > 0 sayısını seçelim. Burada, her biri 𝜀 > 0 için iki farklı durum vardır. Bunlar 

a) 0 < 𝜀 < 𝜆 ya da b) 𝜀 ≥ 𝜆 durumlarıdır. (a) durumunda, kabulden her 𝑛 ≥ 𝑛0(𝜀) için 

  

𝑑𝑤
0 (𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀                                                                                                                  (2.15) 

 

olacak şekilde bir 𝜆0(𝜀) sayısı vardır ve böylece her 𝑛 ≥ 𝑛0(𝜀) için  

 

𝑤𝜀(𝑥𝑛, 𝑥)  <  𝜀                                                                                                                              (2.16) 
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elde edilir. 𝜀 < 𝜆 olduğundan her 𝑛 ≥ 𝑛0(𝜀) için  

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑤𝜀(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀                                                                                                           (2.17) 

 

bulunur. (b) durumunda ise, 𝑛1(𝜀) = 𝑛0 (
𝜆

2
)alınırsa modular metriğin azalanlığından ve (a) 

durumundan her 𝑛 ≥ 𝑛0(𝜀) için 

  

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑤𝜆

2

(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜆

2
≤

𝜀

2
< 𝜀                                                                                           (2.18) 

 

elde edilir. Böylece her 𝜆 > 0 için  

lim
𝑛 → ∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥)  =  0 

olur. 

 

2.2.3. Teorem 

 

𝑋𝑤 modular metrik uzay ve 𝑤, 𝑋 üzerinde bir modular metrik olsun. O zaman 

a) 𝑋𝑤 modular uzayı modular yakınsamaya göre kapalıdır, yani(𝑥𝑛) ⊂  𝑋𝑤, 𝑥 ∈ 𝑋ve 

𝑥𝑛 →
𝑤

𝑥 ise o zaman 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 

b) 𝑤,  𝑋 üzerinde bir katı (strict) modular metrikse, (varsa) modular limit tek olarak 

tanımlıdır [27]. 

 

İspat  

 

𝑎) (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋𝑤,  𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑥𝑛 →
𝑤

𝑥 olsun. İlk olarak 𝑥𝑛 →
𝑤

𝑥 olduğundan 

 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆0
(𝑥𝑛0

, 𝑥) = 0 

 

olacak şekilde bir 𝜆0 = 𝜆0((𝑥𝑛), 𝑥) > 0 vardır. Şimdi 𝜀 > 0 olsun. 𝑤𝜆0
(𝑥𝑛0

, 𝑥) ≤  
𝜀

2
    

olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) vardır. 𝑥𝑛0
∈ 𝑋𝑤 = 𝑋𝑤(𝑥0) olduğundan 

 

 lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆0
(𝑥𝑛0

, 𝑥0) = 0  
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elde edilir. Böylece 𝑤𝜆1
(𝑥𝑛0

, 𝑥0) ≤
𝜀

2
  olacak şekilde bir 𝜆1 = 𝜆1(𝜀) > 0 vardır. Bu  

durumda Tanım. 2.1.3. (ii) ve (iii) özellikleri ile  

 

𝑤𝜆0 + 𝜆1
(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑤𝜆0

(𝑥, 𝑥𝑛0
) + 𝑤𝜆1

(𝑥𝑛0
, 𝑥0)                                                                (2.19) 

 

eşitsizliği sağlanır. 𝜆 → 𝑤𝜆(𝑥, 𝑥0) fonksiyonu (0, ∞) da artmayan fonksiyon olduğundan  

her 𝜆 ≥ 𝜆0 + 𝜆1 için  

 

lim
𝜆 →∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑥0)  ≤  𝑤𝜆0+𝜆1
(𝑥, 𝑥0) ≤  𝜀 

lim
𝜆 →∞

𝑤𝜆(𝑥, 𝑥0)  =  0                                                                                                             (2.20) 

 

olur ve 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 elde edilir. 

𝑏) (𝑥𝑛) ∈ 𝑋𝑤; 𝑥, 𝑦  ∈  𝑋𝑤; 𝑥𝑛 →
𝑤

𝑥 ve 𝑥𝑛 →
𝑤

𝑦 olsun. Modular yakınsaklığın tanımından 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ve lim
𝑛 →∞

𝑤𝜇(𝑥𝑛, 𝑦) = 0 olacak şekilde 𝜆 = 𝜆((𝑥𝑛), 𝑥) > 0 ve 

 𝜇  =  𝜇((𝑥𝑛), 𝑦) > 0 vardır. Tanım 2.1.3. ün (iii) ve (ii) özelliklerinden 

 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆+𝜇(𝑥, 𝑦) ≤ lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥) + lim
𝑛 →∞

𝑤𝜇(𝑥𝑛, 𝑦)                                                              (2.21) 

 

elde edilir. Bu durumda 

  

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆+𝜇(𝑥, 𝑦) = 0                                                                                                              (2.22) 

 

olur ve böylece Tanım 2.1.2(i) özelliğinden 𝑥  =  𝑦 olduğu gösterilir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

 

2.2.4. Teorem 

 

𝑋 üzerindeki bir 𝑤 modular metriği için 𝑋𝑤 üzerindeki 𝑑𝑤
0  ye göre metrik yakınsaklığın 

modular yakınsaklıkla çakışması için gerek ve yeter şart 𝑤 modular metriğinin 𝛥2–şartını 

sağlamasıdır [27]. 
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2.2.5. Teorem 

(𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay, 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir büzülme dönüşümü olsun. Buna göre, 𝑇 dönüşümü 

𝑇(𝑥∗) = 𝑥∗ olacak şekilde bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahası bir 𝑥0 başlangıç noktası 

alınarak oluşturulan (𝑥𝑛)  iterasyon dizisi için 𝑥𝑛 = 𝑇(𝑥𝑛−1)  olup lim
𝑛 → ∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) = 0  elde 

edilir. 
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3. MODULAR METRİK UZAYLARDA BÜZÜLME PRENSİBİ 

 

Bu bölümde modular metrik uzaylarda verilmiş temel sabit nokta teoremlerini inceleyeceğiz. 

İlk kısımda tekil değerli dönüşümler için Banach büzülme prensibini ikinci kısımda ise çoğul 

değerli dönüşümler için büzülme prensibini vereceğiz. 

 

3.1. Modular Metrik Uzaylarda Banach Büzülme Prensibi 

 

Bu bölümde tekil değerli dönüşümler için temel oluşturan Banach büzülme prensibini 

inceleyeceğiz. Aşağıdaki teorem Chistyakov tarafından verilmiştir [27]. 

 

3.1.1. Teorem 

 

𝑋 boştan farklı bir küme, 𝑤, 𝑋üzerinde bir konveks modular metrik ve 𝑘 > 0 olsun. Her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤
∗  ve 𝑇: 𝑋𝑤

∗ → 𝑋𝑤
∗  dönüşümü için  

 

𝑑𝑤
∗ (𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  ≤  𝑘𝑑𝑤

∗ (𝑥, 𝑦)                                                                                                          (3.1) 

 

şartı aşağıdaki ifadeye denktir: 

 

Her 𝜆 > 0 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 1 olacak şekilde 𝑤𝑘𝜆 +0(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 1 vardır. 

 

Aşağıdaki tanım Chistyakov tarafından verilmiştir [27]. 

 

3.1.2. Tanım 

 

𝑋  boştan farklı bir küme ve 𝑤, 𝑋  üzerinde bir modular metrik olmak üzere her 𝜆 > 0  ve  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤  için  

 

𝑤𝑘𝜆(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)                                                                                                     (3.2) 

 

olacak şekilde 0 < 𝑘 < 1  sayısı varsa 𝑇: 𝑋𝑤 → 𝑋𝑤  dönüşümüne modular büzülme (veya        

𝑤 – büzülme) denir. 
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Şimdi modular metrik uzaylarda Banach büzülme prensibini ifade edelim. Aşağıdaki teorem  

2011 yılında Mongkolkeha ve diğerleri tarafından ifade ve ispat edilmiştir [23]. 

 

3.1.3. Teorem 

 

𝑤, 𝑋üzerinde bir modular metrik ve 𝑋𝑤, 𝑤 tarafından oluşturulan bir tam modular metrik 

uzay olsun. 𝑇: 𝑋𝑤 → 𝑋𝑤 bir büzülme dönüşümü ise, o zaman her 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) < ∞ için 

𝑇,  𝑋𝑤 de bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahası her 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 ve 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) < ∞ için (𝑇𝑛𝑥) 

iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakınsar. 

 

İspat 

 

𝑥0, 𝑋𝑤 de keyfi bir nokta ve her 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 için 𝑥1  =  𝑇𝑥0,  𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0, … , 𝑥𝑛  =  𝑇𝑛𝑥0 

olsun. O zaman her 𝜆 > 0 ve 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 için  

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 𝑤𝜆(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛−1)  ≤  𝑘𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) 

                            ≤  𝑘2𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−2) 

                              … 

                            ≤  𝑘𝑛𝑤𝜆(𝑥1, 𝑥0) 

𝑤𝜆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) ≤  𝑘𝑛𝑤𝜆(𝑥1, 𝑥0) 

𝑘  ∈ (0, 1)  ⇒   lim
𝑛 →∞

𝑘𝑛 =  0 

 

olup buradan 

  

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 0                                                                                                         (3.3) 

 

elde edilir. Böylece her bir 𝜆 > 0 için bir 𝜀 > 0 sayısı bulunabilir öyle ki bu 𝜀 > 0 sayısı 

için 𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) < 𝜀 olacak şekilde her 𝑛 > 𝑛0 için bir 𝑛0 ∈ 𝐼𝑁 vardır. Genelliği 

bozmadan 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 ve 𝑚 > 𝑛 kabul edelim. 
𝜆

𝑚−𝑛
> 0 için bir 𝑛 𝜆

𝑚−𝑛

∈ 𝐼𝑁 vardır öyle ki her 

𝑛 > 𝑛 𝜆

𝑚−𝑛

 için  

 

𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) <
𝜀

𝑚 − 𝑛
                                                                                                                    (3.4) 
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olur. Şimdi Tanım 2.1.4’teki (iii) özelliğini kullanarak her 𝑚, 𝑛 > 𝑛 𝜆

𝑚−𝑛

 için  

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)  ≤  𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)  +  𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) +   ⋯ 𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚) 

≤
𝜀

𝑚 − 𝑛
  +

𝜀

𝑚 − 𝑛
+ ⋯ +

𝜀

𝑚 − 𝑛
︸

𝑚 − 𝑛  𝑠𝑎𝑦𝚤𝑑𝑎

 

≤
𝜀

𝑚 − 𝑛
(𝑚 − 𝑛) 

≤  𝜀                                                                                                                                        (3.5) 

 

olup (𝑥𝑛)𝑛∈𝐼𝑁 bir Cauchy dizisidir. 𝑋𝑤 nin tamlığından bu dizi bir 𝑥∗ ∈ 𝑋𝑤 noktasına 

yakınsar. Modular metrik tanımından ve 𝑇 nin büzülme dönüşümü olmasından her 𝜆 > 0 ve 

𝑛 ∈ 𝐼𝑁 için 

  

𝑤𝜆(𝑇𝑥∗, 𝑥∗) ≤ 𝑤𝜆

2

(𝑇𝑥∗, 𝑇𝑥𝑛) + 𝑤𝜆

2

(𝑇𝑥𝑛, 𝑥∗) 

                        ≤  𝑘𝑤𝜆

2

(𝑥∗, 𝑥𝑛) + 𝑤𝜆

2

(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆

2

(𝑥∗, 𝑥𝑛)  <  
𝜀

2
⇒ 𝑤𝜆

2

(𝑥𝑛+1, 𝑥∗)  <  
𝜀

2
 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑇𝑥∗, 𝑥∗) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

lim
𝑛 →∞

𝑤𝜆(𝑇𝑥∗, 𝑥∗) = 0 ⇔ 𝑇𝑥∗ = 𝑥∗                                                                                           (3.6) 

 

bulunur. Böylece 𝑥∗,  𝑇 nin bir sabit noktasıdır. Sabit noktanın tekliğini göstermek için aksini 

kabul edelim, yani 𝑦∗, 𝑇nin bir başka sabit noktası olsun. O zaman her 𝜆 > 0 için 

 

𝑤𝜆(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑤𝜆(𝑇𝑥∗, 𝑇𝑦∗) 

                      ≤ 𝑘𝑤𝜆(𝑥∗, 𝑦∗) 

𝑤𝜆(𝑥∗, 𝑦∗) − 𝑘𝑤𝜆(𝑥∗, 𝑦∗) ≤ 0 

(1  −  𝑘) 𝑤𝜆(𝑥∗, 𝑦∗)  ≤ 0                                                                                                                    (3.7) 

 

olur. 𝑤𝜆 modular metrik olduğundan pozitif tanımlıdır. Böylece (1 − 𝑘) ≠ 0 olduğundan 

𝑤𝜆(𝑥∗, 𝑦∗) = 0 ve (i) özelliğinden 𝑥∗  =  𝑦∗ elde edilir. Böylece istenen gösterilir. 
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3.2. Modular Metrik Uzaylarda Çoğul Değerli Dönüşümler İçin Büzülme Prensibi 

 

Bu bölümde Abdou ve Khamsi tarafından verilen çoğul değerli dönüşümler için büzülme 

prensibini inceleyeceğiz [9]. Bunun için ilk olarak teoremlerin ifade ve ispatında 

kullanılacak bazı tanımları vereceğiz. Aşağıdaki tanım Chaipunya ve diğerleri tarafından 

verilmiştir [19]. 

 

3.2.1. Tanım 

 

𝐶𝐵(𝑋𝑤), 𝑋𝑤 nin tüm boştan farklı kapalı ve sınırlı alt kümelerinin ailesini ve 𝐶(𝑋𝑤) , 𝑋𝑤 nin 

tüm boştan farklı kapalı alt kümelerinin ailesini göstersin. 𝐴, 𝑋𝑤 modular metrik uzayının 

boştan farklı bir alt kümesi olsun. 𝑥 ∈ 𝑋𝑤  için  

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝐴)  =   inf
𝑦∈𝐴

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) 

 

olarak tanımlanır. 𝐴,  𝐵 ∈ 𝐶𝐵(𝑋𝑤)  için  

 

𝑤𝜆(𝐴, 𝐵)  =  sup
𝑥∈𝐴

𝑤𝜆(𝑥, 𝐵)  =  sup
𝑥∈𝐴

{ inf
𝑦∈𝐵

 𝑤𝜆(𝑥, 𝐵)} 

 

olarak ve Hausdorff modular metriği  

 

𝐻𝑤(𝐴, 𝐵)  =  max{𝑤𝜆(𝐴, 𝐵), 𝑤𝜆(𝐵, 𝐴)} 

 

olarak tanımlanır. 

 

Aşağıdaki tanım Khamsi ve Abdou tarafından verilmiştir [9]. 

 

3.2.2. Tanım 

 

𝑋𝑤 bir tam modular metrik uzay, 𝑀, 𝑋𝑤nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀  

için  

 

𝐻𝑤(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦))  ≤  𝑘𝑤1(𝑥, 𝑦) 
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olacak şekilde bir 𝑘 ≥ 0  sabiti varsa 𝑇: 𝑀 → 𝐶𝐵(𝑀) çoğul değerli dönüşümüne Lipschitz 

koşulunu sağlıyor denir. 𝑥 ∈ 𝑇(𝑥)  oluyorsa 𝑥  noktasına 𝑇 nin sabit noktasıdır denir. Eğer 

𝑘  ∈ [0, 1)  ise 𝑇  dönüşümüne 𝑤 –büzülme dönüşümüdür denir. 

 

3.2.3. Lemma 

 

𝑋𝑤 bir tam modular metrik uzay, 𝑀, 𝑋𝑤 nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. 

 𝐴,  𝐵  ∈  𝐶𝐵(𝑋𝑤)  olsun. O zaman 𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐴 için  

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  ≤  𝐻𝑤(𝐴, 𝐵)  +  𝜀                                                                                                     (3.8) 

 

olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐵vardır. Dahası 𝐵, 𝑤–kompakt ve Fatou özelliğini sağlıyor ise o 

zaman 𝑥 ∈ 𝐴 için  

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  ≤  𝐻𝑤(𝐴, 𝐵)                                                                                                                   (3.9) 

 

olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐵 vardır [9]. 

 

İspat 

 

𝑎  ∈ 𝐴 ve 𝜀 > 0 keyfi olsun. 𝑤1(𝑎, 𝐵) = inf
𝑏∈𝐵

𝑤1(𝑎, 𝑏) olduğundan 𝑤1(𝑎, 𝐵)  +  𝜀 

sayısının, {𝑤1(𝑎, 𝑏): 𝑏 ∈ 𝐵} kümesinin alttan sınırı olmadığı görülebilir. Böylece 

𝑤1(𝑎, 𝑏𝜀) ≤ 𝑤1(𝑎, 𝐵) + 𝜀 olacak şekilde 𝑏𝜀 ∈ 𝐵 vardır. Bu durumda 

 

𝑤1(𝑎, 𝑏𝜀) ≤ 𝐻𝑤(𝐴, 𝐵) + 𝜀 

 

elde edilir. İkinci kısım için 𝐵, 𝑤–kompakt ve Fatou özelliğini sağlasın. 𝑎 ∈ 𝐴olsun. O 

zaman herhangi bir 𝑛 ≥ 1 için 𝑤1(𝑥, 𝑦𝑛) ≤ 𝐻𝑤(𝐴, 𝐵) +
1

𝑛
  olacak şekilde 𝑦𝑛 ∈ 𝐵 vardır. 

𝐵, 𝑤–kompakt olduğundan (𝑦𝑛) bir 𝑦 ∈ 𝐵 noktasına yakınsar. 𝐵, Fatou özelliğini 

sağladığından 

 

𝑤1(𝑥, 𝑦 ≤ liminf
𝑛 →∞

𝑤1(𝑥, 𝑦𝑛) ≤ 𝐻𝑤(𝐴, 𝐵)                                                                                  (3.10) 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Şimdi Nadler tarafından verilen çoğul değerli dönüşümler için büzülme prensibinin modular 

metrik uzaylardaki karşılığını verelim. Aşağıdaki teorem Abdou ve Khamsi tarafından ifade 

edilmiştir [9]. 

 

3.2.4. Teorem 

 

𝑋𝑤 bir modular metrik uzay, 𝑤, 𝛥2-şartını sağlayan bir konveks regüler modular metrik  

olsun. 𝑀, 𝑋𝑤 nin boştan farklı tam alt kümesi olsun. 𝑇: 𝑀 →  𝐶𝐵(𝑀) dönüşümü bir modular 

büzülme dönüşümü ise 𝑇 bir sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat 

 

T  bir modular büzülme dönüşümü olduğundan her 𝑥, 𝑦  ∈  𝑀 için  

 

𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑤1(𝑥, 𝑦)                                                                                                           (3.11) 

 

olacak şekilde bir 𝑘  ∈ [0, 1) sabiti vardır. 𝑥0 ∈ 𝑀  keyfi ve 𝑥1 ∈ 𝑇𝑥0  olsun. Bu durumda 

Lemma 3.2.3 den  

 

𝑤1(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐻𝑤(𝑇𝑥0, 𝑇𝑥1) + 𝑘2                                                                                                 (3.12) 

 

olacak şekilde 𝑥2 ∈ 𝑇𝑥1 vardır. Benzer şekilde Eş. 3.12 yardımıyla 

 

𝑤1(𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝐻𝑤(𝑇𝑥1, 𝑇𝑥2) + 𝑘4 

 

olacak şekilde 𝑥3 ∈ 𝑇𝑥2 vardır. Bu iterasyona devam ederek  

 

𝑤1(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) ≤ 𝐻𝑤(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛−1) + 𝑘2𝑛                                                                                   (3.13) 

 

ve 𝑥𝑛+1 ∈ 𝑇𝑥𝑛 olacak şekilde her 𝑛 ≥ 0 için bir (𝑥𝑛) dizisi oluşturulabilir. 𝑇 büzülme 

olduğundan her 𝑛 ≥ 0 için 
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𝑤1(𝑥𝑛+1 , 𝑥𝑛) ≤ 𝑘𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) + 𝑘2𝑛                                                                                     (3.14) 

 

elde edilir. Böylece her 𝑛  ≥  0 için 

  

𝑤1(𝑥𝑛+1 , 𝑥𝑛) ≤ 𝑘𝑛 (𝑤1(𝑥1, 𝑥0) +
1

1−𝑘
)                                                                                    (3.15) 

 

bulunur. Bu durumda (𝑥𝑛) dizisi Cauchy dizisi olur. 𝑀, 𝑤 − tam olduğundan (𝑥𝑛) dizisi bir 

𝑥∗ ∈ 𝑀  noktasına yakınsar. 𝐻𝑤(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗) ≤ 𝑘𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥∗) olup 

 

lim
𝑛 →∞

𝐻𝑤(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗)  =  0 

lim
𝑛 →∞

𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗)  =  0                                                                                                               (3.16) 

 

elde edilir. Böylece 𝑥∗ ∈ 𝑇𝑥∗  bulunur. Bu durumda 𝑥∗, 𝑇 nin bir sabit noktasıdır. Bu ispatı 

tamamlar. 
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4. MODULAR METRİK UZAYLARDA ÇOĞUL DEĞERLİ 

DÖNÜŞÜMLER İÇİN     SABİT NOKTA TEOREMİ 

 

Çoğul değerli dönüşümler uygulamalı ve teorik matematikte birçok uygulama alanına 

sahiptir. Bu alanlara örnek olarak çoğul değerli dönüşümler, kontrol teorisi, konveks 

optimizasyon, diferansiyel içerme topoloji, reel değerli fonksiyonlar teorisi, doğrusal 

olmayan fonksiyonel analiz, oyun teorisi gibi alanlar gösterilebilir. Bu alanların dışında 

ekonomi, matematiksel ekonomi vb. matematiğin dışındaki alanlar da eklenebilir. 

Nadler’ in teoreminin en bilinen genelleştirmelerinden birisi Caristi tipi dönüşümler için 

verilen sabit nokta sonuçlarıdır [28]. Caristi tipi dönüşümler Ekeland tarafından verilen 

sonuçların bir düzenlemesidir [29]. Bu sonuçların genelleştirmeleri incelenmiş ve çeşitli 

uygulamalar verilmiştir [30]. 

 

Feng – Liu tipi dönüşümler Caristi tipi dönüşümlerin Hausdorff metrik kullanmadan verilen 

bir genelleştirmesidir. Feng – Liu tipi dönüşümler de çok sayıda yazar tarafından araştırılmış 

ve sabit nokta sonuçları elde edilmiştir. Bu dönüşümlerin uygulamaları da verilmiştir [31-

33]. 

  

Nadler tarafından ifade edilen çoğul değerli dönüşümler için sabit nokta teoreminin bir başka 

genelleştirmesi 𝜓,  𝜑 tipi dönüşümler için verilen sonuçlardır. Bu sonuçlarla birlikte sabit 

nokta teorisi daha da genişlemiştir [34-36] 

 

Bu bölümde sabit nokta teorisinde önemli yeri olan bu teoremlerin modular metrik 

uzaylardaki karşılıkları araştırılmıştır. İlk olarak Caristi tipi dönüşümler için bulunan 

sonuçlar ifade edilmiş, sonrasında Feng – Liu tipi dönüşümler için sabit nokta sonuçları 

ortaya koyulmuştur. Üçüncü bölümde tipi dönüşümler için sabit nokta sonuçları verilmiş ve 

son bölümde Caristi ve Feng- Liu tipi dönüşümler için bulunan sonuçların birer uygulaması 

verilerek konunun daha iyi anlaşılması amaçlanmıştır. 

 

4.1. Modular Metrik Uzaylarda Caristi Tipi Dönüşümler İçin Sabit Nokta Teoremi 

 

Bu bölümde modular metrik uzaylarda Caristi tipi dönüşümler için bazı sabit nokta 

teoremlerini vereceğiz. 
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4.1.1 Teorem 

 

𝑋𝑤 bir tam modular metrik uzay, 𝑇: 𝑋𝑤 → 𝐶𝐵(𝑋𝑤) bir genişlemeyen dönüşüm olsun öyle ki 

her bir 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 ve her 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 için  

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤
1

𝜆
(𝜑𝑤(𝑥, 𝑦) − 𝜑𝜆(𝑦, 𝑧))                                                                                          (4.1) 

 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑇𝑦 vardır. Özel olarak 𝜆 = 1 için  

 

𝑤1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜑𝑤(𝑥, 𝑦) − 𝜑𝑤(𝑦, 𝑧)                                                                                                        (4.2) 

 

yazabiliriz. Burada 𝜑: 𝑋𝑤 × 𝑋𝑤 → [0, ∞] fonksiyonu ilk değişkene göre alttan sürekli 

fonksiyondur. Bu durumda 𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) < ∞ için 𝑇 bir sabit noktaya sahiptir [37]. 

 

İspat:  

 

𝑥0 ∈ 𝑋𝑤  ve 𝑥1 ∈ 𝑇𝑥0 olsun. Eğer 𝑥1 = 𝑥0 ise o zaman𝑥0, 𝑇 nin bir sabit noktasıdır ve 

teorem sağlanır. Bu durumda 𝑥1 ≠ 𝑥0 olsun. Kabulümüzden  

 

𝑤1(𝑥0, 𝑥1) ≤ 𝜑𝑤(𝑥0, 𝑥1) − 𝜑𝑤(𝑥1, 𝑥2)                                                                                       (4.3) 

 

olacak şekilde 𝑥2 ∈ 𝑇𝑥1 vardır. Bu iterasyona devam ederek 𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑛−1 olacak şekildeki 

𝑥𝑛 ∈ 𝑇𝑥𝑛−1 için 

 

0 < 𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ 𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) − 𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)                                                                 (4.4) 

  

olacak şekilde 𝑥𝑛+1 ∈ 𝑇𝑥𝑛 bulunabilir. Bu durumda (𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛))𝑛 azalmayan bir dizidir. 

Gerçekten de 

 

0 < 𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 

0 < 𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)                                                                                             (4.5) 

 

Ayrıca (𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛))𝑛 dizisi alttan sınırlıdır bu yüzden bir 𝑟 ≥ 0 noktasına yakınsar.  
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Eş.4.2’de her iki tarafın limitlerini aldığımızda  

 

lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ lim
𝑛→∞

(𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) − 𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)) 

lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ lim
𝑛→∞

𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) − lim
𝑛→∞

𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) 

lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ 𝑟 − 𝑟 

lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = 0                                                                                                                     (4.6) 

 

elde ederiz. Şimdi (𝑥𝑛) in Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. Üçgen eşitsizliğinden  𝑚, 𝑛 ∈

𝐼𝑁  ve 𝑚 > 𝑛 için 

 

𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ ∑ 𝑤 1

𝑚−𝑛

(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖)
𝑚

𝑖=𝑛+1
                                                                                      (4.7) 

 

olur. Diğer taraftan modular metriğin artmayan olmasından 

 

𝑤1(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ 𝑤 1

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)                                                                                                 (4.8) 

 

ve hipotezden  

 

𝑤 1

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤
1

(𝑚−𝑛)
𝜑𝑤(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)                                                                                       (4.9) 

 

bulunur. Bu ifade Eş.4.7’de yazıldığında 

 

𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤
1

(𝑚 − 𝑛)
(𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) − ⋯ − 𝜑𝑤(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)) 

𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤
1

(𝑚−𝑛)
(𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) − 𝜑𝑤(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)                                                                    (4.10) 

 

bulunur. Eş.4.10’da her iki tarafın limsupunu aldığımızda  

 

lim
𝑛→∞

(sup{𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑚): 𝑚 > 𝑛} ≤ lim
𝑛→∞

(sup
1

(𝑚 − 𝑛)
(𝜑𝑤(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) − 𝜑𝑤(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)) 
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lim
𝑛→∞

(sup{𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑚): 𝑚 > 𝑛} ≤ lim
𝑛→∞

(sup
1

(𝑚 − 𝑛)
(𝑟 − 𝑟) 

lim
𝑛→∞

(sup{𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥𝑚): 𝑚 > 𝑛} = 0 

 

Böylece (𝑥𝑛) bir Cauchy dizisi olur. 𝑋𝑤tam uzay olduğundan 𝑇, 𝑢 ∈ 𝑋𝑤 noktasına yakınsar. 

Şimdi 𝑢 nun, 𝑇nin sabit noktası olduğunu gösterelim. 

 

𝑤1(𝑢, 𝑇𝑢) ≤ 𝑤1

2

(𝑢, 𝑥𝑛+1) + 𝑤1

2

(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑢) 

                      ≤ 𝑤1

2

(𝑢, 𝑥𝑛+1) + 𝐻𝑤(𝑇𝑢, 𝑇𝑥𝑛) 

                      ≤ 𝑤1

2

(𝑢, 𝑥𝑛+1) + 𝑤1

2

(𝑢, 𝑥𝑛)                                                                                      (4.11) 

 

Eş.4.11’de her iki tarafın limitini aldığımızda 

 

lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑢, 𝑇𝑢) ≤ lim
𝑛→∞

𝑤1

2

(𝑢, 𝑥𝑛+1) + lim
𝑛→∞

𝑤1

2

(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑢) 

  lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑢, 𝑇𝑢) ≤ 𝑤1

2

(𝑢, 𝑢) + 𝑤1

2

(𝑢, 𝑢) 

lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑢, 𝑇𝑢) = 0                                                                                                                     (4.12) 

 

Böylece 𝑢 ∈ 𝑇𝑢 elde edilir. Bu durumda 𝑢, 𝑇nin sabit noktası olur. Şimdi yukarıdaki 

teoremin bir genelleştirmesi olan aşağıdaki teoremi verelim [37].  

 

4.1.2. Teorem 

 

𝑋𝑤bir tam modular metrik uzay ve 𝑇: 𝑋𝑤 → 𝐶𝐵(𝑋𝑤) bir çoğul değerli dönüşüm olsun öyle 

ki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤 için  

 

𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦))                                                                                                              (4.13) 

 

şartı sağlanır. Burada 𝜂: [0, ∞] → [0, ∞]fonksiyonu her 𝑡 ∈ [0, ∞] için 𝜂(𝑡) < 𝑡 olacak 

şekilde alttan sürekli dönüşüm ve 
𝜂(𝑡)

𝑡
 azalmayandır.  

 

Yukarıdaki şartlar altında 𝑇 bir sabit noktaya sahiptir. 
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İspat 

 

𝑥 ∈ 𝑋𝑤ve 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 olsun. Eğer 𝑥 = 𝑦 ise o zaman 𝑇 bir sabit noktaya sahip olur ve ispat 

tamamlanır. 𝑥 ≠ 𝑦 olduğunu kabul edelim. 𝜃(𝑡)fonksiyonunu her 𝑡 ∈ [0, ∞] için  

 

𝜃(𝑡) =
𝜂(𝑡) + 𝑡

2
 

 

olarak tanımlayalım. Hipotezden  

 

𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦))                                                                                                       (4.14) 

 

eşitsizliği vardır. 𝜂 fonksiyonu azalmayan fonksiyon ve  𝜂(𝑡) < 𝑡 olduğundan 

  

𝜂(𝑡)  <  𝑡 ⇔ 𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦 ))  <  𝑤1(𝑥, 𝑦) 

𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))  =  
𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦 ))  +  𝑤1(𝑥, 𝑦)

2
≤  𝑤1(𝑥, 𝑦) 

𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))  =  
𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦 )) + 𝑤1(𝑥, 𝑦)

2
≥ 𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦 ))                                                                        (4.15) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu durumda Eş.4.13 yeniden düzenlendiğinde  

 

𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  ≤  𝜂(𝑤1(𝑥, 𝑦))  ≤  𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))  ≤  𝑤1(𝑥, 𝑦)                                                    (4.16) 

 

bulunur. Bu durumda 

 

𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))  = 𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  +  𝜀0                                                                                            (4.17) 

 

olacak şekilde bir 𝜀0 > 0 vardır. Böylece 𝑧 ∈ 𝑇𝑦 için  

 

𝑤1(𝑦, 𝑧)  ≤  𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  + 𝜀0 = 𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑤1(𝑥, 𝑦)                                                       (4.18) 

 

yazılabilir. Tekrar 𝑦 ≠ 𝑧 kabul edelim. O zaman  

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  − 𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))  ≤  𝑤1(𝑥, 𝑦)  − 𝑤1(𝑦, 𝑧)                                                                      (4.19) 
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eşitsizliği yazılabilir. Eş.4.19 tekrar düzenlendiğinde 

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  ≤  
𝑤1(𝑥, 𝑦)

1 − 
𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))

𝑤1(𝑥, 𝑦)

  −
𝑤1( 𝑦, 𝑧)

1 − 
𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))

𝑤1(𝑥, 𝑦)

                                                                                    (4.20) 

 

elde edilir. 
𝜃(𝑡)

𝑡
 azalmayan fonksiyon ve 𝑤1(𝑦, 𝑧) < 𝑤1(𝑥, 𝑦) olduğundan Eş.4.20 

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  ≤  
𝑤1(𝑥, 𝑦)

1 − 
𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))

𝑤1(𝑥, 𝑦)

  −
𝑤1( 𝑦, 𝑧)

1 − 
𝜃(𝑤1( 𝑦, 𝑧))

𝑤1(𝑦, 𝑧)

                                                                                    (4.21) 

 

olarak tekrar düzenlenebilir. Şimdi  

 

𝜙𝑤(𝑥, 𝑦)   =   {

𝑤1(𝑥, 𝑦)

1  −  
𝜃(𝑤1(𝑥, 𝑦))

𝑤1(𝑥, 𝑦)

,    𝑥 ≠  𝑦

0 ,                               𝑥  =  𝑦

 

 

olacak şekilde 𝜙𝑤: 𝑋𝑤 × 𝑋𝑤 → [0, ∞] fonksiyonunu tanımlayalım. Bu durumda Eş.4.20 ile 

verilen eşitsizlik  

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  ≤  𝜙𝑤(𝑥, 𝑦)  − 𝜙𝑤(𝑦, 𝑧)                                                                                           (4.22) 

 

olarak yazılır. Böylece 𝑇 dönüşümü Teorem 4.1.1’deki şartları sağlar ve 𝑢 ∈ 𝑋𝑤 şeklinde bir 

sabit noktası vardır. 

 

4.2. Modular Metrik Uzaylarda Feng – Liu Tipi Dönüşümler İçin Sabit Nokta 

Teoremleri 

 

Bu bölümde Feng – Liu tipi dönüşümler için bir sabit nokta teoremi vereceğiz. İlk olarak 

teoremi ifade etmek için aşağıdaki tanımı verelim [38]. 

 

4.2.1. Tanım 

 

𝑤 bir modular metrik, 𝑋𝑤 bir modular metrik uzay ve 𝑇: 𝑋𝑤 → 𝑁(𝑋𝑤) bir çoğul değerli 

dönüşüm olsun. 𝑓𝜆: 𝑋𝑤 → ℝ+ fonksiyonu 𝑓𝜆(𝑥) = inf𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) olarak tanımlansın.𝐼𝑏
𝑥 ⊂ 𝑋𝑤  

kümesi 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) < ∞ ve bir 𝑏 ∈ (0, ∞) pozitif sabit sayısı için 
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𝐼𝑏
𝑥   = {𝑦  ∈  𝑇𝑥: 𝑏𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)  ≤  𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥)}                                                                             (4.23) 

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑁(𝑋𝑤),  𝑋𝑤 nin boştan farklı tüm alt kümelerini ifade eder. 

 

4.2.2. Uyarı 

 

𝐼𝑏
𝑥 kümesinin boştan farklı olduğuna dikkat edelim. Gerçekten  

1- a) 𝑥 ∈ 𝑇𝑥 ve 𝑦 = 𝑥 olsun. Bu durumda  

 

𝑏𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑤𝜆(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) 

0 ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) = 0                                                                                                                   (4.24) 

 

elde edilir. Böylece her 𝑏 ∈ (0,1) için Eş.4.23 sağlanır ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑏
𝑥 olur. 

1- b) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ve 𝑥 ≠ 𝑦 olsun. Bu durumda  

 

0 < 𝑏𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) = 0                                                                                              (4.25) 

 

elde edilir. Fakat bu bir çelişkidir. O zaman kabulümüz yanlıştır. Bu durumda eğer 𝑥 ∈ 𝑇𝑥 

ise 𝐼𝑏
𝑥 kümesi 𝐼𝑏

𝑥 = {𝑥} ile ifade edilir.  

2) 𝑥 ∉ 𝑇𝑥 olsun. O zaman bir 𝑦 ≠ 𝑥 için 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 vardır. Modular uzaklık tanımını kullanarak 

bir 𝜀 > 0 için  

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤  𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥)  +  𝜀                                                                                                       (4.26) 

 

elde edilir. 𝜀  = (1 − 𝑏)𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) olarak seçildiğinde  

 

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥)  +  (1 − 𝑏)𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) 

𝑏𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥)                                                                                                             (4.27) 

 

bulunur. Böylece 𝑦 ∈ 𝐼𝑏
𝑥 ve 𝐼𝑏

𝑥 ≠ ∅ olur. Şimdi teoremi ifade ve ispat edelim [38]. 
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4.2.3. Teorem 

 

𝑋𝑤, 𝑤 tarafından oluşturulan bir tam modular metrik uzay, 𝑇: 𝑋𝑤  → 𝐶(𝑋𝑤) bir çoğul değerli 

dönüşüm olsun. 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) < ∞eşitsizliği ve 𝑤 için  𝛥2-şartı sağlansın. Eğer 

  

𝑤𝜆(𝑦, 𝑇𝑦) ≤ 𝑐𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)                                                                                                              (4.28) 

 

şartını sağlayan her 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 için 𝑦 ∈ 𝐼𝑏
𝑥 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ (0,1) sabit sayısı varsa 𝑐 < 𝑏 

ve 𝑓𝜆 alttan yarı sürekli olmak şartı ile 𝑇 nin 𝑋𝑤 de bir sabit noktası vardır. 

 

İspat:  

 

Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 için 𝑇𝑥 ∈ 𝐶(𝑋𝑤) olduğundan herhangi bir 𝑏 ∈ (0,1) için 𝐼𝑏
𝑥 boştan 

farklıdır. Bir 𝑥0 ∈ 𝑋𝑤 başlangıç noktası ve 𝜆 > 0 için  

 

𝑤𝜆(𝑥1, 𝑇𝑥1) ≤ 𝑐𝑤𝜆(𝑥0, 𝑥1)                                                                                                       (4.29) 

 

olacak şekilde 𝑥1 ∈ 𝐼𝑏
𝑥0  vardır. Benzer şekilde 𝑥1 ∈ 𝑋𝑤 ve 𝜆 > 0 için  

 

𝑤𝜆(𝑥2, 𝑇𝑥2)  ≤  𝑐𝑤𝜆(𝑥1, 𝑥2)                                                                                                      (4.30) 

 

olacak şekilde 𝑥2 ∈ 𝐼𝑏
𝑥1 vardır. Bu iterasyona devam ederek 𝜆 > 0 ve 𝑥𝑛+1 ∈ 𝐼𝑏

𝑥𝑛 için 

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥𝑛+1)  ≤  𝑐𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ;   𝑛 =  0, 1, 2,  ⋯                                                             (4.31) 

 

olacak şekilde bir (𝑥𝑛) dizisi elde edilir. Diğer taraftan 𝜆 > 0 ve 𝑥𝑛+1 ∈ 𝐼𝑏
𝑥𝑛 için 

 

𝑏𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛)  ;  𝑛 =  0, 1, 2,  ⋯                                                                        (4.32) 

 

sağlanır. Eş.4.31 ve Eş. 4. 32 yardımıyla bir 𝜆 > 0 için  

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥𝑛+1)  ≤
𝑐

𝑏
𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛)  ≤   (

𝑐

𝑏
)

2

𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛−1)                                                 (4.33)   
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ve 

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤
1

𝑏
𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛)   ≤

𝑐

𝑏
𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤
𝑐

𝑏
𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)                                                                                                    (4.34) 

 

 bulunur. 𝜆 > 0için Eş.4.33 ardışık olarak kullanarak  

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) 

≤
𝑐

𝑏
𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ (

𝑐

𝑏
)

2

𝑤𝜆(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1) ≤ ⋯ ≤ (
𝑐

𝑏
)

𝑛

𝑤𝜆(𝑥0, 𝑥1) ; 𝑛  =  0, 1, 2,  ⋯     (4.35) 

 

ve Eş.4.32 ardışık olarak kullanarak 

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥𝑛+1)  

≤
𝑐

𝑏
𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) ≤ (

𝑐

𝑏
)

2

𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛−1) ≤ ⋯ ≤ (
𝑐

𝑏
)

𝑛

𝑤𝜆(𝑥0, 𝑇𝑥0); 𝑛 = 0, 1, 2,  ⋯   (4.36) 

 

elde edilir. Diğer yandan  𝑚, 𝑛  ∈  ℕ ve 𝑚 > 𝑛 için modular metriğin üçgen eşitsizliği 

özelliği kullanılarak  

 

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 

≤ 𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)  + 𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2)   + ⋯ + 𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚) 

≤ (
𝑐

𝑏
)

𝑛

𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥0, 𝑥1)  + (
𝑐

𝑏
)

𝑛+1

𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥0, 𝑥1)  + ⋯ + (
𝑐

𝑏
)

𝑚−1

𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥0, 𝑥1)                  (4.37) 

 

yazılabilir. 𝑐 < 𝑏 olduğundan lim
𝑛→∞

(
𝑐

𝑏
)

𝑛

= 0 ve 0  <  𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) < ∞ olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)  = lim
𝑛→∞

(
𝑐

𝑏
)

𝑛

𝑤𝜆(𝑥0, 𝑥1) = 0                                                                          (4.38) 

 

olur. 𝑤,  𝛥2 −şartını sağladığından lim
𝑛→∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)   =  0 ise 

 

lim
𝑛→∞

𝑤𝜆

2

(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 0                                                                                                               (4.39) 
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 ifadesi sağlanır. Bu şekilde devam ederek bir 𝑘 ∈ ℕ için  

lim
𝑛→∞

𝑤 𝜆

2𝑘

(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)   =  0                                                                                                            (4.40) 

 

elde edilir. 𝑘 ∈ 𝐼𝑁yi 2𝑘 < 𝑚 − 𝑛 olacak şekilde seçersek metrik modular fonksiyonunun 

temel özelliğinden bir 𝜆 > 0 için 

 

lim
𝑛→∞

𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 0                                                                                                           (4.41) 

 

olur. Eş.4.37nin 𝑛 → ∞ için limiti alındığında  

 

lim
𝑛→∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)   ≤ lim
𝑛→∞

(
𝑐

𝑏
)

𝑛

1  − (
𝑐

𝑏
)  

𝑤 𝜆

𝑚−𝑛

(𝑥0, 𝑥1)  

lim
𝑛→∞

𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)  =  0                                                                                                               (4.42) 

 

bulunur ki bu (𝑥𝑛) dizisinin Cauchy dizisi olduğunu ifade eder. 𝑤,  𝛥2 −şartını 

sağladığından 𝑋𝑤 tam uzaydır ve (𝑥𝑛) dizisinin yakınsadığı bir 𝑥 ∈  𝑋𝑤 noktası vardır. Diğer 

taraftan 

 

{𝑓𝜆(𝑥𝑛)}𝑛 = 0
∞   = {𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛)}𝑛 = 0

∞  

 

fonksiyon dizisi azalandır. Gerçekten de bir 𝜆 > 0 için 

 

𝑓𝜆(𝑥𝑛) = 𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) ≤ (
𝑐

𝑏
) 𝑤𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛−1) = (

𝑐

𝑏
) 𝑓𝜆(𝑥𝑛−1)                                         (4.43) 

 

olur ve 
𝑐

𝑏
< 1 olduğundan {𝑓𝜆(𝑥𝑛)}𝑛 = 0

∞  azalandır. Ayrıca 𝑓𝜆(𝑥𝑛) = 𝑤𝜆(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) pozitif 

olduğundan {𝑓𝜆(𝑥𝑛)}𝑛 = 0
∞  fonksiyon dizisi 0 a yakınsar. 𝑓𝜆 alttan yarı-sürekli olduğundan  

 

0  ≤ 𝑓𝜆(𝑥)  = lim
¯

𝑛→∞

𝑓𝜆(𝑥𝑛)  =  0                                                                                                  (4.44) 

 

elde edilir. Böylece 𝑓𝜆(𝑥) = 0 olur. Bu durumda 𝑇𝑥 in kapalılığından 𝑥 ∈ 𝑇𝑥 olur ve ispat 

tamamlanır. Şimdi bu teoremin bazı sonuçlarını verelim. 
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4.2.4. Sonuç  

 

Teorem 4.2.1, Chaipunya ve diğerleri tarafından verilen teoremin bir genelleştirmesidir [19]. 

1)  Gerçekten de eğer 𝑇, da verilen şartları sağlarsa o zaman 𝑇nin çoğul değerli büzülme 

dönüşümü olması sebebiyle üstten yarı sürekli olmasından 𝑓 fonksiyonu alttan yarı 

süreklidir ve her 𝑥 ∈ 𝑋𝑤, 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ve 𝜆 > 0 için  

 

𝑤𝜆(𝑦, 𝑇𝑦) ≤ 𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑐𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)                                                                                    (4.45) 

 

olur. Böylece 𝑇, Teorem 4.2.1 in şartlarını sağlar ve bir sabit noktaya sahip olduğu 

gösterilmiş olur. 

2) Aşağıda verilen örnek Teorem 4.2.1 in Chaipunya ve diğerleri tarafından verilen teoremin 

bir genişlemesi olduğunu gösterir. 

 

𝑋𝑤 = {
1

2
, 

1

4
,  ⋯ , 

1

2𝑛 ,  ⋯ } ∪ {0, 1}, her𝜆 > 0 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤 için 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) =
1

𝜆
|𝑥  − 𝑦| 

 

olsun. Özel olarak 𝜆  =  1 için  

 

𝑤1(𝑥, 𝑦)  =  |𝑥  − 𝑦| 

 

ve bir 𝑋𝑤 tam modular metrik uzay olsun. 𝑇: 𝑋𝑤  → 𝐶(𝑋𝑤) dönüşümünü  

 

𝑇(𝑥)  =   {
{

1

2𝑛+1
, 1} ;   𝑥  =

1

2𝑛
  , 𝑛  =  0, 1,  ⋯

{0, 1}                                   ;   𝑥 =   0
  

 

olarak tanımlayalım. 𝑇 nin Chaipunya tarafından verilen teoreme göre bir büzülebilir 

dönüşüm olmadığı görülebilir. Gerçekten de  

 

𝐻𝑤(𝑇(
1

2𝑛
), 𝑇(0)) =  

1

2
  ≥  

1

2𝑛
  = 𝑤1(

1

2𝑛
, 0) , 𝑛 =  0, 1, 2,  ⋯ 

 

Fakat  
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𝑓(𝑥)  =  𝑤1(𝑥, 𝑇𝑥)  =   {
1

2𝑛+1
 ;  𝑥 =  

1

2𝑛
, 𝑛 = 1, 2,  ⋯

0 ;                             𝑥  = 0, 1
 

 

ve 𝑓 süreklidir. Dahası her 𝑥 ∈ 𝑋𝑤 için 𝑦 ∈ 𝐼0,5
𝑥  vardır ve  

 

𝑤1(𝑦, 𝑇𝑦)  =  
1

2
𝑤1(𝑥, 𝑦) 

 

olur. 

 

4.2.5. Sonuç 

 

Teorem 4.2.1, sabit noktanın tekliğini garanti etmez. Bu durumu görmek için Sonuç 4.2.4’te 

verilen örneğe bakılabilir. 

 

4.2.6. Önerme 

 

𝑋𝑤 bir tam modular metrik uzay, 𝑇: 𝑋𝑤 → 𝐶(𝑋𝑤)bir çoğul değerli dönüşüm olsun. Eğer 

herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋𝑤, 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ve her 𝜆 > 0 için 

  

𝑤𝜆(𝑦, 𝑇𝑦)  ≤ 𝑐𝑤𝜆(𝑥, 𝑦)                                                                                                         (4.46) 

 

olacak şekilde bir 𝑐 ∈ (0, 1) sabit sayısı varsa o zaman 𝑓 = 𝑤𝜆(𝑥, 𝑇𝑥) alttan yarı sürekli 

olmak şartıyla 𝑇, 𝑋𝑤 de bir sabit noktaya sahiptir. 

 

4.2.7. Sonuç 

 

Burada 𝑓(𝑥) fonksiyonunun alttan yarı sürekli olması önemli rol oynamaktadır. 𝑓(𝑥) 

fonksiyonunun alttan yarı sürekli kabulü olmadığı taktirde diğer bütün şartlar sağlansa bile 

𝑇nin, 𝑋𝑤 de bir sabit noktaya sahip olduğu gösterilemez. Bu durumu bir örnekle 

gösterelim: 𝑋𝑤, Sonuç 4.2.3’teki uzay olmak üzere 𝑇: 𝑋𝑤  →  𝐶(𝑋𝑤) dönüşümü 
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𝑇𝑥  =   {
{

1

2𝑛+1
, 

1

2𝑛+2
} ,   𝑥 =  

1

2𝑛
;  𝑛 =  0, 1, 2,  ⋯

{1},                                                      𝑥 =  0
 

 

olarak tanımlansın. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑤 ve 𝜆 = 1 için 𝑤: (0, ∞) × 𝑋 × 𝑋  →  [0, ∞] modular 

metriği 

  

𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

  

olarak ifade edilsin. Bu durumda 𝑓(𝑥) = 𝑤1(𝑥, 𝑇𝑥) fonksiyonu 

  

𝑓(𝑥)  =   {

1

2𝑛+1
 ,      𝑥  =  

1

2𝑛
 , , 𝑛  =  0, 1, 2,  ⋯

{1},                                          𝑥  =  0
  

 

olarak tanımlanır. Bu fonksiyonun alttan yarı sürekli olmadığı ve diğer tüm şartları 

sağlamasına rağmen 𝑇nin 𝑋𝑤de bir sabit noktaya sahip olmadığı açıktır.  

 

4.3. Modular Metrik Uzaylarda Çoğul Değerli Dönüşümler İçin 𝜑, 𝜓 −Şartı 

 

İlk olarak teoremimizde kullanacağımız aşağıdaki tanımı vererek başlayalım [39]. 

 

4.3.1. Tanım 

 

Bir 𝜓: [0, ∞] → [0, ∞) fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa değiştirilmiş uzaklık 

fonksiyonu olarak adlandırılır: 

1. 𝜓  monoton artan ve süreklidir. 

2. 𝜓(𝑡)  =  0  ⇔  𝑡 =  0 

 

Şimdi teoremi ifade ve ispat edelim [39]. 

 

4.3.2. Teorem 

 

𝑋𝑤 bir tam modular metrik uzay, ∅ ≠ 𝑀 ⊂ 𝑋𝑤 ve 𝑇: 𝑀 → 𝐾(𝑀) dönüşümü Fatou özelliği 

ile birlikte her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için aşağıdaki şartları sağlayan bir dönüşüm olsun: 
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𝜓(𝐻𝑤(𝑇𝑥, 𝑇𝑦))  ≤ 𝜓(𝑀𝑤(𝑥, 𝑦))  −  𝜑(𝑁𝑤(𝑥, 𝑦))                                                                           (4.47) 

 

Burada; 

 

𝑀𝑤(𝑥, 𝑦)  =  max {𝑤1(𝑥, 𝑦), 𝑤1(𝑥, 𝑇𝑥), 𝑤1(𝑦, 𝑇𝑦), 
1

2
[𝑤2(𝑥, 𝑇𝑦)  +  𝑤2(𝑦, 𝑇𝑥)]}

𝑁𝑤(𝑥, 𝑦)  =  min {𝑤1(𝑥, 𝑦), 𝑤1(𝑥, 𝑇𝑥), 𝑤1(𝑦, 𝑇𝑦), 
1

2
[𝑤2(𝑥, 𝑇𝑦)  +  𝑤2(𝑦, 𝑇𝑥)]}

 

 

olarak tanımlansın. Ayrıca 𝜑(𝑡): [0, ∞] → (0, ∞)fonksiyonu her 𝑡 > 0 için yarı-sürekli ve 

𝑡 = 0 noktasında süreksiz; 𝜓: [0, ∞] → [0, ∞)ise değiştirilmiş uzaklık fonksiyonu olsun. O 

zaman 𝑇, 𝑀 ⊂ 𝑋𝑤de bir sabit noktaya sahiptir. Burada 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑋𝑤 için 𝑤1(𝑥0, 𝑥1) < ∞ ve 

𝐻𝑤(𝐴, 𝐵) modular Hausdorff metriktir. 

 

İspat: 

 

𝑥0 ∈ 𝑀 ⊂ 𝑋𝑤ve 𝑥1 ∈ 𝑇𝑥0 olsun. O zaman 

  

𝑤1(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐻𝑤(𝑇𝑥0, 𝑇𝑥1)                                                                                                     (4.48) 

 

olacak şekilde bir 𝑥2 ∈ 𝑇𝑥1 vardır. 𝜓 monoton artan olduğundan  

 

𝜓(𝑤1(𝑥1, 𝑥2))  ≤ 𝜓(𝐻𝑤(𝑇𝑥0, 𝑇𝑥1)) 

 

elde edilir. Bu durumu Eş.4.47’de yazarak  

 

𝜓(𝑤1(𝑥1, 𝑥2)  ≤  𝜓(𝐻𝑤(𝑇𝑥0, 𝑇𝑥1))  ≤ 𝜓(𝑀𝑤(𝑥0, 𝑥1))  −  𝜑(𝑁𝑤(𝑥0, 𝑥1))                        (4.49) 

 

bulunur. Eş.4.49’da 𝑥0 yerine 𝑥2𝑛, 𝑥1 yerine 𝑥2𝑛+1, 𝑥2 yerine 𝑥2𝑛+2 yazarak 

  

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2) 

≤  𝜓(𝐻𝑤(𝑇𝑥2𝑛, 𝑇𝑥2𝑛+1))  ≤ 𝜓(𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1))  −  𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1))                         (4.50) 

 

elde edilir. Burada  
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𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)  = max {
𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1), 𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑇𝑥2𝑛), 𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑇𝑥2𝑛+1),

1

2
[𝑤2(𝑥2𝑛, 𝑇𝑥2𝑛+1) + 𝑤2(𝑥2𝑛+1, 𝑇𝑥2𝑛)]

} 

 

olur. 𝛿nın tanımından kolayca 

  

𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)  =  max {𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1),  𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2), 
1

2
[ 𝑤2(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+2)]} 

𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)  =  max {
𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1),  𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2),

1

2
[ 𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1) + 𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)]

} 

𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)  =  max{𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1),  𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)} 

 

olduğu gösterilir. İlk olarak 

  

𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1) = 𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)                                                                                   (4.51) 

 

olsun. O zaman Eş.4.49 yeniden düzenlendiğinde  

 

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2) ≤ 𝜓( 𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)) − 𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1))                                (4.52) 

 

bulunur. 𝜑 > 0 olduğundan  

 

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2) < 𝜓( 𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2))                                                                          (4.53) 

 

olur. 𝜓 monoton artan olduğundan 

  

𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2) < 𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)                                                                                    (4.54) 

 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Bu durumda  

 

𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)  =  𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)                                                                                            (4.55) 

 

olur. Böylece {𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)} dizisi monoton azalan bir dizi olur. 𝐾(𝑀) kompakt 

olduğundan kapalı ve sınırlıdır. Yani bir 𝑟 > 0 için  
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lim
𝑛 →∞

𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1) = 𝑟                                                                                                           (4.56) 

 

bulunur. Şimdi Eş.4.50 için 𝑛  →  ∞ limiti alındığında  

 

lim
𝑛→∞

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2) ≤ lim
𝑛→∞

𝜓(𝑀𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)) − lim
𝑛→∞

𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)) 

lim
𝑛→∞

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)  ≤   lim
𝑛→∞

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1))  −   lim
𝑛→∞

𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)) 

𝜓( lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)  ≤  𝜓( lim
𝑛→∞

𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1))  −   lim
𝑛→∞

𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)) 

𝜓(𝑟)   ≤  𝜓(𝑟)  −   lim
𝑛→∞

𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1))                                                                      (4.57) 

 

elde edilir. Burada 𝜑nin tanımından  

 

𝜓(𝑟)   <  𝜓(𝑟)                                                                                                                          (4.58) 

 

olur ki bu bir çelişkidir. Bu durumda 𝑟 = 0 olmalıdır. Yani  

 

lim
𝑛 →∞

𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)  =  0                                                                                                         (4.59) 

 

elde edilir.  

 

Şimdi (𝑥2𝑛) dizisinin Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. Aksini iddia edelim, yani (𝑥2𝑛) 

Cauchy dizisi olmasın. O zaman 𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑚) ≥ 𝜀 olacak şekilde en az bir 𝜀 > 0 vardır ve 

𝑥2𝑛 ile 𝑥2𝑚 bu eşitsizliği sağlayan ilk terimlerdir. Eş.4.47, 𝑥2𝑛 ve 𝑥2𝑚 için uygulandığında 

𝑥2𝑛 ∈ 𝑇𝑥2𝑛−1 ve 𝑥2𝑚 ∈ 𝑇𝑥2𝑚−1 için 

  

𝜓(𝑤1(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑚) 

  ≤  𝜓(𝐻𝑤(𝑇𝑥2𝑛−1, 𝑇𝑥2𝑚−1))  ≤ 𝜓(𝑀𝑤(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1))  −  𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1)       (4.60) 

 

elde edilir. Burada  

 

𝑀𝑤(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1)  =  max {
𝑤1(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1), 𝑤1(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛), 𝑤1(𝑥2𝑚−1, 𝑥2𝑚), 

1

2
[𝑤2(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚)  +  𝑤2(𝑥2𝑚−1, 𝑥2𝑛)]

} 
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olur. Tanım 2.1.3’te verilen (iii) şartından 

 

𝑤1(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1) ≤ 𝑤1

2

(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛) + 𝑤1

2

(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑚−1)                                                         (4.61) 

 

bulunur. Yine modular metriğin monoton azalan olmasından  

 

𝑤1

2

(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛)  < 2𝜀                                                                                                      (4.62) 

 

olacak şekilde 2𝜀 > 0 vardır. 𝑚, 𝑛 → ∞limiti alındığında  

 

lim
𝑚,𝑛→∞

𝑤1(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1)  ≤ lim
𝑚,𝑛→∞

𝑤1

2

(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛)  + lim
𝑚,𝑛→∞

𝑤1

2

(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑚−1)  

lim
𝑚,𝑛→∞

𝑤1(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1)  ≤  2𝜀                                                                                               (4.63) 

 

bulunur. Benzer bir hesaplamayla 

  

𝑤2(𝑥2𝑚−1, 𝑥2𝑛)  ≤ 𝑤1(𝑥2𝑚−1, 𝑥2𝑛)  <  𝜀                                                                                 (4.64) 

 

olup bu durumda  

 

𝑀𝑤(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1)  =  max {2𝜀, 0, 0, 
1

2
[2𝜀  +  𝜀]}   = 2𝜀 

 

olarak hesaplanır. Böylece Eş.4.47 

  

𝜓 (2𝜀)  ≤  𝜓 (2𝜀) − 𝜑(𝑁𝑤(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑚−1))                                                                             (4.65) 

 

olur ki 𝜑nin tanımından  

 

𝜓 (2𝜀)  <  𝜓 (2𝜀)                                                                                                                     (4.66) 

 

elde edilir. Fakat bu bir çelişkidir. O zaman kabulümüz yanlıştır ve (𝑥2𝑛) bir Cauchy 

dizisidir. Dolayısıyla (𝑥𝑛) bir Cauchy dizisidir. Son olarak 𝑇nin bir sabit noktasının var 

olduğunu gösterelim. Aksini kabul edelim, yani 𝑥𝑛  →  𝑥∗  iken  𝑇𝑥∗ ≠  𝑥∗  olsun.  𝐾(𝑀)  
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kompakt olduğundan 𝑥∗ ∈ 𝐾(𝑀) ⊂ 𝑋𝑤 vardır öyle ki 𝑥𝑛  →  𝑥∗ olur. Fatou özelliğinden  

 

𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗) ≤ liminf
𝑛 → ∞

𝑤1(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥∗) = liminf
𝑛 → ∞

𝑤1(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗) ≤ lim
𝑛 → ∞

𝐻𝑤(𝑇𝑥𝑛 , 𝑇𝑥∗)      (4.67) 

 

𝜓(𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗)) ≤ 𝜓(𝐻𝑤(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗)) ≤ 𝜓(𝑀𝑤(𝑥𝑛, 𝑥∗)) − 𝜑(𝑁𝑤(𝑥𝑛, 𝑥∗))                       (4.68) 

 

olur. Basit bir hesaplamayla 

  

𝑀𝑤(𝑥𝑛, 𝑥∗) = max {𝑤1(𝑥𝑛, 𝑥∗), 𝑤1(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛), 𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗),
1

2
[𝑤2(𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗) + 𝑤2(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛)]} 

lim
𝑛 → ∞

𝑀𝑤(𝑥𝑛, 𝑥∗)  =  max {0, 0, 𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗), 
1

2
𝑤2(𝑥∗, 𝑇𝑥∗)} 

 

bulunur. Böylece 

  

lim
𝑛 → ∞

𝑀𝑤(𝑥𝑛, 𝑥∗) = 𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗)                                                                                                (4.69) 

 

olur. Bu durumda 

  

𝜓(𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗))  ≤  𝜓(𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗))  − 𝜑(𝑁𝑤(𝑥𝑛, 𝑥∗))                                                           (4.70) 

 

elde edilir. Buradan  

 

𝜓(𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗)) <   𝜓(𝑤1(𝑥∗, 𝑇𝑥∗))                                                                                         (4.71) 

 

olur ki bu bir çelişkidir. Yani kabulümüz yanlıştır ve 𝑥∗ ,  𝑇nin sabit noktasıdır. Böylece ispat 

tamamlanır. 

 

4.4. Uygulamalar 

 

Sabit nokta teorisi matematiğin pek çok alanında kullanılmaktadır. Bu alanlardan birisi de 

matematiksel optimizasyondur. Dinamik programlama, matematiksel optimizasyon için 

oldukça kullanışlıdır ve bir fonksiyonel denklemin çözümüne dayanır. Bu bölümde Caristi 
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tipi dönüşümlerin  

𝑝(𝑥) = sup
𝑦∈𝑇

{𝑓(𝑥, 𝑦)  +  ℑ(𝑥, 𝑦, (𝑝(𝜂(𝑥, 𝑦)))},  𝑥 ∈ 𝑍                                                          (4.72) 

 

olarak tanımlanan bir fonksiyonel denkleme uygulamasını vereceğiz. Burada 𝑀 ve 𝑁 

Banach uzayı 𝑍 ⊂ 𝑀 ve 𝑇 ⊂ 𝑁 olmak üzere 𝜂, 𝑓 ve ℑ fonksiyonları sırasıyla𝜂: 𝑍 × 𝑇 →

𝑍,  𝑓: 𝑍 × 𝑇 → 𝐼𝑅,  ℑ: 𝑍 × 𝑇 × 𝐼𝑅 → 𝐼𝑅  olarak tanımlansın. Şimdi Eş. 4.72’nin çözümünün 

varlığını araştıralım. 

 

𝐵(𝑍),𝑍 üzerindeki tüm sınırlı reel değerli fonksiyonların kümesi olmak üzere ℎ ∈ 𝐵(𝑍)  

keyfi elemanı için‖ℎ‖ = sup
𝑥∈𝑍

|ℎ(𝑥)|  normunu tanımlayalım. Bu durumda (𝐵(𝑍), ‖. ‖ ) bir 

Banach uzayıdır ve her ℎ, 𝑘 ∈ 𝐵(𝑍)  için 

 

𝑤𝜆(ℎ, 𝑘) =  
1

1 + 𝜆
sup
𝑥∈𝑍

|ℎ(𝑥)  −  𝑘(𝑥)|                                                                                         (4.73) 

 

modular metriği ile donatılmıştır. Özel olarak 𝜆 = 1 seçtiğimizde Eş.4.73 

  

𝑤𝜆(ℎ, 𝑘) =  
1

2
sup
𝑥∈𝑍

|ℎ(𝑥)  −  𝑘(𝑥)|                                                                                            (4.74) 

 

haline gelir. 𝐵(𝑍) Banach uzayı olduğundan 𝑤1(ℎ, 𝑘) modular metriğine göre bu uzaydaki 

yakınsama düzgündür, yani 𝐵(𝑍) deki bir Cauchy dizisi bir ℎ∗ ∈ 𝐵(𝑍) sınırlı fonksiyonuna 

düzgün yakınsaktır. 

 

Şimdi Eş. 4.72 ile ifade edilen fonksiyonel denklemin çözümünü veren teoremi ifade edelim. 

İlk olarak aşağıda verilen şekilde bir operatör tanımlayalım: 

Her ℎ ∈ 𝐵(𝑍) ve 𝑥 ∈ 𝑍 için 

 

𝑆(ℎ)(𝑥) = sup
𝑦∈𝑇

{𝑓(𝑥, 𝑦)  +  ℑ(𝑥, 𝑦, (𝑝(𝜂(𝑥, 𝑦)))},  𝑥 ∈ 𝑍                                                     (4.75) 

 

4.4.1. Teorem 

 

𝑆: 𝐵(𝑍)  →  𝐵(𝑍), Eş.4.75 ile tanımlanmış üstten yarı sürekli bir operatör olsun.  
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 𝑓: 𝑍 ×  𝑇 → 𝐼𝑅ve ℑ: 𝑍 × 𝑇 × 𝐼𝑅 → 𝐼𝑅 fonksiyonları sürekli ve sınırlı  

 Her ℎ, 𝑘 ∈ 𝐵(𝑍) ve 𝑥 ∈ 𝑍, 𝑦 ∈ 𝑇 için  

0  <  𝑤1(ℎ, 𝑘) < 1 𝑖ç𝑖𝑛  
1

2
|ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ(𝜂(𝑥, 𝑦))) − ℑ(𝑥, 𝑦, 𝑘(𝜂(𝑥, 𝑦)))| ≤  𝑤1

2(ℎ, 𝑘) 

𝑤1(ℎ, 𝑘)  ≥  1 𝑖ç𝑖𝑛 
1

2
|ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ(𝜂(𝑥, 𝑦))) − ℑ(𝑥, 𝑦, 𝑘(𝜂(𝑥, 𝑦)))| ≤  𝑤1(ℎ, 𝑘) 

 

durumları sağlansın. Bu durumda Eş. 4.72 ile verilen fonksiyonel denkleminin bir çözümü 

vardır. Ayrıca bu çözüm bir sınırlı fonksiyondur. 

 

İspat 

 

Açıkça 𝐵(𝑍) bir tam modular metrik uzaydır. Keyfi 𝜇 > 0 için 𝑥 ∈ 𝑍 ve ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐵(𝑍) 

olsun. O zaman 

 

𝑆(ℎ1)(𝑥) <  𝑓(𝑥, 𝑦1)  +  ℑ(𝑥, 𝑦1, (ℎ1(𝜂(𝑥, 𝑦1)))  +  𝜇 

𝑆(ℎ2)(𝑥) <  𝑓(𝑥, 𝑦2)  +  ℑ(𝑥, 𝑦2, (ℎ2(𝜂(𝑥, 𝑦2)))  +  𝜇 

𝑆(ℎ1)(𝑥) ≥  𝑓(𝑥, 𝑦1)   +  ℑ(𝑥, 𝑦1, (ℎ1(𝜂(𝑥, 𝑦1)))  

𝑆(ℎ2)(𝑥) ≥  𝑓(𝑥, 𝑦2)  +  ℑ(𝑥, 𝑦2, (ℎ2(𝜂(𝑥, 𝑦2)))                                                                       (4.76) 

 

olacak şekilde 𝑦1, 𝑦2  ∈  𝑇 vardır. 𝜍: [0, ∞] → [0, ∞]fonksiyonunu 

 

𝜍(𝑡) = {
𝑡2,     0 < 𝑡 <  1
𝑡 ,             𝑡 ≥  1

                                                                                                               (4.77) 

 

 olarak tanımlayalım. O zaman hipotezde verilen ifade her ℎ, 𝑘 ∈ 𝐵(𝑍) için 

 

 
1

2
|ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ(𝜂(𝑥, 𝑦))) − ℑ(𝑥, 𝑦, 𝑘(𝜂(𝑥, 𝑦)))| ≤ 𝜍(𝑤1(ℎ, 𝑘))                                                  (4.78) 

 

Açıkça her 𝑡  >  0 için 𝜍(𝑡)  ≤  𝑡 olduğu ve 
𝜍(𝑡)

𝑡
 fonksiyonunun azalmayan olduğu açıktır. 

Bu durumda Eş. 4.77’yi kullanarak 

 

1

2
(𝑆(ℎ1)(𝑥)  −  𝑆(ℎ2)(𝑥))  <   

1

2
(ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ1(𝜂(𝑥, 𝑦1)))  −  ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ2(𝜂(𝑥, 𝑦2))))  +  𝜇 
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1

2
(𝑆(ℎ1)(𝑥)  −  𝑆(ℎ2)(𝑥)) <

1

2
|ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ1(𝜂(𝑥, 𝑦1)))  −  ℑ(𝑥, 𝑦, ℎ2(𝜂(𝑥, 𝑦2)))|  +  𝜇 

                                                     ≤ 𝜍(𝑤1(ℎ1, ℎ2))  +  𝜇                                                                   (4.79) 

 

elde edilir. Bu durumda Eş.4.79  

 

1

2
(𝑆(ℎ1)(𝑥)  −  𝑆(ℎ2)(𝑥))  < 𝜍(𝑤1(ℎ1, ℎ2))  +  𝜇                                                                            (4.80) 

 

haline dönüşür. Benzer şekilde 

 

1

2
(𝑆(ℎ2)(𝑥)  −  𝑆(ℎ1)(𝑥))  < 𝜍(𝑤1(ℎ1, ℎ2))  +  𝜇                                                                    (4.81) 

 

eşitsizliği de yazılabilir. Eş. 4.80 ve Eş. 4.81 yardımıyla  

 

1

2
|𝑆(ℎ2)(𝑥)  −  𝑆(ℎ1)(𝑥)|  < 𝜍(𝑤1(ℎ1, ℎ2))  +  𝜇                                                              (4.82) 

 

elde edilir. Eş.4.82 düzenlediğimizde 

 

𝑤1 (𝑆(ℎ2)(𝑥) , 𝑆(ℎ1)(𝑥))  < 𝜍(𝑤1(ℎ1, ℎ2))  +  𝜇                                                                (4.83) 

 

bulunur. Eş.4.83 ise  

 

𝑤1 (𝑆(ℎ2)(𝑥) , 𝑆(ℎ1)(𝑥))  ≤ 𝜍(𝑤1(ℎ1, ℎ2))                                                                             (4.84) 

 

haline dönüşür. Böylece 𝑆 bir 𝜍 −büzülme olur. 𝑆, Teorem 4.1.2’deki şartları sağlar ve ℎ∗ ∈

𝐵(𝑍) olacak şekilde bir sabit noktaya sahiptir. Bu sabit nokta ise Eş. 4.72 ile verilen 

fonksiyonel denklemin bir çözümüdür.  

 

Borisut ve diğerleri [40] de sabit nokta teoremlerinin diferansiyel denklemlere 

uygulamalarını araştırmışlardır. Biz de bu sonuçların modular metrik uzaylarda Feng –Liu 

tipi dönüşümler için sağlandığını göstereceğiz. Borisut ve diğerleri [40] de bir homojen 

olmayan lineer parabolik kısmi diferansiyel denklem için başlangıç değer problemini 𝑥 ∈ ℝ 

için  
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𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) 

= 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑆(𝑥, 𝑡, 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡)), −∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑓(𝑥, 0 = 𝜙(𝑥) ≥ 0  (4.85) 

 

olarak vermişlerdir. Burada 𝑆 sürekli 𝜙 ve 𝜙′ sınırlı olacak şekilde 𝜙 sürekli 

türevlenebilirdir. Bu problemin bir çözümü olan ve  𝐼 = [0, 𝑇]  kapalı aralığı olmak üzere 

ℝ × 𝐼 üzerinde tanımlanan 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡)fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlar: 

 𝐶(ℝ  ×  𝐼)tüm sürekli reel değerli fonksiyonları ifade etmek üzere  

𝑓, 𝑓𝑡, 𝑓𝑥, 𝑓𝑥𝑥   ∈  𝐶(ℝ  ×  𝐼) 

 𝑓, 𝑓𝑥   ∈  ℝ  ×  𝐼fonksiyonları sınırlıdır 

 𝑓𝑡(𝑥, 𝑡)  =  𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)  +  𝑆(𝑥, 𝑡, 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡)) ,    (𝑥, 𝑡)  ∈  ℝ ×  𝐼 

 Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝑓(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) ≥ 0 

Yukarıda verilen diferansiyel denklem aşağıdaki integral denkleme denktir:  

Her 𝑥 ∈ ℝ ve 0 < 𝑡 ≤ 𝑇 için  

 

𝑓(𝑥, 𝑡) 

= ∫ 𝐾(𝑥 − 𝛿, 𝑡)𝜙(𝛿)𝑑𝛿 +
∞

−∞
∫ ∫ 𝐾(𝑥 − 𝛿, 𝑡 − 𝑢)𝑆(𝛿, 𝑢, 𝑓(𝛿, 𝑢), 𝑓𝑥(𝛿, 𝑢))𝑑𝛿𝑑𝑢

∞

−∞

𝑡

0
    (4.86) 

 

Burada  

 

𝐾(𝑥, 𝑡)  =  
1

√4𝜋𝑡
𝑒

−𝑥2

4𝑡                                                                                                                 (4.87) 

 

olarak tanımlanır. Yukarıda Eş. 4.85 ile verilen başlangıç değer probleminin bir çözümünün 

olması için gerek ve yeter şart Eş. 4.86 ile verilen integral denklemin bir çözümünün 

olmasıdır. Şimdi 𝐵 kümesi 𝐵 = {𝑓(𝑥, 𝑡): 𝑓, 𝑓𝑥   ∈  𝐶 (𝐼𝑅  ×  𝐼), ‖𝑓‖ < ∞} ve 

 

 ‖𝑓‖  = sup
𝑥 ∈ ℝ, 𝑡∈ 𝐼

|𝑓(𝑥, 𝑡)| + sup
𝑥 ∈ ℝ, 𝑡∈ 𝐼

|𝑓𝑥(𝑥, 𝑡)| 

 

olmak üzere 𝐵 kümesi üzerindeki modular metriği  

 

𝑤𝜆(𝑓, 𝑔)  =  
1

𝜆
|𝑓  −  𝑔| 
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olarak tanımlayalım. Açıkça 𝐵𝑤, 𝑤 −tam modular metrik uzaydır ve bu uzayı üreten 

elemanlardan bağımsızdır. Şimdi aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

4.4.2. Teorem 

 

Başlangıç değer problemi 

 

𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)  +  𝑆(𝑥, 𝑡, 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡)); −∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇                         (4.88) 

 

ve 𝑓(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥)  ≥ 0 olsun. Kabul edelim ki aşağıdakiler sağlansın: 

 𝑐 > 0 olmak üzere |𝑠| < 𝑐 ve |𝑝| < 𝑐 için 𝑆(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑝) fonksiyonu 𝐼𝑅 × 𝐼 nin her bir 

kompakt alt kümesi için 𝑥 ve 𝑡 de düzgün Hölder süreklidir.  

 Her (𝑠1, 𝑝1), (𝑠2, 𝑝2) ∈ 𝐼𝑅 × 𝐼𝑅 için 𝑠1 ≤ 𝑠2ve 𝑝1  ≤  𝑝2 seçimiyle  

 

0  ≤  
1

𝜆
[𝑆(𝑥, 𝑡, 𝑠2, 𝑝2) − 𝑆(𝑥, 𝑡, 𝑠1, 𝑝1)] 

0 ≤ 𝑐𝑆 [
𝑠2 − 𝑠1 + 𝑝2 − 𝑝1

𝜆
] 

 

olacak şekilde 𝑞 ∈  (0, 1)iken bir sabit 𝑐𝑆  ≤   (𝑇  +  2𝜋
−1

2 𝑇
1

2)
−1

≤ 𝑞 vardır. 

 Sınırlı 𝑠 ve 𝑝 için 𝑆 sınırlıdır. 

Bu durumda problem bir çözüme sahiptir. 

 

İspat 

 

𝑥 ∈ 𝐵𝑤 yi yukarıda verilen problemin bir çözümü olması için ancak ve ancak bu denkleme 

denk olan integral denklemin de çözümü olacak şekilde seçelim.  

𝐺 grafı 𝑉(𝐺) = 𝐵𝑤 olarak ve 

 

𝐸(𝐺)  =  {(𝑧, 𝑣)  ∈ 𝐵𝑤 × 𝐵𝑤: ℎ𝑒𝑟 𝑏𝑖𝑟 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐼𝑅 × 𝐼 𝑖ç𝑖𝑛 𝑧(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑣𝑒 𝑧𝑥(𝑥, 𝑡) ≤

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)}   

olarak tanımlandığında 𝐸(𝐺) kısmi sıralıdır ve (𝐵𝑤, 𝐸(𝐺)), (A) özelliğini sağlar.  
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(A) Özelliği: 𝑉(𝐺)den alınan herhangi bir (𝑥𝑛)𝑛∈𝐼𝑁 dizisi için 𝑛 → ∞ iken 𝑥𝑛 → 𝑥 

olduğunda her 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 için (𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝐸(𝐺) oluyorsa (𝑉(𝐺), 𝐺) ikilisine (A) özelliğine 

sahiptir denir. 

Her 𝑥 ∈ 𝐼𝑅 için 𝐹: 𝐵𝑤 → 𝐵𝑤  dönüşümünü  

𝐹(𝑓(𝑥, 𝑡)) = 

∫ 𝐾(𝑥 − 𝛿, 𝑡)𝜙(𝛿)

∞

−∞

𝑑𝛿  + ∫ ∫ 𝐾(𝑥 − 𝛿, 𝑡 − 𝑢)𝑆(𝛿, 𝑢, 𝑓(𝛿, 𝑢), 𝑓𝑥(𝛿, 𝑢))𝑑𝛿𝑑𝑢

∞

−∞

𝑡

0

 

 

olarak tanımlayalım. Problemi çözdüğümüzde çözüm bize 𝐹 nin sabit noktasını verecektir. 

(𝑧, 𝑣), (𝑧𝑥, 𝑣𝑥), (𝐹(𝑧), 𝐹(𝑣)), (𝐹(𝑧𝑥), 𝐹(𝑣𝑥))  ∈  𝐸(𝐺) olduğundan, 𝐹 nin tanımından ve 

hipotezdeki 2. maddeden  

 

1

𝜆
|𝐹(𝑣 (𝑥, 𝑡))  −  𝐹(𝑧(𝑥, 𝑡))|  ≤ 𝑐𝑆𝑤𝜆(𝑧, 𝑣)                                                                         (4.89) 

 

olur. Buradan 

  

1

𝜆
|𝐹(𝑣 𝑥(𝑥, 𝑡))  −  𝐹(𝑧𝑥(𝑥, 𝑡))|  ≤ 𝑐𝑆𝑤𝜆(𝑧, 𝑣) ∫ 𝐾(𝑥 − 𝛿, 𝑡) 𝜙(𝛿

∞

−∞
) 𝑑𝛿

                          ≤  2𝜋
−1

2 𝑇
1

2 𝑤𝜆(𝑧, 𝑣)
                              (4.90) 

 

elde edilir. Böylece 

  

𝑤𝜆(𝐹(𝑧), 𝐹(𝑣))  ≤  (𝑇  +  2𝜋
−1

2 𝑇
1

2) 𝑐𝑆𝑤𝜆(𝑧, 𝑣) 

𝑤𝜆(𝐹(𝑧), 𝐹(𝑣))  ≤  𝑐 𝑤𝜆(𝑧, 𝑣) ;   𝑐  ∈ (0,1) 

𝜆 |𝐹(𝑧)  − 𝐹(𝑣)|   ≤  𝜆 |𝑧  −  𝑣|                                                                                                 (4.91) 

 

bulunur. Eş.4.91 Feng – Liu anlamında göz önüne alınırsa 𝑏  ∈  (0,1) için                     

𝑏 𝑤𝜆(𝑧, 𝑣)  ≤ 𝑤𝜆(𝑧, 𝐹(𝑧)) olduğundan 

 

𝜆  |𝑣  − 𝐹(𝑣)| ≤ 𝜆𝐻𝑑(𝐹(𝑧), 𝐹(𝑣)) ≤ 𝜆 |𝑧  −  𝑣| 

𝑑(𝑣, 𝐹(𝑣))   ≤ 𝐻𝑑(𝐹(𝑧), 𝐹(𝑣))  ≤  𝑑(𝑧, 𝑣) 

𝑤𝜆(𝑣, 𝐹(𝑣))  ≤ 𝑤𝜆(𝑧, 𝑣)                                                                                                       (4.92) 
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bulunur. Buradan 𝐹(𝑧∗)  =  𝑧∗ olacak şekilde 𝑧∗ ∈  𝐵𝑤 vardır. Böylece problemimiz bir 

çözüme sahip olur 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasının giriş bölümünde tek ve çoğul değerli dönüşümler için sabit nokta 

teoremleri ve bu teorinin tarihsel gelişimi verilmiştir. 

 

İkinci bölümde modular metrik uzay kavramı incelenmiş, bu uzayın temel tanım ve 

özellikleri ifade edilmiştir. Ayrıca modular metrik ve normal metrik arasındaki ilişki 

Chistyakov tarafından yapılan çalışmalar yardımıyla açıklanmıştır. 

 

Üçüncü bölümde modular metrik uzaylarda tek ve çoğul değerli büzülme dönüşümleri için 

vreilen sabit nokta teoremleri hatırlatılmış, çoğul değerli dönüşümler için Abdou ve Khamsi 

tarafından verilen ve çalışmalarımızın temelini oluşturan tanımlar verilmiştir. 

 

Son olarak dördüncü bölümde Caristi ve Feng- Liu tipi dönüşümler ile 𝜓,  𝜑 şartını sağlayan 

dönüşümler için sabit nokta teoremleri verilmiş ve konunun daha iyi anlaşılabilmesi için 

Caristi tipi dönüşümler için fonksiyonel denklemlerin ve Feng- Liu tipi dönüşümler için 

diferansiyel problemlerin çözümünde uygulamaları incelenmiştir. 

 

Bu tez çalışmasında, sabit nokta teorisinin daha genel metrik uzaylara genişletilmesi ve yeni 

uygulama alanları elde edilmesi amaçlanmıştır. Modular metrik uzay kavramı görece yeni 

bir kavram olmasına rağmen bu konuda çok sayıda çalışma yapılmıştır. Genelleştirilmiş 

Modular Metrik Uzay, Modular G- Metrik uzay, Modular S- Metrik Uzay bunlardan sadece 

birkaçıdır. Bu durumda bu çalışmada verilen sonuçlar yeni ifade edilen bu tür 

genelleştirilmiş metrik uzaylar için temel teşkil edecektir. Bu sayede sabit nokta teorisi daha 

geniş bir alanda incelenebilir ve yeni sonuçlar elde edilerek literatüre kazandırılabilir. 
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