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OZET

Modular metrik uzay kavrami klasik metrik uzaym genellestirilmis bir halidir. Bu uzayda
tanimlanan yakinsaklik gibi kavramlar klasik metrik uzaylardan daha zayif oldugu i¢in bu
uzayda elde edilen sonuclar daha genis kapsamlidir. Modular metrik uzaylarin verilme amaci
daha zayif topolojik yap1 lizerinde daha genel sonuglar elde etmek olmustur. Bu tezde
modular metrik uzay yapisi lizerinde durulmustur. Modular metrik uzayin temel 6zellikleri
hatirlatilarak metrik uzaylarla iliskisi ifade edilmistir. Modular metrik uzaylarda verilen
temel sabit nokta teoremleri esas alinarak bu uzaylarda sabit noktaya sahip olmasi beklenen
dontisiimlerin yapisi ele alinmistir. Cogul degerli doniisiimler i¢in 6nemli yeri olan Caristi
tipi, Feng — Liu tipi ve i, ¢ tipi donlstimlerin bu uzaylarda sabit noktalarinin varligi
gosterilmistir. Son olarak Caristi tipi doniisiimlerin fonksiyonel denklemler ve Feng — Liu
tipi doniisiimlerin diferansiyel denklemler i¢in birer uygulamasi verilmistir.
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ABSTRACT
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

B(X)
C(X)
CB(X)
K(X)
N(X)

X, d)
(Tnx)nEN

liminf x,,

n —oo

limsupx,,

n-—>oo

Aciklamalar

X kiimesinin sinirlt biitiin alt kiimelerinin ailesi

X kiimesinin kapali biitlin alt kiimelerinin ailesi

X in kapali ve smirlt biitiin alt kiimelerinin ailesi

X kiimesinin kompakt biitiin alt kiimelerinin ailesi

X kiimesinin bostan farkli biitiin alt kiimelerinin ailesi
p tarafindan olusturulan modular uzay

w tarafindan olusturulan modiiler metrik uzay
Modular metrik

Metrik uzay

T doniisiimii ile olusturulmus iterasyon dizisi

(X )nen € X dizisinin alt limiti

(Xp)nen € X dizisinin st limiti



1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi”, 1912 yilinda Brouwer ile baglamistir [1]. Brouwer “IRnin kapali
birim yuvarindan yine ayni kapali birim yuvarina tanimlanan herhangi bir siirekli
doniisimiin bir sabit noktasinin varligin1” gostermistir. Topolojik olarak verilen bu
teoremden sonra 1922 yilinda S. Banach, “Banach Sabit Nokta Teoremi (veya biiziilme

prensibi)” olarak bilinen teoremi ifade etmistir [2].

Ilk olarak biiziilme doniisiimiiniin tanimi, daha sonra Banach Biiziilme Prensibi ifade

edilmisgtir.

(X, d)bir metrik uzay ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve x # y

i¢in
d(T(x), T(y)) < ad(x,y) (1.1)

kosulunu saglayan bir a > 0 reel sayis1 varsa, T doniisiimii Lipschitz kosulunu sagliyor

denir. Eger @ < 1ise T ye biiziilme doniisiimii denir.
Banach Biiziilme Prensibi:

(X, d)bir tam metrik uzay ve T: X — X bir biizilme doniisiimii olmak tizere Tnin Xde bir
tek sabit noktasi vardir. Ayrica her x € X i¢in (T™x) iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsar.

Bu teorem, daha 6nce Euler ve Cauchy’nin 1844’teki “siirekli diferansiyellenebilir bir
fonksiyon i¢in diferansiyel denklemin bir ¢dziimiinlin varligi ve tekligi” c¢aligmalarinda
kullanilmistir. 1877 de Lipschitz, bu ispati Lipschitz kosulunu kullanarak daha da
basitlestirmistir. Daha sonraki yillarda pek ¢ok yazar Banach’in ¢alismasini ele alarak pek

cok genellestirme yapmustir [3 — 5].

Banach Biiziilme Déniisiimii ilkesi ¢ogul degerli doniisiimlere ilk defa Nadler tarafindan

genigletilmigtir  [6]. Nadler bunu soyle ifade etmistir. "(X,d) tam



metrik uzay, T:X - CB(X) cogul degerli biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda T
sabit noktaya sahiptir." Burada Nadler, X kiimesinin

kapali ve sinirli herhangi A ve B kiimeleri ve her a € A igin, bir € > 0 alindiginda
d(a,b) <H(A,B) + ¢ (1.2)

saglanacak bi¢imde bir b € B bulunur, sonucunu Hausdorff metrigi i¢cin agiklamistir.
(Burada B kiimesinin kompakt olmasi b elemaninin varligini garanti eder.) (X,d) bir
metrik uzay ve CB(X), X kiimesinin kapali ve simirl alt kiimeleri ailesi olmak tizere

herx,y € CB(X) i¢in

H(A,B) = max{supd(x, B), supd(y,A)} (1.3)

XEA YEB

seklinde verilen H:CB(X) X CB(X) — [0,00) doniisimiine Hausdorff metrigi denir.
Bununla birlikte cogul degerli biiziilme doniisimii
Nadler tarafindan (X, d,), (Y,d,) iki metrik uzay, T: X — CB(Y) bir doniisiim, @ € R bir

sabit olmak iizere,
H(Tx,Ty) < ad;(x,y) (1.4)

her x,y € X icin saglayan T déniisiimii olarak diisiiniilmiistiir. Burada bu doniisiime ayni
zamanda ¢ogul degerli Lipschitz doniisiimii denir. o sayis1 1’ den kii¢lik ise bu durumda T
doniistimiine ¢cogul degerli biiziilme doniistimii denir. Hausdorff metrigi yardimiyla verilen
cogul degerli donilisiim i¢in sabit noktanin varligir ve tekligi ile ilgili teorem asagida

verilmistir:

(X,d) tam metrik uzay, CB(X), X’in kapali ve smrh tim alt kiimelerinin
ailesi ve H Hausdorff metrigi olsun. T:X — CB(X) c¢ogul degerli bir

doniisiim olmak {izere, her x € X i¢in

H(Tx,Ty) < kd(x,y) (1.5)



olacak bicimde k <1 sabiti var ise x € Tx olacak bicimde bir x € Xnoktas1 vardir.
Bu teoremde iki noktaya dikkat cekilebilir. Birincisi, Banach Biiziilme Ilkesinin aksine,
X sabit noktasmin tek olmamasidir, olmasina da gerek yoktur. ikincisi, X tam metrik

uzaydir, (CB(X), H) uzay1 da tamdir.

Modular uzay kavrami ise Nakano tarafindan 1950 yilinda verilmis [ 7], Koshi ve Shimogaki
tarafindan gelistirilmistir [8]. 2008 yilinda Chistyakov tarafindan modular metrik uzay
kavrami ifade edilmis ve daha sonra bu uzay iizerinde sabit nokta caligmalar1 ortaya
cikmistir. 2014 yilinda Abdou ve Khamsi bu uzaylarda ¢cogul degerli dontistimler i¢in sabit
nokta teoremini vermis ve sabit noktaya sahip olmasi gereken doniistimlerin yapisini ortaya

koymustur [9, 10].

Modular metrik uzaylarda ¢ogul degerli doniisiimlerin incelendigi bu tez galigsmasi bes ana

baslik altinda toplanmistir

Ik olarak modular metrik uzay tanimi ve bu uzayin temel 6zellikleri incelenmis, genel

metrik uzay ile olan iliskisi gosteren teoremler ifade edilmistir.

Modular metrik uzaylarda Banach biiziilme prensibi aciklanmis, daha sonra ¢ogul degerli
doniisiimler i¢in verilen sabit nokta teoremi incelenmistir. Sabit noktaya sahip doniisiimlerin
davranislarini inceleyen, 1yl bilinen bazi sabit
nokta teoremleri ¢ogul degerli doniisiimler i¢in de ispatlanmistir: Caristi, Feng-Liu tipleri ve

Y, @ tipi blizilme doniisiimleri

Burada Feng — Liu tipi dontistimler, Hausdorff metrigi kullanmadan diger ¢alismalardan ¢ok
farkli bir yonde sabit nokta sonuglarinin genislemesi olmasi bakimindan énemlidir.
Son olarak Caristi ve Feng — Liu tipi doniisiimler i¢in uygulamalar verilerek konunun daha

iyi anlagilmasi amac¢lanmistir.






2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Modular uzay kavramu ilk olarak 1950 yilinda Nakano tarafindan verilmis [7], Koshi ve
Shimogaki gibi yazarlar tarafindan gelistirilmistir [8]. Bu teorilerin daha ileri
genellestirmeleri Musielak, Orlicz ve digerleri tarafindan incelenmistir [11-13]. 1990 yilinda
Khamsi, Kozlowski ve Reich tarafindan modular fonksiyon uzaylarinda sabit nokta teorisi
ilk kez ve detayl olarak c¢alisilmistir [14]. Bu ¢alismalarin ardindan modular metrik yapisi
da Chistyakov tarafindan olusturulmustur [ 15, 16]. Modular metrik uzay kavramiyla birlikte
bu uzaydaki sabit nokta c¢alismalari da ilgi ¢ekmis ve cesitli yazarlar tarafindan
gelistirilmistir [17-25]. Bu calismalarin temelini ise Abdou ve Khamsi olusturmus, modular

metrik kavramini Chistyakov’ dan farkli bir bakis agisiyla ele almislardir [9, 10].

Bu boliimde ilk olarak modular uzay kavramini verecegiz. Daha sonra bu uzaylarin bir
genellestirmesi olan modular metrik uzay kavramini ve bazi temel 06zelliklerini
inceleyecegiz. Ayrica modular metrik uzay ile metrik uzay kavramlari ile bu uzaylarin

ozelliklerini karsilagtirarak aralarindaki iligkiyi inceleyecegiz.

2.1. Temel Tanimlar

Asagidaki tanim Nakano tarafindan verilmistir [7].

2.1.1. Tanim

X, Riizerinde bir vektér uzayr olsun. Bir p:X — [0, oo]fonksiyoneli Xin Kkeyfi
x, y elemanlar i¢in asagidaki sartlari saglarsa bu fonksiyonel bir modular olarak adlandirilir:
. px) =0 x =0

ii. |a] = 1olan her a skaleri i¢in p(ax) = p(x)

iii. a,f>0vea+p =1icinp(ax+ Ly) < p(x) + p(y)

Eger (iii) yerine

iv. a B =0,sc€ (0,1]ilebirlikte a° + 5 = 1 igin

plax + By) < a®p(x) + B°p(y)



yazilabiliyorsa p, s — konveks olarak adlandirilir, eger s = 1 ise p bir konveks modulardir.

p, X tizerinde bir modular ise

X, = {x e x: lim p(Ax) = 0} (2.1)

ile tanimlanan kiime bir modular uzay olarak adlandirilir. X,,, Xin bir vektor alt uzayidir ve
. X

x|, = lnf{/'l > 0:p (E) < Ax € Xp}

ile tanimlanan bir F-norm ile donatilmstir. Béylece ||. || ,: X, — R* fonksiyoneli asagidaki
ozelliklere sahiptir.

(F1) x € X,icin|lx]l, = 0 & x =0

(F2) Her x € X,, icin ||—x||, = [|x|l,

(Fs) Her x,y € X, icin [lx + yll, < llxll, + llyll,

(Fa) cpoc € Ry xp,x € Xpve n € N igin r}i_r)rgocn =c ve Ji_r)rc}ollxn — x|, = 0ise o

zaman lim ||cpx, — cx|[, = 0
n —oo

Eger p konveks ise X, modular uzay1 X; = {x € X:31 = A(x) > p(Ax) < o} uzayi

ile ¢akisir ve
lelly, = inf{2 > 0:p(%) < 1}
fonksiyoneli X7 in bir normu olur. Bu norm ||x||, normuna denktir.

Simdi modular metrik uzay1 tanimlamak ic¢in bu uzaymn fiziksel yorumunu inceleyelim.

Bunun i¢in ilk olarak bilinen en genel anlamiyla metrik tanimin1 vererek baglayalim.
2.1.2. Tanim

X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon olmak iizere asagidaki 6zellikler

saglanirsa d ye X tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise bir metrik uzay denir:



Vx,v,z € Xigin

mi1) d(x,y) = 0

m)d(x,y) =0 x =y

ms) d(x,y) = d(y,x)

ms) d(x,z) < d(x,y) + d(y,x)

Chistyakov’ a gore kiime lizerindeki metrik fonksiyonu, kiimenin herhangi iki noktas1
arasindaki sonlu uzaklig1 ifade ederken bir kiime {izerindeki modular fonksiyonu negatif
olmayan (sonsuz degerli olabilen) hizlarin bolgesini ifade eder. Her A zamani i¢in w; (x, y)
ortalama hizi x den y ye hareket boyunca aldigi A zamani ve x ile y noktalar1 arasindaki
yolla baglantilidir [26]. Bu durumu bir 6rnek {izerinden yorumlayalim:

d(x, y)uzaklik ve A zaman olarak alinirsa
da(x,
wi(x,y) = T2 2.2)

degeri d(x, y) uzakligini kat etmek igin A zamanda x den y ye hareket i¢in gereken ortalama
hizdir. Es.2.2 ile verilen fonksiyonun tanimini verelim. Fakat 6nce notasyon sadeligi icin X
bostan farkli bir kiime olmak tizere her A > 0 ve x,y € X igin w:(0,0) X X X X —
[0,00] fonksiyonu w;(x,y) = w4, x,y) esitligi ile yazilabilir. Asagidaki tanim
Chistyakov tarafindan verilmistir [27].

2.1.3. Tanim

X # @ olsun. Her Vx,y,z € X i¢in w: (0,0) X X X X — [0, 0] fonksiyonu asagidaki
ozellikleri saglamas1 durumunda bir modular metrik olarak adlandirilir:
i. Verilenher x,y € XveherA> 0iginw;(x,y) =0 & x=1y
ii. HerA> 0icinwy(x,y) = w(y,x)
iii. HerAu>0vex,y,z € Xicinwy,,(x,2) < wi(x,y) + w,(¥,2)
iv. HerAd,u>O0vex,y,z € X i¢inw,iveiiile birlikte asagidaki sart1 saglarsa X tizerinde

bir konveks modular metrik olarak adlandirilir;

Wieu(6,) < w6, 2) + 3 Wi, 2)

A+u



2.1.4. Uyar

Bir X kiimesi lizerindeki bir modular metrigin temel 6zelligi x,y € X i¢in 0 < 4 -
w,(x,y) € [0, o] fonksiyonu (0, o) aralifinda artmayandir. Gergekten de eger 0 < p <

A ise o zaman i, ii ve iii 6zelliginden
wi(x,y) < Wi, (%) + wu(x,y) = wu(x,y) (2.3)

saglanir. Buradan her A > 0 noktasinda wy,(x,y) = ‘lgi_lzréwﬂg(x, y) sagdan limiti ve

Wy_o(x,y) = ‘lgi_r)réwl_ «(x, y) soldan limiti varidir ve asagidaki esitsizlik saglanir.

WA+O(xJ y) = W)L(x' y) < WA—O(-X' y) (24)
Tanim 2.1.3” de verilen 6zellikleri saglayan asagidaki fonksiyonu inceleyelim.

0, A>d(x,y) =2w(x,y) =0

o, 1 < d(x,y)=>w(x,y) =0 (2.5)

wax,y) =

Burada 1 > d(x,y) = w,(x,y) = 0 olmast durumu A zamaninda d(x, y) uzakligimni kat
etmenin miimkiin olmadigini, 4 < d(x,y) = w;(x,y) = co durumu ise d(x, y) uzakliginin
A zamanda kat etmek i¢in ¢ok kisa oldugunu ifade eder. Simdi bu fonksiyonun bazi 6zel
durumlarini veren tanimlari ifade edelim.

2.1.5. Tanim

Her x,y € X i¢in w; fonksiyonu x ve yye bagli ise yani x ve y ye bagh A sayisi i¢in
wi(x,y) =0=>x=y (2.6)

sart1 saglanirsa w; fonksiyonuna X tizerinde bir kati (strict) modular denir [27].

Asagida verilen 6rnekler ile modular metrik kavraminin daha iyi anlagilmasi amaglanmistir

[15].



Ornekler

Asagida indislenmis w fonksiyonlart bir X kiimesi lizerindeki modular metriklere basit

orneklerdir. A > 0ve x,y € Xolsun;

©,x * Yy
a) W)(Ll(x;Y) = {0, X = y

Eger bir d metrigiyle birlikte X bir metrik uzay ise asagidaki fonksiyonlarin modular oldugu

goriilebilir.
b) ¢:(0,0) — (0, ) azalmayan fonksiyon olmak tizere

_d@xy)
o)

wy (x,¥)

) (0,1 < d(x,¥)
c) wi(x,y) = {0, A > d(x,y)

Simdi modular metrik fonksiyonu ile olusturulan modular kiime tanimini inceleyelim.Bunun

icin w, X iizerinde bir modular metrik olmak iizere x,y € X i¢in

x ~ y & /1li_)rrc1)ow,1(x, y) =0 (2.7)
ile tanimlanan ~ bagintisini gbz Oniline alalim. Bu durumda asagidaki dnermeyi verebiliriz.
2.1.6. Onerme

x ~ y & ,111_,“30 wi(x,y) = 0 ile tamimlanan < bagintisi bir denklik bagintisidir [15].
fSpat

< bagintisinin yansima, simetri ve gegisme Ozelliklerini sagladigini gostermek yeterlidir. w

fonksiyonu Tanim 2.1.3.(i) 6zelligini sagladigindan w; (x, x) = 0 elde edilir. Yani
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Alim wy(x,x) =0
ve x ~ x olur. Diger taraftan (ii) 6zelliginden

w . . w
X~y e /lhm wy(x,y) = )lllm w3, x) =0 y~x

olup < bagintis1 simetri Ozelligini saglar. Gegisme Ozelligini gormek igin x < y Ve

y < z olsun. Buna gore Alim wa(x,y) =0 ve Alim wa(y, z) = 0 yazlabilir. (iii) 6zelligini
-0 3 -0 7

kullanarak

lim wy(x,z) < lim wa(x,y) + lim wa(y, 2)
A—> oo A—> oo 2 A— oo 2

Jimw,(x,2) = 0 & x Xz (2.8)

elde edilir. Boylece < bagintis1 bir denklik bagintisidir. < bagintisina gére x € X in
denklik siniflari

X, (x) = {y € X:y%x}

ile gosterilir. Xy, denklik siniflar1 yardimiyla tanimlanan x, € X keyfi olmak iizere

Xy = Xy (xg) = {x € X: %i_)rrgowl(x, Xo) = 0}

kiimesi modular uzay olarak adlandirilir.

2.1.7. Tanim

X # @, w, X tizerinde tanimli modular metrik olsun. Her x € X ve 1 = A((x,,), x) > 0 i¢in

lim wy(x,,x) = 0 (2.9)
n —>oo

oluyorsa (x,)nen € X, dizisi modular yakinsaktir denir. Burada x, (x,)ne;n dizisinin
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modular limitidir denir [27].

Simdi sabit nokta teoremlerini ispat ederken kullanacagimiz modular diziler ile ilgili bazi

tanimlar1 verelim. Asagidaki tanim Abdou ve Khamsi tarafindan verilmistir [9, 10].
2.1.8. Tanim
X,y, X uzay1 lizerinde tanimli w modular metrigi ile olusturulmus bir modular metrik uzay

olmak iizere bir A > 0 i¢in
lim wy(x,,x) = 0

n —>oo

saglantyorken her 4 > 0 i¢in
lim w; (x,,x) = 0

n—oo

saglaniyorsa w modular metrigi A, kosulunu sagliyor denir.
2.1.9. Tanim
X tizerindeki bir w modular metrigi i¢in
lim wy(x;, x,) = 0
mn-o

olacak sekilde bir 4 = A((x,)) > 0 sayis1 varsa (x,) C X,, dizisine modular Cauchy

(veya w—Cauchy dizisi) dizisi denir, yani

Ve > 0, Ing(e) 2 Vn = ny(e),m = ny(e) :wy(xy, xp) < €
sartin1 saglayan diziye modular Cauchy dizisi denir [27].

2.1.10. Onerme

Modular yakinsak her dizi ayn1 zamanda bir modular Cauchy dizisidir [27].
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fspat

Xn % x olacak sekilde bir A > 0 i¢in lim w,(x,,, x) = 0 olsun. Bdylece her bir ¢ > 0 ve
n-—- oo

n = ny(¢e) igin

wa(x,, x) < (2.10)

2

N | Mm

olacak sekilde bir ny(¢) € IN vardir. (iii) 6zelliginden m,n = n,(¢) i¢in (x;,) dizisinin

modular Cauchy olmasini saglayan

Wy (X, Xm) < walxg, x) + walx, xp) < € (2.12)
2 2

esitsizligi elde edilir.
2.1.11. Tanim

X tizerindeki bir w modular metrigi i¢in X, modular uzay olmak iizere X,, deki her bir
modular Cauchy dizisi modular yakinsak ise yani (x,) € X,, ve 4 = A((xn)) > 0 i¢in

lim w, (x,,, x,,) = 0 iken lim w;(x,, x) = 0 olacak sekilde bir x € X, varsa (x,) € X,,
n—oo n —oo

dizisi modular tamdir (veya — tamdir) denir [27].

2.1.12. Tanim

X, deki x € X, ye w -yakinsak her (x,),¢;n dizisi i¢in,
walx,y) < liT{r_l)iélf Wi (Xn, ¥)

sart1 saglanirsa w, Fatou Ozelligini saglar denir [9].

Asagidaki teorem Chistyakov tarafindan verilmistir [26].
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2.1.13. Teorem

w, X lizerinde bir modular metrik ise, X, modular kiimesi

dd (x,y) =inf{A > 0:Vx,y € X, icinw,(x,y) < 1}
metrigine gore bir metrik uzaydir.
fspat

x,y € X, icin d%(x,y) € IRT degeri anlamli ve iyi tamimhidir. Gergekten x < y
oldugundan Es. 2.7 ye gore her A > A, i¢in w,(x, y) < 1 olacak sekilde bir 4, > 0 vardir.
Boylece A; = max{1,4,} alarak wy (x,y) <1< 4, elde edilir. Bu ise dy,(x, y)nin
tanimiyla birlikte d(x,y) < A; < o durumunu verir. Simdi dQ(x,y) nin metrik
ozelliklerini sagladigini gosterelim.

m1) d9 (x, ¥) nin tanimindan agiktir.

m2) (i) Ozelliginin yeter sartindan her x € X, ve 4 > 0 igin w;(x, x) = 0 olur, boylece
dd (x,x) = 0 esitligi elde edilir. w, (ii) sartin1 saglasimn. x, y € X,,ve d%(x,y) = 0 olsun. O
zaman w, (x, y), her u > 0 degeri igin uyii asmaz. Boylece her A > 0ve 0 < u < Aigin

Uyar 2.1.4’ten wy(x,y) < w,(x,y) < u olur. Buradan limowu(x, y) = 0 elde edilir.
u-

Boylece her 4 > 0 ig¢in wy(x,y) = 0 olur. Buradan (i) aksiyomu x = y sartin1 saglar.

ma) (ii) aksiyomundan dolay1 agiktir.

ms) Her x,y,z € X,, icin d2(x,y) < d%(x,z) + dd(z vy) oldugunu gosterelim. df nin
tammindan her 2 > d, (x, z) ve u > dy,(z,y) i¢in wy(x,z) < Avew,(z,y) < u bulunur.
Boylece (iii) 6zelligi wyy, (x, ¥) < wa(x, z) + w, (2, y) < A + p esitsizligini saglar. dy, nin
tammindan d,(x,y) < A + u bulunur. 1 - dS(x,z) ve u — d%(z,y) limiti alindiginda
istenen esitsizlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Bu durumda eger w, X iizerinde bir

modular metrik ise X, kiimesine modular metrik uzay denir
2.1.14. Tanim
x € Xve r > 0 olsun. B(x,r) = {y € X:d%(x, y) < r}ile tanimlanan kiime, xmerkezli r

yarigapl bir acik kiimedir. Ayrica her x € X i¢in B(x, r) € U olacak sekilde r > 0 varsa

U c Xkiimesi agiktir denir.
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2.1.15. Tanim

A, u > 0vex € X, olsun. A ve u ye bagli w-agik kiime, x in w-civari ile tanimlanan kiimedir.

Buna gore w-agik kiime tanimi

Byu(x) ={y € Xy:wa(x,y) < 1}

olarak verilir. Bununla birlikte her A > 0 ve x € X i¢in By ,(x) € U olacak sekilde u > 0
varsa U c X kiimesi w -agiktir denir. Eger T(w), X,,, iizerindeki tiim w -agik kiimelerin bir

ailesi ise T(w), X,, iizerinde bir modular topolojidir denir.

2.1.16. Tanim

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olmak {izere

T(x) = x (2.12)
olacak sekilde bir x € Xvarsa, bu x € X noktasina T doniisiimiiniin bir sabit noktasi denir.
Bir T: X — X doniisiimiiniin sabit noktasi olmayabilir, birden fazla olabilir, tek olabilir veya
sonsuz sayida olabilir. Asagida bu durumlarla ilgili ¢esitli 6rnekler verilmistir.

Ornekler

X =[0,1]ve T: X — X doniisiim olmak tizere

=

+

N |-
NIRr O
A A
2o
A A
—_

N |-

ile tanimlanan déniisiimiin X de sabit noktas1 yoktur.

b. T(x)=x? seklinde tanimlanan doniisiimiin x; = 0 ve x, = 1 olmak iizere X de iKi
farkl sabit noktas1 vardir.

c. T(x) = 2x — 1 seklinde tanimlanan donilisiimiin x = 1 olmak tizere X de bir tek sabit

noktast vardir.
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d. T(x) = x seklinde tanimlanan doniisiimiin Xde sonsuz sayida sabit noktasi vardir.

2.1.17. Tanim

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Her x, y € X ve x # y i¢in

d(T(x), T(y)) < ad(x,y)

kosulunu saglayan bir a > 0 reel sayis1 varsa, T doniistimii Lipschitz kosulunu sagliyor
denir. Eger a < 1 ise T ye biiziilme déniisiimii, @ = 1ise T ye genislemeyen doniisiim

denir. Eger her x, y € X ve x # y icin

d(T(x), T(y)) < d(x,y)

kosulu saglaniyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

2.2. Temel Teoremler

Bu boliimde modular metrik uzaylarda Chistyakov tarafindan verilmis temel teoremleri ifade
edecegiz. ik olarak d3 (x,y) ve wy(x,y) arasindaki iliskiyi inceleyen teoremi ispatsiz

olarak ifade edelim [15].

2.2.1. Teorem

w, X tizerinde bir modular metrik olsun. O zaman x, y € X ve A > 0 i¢in

a) dd(x,y) < disew(x,y) < dd(x,y) < 1

b) wy(x,y) = A2ise dd (x,y) = 4

c) A=dy(x,y) > 0ise wiyo(x,¥) <A< wy_o(x,)

Eger u — w, (x, y) fonksiyonu (0, ) da sagdan siirekli ise (a) — (C) ile birlikte;
d) dy(x,y) <A e w(xy) <4

e) dd(x,y) < 1o wi(x,y) <A

Eger u —» w,(x,y) fonksiyonu (0, ©)da siirekli ise (a) — (€) ile birlikte

) da(xy) =2 w(xy) =21
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durumlar1 vardir.
Simdi bir d3 metrigine gore metrik yakimsakligin modular yakinsaklikla iligkisini veren

teoremi ifade edecegiz [15].

2.2.2. Teorem

w, X tlizerinde bir modular metrik, X, bir modular metrik uzay olsun. (x,), e v € X,, dizisi
ve x € X, i¢in

lim d% (x,, x) =0 © VA > 0i¢in lim wy(x,, x) =0
n —>00 n —>oo

ifadesi vardir. Benzer durum Cauchy dizisi i¢in de vardir.
fspat

(&) € > 0 keyfi sayisi i¢in, kabulden

lim w,(x,,x) = 0
n—>oo

olur ve bdylece her n > ngy(¢) icin

we(xp, x) < € (2.13)
olacak sekilde bir ny(¢) sayis1 vardir. Bundan dolay1 her n > ny(¢) igin

dy(x,y) < ¢ (2.14)
elde edilir.

(=) Keyfi 1 > 0 sayisini segelim. Burada, her biri € > 0 igin iki farkli durum vardir. Bunlar
a)0 < e < Ayadab) e > A durumlandir. (a) durumunda, kabulden her n > n,(¢) igin

dd (x,, x) < € (2.15)

olacak sekilde bir A,(€) sayisi vardir ve boylece her n = ny(¢) igin

we(x,, x) < € (2.16)
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elde edilir. ¢ < 1 oldugundan her n > ny(¢) i¢in

Wi (X, x) S welx,, x) < € (2.17)

bulunur. (b) durumunda ise, n, (&) = n, (g)ahmrsa modular metrigin azalanligindan ve (a)

durumundan her n = n, () igin

W) (X, x) < walxy, x) < % < 2 <e¢ (2.18)
2

elde edilir. Boylece her 4 > 0 i¢in

lim wy(x,,x) = 0
n — oo

olur.
2.2.3. Teorem

X,, modular metrik uzay ve w, X iizerinde bir modular metrik olsun. O zaman

a) X, modular uzaytr modular yakinsamaya gore kapalidir, yani(x,) € X,,, x € Xve

Xn % xise 0zaman x € Xy
b) w, X lizerinde bir kat1 (strict) modular metrikse, (varsa) modular limit tek olarak
tanimlidir [27].

fspat
a) (x,) € X, xEXvex, % x olsun. ilk olarak Xn 5 x oldugundan
Ji_r)rc}owlo(xno’x) =0

olacak sekilde bir 45 = 10((xn), x) > 0 vardir. Simdi & > 0 olsun. wy, (xno, x) < g

olacak sekilde bir ny = ng(e) vardir. x,, ) € X,, = X,,(x,) oldugundan

T}i_r,rgowlo (xno’xo) =0
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elde edilir. Boylece wy, (xno, xo) < % olacak sekilde bir 1; = A,(&) > 0 vardir. Bu

durumda Tanim. 2.1.3. (ii) ve (iii) 6zellikleri ile
WAO + ll (x’ xO) S Wﬂ.o (x’ xno) + WA]_ (xno’ xO) (2'19)

esitsizligi saglanir. A > w; (x, x,) fonksiyonu (0, o) da artmayan fonksiyon oldugundan

lim w) (x, x9) < wy 42, (X, x) < €
A—>o

}im wi(x,xy) = 0 (2.20)

olur ve x € X, elde edilir.

b) (x,) € Xy;x, ¥y € Xy, xp % x ve 574 = y olsun. Modular yakinsakligin tanimindan

lim w; (xp,, x) = 0 ve lim w, (x,,y) = 0 olacak sekilde 4 = A((xn), x) > 0 ve

n —oo n —»oo

U = ,u((xn), y) > 0 vardir. Tanim 2.1.3. iin (iii) ve (ii) 6zelliklerinden

lim wy,, (%, ¥) < lim wy (xp, x) + lim wy, (x,, y) (2.21)
n—oo n —oo n —oo

elde edilir. Bu durumda

lim wy,,(x,y) =0 (2.22)
n—oo

olur ve boylece Tanim 2.1.2(1) ozelliginden x = y oldugu gosterilir. Boylece ispat

tamamlanir.
2.2.4. Teorem

X iizerindeki bir w modular metrigi icin X,, lizerindeki d? ye gore metrik yakinsakligin
modular yakinsaklikla ¢akismasi i¢in gerek ve yeter sart w modular metriginin A,—sartini

saglamasidir [27].
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2.2.5. Teorem
(X, d) bir tam metrik uzay, T: X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Buna gore, T doniisiimii
T(x,) = x, olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahas1 bir x, baslangi¢ noktasi

alinarak olusturulan (x,,) iterasyon dizisi i¢in x,, = T (x,,_;) olup lim d(x,, x,) = 0 elde
n—> oo

edilir.
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3. MODULAR METRIK UZAYLARDA BUZULME PRENSIBIi

Bu béliimde modular metrik uzaylarda verilmis temel sabit nokta teoremlerini inceleyecegiz.
[k kisimda tekil degerli doniisiimler i¢in Banach biiziilme prensibini ikinci kisimda ise ¢ogul
degerli doniistimler i¢in biiziilme prensibini verecegiz.

3.1. Modular Metrik Uzaylarda Banach Biiziilme Prensibi

Bu boliimde tekil degerli doniisiimler i¢in temel olusturan Banach biiziilme prensibini

inceleyecegiz. Asagidaki teorem Chistyakov tarafindan verilmistir [27].

3.1.1. Teorem

X bostan farkli bir kiime, w, Xiizerinde bir konveks modular metrik ve k > 0 olsun. Her

x,y € X,, ve T: X, = X,, doniisiimii i¢in

dw(Tx, Ty) < kdy(x,) 3.1)

sart1 asagidaki ifadeye denktir:

Her 2 > 0 i¢in w;(x, y) < 1 olacak sekilde wy; +o(Tx, Ty) < 1 vardur.

Asagidaki tanim Chistyakov tarafindan verilmistir [27].

3.1.2. Tanim

X bostan farkli bir kiime ve w, X {izerinde bir modular metrik olmak tizere her A > 0 ve

X,y € X, i¢in

wia(Tx, Ty) < wy(x,y) (3.2)

olacak sekilde 0 < k < 1 sayisi varsa T: X, = X,, doniisiimiine modular biiziilme (veya

w — biiziilme) denir.
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Simdi modular metrik uzaylarda Banach biiziilme prensibini ifade edelim. Asagidaki teorem
2011 yilinda Mongkolkeha ve digerleri tarafindan ifade ve ispat edilmistir [23].

3.1.3. Teorem

w, Xiizerinde bir modular metrik ve X,,, w tarafindan olusturulan bir tam modular metrik
uzay olsun. T: X,, - X,, bir biiziilme doniisiimii ise, o zaman her w;(x, Tx) < o igin
T, X,, de bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahas1 her x € X,, ve w;(x, Tx) < oo i¢in (T™x)

iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

fspat

X9, X, de keyfi bir nokta ve her n € IN i¢in x; = Txg, x, = Tx; = T?xg, ..., X, = T™x,

olsun. O zaman her A > 0 ve n € IN igin

Wi (Xni1, Xn) = Wa(Txp, Txp_q) < kwy(xp, Xp-1)

< szA(xn—l' xn—Z)

IA

k™w (xq, xo)
Wl(xn+1: xTL) < knWl(xli xO)
k €(0,1) = limk®= 0

n-oo

olup buradan

lim wy (%41, %) = 0 (3.3)
n—-oo

elde edilir. Boylece her bir A > 0 i¢in bir € > 0 sayis1 bulunabilir 6yle ki bu € > 0 sayis1

icin wy(x,,, x,4+1) < € olacak sekilde her n > n, i¢in bir n, € IN vardir. Genelligi

€ IN vardir 6yle ki her

A
m-n

. A .. .
bozmadan m,n € IN ve m > n kabul edelim. —> 0 iginbirn

n>n , igin
m-n

&

w o (g, xy) <

m-n

(3.4)

m-n
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olur. Simdi Tanim 2.1.4’teki (ii1) 6zelligini kullanarak her m,n >n 1 i¢in

m-—-n

Wl(xn' xn+1) S W a (xn; xn+1) + W a (xn+1' xn+2) + w2 (xm—l' xm)
m-—-n m-—-n m-n
&
< + + -+
m-n m-n m-—n

m-—n sayida

<
m-—-n

< (3.5)

(m—n)

olup (xp)nen bir Cauchy dizisidir. X,, nin tamligindan bu dizi bir x, € X,, noktasina
yakinsar. Modular metrik tanimindan ve T nin biiziilme doniisiimii olmasindan her A > 0 ve

n € IN igin

wy(Tx,, x.) < wa(Tx,, Tx,) + wa(Txy, x.)
2 2

< kwa(x,, xp) + wa(xpiq, X2
2 2

£ €
lim wa(x,, x,) < == walx,x) < =
n-owo 3 2 2 2

£ ¢
limw,(Tx,, x,) <-+=-=¢
n-oo 2 2

limwy(Tx,,x,) =0 Tx, = x, (3.6)
n—oo

bulunur. Béylece x,, T nin bir sabit noktasidir. Sabit noktanin tekligini gostermek icin aksini

kabul edelim, yani y,, Tnin bir baska sabit noktas1 olsun. O zaman her A > 0 igin

Wl(x*: y*) = W)L(Tx*; Ty*)
< kw;(x,, y.)
1 - k) wi(x,v) <0 (3.7)

olur. w; modular metrik oldugundan pozitif tanimlidir. Béylece (1 — k) # 0 oldugundan

w;y (x,, ¥.) = 0 ve (i) 6zelliginden x, = y, elde edilir. Béylece istenen gosterilir.
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3.2. Modular Metrik Uzaylarda Cogul Degerli Déniisiimler I¢in Biiziilme Prensibi

Bu boliimde Abdou ve Khamsi tarafindan verilen ¢ogul degerli doniisiimler i¢in biiziilme
prensibini inceleyecegiz [9]. Bunun igin ilk olarak teoremlerin ifade ve ispatinda
kullanilacak bazi tanimlar1 verecegiz. Asagidaki tanim Chaipunya ve digerleri tarafindan
verilmistir [19].

3.2.1. Tamim

CB(X,,), X,, nin tiim bostan farkli kapali ve sinirh alt kiimelerinin ailesini ve C (X,,) , X,, nin

tiim bostan farkli kapali alt kiimelerinin ailesini gostersin. 4, X,, modular metrik uzayinin

bostan farkli bir alt kiimesi olsun. x € X, i¢in
w(x, A) = infw,(x, y)
YEA

olarak tanimlanir. 4, B € CB(X,,) i¢in

w;(4,B) = supw,(x,B) = sup{irelg w,l(x,B)}

XEA x€A \Y

olarak ve Hausdorff modular metrigi

H, (A, B) = max{w;(4, B), w;(B, A)}

olarak tanimlanir.

Asagidaki tanim Khamsi ve Abdou tarafindan verilmistir [9].
3.2.2. Tanim

X,, bir tam modular metrik uzay, M, X,,nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her x, y € M

i¢in

Hy(T(x), T(y)) < kw;(x,y)
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olacak sekilde bir k > 0 sabiti varsa T: M — CB(M) ¢ogul degerli doniisiimiine Lipschitz
kosulunu saglyor denir. x € T(x) oluyorsa x noktasina T nin sabit noktasidir denir. Eger

k €[0,1) ise T doniisiimiine w —biiziilme doniisiimiidiir denir.
3.2.3. Lemma

X,, bir tam modular metrik uzay, M, X,, nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.

A, B € CB(X,,) olsun. O zaman € > 0 ve x € A igin
wi(x,y) < H,(A,B) + ¢ (3.8)

olacak sekilde bir y € Bvardir. Dahast B, w—kompakt ve Fatou 6zelligini sagliyor ise o

zaman x € A igin

wy(x,y) < Hy(4,B) (3.9)
olacak sekilde bir y € B vardir [9].

fspat

a €EAve &£>0 Kkeyfi olsun. w,(a,B) = grelgwl(a, b) oldugundan w;(a,B) + ¢

sayisinin, {wq(a, b): b € B} kiimesinin alttan smir1 olmadig1 goriilebilir. Bdylece

w;(a, b,) < w;(a, B) + € olacak sekilde b, € B vardir. Bu durumda
wi(a, b)) <H,(A B)+¢

elde edilir. Ikinci kisim igin B, w—kompakt ve Fatou o6zelligini saglasin. a € Aolsun. O
zaman herhangi bir n > 1 i¢in w;(x, y,,) < H,, (A4, B) +% olacak sekilde y, € B vardr.

B, w—kompakt oldugundan (y,) bir y € B noktasina yakinsar. B, Fatou ozelligini

sagladigindan

w; (x, y < liminfw; (x, y,,) < H,,(4, B) (3.10)
n —>oo
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Nadler tarafindan verilen ¢cogul degerli doniisiimler i¢in biiziilme prensibinin modular
metrik uzaylardaki karsiligini verelim. Asagidaki teorem Abdou ve Khamsi tarafindan ifade
edilmistir [9].

3.2.4. Teorem

X,, bir modular metrik uzay, w, 4,-sartin1 saglayan bir konveks regiiler modular metrik
olsun. M, X, nin bostan farkli tam alt kiimesi olsun. T: M — CB(M) doniisiimii bir modular
biiziilme doniisiimii ise T bir sabit noktaya sahiptir.

fspat

T bir modular biiziilme doniistimii oldugundan her x,y € M igin

Hy (Tx, Ty) < kw(x,y) (3.11)

olacak sekilde bir k € [0, 1) sabiti vardir. x, € M keyfi ve x; € Tx, olsun. Bu durumda

Lemma 3.2.3 den

w1 (%1, x2) < Hy, (Txo, Tx;) + k2 (3.12)

olacak sekilde x, € Tx; vardir. Benzer sekilde Es. 3.12 yardimiyla

wy (X5, xs) < Hw(TxL Tx,) + k*

olacak sekilde x; € Tx, vardir. Bu iterasyona devam ederek

wy (Xpi1s Xn) < Hy, (Txy, Txp—q) + k2™ (3.13)

Ve Xj4+1 € Tx, olacak sekilde her n > 0 i¢in bir (x,) dizisi olusturulabilir. T biiziilme

oldugundan her n > 0 i¢in
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Wy (Xn41, Xn) < kwy (x, xp-1) + k2" (3.14)

elde edilir. Boylece her n = 0 i¢in

Wi Cnsr s %) < K" (w1 e, %0) +777) (3.15)

bulunur. Bu durumda (x;,) dizisi Cauchy dizisi olur. M, w — tam oldugundan (x,,) dizisi bir

X, € M noktasina yakinsar. H,,(Tx,, Tx,) < kw; (x,, x,) olup

lim H,(Tx,, Tx,) = 0
n —oo

limw;(x,,Tx,) = 0 (3.16)
n—-oo

elde edilir. Boylece x, € Tx, bulunur. Bu durumda x,, T nin bir sabit noktasidir. Bu ispati

tamamlar.
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4. MODULAR METRIK UZAYLARDA COGUL DEGERLI
DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMI

Cogul degerli doniisiimler uygulamali ve teorik matematikte bir¢ok uygulama alanina
sahiptir. Bu alanlara 6rnek olarak ¢ogul degerli doniisiimler, kontrol teorisi, konveks
optimizasyon, diferansiyel igerme topoloji, reel degerli fonksiyonlar teorisi, dogrusal
olmayan fonksiyonel analiz, oyun teorisi gibi alanlar gosterilebilir. Bu alanlarin disinda
ekonomi, matematiksel ekonomi vb. matematigin disindaki alanlar da eklenebilir.

Nadler’ in teoreminin en bilinen genellestirmelerinden birisi Caristi tipi doniistimler i¢in
verilen sabit nokta sonuglaridir [28]. Caristi tipi doniisiimler Ekeland tarafindan verilen
sonuclarin bir diizenlemesidir [29]. Bu sonuglarin genellestirmeleri incelenmis ve ¢esitli

uygulamalar verilmistir [30].

Feng — Liu tipi dontisiimler Caristi tipi doniisiimlerin Hausdorff metrik kullanmadan verilen
bir genellestirmesidir. Feng — Liu tipi doniisiimler de ¢ok sayida yazar tarafindan arastirilmis

ve sabit nokta sonuglar1 elde edilmistir. Bu doniisiimlerin uygulamalar1 da verilmistir [31-

33].

Nadler tarafindan ifade edilen cogul degerli doniisiimler i¢in sabit nokta teoreminin bir baska
genellestirmesi 1, @ tipi doniisiimler icin verilen sonuglardir. Bu sonuglarla birlikte sabit

nokta teorisi daha da genislemistir [34-36]

Bu bolimde sabit nokta teorisinde onemli yeri olan bu teoremlerin modular metrik
uzaylardaki karsiliklar1 arastirilmustir. Ik olarak Caristi tipi doniisiimler icin bulunan
sonuglar ifade edilmis, sonrasinda Feng — Liu tipi doniistimler icin sabit nokta sonuglari
ortaya koyulmustur. Uciincii béliimde tipi déniisiimler icin sabit nokta sonuglar1 verilmis ve
son boliimde Caristi ve Feng- Liu tipi doniisiimler i¢in bulunan sonuglarin birer uygulamasi

verilerek konunun daha iyi anlagilmas1 amaglanmaistir.
4.1. Modular Metrik Uzaylarda Caristi Tipi Déniisiimler I¢in Sabit Nokta Teoremi

Bu boliimde modular metrik uzaylarda Caristi tipi doniisiimler i¢in bazi sabit nokta

teoremlerini verecegiz.
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4.1.1 Teorem

X, bir tam modular metrik uzay, T: X,, = CB(X,,) bir genislemeyen doniisiim olsun 6yle ki

her bir x € X, ve her y € Tx i¢in

1
wa (%, ) < 5 (w(x,¥) — 9a(y,2)) (4.1)
olacak sekilde bir z € Ty vardir. Ozel olarak A = 1 i¢in

wi(%y) < 9w (%, y) — 0w (¥, 2) (4.2)

yazabiliriz. Burada ¢:X,, X X,, = [0, 0] fonksiyonu ilk degiskene gore alttan siirekli

fonksiyondur. Bu durumda w; (x,,, x,+1) < o i¢in T bir sabit noktaya sahiptir [37].
fspat.‘

Xo € Xy Ve x; € Txy olsun. Eger x; = x, iSe 0 zamanx,, T nin bir sabit noktasidir ve

teorem saglanir. Bu durumda x; # x, olsun. Kabuliimiizden

wi (X0, X1) < @ (X0, X1) — P (X1, X2) (4.3)

olacak sekilde x, € Tx; vardir. Bu iterasyona devam ederek x,, # x,_; olacak sekildeki

Xn € Txy_q 1¢in

0< Wl(xn—llxn) < (pw(xn—llxn) - ¢W(xn: xn+1) (4-4)

olacak sekilde x,, ;1 € Tx, bulunabilir. Bu durumda (¢,, (x,,_1, X)) @zalmayan bir dizidir.

Gergekten de

0< Wl(xn—llxn) + q)w(xn’xn+1) < q)w(xn—lfxn)

0 < @w(Xn Xpn41) < P (Xn-1,X5) (4.5)

Ayrica (¢, (Xp_1, Xn))y dizisi alttan sinirlidir bu yiizden bir r > 0 noktasina yakinsar.



Es.4.2°de her iki tarafin limitlerini aldigimizda

lim Wy (xn—1: xn) < lim ((pw (xn—lf xn) — Pw (Xn, xn+1))
n—oo n—oo

lim Wy (xn—b xn) < lim Pw (xn—l» xn) — lim Pw (xn' xn+1)
n—-oo n—-oo n—-oo
limw;(x,-1,%,) <7 —7

n—-oo

limw; (x,-1,%,) =0

n—-oo
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(4.6)

elde ederiz. Simdi (x,,) in Cauchy dizisi oldugunu gdsterelim. Uggen esitsizliginden m,n €

IN vem > n i¢in

m
Wi G ) D W (g, %)

i=n+1 m-n

olur. Diger taraftan modular metrigin artmayan olmasindan

W1 (Xp—1,Xn) S W_1_(Xp_1,%,)

m-n
ve hipotezden

1
(m-n)

W;(xn—l'xn) < Pw (xn—llxn)

m-n

bulunur. Bu ifade Es.4.7°de yazildiginda

Wl(xn: xm) =< F (QDW(Xn, xn+1) -t Qaw(xm—l' xm))

n)

1
Wy (xn' xm) < m ((pw (xn' xn+1) - Py (xm—lf xm)

bulunur. Es.4.10°da her iki tarafin limsupunu aldigimizda

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

1
lim (Sup{wl (an xm): m > n} < lim (Sup N ((pw (xnf xn+1) - Pw (xm—l' xm))
n—oo n—oo (m n)
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1
- . < . —_
lim (sup{w; (xn, Xm):m > n} < lim (sup m=n (r—r)

lim (sup{w; (x,,, x,,):m >n} =0
n—-oo

Boylece (x,,) bir Cauchy dizisi olur. X, tam uzay oldugundan T, u € X,, noktasina yakinsar.

Simdi u nun, Tnin sabit noktasi oldugunu gosterelim.

w1, Tu) < wi(w, Xp41) + Wi(Xner, Tw)
2 2
S w1(W, Xn41) + Hy (Tu, Txy,)
2

S wi(u, Xp41) + wi(u, xp) (4.11)
2 2

Es.4.11°de her iki tarafin limitini aldigimizda

limw; (u, Tu) < limwi(u, x,41) + limwi(x,41, Tu)
n—-oo n—-0oo 2 n—-oo 2

limw;(u, Tu) < wi(u,u) + wi(u,u)

n—-oo 2 2

limw,; (u,Tu) =0 (4.12)
n—-oo

Boylece u € Tu elde edilir. Bu durumda u, Tnin sabit noktasi olur. Simdi yukaridaki

teoremin bir genellestirmesi olan asagidaki teoremi verelim [37].
4.1.2. Teorem

X, bir tam modular metrik uzay ve T: X,, = CB(X,,) bir ¢ogul degerli doniisiim olsun 6yle

ki her x,y € X,, i¢in

Hy, (Tx, Ty) < n(wy(x,y)) (4.13)

sartt saglanir. Burada n:[0, o] — [0, co]fonksiyonu her t € [0, o] igin n(t) <t olacak

sekilde alttan siirekli doniisiim ve Ltt) azalmayandir.

Yukaridaki sartlar altinda T bir sabit noktaya sahiptir.
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fspat

X € X,ve y € Tx olsun. Eger x = y ise 0 zaman T bir sabit noktaya sahip olur ve ispat

tamamlanir. x # y oldugunu kabul edelim. 8 (t)fonksiyonunu her t € [0, =] i¢in

n) +t
2

o(t) =

olarak tanimlayalim. Hipotezden

Hy, (Tx, Ty) < n(wy(x,y)) (4.14)

esitsizligi vardir. n fonksiyonu azalmayan fonksiyon ve n(t) < t oldugundan

nt) < tenwi(xy)) < wi(x,y)

nwi(x,y)) + wi(x,y)
2

B(wy(x,y)) = LEXDEMED > yw, (x,y)) (4.15)

O(w,(x,y)) = < wi(xy)

esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda Es.4.13 yeniden diizenlendiginde

Hy(Tx,Ty) < n(wi(x,y)) < 0(wi(x,¥)) < wi(x,y) (4.16)

bulunur. Bu durumda

O0(wi(x,y)) =H,(Tx, Ty) + & (4.17)

olacak sekilde bir gy > 0 vardir. Boylece z € Ty i¢in

wi(¥,2) = Hy(Tx, Ty) +& = 0(w,(x,¥)) < wi(x, ) (4.18)

yazilabilir. Tekrar y # z kabul edelim. O zaman

wi(x,y) —O0(wi(x,¥)) < wi(x,y) —wi(y,2) (4.19)
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esitsizligi yazilabilir. Es.4.19 tekrar diizenlendiginde

w1 (x,y) w1(Y,2)
wi(x,y) < L _0wiEy) ;] _0wiy) (4.20)
wi1(x,y) wi1(x,y)

elde edilir. @ azalmayan fonksiyon ve w; (v, z) < w;(x, y) oldugundan Es.4.20

w1 (x,y) w1(Y,Z)
wi(x,y) < L _0wixy) ] _0wi(3.2) (4.21)
wi1(x,y) w1 (¥, 2)

olarak tekrar diizenlenebilir. Simdi

Wl(xly) x + y
— _ fwmixy))’
¢)W (x’ y) - 1 wy (x’ y)
0, xX=y

olacak sekilde ¢,,: X,, X X, = [0, oo] fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda Es.4.20 ile

verilen esitsizlik

wi(xy) = dw(xy) —dw (v, 2) (4.22)

olarak yazilir. Boylece T doniisiimii Teorem 4.1.1°deki sartlar1 saglar ve u € X,,, seklinde bir

sabit noktas1 vardir.

4.2. Modular Metrik Uzaylarda Feng — Liu Tipi Doniisiimler Icin Sabit Nokta
Teoremleri

Bu boliimde Feng — Liu tipi doniisiimler igin bir sabit nokta teoremi verecegiz. Ilk olarak

teoremi ifade etmek igin asagidaki tanimi verelim [38].

4.2.1. Tanim

w bir modular metrik, X, bir modular metrik uzay ve T: X,, - N(X,,) bir ¢ogul degerli
doniigiim olsun. f3: X, = R, fonksiyonu f; (x) = infw; (x, Tx) olarak tanimlansin.I} c X,,

kiimesi w; (x, Tx) < oo ve bir b € (0, o) pozitif sabit sayisi igin
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I} ={y € Tx:bwy(x,y) < wy(x,Tx)} (4.23)

olarak tanimlanir. Burada N(X,,), X,, nin bostan farkl tiim alt kiimelerini ifade eder.

4.2.2. Uyar

I}y kiimesinin bostan farkli olduguna dikkat edelim. Gergekten

1-a) x € Tx ve y = x olsun. Bu durumda

bw,(x,y) = bwy(x,x) < wy(x,Tx)
0<wy(x,Tx) =0 (4.24)

elde edilir. Boylece her b € (0,1) igin Es.4.23 saglanir ve y € I} olur.

1-b) x, y € Tx ve x # y olsun. Bu durumda

0 <bwy(x,y) <wy(x,Tx) =0 (4.25)
elde edilir. Fakat bu bir ¢eligkidir. O zaman kabuliimiiz yanligtir. Bu durumda eger x € Tx
ise I} kiimesi I = {x} ile ifade edilir.

2) x & Tx olsun. O zaman bir y # x i¢in y € Tx vardir. Modular uzaklik tanimini kullanarak
bir £ > 0 i¢in

wi(x,y) < wy(x,Tx) + ¢ (4.26)

elde edilir. ¢ = (1 — b)wy(x, y) olarak se¢ildiginde

wi(x,y) S wi(x, Tx) + (1 = Db)wy(x,y)
bw;(x,y) < wy(x,Tx) (4.27)

bulunur. Boylece y € I} ve I # @ olur. Simdi teoremi ifade ve ispat edelim [38].
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4.2.3. Teorem

Xy, w tarafindan olusturulan bir tam modular metrik uzay, T: X,, — C(X,,) bir cogul degerli

doniisiim olsun. w; (x, Tx) < ooesitsizligi ve w igin 4,-sart1 saglansin. Eger

w (¥, Ty) < cwy(x,y) (4.28)

sartini saglayan her x € X, i¢in y € I} olacak sekilde bir ¢ € (0,1) sabit sayisi varsa ¢ < b

ve f; alttan yari siirekli olmak sarti ile T nin X, de bir sabit noktasi vardir.
fspat.'

Herhangi bir x € X,, i¢in Tx € C(X,,) oldugundan herhangi bir b € (0,1) i¢in I} bostan
farklhidir. Bir x, € X,,, baslangi¢ noktasi ve 4 > 0 igin

wy(x1, Tx1) < cwy(xo, X1) (4.29)
olacak sekilde x; € I;C ° vardir. Benzer sekilde x; € X, ve 1 > 0 igin

wy(x5, Txy) < cwy(xq,x3) (4.30)
olacak sekilde x, € I;f ! vardir. Bu iterasyona devam ederek A > 0 ve x,,,1 € [ ;f " i¢in
Wi(n41, TXns1) < cwp(xn, Xp41); n=0,1,2, - (4.31)
olacak sekilde bir (x,,) dizisi elde edilir. Diger taraftan A > 0 ve x,,,; € Il’f ™ i¢in

bwy (xn, Xns1) S Wy (x, Txy) ;n=10,1,2, - (4.32)

saglanir. E§.4.31 ve Es. 4. 32 yardimiyla bir 4 > 0 i¢in

2
Wi (s, Tnen) < 5Wa(tn, Ton) < (5) WaCtnos, THoy) (4.33)
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ve
1 c
Wl(xn' xn+1) <- Wl(xn» Txn) < E wj (xn—l» xn)
Wl(xnr xn+1) < % W) (xn—lf xn) (4-34)

bulunur. 2 > 0Oi¢in Es.4.33 ardisik olarak kullanarak

w) (xn' xn+1)

c c 2 c n
< S Wa(Xn-1,%n) < (g) Wi(Xp-2,Xp-1) < =+ < (;) wy(xo,%);n = 0,1,2, - (4.35)
ve Es.4.32 ardisik olarak kullanarak

Wi (xn+1: Txn+1)

¢ c\?2 c\"
< ;Wl(xn, Tx,) < (;) Wy(Xp_1, Txp_1) < -+ < (;) wi(x, Txg);n=0,1,2, -+ (4.36)

elde edilir. Diger yandan m,n € N ve m > n i¢in modular metrigin tliggen esitsizligi

ozelligi kullanilarak

Wl(xnr xm)

SW a2 (Xn, Xpg1) T W 2 (Xpy1, Xng2) oot w a2 (-1, Xm)
m-n m-n m-n
c\ c n+1 ¢ m-—1

< (— w i (Xg, %) + —) w i (xg,x1) + -+ (—) w 1 (xg,x1) (4.37)
b m—n b m—n b mn

n
yazilabilir. ¢ < b oldugundan lim (%) =0ve0 < wy(xy Xp41) < o0 oldugundan

n—>co
. . Cc n
limw; (x,, Xp41) = lim (—) wi(xg,x1) =0 (4.38)
n-oo n—oo \b
olur. w, 4, —sartin1 sagladigindan lim w; (x,,, x,4+1) = 0ise
n—->oo

limwa(x,, Xp41) =0 (4.39)
n—-oo E
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ifadesi saglanir. Bu sekilde devam ederek bir k € N i¢in
limwa (X, Xp41) = 0 (4.40)
k

—00
n 2

elde edilir. k € INyi 2¥ < m — n olacak sekilde secersek metrik modular fonksiyonunun

temel 6zelliginden bir 4 > 0 igin

limw 2 (x5, Xp41) =0 (4.41)

-
n-o m-n

olur. Es.4.37nin n — oo i¢in limiti alindiginda

limwy (xp, %) < lim ———=w 2 (%o, 1)

i L= (3)

limw; (x,, x,) = 0 (4.42)
n—-oo

bulunur ki bu (x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu ifade eder. w, 4, —sartin
sagladigindan X, tam uzaydir ve (x,,) dizisinin yakinsadigi bir x € X,, noktasi vardir. Diger

taraftan

{ﬁl (xn)}%o= 0o = {W/l (xn: Txn)};.lo= 0

fonksiyon dizisi azalandir. Gergekten de bir 4 > 0 i¢in

fo(tn) = Wa G, T2n) < (5) WaGtnmr, Tonm1) = (5) foGtnmr) (4.43)

olur ve %< 1 oldugundan {f;(x,)}y=, azalandir. Ayrica f;(x,) = wy(x,, Tx,) pozitif

oldugundan {f; (x,) }n = o fonksiyon dizisi 0 a yakinsar. f; alttan yari-siirekli oldugundan

0 <fi(x) = limfi(x,) =0 (4.44)

n—-0oo

elde edilir. Boylece f;3(x) = 0 olur. Bu durumda Tx in kapaliligindan x € Tx olur ve ispat

tamamlanir. Simdi bu teoremin bazi sonuglarini verelim.
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4.2.4. Sonug

Teorem 4.2.1, Chaipunya ve digerleri tarafindan verilen teoremin bir genellestirmesidir [19].
1) Gergekten de eger T, da verilen sartlar1 saglarsa o zaman Tnin ¢ogul degerli biiziilme
doniisimii olmas1 sebebiyle iistten yart siirekli olmasindan f fonksiyonu alttan yari

stireklidir ve her x € X,,,, y € Tx ve 4 > 0 i¢in
w,(v, Ty) < H,(Tx, Ty) < cwy(x,y) (4.45)

olur. Boylece T, Teorem 4.2.1 in sartlarin1 saglar ve bir sabit noktaya sahip oldugu
gosterilmis olur.
2) Asagida verilen 6rnek Teorem 4.2.1 in Chaipunya ve digerleri tarafindan verilen teoremin

bir genislemesi oldugunu gosterir.

X, = {—, O zin, } U {0,1}, herA >0vex,y € X, i¢cin wy(x,y) = %Ix — |

olsun. Ozel olarak 1 = 1 igin
wi(x,y) = |x —y

ve bir X, tam modular metrik uzay olsun. T: X,, = C(X,,) doniistimiinii

1 _ 1 _

{0, 1} i x=0

olarak tanimlayalim. T nin Chaipunya tarafindan verilen teoreme gore bir biiziilebilir

dontistim olmadig goriilebilir. Gergekten de

1 1
> on =W1(2—n,0),n= 0,12, -

N =

1
Hu(T (5, T(0) =

Fakat
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1 1
fx) = wy(x,Tx) = {n+1° X~ om
0; x =0,1

ve f siireklidir. Dahas1 her x € X,, i¢in y € I35 vardir ve

1
wi (¥, Ty) = Ewl(x, y)

olur.
4.2.5. Sonug

Teorem 4.2.1, sabit noktanin tekligini garanti etmez. Bu durumu gérmek i¢in Sonug 4.2.4’te

verilen 6rnege bakilabilir.
4.2.6. Onerme

X,, bir tam modular metrik uzay, T: X,, = C(X,,)bir ¢ogul degerli doniisiim olsun. Eger

herhangi bir x € X,,,, y € Tx ve her 1 > 0 igin

wi(, Ty) < ewy(x,y) (4.46)

olacak sekilde bir ¢ € (0, 1) sabit sayisi varsa o zaman f = w;(x, Tx) alttan yar siirekli

olmak sartiyla T, X,, de bir sabit noktaya sahiptir.
4.2.7. Sonug

Burada f(x) fonksiyonunun alttan yari siirekli olmasi 6nemli rol oynamaktadir. f(x)
fonksiyonunun alttan yari siirekli kabulii olmadig1 taktirde diger biitiin sartlar saglansa bile
Tnin, X, de bir sabit noktaya sahip oldugu gosterilemez. Bu durumu bir 6rnekle

gosterelim: X,,, Sonug 4.2.3’teki uzay olmak iizere T: X,, — C(X,,) doniisimii
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11 1
Tx = {WW} x=omin=012"--
{1}, x=0

olarak tanmimlansin. Her x,y € X, ve A =1 i¢in w:(0,0) X X X X — [0, 0] modular

metrigi
wa(x, y) = |x =yl
olarak ifade edilsin. Bu durumda f(x) = w; (x, Tx) fonksiyonu

1

fox) = {gmr1 X7 a0
{1}, x =0

olarak tanimlanir. Bu fonksiyonun alttan yar1 siirekli olmadigi ve diger tiim sartlar

saglamasina ragmen Tnin X,,de bir sabit noktaya sahip olmadigi agiktir.
4.3. Modular Metrik Uzaylarda Cogul Degerli Déniisiimler i¢in ¢,y —Sart1
[lk olarak teoremimizde kullanacagimiz asagidaki tanimi vererek baslayalim [39].
4.3.1. Tanim
Bir :[0,0] — [0,00) fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa degistirilmis uzaklik
fonksiyonu olarak adlandirilir:
1. Y monoton artan ve siireklidir.
2. Yt) =0eot=0
Simdi teoremi ifade ve ispat edelim [39].

4.3.2. Teorem

X,, bir tam modular metrik uzay, @ # M c X,, ve T: M - K(M) doniisiimii Fatou 6zelligi

ile birlikte her x, y € M ve x # y i¢in asagidaki sartlar1 saglayan bir doniisiim olsun:
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Y(HW(Tx, Ty)) <YM, (x,y)) — @(Ny(x,¥)) (4.47)
Burada;

1
MW(X, y) = max {Wl (x' Y); w1 (X, TX), w1 (y' Ty)' E [WZ (x' Ty) + W2 (y' Tx)]}

1
NW(ny) = min{wl(x'y)' Wl(x' TX), Wl(y' Ty)' E[Wz(x' Ty) + WZ(y' Tx)]}

olarak tanimlansin. Ayrica @(t): [0, ] — (0, )fonksiyonu her t > 0 igin yari-siirekli ve
t = 0 noktasinda siireksiz; ¥: [0, 0] — [0, )ise degistirilmis uzaklik fonksiyonu olsun. O
zaman T, M c X,,de bir sabit noktaya sahiptir. Burada x,, x; € X, i¢in wy (xg, x;) < o ve
H,,(A, B) modular Hausdorff metriktir.

fspat.'

X9 €M c X, ve x; € Tx, olsun. O zaman

wi (x4, x2) < H,,,(Txg, Txy) (4.48)
olacak sekilde bir x, € Tx; vardir. 1 monoton artan oldugundan

Y(wi(xy, x2)) < P(Hy (Txo, Txy))

elde edilir. Bu durumu Es.4.47°de yazarak

YWy (x1, x2) < Y(Hy(Txo, Tx1)) < P(Myy,(x0, %1)) — @(Nyw (X0, X1)) (4.49)

bulunur. Es.4.49°da x,, yerine x,,, x; yerine x,,,1, X, Yerine x,, ., yazarak

YW1 (X2n4+1, X2n+2)

< lp(HW(TXZn: Tx2n+1)) = ¢(Mw(x2n» x2n+1)) - go(Nw(xZn' x2n+1)) (4-50)

elde edilir. Burada
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w1 (X2n, X2n11), W1 (Xon, TX20), Wi (X2n 41, Tx2n+1)’}

My, (X2n, X2n41) = max{ 1

> [Wa(X2n, TX2n41) + Wo(Xan41, TX2p)]

olur. §nin tanimindan kolayca

1
M,, (X2, Xan41) = max {W1 (X2m, Xon+1), W1(Xont1, Xons2), 2 [ wa(x2n, x2n+2)]}

1

E [ w1 (X2n, Xon+1) + Wi (X2n41, Xont2)]

My, (X2n, Xon+1) = max{w; (Xzpn, X2n+1), W1(Xon+1, Xan+2)}

w1 (X2n, Xon+1), W1(Xont1, Xont2),
MW(xZTU x2n+1) = mnax

oldugu gésterilir. Ilk olarak

My, (X200, X2n41) = W1(X2n+1, X2n42) (4.51)

olsun. O zaman Es.4.49 yeniden diizenlendiginde

YW1 (X2nt1, Xont2) S YW1 (Xans1 X2n+2)) — @ (N (X2n, X2n41)) (4.52)

bulunur. ¢ > 0 oldugundan

YW1 (X2n41 X2nt2) < YW1 (Xans1, X2ns2)) (4.53)

olur. ¥ monoton artan oldugundan

Wi (X2n+1s Xon+2) < W1(X2nt1, Xont2) (4.54)
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda
My, (X2n) X2n41) = W1(X2n Xon41) (4.55)

olur. Boylece {w; (X, X2n41)} dizisi monoton azalan bir dizi olur. K(M) kompakt

oldugundan kapali ve sinirlidir. Yani bir r > 0 i¢in
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lim wy (X2p, Xon41) =T (4.56)

n —oo

bulunur. Simdi Es.4.50 igcin n = oo limiti alindiginda

AH{}JP(W1 (X2n+1 X2n42) < Tlli_r){)lol/)(Mw (X2n) X2n+1)) — Tlli_{{}o(P(Nw (X2n) X2n+1))
Ai_glolp(wl(xZn+1'x2n+2) < Tlli_r)gol/)(w1(x2n» Xon+1)) — rlli_r)lc}o(P(Nw(XZn' Xon+1))
lpqi_r){)loW1(x2n+1»x2n+2) < ll’(rlli_r)gOWKxZn» Xon+1)) — Jli_r)go(p(Nw(xan Xon+1))

() = @) — limo(Ny (x2n, X2n+1)) (4.57)
elde edilir. Burada gnin tanimindan

Y(r) < Y(r) (4.58)
olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda r = 0 olmalidir. Yani

Ji_r}gowﬂxzn» Xon+1) = 0 (4.59)

elde edilir.

Simdi (x,,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Aksini iddia edelim, yani (x,)
Cauchy dizisi olmasin. O zaman wy (x5, X2,,) = € olacak sekilde en az bir € > 0 vardir ve
Xon 1l x5, bu esitsizligi saglayan ilk terimlerdir. Es.4.47, x5, Ve X5, i¢in uygulandiginda

Xon S TxZn_l ve Xom € Tme_l lgln

YW1 (X2n, X2m)

< l/)(HW(TxZn—l' Tme—l)) < lp(Mw(xZn—l'me—l)) - ‘p(Nw(xZn—l' me—l) (4-60)
elde edilir. Burada

w1 (xZn—lf x2m—1)' Wy (xZn—l' x2n)’ Wy (x2m—1: me);

My, (X2n-1, X2m-1) = max 1

E [w, (X2n-1, X2m) + Wa(Xam-1, xZn)]
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olur. Tanim 2.1.3’te verilen (iii) sartindan
w1 (X2n-1, X2m-1) < W%(XZn—li Xon) + W%(xZn: X2m-1) (4.61)

bulunur. Yine modular metrigin monoton azalan olmasindan

W%(xZn—lern) <2 (4.62)

olacak sekilde 2¢ > 0 vardir. m, n — oolimiti alindiginda

lim wy(X2n-1, Xom-1) < lim wi(xzn_1, X2n) + lim wi(xap, Xom-1)
mmn—oo mn-o 3 mn-ooo 3

lim wy (X1, Xom—1) < 2¢ (4.63)
m,n—oo

bulunur. Benzer bir hesaplamayla
Wo (X2m—1,X2n) < W1(Xom-1,X2n) < € (4.64)

olup bu durumda
1
M,,(Xopn-1, Xom—-1) = max{Ze, 0,0, E[Ze + s]} = 2¢

olarak hesaplanir. Boylece Es.4.47

Y (2¢8) = P (2¢) = @(Ny (X2n-1, X2m-1)) (4.65)

olur ki ¢nin tanimindan

Y (2¢) < P (2¢) (4.66)

elde edilir. Fakat bu bir ¢eliskidir. O zaman kabuliimiiz yanlistir ve (x,,) bir Cauchy
dizisidir. Dolayisiyla (x,) bir Cauchy dizisidir. Son olarak Tnin bir sabit noktasinin var

oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim, yani x,, — x, iken Tx, # x, olsun. K(M)
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kompakt oldugundan x, € K(M) c X,, vardir dyle ki x,, — x, olur. Fatou 6zelliginden

w; (x,, Tx,) < liminfw, (x,,41, Tx,) = liminfw, (Tx,, Tx,) < lim H,,(Tx,, Tx,) (4.67)
n- o n-— oo n—oo

PY(wy(x,, Tx.)) < Y(Hy (Txp, Tx)) < P(M,y, (xp, %)) — @(Ny (xn, X)) (4.68)
olur. Basit bir hesaplamayla
1
Mw(xn' X,) = max {Wl (xn; X)), Wy (xn; Txn): Wy (x., Tx*):z [WZ (xn; Tx.) + Ws (xn: Txn)]}
1
lim M, (x,, x,) = max{O, 0, wy(x,, Tx,), sz(x*,Tx*)}
n— oo
bulunur. Boylece

lim M, (x,, x,) = w;(x,, Tx,) (4.69)
n-—- oo

olur. Bu durumda

Y(wy(x,, Tx,)) < P(wy(x, Tx)) — (N, (xp, %)) (4.70)

elde edilir. Buradan

l/)(Wl (x4, Tx*)) < l/)(Wl (x, Tx*)) (4.71)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Yani kabuliimiiz yanlistir ve x, , Tnin sabit noktasidir. Boylece ispat

tamamlanir.
4.4. Uygulamalar
Sabit nokta teorisi matematigin pek ¢ok alaninda kullanilmaktadir. Bu alanlardan birisi de

matematiksel optimizasyondur. Dinamik programlama, matematiksel optimizasyon igin

oldukca kullanighdir ve bir fonksiyonel denklemin ¢oziimiine dayanir. Bu béliimde Caristi
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tipi dontigiimlerin

p(x) = Sylég{f xy) + 3y, (px,¥))}, x€Z (4.72)

olarak tanimlanan bir fonksiyonel denkleme uygulamasini verecegiz. Burada M ve N
Banach uzay1 Z € M ve T c N olmak tlizere n, f ve J fonksiyonlar1 sirasiylan: Z X T —
Z, f:ZXT - IR, 3:ZXT X IR - IR olarak tanimlansin. Simdi Es. 4.72’nin ¢6ziimiiniin

varligini arastiralim.

B(Z),Z tizerindeki tiim simirlt reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere h € B(Z)

keyfi elemani i¢in||h|| = sup|h(x)| normunu tanmimlayalim. Bu durumda (B(Z), ||.||) bir
x€Z

Banach uzayidir ve her h, k € B(Z) i¢in

wy(h, k) = ﬁsuplh(x) — k(x)| (4.73)
X€EZ

modular metrigi ile donatilmustir. Ozel olarak A = 1 sectigimizde Es.4.73

wa(h, k) = Zsuplh(x) — k(x)| (4.74)

haline gelir. B(Z) Banach uzay1 oldugundan w; (h, k) modular metrigine gore bu uzaydaki
yakinsama diizgiindiir, yani B(Z) deki bir Cauchy dizisi bir h, € B(Z) smirh fonksiyonuna
diizgiin yakinsaktir.

Simdi Es. 4.72 ile ifade edilen fonksiyonel denklemin ¢dziimiinii veren teoremi ifade edelim.

Ilk olarak asagida verilen sekilde bir operatdr tanimlayalim:

Her h € B(Z) ve x € Z igin

S(h)(x) = S;lég{f (xy) + 30y, (p((xy)))} x € Z (4.75)

4.4.1. Teorem

S:B(Z) - B(Z), Es.4.75 ile tanimlanmus stten yari siirekli bir operatdr olsun.
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o f1ZX T —>IRve3:Z XT XIR — IR fonksiyonlari siirekli ve sinirli

e Herh,k e B(Z)vex € Z,y €T igin

1
0 < wi(h k) <1ligin Z|3(x,y, h(nCx, ¥))) = 3(x, y, k(nCx, y)))I < w1 ?(h, k)

1
wi(h k) =2 Licin 13Cx, v, h(n(x,y))) = 30y, k(G y)))| < wi(h k)

durumlari saglansin. Bu durumda Es. 4.72 ile verilen fonksiyonel denkleminin bir ¢éziimii

vardir. Ayrica bu ¢oziim bir sinirli fonksiyondur.
fspat

Acik¢a B(Z) bir tam modular metrik uzaydir. Keyfi 4 > 0 i¢in x € Z ve hy, h, € B(Z)

olsun. O zaman

S(h)(x) < f(xy1) + 30y, ((m(x,31))) +

S(h2)(x) < f(x,¥2) + 3(x,¥2, (h2(n(x,52))) + u

Sth) () = f(xy1) + 3%y, (hi(n(x, 1))

S(h)(x) =2 f(x,¥2) + 3(x, y2, (h2((x,¥2))) (4.76)

olacak sekilde y,;, y, € T vardir. ¢: [0, 0] — [0, co]fonksiyonunu

_(t?, 0<t< 1
§(6) = {t, £> 1 @77
olarak tanimlayalim. O zaman hipotezde verilen ifade her h, k € B(Z) igin
1, ~
183Gy, h(n(x,))) = 3(Cx, y, k(e y)| < g(wi(h, k) (4.78)

Acikg¢a her t > 0 i¢in ¢(t) < t oldugu ve % fonksiyonunun azalmayan oldugu aciktir.

Bu durumda Es. 4.77’yi kullanarak

(S(X, Y h1(77(x, yl))) - S(x' Y hZ(T](x' :VZ)))) +u

N =

1
5 () () = S(h)(x)) <
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1 1
S ) ) = S(ha)(0) <5130y, ha((x, y1))) — 30y, ha (nCx, y2))| + 1

< ¢wy(hy, hy)) + 1 (4.79)

elde edilir. Bu durumda Es.4.79

~(S(h)(x) = S(h2)(0)) < swi(hy, hp)) + (4.80)

haline doniisiir. Benzer sekilde

%(S(hz)(X) = S(hy)(x)) <gwi(hy, hp)) + p (4.81)

esitsizligi de yazilabilir. Es. 4.80 ve Es. 4.81 yardimiyla

21S(h)(x) = S(h) ()] < c(wi(hy, b)) + 1 (4.82)
elde edilir. Es.4.82 diizenledigimizde

wi (S(h2)(x), S(h) (%)) < s(Wi(hy, h2)) + 1 (4.83)

bulunur. Es.4.83 ise

wi (S(h2) (%), S(h) (%)) = ¢(Wi(hy, h2)) (4.84)

haline dontisiir. Boylece S bir ¢ —biiziilme olur. S, Teorem 4.1.2°deki sartlar1 saglar ve h, €
B(Z) olacak sekilde bir sabit noktaya sahiptir. Bu sabit nokta ise Es. 4.72 ile verilen

fonksiyonel denklemin bir ¢oziimiidiir.

Borisut ve digerleri [40] de sabit nokta teoremlerinin diferansiyel denklemlere
uygulamalarini arastirmiglardir. Biz de bu sonuglarin modular metrik uzaylarda Feng —Liu
tipi doniistimler i¢in saglandigin1 gosterecegiz. Borisut ve digerleri [40] de bir homojen
olmayan lineer parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ deger problemini x € R

i¢in
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ft(x! t)
= fx(0, £) + S(x, 6, F(x, 1), fo(x, 1)), —0 < x < 0,0 <t < T, f(x,0 = $p(x) = 0 (4.85)

olarak vermislerdir. Burada S siirekli ¢ ve ¢’ smrli olacak sekilde ¢ siirekli
tiirevlenebilirdir. Bu problemin bir ¢dziimii olan ve I = [0, T| kapali aralig1 olmak tizere

R X [ iizerinde tanimlanan f = f(x, t)fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar:

C(R x Dtiim siirekli reel degerli fonksiyonlari ifade etmek tizere

frft'fx:fxx € C(]R X 1)

f, fx € R X Ifonksiyonlari sinirlidir

fr(x,t) = fix(x,0) + S, 6 f(x,0), fe(x, 1), (x,t) € RX
Her x € R icin f(x,0) = ¢(x) = 0

Yukarida verilen diferansiyel denklem asagidaki integral denkleme denktir:

Herx e Rve0 <t < T icin

flx,t)
=7 K(x—8,t)p(86)ds + fot J5 K(x—6,t —w)S(8,u, f(8,u), f(6,u))dédu  (4.86)

Burada

—x2

K(x, t) = «%nt‘”—t (4.87)

olarak tanimlanir. Yukarida Es. 4.85 ile verilen baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimiiniin
olmasi icin gerek ve yeter sart Es. 4.86 ile verilen integral denklemin bir ¢dziimiiniin

olmasidir. Simdi B kiimesi B = {f(x, t): f, fy € CUR x I),||f]] < oo} ve

IfIl = sup [fCx, )+ sup [fi(x, 1)l

xeER, tel xX€ER tel

olmak iizere B kiimesi iizerindeki modular metrigi

1
w,(f, 9) = ilf - gl
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olarak tanimlayalim. Ac¢ik¢a B,,w —tam modular metrik uzaydir ve bu uzay: iireten

elemanlardan bagimsizdir. Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

4.4.2. Teorem

Baslangic deger problemi

[t t) = fix (5, 8) + S, t, f(x,0), f(x,8)); —0 <x <00,0<t<T (4.88)

ve f(x,0) = ¢(x) = 0 olsun. Kabul edelim ki asagidakiler saglansin:
e ¢ > 0 olmak iizere [s| < c ve |p| < ¢ i¢in S(x, t, s, p) fonksiyonu IR X I nin her bir
kompakt alt kiimesi i¢in x ve t de diizgiin Holder siireklidir.

o Her (s1,p1), (52, p2) € IR X IR igin 51 < s,ve p; < p, segimiyle
1
0 < Z [S(x' ¢, S2, pZ) 3 S(X, t, S1) pl)]

S;—S1+ P2 — D1
A

OSCS

1 o101

olacak sekilde g € (0, 1)iken bir sabit ¢ < (T + ZETTE) < q vardur.

e Smirli s ve p icin S sinirhidir.

Bu durumda problem bir ¢dziime sahiptir.
fspat

X € B, yi yukarida verilen problemin bir ¢6ziimii olmasi i¢in ancak ve ancak bu denkleme
denk olan integral denklemin de ¢6ziimii olacak sekilde segelim.

G grafi V(G) = B,, olarak ve

E(G) = {(z,v) € B,, X B,,: her bir (x,t) € IR X ligcinz(x,t) < v(x,t) ve z,(x,t) <

e (x, 1)}
olarak tanimlandiginda E (G) kismi siralidir ve (B, E(G)), (A) 6zelligini saglar.
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oldugunda her n € IN igin (x,, x) € E(G) oluyorsa (V(G), G) ikilisine (A) ozelligine
sahiptir denir.

Her x € IR i¢in F: B,, = B,, doniisiimiinii

F(f(x,v) =

[00]

f K(x—68,0)¢(8)ds + j f K(x — 8,t —w)S(S,u, £(8,w), f.(5,w))dddu
v —oo

olarak tanimlayalim. Problemi ¢ozdiiglimiizde ¢6ziim bize F nin sabit noktasini verecektir.
(z,v), (24, vy), (F(2), F(v)), (F(zy), F(vy)) € E(G) oldugundan, F nin tanimindan ve
hipotezdeki 2. maddeden

ZIF (v (x,1) — F(z(x, )| < cswa(zv) (4.89)

olur. Buradan

ZIF (6 1)) = F(ze(6, )] < cswa(z,v) [7 K(x — 8,8) $(8) db

a1 (4.90)
< 2m2Tzwy(z,v)
elde edilir. Boylece
-1 1

wi(F(2), F(v)) < (T + 2m2Tz) csw,(z,v)
wi(F(2), F(v)) < cw(z,v); ¢ €(0,1)
AMF(z) —F)| < 1|z — v| (4.91)
bulunur. Es.4.91 Feng - Liu anlammda goz Oniine almirsa b € (0,1) i¢in

bw,(z,v) <wy(z F(z)) oldugundan

Alv —F()| < )lHd(F(z),F(v)) <Alz — v|
d(v,F(v)) <H, (F(2),F(v)) < d(z,v)
wy(v, F(v)) < wy(z,v) (4.92)
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bulunur. Buradan F(z*) = z* olacak sekilde z* € B, vardir. Boylece problemimiz bir

¢ozlime sahip olur
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasimin giris boliimiinde tek ve ¢ogul degerli doniisiimler icin sabit nokta

teoremleri ve bu teorinin tarihsel gelisimi verilmistir.

Ikinci boliimde modular metrik uzay kavrami incelenmis, bu uzaym temel tamim ve
ozellikleri ifade edilmistir. Ayrica modular metrik ve normal metrik arasindaki iliski

Chistyakov tarafindan yapilan ¢alismalar yardimiyla agiklanmuistir.

Uciincii béliimde modular metrik uzaylarda tek ve cogul degerli biiziilme déniisiimleri i¢in
vreilen sabit nokta teoremleri hatirlatilmis, cogul degerli doniistimler i¢in Abdou ve Khamsi

tarafindan verilen ve ¢alismalarimizin temelini olusturan tanimlar verilmistir.

Son olarak dordiincii boliimde Caristi ve Feng- Liu tipi doniisiimler ile Y, ¢ sartin1 saglayan
doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri verilmis ve konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in
Caristi tipi doniisiimler i¢in fonksiyonel denklemlerin ve Feng- Liu tipi doniisiimler igin

diferansiyel problemlerin ¢6ziimiinde uygulamalar1 incelenmistir.

Bu tez ¢aligmasinda, sabit nokta teorisinin daha genel metrik uzaylara genisletilmesi ve yeni
uygulama alanlar1 elde edilmesi amaglanmistir. Modular metrik uzay kavrami gorece yeni
bir kavram olmasina ragmen bu konuda cok sayida calisma yapilmistir. Genellestirilmis
Modular Metrik Uzay, Modular G- Metrik uzay, Modular S- Metrik Uzay bunlardan sadece
birkagidir. Bu durumda bu c¢alismada verilen sonuglar yeni ifade edilen bu tiir
genellestirilmis metrik uzaylar i¢in temel teskil edecektir. Bu sayede sabit nokta teorisi daha

genis bir alanda incelenebilir ve yeni sonuglar elde edilerek literatiire kazandirilabilir.
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