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OZET

Bu tez calismasinda, Chistyakov [10,11,12] tarafindan verilen modiiler metrik uzay
kavrammin temel tanimlar1 ve bu uzaym metrik 6zellikleri incelenmistir. Chistyakov [13],
Mongkolkeha, Sintunavarad, Kumam [30] ve Cho, Saadati, Sadeghi [14] makaleleri
yardimiyla baz1 temel sabit nokta teoremleri verilmistir. ilk olarak modiiler metrik uzaylarda

Kiling ve Alaca [25] tarafindan verilen yerel biiziilme, (&,k)—diizgiin yerel biiziilme, &-

zincirlenebilme ve zayif biiziilme doniisiimii kavramlarini tanimlanmis ve tam modiiler metrik
uzaylarda bu kavramlar i¢in bir sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Ayrica, Kiling ve Alaca
[27] tarafindan Cirié tipi genellestirilmis biiziilme doniisiimleri i¢in bir sabit nokta teoremi
ispatlamis ve tam modiiler metrik uzaylarda genellestirilmis biiziilme doniisiim smifinin bir
ortak sabit noktasinin varhigi ve tekligi gosterilmistir. Sonra, bu uzaylar iizerinde Meir ve
Keeler [29] tipindeki biiziilebilme sart1 i¢in bazi sabit nokta sonuglar1 verilmistir. Bu sonuglar
Ciri¢ [15,16], Meir ve Keeler [29] ve Reich [33] sonuglarinm modiiler metrik versiyonudur ve
Kiling ve Alaca [25] sonuglarinin genellestirmeleridir. Son olarak, modiiler metrik uzaylarda
degismeli doniistimler i¢in iki ana teorem ispatlanmistir. Bu sonuglar Jungck [20] ve Fisher
[19]’ in sonuglarinin modiiler metrik versiyonudur.
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ABSTRACT

In this thesis, fundamental definitions of modular metric space concept and metric
properties of this space which was given by Chistyakov [10,11,12] are investigated. Some
basic fixed point theorems are given with the help of Chistyakov [13], Mongkolkeha,
Sintunavarad, Kumam [14] and Cho, Saadati, Sadeghi [30] papers. Firstly, locally contraction,

(g,k)-uniformly locally contractive mappings, ¢ -chinable, weak contraction mapping

concepts are defined and a fixed point theorem for these concepts is proved in complete
modular metric spaces which was given by Kiling and Alaca [25]. Further, by Kiling and
Alaca [27] some fixed point theorems for Ciri¢ type, the generalized contraction mappings
are proved and the existence and uniqueness of common fixed point of a class of generalized
contraction mappings are shown in these spaces. Later, some fixed point results for Meir and
Keeler [29] type contractive condition on these spaces are given. These results are modular
metric versions of the Ciri¢ [15,16], Meir and Keeler [29] and Reich’s [33] results and the
generalizations of earlier results of Kiling and Alaca [25]. Finally, two main fixed point
theorems for commuting mappings in modular metric spaces are proved. These results are
modular metric versions of results of Jungck [20] and Fisher [19].



1.0 GIRiS

“Sabit Nokta Teorisi”, 1912 yilinda Brouwer ile baglamistir. Brouwer* in kapali birim
yuvaridan, yine ayni kapali birim yuvar1 izerine tanimlanan herhangi bir stirekli doniisiimiin
bir sabit noktasinin varligini” gostermistir. 1922’de Stefan Banach “Banach Sabit Nokta
Teoremi (veya biiziilme doniisiim prensibi) olarak bilinen asagidaki teoremi vermistir.

“(X,d) bir tam metrik uzay ve 7:X — X biiziilme doniisiimii ise 7 nin X de bir

tek sabit noktas1 vardir. Ayrica, her bir xe€ X i¢in (T "x) iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsar.”

Bu teorem, daha once Euler ve Cauchy’nin 1844°deki “siirekli diferansiyellenebilir bir
fonksiyon i¢in verilen diferansiyel denklemin bir ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi”
calismalarinda kullanilmistir. 1877°de Lipschitz, Cauchy’nin ispatin1 Lipschitz kosulunu
kullanarak daha da basitlestirmistir. 1890°da Picard iterasyon metodunu kismi diferansiyel
denklemlerin bir smifina uygulamis ve en son olarak Banach yukarida verilen teoremi bir
formiil altinda toplamistir. Daha sonraki yillarda Banach’in bu caligmasi esas almarak bu
alanda bir¢cok genelleme yapilmistir. Bunlardan bazilar1 Ciric, Fisher, Meir ve Keeler gibi
matematik¢ilerin ¢aligmalaridir [15,16,17,19,29]. Bu calismalarin disinda Jungck tam metrik
uzaylarda degismeli doniistimler i¢in sabit nokta teoremlerini incelemis ve Jungck’un
calismalar1 Fisher ve diger matematikciler tarafindan gelistirilmistir [19,20,21,22].

Gilinitimiizde “sabit nokta teorisi” caligmalar1 matematikte diferansiyel denklemler ve
integral denklemler gibi denklemlerin ¢oziimiiniin varligi ve tekligini gostermede
kullanilmaktadir. Bunun yanmnda bu teori matematik disinda fizik, miihendislik, tip,
haberlesme ve ekonomi gibi farkli disiplinlerde kendine bazi uygulama alanlar1 bulmustur.

Modiiler uzay kavrami ise, Nakano [31] tarafindan 1950 yilinda verilmis ve Koshi ve
Shimogaki [28] tarafindan gelistirilmistir. Bu uzayin teoride yetersiz kalmasi sonucu 2008 de
Chistyakov [11] F-modiiler tarafindan olusturulan modiiler metrik uzay kavramini tanitmistir.
Bu diisiince ile birlikte herhangi bir kiime iizerinde bir modiilerin nasil tanimlanacagini
gostermistir. 2010 yilinda ise modiiler tarafindan olusturulan metrik uzaylarin teorisini
gelistirmistir [11,12]. Daha sonra, 2012 yilinda bu uzaylar i¢in bir sabit nokta teoremi
vermistir [13]. Son yillarda, Mongkolkeha ve Sintunavarad [30] ve Cho, Saadati ve Sadeghi
[14] modiiler metrik uzaylarda bazi doniisiimler icin sabit nokta teoremleri ispatlamistir. Bu
gelismeyle birlikte pek cok yazar metrik uzaylarda verilen sabit nokta teoremlerinin modiiler
metrik uzaylarda karsiligini arastrmstir [1,8,25,26,27,30,35,36,37,38,39].
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1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde oncelikle “metrik uzay” kavrami ve bu uzayimn sabit nokta teorisi i¢in
bilinmesi gereken bazi Ozelliklerinin verilmesi amaglanmistir. Daha sonra “sabit nokta

teorisi” i¢cin bazi temel tanim ve kavramlar verilmeye ¢alisilmistir.

1.1. METRIK UZAYLAR UZERINE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Metrik veya metrik uzay kavrami klasik analizden modern analize gecgiste ¢ok dnemli
bir kopriidiir. Ciinkii reel veya kompleks uzaylardaki igslemleri herhangi bir uzaya tasimamiza
olanak saglar. Simdi, metrik uzay kavramini vererek baslayalim. Bu boliimde yogun olarak C.

Yildiz’1n “Genel Topoloji” [41] kitabindan yararlanilmistir.



Tamim 1.1.1. X bos olmayan bir kiime ve d: X xX — R tamimlanan bir fonksiyon olmak
lizere asagidaki ozellikler saglamirsa, d ye X iizerinde bir metrik, (X ,d)ikilisine de

metrik uzay denir:
Vx,y,ze X icin,
my) d(x,y)=0,
m;) d(x,y) =0 x=y,
m3) d(x,y)=d(y,x),
my) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z).
d fonksiyonu m;) ms) ve my) aksiyomlari ile birlikte

(m>*) x=y=d(x,y)=0

sartini sagliyorsa d ye metrikimsi (pseodo metric), (X ,d) ikilisine de metrikimsi uzay denir.
(X,d) metrik uzay! kisaca X metrik uzayr olarak ifade edilir. Metrik uzaylar i¢in verilecek

bir¢cok sonu¢ metrikimsi uzaylar i¢inde dogrudur.

Her (x,y)e X xX ikilisinin d fonksiyonu altindaki d(x,y) goriintisiine x ile y
arasindaki uzaklik denir. Boylece, m;) aksiyomu iki nokta arasindaki uzakligm negatif
olamayacagini, m;) aksiyomu bir noktanin kendisine olan uzakliginin sifir oldugunu, mj3)
aksiyomu x in y ye uzakhginm y nin x e uzakhgna esit oldugunu ifade eder. Uggen
esitsizligi olarak bilinen son aksiyom ayni dogrultuda olmayan ii¢ farkli noktanin bir liggen
belirttigini ve bu tiggende iki kenar toplammin ii¢iincli kenardan daima biiyiik oldugunu ifade
eder. Esitlik ise bu li¢ nokta dogrusal oldugunda goriiliir.

Herhangi bir kiime {izerinde bir¢ok metrik tanimlanabilir. Bunlar1 i¢cinde en
bilinenlerinin basinda | | simgesi reel eksende mutlak deger fonksiyonunu gostermek {izere

RxR’den R ’ye tanimlanan

d(x,y):|x—y , x,yeR
mutlak deger metrigi ya da kisaca mutlak metrik gelir. Bu metrik iki reel say1 arasindaki

uzaklig1 vermektedir. Bu metrik ayn1 zamanda R ’nin aligilmis metrigi olarak da adlandirilir.



Bunun disinda Oklid metrigi, maksimum metrik, asikar metrik, diskret (ayrik) metrik

gibi cok sayida metrik tanimlanabilir.

Simdi metrik uzaylarin bazi temel 6zelliklerini incelemeye g¢alisacagiz. Bir metrik
uzay lizerindeki bir fonksiyonun siirekliligi asagidaki gibi tanimlanir.
Tanmm 1.1.2. (X.,d) ve (Y,d') metrik uzaylar, f:X —Y bir fonksiyon ve x,€ X olsun.
Verilen her & >0 sayisina karsilik d(x,x,) <6 oldugunda d'(f(x), f(x,)) < & olacak sekilde
¢ a bagh pozitif bir 6 sayist varsa, | fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir.

Eger f:X —Y fonksivonu VxeX noktasinda siirekli ise, f fonksiyonuna X

uzayinda siireklidir denir.

Tamm 1.1.3. (X,d) metrik uzay, N dogal sayilar kiimesi olmak iizere VneN icin
f(n)=x, olacak sekilde N’ den X ’ e tamimlanan her fonksiyona, X uzay iizerinde bir
dizidir denir ve (x,)

o veva (x,)) ile gosterilir. Diger bir deyimle X metrik uzayinda bir

dizi, elemanlari dogal sayilar tarafindan indislenmis X in bir alt kiimesidir, yani

(x,)={x,e X :neN}.

Tamm 1.1.4. (X, d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olmak iizere her & >0 igin
her n> no(g) icin d(x,,x) <& olacak sekilde en az bir no(g) >0 varsa (x,) dizisine x

noktasina yakinsaktir denir ve n -« iken x, — x veya limx, = x ile gosterilir.

(X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda tamml bir dizi olsun. Her & >0 igin her
n,meNve m>n iken d(x,,x,) <& olacak sekilde en az bir n, (8) e N varsa (x,) dizisine
Cauchy dizisi denir.

Eger (X,d) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzaydaki bir noktaya

vakinsak ise, (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Asagida, Cauchy dizisi ile yakimsaklik arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.
Teorem 1.1.5. (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzay iizerinde yakinsak herhangi bir dizi olsun.

Bu takdirde (x,) bir Cauchy dizisidir.



Ispat: (x,), (X,d) de yakmsak bir dizi ise x, — x olacak sekilde bir x € X vardur.
O halde verilen her & >0 sayisma karsilik her n,m>n, i¢in d(x,,x) <§ ve d(x,,x) <§

olacak bi¢cimde bir n, dogal sayis1 vardir. Dolayisiyla ayni n, dogal sayisi i¢in tiggen
esitsizligini kullanarak
d(x,,x,)<d(x,,x)+d(x,x,)<ée

buluruz. Boylece, (x,) bir Cauchy dizisi olur. 0

Uyan 1.1.6. Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani her Cauchy dizisi yakmsak degildir.

Ornegin X = (0,1) kiimesi iizerinde alisilmis metrigin oldugunu kabul edersek (lj dizisi X
n

metrik uzayimnda bir Cauchy dizisidir, ancak bu dizi X metrik uzayinda yakinsak degildir.

Asagida bir Cauchy dizisinin yakmsaklig: ile ilgili bir 6zellik verecegiz.

Teorem 1.1.7. (X,d) bir metrik uzay, (x,) bir Cauchy dizisi ve (x,) bu dizinin bir alt dizisi
olsun. (x,) yakinsak ise (x,) dizisi de yakinsaktr.

Ispat: (x,)—>a olsun. O halde verilen herhangi bir &>0 sayisma karsilik
d(x,,a) <& olacak bigimde bir m, dogal sayisi vardir. Ayrica (x,) bir Cauchy dizisi
oldugundan ayn1 ¢ >0 sayisma karsilik her n,m>n, i¢in d(x,,x,)<e¢ olacak bigimde bir
n, dogal sayis1 vardir. N =max{n,,m,} olarak secilirse, her n> N i¢in

d(x,,a)<d(x,,x,)+d(x,,a)<2e

elde edilir. Yani (x,) - a olur. O

Uyan 1.1.8. Bu 6zelligin sadece Cauchy dizileri i¢in gegerli olduguna herhangi bir dizi i¢in
gecerli olmadigina dikkat edelim. Gergekten (x,)=(-1)" dizisi i¢in (x,)—>1 ve

(x,,.,) = —1 olmasma kargilik (x,) dizisi yakinsak degildir.

1.2. SABIT NOKTA TEORISINDE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde 6nce sabit nokta kavramini incelemeye calisacagiz. Daha sonra “Banach
Biiziilme Prensibi” olarak bilinen biiziilme doniisiimii kavramini ve bu kavramla biiziilebilir,
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genislemeyen ve Lipschtz kosulunu saglayan doniistimler arasindaki iligkiyi vermeye

calisacagiz.

Tanmm 1.2.1. X bos olmayan bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olmak iizere, T(x)= x

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x e X noktasina T doéniistimiiniin bir sabit noktast denir.

Bir 7:X - X doniisiimiiniin sabit noktas1 olmayabilir, birden fazla olabilir, tek

olabilir veya sonsuz sayida olabilir. Asagida bu durumlarla ilgili 6rnekler incelenmistir.

Ornekler 1.2.2. X=[0,1] ve T: X — X bir doniisiim olmak iizere

1 1
x+— ,0<x<—
@ T(x)= o
— , —<x<1
3 2

seklinde tanimlanan doniisiimiin verilen araliklar i¢in X’ de sabit noktas1 yoktur.
b) T(x)=x" seklinde tanimlanan déniisiimiin x, =0ve x,=1 olmak iizere X de iki
farkli sabit noktasi vardir.
¢) T(x)=2x-1 seklinde tanimlanan doniigiimiin x =1 olmak tizere X’ de bir tek sabit

noktasi vardur.

d) T(x)=x doniigiimiiniin ise X’ de sonsuz tane sabit noktas: vardir. Bu doniisiime

0zdeslik doniistimii denir.

Tammm 1.2.3. (X.,d) bir metrik uzay ve T:X — X herhangi bir doniisiim olsun. Her
x,yeX ve x#Y igin
d(T(x),T(y)) < ad(x,y)

kosulunu saglayan bir a =0 reel sayist varsa, T doniisiimii Lipschit; kosulunu saglyor
denir.

Eger a<l ise T ’ye biiziilme (contraction) doniisiimii, o =1 ise T 'yve genislemeyen
(nonexpansive) doniigiim denir. Eger her x,y € X igin, (X#y)

d(T(x),T(y)) <d(x,y)

kosulu saglantyorsa T ’ye biiziilebilir (contractive) doniigiim denir.



Not 1.2.4. Hig¢bir uzayda 6zdeslik doniisiimii bir biiziilme doniisiimii olamaz. Cilinkii T(x) = x
0zdeslik dOoniistimii i¢in, her a € (0,1) icin,

d(T(x), T(y)) =d(x,y) #a-d(x,y).

elde edilir. Boylece T biiziilme doniisiimii olmaz.

Not 1.2.5. Bu doniisiimler arasindaki iliskiyi verecek olursak;
Biiziilme Doniisiimii = Biiziilebilir Doniisiim = Genislemeyen Doniisim =

Lipschitz Kosulunu Saghyor.

Teorem 1.2.6. Her biiziilme doniistimii diizgiin stireklidir.
Ispat : (X,d) ve (Y,d,) metrik uzaylar,T:(X,d)—>(Y,d,) biiziilme
dontistimii olsun. Buna gore,

d] (T(X),T(y)) < ad(xa y) < d(xa y)
olacak sekilde 0<a <1 sayist vardir. d(x,y)< £ olarak alinirsa, d,(T(x),T(y))<¢
a

olur. Sonugta, T doniistimii diizgiin siireklidir. O

Simdi “Banach Biiziilme Doniisim Prensibi” olarak bilinen ve 1922°’de Banach

tarafindan verilen teoremi inceleyebiliriz.

Teorem 1.2.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi) [9]: (X,d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir biiziilme doniigiimii olsun. Buna gore, T doniisiimii bir tek sabit noktaya
sahiptir. (veya T(x) = x doniisiimiiniin (denkleminin) bir tek ¢oziimii vardir.)
Ispat: x, € X keyfiolsun. (x,) iterasyon dizisini

x, =T(x,),x, =T(x),x;, =T(x,),....,x, =T(x,_,),...
olarak segelim (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. T:X — X biiziilme
dontistimii oldugundan

d(x,,x)=d(T(x,), T(x,)) < ad(x;,x,) =d(T(xy), x,)
d(x;,x,)=d(T(x,),T(x)) < ad(x,,x,) < oczd(T(x0 ), X,)

d(x,.,x)<a"d(T(x,),x,)

n+l?

bulunur. Buradan m,n pozitif sayilarmi m > n olarak alalm. Uggen esitsizliginden;
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d(xm ’xn) S d('xm ’xm—] ) + d('xm—] ’xm—Z) +eeet d(xn+l ’xn)

< (am—] +am—2 +...+a")d(x],xo)

:a"(oc'"_"_] +am—n—2+,..+1)d(x],xo)
n

S l_ad(x]axo)

elde edilir. 0 <a <1 oldugundan lima" =0.

n—0

Yani, (x,) X kiimesi tizerinde bir Cauchy dizisidir.
X uzay1 tam metrik uzay oldugundan (x,) dizisinin bu uzayda yakinsadig: bir nokta
vardrr. Yani, 3x, € X var 3> x, = x, .
Simdi, T(x,) = x, oldugunu gosterelim.

AT xy), ) < AT Cx ), )+ (5, )
=d(T(x,), T(x,. ) +d(x,,x,)
< ad(xyx, ) +d(x,x,)

olur ve buradan
d(x,,x))—=>0,d(x,,x,,)—>0
oldugundan,
d(T(x,),x,) <ad(x,x, ) +d(x,x,)—>0.
elde edilir. Buradan;

d(T(x,),x,)=0.

olur. Yani, T(x,)=x, bulunur.
Simdi bu sabit noktanin tekligini gosterelim. Bunun i¢in x,” dan farkli bir bagka sabit
nokta y, € X olsun. Buna gore, T(y,) = y,’ dir. Buradan,
d(xg, ) = d(T(x,), T(¥,)) < ad(x,, y,)
0 <a <1 oldugundan, d(x,,y,)=0. Yani, x, = y,.
Yani, T doOniisiimiiniin sabit noktasi tektir. Sonug¢ olarak, T(x)=x denkleminin bir tek

¢Ozlimii vardir. Boylece ispat tamamlanir. O
Yukarida verilen teorem daha ¢ok diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimiiniin
varligir ve tekligini incelemek icin kullanilmaktadir. Bunun yani sira biiziilme doniisim

prensibinin ¢esitli genellestirmeleri verilmistir. Bunlar arasinda en bilinenleri Cirié [15,16],



Edelstein [18], Rakotch [32], Reich [33] ve Kannan [23] gibi matematikg¢ilerin yaptigi

calismalardir.



2. BOLUM

MODULER METRIK UZAYLAR

Metrik uzaylarin bir genellestirmesi olan “meodiiler uzay” kavrami ilk olarak 1950
yilinda Nakano [31] tarafindan verilmis ve Koshi ve Shimogaki [28] ve digerleri tarafindan
gelistirilmistir. Bu teorilerin daha ileri ve tam genellestirmeleri Luxemburg, Musielak, Orlicz,
Mazur, Turpin ve ¢alisma arkadaglar1 tarafindan incelenmistir. Giiniimiizde modiilerler ve
modiiler uzaylar teorisi Ozellikle genis uygulamalar igeren cesitli Orlicz uzaylarinin

calismalarinda kapsamli olarak uygulanmaktadir.

“Modiiler metrik uzay” tanimmi ilk olarak 2008 de Chistyakov [11], F-modiilerler
tarafindan olusturulan modiiler metrik uzaylar icin vermis ve bu uzaylarin tanmmim
genisletmistir. Ayni diisiinceyle Chistyakov [12] keyfi bir kiime tizerinde bir modiiler tanimin1
vermis ve 2010°da modiiler metrik uzay olarak adlandirilan, modiilerler tarafindan olusturulan

metrik uzay teorisini gelistirmistir.



Bu boéliime ilk olarak bir p(x) modiileri tarafindan olusturulan modiiler uzaylarmn temel
tanim ve ozelliklerini vermeye calisacagiz. Ikinci kisimda bu uzaylarm bir genellestirmesi

olan modiiler metrik uzay kavramini ve bu uzaym bazi temel 6zelliklerini inceleyecegiz.

2.1. MODULER UZAY KAVRAMI

Asagidaki tanim Orlicz tarafindan 1961 yilinda verilmistir.

Tamm 2.1.1. X ,R@weya C) iizerinde bir vektor uzayr olsun. Birp:X—)[0,00]

fonksiyoneli eger X in keyfi X,y elemanlart igin asagidaki ii¢ sarti saglarsa bir modiiler

olarak adlandirilir:

(A.1) p(x)=0<x=0,

(4.2) |a| <1 olan her o skaleri icin, p(ax)=p(x),

(4.3) a0, >0 vea+p=1icn p(ax+By)<p(x)+p(y).
Eger (4.3) yerine,

(4.4) a, B 20,bir s €(0,1] ile birlikte o + > =1 igin

plax+py)<a’p(x)+p'p(y)

yazilabilivorsa, p,s — konveks olarak adlandirnlir, eger s=1 ise p bir konveks

modiilerdir.

p,X tizerinde bir modiilerse,

X, ={xeX:2—0" iken p(2x)— 0} @.1)

ile tammlanan kiime bir modiiler uzay olarak adlandirilir. X 0 X in bir vektor alt uzayidir ve
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x| =infsA>0:p <2 ,xeX
P 2 P

2.2)
olarak tanimlanan bir /' — norm ile donatilmigtir.

Boylece || : X, —R" fonksiyoneli asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(F1) xe X, i¢in x| =0 x=0,

(F2) Her x e X, icin ||| =]

(F5) Her x, y € X, igin [+ ], <[, +]],

(Fy) c,,ceR,x,,xe X, ve neN i¢in Jymc, =c ve 1im||xn —x||p =0 ise 0 zaman

[, n—0

lim”cnxn —cx|| =0.
o)

n—0

Eger p konveks ise, X modiiler uzay:

X;:{xeX:Elﬂ,zl(x)>03P()~x)<oo} (2.3)

uzayi ile cakisir ve

HxH; =1inf {ﬂ, >0: p(%) < 1}

fonksiyoneli X , I bir normudur. Bu norm HXHP normuna denktir.

Bugiin bir¢ok genellestirmesi olan modiiler lineer (veya hemen hemen lineer) uzaylar
teorisi 1y1 bilinen ve gelismis bir teoridir. Ayrica bununla ilgili konu ve tarihsel yorumlari
iizerine kapsamli kaynakc¢a iceren teori ve uygulamalara bagl kitaplar bulunabilir. Fakat,
analizin kiime-degerli problemleri ile ilgili izerine bir cebirsel yap1 konulmus X kiimesi i¢in
verilmis modiilerlik tanimi ¢ok smirlidir ve lineer uzaylardaki modiilerlik teorisi yetersiz
kalir. Bu durumun giderildigi modiiler metrik uzaylar teorisini verecegiz ve klasik tanimla
birlikte anlasilir hale gelen keyfi bir X kiimesi iizerinde bir modiilerin yeni bir tanimlarini

inceleyecegiz.
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2.2.  METRIK MODULER KAVRAMI

Simdi modiiler uzay1 tanimlamak i¢in bu uzayin fiziksel yorumunu vermeye ¢aligalim.
Bir kiime iizerindeki bir metrik fonksiyonu, kiimenin herhangi iki noktas: arasindaki negatif
olmayan sonlu uzaklig1 gosterirken kiime tizerindeki bir modiiler fonksiyonu, negatif olmayan
(muhtemelen sonsuz degerli olabilen) ‘’hizlarin bir bdlgesini’> gdsterir. Her A zamani igin

(mutlak degerin) w, (x, y) ortalama hizi, x den ) ye hareket boyunca aldigi A zamani, x ve
y noktalar1 arasindaki uzakligin alindig: yolla baglantilidir. Simdi uygun bir 6rnek vererek

daha detayl bir yorum yapmaya ¢alisalim:

Eger d(x,y),xden yyeuzaklik ve A >0 sayisi zaman olarak alinirsa,

d(x,y)

2.4
N (24)

Wl(xay) =

degeri d(x,y) uzakhgmi kat etmek igin A siiresince x den ) ye hareket edilen ortalama
hizdir. (2.4) deki esitligin asagidaki 6zellikleri saglamasi beklenir.
X bostan farkli bir kiime, A € (0,00) alindiginda ispatlarda notasyonlarin sadeligi

icin her >0 ve Vx,y € X igin w:(0,00)x X x X =[0,00], w,(x,y)=w(4,x,y)

esitligi ile yazilabilen bir fonksiyon olur.

Tamm 2.2.1. [12]: X bostan farklh bir kiime olsun. Her Xx,y,z€ X igin
w:(O,oo)xX x X —>[O,oo] fonksiyonu asagidaki sartlart saglamasi durumunda bir metrik

modiilerdir denir:

(i) Verilen her x,y € X ve her A >0 icin

w,(x,y)=0x=y (2.5)

(ii) Her A >0 icin w, (x,y) = wl(y,X), (2.6)
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(iii) Her A, 1t >0 ve Vx,y,z€ X icin

W (6 9) S max{w, (x,2),w,(2, )] Sw, (%,2) + w,(2,)). o

(i) X deki x ve y noktalari ¢akisir (ve d(x,y)=0) ancak ve ancak her A >0

zamaninda Ww,(x,))=0 hiziyla xden yye hareket eder. (yani her A zamanmnda

hareketsizlik gereklidir.)

(i) Uzaklik fonksiyonunun simetrik oldugunu bildigimizden yani d(x,y)=d(y,x) ise
buradan her A >0 zamani igin x den y ye hareket boyunca ortalama hiz, ters yonde hareket

boyunca olusan ortalama hizla aynidir.

(iii) (2.4) deki esitlikle verilen metrik modiilerin iciincii 6zelligi liggen esitsizliginin
bir emsali olan (hizlar i¢in) en 6nemli 6zelligidir. Kabul edelim ki x den yye hareket iki

farkli yolla yapilsin. Bu hareket i¢in olusan siire
a) li¢giincii bir z € X noktasindan gecerek ulasildiginda,
b) x den y ye direkt ulasildiginda,

hep ayni olsun. Eger A, xden zye ve 1, zden ) ye gitmek igin gereken zamansa, o zaman

bunlara karsilik gelen ortalama hizlar w; (x,z) ve w,(z,y) dir.

(a) durumundaki hareket i¢in olusan toplam zaman A + g diir. Yani x den ) ye hareket igin
olusan ortalama hiz, (b) durumu i¢in W, (x,y)ye esittir. d(x,y) uzakhig
d(x,z)+d(z,y) uzakligmi asmadiginda fiziksel yorumdan agiktir ki w,  (x,y) hizi

w, (x,z) veya w,(z,y) hizlardan en az birini asmaz.
Eger (i) sart1 yerine sadece;

(is) Her 1 >0 i¢in w, (x,x) =0 sartin1 alirsak boylece w bir yar1 (metrik) modiiler

olur. Eger w, (i) ve

(i) Her x,ye X i¢in w,(x,y)=0 olacak sekilde muhtemelen x ve yye bagl bir

A >0 saysi varsa o zaman x = y olur.
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sartin1 sagliyorsa w, X {lzerinde bir mutlak modiiler olarak adlandirilir.
Bir X kiimesi tizerindeki bir w (yar1) modiilerin temel 6zelligi verilen x,y € X igin
0<A—->w, (x,y) € [0,00] fonksiyonu (0,00) da artmayandr.

Gergekten eger 0 < 1 < A ise o zaman (iii), (is) ve (ii)

Wl (xay)gwl—/l (X,X)+Wﬂ (x’y):W/l (X,y) (28)

ozelligini saglar. Buradan her A > 0 noktasinda [0,00] da w,,(x,y)= lim w; (x,)

sagdan limiti ve w,  (x,y):= limw, , (x,y) soldan limiti vardir ve bdylece asagidaki

esitsizlik saglanir.

W, (x’ J’) < w; (x’ y) < Wi-o (x’y) (2.9)

(2.5), (2.6), (2.7) Ozelliklerini saglayan hizlarin ug bir 6rnegi,
l<d(x,y):>wl(x,y):oo , 2,>d(x,y):>wl(x,y):0

olmast durumudur. Fiziksel olarak miimkiin olmayan bu durum matematiksel olarak

miimkiindiir. Boylece araligimiz [0,0] olarak bulunur.

Tamm 2.2.2. [12]: X bostan farkli bir kiime olmak iizere W:(0,00)XXXX—)[0,00]
fonksiyonu eger her A,u>0 ve x,y,z€ X igin (i) ve (ii) ile birlikte asagidaki sarti

saglarsa X iizerinde bir konveks (metrik) modiiler olarak adlandirilir:

Wl(xaz)+LW#(Zay)
H A+u

A
] <
(IV) W/1+,u (x’ J’) Z, +

(i) yerine sadece (iy) sarti varsa w bir konveks (metrik) yari modiiler olarak adlandirilir.
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Ornekler 2.2.3. [12]: Asagidaki indislenmis w nesneleri, bir X kiimesi iizerindeki (pseudo)

modiilerlere basit 6rneklerdir. A >0 ve x,y € X olsun;

w0 L,x#
a) WZ(x,y)={0 x:;

Eger bir d-(pseudo) metrigiyle birlikte bir (pseudo) metrik uzay ise ayrica

b) ¢:(0,00) —>(0,00) azalmayan fonksiyon olmak iizere

. _d(x,y)
W/l(x’y)_ (p(l)
C oo azd(x)
c) Wz(x’y)_{() A>d(x,)
d E: A<d(x,y)
d) W/l(x’y)_{() Azd(x,y)

2.3. MODULER UZAYLAR VE MODULER METRIK UZAY KAVRAMI

w

w, X lizerinde bir (pseudo) modiiler olsun. X iizerindeki — bagmntis1 x,ye X
igin

X~y & /11152 w, (x,y) =0 (2.10)

ile tanimlanan ve (i) ,(ii) ,(iii) aksiyomlariyla birlikte bir denklik bagmtisidir. Yansima ve

simetri sartlar1 metrik modiilerin sirasiyla Tanim 2.2.1 deki (is)ve (ii) Ozelliklerinden gelir.

w w

Gegigme 0zelligini gérmek i¢in x—y ve y~—z olsun. Buna gore tanimdan

limw, (x,»)=0 ve limw, (y,2)=0
2 Y

bulunur. Boylece Tamim 2.2.1 deki (iii) 6zelligini kullanarak
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w

limw, (x,z)=0 < x~z

n—0

w w w

icermesi bulunur. — bagmtisina gére X ’in bolim kiimeleri X/~ , ve X/~ bolim

w

kiimesinde x € X ’in denklik simflart X (x)= {yeX DY~ } ile gosterilir. Simdi X, (x)

denklik siniflar1 yardimiyla yeni bir uzay tammlayacagiz. Eger x, € X keyfi ise

X, :{xeX:limw/l (x,x,) = 0}

A—0

kiimesi modiiler uzay olarak adlandirilir.

Teorem 2.3.1. [12]: w, X iizerinde bir metrik (pseudo) modiiler ise, X, modiiler kiimesi

dg(x,y):inf{ﬂ, >O:Vx,yeXWiginwﬂ(x,y)Sﬂ,}

(pseudo) metrigine gore bir (pseudo) metrik uzaydir

w

Ispat: x,ye X L, 1¢in d‘g(x, y) e R" degeri anlamli ve iyi tanimhidir: Gergekten x—y
oldugundan (2.10) a gére her 2>, i¢in w,(x,y)<1 olacak sekilde bir A, >0 vardur.
Boylece 4 =max{l,4,} alarak w, (x,y)<1<], elde edilir bu ise d,(x,y)nin tammyla

birlikte ;) (x,y) <A, <o durumunu verir.

xeX, i¢in (i) her >0 i¢in w,(x,x)=0 sarti saglar, boylece d (x,x)=0
esitligi elde edilir.
w, (x,x)=0=d)(x,y) :inf{i >0:w, (x,y)< i}

=inf {1 >0:w,(x,x)<0}=0

w, (i) sartimi saglasm, x,y € X, ve d, (x,y)=0 olsun. O zaman w,(x,y), her x>0

degeri icin u yii agsmaz. Bdylece her A>0 ve O<pu<A i¢cin modiller metrigin

azalanligindan
w, (x,y) < w, (x,y) <u
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olur. Buradan

limw (x,y) =0

Hu—0 H

elde ederiz. Bdylece her >0 i¢in w,(x,»)=0 olur. Buradan (i) aksiyomu x =y sartini

saglar.

(ii) aksiyomundan dolay1 her x,y € X, igin d (x, y) =d) ( y,x) durumu agiktir.

Simdi her x,y,zeX, i¢in d,(x,y)<d,(x,z)+d,(z,y) oldugunu gdsterelim.

Gergekten ¢! nin tanimindan her A >d, (x,z) ve u>d)(z,y) i¢in
w, (x,2)<A ve w,(z,y)< p
buluruz. Boylece (iii) aksiyomu
w, (6 y)Sw, (x,2)+w,(z,y)<A+p

Esitsizligini saglar. d°nin tammmdan d (x, y) <A+u bulunur. A—>d (x,z) ve

p—>d,(z,y) limitlerini aldigimizda istenen esitsizlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.]

d’ metrigi (2.2) deki ||||p F-normuna karsilik gelir ve Teorem 2.3.1 lineer uzaylar

iizerindeki klasik modiilerler tarafindan genellestirilen F-normlar i¢cin bu sonuglari

genellestirir. Eger w konveks ise X, modiiler kiimesi
X, ={xeX:3A=1(x)>05w,(x,x,) <]
kiimesine esittir. Boylece
d;(x,y)=inf{A>0:Vx,y e X, icinw, (x,y) <1}

ile metriklestirilebilir. Eger X bir reel lineer uzay, p: X — [0,00] ve her A >0 ve her

x,ye€ X igin
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w,(x,y)= ’D(x,_‘t—yj (2.11)

ise pnun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart wnin X flizerinde (konveks) metrik

modiiler olmasidir. Bir baska deyisle w

(a) Her A,u>0 ve xe X i¢cin w, (ux,0)=w, (x,0)

u

(b) Her x,y,z€ X ve A >0 i¢in w,(x+z,y+z)=w,(x,y)
sartlarini saglarsa ve (2.11) den p(x) = w,(x,0) alirsak o zaman x € X i¢in

(i) X =X_, X inbir lineer alt uzayidir ve |x| =d (x,0), X iizerinde bir F-normdur.
p w p w

(ii) Eger w konveks ise X; =X:‘V(O)=XP,X in bir lineer alt uzayidir ve

Hpr =d, (x,0), X tzerinde bir normdur.

Eger modiiler yerine pseudo modiiler alinirsa benzer 6zellikler saglanir. Bu 6zellikle
birlikte herhangi bir uzayda bir metrik modiilerin tanimlanmasi i¢in gerek ve yeter sart o uzay

uzerinde bir modiilerin var olmasidir.

Simdi bir metrikle (uzaklik fonksiyonu) bir modiiler metrik arasindaki farki vermeye
calisalim: Bir modiiler metrik pozitif bir parametreyle ifade edilir ve sonsuz deger alabilir;

(iii) dzelligi w, (x,y) =00 hiziyla hareket edildiginde, A zamaninda x den y ye hareketin
imkansiz oldugu anlamma gelir. w,(x,») hizi A >0 zamanmmn bir fonksiyonu olarak
artmayandir. Her A >0 ve x,y€ X icin w,(x,y) ortalama hizinmn bilinmesi x ve y

arasindaki d(x,)) uzakh@min bilinmesinden bize daha fazla bilgi verir. d(x,y) uzakligi

asagidaki formiil araciligiyla tekrar diizenlenebilir:
d(x,y)= inf{l >0:w,(x,y) < 1}

V.V. Chistyakov tarafindan 2010’de verilen asagidaki teorem, Teorem 2.3.1 de
tanimlanan metrik ile denk bir metrik tanimlar. Dolayisiyla ispat1 Teorem 2.3.1 ile benzerlik

gosterir. Bu ylizden ispatsiz olarak bu teoremi verecegiz.
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Teorem 2.3.2. [12]: w, X iizerinde bir metrik (pseudo) modiiler olsun.
1 -
d,(x,y)= arlg(ﬂ, +w,(x,y)), x,ye X,
alalim. O zaman d., X, iizerinde bir (pseudo) metriktir ve X, x X iizerinde
d,(x,y)<d,(x.y)<2d;(x,y)

esitsizligi vardir.

Eger w X iizerinde metrik modiiler ise X kiimesine modiiler metrik uzay denir.
Simdi d;(x,y) ve w,(x,y) arasindaki 6zel iliskileri inceleyecegiz. Asagidaki teorem 2010

yilinda Chistyakov [12] tarafindan verilmistir.

Teorem 2.3.3. [12]: X iizerindeki bir w (pseudo) modiileri, x,y € X ve A >0 igin

a) d (x,y) <A ise w, (x,y) <d) (x,y) <A
b) w, (x,y) =/ ise df:,(x,y) =1

¢ A= dfj,(x,y) >0 ise W/1+o(x’J’) <A< W/l—o(x’J’)
Eger u—w, (x,y) fonksiyonu (0,00)da sagdan stirekli ise (a)-(c) ile birlikte;

d) dﬁ,(x,y)ﬁl@wl(x,y)ﬁl

e) d‘f,(x,y)<l <:>w,l(x,y)<l
Eger u—w, (x,y) fonksiyonu (0,00)da stirekli ise (a)-(e) ile birlikte,

podi(xy)=iew(xy)=4

durumlari vardir.
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Ispat: (a) d(x,»)<p<A olacak sekilde her u>0 igin d. nin tanimi ve modiiler
metrigin azalanligini kullanarak w, (x,y) <u ve elde w, (x,y) <w, (x,y) <u<A elde

edilir. Buradan u —d. (x, y) limitini aldigimizda

w, (x,y) <w, (x,y) < dff/_(x,y) <A
w, (x,y) < dg.(x,y) <A

elde edilir.

(b) Tanimdan d, (x,y)< A ve (a) dan

w, (x,y) < dg(x,y) <A
lSd&(x,y)Si@dg(x,y)zi
(¢) Her p>A=d;(x,y) igin d, nin tamm w,(x,y)<p durumunu saglar ve

boylece w, o (x,y)= lim w,(x,y)< lim p=4

H—A+0 H—A+0

Her O<pu <A igin w,(x,y)>u (aksi taktirde d) nin tammndan u>d, (x,y)=2

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.) elde edilir ve boylece w, |, (x, y) = lim w, (x, y) > lim u=A7

H—>2—-0 H—A-0

bulunur.

(d) (<:) durumu d (x, y) nin tanimindan gelir.

Simdi (=) durumunu gosterelim. d)(x,y)<A ise (a) dan w,(x,y)<A ve

dy(x,y)=2 ise w,(x,y)=w,,(x,y)<A olur ki bu, y1— w,(x,y) fonksiyonunun sagdan

stirekliliginin ve (¢) nin bir sonucudur.
(e) (=) (a)dandolay1 d,(x,y)<A=w,(x,y)<A esitsizligi vardir.

<) durumunu gésterelim. d° nin tanim1 d°(x,y) < A esitsizligini verir.
(<) g . w(xy sitsizlig

dy(x,y)=inf{A>0:w,(x,y)< A}
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Aksi durumda ise (¢) den kabulle gelisen w, (x,y)=w, ((x,y)= A elde edilir. Yani

w, (x,y)< A iken d)(x,y)>A olsun. (¢) den 1 =d,(x,y) iken

celiskisi elde edilir.

(H (b) den w,(x,y)=A=d,(x,y)=2 sarti saglanir. Ters gerektirme i¢in () den

d)(x,y)=2 ise w,(x,y)<A<w,(x,y) olup w,(x,y)=24 olur. O

24. MODULER METRIK UZAYLARDA DiZi VE YAKINSAKLIK
KAVRAMLARI

Tamm 2.4.1. [13]: X modiiler metrik uzayinda her A>0 icin n—> o iken
w,(x,,x) >0 oluyorsa X deki (xn )neN dizisi x € X noktasina yakinsar (daha ézel

olarak bu dizi w-yakinsaktir) denir.

Simdi bir d° metrigine gore metrik yakmsakhigin modiiler yakinsakligi sagladigmni
gosterecegiz.
Teorem 2.4.2. X bir modiiler metrik uzay ve w, X iizerinde bir (pseudo) modiiler olsun.

x ) <X dizsive xe X_ icin limd’(x ,x)=0< her 1>0 icin limw, (x ,x)=0
n Jp=1 w w w n A n

n—0 n—0

ifadesi vardur.

Ispat: (<) >0 keyfi sayist igin, kabuliimiizden ]mw, (x,,x)=0 olur ve bdylece

n—x0

her n>n,(¢) i¢in w,(x,,x)<e& olacak sekilde bir n,(&) sayist vardir. Bundan dolay1 her

nzn,(e) i¢in d (x,y)<e elde edilir.
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(:>) Keyfi A >0 sayisini secelim. Burada, her biri & >0 i¢in iki farkli durum vardir.
Bunlar (a) 0<é&<A yada (b) €21 durumlaridir. (a) durumunda, kabulden her n>n(¢)
i¢in d, (x,,x) < olacak sekilde bir 4, (&) sayisi vardir ve boylece Teorem 2.3.3 (a) dan her

nxny(e) i¢in w,(x,,x)<e elde ederiz. £<A oldugunda her n>ny(e) igin
. A ,
w, (x,,x)<w,(x,,x)<ée buluruz. (b) durumunda ise, n (&)=n, (Ej alalim. Modiiler

metrigin azalanligindan ve (a) durumundan her n > n, (8) icin

elde edilir. Boylece her 4 >0 i¢in limw, (x,,x)=0 olur. O

n—0

Yukaridaki teoreme gore bir (X,d) metrik uzayi ve iizerindeki (2.4) modiileri i¢in X

iizerinde metrik yakimnsaklik ve modiiler yakinsakligin c¢akistigi aciktir. Bununla birlikte
modiiler yakmsaklik metrik yakinsakliktan ¢ok daha zayiftir. Chistyakov’un verdigi asagidaki
teoremde, modiiler ve metrik yakinsamalarin modiiler metrik uzaylardaki iliskileri

incelenmistir.

Teorem 2.4.3. [12]: X, modiiler metrik uzay ve w, X iizerinde bir pseudo modiiler olsun. O

zaman

(a) X, 6 ve X * modiiler uzaylari, modiiler yakinsamaya gore kapalidir, yani eger (xn) cX

w

w

(veya (xn) cX'), xeX ve x,—yx iseozaman xe X  (veya xe X ).
(b) w, X iizerinde bir mutlak modiilerse, (eger varsa) modiiler limit tek olarak tanimhidir.
Ispat:

(a) x, >x oldugundan [imw; (x,,x)=0 olacak sekilde bir A, =4,((x,).x)>0

n—»x0

vardir.
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1. Once (x,)cX, oldugu durumu inceleyelim. &>0  olsun. O zaman

olacak sekilde bir n,=n,(g) vardr. x, €X, =X (x,) oldugundan

Wi (xno ,x) < %

limw,, (%,,.%) =0 elde edilir. Boylece w, (x,.x,)<= olacak sekilde bir 4 =4 (¢)>0

&
000 ! 2

vardir. O zaman Tanmim 2.2.1 deki (iii) ve (ii) sartlar1
Wi (x,xo) Swy, (x,xno ) W, (xno,xo) <¢

esitsizligini saglar. A —w,(x,x,), (0,00)da artmayan fonksiyondur ve bdylece her

A=A, + 4 i¢in

limws () S wy, (x.x,) <&, w, (x,x,) >0

A—©

durumu saglanir. Boylece, x € X elde edilir.

2. Simdi (x,) c X, oldugunu kabul edelim. O zaman w, (xno ,x) <1 olacak sekilde bir

n,eN vardr. x, € X;=X(x,) oldugundan w, (xno,xo) <o olacak sekilde bir 4 >0

vardwr. Simdyi, (7ii) ve (ii) sartlarini kullanirsak,
Wi (x,xo) Swy, (x,xno ) W, (xno ,xo) < o0

bulunur. Béylece x € X, olur.

w w

(b) (x,)c X, veya X"; x,ye X ; x,>x ve x, >y olacak sekilde segilsin. Modiiler

yakmsakligm  tammindan  limw, (x,,x)=0 ve limw,(x,,x)=0 olacak sekilde

n—0 n—0

A= l((xn ),x) >0 ve u= /,t((xn),y) >0 vardrr. (iii) ve (ii) sartlarini kullanirsak,

limw,,, (x,y)<limw, (x,,x)+ limw, (x,,x)

n—0 n—m0

elde edilir. Buradan w,,,(x,y)=0 ve bdylece (iy) sartindan x =y elde edilir. Teorem 2.4.2

de w, X iizerinde modiilerse (x,) = X, ve xe X, i¢in

W
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limd, (x,,x)=0< limw,(x,,x)=0,4>0 (2.12)

n—0 n—>»x0

elde edilecegini ve bdylece metrik yakmsakligin modiiler yakmsaklig1 sagladig1 fakat ters

durumun ise her zaman saglanmadig1 gosterilmistir. Teorem 2.4.2 in ispatinda verildigi gibi

(2.12) ayrica (x,) = X, ve xe X i¢in de dogrudur. O

Yukaridaki ifade konveks modiilerler i¢in de saglanir. Simdi modiiler yakmsaklik ve
metrik yakinsaklik arasindaki iliskiyi agiklamak i¢in Chistyakov tarafindan verilen bir tanimi
ifade edelim.

Tamim 2.2.10. [13]: X bostan farkli bir modiiler metrik uzay olmak iizere X iizerindeki bir
w  (pseudo) modiileri X iizerinde asagidaki sarti saglarsa (dizisel) A,—sartim saglar
denir. Bu ifade, “Bir (xn) c X, ve xe X icin, (xn) ve x e bagh olabilen bir A >0 varsa

ve bu A icin limw, (xn,x) =0 ise o zaman limw, (xn,x) =0 bulunur” ile verilir.
Nn—»0 n—>0 —
2

Benzer bir tanim X, yerine X alindiginda da vardur. (X ,d) bir metrik uzay

oldugunda (2.4) modiileri agikga A, -sartini saglar.

Teorem 2.4.4. [13]: X iizerindeki bir w modiileri i¢in X, iizerindeki metrik yakinsaklik
(herhangi bir w modiileri i¢in d ye, w konveks modiileri icin dye gore) modiiler

yakinsaklikla ¢akismasi i¢in gerek ve yeter sart w, X, iizerinde A,-sartimin saglanmasidir.

Ispat: (x,)c X ve xe X verilsin. (2.12) den ve Teorem 2.4.3 den x,in xe metrik

yakinsakligt (w herhangi bir modiilerse d metrigine gore, w konveks modilerse d

metrigine gore) her 4 >0 i¢in

limw, (xn,x) =0 (2.13)

n—0

durumu ile denktir.
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(:>) X tzerindeki metrik yakmsaklikla modiiler yakinsakhigin cakistigini kabul

edelim. limw, (x,,x)=0 olacak sekilde bir A,>0 varsa x,, xe modiiler yakmsaktir ve

n—0

boylece x, x e d, (veya d,) metrigine gore yakmnsaktir. Buradan (2.13) 6zel olarak

limw, (xn,x) =0 durumunu saglar ve boylece w, A,-sartin elde edilir.

n—oo  —

(<:) Oncelikle (2.13) den, X iizerindeki metrik yakinsaklik modiiler yakimsakhgi

w

saglar, ve boylece tersine durumu gostermek yeterlidir, yani, x,—yx ise (2.13) saglanir.

Gergekten xnlyc ise bir A, =2,((x,),x)>0 sabiti igin limw, (x,,x)=0 olur. A,-

n—0

sartindan limw, (x,,x)=0 durumu saglanir ve boylece her jeN igin limw, (x,,x)=0
n—>0 7 n—>0 ;

olur. Simdi A >0 icin A>%>0 olacak sekilde bir j=j(A)eN vardr. 2 — w,(x,,x)

fonksiyonunun monoton azalanligindan

'lggwl (xn,x) < 'lggw% (xn,x) =0

olur. A >0 keyfi oldugundan (2.13) saglanir. O

Tamm 2.4.5. [13] X iizerindeki bir w modiileri igin eger lim w, (x,,x, ) =0 olacak sekilde

bir 1= ﬂ,((xn)) >0 sayist varsa (xn) c X, dizisine modiiler Cauchy dizisi denir (veya w—

Cauchy dizisi) denir. Bu tanimi sembolik olarak
Ve>03n,(e)>Vnzny(e),m=ny(e):w,(x,.x,)<e
seklinde ifade edebiliriz.

Bu tanima gére, Teorem 2.4.4 deki ispatin 2. adimindan ve Tamim 2.4.5 den X, deki

d’ (veya d,) metrigine gére Cauchy olan bir dizi modiiler Cauchy dizisi olur.
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Onerme 2.4.6. Modiiler yakimsak her dizi ayn1 zamanda bir modiiler Cauchy dizisidir.

Ispat: Kabul edelim ki x, S xolacak sekilde bir 1> 0 icin lim w;, (x,,x)=0 olsun.

n—0

Boylece, her bir £ >0 ve n>ny(¢) i¢in w, (x,,x) <= olacak sekilde bir n,(&)eN vardur.

£
5 2
Uggen esitsizligini kullanirsak, n,m>n, (&) i¢in (x,)in modiiler Cauchy oldugunu saglayan

w, (x,.x,)<w, (x,,x)+w, (x,,x)<¢

2 2

esitsizligini elde ederiz. O

Tamm 2.4.7. [13] X iizerindeki bir w modiileri icin X » modiiler uzayi; eger X deki her
bir (xn)cX; modiiler Cauchy dizisi asagidaki durumda modiiler yakinsaksa modiiler

tamdir (veya w—tamdir) denir: Eger (x,)c X, ve lim w,(x,,x,)=0 olacak sekilde bir

m,n—»o0

A= l((xn )) >0 varsa limw, (x,,,x,) =0 olacak sekilde bir x € X, vardir.

n—0

Yukarida verilen modiiler yakinsaklik, modiiler limit ve modiiler tamlik kavramlar1
(2.4) de ozel olarak verilen durumda bir (X,d) metrik uzayr i¢in metrik uzaydaki

kavramlarla cakisir.
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3. BOLUM

MODULER METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu bolimde modiiler metrik uzaylar icin verilen bazi sabit nokta teoremlerini

inceleyecegiz. Burada konveks modiilerler merkezi rol oynadigindan, dncelikle onlar lizerine

yogunlasacagiz. Ik olarak X iizerindeki d’ -Lipschitz doniisiimlerinin iiretilmis konveks

modiilerlerine gore bir karakterizasyonuyla baslayacagiz. Daha sonra herhangi bir metrik

modiiler i¢in verilen sabit nokta teoremlerini inceleyecegiz.

Teorem 3.1. [13] X bostan farkl bir kiime, w, X iizerinde bir konveks modiiler ve k >0

sabit olsun. T : X, — X, doniigiimii ve her x,y € X icin
d, (T, Ty) < kd, (x.y)
sartt asagidaki ifadeye denktir:

Her >0 icin w,(x,y)<1 olacak sekilde w,,.,(Tx,Ty) <1 vardir.
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Ispat: Once & >0 i¢in w, (x,y)=w, (x,y), 1>0,
x,y € X 1ile tamimlanan fonksiyonun X iizerinde bir konveks modiiler ve

d* (x,y)=inf {A>0:w,, (x,y)<1}=inf{u/c>0:w,(x,y) <1}

w

=ldf§(x,y), x,yeX,
c 3.1

olduguna dikkat edelim.

(=) x#y olsun. ¢> k igin kabuliimiizden,

d, (Tx, Ty) <kd (x,y) < cd;(x,y)

elde ederiz. Boylece

d, (x,y)/c <d;(x,y)
buluruz. Buradan A >0, w, (x,y)<1 olacak sekilde bir say1
ise d; (x,y)<A,(3.1) e gore
A >ld;(Tx,Ty) = inf{/,t >0:w,,(Tx,Ty) < 1}
c

durumunu saglar ve bdylece w,, (7x,7y)<1 olur. ¢—k+0 limitini aldigimizda istenen

Wiivo (Tx, T y) <1 esitsizligi elde edilir.
(<) Kabulden, {l >0:w,(x,p)< 1} kiimesi,
{l >0:w. (Tx,Ty) = w0 (Tx,Ty) < 1}

kiimesinin alt kiimesidir ve béylece infimum aldigimizda (2.4), (5.1) ve d_, =d esitlifinden

T nin Lipschitz kosulunu £ sabitiyle birlikte saglayan

d,(x,y)= %d; (Tx,Ty) = %d;(Tx,Ty)
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esitsizligi elde edilir. O

Tamm 3.2. [13] X bostan farkl bir kiime olmak iizere bu uzay iizerindeki bir w (konveks)

modiileri i¢in bir T : X, — X doniisiimiine, her A >0ve x,y e X icin

Wy, (Tx,Ty) <w, (x,y)

olacak sekilde 0 <k <1 sayist varsa, T modiiler biiziilme (veya w—biiziilme) denir.

Simdi modiiler metrik uzaylarda Banach biiziilme prensibini inceleyelim. Bu teorem

2011 yilinda Mongkolkeha ve Sintunavarad [30] tarafindan verilmistir.

Teorem 3.3. [30] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X , W tarafindan olusturulan bir
tam modiiler metrik uzay ve T :X — X,  bir biizilme doniisimii ise, o zaman her

w, (x,Tx)<oo icin T', X, de bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahasi her xe€ X ve

w, (x, Tx) <o i¢in {T "x} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat: Xy X, de keyfi bir nokta ve VneN icin

x, =Tx,,x, =TXx, =T2x0,...,xn =T"x, olsun. O zaman VA >0 ve VneN i¢in

n+1): wl(Tx Txn)

Wl (‘xn7‘xn+1 ) < kwl (xn—an)

w/l(x , X

n—12

Wl (‘xn7‘xn+1 ) < kzwl (xn—27xn—l )
W, (‘xn7‘xn+1 ) < knwl (x07x1)
ke[0,1)=limk" =0

n—>0

olup buradan da limw, (xn H,xn) =0 bulunur. Béylece her bir A >0 igin bir & >0 sayis1

n—>0

bulabiliriz, dyle ki bu & >0 sayilar i¢in w, (xn,xn " ) <& olacak sekilde her n > n, i¢cin
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bir n, € N vardir. Genelligi bozmadan m,n € N ve m > n kabul edelim.

>0 i¢in bir
m—n

n , €N vardir 6ylekiher n>n , igin

m—n m—n

olur. Simdi w nin (iii) 6zelligini kullanarak her m,n>n , igin

m—n

Wl(‘xm7‘xn)< A (‘xm7‘xml)+wl (xml’ n12)+ +Wl (‘xn+l’xn)
m—

n m—n m—n
& & &

< + 4+

m—n m-—n m-—n

m—n sayida

m-—-—n
< cE=E&

m-—n

olup {xn}neN bir Cauchy dizisidir. X, nin tamligindan bu dizi bir x € X noktasina

yakinsar. Metrik modiiler tanimindan ve 7" nin biiziilme doniisiimii olmasindan her 1 >0 ve

her bir n € N igin

w, (Tx,x)<w, (Tx,Tx, ) + ;(Txn,x)

<kw, ( )+w/1 (an,x)

2

NS

limw, (x,, )<8:>wl(x x)<e

oo X n+l
2 2

limw, (Tx,x) <& = limw, (Tx,x)=0< Tx=x

n—>0 n—0

bulunur. Béylece x, T nin bir sabit noktasidir. Simdi x in bir tek sabit nokta oldugunu

gosterelim. Kabul edelim ki z, 7" nin bir baska sabit noktasi olsun. O zaman her 1 >0 i¢in

30



w, (x,z)zw/l (Tx,Tz)
<hkw, (x,z)

w, (x,z)—kw, (x,2) <0

(1-k)w,(x,2)<0

olur. w, metrik modiiler oldugundan pozitif tanimlidir. Boylece (1—k)¢ 0 oldugundan

w, (x,z)=0 ve boylece (i) sartindan x =z bulunur. Yani 7'nin X deki sabit noktasi

tektir. Boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 3.4. [30] w, X iizerinde bir metrik modiiler, X , w tarafindan olusturulan bir

tam modiiler metrik uzay ve T : X, — X, bir biiziilme doniisiimii olmak kosuluyla x* € X ,

, T nin bir sabit noktas, g, her A>0igin lim8n=0 ile tammlanan bir dizi ve
n—>x0

v, X, ., w, (}/n A }/n) <eg, sartim saglayan bir dizi olsun. Bu durumda limy,K =x"

n—0

olur.

Ispat: Ilk olarak iicgen esitsizliginden

2
1 2

(1) Wi (7m+19Tm+]x) =Wim (Tm+1x> 7m+1)
2

2m

w, (;/mH,x*) <w, (}/mH,Tme) +w, (Tm”x,x*)
2

.

W (70T, )+ W 5 (77,7 )

2m 2m

SkwM(T’"x,ym)+8m

2m
om 2m

<KW, (T’"‘]x,ym_] ) +ke,  +e,
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durumunu elde ederiz. € >0 olsun. limg, =0 oldugundan bir # € Nvardir 6yle ki m > n

n—>0

i¢in £, < € olur. Yani

Zk'" ‘e, —Zk’”‘lg - Z k"e

i=N+I
<k" NZkN 18 +& z k"
i=N+1
olur. m — o0 i¢in bu ifade
lim » £™ ’5 =0
MZ

olarak bulunur.

*

(2) x*,T nin sabit noktas1 oldugundan ve bir 6nceki teoremden {T ”x} o X

noktasina yakinsar. Boylece her 4 >0 igin

bulunur. Buradan her 4 >0 i¢in

Wi (s ) S W, (7 T 40, (T 057)
2

2

limwl(;/mﬂ, ) hrnw&(;/mH,Tm+1 )+limwl (Tm”x,x*)

m—»o0 m—o0 m—o =
2

limw, (7m+1 , X )

m—»0

olur. Boylece

limy,, =x"

m—>0

olur. Boylelikle ispat tamamlanir. O
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Simdi modiiler metrik uzaylardaki “Banach Biiziilme Prensibi” nin bir

genellestirmesini inceleyecegiz.

Teorem 3.5. [30] w, X iizerinde bir metrik modiiler, X ,, w tarafindan olusturulan tam

modiiler metrik uzayve T: X, — X , T " bir pozitif n tamsayis i¢in biiziilme doniigiimii

olacak sekilde bir doniisiim iseT, X, de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: 7" bir biiziilme déniisiimil ise 0 zaman Teorem 3.3 den 7" bir tek u € X,

sabit noktasina sahiptir.

T"(Tu)=T""u
- T(T”u)
=Tu

olup Tu, T"in bir sabit noktasidir. Fakat 7" bir tek sabit noktaya sahip oldugundan
Tu =u olur. Boylece u, T nin bir sabit noktasidir. 7 nin sabit noktas1 7" in de sabit noktas1

olacagindan 7', X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu durumda ispat tamamlanr. O

Asagida modiiler metrik uzayin bir alt uzayi i¢in bir sabit nokta teorisini inceleyelim.

Teorem 3.6. [30] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X , W tarafindan olusturulan bir

modiiler metrik uzay ve x* ,€ X , lgin
Bw(x*,;/) = {x eX, w, (x,x*) <y,VA> 0}
ile tamimlansin. Eger T : Bw(x*,j/) — X, her A>0 ve ke [0,1) icin

w, (Tx*,x*) <(1-k)y

2
ile birlikte bir biiziilme doniisiimii ve w,(x,Tx)<o ise T, B, (X*,]/) de bir tek sabit

noktaya sahiptir.
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Ispat: Teorem 3.3 den sadece B, (x*,y/) nin tam oldugunu ve her x € Bw(x*,j/ )
icin Txe B, (X*,]/) oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki {xn } , B, (x*, 7/) da bir

Cauchy dizisi olsun. O zaman {x,}, X, de bir Cauchy dizisidir. X, tam oldugundan

limw, (xn,x):O olacak sekilde bir x € X vardr. Her neN igin x, eBw(x*,j/)
n—>0

oldugunda metrik modiilerin (iii) 6zelligini kullanarak her A > 0 igin

Ayrica, },l_r,g w, (xn,x) =0 oldugundan w, (x,x*) <y olup xe Bw(x*,j/) olur. Bdylece,

x,B, (x* .Y ) da yakinsak bir dizidir. Yani B (x* Y ) tamdr.

Simdi her x€B, (x*, 7/) icin  TxeB, (x*,j/) oldugunu  gdsterelim.

w, (T x*,x*) < (1 -k ) ¥ oldugundan 7 nin biiziilme 6zelligini ve metrik modiiler tanimini
2

kullanarak

w, (x*,Tx) < w&(x*,Tx*)+w&(Tx*,Tx)
2

2

IA

(1—k);/+kw&(x*,x)

2

<(1-k)y+ky
/4

IA

olup Txe B, (x* , 7/) olur. Boylece ispat tamamlanur.
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Teorem 3.7. [30] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X , W tarafindan olusturulan bir

modiiler metrik uzay ve T : X, — X, olsun. Her x,y € X, w,(x,Tx) <o ve her 2 >0

w 2

icin
w, (T, Ty) < k(wy, (Tx,x)+wy, (79, 7))

oluyorsa T', X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahast her x € X | icin {T "x} iterasyon

dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Ispat: X,, X, nin keyfi bir noktas1 ve
2 .
x, =Txy,x,=Tx,=T"x,,..x,=Tx, , =T"x, ;neN
olsun. Eger bir n, € N i¢in T. X, = T X,y Oluyorsa T X, =X, olup x,, T nin sabit noktasi
. . 1 .
olur. Kabul edelimki Vn e N i¢in Tx # Tx, , olsun. k € 0,5 ve VA >0 igin

w, (x X ) =w, (Txn,Txn_l)

n+1>""n
< k(wu (Txn7xn)+ Wi (Txn—l’x”—l ))

< k(w/l (xn+19xn)+ Wi (x”’x”‘l ))

(1 — k)w/l (an,xn) <kw, (xn,xn_l)
Wl (‘xn+17xn) < EWA (xn7xn—1)
B= % alirsak k e [0,%) iken S €[0,1) olur. Boylece her n€ N ve 4 >0 i¢in
wl (xn+17xn) < ﬂwﬂ, (‘xn9‘xn—1)

< ﬂzwl (‘xn—l 7‘xn—2)
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bulunur. lim 8" =0 olacagindan Teorem 3.3 deki yontemle {xn} in X de bir Cauchy

n—0

dizisi oldugunu gosterebiliriz:

Her A >0 igin bir & >0 bulabiliriz dyle ki w, (x,,,,x, ) <&

n+12"n

>0 i¢in bir
m—n m—n

Simdi m,neN ve m > n kosulu ile

>0 vardir oyle ki

n+12""n

3
|
B

w, (x,,x,)Sw , (x,,%,)++w, (X,,X,)

m>n n+l>n

m—n m—n

m—n sayida

olup {xn} bir Cauchy dizisidir. Dolayistyla X' tam oldugundan limx, = x olacak sekilde

n—®0

bir x € X, vardir. Kabulden ve metrik modiiler 6zelliginden her n€ Nve 4 >0 icin

w, (Tx,x) <wy (Tx,Txn)+w& (Txn,x)
2 2
< k(wl(Tx,x)+wl (Txn,xn))+ w, (Txn,x)

2

no

2 2

2

Sk(wl(Tx,x)+wl(Txn,x)+wl(x,xn)]+wl(Tx )

2
0 0 0

<k|lw, (Tx,x)+ w, (xn+],x) +w, (x,xn) + w&(xnﬂ,x)
2 2

n — oo i¢in bu esitsizlik

w, (Tx,x) < kw, (Tx, x)

1
olup k € |:0,Ej oldugundan Tx = x bulunur. Béylece x, 7 nin sabit noktasidir. Simdi x in

tekligini gdsterelim. z, 7 nin bir baska sabit noktasi olsun. Her A > 0 i¢gin
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w, (x,z)=w, (Tx,Tz)
< k(wy, (Tx,x)+wy, (T2,2))
=0

X = z saglanir. Béylece x, 7 nin bir tek sabit noktasidir. O

Simdi modiiler metrik uzaylarda quasi-biiziilmeleri inceleyelim. Once metrik
uzaylarda karsimiza ¢ikmayan fakat modiiler metrik uzaylarda ortaya cikan belirsizlikleri

gidermek icin verilen asagidaki 6zellikle baslayacagiz.

Tamm 3.8. [14] Eger bir X, modiiler metrik uzayinda, w metrik modiileri asagidaki

ozelligi saghyorsa Fatou ozelligine sahiptir denir:

HeryeX,, A e(0,0),(x,)—>x igin w, (x,y)<liminf w, (x,,y).

n—>0

Tamm 3.9. [14] X bir modiiler metrik uzay ve C, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

T:C — C doniigiimii 0<k <1 icin
wl(Tx,Ty)Skmax{w,l(x,y),w,l(x,Tx),w,l(y,Ty),w,l(x,Ty),wl(Tx,y)}

sartint sagliyorsa bir modiiler quasi-biiziilme olarak adlandinilir. Her x € C icin orbit

(vériinge)
O(x)={x.Tx,T’x,..
ve cap
8,,(x) = diam(0(x)) =sup{w, (T"x,T"x): m,n N}

ile tammlanir.

Simdi ilk olarak sabit noktanin varligini1 gostermek i¢in gereken asagidaki iki lemmay1
inceleyelim. ilk lemma herhangi bir eleman igin iterasyon dizisinin Cauchy dizisi oldugunu

gosterir. Ikinci lemma Cauchy dizisinin yakinsadig1 bir noktanin var oldugunu gosterir.
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Lemma 3.9. [14] X bir modiiler metrik uzay ve C,X in bos olmayan bir alt kiimesi,

T :C — C bir quasi-biiziilebilir doniisiim ve x € C, 0, (x) < 0 olacak sekilde secelim. O

zaman her n>1 igin
5. (Tx) < k5, (x)
ve herm,n>1,A € (0,0) igin
w, (T7x,7""x) <k"5,,(x)
esitsizligi vardr.
ispat: Her bir w, (7"x,7"*"x) < k"5, (x) i¢in

w, (T"x,T"’y) < kmax{wl (T"’]x,T’"’]y),w,v (T"’]x,T"x),w/l (T"”]y,T"’y),w/l (T"’]x,T’”y),wl (T"x,T’”"y)}

olur. Buradan acikga
8, (Tx) =sup{w, (T""x,7""y)} < ksup {w, (T"x,7"x)} = k8, (x)

oldugu goriilebilir. Bylece her n>1 igin

5,(T"x)<ks,(T"'x)<k?6,(T"x)<..< k"5, (x)

w

bulunur. Ayrica her m,n 21,1 €(0,%0) i¢in

w, (T"x,T"“"x) <38, (T"x) <k"s,(x)

olur ve boylece ispat tamamlanir. O

Lemma 3.10. [14] X bir modiiler metrik uzay ve C, X in bos olmayan bir tam alt kiimesi

olsun. T : C — C quasi-biiziilebilir doniisiim ve x € C, 0, (x) < o0 olacak sekilde secilsin.

O zaman (T"x), bir v € C noktasina yakinsar. Ayrica her n>1 ve A € (0,00) igin
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w, (T”x,v) <k"5,(x)
esitsizligi vardir.
Ispat: Bir 6nceki lemmadan (T ”x) in Cde bir Cauchy dizisi oldugunu gorebiliriz.
C tam oldugundan bir v € C vardir dyle ki 7" x — v durumu saglanir.
w, (T"x,T"”"x) <k's,(x)
oldugundan ve w nin Fatou dzelligini saglamasmdan her m,n > 1 igin ve m — ooigin

w, (T"x,v) <lim inf{wl (T"x,T"“"x)} <k'S, (x)

m—>0

w, (T"x,v) <k"8,(x)

olur ve boylece istenen gosterilir. O

Simdi vnin, 7 nin bir sabit noktas1 oldugunu ve bu noktanin bazi ekstra kabullerle tek
oldugunu gosterelim. Asagidaki teoremi 2012 yilinda Cho, Saadati ve Sadeghi [14] vermistir.

Bu teoremin ilk hali metrik uzaylarda Ciric tarafindan 1972 yilinda verilmistir.

Teorem 3.11. T,C,x Lemma 3.10 da oldugu gibi kabul edilsin. Kabul edelim ki her

Ae (0,00) icin W, (V,TV) <00 ve W, (x,Tx) < 00 olsun. O zaman (T"x)in limiti

T nin bir sabit noktasidir, yani Tv=v. Dahast eger her 16(0,00) icin v\, T nin

w, (V,V*) < o0 olacak sekilde bir sabit noktast ise v="yv" dur.
Ispat: Her n>1 ve 1 €(0,%) i¢in

(Tx,Tv) < max {w, (x,v),w, (x,Tx),w, (v,Tv),w, (x,7v),w, (Tx,v)}
(x,v)<w, (x.T"v)<ks,(x)

w, (Tx,v) < w, (Tx,T"x) < k8, (x)
(x.Tx) < w, (x,.Tx) =w, (T"x,Tx) < k5, (x)
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olur. Boylece

w, (v,Tv) <limsupw, (T"x,Tv) <kw, (V,Tv)

n—>»0

buluruz. k <1 oldugundan her A (0,%)i¢in w,(v,7v)=00lur ve bdylece Tv=v dir. u, T

nin w, (u,v) <o olacak sekilde bir bagka sabit noktasi olsun. Boylece
w, (u,v)=w, (Tu,Tv) < kw, (u,v)
buluruz. k£ <1 oldugundan
wl(u,v):0<:>u =y

olur. Bdylece ispat tamamlanir. O

40



4. BOLUM

BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERININ MODULER METRIK
VERSIYONLARI

Bu boliimde metrik uzaylardaki bilinen bazi genellestirilmis biiziilmeler1 ve bu
biiziilmeler i¢cin verilen sabit nokta teoremlerinin modiiler uzaylardaki karsiliklarm
incelemeye calisacagiz. Bu caligmalar daha detayli olarak [25,26,27] de verilmistir. Bu
calismalara dayanak olan metrik uzay caligmalar1 [15,16,17,18,19,20,21,22,29, 32, 33] de

verilmistir. Ilk olarak yerel biiziilme tanimin1 vererek baslayacagiz.

Tamm 4.1. [25] X bostan farkly bir modiiler metrik uzay ve T:X, — X, olsun. Her

xe X, icin x’e bagl olabilen

p.geS(x.e)={y:w(x.y)<ef 4.1)
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elemanlar icin
W}, (Fp’FQ)SkWA(p’q)

sartini saglayan ¢ ve k (£>0,0<5k<1) sayilari varsa X deki T doniisiimii yerel

biiziilmedir denir.

Eger T yerel biizilme ve & ve k, x’e bagh degilse 7, (&,k)-diizgiin yerel

buzilmedir.

Tammm 4.2. [25] Bir X, modiler metrik uzayr her a,be X, icin ¢—zinciri, yani
a=Xxy,X,....x, =b seklinde, w, (x X )<8olacak§ekzlde bir noktalar kiimesine sahipse (n,

a ve/veya b ’ye bagli olabilir ) ¢ —zincirlenebilirdir denir.

Asagidaki teorem, Kiling ve Alaca [25] tarafindan 2014 yilinda verilmistir.

Teorem 4.3. [25] X bir tam modiiler metrik & —zincirlenebilir uzay, w, X iizerinde bir
metrik modiiler, T, X, 'nin bir (&,k)—diizgiin yerel biiziilmesi olsun. O zaman Tx =x olacak

sekilde bir tek x € X, vardir.

Ispat: x, X  nin bir keyfi noktast olsun. &-—zincirini x = Xx,,x,,...,x, = Tx olarak

secelim; ticgen esitsizliginden

xTx ZW,l X, X <n8

elde edilir. Boylece T(T’"x) =T""x (m=1,2,...) alarak

w, (Tx,_, Tx,) < kw, (x,_,,x,) < ke
elde ederiz. Benzer yolla devam edersek,
Wi(Tx Tx)<kw(T"”x T"'x ) - <k"w, (x_,x)<k"e 4.2)

i-1° i-1° i-1°

buluruz. Son esitsizlikten
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wl(me,T'””x)Si (T'”xl],T x) k"ne
izl m

elde ederiz. Boylece (T "’x) iterasyon dizisi bir Cauchy dizisidir. Gergekten j ve ¢t (j<t)

pozitif tamsayilarsa

Wl(zj,Tt) IZ: L(Tix,T”'x)
-J

i=j
_ng(k’+kj+' +---+k"‘)

J

<ne —0,j > o

bulunur. X, nin tamligindan bir im7"x vardir. T nin siirekliliginden

i—0

T(lim fo) — EmT"'x = im T"x

i—o© i—o© i—o©

elde edilir. Béylece lim7"x, T nin bir sabit noktasidir.

i—0

Simdi u =lim7"x noktasinin tekligini gdsterelim. v=Tv olacak sekilde bir v#u var

i—00

olsun ve & —zinciri, u = x,,Xx,,...,x, =v olarak secilsin. (4.2) yi kullanarak

Tu Tv ZW}L( xl],Tx)<kir8, limk're =0

i—00

buluruz. (i) den dolay1 ¢eliski elde edilir. Boylece u =v elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Uyan 4.4. Yukaridaki teorem sabit noktanin varligini garanti etmez. Gergekten T : X, — X,

1
Tx=x+—ileve x,y e R" iken X =R" icin
x

w,(3,) = max =

ile tamimlansin. O zaman
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Wl(Tx’Ty):maX{xi"’%_yi_%}
—max{(x ) - ( )}
—max{|xl y| }
Zmaxﬂxi—yi|}.max{l—L},k(x,y)<l
D e — Vi
vvz(x,y)
k(x.y)

elde edilir. Fakat, Tx = x olacak sekilde hi¢bir x € X yoktur.

Yukaridaki uyaridan dolayr 1962’de Rakotch [32] tarafindan metrik uzaylar icin
verilen teoremin modiiler metrik uzaylardaki karsiigmi incelemeye calisacagiz. Ik olarak

Banach biiziilme prensibinden daha genel bir doniisiim tanimlayarak baslayacagiz.

Tamm 4.5. Bir k: (0,00) - [0,1),sup{k(r) :.0<p<r< q} <1 déniistiimii ve

w, (Tx,Ty)Sk[wl (x,y)]wz (x,») 4.3)
varsa T : X, — X, bir zayif biiziilme doniisiimiidiir.

Teorem 4.6. [25] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X bir tam modiiler metrik uzay
olsun. T: X, — X, bir zayif biiziilme doniisiimii ise o zaman T, X de bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Ispat: xeX . keyfi olsun. (T "x) iterasyon dizisi secilsin. Bir neN i¢in
w, (T"x,T"”x) =0 ise TT"x=T"x olur. Boylece T"x, T'nin bir sabit noktasidir. Her n e N

icin wi(T"x,T"”x)>0 oldugunu varsayalim. k(r)<r oldugundan den r>0 i¢in T

biiziilmedir. Boylece
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w, (T"x,T"”x) =w, (TT""x,TT"x)
< k[wl (T""'x,T"x)]wl (T""'x,T"x)

<w, (T"_'x,T"x)

bulunur. Boylece {w,1 (T "x,T "”x)} dizisi monoton azalan ve alttan “0” ile smirl oldugundan

yakinsaktir. limw, (T "x,T "”x) =a olsun. O zaman

n—0

a<w, (T"x,T"”x) <w, (x,Tx)

elde edilir.

Simdi @ =0 oldugunu gosterelim. a >0 olsun.
k=sup{k(r):0<a<r<w,(xTx)}
olarak segilsin. O zaman
k[ w, (175, 77x) | <k
0<a<w, (I"x,T""x)<hw, (I""x,T"x) < Kw, (T"7x,T""x) < .. < k"w, (T, Tx)

elde edilir. limk"w, (x,7x) =0 olur. Fakat bu durum imkénsizdir. Boylece a =0 elde edilir.

Simdi (T "x) in  bir Cauchy dizisi oldugunu  gosterelim. &>0 ve

0<k(g)=sup{k(r):

N | ™

n—0

<r< g} olsun. limw, (T"x,T"”x) =0 ve 1-k(r)>0 oldugundan

her n>n, i¢in

1-k(e)

w, (T"x,T""'x) < £ 4.4
;( )<— (4.4)

olacak sekilde bir n, € N vardir. Her m >n >n, i¢in
w, (T"x,T"x) <& 4.5)
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oldugunu gosterecegiz. m=n+1 igin (4.5), (4.4)’den saglanir. (4.4), m > n+1 icin saglansin.
R £ . ,
WA(T x,T x) 25 ise (4.3)’den

wi(TT"x,T '”x) < l{vv,l(T")C,T'")c)}w/1 (T"x,T"’x) < k(g)g

2 2 2

elde ederiz. Uggen esitsizligi ve (4.4) den
w, (77, 7""x) <w, (T"x,TT"x)+w, (TT"x,TT"x)
2 2

<1—k(8)

e+k(e)e<e

bulunur. w, (T "x,T "’x) < — ise liggen esitsizligi ve (4.4)’den

£
2

w, (T"x,T"”'x) <w, (T"x,T"’x) +w, (T’”x,T"”'x)

0|
)

elde edilir. Boylece w, (7"x,T""x)<¢ olup (4.5) den (T"x) bir Cauchy dizisidir. X, tam

oldugundan lim7"x =u olacak sekilde bir u € X vardir. T nin siirekliliginden

n—0

Tu = T(lim T"x) — limT"'x = imT"x = u

n—>0 n—>0 n—>0

elde edilir. Boylece u, T nin sabit noktasidir. Simdi unun tekligini gosterelim. v, u #v

olacak sekilde 7 nin bir baska sabit noktas1 olsun. O zaman

w, (u,v)#0

O<w, (u,v) =W, (Tu,Tv) < k[wl (u,v)]w/1 (u,v)

(l—k[w,1 (u,v)])wl (u,v) <0

w, (u,v)=0

olur. (i) den bunun imkansiz oldugu goriiliir. Béylece u# = v bulunur ve ispat tamamlanir. [
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Simdi 1971 yilinda Reich [33] tarafindan tam metrik uzaylar i¢in verilen teoremin
modiiler metrik uzaylardaki karsiligini inceleyecegiz. Asagidaki teorem 2014 yilinda Kiling

ve Alaca [27] tarafindan verilmistir.

Teorem 4.7. [27] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X , w tarafindan olusturulan bir

w

modiiler metrik uzay olsun. T:X 6 — X, doniisimii, o,f,y negatif olmayan reel sayilar

olmak iizere a+ f+y <1 ve x,ye X icin

w

w, (Tx, Ty) <aw, (x,y) + Bw, (x,Tx) +yw, (y,Ty) (4.6)
sartini saglasin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir ve w, (x, T x) <o ise sabit nokta tektir.

Ispat: x e X, keyfive (x,) Picard iterasyon dizisi x, =x,...,x,,, =Tx, ,(n=0,1,2,...)

> n+l

olarak g6z Oniine alinsm. (4.6) dan

w, (x,,%,.,)=w, (Tx,_,Tx,)

n—1°
<aw, (xn_,,xn ) + Bw, (xn_],xn ) +yw, (xn,xn+l)
<(a+B)w,(x,.,x,)+ 7w, (X,,X,,,)

<(a+p+ ;/)max{w,l (x,.5%, ), w, (X, %, )}
elde ederiz. Boylece, her A >0 icin
w, (%,,%,,) < k.max{w/l (%%, )5, (%,5%,., )}
elde edilir. £ <1 oldugundan
W (X, %) < how, (x,1,x,)

saglanir. Benzer yolla devam edersek, her 4 >0 igin

w, (xn,x ) <kw, (xn_] ,xn) < kzwl (xn_z,xn_] ) <. Zk'w, (x, Tx) 4.7)

n+l

£ >0 i¢in n — oo limitini alirsak

> n+l

w, (x,.x,,)=¢

elde edilir. (4.7) ve iiggen esitsizliginden her m >n igin
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w, (x,,x,)<w , (x,,x )+...+w%(x x,)

n>"m > n+l m—1>"m

m—n m-—n

elde edilir. 2 icin (4.7) yi g6z Oniine alirsak, genelligi bozmadan
m

kabul edebiliriz. Boylece

w,l(xn,xm)s( £ ]+...+( £ ]
m—n m—n

m—n tane

elde edilir. Buradan

w,l(x xm)Se:

no

olup (x,) bir Cauchy dizisidir. X, tam oldugundan limx, =u olacak sekilde bir ue X,

n—®0

vardir. Simdi # nun 7 nin bir sabit noktasi oldugunu gdosterelim. (4.6) dan

w, (Tu,Tx, ) < aw, (u,x, )+ pw, (u,Tu)+yw, (x,,x,,)

<(a+B+y)max{w, (u,x,),w, (u,Tu),w,(x,.x,,)}

< kmax{w,1 (u,xn),wl (u,Tu),wl (xn,xn+] )}
bulunur. 7 — oo iken limit aldigimizda

w, (Tu,u) < kw, (u,Tu)

elde ederiz. k <1 oldugundan w, (u,Tu)=0 saglanir. Boylece Tu =u olur. Simdi, ve X, T

nin bir bagka sabit noktasi olsun. O zaman her 4 >0 i¢cin o <1 iken

w, (u,v) =w, (Tu,Tv)
<aw, (u,v) + Bw, (u,Tu) +yw, (v,Tv)

Socwl(u,v)

olur. Buradan
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w, (u,v) <aw, (u,v)

oldugu goriiliir. O zaman u =v elde edilir. Bu sabit noktanin tekligini garanti eder. Boylece

ispat tamamlanir. O

Teorem 4.8. [27] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X, bir tam modiiler metrik uzay

olsun. X  deki bir T self doniisiimii asagidaki sarti saglasin: € >0 i¢in
e<w,(x,y)<e+8=>w,(Tx,Ty)<e (4.8)

olacak sekilde & >0 varsa T, bir tek sabit noktaya sahiptir. w, (Tx,x) <o ise ue X, sabit

noktast tektir ve her bir x € X, i¢in imT"x =u olur.

n—0

Ispat: x keyfi olsun. (T "x) iterasyon dizisini géz Oniine alalim. w/l(T "x,T "”x) =0

durumu bir #» € N i¢in saglanirsa (i) den dolay1
T"'x=T(I"x)=T"x
elde edilir. 7"x, T'nin sabit noktasidir. Her n e N icin WA(T "x,T "”x) >0 olsun. (4.8)’den

agiktir ki 7' biiziilmedir. 7 biiziilme oldugundan {WA(T"x,T"”x)} dizisi monoton azalandir.

Gergekten w, (T"x,T"”x) < WA(T"_I)C,T")C) <--+<w, (x,Tx) olur. Buradan, bu dizinin bir &

limiti vardir ve her n € N i¢in

w, (T"x,7"x) > ¢ 4.9)

elde edilir. € >0 kabul edelim. O zaman hipotezden (4.8) ’i saglayan uygun bir 6 = 5(8)

vardir. & un tanimimdan
e<w, (T"x,T"”x) <&+
olacak sekilde n» € N vardir. (4.8)’den
w, (TT"%,TT™x) = w, (T""x,T"x) < £
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elde edilir. Fakat bu durum imkansizdir. Buradan

limw, (T"x, T"+‘x) =0 (4.10)

n—0

elde ederiz. Simdi (T "x) in Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. & >0 keyfi olsun. Hipotezden

(4.8) saglanacak sekilde uygun bir 6 =5(¢) vardir. § <& kabul edilebilir. (4.10)’dan her

n=n, ve A>0 i¢in
w, (T"7x,T"x) <5 4.11)
olacak sekilde bir n, € N vardir. $imdi herhangi bir sabit k£ > n, icin, her p e N i¢in
w, (T*x,T"7x) < e (4.12)
oldugunu gosterecegiz. (4.8)’den her 4 >0 igin w, (Tkx, T’”px) < ¢ olur. Boylece p=1 igin
(4.12) saglanir. Simdi (4.12)’nin p =1,2,...,n i¢in saglandigin1 kabul edelim ve p =n+1 icin

saglanacagini1 gosterelim. Genelligi bozmadan i>0 icin ¢ ve O,in var oldugunu kabul
2

edelim. Uggen esitsizliginden

w, (Tk_]x,T’”"x) <w (T"_])C,T"x)+w,l (Tkx,Tk+"x)

2

SRS

elde ederiz. (4.11) ve kabuliimiizden

w, (Tk"lx,T’”"x) <g+0,
w, (Tk‘lx,T’”"x) >¢ ise (4.12)’den
w, (Tkx,T’”"”x) =w, (TTk‘lx,TT’”"x) <g

elde ederiz. Bu teknikle (4.12)’nin saglandigi goriiliir. (4.12)’nin (T "x) dizisinin Cauchy
oldugunu sagladigi agiktir. X tam oldugundan bu dizi bir ¥ € X limit noktasmna sahiptir. 7'

nin stirekliliginden, u, T nin sabit noktasidir. Gergekten
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T(lim fo) — EmT"'x = imT'x

i—®© i—®© i—o©
olur. 7 nin bir bagka ve X, v#u sabit noktasi var olsun.

e<w,(uv)<e+8=w,(Tu,Tv)<e

e<w,(u,v)<e

elde edilir. Fakat bu durum imkansizdir. Boylece u =v bulunur ve 7 bir tek sabit noktaya

sahiptir. Bu ispat1 tamamlar. O

Bu teorem asagida verilen daha genel sartlar altinda da saglanir.

Sonuc 4.9. [27] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X bir tam modiiler metrik uzay olsun.

T self doniisiimii X tizerinde asagidaki sarti saglasin: € >0 ,her x,ye X ve A >0 igin
e<w,(x,y)<e+8=>w,(Tx,Iy)<e (4.13)
olacak sekilde & >0 vardir.

O zaman T bir sabit noktaya sahiptir. w, (Tx,x) <o ise ue€ X, sabit noktas: tektir

W

ve her bir x € X, i¢cin imT"x =u olur.

n—0

Ayrica, asagidaki daha genel sart1 da verebiliriz.

Sonu¢ 4.10. £ >0, her x,ye X, ve A >0 icin

8Sw,1(x,y)<8+5:wA(Tx,Ty)Sg

olacak sekilde & >0 vardir.

Simdi 1971 yilinda Ciric [15] tarafinda metrik uzaylar i¢in verilen teoremin modiiler

metrik uzaylardaki karsiligini verelim.
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Teorem 4.11. [27] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X bir tam modiiler metrik uzay

olsun. T: X, — X, déniisiimii a,f,y,0, her A >0 icin

k= sup{a (x,3)+B(xy)+7(x») +25(x,y)} <1 4.14)

olacak sekilde k: X, x X, —[0,1) iizerine fonksiyon iken

w, (Tx,Ty) < oc(x,y)wl (x,y)+ﬁ(x,y)wl (x,Tx)+;/(x,y)w/1 (y,Ty)

(4.15)
+5(x,y)[wz,1 (X,Ty) W, (Tx,y)]

sartint saglasin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir ve w,(x,Tx) <o ise ue X, sabit

noktasi tektir.

ispat: xeX, keyfi ve (x,) Picard iterasyon dizisi

Xy =X,%, = Ixy,...,x, =T"x,(n=0,1,...) olarak se¢ilsin. (4.15)den her 1 >0 i¢in

w, (x%,,%,.,)=w, (T""'x,T"x) =w, (Tx,.,Tx,)
<aw,(x,,x,)+Bw, (x,..x,)+rw, (x,.x,.,)
+5[w2,1 (xn,xn)+w” (xn_l,x,m)]
<(a+B)w, (x,.x, )+ 7w, (x,.%,., )+ 6wy, (x,.%,.,)
<(a+B+y)max{w, (x,,x,).w, (x,,%,., )} + [ w, (x,.x, )+ w, (x,,%,,,) ]
<(a+B+y+28)max{w, (x,,x,).w, (x,.x,,)}

< kmax{wl (x X ),w,l (xn,xn+1)}

n—-1>"n

olup k£ <1 oldugundan

w, (x,,x,,) <hkw, (x,,x,)

n’" n+l n—1>""n
bulunur. Boyle devam edersek,

w, (x,,x,,) <kw, (x, ,x,) < <k"w, (x,Tx)
elde edilir. » — o i¢in limit alirsak

w, (x,,x,,)=0.

> n+l
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Boylece

limw, (x,.%,.,) =

icin

olacak sekilde bir ¢ >0 vardir. Genelligi bozmadan
m—n

&
W, (xn’xnﬂ)ﬁm

3

—n

£ > 0mvar oldugunu kabul edebiliriz. O zaman iiggen esitsizliginden

oldugunda bir
m—n

w,l(xn,xm)ﬁw/1 (xn,xn+,)+---+wi(xm_,,xm)

gm‘in(m-n):g

buluruz. Buradan (x, ) bir Cauchy dizisidir. X, tam oldugundan limx, =u olacak sekilde bir

u e X, vardrr.

Simdi # nun, 7 nin bir sabit noktasi oldugunu goéstermeye calisalim. (4.14) ve

(4.15)den

w, (Tu,Tx,) < aw, (u,x,)+ Bw, (u,Tu)+yw, (X,,X,.,)
+5[w”(u,xn+])+w” (xn,Tu)]

<(a+B+y)max{w, (u,x,),w, (u,Tu),w,(x,.x,,)}

+25max{w2/1 (u,xnﬂ),wﬂ (xn,Tu)}

bulunur. Metrik modiilerin 6zelliginden,

wu(u,Tu)S w, (u,Tu)

olur. Boylece
w, (u,Tu) S(a+ﬂ+7/+25)wl (u,Tu)
<kw, (u,Tu)
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elde edilir. k<1 oldugundan w, (u,Tu)=0 olur. Bdylece u =Tu olarak bulunur.

Simdi u nun tekligini gosterelim. Kabul edelim ki v e X, T nin bir baska sabit noktas1

olsun. (4.15)den

w, (u,v) =w, (Tu,Tv)
<aw, (u,v)+ﬂw,L(Lt,TLt)+;/W/l (v,Tv)+5[w” (u,Tv)+ w,, (v,Tu)]
<aw, (u,v)+5M/2,L(Lt,v)+c‘iwz/l (u,v)

<(a+28)w, (u,v)
w, (u,v) <kw, (u,v)

bulunur. Dolayisiyla w, (u,v) = (O elde edilir. Buradan u =v olur. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.12. [27] w, X iizerinde bir metrik modiiler ve X bir tam modiiler metrik uzay

olsun. (T, )ae[ , X, nin bir self doniisiim ailesi ve I indis kiimesi olsun. Her A >0 ve her bir

a el icin;

w,l(x,y),W,1 (x,Tax),wl (y,Tﬂy),

w, (T, x,T,y) < kmax
/1( g ) E[sz(x’Tﬂy)_'_W”(y’Taxﬂ

(4.16)
olacak sekilde bir k e (0,1) ve her x,y € X, icin bir sabit €1 varsa, tiim self doniisiimler
bir sabit noktaya sahiptir; w, (x,Tx)<oo ise her bir T,, (a €l), bir tek sabit noktaya

sahiptir.

ispat: ael ve xelX, keyfi olsun. [terasyon dizisini

Xy =X, Xy, =1,%,,,%,,., =Tyx,,,,n 20 olarak segelim. (4.16)dan

W, (x2n+] ’x2n+2) =W, (TaxZn’TﬂxZnH )

Wl (x2n ’x2n+l )’ Wl (xan2n+l ) b Wl (x2n+l b x2n+2 ) b
<kmaxq |
E[szl (x2n s X a2 ) W, (x2n+l > X il )]
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veE
S0 () 0, (5 )3 00 () 3 (50 00)
s max{wl (22X )5 W, (%3, ’x2n+2)’}
oldugundan
Wy (10500 ) S HmaX {0, (23,5, )29 (X3,000%2,0)
elde ederiz. k <1 oldugundan
Wy (X005 X002 ) S W, (35,3,
buluruz. Bdylece her n>1 igin
w, (x,,%,., ) Shw, (35,55, ) S < k"w, (xp,x,).
n—> oo igin limit aldigimizda
w, (x,.x,,)=0.

> n+l

Yani, w,(x,,x,,,)<¢& olacak sekilde bir &>0 vardir. Buradan (x,) bir Cauchy dizisidir.

Gergekten m,ne N,m >n ve A >0 icin liggen esitsizliginden

m>n

w, (x,.%,)<w (xm,xm_,)+---+wi(x0,xl)

m-—n m-n

bulunur. Genelligi bozmadan igin w, (x,,x,,)< oldugunu kabul edebiliriz.

m—n

m-—n m-—n

Boylece,

w,l(xn,xm)s( £ ]+...+( £ ]
m—n m—n

m—n tane

w,(x,,x,)<¢€

olur. X tam oldugundan limx, =u olacak sekilde bir u € X vardir. (4.16) dan,

n—®0
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w, (Tﬂu,x2n+]) =w, (Tﬁu,TaxZn)

W, (u’x2n )aWz (“aTﬂ“)’Wz (x2n’x2n+1 )’
< kmax
oot v

elde ederiz. n — oo i¢in limit aldigimizda
w, (Tﬂu,u) <hkw, (u,Tﬂu)
bulunur. Boylece w, (Tﬂu,u) =0olur ve Tyu =u elde edilir.

Simdi u € X nin tiim (Z,) _ doniisiimlerinin bir sabit noktas: oldugunu gdstermeye

a

cahsalim. @ € I keyfiolsun. (4.16)dan x =y =T,u ile birlikte
1
w, (u,Tﬂu) =w, (Tau,Tﬁu) < kmax{wl (u,Tau),sz/1 (u,Y;u)}

Buradan, tim 7, lar bir ortak sabit noktaya sahiptir. ve X ,7;nn bir bagska sabit noktasi

olsun. Buradan v, tim (Ta )aE , dontisiimlerinin de sabit noktasidir. Boylece, (4.16)dan
w, (u,v)=w, (Tﬂu,Y;u) <kw, (u,v)

olur. Boylece u =v elde edilir. Bu da u, (Ta )ae[ larin bir tek ortak noktasi oldugunu gosterir.

Boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 4.13. [26] X bir tam modiiler metrik uzay, 1 ve T, X, iizerinde her x,y e X ve

W

A>0 icin 0<k <1 iken,

w, (Tx,Ty) < kw, (Ix,Iy) (4.17)

esitsizligini saglayan degismeli doniisiimler olsun. I fonksiyonunun deger kiimesi, T
fonksiyonunun deger kiimesini kapsiyor ise, I siirekli ve w, (x,lx)<oo oldugunda T ve I

bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: x,e X, keyfi olsun. Tx, ve Ix, iyi tammlidir. Tx,e/(X,) oldugundan

Ix, =Tx, olacak sekilde bir x, € X vardir. Ix, =Tx, olacak sekilde x, € X secelim. Genel

olarak x, se¢ilmigse X deki x, ,, noktasmi Ix ,, =Tx, olacak sekilde secebiliriz. (4.17)den

w, (Ix,, Ix,,,) = w, (Tx, ., Tx, ) < kw, (Ix, ,, Ix, )

elde ederiz. Benzer yolla devam edersek

Ix,)<k*w, (Ix, ,, Ix, | ) < ...< k"w, (Ix,, Ix,)

w, (Ixn,lxn+]) <kw, (Ixn_] ,

bulunur. #n — o i¢in limit alindiginda
w, (Ix,,Ix,,,) > 0.

£
> (0 vardir.

olacak sekilde

Genelligi bozmadan A 50 igin w , (Ix,,Ix,, )<
m—n - m—n

m-—n

m,neN ve m>n igin

w, (Ix,, Ix, )<w , (Ix,, Ix,, ) ++w , (Ix,,Ix,)
m—n m-—n
<& Ly
m-n m-n
<¢g

bulunur. Bdylece (x,) bir Cauchy dizisidir. X, tam oldugundan

lim/Zx, =lim7Tx, , =u

n—>0 n—»0

olacak sekilde bir u € X vardwr. [ siirekli ve I ve T degismeli oldugundan

Iu= I(limlxn) —lim I’x,

n—>0 n—>0

n—>0 n—>0

Iu= I(lim Txn) — lim I7x,

Buradan, (4.17) kullanirsak,

w, (TIx,,Tu) < kw, (szn,lu).

n — oo i¢in limit alindiginda
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w, (fu,Tu) < kw, (Tu, Iu))
olur. Buradan [u =Tu elde edilir. Tekrar (4.17) den
w, (Tx,,Tu) < kw, (Ix,, Iu)
bulunur. Tekrar 7 — oo igin limit alindiginda
w, (u,Tu) < kw, (u, Iu) = kw, (u,Tu)

elde edilir. Boylece Tu =u bulunur. u nun tekligini gdstermek i¢in 7v = Iv =v olacak sekilde

bir ve X oldugunu kabul edelim. O zaman
w, (u,v)=w, (Iu,Tv) = w, (Tu,Tv) < kw, (fu,Iv)

olup buradan u =v sonucuna ulasilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Teorem 4.14. [26] X bir tam modiiler metrik uzay, S ile I degismelive T ile J degismeli

doniisiimler olsun. Bu doniisiimler her x,y € X i¢in 0<k <1 iken
w, (8x,Ty) < kw, (Ix, Jy) (4.18)

sartini saglasin. 1ve J siirekli ve w, (IxO,Jx])<oo olsun. Bu takdirde tim S,T,1,J

dontistimleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x,eX, keyfi olsun. Sx,eJ(X,) oldugundan x, € X, yi, Jx, =S8x, olacak
sekilde segelim. Ayrica Tx, € I(X, ) oldugundan x, € X, yi Ir, =Tx, olacak sekilde segelim.

Genel olarak x,, ., €X

w?

I, =8x,, ve x,,€X,, Ix,,=Tx,  ,(n=01..) olarak

secilsin.

Yo = Jx2n+] = szn

Yo = Ix2n+2 = Tx2n+l ,n20

olsun. Boylece ( v, ) in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterebiliriz. Ger¢ekten (4.18) den
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(Jx2n+l 71x2n+2 ) =W, (szn 9Tx2n+1 ) < kW/l (Jx2n+l ’I‘x2n )
<hkw, (SxZW,TxM_] ) <k.kw, (Ix2n,Jx2n_1)
<k*w, (wasz”_] )

< k4W,1 (Ixzn_za‘]xm—l)

<k"w, (Jxy, Ix, )
<k"w, (Jx,, Ix, )

elde ederiz. n — oo i¢in limit aldigimizda
Wﬂ. (Jx2n+] ’[x2n+2) — 0.
>0

Buradan w, (Jx,,,,Ix,,,,) < & olacak sekilde bir & >0 vardir. Genelligi bozmadan
m-—n

igin
&
w A (Jx2n+l b Ix2n+2) <
m-n

m—n

>0 vardir. Boylece m=2k+1,n=2/+2, k>1 secerek ve licgen

olacak sekilde bir
m-—n

esitsizligini kullanarak

(ym’y ) =W, (y2k+] ’y21+2) =W, (Ixzk’Jx21+1)
sw, ([x2k"]x2k+])+w 2 (Jx2k+]’lx2k 2)"‘ tw, (Ix21+z"]x21+1)

m—n

&

&
< +eeet
m-—n
<¢g

m-—n

bulunur. Béylece (y,) bir Cauchy dizisidir. u € X yi

lim Sx,, = hme2 a= }11me2 a= }11m1x2n+2 u

n—®0

olacak sekilde secelim. 7 siirekli ve 7 ile S degismeli oldugundan

limI’x,,,, = lu, lim Skx,, —hmISx2 =lu=u

n—0 n—0
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(4.18) kullanirsak,
w, (SIx,, Ty, ) < kw, (7%, %, ).
n—> oo igin limit aldigimizda
w, (Tu,u) < kw, (Tu,u)

olup fu =u bulunur. Benzer olarak J siirekli ve J ile T degismeli oldugundan Ju =u olur.

(4.18) den /u =u oldugundan
w, (Su,Tx,,,, ) < kw, (u,Jx,,, )-
n — ooicin limit aldigimizda
w, (Su,u) < kw, (u,u)=0.
Buradan Su =u elde edilir. Tekrar (4.18) den yukaridaki sonuglar1 g6z oniine alarak
w, (Su,Tu)=0
olup Su =Tu elde ederiz. Buise
Su=Tu=Ilu=Ju=u

olmasi demektir. §,7,7,J doniisiimleri bir tek u € X ortak sabit noktasmna sahiptir. Boylece

ispat tamamlanir. O

60



SONUCLAR VE BULGULAR

Bu tez calismamizda, modiiler metrik uzaylar incelenmis ve bu uzaylarda yerel
biiziilme, (&,k)—diizgiin yerel biiziilme, &-zincirlenebilme ve zayif biiziilme

doniisiimii kavramlarini tanimlanmis ve bu kavramlar: kullanip metrik uzaylarda iy1
bilinen bazi sabit nokta teoremlerinin bu uzaylar i¢in orijinal karsiliklar1 ispatlanmistir.
Metrik uzaylarda bilinen bazi temel sabit nokta teoremlerinin bu uzaylardaki
karsiliklar1 arastirilmistir. Boylece, yeni bir ¢alisma alani olan bu uzaylarda yeni bir
yaklasim ortaya koyulmustur. Arastirmacilar, vermis oldugumuz bu kavramlar
yardimiyla yeni sabit nokta teoremleri verebilir, ispatlanan teoremlerin
genellestirmelerini yapabilir ve tezdeki kullanilan mantik ve teknikler ile metrik
uzaylardaki diger temel teoremlerin bu wuzaylarda karsiligi olup olmadigini
arastirabilir. Ayrica, daha 6nce yayinlanmis olan [2,3,4,5,6,7,34,40] makalelerinden
faydalanarak farkli uzaylarda verilen sonuglarin modiiler metrik versiyonlari

caligilabilir.
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