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MODULER UZAYLARDA A-iSTATISTIiKSEL RELATIVE
KOROVKIN TiPi YAKLASIM TEOREMLERI

OZET

Bu yiiksek lisans tezi iic bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrildi. Ikinci
boliimde A —toplanabilme, istatistiksel yakinsaklik ve A —istatistiksel yakinsaklik kavramlari
tanitild1. Bunlara iliskin 6rnekler ve bazi sonuglar verildi. Ugiincii boliimiin birinci kisminda
relative modiiler yakinsaklik kavrami verildi. Ikinci kisminda bu yakinsaklik kullanilarak
Korovkin tipi teorem ¢alisildi. Ugiincii kisimda A —istatistiksel relative modiiler yakinsaklik
tanitilarak dordiincii kisimda bu tanmim araciligiyla A—istatistiksel relative Korovkin tipi
teorem incelendi. Ayrica son olarak bu teoremi saglayan fakat modiiler uzaylardaki Korovkin

tipi teoremi saglamayan bir 6rnek verildi.

Anahtar kelimeler: Pozitif lineer operator, istatistiksel yakinsaklik, A —istatistiksel

yakinsaklik, modiiler uzaylar, relative modiiler yakinsaklik, Korovkin tipi teorem



A-STATISTICAL RELATIVE KOROVKIN TYPE APPROXIMATION THEOREM
ON MODULAR SPACES

ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. The first chapter has been devoted for the introduction.
In the second chapter, the concepts of A—summability, statistical convergence, and A—
statistical convergence have been recalled. Examples and some results concerning these
concept have been given. In the first section of the third chapter, the concept of relative
modular convergence has been given. In the second section, using this convergence, Korovkin
type theorem has been studied. In the third section, A— statistical relative modular
convergence has been introduced and in the fourth section, using this definition, A—
statistical relative Korovkin type theorem has been investigated through this definition.
Finally, an example has been given which provides this theorem but does not provide the
Korovkin type theorem in modular spaces.

Key Words: Positive linear operator, statistical convergence, A-—statistical convergence,

modular spaces, relative modular convergence, Korovkin type theorem
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LISTESI

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Bos kiime

: Yogunluk fonksiyonu

: A-Yogunluk fonksiyonu

: Modiiler fonksiyonu

: Skale fonksiyonu

: G kiimesinin karakteristik fonksiyonu
: Yakinsak diziler uzay1

: Tiim diziler uzayi

: Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

: G kiimesinin eleman sayis1

: Hemen her yerde

: Lebesgue olciilebilir, reel sayilarin sinirl alt araligi

: X bir vektor uzay1 olmak iizere f :G — R, h.h. esitligini saglayan

reel degerli Olg¢iilebilir fonksiyonlarin uzayi

: G lizerinde tiim reel degerli stirekli fonksiyonlarin uzay1

G iizerinde her mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlarin uzayi



1.GIRIS
1951 yilinda Fast, Toplanabilme Teorisi, Fourier Serileri, Fonksiyonel Analiz ve
Yaklagim Teorisi’'nde Onemli bir yer tutan istatistiksel yakinsaklik kavramim

tanimlamistir. H. Bohman 1951 yilinda toplam seklindeki pozitif lineer operatorler
dizisinin [0,1] aralig1 lizerinde stirekli bir fonksiyona yaklasim problemini incelemistir.

P. P. Korovkin bu problemi 1960 yilinda tekrar ele alarak daha genel halde
gerceklendigini ispatlamistir. 2002 yilinda Gadjiev ve Orhan tarafindan istatistiksel
yakinsaklik kavramindan yararlanilarak, istatistiksel Korovkin tipi teorem ifade edilmis
ve sonrasinda A —istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremi incelenmistir. Korovkin
tipi teorem 2007 yilinda Bardaro ve Mantellini tarafindan modiiler uzaylar iizerine
genisletilmistir. Bu uzaylar detayli bir sekilde Musielak (1983) ve Kozlowski (1988)
tarafindan verilmistir. Daha sonra 2010 yilinda Karakus, Demirci ve Duman pozitif
lineer operatorlerin istatistiksel yaklagimini modiiler uzaylar {lizerinde incelemislerdir.
2016 yilinda ise Yilmaz, Demirci ve Orhan relative modiiler yakinsaklik tanimini
vermislerdir. 2017 yilinda Demirci ve Kolay modiiler uzaylarda A —istatistiksel relative
Korovkin tipi teoremi ispatlamislardir.

Bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak A—toplanabilme kavrami ve bu kavram ile
ilgili genel bilgiler verilecektir. Daha sonra yogunluk tanimi yardimiyla istatistiksel
yakinsaklik tanitilacak ve bu tanim genisletilerek A -istatistiksel yakinsaklik
verilecektir. Ardindan pozitif lineer operatorler tanitilarak sirasiyla klasik Korovkin tipi
teorem ve A -istatistiksel Korovkin tipi teorem ifade edilecektir. Sonrasinda modiiler
uzaylar ve ozellikleri tanitilarak A —istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavrami
verilecek ve modiiler uzaylarda A-—istatistiksel relative Korovkin tipi teorem

incelenecektir (Demirci, Kolay, 2017) .

Bu yiiksek lisans tezi yukaridaki ¢aligmalarin derlemesinden olugmaktadir.



2. GENEL BIiLGILER

Asagida tezde ihtiyag¢ duyalacak A-toplanabilme kavrami ve bu kavram ile ilgili
bazi bilgiler verilecektir.

2.1. A-Toplanabilme

2.1.1. Tammm: X ve Y tiim diziler uzay1 olan S’ nin alt kiimeleri ve A= [ain] reel ya

da kompleks terimli bir sonsuz matris olmak tizere X = (Xn) e X veher neN igin
(i) (AX)J_ = Z a;,X, serisi yakinsak ise AX = (( AX)J. ) doniistim dizisi mevcuttur denir.
n=1

(if) Eger her xe X i¢in AXx doniistim dizisi mevcut ve AxeY ise A=[ajn] matrisi

X uzayindan Y uzayina bir matris doniisiimii tanimlar denir.
(iii) Eger bir x dizisinin Ax doniistim dizisi mevcut ve bir L sayisina yakinsak ise X

dizisi L sayisina A—toplanabilirdir denir ve A—limx =L seklinde yazilir.

(iv) X diziuzaymi Y igine doniistiiren tiim matrislerin sinifi (X ,Y) ile gosterilir ve
A X’den Y igine bir matris doniisiimii ise Ae (X ,Y) yazilir.
(v) Toplam1 ya da limiti koruyan matrislerin sinifi (X Y p) ile gosterilir.

(vi) ¢ yakinsak dizilerin uzayr olmak iizere 6zel olarak X =Y =C segilirse ve

Ae(c,c) ise A matrisine konservatif matris denir.

(vii) Eger verilen bir X = (Xn) dizisinin doniisiim dizisi AX = ((Ax)j) limiti koruyorsa

yani, limx, =L oldugunda Iim(Ax)j =L gergekleniyorsa A matrisine regiiler matris
n J
denir.

Asagida bir matrisin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 veren Silverman-

Toeplitz teoremi ifade edilmistir.

2.1.2. Teorem ( Silverman-Toeplitz ): Bir A= [ajn] matrisinin regiiler olmasi igin

asagida verilen gerek ve yeter kosullar1 saglamalidir.

M) JAl=sup ay,
J n=1

<oo, (i) Her neN igin lima,, =0, (iii) lim> a, =1
) ! n=1

(Hardy, 1949; Boos, 2000).

2.1.3. Ornek: Aritmetik ortalamaya karsilik gelen C, = (c jn)



seklinde tanimlanan Ceséaro matrisi regiilerdir.
2.2. Istatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik kavrami ifade edilerek, c¢esitli tanim ve

teoremlere yer verilecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi A olmak iizere, A, := {k <n:ke A}

olsun. A, kiimesinin eleman sayisi |A1| ile gosterilsin.

22.1. Tamm: N dogal sayillar kiimesinin bir A alt kiimesi igin

IimIi
non

limiti mevcutsa, bu limit degerine A kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu)

denir ve &( A) ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).

(an) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve A:{an :neN} olmak {izere

on o
yogunluk meveut ise §( A)=lim— dir (Niven ve Zuckerman, 1980).
" a

n

Oregin; 8(N)=1, 5({n*:neN})=0, 5({2n:neN})=3({2n+1:neN}) =% oldugu
yogunluk tanimi g6z Oniine alindiginda kolayca goriilebilir. Ek olarak bir A kiimesi
yogunluga sahip ise, timleyeni olan N \A i¢in 8(N \A) :1—8(A) dir. Yine kolaylikla
goriilecegi gibi dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi de sifir yogunluklu olacaktir.
2.2.2. Tamm: x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her £>0 igin
3({neN:|x,~L|>e})=0

olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve bu durum st—limx, = L seklinde ifade edilir (Fast, 1951).



Yukaridaki istatistiksel yakinsaklik tanimindan da gorildigu tizere, eger bir X
dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ise, o halde L sayisinin herhangi bir &
komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da,
indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim
bulunabilir. Bu durum ise istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan
daha kuvvetli oldugunu gostermektedir. Bundan dolayr yakinsak diziler uzayr ¢ ve

istatistiksel yakinsak diziler uzay: st ile gosterilirse, ¢ < st olur.

Simdi de bir dizinin  istatistiksel yakinsak olup olmadiginin kolayca
goriilebilmesini saglayan ve Fridy tarafindan 1985°de yapilan karakterizasyon verilsin.
2.2.3. Teorem: X:(Xn) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul 8({n, :keN})=1 ve limx, =L olacak sekilde en az bir (xnk)

yakinsak alt dizisi vardir (Fridy, 1985).

Buradan, 1 yogunluklu indis kiimesi tizerinde (baska bir deyisle sifir yogunluklu indis
kiimesi disinda) x dizisi L sayisina klasik (Cauchy) anlamda yakinsak ise X dizisi L
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. O halde bir x dizisinin L sayisina istatistiksel

yakinsak olmast igin gerek ve yeter sart Ve >0 igin §(K)=1 olacak sekilde K = N ve

alt kiimesi N, =n, (6‘) e N sayist vardir 6yle ki n>n, olacak sekilde her ne K igin

X, — L‘ < ¢ esitsizliginin saglanmasidir.

2.2.4. Ornek: x =(Xx,)dizisinin genel terimi

1/2, n=m?
X, = ,m=123,...
0 , nzm’

olsun. H,:={n=m’:meN}, H,={n=m’:meN}| olmak iizerc 3(H,)=0 ve

6(H2)=1 olur ki 2.2.3. Teorem’den x dizisinin 0’a istatistiksel yakinsak oldugu

goriiliir.



2.2.5. Ornek: x=(Xx,) dizisi

n, n=m’
X, = , ,m=1273,...
0O, nzm

genel terimi ile verilsin. Buradan st—limx, =0 oldugu goriiliir.

Yukaridaki Ornekler istatistiksel yakinsaklik ile bilinen anlamdaki yakinsaklik
arasindaki iliski hakkinda bilgi verir. 2.2.2 Tamim’dan kolayca goriilebilecegi gibi
bilinen anlamda yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir ama 2.2.4 Ornek’ten ve 2.2.5
Omek’ten goriildiigii lizere diziler sirasiyla siirl iraksak ve sinirsiz iraksak olmalarina

ragmen istatistiksel yakinsak olabilmektedirler.

Ayrica, not olarak verilebilir ki bilinen anlamdaki yakinsaklikta oldugu gibi

istatistiksel yakinsaklikta da limit tektir ve istatistiksel yakinsaklik lineerdir.
2.3. A—Istatistiksel Yakinsaklik

1981 yilinda Freedman ve Sember istatistiksel yakinsaklik tanimindaki Cesaro

matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir A=|a;, | sonsuz matrisini alarak istatistiksel

yakinsakligi A —istatistiksel yakinsakliga genisletmislerdir.

Bir x= (Xn) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmast demek her ¢ >0
igin IiEn%Hn <j:|x,—L|>&}[|=0 olmasi demektir. Ya da buna denk olarak
K:=K(e)={n<j:|x,-L|2 g} olmak lizere her e>0 icin
IiJm(Cl )= "Tn%nzj_l: X(e) (n)=0 olmasidir. Burada y,, K kiimesinin karakteristik

fonksiyonunu gostermektedir.
Simdi A-—istatistiksel yakinsaklik kavrami, bu kavramm g¢esitli 6zellikleri,

Oonemli tanim ve teoremleri detayli olarak verilsin.

2.3.1. Tanim: A= [ajn] negatif olmayan regiiler bir matris olsun. K N i¢in

lim Da, = lim (Az),

nekK



limiti mevcut ise bu limit degerine K kiimesinin A—yogunlugu denir ve §,(K) ile

gosterilir (Freedman ve Sember, 1981).

Eger bir K kiimesi A yogunluga sahip ise bu durumda tiimleyeni N \K igin
5,(N\K)=1-6,(K) olacaktir. Eger K kiimesi sonlu elemanli bir kiime ise J,(K)=0

olacagi agiktir.

2.3.2. Ornek:

seklinde tanimlanan A:(ajn) matrisi géz Oniline almsin. A matrisi negatif olmayan
regiiler bir matristi. Bu durumda K ={n =j’:ije N} ve K, = {n %] EN}

kiimeleri i¢in &, (K,)=1 ve 6, (K,)=0 oldugu kolayca goriilebilir.

2.3.3. Tanim: A= [ajn] negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her £>0 igin

K:=K(g)={n:|x,~L|> &} olmak iizere

gercekleniyor ise bu durumda X =(Xn) dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir

denir ve st, —limx, =L seklinde gosterilir (Freedman ve Sember, 1981; Kolk, 1993;
Miller, 1995).

A —istatistiksel yakinsaklik tanimindaki A matrisi yerine | birim matrisi
alinirsa bilinen anlamdaki yakinsaklik ve A matrisi yerine C, matrisi alinirsa

istatistiksel yakinsaklik elde edilmis olur. Burada C;,  Cesaro matrisini ifade

etmektedir.



A —istatistiksel yakinsaklik i¢in 2.2.3. Teorem’in bir benzeri verilebilir.

2.3.4. Teorem: Bir x=(x, ) dizisinin L sayisma A-—istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart 5,({n :keN})=1 ve limx, =L olacak sekilde en az bir (n)

indis dizisinin var olmasidir (Kolk, 1993; Miller, 1995).

2.3.5. Ornek: A= [ajn] matrisi

I, n=j*+1

a;, = ) , 1=12,3,...
0 , nzj*+1

seklinde tanimlansin. A matrisi negatif olmayan regiiler bir matristir. X =(x,) dizisi

1, n=j"+1 .
X, =49 ,]1=12,3,...
0 , nzj*+1
ile verilsin. Her &>0 igin K(g):{neN: X, —c 25} olmak {izere

S . 1 -
IiJmZajn;(K(g)(n)zo olacagindan st, —limx, =z elde edilir.
n=1

Yukaridaki Ornekte goriildiigii tizere, X=(X,) dizisi bilinen anlamda yakinsak

olmamasina ragmen A —istatistiksel yakinsaktir. Yani A —istatistiksel yakinsak bir dizi

bilinen anlamda yakinsak olmayabilir.

Asagida A-—istatistiksel tist limit ve A—istatistiksel alt limit kavramlari ele

alinsin.

A= [a jn] negatif olmayan regiiler bir matris olsun. X = (Xn) dizisi igin

B, : {beR:5A({n:xn>b})¢0}

C,={aeR:5,({n:x, <a})=0},



olsun. Burada &, (K)#0 olmasi demek &,(K)>0 anlaminda ya da K kiimesi bir A

yogunluga sahip olmadig1 anlaminda kullanilacaktir.

2.3.6. Tammm: A negatif olmayan regiiler bir matris olsun. X=(Xn) dizisinin A—

istatistiksel tist limiti agagidaki sekilde verilir.

. supB,, B, #J
st, —limsupx, =
n —00 ) Bx =®
Benzer bigimde bir x =(X,) dizisinin A—istatistiksel alt limiti

infC,, C, 0

st, —liminf x, =
n +o , C =0

ile verilir (Connor ve Kline 1996).
Aligilmis tist limit ve alt limit kavramlarinda oldugu gibi

st, —liminf x, <st, —limsup X,
n n

oldugu ispatlanmustir.

2.3.7. Ornek : A:=[a;, | matrisi negatif olmayan regiiler sonsuz

,n=j’+1

2(j+1)

J
R R
& 2(j+1)
0, dd

,n=j*+2

ve x=(x,) dizisi de



1, n=j’+1
n

X, =12, n=j*+2
n, n=j?
0, dd

ile verilsin. Ayrica,
D={n=j":j=12,..
E={n=j"+1:j=12..]

F={n=j*+2:j=12..} kiimeleri icin,

5,(D)= Iiijajn =0,

neD
J

. . 1
§A(E):I|1m2;‘ajn = lim 2(i+1 =2

N—"

5,(F)= IiJmZajn = Iijm[l— 2 jJ+1)j :%dir. O halde,

neF

B, =(—,2) ve C, =(0,) olup,

X
st, —limsupx, =2 ve st, —liminf x, =0 dur.
n n
2.4. Pozitif Lineer Operatorler
Bu béliimde tez icin ihtiya¢ duyulacak tanimlara ve teoremlere yer verilecektir.

B[a,b] Uzay1 : [a,b] araligr lizerinde smirli tiim fonksiyonlarin uzayidir.

Ayrica,

Il = sup | (x)

normu ile B[a,b] uzay1 bir Banach uzayidir.



C[a,b] Uzay1 : [a,b] araliginda tanimli, reel degerli ve araligin tiim
noktalarinda stirekli fonksiyonlarin uzayidir. @, b ug noktalarinda bu uzayin elemanlari

sirastyla sagdan ve soldan siirekli fonksiyonlardir. f € C [a, b] icin
| f ”c[a,b] = sup |f (X)|

xe[a,b]
aligilmis supremum normu ile birlikte C [a, b] bir Banach uzayidir.

L, [a,b] Uzay : [a,b] aralig1 tizerinde reel degerli p —inci mertebeden mutlak

integrallenebilen fonksiyonlarin uzayidir.

11,~(] \f(x)\"dx]ﬂp

normu ile L, [a,b] uzay1 bir Banach uzayidir.

2.4.1. Tanm: X ve Y reel degerli fonksiyonlarin uzay1 olsunlar. Eger X ’den alinmis

herhangi bir f fonksiyonuna Y ’de bir ve yalmz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir
L kurali varsa bu takdirde X uzayinda bir operator tanimlanmistir denir ve bu durum
9(x)= L( f (t);x) seklinde gosterilir. Burada L( f (t);X) gosterimi yerine L( ;X)
yazilacaktir.
X uzayma L operatoriiniin tanim kiimesi denir ve X=D ( L) ile gosterilir.
Ayrica R(L)= {g: L(fx)=g(x), fe D(L)} kiimesine de L operatoriiniin deger
kiimesi denir. R ( L) cY dir.

X uzaymm lineer bir uzay oldugu durumda asagidaki lineer operator tanimi
ifade edilebilir.

2.4.2. Tamm: f, ve f,, X uzayinda herhangi iki fonksiyon ve her o, &, € R igin L

operatort,

L(efita, fy; x) =L (f;x)+a,L(f,;X)

10



sartin1 sagliyorsa bu durumda L operatoriine lineer operator denir. Tanimdan

anlagilacagi tizere L lineer operatori igin L(O;X)zO olur.

Asagida lineer operatorler kiimesi icinde Onemli yer tutan pozitif lineer

operatdrler tanitilsin.

2.4.3. Tanim: X+:{f e X :f(X)ZO}, Y+:{g eY :g(X)ZO} olsun. X uzayinda

tanimlanmis bir L lineer operatorii X* kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu

pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise o takdirde L operatoriine pozitif lineer operator

denir.

Ornegin, a e [0,1) olmak iizere

vf eC[0,a]=C[0,1] i¢in

M, (f;x)=(1-x Mif( j(kﬂljxk, 0<x<a (2.4.1)

. . v ee k +n k n+l
ile tanimlanan Meyer-Konig ve Zeller operatorii ‘ x>0 ve (1— X) >0
oldugundan pozitif lineer bir operatordiir (Meyer-Konig ve Zeller, 1960).

L pozitif lineer operatorii igin LX* <Y* saglamir. Béylelikle f(x)>0

oldugunda L( f;x)>0 olur. Ek olarak f (x)<g(x) oldugu durumda L(f;x)<L(g;x)

dir. Baska bir deyis ile pozitif lineer operatorler monotondur.

Yaklasim teorisinin gelismesinde biiyiik bir etkiye sahip olan ve birgok

matematik¢inin iizerinde ¢alistigi Korovkin tipi teoremler asagida verilmistir. Burada

e (X) =X test fonksiyonlar1 kullanacaktir.
2.5. Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri

2.5.1. Klasik Korovkin Tipi Teorem: Eger L, :C[a,b]— B[a,b] pozitif lineer

operatorler dizisi olmak tlizere

Iirfn||Lnei —e|, =0, (i=0,12)
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kosullar1 saglaniyorsa herhangi bir f € C[a,b] icin
lim||L, f — £, =lim sup L, (f,x)—f(x)|=0

n n )(e[ b]
dir (Korovkin, 1960).

Ispat: f eC[a,b] olsun. Bu durumda f fonsiyonu siireklidir ve kapali bir aralikta

stirekli her fonksiyon sinirlidir. O halde
()= f (%) <|f (t)]+]f (x)|<2Mm
olacak sekilde bir M = || f ||B pozitif sayisi bulunabilir. f siirekli oldugundan

Ve>0 36>0 Oyle ki |t—X| <0 oldugunda Vx,te [a,b] icin |f (t)—f (X)| < ¢ olur.

2
Ayrica [t—X|> & oldugunda ise ( ;;() >1 oldugundan 25—|\£|(t - X)2 >2M olur.
O halde bu durumda
(t-%)
| (t)-f(x)|<e+2M (2.5.1)

52
elde edilir. Simdi kabul edilsin ki |im||Lnei —e, ||B =0 kosulu saglansm. L, operatori

pozitif lineer operator oldugundan

L, (f(t)—f(x);x)+f(x)(L, (1;x)—1)‘

L,(f(t)-f (x);x)Mf ()
L

olup, Xe [a, b] lizerinden supremum alinirsa

L, (Lx)-1

<

f(t)-f (x)‘;x)‘+M

L, (Lx)-1

12



”Lnf - f”B <

L

esitsizligi elde edilir. (2.5.1)’ den B =max {|al,|b]} segilirse

F(O)=fOf)] +M L, eo—eo, (25.2)

L, (

(1)1 ()< Ln(5+25—l\f(t—x)2;x]

—¢l, (1;x)+25—'\an (t* - 2tx+ %% x)

=e+e(L, (1;x)—1)+2§—'\£|(Ln (tz;x)—xz)

-—-B(L, (t;x)—x)+25—'\2/|Bz(Ln (Lx)-1)

elde edilir. Burada bulunan esitsizlik (2.5.2)’ de yerine yazilir ve gerekli islemler

2MB* 4MB 2M :
yapilirsa E; = 8+7+ M, E,= 7 E, = e olmak tizere
L. f—f|l, <e+E L, -6,
+E, L& &, + Es|Lue, —&, ], (2.5.3)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi (2.4.1) ile verilen Meyer-Ko6nig ve Zeller operatorii géz oniine alinsin ve

2.5.1 Teorem’in kosullarinin saglandig1 gosterilsin.

i) M, (Lx)=(1-x)"S (kznjxk S (1-x)"(1-x) " =1

k=0

. ik (k+n 1 s (K+n=1)1
M (tx)=(1-x)"> — K —(1— AL AV

(i) M, (t;x)=(1-x) ékm[ ) jx (1-x) XZ‘ n!(k—l)!x

n+ - 1 (k+n)' il X = (k+n)l

— 1_ 1 2 - k 1_ k

( ) X kzz(‘;k+n n'k! X +( ) n+1kzz;‘ nik!
e I
:(1—x)n+lx (k+n) XX :(1—x)n+l x(l—x)fn*l =X

13



(iii) M, (t%;x)=(1- x)" Y k* (klnjx"

k= o(k+n)

(k+n-1)1

kz nn'k 1)X

n+1 (k+n- 1) 1 (k+n=2)1,
kzk+n n!(k - 1) kzk+n n!(k—1)!
1 e 1 (k+n=1)1 M (k+n)!
— 1_ 1.2 k
(=) XKZ;‘k+n n!(k—2)!X Z} +n+1 nik!
n-+ - k+n)| 1 X - (k+n)|
—(1- 1,2 ( Ky (1— k
( ) X = nlk! 4 +( ) n+1kzz(; nlk!
—xi X
n+1

olur. O halde

lim|M e —ef, =0 (i=0,1,2)

oldugundan Korovkin tipi teoremin kosullar1 saglanir. Dolayisiyla her f € C [0, a] icin
lim|M, f - f], =0

gerceklenir.

Simdi A— istatistiksel Korovkin tipi teorem verilsin.

2.5.2. A—istatistiksel Korovkin Tipi Teorem: A= [a ] negatif olmayan regiiler bir

matris olsun. Eger L, :C [a, b] - B[a, b] pozitif lineer operatdrler dizisi
(i) st,—lim|L, e,—e|, =0
(ii) st,— Iirfn||Ln e,—e, =0

(iii) st, —Iinm||Ln e,—e,[, =0

14



kosullarin1 sagliyor ise her f eC[a,b] icin
st,—lim||L, f - f|, =0
olur (Duman, Khan ve Orhan, 2003).

Ispat: (i), (i) ve (iii) kosullar1 saglansmn. f eC[a,b] ve Xe[a,b] sabit olsun. f

C[a,b] de oldugundan bir M >0 igin
[ (t)-f(x)|<2M (2.5.2.1)

yazilabilir. Yine, f eC[a,b] oldugundan her &>0 i¢in 36 >0 oOyle ki |t—X|<5

oldugunda | f (t)— f (x)[<e (25.2.2)

olur. (2.5.2.1) ve (2.5.2.2) esitsizliklerinden dolay1 her & > 0igin

(1)1 (x)|£g+25—'\2/|(t—x)2 (25.2.3)
vt ool . ol . ... 2M 2 . .

esitsizligi gergeklenir. Ciinkii |’[—X|<§ ise (2.5.2.3) esitsizligi ?(t—x) ifadesi

(t-x)

52

pozitif oldugu icin saglanir. |t—X|Z§ oldugunda ise >1 oldugundan

2M . e e NPT
?(t—X)ZZZM olur ki (2.5.2.1) esitsizliginden dolay1 (2.5.2.3) esitsizligi

gerceklenir.

Diger taraftan L, operatoriiniin pozitif lineer operatdr oldugu kullanilirsa

|Ln(f;x)_f(x)|:

L, (f3x) =L, (f(x):x)+L, (f(x);x)—f (x)‘
=|L (F ()= f(x)ix)+f (x)(L, (J;x)—l)‘

IA

L (£ (0= F () F (9L () -1)

IA

L(f(t)-f (x);x)‘+ M ‘(Ln (1;x)—1)‘

15



elde edilir. Burada her &>0 i¢in c:=max{lal,|o]} oldugu ve (2.5.2.3) esitsizligi

kullanilirsa

L, (f:x)=f ()<L (

f(t)-f (x)|;x)+M

L, (L x)-1

L, (1)

< Ln(8+25—l\£l(t—x)2;xj+|\/|

:gLn(l;x)+2§—|\£|Ln((t—x)2;x)+l\/l

L, (Lx)-1

=L, (1;x)+2§—|\2/|(Ln (tz;x)—Zan (t;x)+Xx2L, (1;x))+M

L, (Lx)-1

£g+(3+M +25—|\£|c2) L, (1;x)—1‘+45—'\£|c L, (t;x)—x‘
+25—|\2/| Ln(tz;x)—xz‘

OM , 4M _ 2M
52 c ! 52 C’ 52

olur ki K = max {g+ M + } secilirse

L (fix)—f(x)|<e+ K{|Ln (LX) =1+, (%) - x|+

L, (tz;x)—xz‘}

bulunur. O halde X e [a,b] tizerinden supremum alinirsa

L=l <&+ K{IL eo—eoll, + L e—esfl, +[Le, —& [}

elde edilir. Simdi verilen bir r >0 i¢in & > 0 segilsin dyle ki & <r olsun. O zaman

D:={n:[L, (f:%)= f (x)], =r}

D, ::{n:
D, ::{n:

r_
L, (1; X)_1||B 2 3Kg}

Ln(t;x)—x”B > r_g}

3K
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D, ::{n:

ise Dc D, uD, uD; oldugu kolayca goriilebilir. Buradan

L, (tz; x)— XZHB > :—Kg}

DA< A+ > a+ ) a,

neD neD; neD, neDy
olmak {lizere j — oo limiti alinirsa (i), (ii) ve (iii)’den

st~ lim||L, (%) f (9], =0

elde edilir.

2.6. Modiiler Uzaylar

2007 yilinda modiiler uzaylar tizerinde klasik Korovkin tipi teorem Bardaro ve

Mantellini tarafindan genisletilmistir. Daha sonra ise 2010 yilinda Karakus, Demirci ve

Duman tarafindan verilen modiiler uzaylarda A—istatistiksel Korovkin tipi teoremler

daha giiglii sonuglarin elde edilmesini saglamistir.

Bu boéliimde modiiler fonksiyon, modiiler uzaylar ve modiiler uzaylardaki bazi

yakinsaklik kavramlari tanitilip aralarindaki iliskiler ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

2.6.1. Tamm: Herhangi bir p: X (G)—[0,] fonksiyoneli

i) p(f)=0ef=0hh,

(i) Her feX(G)igin p(f)=p(-f),

(iiiy Her f,geX(G) ve a+ B =1 ozellikli herhangi a, >0 igin

p(af+p9)<p(f)+p(9),

kosullarini sagliyorsa p’ya X (G) lizerinde bir modiiler denir. Eger her f,ge X (G)

ve a+ f =1 ozellikli herhangi o, #2>0 i¢in

p(af +,Bg)£ Nap(Nf)+ N,Bp(Ng),

17



olacak sekilde N >1 sabiti varsa p ’ya N —quasi konveks modiiler denir. Ozel olarak

N =1 alinirsa p’ya konveks modiler denir. Her feX(G) ve ae(O,l]

p(af)s Nap(Nf)

olacak sekilde N >1 sabiti varsa p ’ya N —quasi yar1 konveks modiiler denir. Buradan

her N —quasi konveks modiilerin, N —quasi yar1 konveks modiiler oldugu kolayca

goriilebilir.

Simdi p modiileri ile verilen X (G) uzayinin bazi alt vektor uzaylar1 géz 6niine

alinsin.

7 (G)={f e X(G): lim p(41)=0],

A—0*
E*(G)={f el’(G): her >0 igin p(Af)<oo}.

Burada L’ (G)’ye o modiileri ile olusturulan modiiler uzay ve E” (G)’ye ise L (G)

"nin sonlu elemanlarinin uzay1 denir.

2.6.2. Lemma: Eger p modiileri N —quasi yar1 konveks ise
L7 (G)={f e X(G): baz: 4, >0 icin p(4,f) <o} dur.

Ispat: p, N —quasi yari konveks ise tamimdan her feX(G) ve ae(O,l]

p(af )< Nap(Nf) igin

p(af ) < Nap( Nf )e@itsizligini saglayan N >1 sabiti vardir. p ile olusturulan modiiler

uzay

A—0"

LP(G):z{f e X(G): lim p(/lf):o},

olmak tlizere

A:{f e X(G): ba21/1>0i(;inp(/"tf)<+oo}
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igin L”(G)’nin A’ya denk oldugu gésterilsin. Bu durumda Ac L”(G) ve L”(G)c A

olmaldir. ilk olarak Ac L’ (G) oldugu gosterilsin.

Herhangi fe A igin, bazi A>0 ve ,0(/1f J<o. p, N-quasi yari konveks
oldugundan f € X (G) ve /16(0,1] icin

p(AF)<NAip(NF)

esitsizligini saglayan N >1 sabiti vardir. Her iki taraftan limit alinirsa

0< lim p(Af) < lim NAp(Nf)

A—0" A—0*

elde edilir. JIT N ﬂ,p( Nf )=0 olup sikistirma teoreminden

lim p(41)=0

A—0"

bulunur. Modiiler uzay tanimmdan f € L” (G) dir. Buradan
AcL’(G) (2.6.1)
olur. Simdi f e’ (G) olsun. Modiiler uzay tanimindan

lim p(2f)=0 dir. Limit tanimindan p(4,f)—>0, A, — 0" olur. Fakat baz1 4, — 0

A—0"

igin p(/inf)=+oo olabilir. Bilindigi gibi sonlu sayida eleman yakinsamay1

etkilemediginden bazi A >0 icin p(A )<+ saglanir. O halde f € A olup
L”(G)c A (2.6.2)
dir. (2.6.1) ve (2.6.2)’den istenilen elde edilir.

2.6.3. Ornek: (X (G),|]) bir normlu uzay olsun. Simdi |.| norm fonksiyonunun bir

modiiler oldugu gosterilsin. Bunun i¢in f € X (G) olmak tizere

p: X (G)—[0,00]

19



f=p(f)=]f]
olsun. Modiiler olma sartlarinin saglanip saglanmadigina bakilacak olursa,

) p(f)=|f|=0< f=0, h.h.
(i p(=1)=|-fl=F-l =] = A( )
(i) Her f,ge X (G) igin ve o+ B =1 ézellikli herhangi &, 8> 0 icin
plaf+pg)=|af +pq|
<|e||f]+[Allo =« ]+ Al

<[[tl+lgl=~(t)+~(9)

olur. Buradan
plat+pg)<p(f)+p(9)

esitsizligi elde edilir. ||| norm fonksiyonu (i), (ii), (iii) kosullarini sagladigi igin

modiilerdir.

2.6.4. Ornek: G:[a,b] olmak iizere 1< p<oo igin L, uzayr konveks modiiler

uzaydir.

Simdi modiiler uzaylardaki bazi yakinsaklik tiirleri tanitilsin.

2.6.5 Tamm: (f,)cL’(G) ve f €”(G) olsun. Baz1 4, >0 igin
lim p (2 (f, - 1)) =0

oluyorsa ( f,) dizisi f fonksiyonuna modiiler yakisaktir denir.
2.6.6. Tamm: (f,)c L”(G) ve f eL”(G) olsun. Her 2> 0 igin
limp(A(f,~1))=0

oluyorsa ( fn) dizisi f fonksiyonuna F —norm (kuvvetli) yakinsaktir denir.
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2.6.7 Lemma: Modiiler yakinsaklik ile F —norm yakinsakligin denk olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul A, —sartinin saglanmasidir yani, her f € X (G) icin

p(2f)£Mp(f)

esitsizligini saglayan M >0 sabiti vardir (Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003; Musielak,
1993).

Ispat : ( f.) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna kuvvetli yakinsak olsun. Bu durumda her

A>0 icin bu yakinsaklik saglanir. Modiiler yakinsaklik ise baz1 A>0 ic¢in

saglandigindan kuvvetli yakinsak ise modiiler yakinsaktir.

Simdi (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna modiiler yakinsak olsun. (f,)

fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna kuvvetli yakinsakligt N =1,2,... ve baz1 1>0

i¢in

limp(2¥2(f,-f))=0

kosuluna denktir. Gergekten baz1 4 >0 degerleri i¢in gegerli ise A= ZiN N=12..,

secilirse
- N A{ -
lim p| 2 Z-(f,~ 1) | = lim p(2(1, - 1))
esitligi elde edilir. p, A,-sartim sagladigindan her f € X (1) ve tim N =1,2,... i¢in

p(ZN f)S I\/INp(f)
esitsizligini saglayan M >0 sabiti vardir. O halde

o<limp(2VA(f,—f))<limM"p(A(f,—f)) yazilabilir. (f,) fonksiyon dizisi f
fonksiyonuna modiiler yakinsak oldugundan bazi A >0 icin tim N =12,... igin

lim p(ZN A(f,—f )) bulunur. Yani modiiler yakisak ise kuvvetli yakinsaktir.
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Simdi p modiileri ile ilgili tezde de kullanilacak olan bazi tanimlar verilsin.
2.6.8 Tanim:

1) |f|<|g| i¢in p(f)<p(g) ise p monotondur denir.

2) %5, G araliginin karakteristik fonksiyonu olmak tizere yg €L’ (G) ise p sonludur

denir.

3) %5 €E”(G) ise p kuvvetli sonludur denir.

4) Eger p sonluve her £ >0, 2> 0 i¢in x(B)<& ozellikli herhangi lgiilebilir B G

alt kiimesi i¢in p(Ax, )< ¢ olacak sekilde 6 >0 varsa p mutlak sonludur denir.

5) ,0( f ) < oo ozellikli her f e X (G) fonksiyonu igin asagidaki kosulu saglayan

a>0 varsa p mutlak siireklidir denir:

Her &>0igin B, 1(B)<d dzellikli G *nin herhangi bir 8lciilebilir alt kiimesi olmak

uzere
p(af x5 )< olacak sekilde § >0 vardr.
Simdi bazi i¢cerme teoremleri verilsin.
2.6.9 Teorem: p monoton ve sonlu bir modiiler olsun. O halde C(G)< L”(G) dur
( Bardaro ve Mantellini, 2007).
ispat: f €C(G) olsun. Budurumda 2> 0 icin Af eC(G) ve [1f|eC(G) olur.
Buradan
28 [< |20t < 201, ]
yazilabilir. Béylece

28|27,
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olup p modiileri monoton artan oldugundan
p(21) < p(2]f], )

olur. p sonlu oldugundan y; €L, (G) olup
0< lim p(2f) < lim p(2] ], 75)

elde edilir. Dolayisiyla

llinol p(A1)=0 olur ve modiiler uzay tanimindan f € L”(G) olur. Buradan

C(G)c L”(G) elde edilir.
Benzer bigimde eger, p monoton ve kuvvetli sonlu ise C(G)<E”(G) oldugu

gosterilebilir (Bardaro ve Mantellini, 2007).
Simdi modiiler uzaylarda ilk olarak Korovkin tipi teorem daha sonra A-

istatistiksel Korovkin tipi teorem verilsin.

p, X (G) tizerinde monoton ve sonlu bir modiler ve D kiimesi
(O (G) cDcl” (G) kapsamasini saglayan bir kiime olsun. Boyle bir D kiimesi, £
monoton ve sonlu bir modiiler oldugundan segilebilir. Kabul edilsin ki X;, C*(G)"yi
igeren X; < D alt kiimesi ve T=(T,), D’den X(G) ye tanimli her he X, 1>0 ve
bir mutlak pozitif R sabiti i¢in
|imnsupp(,1(Tnh)) <Rp(2h) (2.6.3)
esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.
2.6.10 Teorem: p, X (G) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —
quasi yar1 konveks bir modiiler olsun. T:(Tn), D’den X (G) 'ye (2.6.3) ozelligini
saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi olsun. Kabul edilsin ki her >0 ve 1=0,1,2
icin € (X) = X' olmak iizere

|i|nm,o(/1(Tnei -¢))=0(i=0,1,2)
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olsun. Ayrica f el” (G) fonksiyonu, her geC” (G) icin f—ge X, olacak sekilde
bir fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 igin

lim p (2, (T, f = ))=0

dir (Bardaro ve Mantellini, 2007).

Simdi A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla c¢alisilan Korovkin tipi teroem

verilsin.
Yukarida T=(Tn) dizisi i¢in verilen (2.6.3) kosulu yerine A:= [ajn} negatif
olmayan regiiler bir matris olmak iizere

st, —limsup p(A(T,h)) <Rp(2h) (2.6.4)

kosulu saglansin. Bu durumda A —istatistiksel Korovkin tipi teorem asagidaki gibi ifade
edilebilir.

2.6.11 Teorem: A= [ajnJ negatif olmayan regiiler bir matris ve p, X (G) lizerinde
monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1 konveks bir modiiler olsun.
T:(Tn), D'den X (G) ye (2.6.4) ozelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin
dizisi olsun. Kabul edilsin ki her 2 >0 ve i=0,1,2 igin € (X)=X" olmak iizere
stA—IirEnp(ﬁ(Tnei -¢))=0(i=0,12)

olsun. Ayrica f el” (G) fonksiyonu, her geC” (G) icin f —ge X, olacak sekilde
bir fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 igin

stA—Iirfnp(/lo(Tnf - f))=0

dir (Karakus ve ark., 2010)
2.7. Relatively Diizgiin Yakinsakhk

Bulgular kisminda verilecek olan ve Yilmaz, Demirci ve Orhan tarafindan
tanimlanan relative modiiler yakinsaklik kavrami, asagidaki sekilde ifade edilmis olan
fonksiyon dizileri i¢in relatively diizgiin yakinsaklik tanimi g6z Oniine alinarak
gelistirilmistir. Bu tanim 1910 yilinda Moore tarafindan verilmis olup, 1919 yilinda
Chittenden tarafindan gelistilmistir.
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2.7.1. Tamm: (f,) fonksiyon dizisi bir G =(a<x<b) araliginda tanimli olsun. Eger

her £>0 i¢in 3 n_ var 3 her n>n, igin
|f,(x)— f ()| < g|o-(x)| (G iizerinde X ’e gore diizgiin)

olacak sekilde bir o(x) fonksiyonu bulunabiliyorsa, (f,) fonksiyon dizisi f limit

fonksiyonuna relatively diizgiin yakinsaktir denir. Burada o(x) fonksiyonu skale

fonksiyon olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanimdan goriildiigii tizere, diizgiin yakinsakhik o(x) skale fonksiyonunun

sifirdan farkli bir sabit se¢imiyle relatively diizgiin yakinsakligin 6zel bir halidir.

Simdi, relatively diizglin yakinsakligin, diizgiin yakinsakligi gerektirmedigi bir

ornek ile gosterilsin.

2.7.2. Ornek: Her neN i¢in f, :[0,1]——R fonksiyonu

_n’x
1+n°x?’

fa (x)

seklinde tammlansin. (f,) fonksiyon dizisi f =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak

1, x=0

olmamasina ragmen o(X)=< 1 0<x<1 skale fonksiyonuna gore relatively
—_—, <X=
X

diizgiin yakinsaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular boliminiin ilk kisminda Yilmaz, Demirci ve Orhan (2016)’1n
calismasindaki relative modiiler yakinsaklik tanimi verilmis ve ikinci kisimda ise bu
caligmadaki yontemler kullanilarak yakinsaklik kavrami yardimiyla modiiler uzaylarda
relative Korovkin tipi yaklasim teoremi ispatlanmustir. Ugiincii kisimda ise relative
modiiler yakinsaklik tanimi istatistiksel yaklasim yardimiyla gelistirilerek A-—
istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavrami Demirci ve Kolay (2017)’1n

calismasindaki gibi ifade edilmistir.

Bulgular boliimiiniin son kisminda ise Demirci ve Kolay (2017)’1n verdigi A—
istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavramindan yararlanilarak A —istatistiksel

relative Korovkin tipi teorem incelenmistir.
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4. BULGULAR
4.1. Relative Modiiler Yakinsakhik

2016 yilinda Yilmaz, Demirci ve Orhan relatively diizgiin yakinsaklik kavramini
gelistirerek relative modiiler yakinsaklik tanimini vermislerdir. Daha sonra relative
modiiler yakinsaklik tanimini modiiler uzaylarda Korovkin tipi yaklasim teorisine

uygulamiglardir.

411 Tamm: (f)cl’(G) ve fel’(G) olsun. Eger bazi 4,>0 igin

(a5 )

olacak sekilde mutlak degeri sifirdan farkli olan bir o e X(G) skale fonksiyonu

bulunabiliyor ise (fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna relatively modiiler yakinsaktir

denir (Y1lmaz, Demirci ve Orhan, 2016).

4.1.2. Tamm: (f )c ”(G) ve f €L”(G) olsun. Eger her >0 igin

w5

olacak sekilde mutlak degeri sifirdan farkli olan bir o€ X(G) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa ( f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna relatively kuvvetli yakimsaktir

denir (Y1lmaz, Demirci ve Orhan, 2016).

Yukaridaki 4.1.1 Tanim’dan goriilebilecegi gibi, U(X)za;tO (a sabit) olursa

modiiler yakinsaklik relative modiiler yakinsakligin 6zel bir halidir. Ayrica skale
fonksiyonu smirlt ise relative modiiler yakinsaklik modiiler yakinsakligi gerektirir.
Ancak skale fonsiyonu sinirli degil ise bu gerektirme dogru degildir. Bu durum

asagidaki ornek ile verilsin.

4.1.3 Ornek: G=[0,1] ve ¢:[0,0) —>[0,0) asagidaki kosullar1 saglayan siirekli bir

fonksiyon olsun.

(i) @ konveks,
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(i) (0)=0, u>0 i¢in @(u)>0 ve limp(u)=co.

U—o

Her f e X(G) igin

p“’(f):::[(p(‘f (x)‘)dx

ile X(G) iuizerinde tanimlanan p” fonksiyoneli goz oniine alinsin. Bu durumda p”

X (G) iizerinde konveks bir modiilerdir. ¢ fonksiyonu ile olusturulan Orlicz uzay: goz

Oniine alinsin,
L2 (G):={f e X(G): baz1 2> 0 igin p* (Af )< +oo}.

Her neNigin g,:[0,1] > R fonksiyonu

n(l-nx), 0< x<l
n

0, x=0 veya 1SXsl
n

seklinde tanimlansin. Eger 1< p <oo ve x>0 i¢in ¢(x)=x" ise L’ (G)=L,(G) olur.
(Bardaro ve ark., 2003). Ayrica herhangi bir fel)(G) icin p’(f)=|f ||z dir.

Kolaylikla goriilebilir ki L, (G) iizerinde (g,) fonksiyon dizisi g =0 fonksiyonuna
, 0<x<1

modiiler yakinsak olmamasina karsin, O'(X) =71 skale fonksiyonuna gore
X

relatively modiiler yakinsaktir. Gergekten, bazi A;>0’lar i¢in p=1 se¢imiyle

p”(f)=|f]|, dir. O halde

(8, ) = (8, ~0)| = (1 o=

O t— 5 |

ve dolayisiyla

lim||4, (9, —9)|, #0 dur. Simdi skale fonksiyonunu kullanarak
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_on(@-nx), 1 1) A4
_%! 1 dx_ﬂ@[Zn 3nj_6n

(20 (22)

ve lim (?] =0 oldugundan lim
n n n

1

X

lo(gn—gj
o

4.2. Modiiler Uzaylarda Relative Korovkin Tipi Teorem

=0 oldugu goriiliir.

1

Simdi de modiiler uzaylarda relative Korovkin tipi teorem verilsin.

G :[a,b] olmak tizere p, X (G) tizerinde monoton ve sonlu bir modiiler ve D
kiimesi C” (G)C Dcl (G) kapsamasini saglayan bir kiime olsun. Boyle bir D
kiimesi p’ nun monoton ve sonlu olmasi nedeniyle segilebilir (Bardaro ve Mantellini,
2007). Kabul edilsin ki X;, C°°(G)’ 1 igeren X c D alt kiimesi ve oeX(G),
o(x) =0 kosulunu saglayan sinirsiz bir fonksiyon olmak tizere T = (Tn ) , D’den X (G)

’ye tanimli her he X, 2 >0 ve bir mutlak pozitif P sabiti igin

. Th
|ImSUpp(ﬂ,( n Ds Pp(4h) (4.2.1)
n o)
esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.
4.2.1. Teorem: p, X (G) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —

quasi yar1 konveks bir modiiler ve T:(Tn), D ’den X(G)’ye (4.2.1) ozelligini
saglayan pozitif lineer operatdrlerin dizisi olsun. Diger yandan o;(x) sinirsiz bir

fonksiyon ve |o;(x)|2d;>0(i=0,1,2) sart: saglansin. Kabul edilsin ki her 1>0 ve

1=0,1,2 i¢in €, (X) =x' olmak iizere

Iimp[){szo (i=0,1,2) (4.2.2)

Oj

saglansin. Ayrica f eLl”(G) fonksiyonu, her geC”(G) igin f—-geX; olacak

sekilde bir fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 igin, G(X):max{|0'i(x)|, i=0,1, 2}

olmak lzere
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lim p(ﬂo (T” f-f D =0 dir ( Yilmaz, Demirci ve Orhan, 2016).
n (o2

Ispat: {lk olarak g €C(G)ND ve her x>0 icin
lim p[y(m—_gn:o (4.2.3)
n o)

oldugu gosterilsin. Bunun i¢in ¢ eC(G)ﬁD olsun. g, G ’de siirekli oldugundan

verilen bir £ >0 igin |t - X| <0 kosulunu saglayan tiim t,x € G i¢in

lg(t)-g(x)|<e (4.2.4)

olacak sekilde bir & >0 vardir. Yine [t—X|>& kosulunu saglayan tim t,xeG igin

M = Sup‘g (X)‘ olmak tizere

xeG

9(0)- 9] < 25 (t-x) @25)

elde edilir. (4.2.4) ve (4.2.5)' den
2M
‘g (t)-g (x)‘ < g+?(t _ x)2

oldugu gorilir. T, lineer ve pozitif oldugundan, her xeG ve neN igin

T, (&%) &, (X)‘+26_I\£ITn ((t -x)’ ;x)

T, (9;%)— g (x)|< T, (e x)+M

elde edilir. ¢:=max|X| olmak iizere

Tn(g;x)—g(x)|£g+{g+M +2§—|\2/|c2}

T (eo;x)—eo(x)|

4AM
+?C|Tn(el;x)—el(x)|

2M
+?|Tn(e2;x)—e2(x)| .
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2Mc? 4Mc 2M
A b

Burada K ::max{e+ M + } denirse

Tn(g;x)—g(x)|£5+K{|Tn(e0)—eo|+

T,(e)—e+

T, (ez)_ez|}

yazilir ve son esitsizligin her iki taraf ‘ ‘ ile ¢carpilirsa

1
o (x)

T, (89 X) — & (X)|+

T, (e x)—e, (X)|+

T (ez;x)—ez(x)‘}

T(g:¥)-9(x)|_ e K (
|

olur. Simdi esitsizligin her iki tarafina p modileri uygulanirsa, o monoton

oldugundan

P[ﬂ(m—_gnﬁp[ﬂ—g+uK(T”e°_e°j+yK[T”el_elJ+uK(T“ez_ez D
o o o o, o,

elde edilir. Buradan

ool 22
oA

P , N -quasi yarikonveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 <& <1 kabul edilerek

o(oB {222
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ol 1578 o[22
1 2

bulunur. Boylece (4.2.2) hipotezi kullanilarak her A >0 ve her sabit x>0 igin

0<lim p(y(-r”g—_gj] < ng(ﬂj
n o o

elde edilir. Boylece (4.2.3) gosterilmis olur. Ayrica (4.2.3) esitligi C*(G)<=C(G)nD
oldugundan her geC”(G) igin de saglanr. Simdi fel”(G) fonksiyonu, her
g GC“’(G) icin f—geX; olacak sekilde bir fonksiyon olsun. ,u(G)<oo ve p,
kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli oldugundan p modiilerinin X (G) tizerinde mutlak

sonlu oldugu goriilebilir. o modiilerinin bu dzellikleri kullanilarak g € C” (G) uzayinin

L”(G)’de modiiler yogun oldugu gériilir yani C*(G)=L"(G) esitligi vardir
(Mantellini, 1998; Bardaro ve ark., 2003). O halde, bazn A, >0 igin

lim p(34 (g, — 1)) =0 olacak sekilde bir (g,)=C”(G) dizisi vardir. O halde, her
& >0 igin bir ky =k, (&) pozitif sayist vardir dyle ki her k >k, icin
p(3% (g,—1))<e. (4.2.6)

Diger taraftan, T, operatdriiniin lineer ve pozitif olmasindan dolay1 her X G ve ne N

i¢in

A [T (%)= (x)| <4

Tn(f—gko;x)‘+/1§

T (4%) = 9, (X)]+ 4|9, ()= F (X))

olup, son esitsizligin her iki tarafi ‘ ile carpilip, elde edilen esitsizlige p

1
o (x)

modiileri uygulanirsa ve p 'nun monotonlugu kullanilirsa

A8 )51
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Bu durumda |o|>d >0 (d=max{d,:i=0,1,2}) oldugu ve yine p ’nun monoton

olmasi goz oniinde bulundurulursa

TR Tt W WY

olur. Boylece (4.2.6) ve (4.2.7)" den

o521 5*/’[”%@}}/{"’% [”’ng] 428)

Dolayisiyla (4.2.8)’de her iki tarafin n-—oo igin Ust limiti alinarak ve ayrica

g, €C” (G) olmasi kullanilarak (4.2.1)’den
. P J T, —f ] (Tag, -
Iimsupp(i0 [T"f fjj<g+limsupp£3ﬂo LM]}Hlmsupp[Sﬂo [—gkf) I J]
n o n O n o

<e+ Pp(3/1§( f—g, ))+ Iimsupp(%g [T”gk"—_gk"]]
n o

ve buradan

Iimsupp[ﬂg (T“f —f D <e(P+1)+ Iimsup/{BAg (T”gkf’—_gk"n (4.2.9)
n (o} n

o

* Tn -
elde edilir. (4.2.3)’den |imp[3ﬂ.0 {MDZO olmasi nedeniyle
n o

* Tn -
limsup ,{310 [MD =0 (4.2.10)
n (o2

elde edilir. (4.2.9) ve (4.2.10)’dan
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Iimsupp(ig(T” fa‘ f D <g(P+1)

olur. £ >0 keyfi oldugundan,

Iimsupp(ﬁ.g(-r”f —f D =0
n (o2
Tf—f

bulunur. Dahasi, tim ne N i¢in p(ﬂ; ( . D pozitif oldugundan,
o

s

oldugu goriiliir ve bu ise ispat1 tamamlar.

4.2.2 Teorem: T :(Tn) , p vec 4.2.1 Teorem’deki gibi olsun. Eger o modiileri A,-

sartin1 sagliyorsa asagidaki ifadeler denktir:

O;

g Te—e
a)Her A>0vei=0,12 igin Ilmp(i(MD:O,

b) Her geC”(G) igin f—geX; olacak sekilde herhangi bir f eL’ (G) ve her

T f—f

A >0 igin lim p(ﬂ( D =0 ( Yilmaz ve ark., 2016) .

4.3. A—istatistiksel Relative Modiiler Yakinsakhk

Simdi A—istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavrami verilsin

431 Tamm: f, cL”(G) ve fel”(G) olsun. Ayrica Ai=|a;, | negatif olmayan

regiiler bir matris olsun. Eger baz1 4, >0 igin

stA—Iinmp(ﬂo(f”_fjj:O
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olacak sekilde mutlak degeri sifirdan farkli olan bir o e X(G) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna A-—istatistiksel relatively modiiler

yakinsaktir denir (Demirci ve Kolay, 2017).

432 Tamm: f, cL”(G) ve fel”(G) olsun. Ayrica A= [ajnJ negatif olmayan

regiiler bir matris olsun. Eger her 4, >0 i¢in

stA—Iir[np(io(f“_fnzo

olacak sekilde mutlak degeri sifirdan farkli olan bir o e X(G) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna A-—istatistiksel relatively kuvvetli

yakinsaktir denir (Demirci ve Kolay, 2017).

Simdi istatistiksel modiiler yakinsak olmayan fakat istatistiksel relatively

modiiler yakinsak olan bir 6rnek verilsin.

4.3.3. Ornek: G=[0,1], @, p’ ve @ ile olusturulan Orlicz uzayi L’;(G) 4.1.3.

Ornek’ deki gibi olsun.

Her neN igin g,:[0,1] >R fonksiyonu

2 n=k?

g,(x) ={n’x, 0<x<£,n;«tk2 k=12,... (4.3.1)
n

0, x=0veya 13x31,n¢k2
n

seklinde tanmimlansin. Bilindigi gibi 1< p<o ve X220 igin (/)(X): X" almirsa
L”(G)=L,(G) olur (Bardaro, Musielak and Vinti, 2003) ve herhangi bir f €L/ igin
p“’(f)z”f”z dir. Simdi A=C, Cesaro matrisi segilsin. Kolaylikla goriilebilir Ki

L,(G) iizerinde (g,) fonksiyon dizisi g=0 fonksiyonuna istatistiksel modiiler

yakinsak degildir buna karsin
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1 x=0
o(X)=171

—, 0<x<1
X

skale fonksiyonu se¢imiyle istatistiksel relatively modiiler yakinsaktir. Gerg¢ekten bazi
A >0’ larigin p =1 segimiyle p”( f)=| f||, elde edilir ve
24, n=k?
(A0 -9) =A@ -0 =1 a0 0 k=L2e (4.3.2)
2 H

ve dolayisiyla Iim%io oldugundan St—lim”ﬂo(gn—g)”1 #0 dir. Simdi o skale

fonksiyonunu kullanarak

ol (22))(25)

n
ve lim22 = oldugundan St—limHﬂ.0 (Mj
n 4n n o

1

=0 oldugu goriiliir.
1

4.4. Modiiler Uzaylarda A-—Istatistiksel Relative Korovkin Tipi
Teoremler

P, X (G) tizerinde monoton ve sonlu bir modiiler, A= [ajn] negatif olmayan
regiiler bir matris ve D kiimesi C” (G) cDcl” (G) kapsamasini saglayan bir kiime
olsun. Kabul edilsin ki X;, C”(G)’yi igeren X;cD alt kiimesi ve oeX(G),
o(x) #0 kosulunu saglayan sinirsiz bir fonksiyon olmak tizere T = (Tn ), D’den X (G)

’ye tanimli her he X, 2 >0 ve bir mutlak pozitif P sabiti icin

. T.h

stA—Ilmsupp[;t( L D <Pp(2h) (4.4.1)
n o

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.

4.4.1.Teorem: A= [ajnJ negatif olmayan regiiler bir matris ve p, X (G) tizerinde

monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1 konveks bir modiiler ve

T= (Tn ) D’den X (G) "ye (4.4.1) 6zelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi
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olsun. Ote yandan o;(x) sinirsiz bir fonksiyon ve loi|>d; >0 (i=0,1,2) sartim saglasn.

Kabul edilsin ki her 2>0 ve i=0,1,2 icin € (x)=x" olmak iizere

stA—Iignp(/I(T”e‘_e‘ D:o (i=012) (4.4.2)

i
saglansin. Ayrica f eL”(G) fonksiyonu, her geC”(G) i¢in f-ge X, olacak
sekilde bir fonksiyon olsun. Buradan baz1 A, >0 igin, O'(X)zmax{|ai(x)|,i:0,1,2}

olmak tizere

stA—Iir(np(;to (Tnf —f D:o (4.4.3)

(o}

dir (Demirci ve Kolay, 2017).

ispat: ilk olarak g €C(G)ND ve her x>0 igin
st, —lim p[,u(-r”g—_ng=0 (4.4.4)
n o

oldugu gosterilsin. Bunun i¢in ¢ eC(G)mD olsun. g, G ’de siirekli oldugundan

verilen bir £ >0 igin, |t - X| <6 kosulunu saglayan tiim t,x € G i¢in

lg(t)-g(x)|<e (4.4.5)
olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Yine |t—X| > ¢ kosulunu saglayan tim t,xeG igin

M = Sup‘g (X)‘ olmak iizere
xeG

|9(t)—91(><)|ﬁz5—'\5|(t—X)2 (4.4.6)

elde edilir. (4.4.5) ve (4.4.6)’dan
2M
l9(t)-g(x)|< ng70”‘)2
oldugu kolayca goriilebilir. T, lineer ve pozitif bir operatdr oldugundan, her xe G ve

neN i¢in

T, (%) — & (x)‘+25—|\£ITn ((t—x)2 ; x)

Tn(g;x)—g(x)‘SETn(eO;x)+M

elde edilir. ¢:=max|x| olmak iizere

Tn(g;X)—g(X)|£g+{g+M +25_|\2AC2}T” (&ix)=e ()

37



4M
+?c

T, (el; X)_el (X)‘

2M

52

Tn(ez;x)_ez(x)"

2Mc?> 4Mc 2M
R

n(EO)_GO(X)|+

Burada K :=max {g+ M + } denirse

Tn(g;x)—g(x)|Sg+K{

T (el)—el(x)|+|T (e,)-6, (x)|}

ve son esitsizligin her iki tarafi —— ile ¢arpilirsa

o)

2 (€03 %) =& (X)]+

(e x)—e (x)|+

()| . N
c(x) Rt (&), ()]}

elde edilir. Bu son esitsizlikten her x>0 igin,

#{Tn(g;X)—g(X) }< |G‘z‘)9()| ﬂK{T“(e";X)_eO(X)'

o(x) a5(X)
olur. Simdi, esitsizligin her iki tarafina p modiileri uygulanirsa, o monoton

. T, (&%) —e (x)
o,(X)

. Tn(ez:X)—ez(X)l}

0,(X) ‘

oldugundan

p(ﬂ(Tﬂg_QDSP(ﬂE‘FﬂK[T e0]+luK[Tnel_e1}+luK£Tne2_eZ ]J
o o o, o o,

elde edilir. Dolayistyla buradan

o) o)
Ao 22

£, N —quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 < ¢ <1 kabul edilerek
p[ﬂ(w_gn 5 Ng,,(ﬂ]w(% [Te_eD
o o o,
. p(% [T‘e_—eD+ p(% (Te_—ej]
0, 0,
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4uN
o

bulunur. Verilmis bir r>0 igin bir &€ (0,1] seilsin dyle ki ng( j< r olsun.

Simdi i =0,1,2 olmak iizere agsagidaki kiimeler tanimlansin.

e P2 e
Rug=q e P(4uK (Tea— g D " Nspg[ij

2
Buradan R, = U R, ; oldugu kolaylikla gériiliir. Bundan dolayz,

i=0

2

5, (R,)<D.0.(R,;)

-0

seklinde gosterilebilir. (4.4.2) hipotezi kullanilarak 5A(Rn)=O elde edilir, boylelikle
(4.4.4) gosterilmis olur. Ayrica, (4.4.4) esitligi C” (G) C C(G)ﬁ D olmas: sebebiyle
Vg eC”(G) icin de saglanmis olur. Simdi f €L’ (G) fonksiyonu, her g eCw(G)
icin f—g e X, olacak sekilde bir fonksiyon olsun. x(G)<o ve o, kuvvetli sonlu ve
mutlak siirekli olmasi sebebiyle, p modiilerinin X (G) tizerinde mutlak sonlu oldugu

sOylenebilir. o modiilerinin bu 6zelliklerinden yararlanilarak C* (G) uzayinin L” (G)

de modiiler yogun oldugu goriilir yani C”(G)=L"(G) esitligi vardir (Mantellini,
1998; Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003). Yani, bazi /15 >0 i¢in
|ikmp(3,1;(gk—f))=o

olacak sekilde bir (gk)CCw(G) dizisi vardir. Bu durumda, her &£>0 i¢in bir

Ky =k, (&) pozitif sayist vardir Gyle ki her k 2K, igin

p(3% (g, f))<e. (4.4.7)
Diger taraftan, T, operatorlerinin lineerliginden ve pozitifliginden her xeG ve ne N
i¢cin

2

*

T, (1)1 ()< 4

Tn(f —gko;x)‘-l-ﬂ; Tn(gko;x)—gko (x)‘
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+ 2, gko(x)—f(x)‘.

Son esitsizligin her iki tarafi ile carpilip, elde edilen esitsizlige o modiileri

1
X)|

uygulanirsa ve o 'nun monotonlugu kullanilirsa

Tt )

Boylelikle |o]|>d >0 (d =max{d, :i=0,1,2}) oldugu gz 6niine alinarak ve yine p'nun

monoton oldugu dikkate alinirsa

o e

+p(3dﬁ(gko _ f)] (4.4.8)

olur. Boylece, (4.4.7) ve (4.4.8) ’den

o521 s+p[sﬁ(wﬂ+p(w [”ngj e

Dolayisiyla, (4.4.9) *da her iki tarafin n — oo igin A—istatistiksel {ist limiti alinarak ve

ayrica g, €C” (G) olmasi kullanilarak, (4.4.1) *den

- T —f
st, — |imSUpp[i§ [T” . D <g+st, —Iimsupp[&lg[—n (9. )D
n o n o
* Tn -
+st, —limsup p(32.0 [MD
n o

<e+Pp(3%(f -, ))+ st ~limsup P[%[Tngko—_gkoj]
n o

ve buradan

ST - (T.0, -
s, -timsup {5 fDse(P+1)+stA—nmsupp(3ﬂo(—g“ QD
n O n (o}

(4.4.10)

Ta —
elde edilir. (4.4.4) *den, st,  lim ,{343 [MD —0 oldugundan
n (o2
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T —
st, —limsup p[3ﬂ.§ (MD =0 (4.4.11)
n O
elde edilir. (4.4.10) ve (4.4.11) *den
stA—Iimsupp[ﬂg [T”f - D =¢(P+1)
n o

sonucuna ulagilir. &€ >0 keyfi oldugundan,

StA—limSUpp(ﬁo*(T”f _fj]zo
n O
Tf-f

bulunur. Dahasi, tim ne N i¢in p(/lg ( f D pozitif oldugundan,
o

stA—Iimp(ﬂ;(T”f_fD:O,
W (o}

oldugu kolayca goriiliir, bu ise ispati tamamlar.

4.4.2. Teorem: A=[a, |, T=(T,), p ve o 4.4.1. Teorem’deki gibi olsun. Eger p

modiileri i¢in A, —sart1 saglaniyor ise, agsagidaki ifadeler birbirine denktir:

a)Her 1>0 ve i=0,12 i¢in stA—IimpLJ[MJJZO,

O

b) Her geC”(G) igin f—geX,; olacak sekilde herhangi bir f elL”(G) ve her

A >0 igin stA—Iimp(/l[T“f - nzo.
n o

Eger o skale fonksiyonu o(x)=a=0 (a sabit) secilirse (4.4.1) esitsizligi
(2.6.4)’e indirgenir. Soyle ki her he X, 1>0 ve mutlak bir pozitif P sabiti icin
st, —limsup p(A(T,h))<Pp(4h)

esitsizligine dontismiis olur ve boylelikle 4.4.1. Teorem’den Karakus, Demirci ve
Duman (2010) tarafindan verilen 2.6.11. Teoremi elde edilmis olur. Skale

fonksiyonunun bu 6zel se¢imi ile birlikte A=1 birim matrisi segilirse, (4.4.1) esitsizligi

(2.6.3)’ e indirgenir. Yani her he X, 2 >0 ve mutlak bir pozitif P sabiti icin

Iimnsupp(/i(Tnh)) <Pp(4h)
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esitsizligine doniismiis olur ve boylelikle 4.4.1. Teorem’ den Bardaro ve Mantellini
(2007) tarafindan ifade edilen 2.6.10. Teorem’i elde edilmis olur. Son olarak A=

secimi yapilmus olursa (4.4.1) esitsizligi (4.2.1)’e indirgenir. Yani her he X, 1>0 ve

mutlak bir pozitif P sabiti igin

imsup p(a[T;hn <Pp(2h)

esitsizligine doniismiis olur ve boylelikle 4.4.1. Teorem’den Yilmaz, Demirci ve Orhan

(2016) tarafindan ifade edilen 4.2.1. Teorem’i elde edilmis olur.

Simdi 4.4.1. Teorem’in 2.6.10. Teorem ve 4.2.1. Teorem’den gii¢lii oldugunu gosteren

bir 6rnek verilsin.
4.4.3. Ornek: G=[0,1] ve ¢, p* ve L(G) 4.3.3. Ornek’deki gibi olsun. Ayrica A

matrisi birinci dereceden Cesaro matrisi olsun. Buradan x € G igin

" (n ) (k+1)/(n+1)
Un(f;x)=2[ijk (1-x)""(n+1) j f (t)dt (4.4.12)
k=0 k/(n+1)

ile tanimlanan L; (G) uzayi uzerinde U = (Un) Bernstein-Kantorovich operatorii goz
oniine almsmn. U, L7 (G) Orlicz uzaym L (G) ’ye doniistiiriir. Dahasi, X, =L (G)
segilmesiyle (2.6.3) ozelligi gerceklenir. Buradan, 2.6.10. Teorem’den, goriilebilir ki,
her geC” (G) igin f —g e X, olacak sekilde herhangi bir f L (G) icin (Un f ), f

’ye modiiler yakinsaktir. Eger 1<p<ow ve x>0 igin (D(X) =x" alinirsa
L (G)=L, (G) oldugu ve p=1 segimiyle p?(f)=|f|, elde edildigi daha once de
belirtilmisti.

Simdi U, operatorleri kullanilarak, L (G) lizerinde pozitif lineer operatdrlerin
V= (Vn) dizisi, (gn), (4.3.1) ile verilen dizi olmak iizere asagidaki gibi tanimlansin.
fe Ll(G) x€[0,1] ve neN igin

V. (f5%)=(1+9,(x))U,(f;x). (4.4.13)

C pozitif sabiti igin |U;(f; x)Hp <C||f||, (Ditzian and Totik, 1987) esitsizliginden ve
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o(X)=11 olmak iizere o;(X) =o(X) (i=0,1,2) seimiyle her A >0 igin
0<x<1

)

oldugu kolay bir sekilde goriilebilir.
Simdi her A >0 ve i=0,1,2 igin

y) (Vnei —€ j
(o2

oldugu gosterilsin. Biliniyor Ki

U, (&%) =6,

X2’

st —limsup <C|laf],

1

=0 (4.4.14)

st—lim
n

1

nx 1
U 1 = — N\
(&%) nel 2(n+1)

n(n—l)x2+ 2nx L1
(n+1)*  (n+1)° 3(n+1)*’

U, (e;x)=

esitlikleri mevcuttur. Buradan, her 2 >0 ve i =0 i¢in

l(vn(eo;x) € (X)J H g (x)

o (X) cr(X)

1+g (x)— 1
o(X)

oldugu goriiliir ve (gn) ’nin tanimindan

)
a(x) )|,

elde edilir. |im4i — 0 oldugundan her >0 icin
n n

ﬂu(vneo —& j
(o2

olup (4.4.14) i =0 igin saglanir. Ayrica i =1 i¢in

2 =k
3

i, n=k®
4n

k=12,.. (4.4.15)

st—1lim =0

1
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H (vn(el:x)—el(x)j H ((1+gn<x))un(e1;x) X j
i = ﬂ, —
o(X) ) o(X) G(X) )
< ign(x) LI 1 . ix—sz
o(x) | n+1 2(n+1) \ 2(n+1)
<l79:(¥) A
o(x) |, 2(n+1)
olur. (4.4.15)’ den st—IiEn A[i‘((;())jl:O ve Iilfnz(n/1+1) =0 oldugundan

st—1lim =0

y) (Vnel —& J
(o2

elde edilir, (4.4.14) i =1 i¢in de saglanir. Son olarak

; V. (e x)—e,(0) )| _ /1(1+ 9.V, (&:%)  AX°
o(x) . o (X) o(x)

1

1

1% (X)[ n(n-1)x? N 2nx N 1
U(X) (n+1)°  (n+1)° 3(n+1)’

(3n +1)x 2nx? L X
n+l n+1)2 3(n+1)2 1
PRACY

a(x) |

1

IN

2An A
+

n+l (n+1)° 3(n+l)

d,(x)
a(x)

2

=o, lim=2 0. fim 24"

"+l " (n+1)’

olup, yine (4.4.15)’den st—l|m =0 ve

lim > =0 oldugundan

" 3(n+1)

st—tim| [ Y% | o
n O I

elde edilir, (4.4.14) 1 =2 igin de saglandig1 goriiliir.

Bu durumda hipotezden (4.4.13) ile tanimlanan V:=(V, ) dizisi 4.4.1. Teorem’in biitiin
sartlarin1 saglamis olur. Bu sebeple vgeC” (G) icin f—-geX, olacak sekilde

herhangi bir f € L (G) ve bazt 4, >0 igin
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f) o

bulunur. Buna karsin ayn1 f ve herhangi 4 >0 igin

st—lim‘
n
1

° birbirinden farkli limit noktalar1 olan iki alt diziye sahip oldugu i¢in

H O'(X
V f) nin f ’ye relatively modiiler yakinsak olmadigi kolayca sdylenir. Dolayisiyla,

4.2.1. Teorem V= (Vn ) operatorii i¢in saglanmaz. Ayrica denklem (4.3.2) *den

22,, n=k?
|2 (Voeo =), =29, (X)], = % e k=12,..

ve Iirﬁn%io olup 2.6.10. Teorem V = (Vn)operatérii icin saglanmaz. Yani (an),

f ’ye istatistiksel modiiler yakinsak degildir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda modiiler yakinsakliktan daha kuvvetli olan relative modiiler
yakinsaklik kavrami ve buradan istatistiksel yaklasim yardimiyla gelistirilmis olan A—
istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavrami ¢alisilmistir. Korovkin tipi teoreme
uygulanmis ve modiiler uzaylarda A—istatistiksel Korovkin tipi teoremden daha
kuvvetli olan A-—istatistiksel relative Korovkin tipi teoremin elde edildigi
gosterilmistir. Bu nedenle bu yiiksek lisans tezinde konuya ait makaleler incelenerek
doktora ¢alismasina hazirlik yapilmistir. Daha kuvvetli sonuglar elde edebilmek i¢in
A—istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavrami kullanilarak farkli uzaylar

tizerinde daha az kosul altinda Korovkin tipi teorem incelenebilir.
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