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OZET

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Daralma Doniisiimii, Metrik Uzay, Modiiler Uzay,
Graf Teorisi.

Alt1 bolim olarak hazirlanan bu ¢alismanin birinci boliimiinde daha sonraki
boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde, modiiler olarak isimlendirilen u -fonksiyoneli incelendi. Modiiler

yapist kullanilarak tanimlanan modiiler uzay calisildi. Bu uzaylarda bazi topolojik
ozellikler ile birlikte sabit nokta teorisi ile ilgili kavramlar verildi. Bu boliimiin son
kisminda grafla donatilmis modiiler uzay kavrami incelendi.

Ucgiincii boliimde kiyaslama fonksiyonlarini igeren genellestirilmis hemen hemen
daralma sartin1 saglayan zayif uyumlu doniisiimler i¢in bazi sabit ve ortak sabit nokta
teoremleri modiiler uzayda ispatlandi.

Dérdiincii  boliimde, genellestirilmis hemen hemen (¢,L,G) daralma sarti

tanimlanarak modiiler uzaylarda bazi sabit nokta sonuglari elde edildi. Ayrica ST -
baglantili ve ¢ -graf kavramlari tanitilarak yonlii bir grafta iki dontsiim igin ortak

sabit nokta teoremleri verildi.

Besinci boliimde modiiler uzay iizerinde kiyaslama fonksiyon sinifi ve A -smifi
daralma donistimleri kullamilarak elde edilen genellestirilmis hemen hemen 4,

daralma doniistimlerinin ortak sabit noktalarinin varlig ve tekligi ile ilgili sabit nokta
teoremleri c¢alisildi. Integral tipi daralma sartin1 saglayan doniisiimler icin bazi
sonuglar elde edildi.

Son boliimde, B(‘; daralma doniistimleri ve B(‘; integral daralma doniistimleri

tanimlanmistir. Bu dontistimler kullanilarak modiiler uzay iizerinde donilisiim
ciftlerinin sabit noktasinin varligir ve tekligi ispatlanmistir. Ve bazi sonuglar elde
edilmistir.
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FIXED POINTS OF MAPPINGS SATISFYING SOME
CONTRACTIVE CONDITIONS IN MODULAR SPACES

SUMMARY

Keywords: Fixed Point, Contractive Mapping, Metric Space, Modular Space, Graph
Theory

In the first part of this study which is prepared as six sections, some basic definitions
and theorems which will be used in later sections were given.

In the second chapter, a functional g which is called modular has been investigated.

The modular space structure defined by the modular was studied. In these spaces,
some topological properties and concepts related to fixed point theory were given. At
the end of this section, modular spaces equipped with a graph were examined.

In the third chapter, some fixed and common fixed point theorems are proved in
modular spaces for weakly compatible mappings that provide generalized almost
contractive conditions including comparison functions.

In the fourth chapter, some fixed point results were obtained in modular spaces by
defining the generalized almost (¢,L,G)-contractive condition. In addition, ST

connected and (¢ -graph concepts were introduced and common fixed point

theorems were given for two mappings.

In the fifth chapter fixed point theorems related to the existence and uniqueness of
the common fixed points of generalized almost 4, -contraction mappings obtained

by using the comparison function class and A-class contraction mappings on the
modular space were studied. Also, some results have been obtained for mappings
which involve the integral type contractive condition.

In the last section, B{'; -contraction mappings and B('Df integral type contraction

mappings are defined. By using these mappings, the existence and uniqueness of the
fixed point of pairs on the modular space have been proved and some results have
been obtained.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve teoremlere

yer verilmistir.

Tanmm 1.1.1. X bos kiimeden farkl bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde tanimli, reel

degerli, negatif olmayan bir

d: XxX —->R"

(x,y) - d(x,y)
fonksiyonu asagidakileri saglasin:

dl. Her x,ye X i¢in d(x,y)20,
d2. Her x,ye X i¢in d(x,y)=0=x=y,
d3. Her x,ye X i¢in d(x,y) = d(y,x) , (simetri 6zelligi)

d4. Her x,y,ze X i¢in d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), (iggen esitsizligi).

Bu durumda d fonksiyonuna X uzayinda bir metrik, (X,d) ikilisine ise bir metrik

uzay denir (Suhubi, 2001).

Metrik uzay kavrami Frechet tarafindan 1906 yilinda ortaya atilmistir. Ancak metrik

uzay ifadesini ilk kullanan Hausdorff olmustur.



Ornek 1.1.2. Vx,ye R igin d(x,y) =|x—y| seklinde tanimlanan d :RxR — R"

fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. Bu metrige mutlak deger (alisilmis, dogal, salt

deger) metrigi denir (Suhubi, 2001).

Ornek 1.1.3. R® de d,(x,y)=)_|x,—y,| fonksiyonu bir metriktir. Bu metrik

i=1
dikdortgen bloklara ayrilmis Manhanttan adasindaki ulasim yolunu cagristirmasi

nedeniyle bazen Manhattan metrigi olarak da adlandirilir. Yine R* de

o=

n

dz(an’):[ (xf—yi)zj

i=1
metrigine ise Euclid metrigi denir (Suhubi, 2001).

Ornek 1.1.4. X bos kiimeden farkl1 bir kiime olmak iizere Vx, ye X icin

0, x=yise
I, x#y ise

ile tanimli d fonksiyonu ise ayrik (diskre) metriktir. (Maddox, 1970).

Ornek 1.1.5. [_ = {x =(x,):supx,|< oo} sinirli diziler uzay1 olmak iizere bu uzay

n

iizerinde tammli d_ (x, ) =sup|x, — y,| fonksiyonu bir metriktir (Suhubi, 2001).
Ornek 1.1.6. [a,b] kapali araligi iizerinde tanimli, siirekli, reel veya kompleks
degerli fonksiyonlarm kiimesi C[a,b] olsun. Bu uzay f,ge C|a,b] olmak iizere

d(f,g)= sup ‘f (x)-g (x)‘ metrigi ile bir metrik uzaydir (Maddox, 1970).
]

xe[a,b



Tamm 1.1.7. (x,), X metrik uzayinda bir dizi olsun. Ve>0 ve n,e N i¢in,

n>n, oldugunda d(x,,x)<e olacak sekilde n,(e)e N var ise (x,) dizisi xe X

noktasina yakinsaktir denir (Maddox, 1970).

Ornek 1.1.8. X =R uzayi iizerinde tamimlanan alisilmis metrige gore (xn):ilj

dizisi n — oo i¢in 0€ X noktasina yakinsar.

X =(O,1) uzayinda alisilmis metrige gore bu dizinin limiti 0¢ X noktasidir. Bu

durumda dizi yakinsak degildir. Dolayisiyla bir dizinin yakinsakligi bulundugu uzaya
baghdir.

1
C[0,1] uzay {izerinde d(x,y)=ﬂx(t)—y(t)}dt, te[0,1] metrigi tanimlansm ve

0

x,=e", (ne N) dizisi verilsin. Bu dizi i¢in

1

d(x,O)=J.e_'”dt:l(1—e_”) —0, (n—>eo)

0 n
olur. Ayni dizi igin

_ —nt
d_(x,,0)= Itgaaﬁ‘e

=1, (n—eo)

dir. Buradan ise yakinsakligin uzayda tanimlanan metrige bagh oldugu goriiliir (Jain,

2009).

Tamm 1.1.9. Bir (X ,d ) metrik uzayinda (xn) bir dizi olmak iizere, Ve >0 sayisi

icin bir N (8) pozitif tamsayist; m,n > N esitsizligini saglayan biitiin m ve n dogal



sayilar i¢in d(x,,,x,) <€ olacak sekilde bulunabiliyorsa bu dizi bir Cauchy dizisi

adim alir.

Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir.
Metrik uzayda alinan bir Cauchy dizisi sinirlidir ve bu dizinin yakinsak bir alt dizisi

varsa kendisi de yakinsaktir (Suhubi, 2001).

Tamm 1.1.10. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzay

tam metrik uzay olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).

Ornek 1.1.11. C[a,b]| fonksiyon uzay1 d(f,g)= sup ‘f(x)—g(x)‘ metrigine gore
]

xe[a,b

tam uzaydir (Kreyszig, 1978).

Ornek 1.1.12. Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerindeki alisilmis metrige gore tam

degildir (Suhubi, 2001).

Tamm 1.1.13. (X,d,) ve (Y,d,) iki metrik uzay olsun. Eger her €>0 ve xe X
igin en az bir 8> 0 says1 i¢in d, (x,x,) <98 iken d, (f(x),f(xo)) <€ olacak sekilde
d(e,x)>0 varsa f:X —7Y fonksiyonu x,€ X noktasinda siireklidir denir. Yani,
xe B(x,,8) iken f(x)e B(f(x,).€) olacak sekilde 8>0 sayisi bulunabiliyorsa

f fonksiyonu x, € X noktasinda siireklidir (Maddox, 1970).

Tamm 1.1.14. (X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar olmak iizere bir 7:X —Y
fonksiyonu verilsin. Eger Ve>0 i¢in d,(x,x,)<d oldugunda d,(7Tx,Tx,)<e

olacak sekilde sadece € sayisina bagli bir 6= 6(8) >0 sayist varsa T fonksiyonu x,

noktasinda diizgiin siireklidir denir (Maddox, 1970).

Ornek 1.1.15. R de d(x,y)=|x—y| alisilmis metrigi icin



T:-R—>R

x> Tx=sinx
fonksiyonu R iizerinde diizgiin stireklidir.

Ornek 1.1.16. R de d(x,y)=|x—y| alisilmis metrigi i¢in

T:-R—>R

x—Tx=x
fonksiyonu stireklidir, fakat R {izerinde diizgiin siirekli degildir.

Teorem 1.1.17. (X,d,) ve (Y.d,) iki metrik uzay olsun ve f:X —Y bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonunun bir x, € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

X, =% = (%)= (%), (1—==)

olmasidir. Siirekli bir fonksiyon i¢in f(x,)— f(x,) iken x, —x, ifadesi her
zaman dogru olmayabilir. Ornegin; d mutlak deger metrigi olmak iizere
f:(R,d)—(R,d), fonksiyonu f(x)=x> ve ne N ig¢in x,=(-1)" bigiminde

verilsin. Bu durumda

f(x,)=1-> f(1),(n—>)

fakat (x, ) dizisi 1 noktasma yakinsak degildir (Jain, 2009).

Tanmm 1.1.18. X bos kiimeden farkli bir kiime ve [ bir cisim olsun.

+: XXX —=>X SFxX - X



(x,y) > x+y (A, x) > Ax
ikili islemleri Vo,,fe F ve Vx, y,ze X igin

a. xX+y=y+x

b. x+(y+z)=(x+y)+z

c. Vxe X i¢cin x+e=e+x=x olan bir ee X vardur.

d. Vxe X i¢in x+(—x)=(-x)+x=e olan bir (—x)€ X vardur.
e. lx=x

f. OL.(x+y) =0o.x+0.y
g (o+B)x=ox+Px

h. (af).x=o.(Bx)

sartlarini sagliyorsa (X ,+,.) ticliistine [F cismi tizerinde lineer uzay (vektor uzay1)

denir (Maddox, 1970).

F=R ise X ’e reel vektor uzayl, F=C ise X uzayina kompleks vektor uzay: adi

verilir.
Tanmim 1.1.19. X, F cismi (F =R veya [ =C) lizerinde bir lineer uzay olsun.

[]: X =R

x =
fonksiyonu Vx,ye X ve Vae [ igin,

a. ||x||=0(:>x:9,

b. - floud] =[x

9



c. Jero <+

sartlarin1 sagliyorsa |||| fonksiyonuna X {izerinde norm, (X 1 ) ikilisine de normlu

uzay denir (Maddox, 1970).

X tzerindeki bir norm, X {izerinde x,ye X olmak lizere

d(x.y)=[x-)]
ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik norm tarafindan iiretilen metrik olarak

adlandirilir. Bir vektor uzayr tizerindeki her metrik bir normdan elde edilmez. s

uzay1 (tiim smirli veya sinirsiz kompleks terimli diziler uzayi) bir vektor uzayidir.

x=(g,) ve y=(m,) olmak iizere

v L s, -n)|
d(x,y)= =214, -

ile tanimlanan metrik, normdan elde edilemez. Bir normdan elde edilen d metrigi

Vx,ye X ve Va skaleri igin
d(x+a,y+a)=d(x,y) ve d(ax,ay)= |a|d(x,y)

ozelliklerini gergekler (Kreyszig, 1978).

Tamm 1.1.20. Bir normlu lineer uzayda alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya Banach uzay1 denir (Maddox, 1970).

X uzaymin reel veya kompleks olusuna gore Banach uzayr reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir.
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Ornek 1.1.21. R" Euclid uzay ||x||:(zn:‘gj‘2j2 normu ile bir Banach uzayidir
j=1

(Kreyszig, 1978).

Ornek 1.1.22. C[a,b]={x|x:[a,b] - R siireklifonksiyon} uzay:: j=[a,b]| olmak

|x||=m%x‘x(t)‘ normu ile Banach uzayidir. Fakat j=[0,1] alindiginda

lizere,

1
C[0,1] uzayr ||x||=ﬂx(t)‘dt ile tanimlanan norm altinda tam uzay degildir,
0

dolayistyla bir Banach uzay1 degildir (Kreyszig, 1978).

1.2. Banach Daralma Doniisiim Prensibi Ve Sabit Nokta Kavram

Tamm 1.2.1. X bos kiimeden farkli bir kiime ve 7: X — X bir fonksiyon olsun.
Tx=x

esitligini saglayan xe X noktasina 7' nin sabit noktasi denir (Granas ve Dugundji,

2002).

y=71f)

X3 X xg\] Xy X5

Sekil 1.2. f :IR — R, déniisiimiiniin sabit noktalari X5 Xy, X5, X,,Xs , (Sawangsup , 2015)



Bu durumda xe€ X olmak iizere 7x =x denkleminin ¢ozliimii, 7 doniisiimiiniin bir

sabit noktasidir ve 7 doniisiimiiniin tiim sabit noktalarinin kiimesi
F(T)={xe X:Tx=x}

ile gosterilir (Granas ve Dugundji, 2002).

T:X —> X ile tanimlanan bir 7 doniisiimiiniin herhangi bir sabit noktasi

olmayabilir veya bir sabit noktasi olabilir ya da birden ¢ok sabit noktasi1 olabilir.
Ornek 1.2.2.

a. T:R—>R fonksiyonu Vxe R i¢in

olarak tanimlanan 7' doniisiimii i¢in 0,1 ve 2 noktalar1 birer sabit noktadir.

b. T:R—R fonksiyonu Vxe R igin

1, x<lise

T(x)=
(x) %, x>11ise

ile tamiml1 77 doniisiimii i¢cin 1 noktasi tek sabit noktadir.

c. VxeR igin
Tx=x"+x+3

ile tanimlanan 7 :R — R fonksiyonunun sabit noktas1 yoktur.

d. X=[O,<>o) ve T: X — X fonksiyonu Vxe X igin
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Tx=%ln(x2 +1)

ile tamimlansin. x =0 noktas1 doniisiimiin tek sabit noktasidir.

Banach sabit nokta teoremi, belirli doniistimlerin sabit noktalar1 i¢in varlik ve teklik
teoremi olup, uygulamaya yonelik problemlerin ¢oziimiinde sabit noktaya en iyi
yaklagimi elde etmek i¢in insa esasina dayanan bir islem yontemidir. Bu isleme
iterasyon adi verilir. iterasyon islemleri, uygulamali matematigin hemen hemen tiim
dallarinda kullanilir ve yakinsaklik ispatlar1 ve hata tahminleri, genellikle Banach

sabit nokta teoreminin uygulamasi yardimiyla elde edilir.

Tamm 1.2.3. X herhangi bir kiime ve 7: X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir

xe X i¢in
T (x)=T(T"(x))

olarak 7" (x) tammlandiginda buna, 7 altindaki x in n. iterasyonu denir (Granas

ve Dugundji, 2002).

Tanim 1.2.4. (X ,d ) bir metrik uzay olsun. Bir 7: X — X doniisiimii verilsin. Eger

her x,ye X i¢in,
d(Ix,Ty)<od(x,y) (1.1)

olacak sekilde o> 0 sabiti varsa, 7' doniisiimiine X {izerinde Lipschitzian doniisiim
adi verilir. (1.1) esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigliik ov degerine

Lipschitz sabiti denir (Granas ve Dugundji, 2002).
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T Lipschitzian déniisimii igin, Ve>0 i¢in d(x,y)<d= £ ise od (x, y) <g
o

oldugundan d(7x,Ty)<ad(x,y)< of=¢ dir. Bu nedenle T Lipschitzian
o

dontisiimii, tanimli oldugu kiime tizerinde diizgiin siireklidir.

Ornek 1.2.5. X =R, d(x,y)=|x—y| ve T:R—>R, Tx=%x olsun. Bu durumda

3

3 3
d(Tx,Ty) = Ex—ay‘zad(x,y)Skd(x,y)

oldugundan & 2% icin Lipschitz sartin1 saglar.

Tamm 1.2.6. (X,d) bir metrik uzay ve 7: X — X bir Lipschitzian doniisiim olsun.
Eger (1.1) esitsizligi oe [0,1) olmast durumunda saglaniyorsa 7 doniislimiine

daralma veya biiziilme (contraction) doniisiimii denir (Granas, Dugundji, 2002).

Teorem 1.2.7. (Banach Sabit Nokta Teoremi) X bir tam metrik uzay ve 7: X — X
bir daralma doniistimii olsun. Bu durumda 7 doniistimii X uzayinda bir tek sabit

noktaya sahiptir (Kreyszig, 1978).

Bu teoremin ispati1 i¢in dncelikle bir (xn) dizisi olusturulup bu dizinin bir Cauchy

dizisi oldugu gosterilir. Bu dizi X tam uzayinda yakinsak olacaktir ve daha sonra bu

dizinin limiti olan noktanin 7" doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugu ve bu noktanin

tek oldugu gosterilir. Burada (xn) dizisi, bir x, € X noktast se¢ilip

Xps X, =Txy, X, =Tx, =T?Xy,ec0s X, =T" Xy, ... (1.2)
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seklinde olusturulur. Olusturulan {x,}" dizisine en iyi yaklasim dizisi ya da Picard

iterasyon dizisi adi1 verilir.

Tamm 1.2.8. (X,d) metrik uzay ve 7:X — X bir doniisim olsun. Eger T

déniisiimii X uzayinda bir tek sabit noktaya sahip ve (1.2) de tanimlanan en iyi

yaklasim dizisi bu noktaya yakinsarsa 7' doniistimiine X {iizerinde Picard operatorii

denir (Berinde, 2007).

Ornek 1.2.9. /:R* - R? déniigiimii 1 (x)= f((x,,x,)) =(%cos xz,%sin X, +1) ile
tanimlansin. R* iizerindeki alisilmis metrige gore her bir x = (xl,xz) ve y= ( Vs yz)

igin d (f(x).f(y))< %d (x,y) saglanir. Yani R* de bir daralma doniisiimiidiir.

Ornek 1.2.10. X={xeQ:x21} kiimesi iizerinde f:X — X fonksiyonu

f(x):(%)+(%c) ile verilsin. R deki alisilmis metrige goére Vx,ye X icin

d ( F(x), f( y)) S%d (x,y) saglanir. Yani f daralma doniisimidiir fakat higbir

sabit noktas1 yoktur.

Ornek 1.2.11. Tx=x ile tammh 7:R — R fonksiyonunu géz &niine alalim. Bu

durumda
|Tx—Ty| S|x—y|
esitsizligi saglanir. Biitiin x€ R noktalar1 i¢in 7' doniisiimiiniin sabit noktalaridir.

Buradan su sonuglari ¢ikarilabilir.

a. Her daralma doniisiimiiniin sabit noktasi olmas1 gerekmez.
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b. Ornek 1.2.10 da oldugu gibi déniisiimiin birden fazla sabit noktas1 olabilir
(Soykan, 2008).

Banach sabit nokta teoreminde uzayin tam olma sart1 kaldirilamaz.

Ornek 1.2.12. X = (0,1) uzayr mutlak deger metrigi ile donatilmig olsun. Bu uzayin

tam metrik uzay olmadig1 agiktir.

I X—->X

x—>Tx=x"

dontistimii bir daralma doniistimiidiir. Fakat sabit noktas1 yoktur (Jain, 2009).

Banach sabit nokta teoreminin uygulanmasi istenen durumlarda 7 dontsimii
(X ,d ) tam metrik uzaymin tamamu iizerinde bir daralma olmayabilir; fakat sadece
X uzaymin bir Y alt kiimesi lizerinde daralma olabilir. Eger Y alt kiimesi kapali ise

(Y ,d y) tamdir. Bu durumda 7', Y den Y ig¢ine tanimli bir doniisiim ise Banach sabit

nokta teoremini uygulayabiliriz. Bununla ilgili olarak pratik bir sonu¢ asagidaki

sekilde verilebilir.

Teorem 1.2.13. (Bir Yuvar Uzerinde Daralma) 7, bir X tam metrik uzaymdan X
icine bir doniisim olsun. 7 doniisiimiiniin kapali bir Y = {xe X:d(x,x,)< r}
yuvart iizerinde bir daralma ve 0<a <1 olmak iizere d (x,,7x,)<(1—a)r olsun. Bu

durumda (1.2.) ifadesinde tanimlanan iterasyon dizisi x€ ¥ noktasina yakinsar. Bu
nokta 7 doniisimiiniin Y deki tek bir sabit noktasidir (Agarwal, Meehan, ve

O’Regan 2001).

Teorem 1.2.14. (X,d) bir tam metrik uzay ve 7: X — X bir doniisiim olmak iizere

bir me Z igin
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T"=ToTo....oT (mdefa)

bir daralma doniistimii ise, 7, X uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir (Granas,

Dugundji, 2002).
1.3. Daralma Déniisiim Cesitleri Ve Ozellikleri

Tamm 1.3.1. (X ,d ) bir metrik uzay ve 7:X — X bir donlsiim olsun. Her

x,y€ X ve x#y i¢in
d(Ix,Ty)<d(x,y)

ise T doniisiimiine kesin daralma (contractive) donilisimii denir (Granas ve

Dugundji, 2002).
Ornek 1.3.2. T:R - R tammli Tx=x+1 —%H fonksiyonunu goz oniine alalim.
X
! -2 . ..
‘T (x)‘ =1-(1+|x]) ~ <1 dir ve dolayistyla her x <y igin
|T y-T. x| =

fT'(z)dt sJy"T'(t)‘dt<idt:|y—x|

olur. R iizerinde mutlak deger metrigine gore 7' kesin daralma donilistimiidiir ve

sabit noktas1 yoktur.

Tamm 1.3.3. (X ,d ) bir metrik uzay ve 7:X — X bir donlsiim olsun. Her

x,y€ X igin

d(Tx,Ty)<d(x,y)
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ise T donilislimiine genislemeyen (nonexpansive) doniisim denir (Granas ve

Dugundji, 2002).
Ornek 1.3.4. X =R ve X mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.
T:-R—>R

x—>Tx=x+1

olsun.
d(Tx,Ty)=|x+1-y-1|=|x-y|=d(x.y)

saglanmis olur. Boylece T' bir genislemeyen doniisiimdiir fakat daralma ya da kesin

daralma doniisiimii degildir.
Bu ifadelerden asagidaki genellestirme yapilabilir:

T daralma = T kesin daralma = T genislemeyen = T Lipschitzian (Jain, 2009).
Fakat ters gerektirmeler her zaman dogru degildir.

Tamm 1.3.5. (X ,d ) bir tam metrik uzay ve 7:X — X bir doniisiim olsun. Her

x,y€ X ve a>1 icin

d(Tx,Ty) 2 ad (x,y)

ise T ye genisleyen (expansive) doniisiim denir (Granas ve Dugundji, 2002).

Tamm 1.3.6. (X,d) metrik uzay ve 7: X — X bir donlisiim olsun. Her x,ye X,

de(0,1) ve L=0 igin
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d(Tx,Ty) < 8d (x,y)+Ld (x,Ty)
ise 7' donilistimiine hemen hemen daralma doniistimii denir (Berinde, 2004).

Tamm 1.3.7. (X,d) bir tam metrik uzay ve 7:X — X bir doniisiim olsun. Her

x,ye X, 8€(0,1) ve L20 i¢in
d(Ix,Ty) < Sd(x,y)+Lmin{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}
ise 7 doniisiimii (B) sartin1 saglar denir (Babu, 2008).

Teorem 1.3.8. (X,d) tam metrik uzay ve 7:X — X donisimii (B) sartin

saglasin. 7 doniisiimiiniin X uzayinda sabit noktas1 vardir (Babu, 2008).

Tamm 1.3.9. (X,d) bir tam metrik uzay ve 7:X — X bir doniisiim olsun. Her

x,ye X, 8€(0,1), L0 igin
d(Tx,Ty)S5M1(x,y)+Lmin{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}
ve

M, (x,y) = max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),%[d (x,Ty),d(y,Tx)]}

ise T doniisiimiine genellestirilmis hemen hemen daralma doniistimii denir (Berinde,

2009).
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Teorem 1.3.10. (X,d ) tam metrik uzayt ve 7:X — X doniisimi genellestirilmis
hemen hemen daralma doniisiimii olsun. 7 doniisiimiiniin X uzayinda sabit noktasi

vardir (Berinde, 2009).

Tamm 1.3.11. (X,d) bir tam metrik uzay ve 7,S: X — X iki ddniigiim olsun. Her

x,ye X, d€(0,1), L=0 igin
d(Sx,Ty)S5M1(x,y)+Lmin{d(x,Sx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Sx)}

\

Ml(x,y)=max{d(x,y),d(x,Sx),d(y,Ty),

[d(x,Ty),d(y, Sx)]}

N | —

ise (T ,S ) ikilisine genellestirilmis hemen hemen daralma doniisiim ¢ifti denir (Ciric,

2011).

1.4. ¢— Daralma Doniisiimleri
@ :={¢|¢:[0,00) —[0,0) bir fonksiyon] ailesi asagidaki &zellikleri saglasin:

i,. @ fonksiyonu monoton artan fonksiyondur yani 4, <t, = ¢(#,) < ¢(1,) dir.
ii,. Vt>0 igin (¢)<t dir.

iii,. ®(0)=0 dur.

iv,. @ strekli fonksiyondur.

v, Vt>0 igin lim@" () =0 dur.

n—oo

vi,. Vt>0 igin Z ®" () serisi yakinsak bir seridir.

n=0
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viiy. lim(t—@(t))=co dur.

o0

viii,. ¢ fonksiyonu alt-toplamsaldir.

Yukarida verilen Ozellikler dogrultusunda ¢ fonksiyonu ic¢in asagidaki lemma

verilebilir (Berinde, 2002).

Lemma 1.4.1.

a. (i,) ve (ii,) ozellikleri (iii,) ozelligini saglar.
b. (ii¢) ve (iv‘P) ozellikleri (iz'z'(P) ozelligini saglar.

c. (i,) ve (v,) ozellikleri (ii,) 6zelligini saglar (Berinde, 2002).
Tamm 1.4.2. ®:={g|¢:[0,0) —[0,50) bir fonksiyon} ailesi verilsin.

a. (i¢) ve (v¢) ozelliklerini saglayan ¢ fonksiyonuna kiyaslama (comparison)

fonksiyonu denir.
b. (i(p) ve (vi(p) ozelliklerini saglayan ¢ fonksiyonuna (c)-kiyaslama

(comparison) fonksiyonu denir (Berinde, 2002).

Lemma 1.4.3. Kiyaslama ve (c)-klyaslama fonksiyonlar1 asagidaki ozelliklere

sahiptir.

1. Herhangi (c) -kiyaslama fonksiyonu ayni1 zamanda kiyaslama fonksiyonudur.
2. Herhangi bir kiyaslama fonksiyonu (iii¢) ozelligini saglar.

3. Alt-toplamsal bir kiyaslama fonksiyonu siireklidir.
4. ¢ kiyaslama fonksiyonu ise ke N igin ¢" bileske fonksiyonu da kiyaslama

fonksiyonudur.
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5. @,(c)-kiyaslama fonksiyonu olmak iizere

s:RY >R

(=)= ()

k=0

oo

fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur ve S(O) =0 ozelligini saglar (Berinde,

2002).

Ornek 1.4.4.

1. Ae[0,1) olmak iizere @(r)=As, t€[0,00) fonksiyonu (i, —viii,)
ozelliklerini saglar.
2. 9:[0,00) >[0,)
t —>¢(t)=1t: fonksiyonu kiyaslama fonksiyonudur fakat (c)-

kiyaslama fonksiyonu degildir.

3. @:[0,00) >[0,)

L oosi<?
t —>oe(t)= ';’ | ; fonksiyonu (¢)-kiyaslama
_——, Z‘ > —
2 18 3
fonksiyonudur.
4. ¢:[0,00) >[0,00)
L o<i<i
t = (p(t) = 12:_1 fonksiyonu (c) -kiyaslama
—, t>1
3
fonksiyonudur.

e

@:[0,00) —>[0,0)
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fonksiyonu kiyaslama fonksiyonudur fakat (c)—klyaslama fonksiyonu degildir
(Berinde, 2002).

Tamm 1.4.5. (X,d) metrik uzay ve 7: X — X bir ddniisiim olsun. Vx,ye X i¢in

d(Tx,Ty) < ¢(d (x,y))

olan ¢:R* - R" fonksiyonu varsa 7 doniisiimiine ¢ — daralma dontigtimi adi

verilir (Berinde, 2002).

Teorem 1.4.6. (X,d) metrik uzay ve 7: X — X bir ¢ — daralma doniisiimii olsun.

T bir Picard doniistimudiir yani,

X =T(xH)=T” (xo), n=12,...,

n

ile tanimlanan {x,}  Picard iterasyon dizisi 7 doniisiimiiniin sabit noktasina

n=0

yakinsar (Berinde, 2002).

Tamm 1.4.7. (X,d) metrik uzay ve 7: X — X bir ddniigiim olsun. Vx,ye X i¢in

d(Tx,Ty) < (p(d (x,y))+Ld(y,Tx)
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olacak sekilde L >0 sayist ve ¢ kiyaslama fonksiyonu varsa 7 doniisiimiine
hemen-hemen ¢ -—daralma doniisimii veya (¢,L)—hemen hemen daralma

dontistimii ad1 verilir (Berinde, 2002).

Teorem 1.4.8. (X,d) metrik uzay ve 7:X — X bir zayif ¢ daralma doniisiimii

olsun. 7' bir Picard doniistimiidiir (Berinde, 2002).

Tanim 1.4.9. 4, = {0{ R’ >R, bir fonksiyon} ailesi asagidaki sartlari saglasin.

a. « fonksiyoneli R’ kiimesi iizerinde siirekli; (R* de Euclid metrigine gore)

b. Yu,ve R, ve ¢, (c¢) kiyaslama fonksiyonu i¢in
u< Ot(u,v,v) veya u < a(v,u,v) veya u < Ot(v,v,u) itken u < (o(v).

Tamm 1.4.10. X metrik uzayinda 7: X — X donisimi Vx,ye X ve o€ 4, i¢in

d(Tx,Ty) < a(d(x,y),d(x,Tx),d (y,Ty))
ifadesini sagladiginda bir 4, -daralma déniistimi adm1 alir (Oztiirk, Girgin, 2015).

2015 yilinda Biiyiikkaya, Tran Van An ve arkadaglarinin 2014 yilinda tanimladiklari

B smufi donistimlerden esinlenerek A, -sinifinin daha genel hali olan asagidaki

aileyi tanimlamis ve sabit nokta teorisi ile ilgili ¢alismalar yapmustir.

Tamm 14.11. B, ={f":R’ >R, bir fonksiyon} ailesi asafidaki 6zellikleri

saglasin.

a. [ fonksiyoneli R’ kiimesi iizerinde siireklidir (R’ de Euclid metrigine

gore).
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b. Vx,y,ze R, ve ¢, (c) -kiyaslama fonksiyonu i¢in

1. xSﬂ*(0,0,x,x,0,0,0,0,x) veya xS,B*(x,0,0,x,x,0,0,x,x) iken xS¢(x)
saglanir.
2. z<x+y iken yS,B*(x,x,y,z,O,z,y,y,x) veya ySﬂ*(x,y,x,z,O,z,y,y,O)

veya y < ,B* (y, X, X, 2, O,Z,y,y,O) ise y< (p(x) dir (Biiyiikkaya, 2015).

1.5. f -Daralma Doniisiimleri

2009 yilinda A. Beiranvand ve ark. metrik uzaylarda ikinci bir fonksiyona bagli olan
genel bir daralma sartin1 tanimlayip bu sarti saglayan dontisiimler i¢in sabit nokta

teoremleri elde etmislerdir.

Tamm 1.5.1. (X,d) bir metrik uzay ve f,7:X — X iki doniisiim olsun. Eger

Vx,ye X i¢in 0<k<l olmak iizere d(fIx,[fIy)<kd(fx,[y) esitsizligi
saglantyorsa 7 donilisiimiine bir f -daralma dontisimii adi verilir (Beiranvand ve

ark., 2009).

f=1 (Ibirimdénisim) almrsa ve f-daralma doniisiimleri daralma

doniigiimlerine denk olur. f -daralma doniisiimiiniin daralma doniisiimii olmasi

gerekmez.

Ornek 1.5.2. X =[0,) uzay1 mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T-X—>X [ X—-X
x—>Tx=2x+1 x— fi=e "

ile tanimlansin.
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d(fo,ny) = ‘eiZ’H —efzyfl‘ =l‘efx +efyHefx —efy‘

e

IA

20 o oy 2

“le —e?| === 5

e e

oldugundan 7' doniisiimii f -daralma doniisiimiidiir (Beiranvand ve ark., 2009).

Tamm 1.5.3. (X,d) bir metrik uzay ve f,7:X — X iki doniisiim olsun. Eger
Vx,ye X i¢in d(fTx, fTy)<d(fx, fy) esitsizligi saglaniyorsa 7 ddniisiimiine bir

f - kesin daralma doniisiimii ad1 verilir (Beiranvand ve ark., 2009).

Her f -daralma doniisiimii bir f -kesin daralma doniistimiidiir fakat tersinin dogru

olmas1 gerekmez.

Ornek 1.5.4. X =[1,0) uzay1 mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T:-X—->X X=X
x—)szx/; xX— fx=x

ile tanimlansin.
d(/1x, f19) = [Nx =y | <=y =| -

oldugundan 7 doniisiimii f - kesin daralma doniisimiidiir (Beiranvand ve ark.,

2009).

Tamm 1.5.5. (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bir doniisiim olsun. Her (y,)

dizisi igin ( ]fj/n) yakinsak iken ( yn) yakinsak bir alt diziye sahipse, f —

dontisiimiine alt dizisel yakinsaktir denir (Beiranvand ve ark., 2009).
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Teorem 1.5.6. (X,d) bir metrik uzay ve f: X — X bir ddniisiim birebir, siirekli ve

alt dizisel yakinsak bir dontisiim olsun. Bu durumda her 7: X — X siirekli ve f —

daralma doniistimii, X icinde tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica, f dizisel
yakinsak ise her bir x,e€ X i¢in {T ”xo} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar

(Beiranvand ve ark., 2009).

Tamm 1.5.7. X bir normlu uzay ve f:X — X bir donilisiim olsun. Her xe X ve

bazi k>0 degeri i¢in
Hfzx—fxu < k”fx—x”

oluyorsa f -doniisiimiine % tipinden bir Banach operatorii denir (Sumitra ve ark.,

2010).

Tamm 1.5.8. X bir normlu uzay ve @# M < X olsun. T, f : X — X doniisiimleri
verilsin. Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa ( f,T ) ikilisine Banach

operator ¢ifti denir (Sumitra ve ark., 2010).

a. f [F (T )] c F(T) (degismeli doniisiim),
b. Herbir xe F(T) i¢in Tfx = fx dir.
c. Herbir xe F(T) icin Tfx = fTx dir.

d. Bazi k=0 degerleri igin ||fo—Tx|| Sk”Tx—x” dir.

(f,T) swralt ikilisi X uzaymnda degismeli ddniigiimler ise (7,f) bir Banach

operator ¢iftidir. Fakat tersinin dogru olmasi gerekmez.

Ornek 1.5.9. X =R’ olsun.(u,v)e R* olmak iizere
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f:R> >R

(u,v)—)f(u,v)z(u2 +v2+u—1,u2+v2+v—l)

Ve

T:R* > R?

(u,v) —>T(u,v):((u+v)2 +2u—v,(u—v)2 +u)

doniisiimleri tanimlansin.

F(f):{(u,v)e R? 4+ =1} ve F(T)z{(u,v)e R*:u—-v=0ya dau—v:—l}

dir.

f(F(T))zf({(u,v)e R? :u—v:Oyadau—vz—l})gF(T)

kapsamasi saglandigindan (f,7), R® kiimesinde Banach operator ¢iftidir. Fakat

(L0)e F(f) iken T(1,0)=(3,2)¢ F(f) oldugundan (7, f) Banach operator ¢ifti
degildir (Chen, Li, 2007).

Onerme 1.5.10. f ve T, X metrik uzay: iizerinde siirekli iki doniisim olsun.

lim7x, =limx, =ue X olan X uzayindaki her bir {x,} dizisi igin

n—oo n—soo neN

limd (Tfx,, fx,)=0 ya da limd(7fx,, fTx,)=0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart

n—oo

( /T ) strali ikilisinin bir Banach operator ¢ifti olmasidir ( Chen, Li, 2007).
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1.6. Déniisiim Ciftlerinin Ozellikleri

Tamm 1.6.1. (X,d) bir metrik uzay ve 7,5:X — X tamimh iki doniisiim olsun.

Sx=Tx=w olacak sekilde x,we X noktalar1 varsa x noktasna S ve T

dontistimlerinin ¢akisma (coincidence) noktast we X noktasina ise ¢akigilan nokta

denir (Jungck ve Rhoades, 1998).

Tanmm 1.6.2. 7,5 : X — X doniisiimleri X metrik uzayindan kendi lizerine tanimli
doniistimler olsun. Her xe X igin d (TSx,STx):O sart1 saglaniyorsa S ve T

doniisiimlerine degismeli doniisiim (commuting) denir (Jungck, 1976).

Tamm 1.6.3. (X ,d ) metrik uzayinda 7,5:X — X seklinde tanimlanan

doniigiimler her xe X i¢in

d(TSx,STx) < d(Sx,Tx)

sartin1 saglasin. Bu durumda S ve T doniistimlerine zayif degismeli (weakly

commuting) doniisiimler denir (Sessa, 1982).

Tanim 1.6.4. X metrik uzayinda 7,5:X — X doniisiimleri tanimlanmis olsun.

(xn) , X uzaymnda bazi e X noktalari i¢in lim Sx, =lim 7x, =¢ sartini saglayan bir

n—yeo n—seo

dizi olmak iizere limd(7Sx,,STx,)=0 sarti saglaniyorsa S ve T doniisiimlerine

n—se0

uyumlu (compatible) doniisiimler denir (Jungck ve Rhoades, 1998).

Tamm 1.6.5. (X,d) metrik uzayinda 7,5:X — X iki doniisiim olsun. Eger bu

dontistimler cakisma noktalarinda degismeli ise bu donilisimlere zayif uyumlu
(weakly compatible) dontisiimler denir. Yani, baz1 u€ X noktalar i¢in Tu = Su

iken TSu = STu ifadesi saglanir (Jungck ve Rhoades, 1998).
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Tamm 1.6.6. (X,d) metrik uzayinda 7,S: X — X iki doniisiim olsun. Baz1 t€ X

noktalar1 i¢in lim7x, =lim Sx, =¢ olacak sekilde X de en az bir (x,) dizisi var

n—oo n—»o0

fakat limd (7Sx,,STx,) limiti sifirdan farkli ya da bu limit yoksa S ve T

dontistimlerine uyumlu olmayan (noncompatible) doniisiimler denir (Aamir ve El

Moutawakil, 2002).

Tanmm 1.6.7. X metrik uzaymnda 7,5:X — X doniisiimleri tanimlanmis olsun.

Eger bazi te X noktalar1 i¢in lim7x =limSx, =¢ saglamyorsa S ve T

doniigiimleri (E.4) ozelligine sahip doniigiimler olarak adlandirilir (Aamir ve El

Moutawakil, 2002).

Uyumlu olmayan iki doniisiimiin (EA) Ozelligine sahip oldugu agiktir. Ayrica

verilen tanimlardan, verilen iki doniisiim icin asagidaki sonug kolaylikla elde edilir:
Degismeli doniisiim = Zayif degismeli donilisiim = Uyumlu doniisiim.

Ornek 1.6.8. X =[O,1] kiimesi mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun. Her

x€e X igin
T:X—->X S:X—->X
x> Tx=2 x— 8=
2 2+x

déniisiimleri verilsin. Buradan S(X)=[0,1/3] ve T(X)=[0,1/2] dir. Her xe X

igin
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2
d (STx,TSx) x| *
| +4 4+2| (x+4)(4+2x)

)C2 X X

<
4+2x 2 2+x

d(Tx, Sx)

dir. Buradan 7" ve S zayif degismeli doniisiimlerdir. Fakat

X X
>

4+x 4+2x

STx =

=TSx

oldugundan degismeli doniisiim degildir (Sessa, 1982).
Ornek 1.6.9. X =[0,3] ve d(x,y) =|x—y| ve

T X—>X S:X—>X

x,x€[0,1) 3—x,xe[0,1)
x—>Tx= x—>Sx=
3,xe[1,3] 3, xe[13]

olsun. x=3e[1,3] ve bu aralikta 78x=STx oldugundan 7' ve § doniisiimleri

X= [0,3] kiimesi tizerinde zay1f uyumlu doniisiimlerdir (Chugh ve Kumar, 2001).

Ornek 1.6.10. X =R {izerinde

I X—>X NI i ¢

x
x%szg x— Sx=x

1 .
olsun. x=0 ve x = 3 noktalar1 birer cakisma noktasidir.

7S(0)=ST(0)=0
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oldugundan 0 noktasinda degismelidir dolayisiyla bu noktada zayif uyumludur.

TS (1/3)=T(1/9)=1/27 ve ST(1/3)=5(1/9)=1/81

1 . .
dir. Buradan ng noktasinda degismeli olmadigi ve sonucta da zayif uyumlu

dontistimler olmadigr goriiliir (Chugh ve Kumar, 2001).

1.7. Integral Tipi Doniisiimlerin Ozellikleri

2002 yilinda Branciari, tam metrik uzay iizerinde integral tipi doniislimiin sabit
noktasinin varligmmi ve tekligini ispatlayarak Banach daralma doniisiiminii

genellestirmistir.

Tanim 1.7.1. @ ={¢:[0,00) —[0,¢0), Lebesgue-integrallenebilir bir fonksiyon

asagidaki sartlar1 saglayan bir aile olsun.

a. @, [0, oo) kiimesinin her kompakt alt kiimesi iizerinde toplanabilirdir.

b. Non-negatiftir.

c. Ve>0 icin I¢(s)ds>0 dir.
0

Ornek 1.7.2. Asagidakiler ¢ fonksiyonuna 6rnek olarak verilebilir.

a. ¢:R"—>R"
t—@(t)=2t
b. ¢:R* >R"

t > ¢(t)=¢" . (Liu, Li, Kang ve Cho 2011).
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Teorem 1.7.3. (X,d) tam metrik uzay ve 7:X — X bir doniisiim olsun. ¢ge @,

olmak iizere 7€ [0,1) ve Vx,ye X igin

d(x.y)
j P(s)ds<n I @(s)ds,

ifadesi saglansin. Bu durumda Vxe X igin lim7"x=z dir ve ze X noktast T

n—yeo

doniisiimiiniin sabit noktasidir (Branciari, 2002).
Sonug 1.7.4. Teorem 1.7.2. de V720 igin ¢(¢)=1 almrsa

d(Tx,Ty) d(x,y)

[ 1ds<n | 1as
0 0
d(Tx,Ty)<nd(x,y)
yani, Banach daralma doniisiim prensibi elde edilir.

Lemma 1.7.5. g @, ve {xn}neN dizisi lim x, = x sartin1 saglayan pozitif degerli bir

n—>c0

dizi olsun. Buna gore

n—seo

limT¢(s)ds = j‘gz)(s)ds

dir (Liu, Li, Kang ve Cho, 2011).

Lemma 1.7.6. g @, ve {xn}neN pozitif degerli bir dizi olsun.
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n—eo n—eo

limx, =x < limf¢(s)ds=0
0

dir (Liu, Li, Kang ve Cho, 2011).
1.8. Grafla Donatilmus Metrik Uzaylar

2008 yilinda Jachymski grafla donatilmis metrik uzay kavramini kullanarak bazi
genel yapidaki sabit nokta teoremlerini vermistir. S. Suantai, ¢ok degerli doniisiimler
i¢cin graf kavramini ve metrik uzay iizerinde yonlii grafa sahip ¢ok degerli zayif G -
doniisiimlerinin yeni ¢esitlerini ortaya c¢ikarmistir. Sonrasinda bir¢ok yazar soyut

uzaylarda graf yapisini kullanarak sabit nokta teoremlerini ispatlamistir.

(X,d) metrik uzay ve XXX Kkartezyen carpiminin kdsegeni A olsun. V' (G) ve

E (G) ile sirasiyla noktalar1 X uzayimin elemanlar1 olmak iizere grafin koseleri ve

kenarlar1 gosterilsin.

G=(V(G),E(G)) basit yonlii graftir. Basit yonlii bir grafta kenarlar tim digim
noktalarin igerir, yani, AC E (G) dir. G grafinin kenarlarinin yonii degistirilerek

elde edilen grafa G grafinin tersi denir, G™' ile ifade edilir ve

E(G‘l):{(y,x)e XXX:(x,y)e E(G)}

dir. G grafindaki kenarlarin yonii dikkate alinmadan elde edilen G grafi yonsiiz

graftir ve bu grafta
E(G)=E(G)UE(G)

dir.
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G grafinda x,yeV(G) kose noktalar olsun. x ile y arasmmdaki NeN
uzunlugundaki bir yol i =1,2,...,N, x, =x, x, =y ve (x_,x,)€ E(G) olacak sekilde
G grafinin N +1 tane kose noktasinin {x,.}jil dizisidir. Herhangi iki kose noktasi

arasinda en az bir yol varsa G grafina baglantili graf denir. Eger G grafi baglantili

graf ise G grafina zayif baglantili graf denir. x,ye V"', (x, y)e E' olmak fizere

E'CE(G),V'cV(G) ise (V',E') grafi G grafinin alt grafi olarak adlandirilir.

(Johnsonbaugh, 2005).
Ornek 1.8.1. "<" ile X iizerinde kismi siralama bagintis1 verilsin.

a. G, grafi

E(Gl)={(x,y)e XXXZxSy}

dir.

b. G, grafi
E(G,)={(x.y)e XxX :x<yvy<x]
dir (Jachymski, 2008).
Tamm 1.8.2. 7:(X,d) — (X,d) bir doniisiim olsun.
a. T dontigimii G grafinin kenarlarin1 koruyorsa yani Vx, ye X i¢in
(x,y)e E(G)=(Ix,Iy)e E(G) (1.3)

ve
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b. a € (0,1) olmak iizere Vx,ye X i¢in
(x,y)e E(G)=d(Ix,Ty) < ad (x,) (1.4)

ise 7' doniislimiine Banach G—daralma doniisiimii ya da kisaca G —daralma

doniigiimii denir (Jachymski, 2008).

Ornek 1.83. T7:X — X herhangi bir sabit fonksiyon, E(G) tim diigim

noktalarini igerdiginden Banach G —daralma doniisiimiidiir (Jachymski, 2008).

Tamm 1.8.4. (X,d) metrik uzay, 7: X — X bir doniisiim olsun.

n

a. (k )nEN pozitif tamsayilarin herhangi bir dizisi ve Vx, ye X i¢in
n—eo iken T — y=T(T" ) > Ty

saglanirsa 7' doniisiimiine yoriingesel stirekli doniisiim denir.

b. xe X ve (x,)ne N dizisi igin

x, > x ve (x,,x,,)€ E(G) iken Tx, — Tx

ise T donlistimiine G — siirekli doniisiim denir.

c. (kn )nEN pozitif tamsayilarin herhangi bir dizisi ve Vx, ye X i¢in
T" -y ve neN igin (Tk"x,Tk"*‘x)e E(G)= T(Tk"x) — Ty

ise T donlisiimiine yoriingesel G —siirekli doniisiim denir.

Verilen stireklilik kavramlari arasinda
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stirekli = yoriingesel siirekli = yoriingesel G —stirekli,
stirekli= G —stirekli = yoriingesel G —siirekli

iligkileri vardir (Jachymski, 2008).

E (G) simetrik ve x noktast G grafinin tepe noktasi olsun. x ile baslayan bazi

yollar1 i¢eren kenar ve kdseleri bulunduran alt grafa x noktasini iceren G grafinin

bileseni ad1 verilir ve G, ile gosterilir.

“G grafinda y noktasindan z noktasina bir yol varsa yRz ” dir,

kurali ile V(G) iizerinde tanimlanan R bagintisinin denklik siiflari [x] , olmak

iizere V(G,)=|x], dir. G, grafi baglantili bir graftir. (Jachymski, 2008).

Teorem 1.8.5. (X,d) tam metrik uzay ve (X,d,G) igliisi
“(x,) _ €X dizisi igin x, >x ve (x,x,,)€ E(G) iken (xkn,x)e E(G) olan
(x, )  alt dizisi vardir”  dzelligine sahip olsun. T:X — X bir doniisim ve

X, ={xe X|(x,Tx)e E(G)} kiimesi tammlansmn. Asagidaki ifadeler saglamr:

L |F(1)|=[x], :xe X, dir

2. F(T)#D e X, =D dir.

3. T tek bir sabit noktaya sahiptir < X, C [xo]a olan x, € X, vardir.
4. Herhangi xe X, icin T’ ‘[x]é Picard operatoriidiir.

5. X, #9D ve G zayif baglantil1 ise 7 Picard operatdriidiir.

6. X'=U{[x],:xe G} ise T|,. zayif Picard operatoriidiir.

7. TCFE (G) ise T' zayif Picard operatoriidiir (Jachymski, 2008).

F. Bojor 2010 ylinda kiyaslama fonksiyonlarin1 kullanarak grafla donatilmis metrik

uzaylarda ¢ -daralmalar i¢in sabit noktanin varlig1 problemini ¢calismistir.
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Tanim 1.8.6. (X ,d ) metrik uzayi iizerinde G grafi verilsin.

a. Vx,ye X((x,y)e E(G)=(Tx,Ty)e E(G)) dir,

b. V(x,y)e E(G) i¢in d (Tx,Ty) < @(d(x,y)) olacak sekilde ¢:R" — R*

kiyaslama fonksiyonu vardir,

Ozelliklerini saglayan 7: X — X doniistimiine (G, (p) -daralma doniistimii denir

(Bojor, 2010).

Teorem 1.8.7. (X,d ), G grafi ile donatilmis metrik uzay ve 7:X — X bir

dontisiim olsun. Asagidakiler saglansin.

(a) G zayif baglantilidir,

(b) d(x,,x,,,)—0 olan herhangi bir (x, )neN c X dizisi i¢gin m,n=n, olan
Vm,ne N igin (xkn X, )e E(G) olacak sekilde k,n, € N vardur,

(c), T yoriingesel siireklidir,

veya

(¢), T, yoringesel G- siireklidir ve her bir ke N igin (T"kxo,x*)e E(G) olan
T"x, )neN dizisinin (T "X, )keN alt dizisi vardur,

(d) T,(G,p)-daralma doniisiimiidiir,
(

e) d tam metriktir.

Bu durumda 7' doniistimii Picard operatoriidiir (Bojor, 2010).



BOLUM 2. MODULER UZAYLAR

2.1. Temel Tanimlar Ve Teoremler

L’ Lebesgue fonksiyon uzaylarini genellestirmeye yonelik ilk caligmalar 1930’larin
baslarinda ortogonal agilimlarla baglantili olarak Orlicz ve Birnbaum tarafindan

yapilmistir. Fonksiyon uzaylari
i :{f:R—HR; 3/1>0:j(p*(/1\f(x)\)dx<oo}
R

seklinde tanimlanmustir. ¢ : [0, oo] — [O, oo] sonlu, artan konveks bir fonksiyondur.

¢ fonksiyonuna

fonksiyonlar1 6rnek verilebilir. Birgok diferansiyel uygulamalar1 ve bu uzaylarin

farkli dzellikleri dahil edilerek ¢ lineer metrik uzayin yapisini insa etmek
miimkiindiir. Ayrica herhangi bir kuvvete sahip olmayan tipteki ¢ekirdekleri iceren
diferansiyel ve integral denklemlerle yapilan birgok uygulama Orlicz uzaylari

teorisinin gelisimine katki saglamstir.

Bu gelismelerin iki ana yonii gozlemlenmektedir. Bunlardan ilki 1955 yilinda

Luxemburg tarafindan baslatilan ve daha sonra Zaanen ile yapilan ortak ¢aligmalar
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ile gelistirilen Banach fonksiyon uzaylar teorisidir. Bu teorinin ana fikri (X ,Z,/I)

Olclim uzayi, M(X , S ) tiim kuvvetli dl¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere

‘f(x)‘ < ‘g(x)‘ iken ||f|| S”g” (A—h.h.y) sartin1 saglayan

L={f:X>R; feM(X,R),

Sl<=]
fonksiyon uzayimin gelistirilmesi temeline dayanmaktadir.

Uzaymn elemanlarinin biiyiimesini kontrol eden lineer olmayan bir fonksiyonelin
integral formu ile bazi basit ve temel 6zelliklere sahip olan soyut olarak verilen bir
fonksiyonelin degistirilmesi prensibine dayanan Orlicz uzay teorisinden esinlenerek
diger yon c¢alisilmis ve gelistirilmistir. Bu fikir Nakano’nun 1950°de sirali uzay
teorisi ile baglantili olarak baglattigi ve 1959°da Musielak ve Orlicz’in yeniden

tanimladig1 ve gelistirdigi modiiler uzay teorisinin temelini olusturmaktadir.

Tamm 2.1.1. X, K iizerinde keyfi bir vektor uzay1 olsun (R veya C).f,ge X

icin : X %[0,00) fonksiyoneli

a. u(0)=0;
b. |a|=1 icin ,u(af):,u(f);

c. a+b=1(a,pb20)= u(af +bg)<u(f)+u(g);

sartlar1 sagliyorsa u fonksiyoneline X iizerinde modiilerimsi (pseudo modiiler)

denir. Ayrica (iii) 6zelligi yerine asagidaki 6zellik saglanirsa

d. a+b=1(a,b20)= pu(af +bg)<au(f)+bu(g);
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u fonksiyoneline X iizerinde konveks modiilerimsi denir (Musielak ve Orlicz,

1959).

(a) yerine asagidaki sartlar alinirsa

a,. £(0)=0 ve A>0 i¢in u(Af)=0<« f =0 sart1 saglaniyorsa

i fonksiyoneline X iizerinde yari modiilerdir (semi modiilerdir) denir.

a,. 4(f)=0& f =0 sarti saglaniyorsa # fonksiyoneline X iizerinde modiilerdir

denir (Musielak ve Orlicz, 1959).

Tamm 2.1.2. 1, X iizerinde konveks modiilerimsi olsun.
X, ={he X:lglgﬂ(ﬂh)zO}

kiimesine modiiler uzay denir (Musielak, 1983).

Tamm 2.1.3. X, X uzayinn alt vektdr uzay olsun.

1, :inf{t>o;ﬂ(§jg}

modiilerine F -yarinorm (seminorm) denir (Musielak ve Orlicz, 1959).

Ayrica, u-konveks modiilerimsi igin || f ||# =inf {t >0: ,u({j < 1} modiilerine de

F -yarinorm denir (Musielak ve Orlicz, 1959).

4 modiiler ise F -normu her >0 igin w(¢(f,-f))—>0 ifadesi |f,—/|—0

ifadesi ile esdegerdir. Ayrica u(f)<|f ||# esitsizligi || / ||ﬂ <1 sartin1 saglar.
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Ornek 2.14. ¢ : XxR* = R* fonksiyonu

a. Sirekli, artan ve ikinci degiskene gore sonlu,

b. Birinci degiskene gore dlgiilebilirdir.

sartlarini saglasin.

u(h)=[o (X,

R

S (x) Jax

fonksiyoneli bir modiilerdir ve X uzayr da modiler uzaydir (Musielak ve Orlicz

1959).

Musielak ve Orlicz 1959 yilinda modiiler uzay teorisinin temel teoremlerini
ispatlamislardir. Bu tiir uzaylar analizin uygulama alaninda genis yer kaplamaktadir.
Birgok alanda genellestirmelerine rastlanabilir. Vektor degerli fonksiyonlar i¢in bazi
genellemeler 6ne siliriilmistiir. Ayrica bu uzaylarin olasilik ve matematiksel istatistik

alanlarinda bir¢ok uygulamalar1 vardir.

Musielak-Orlicz uzay teorisindeki kavramlar yeni talepleri karsilamamaya
baglamistir. Cilinkii toplam alma veya esdeger modiilerlere gecme gibi bir¢ok islemi
yapisinda bulundurmamaktadir. Calismalarda herhangi bir 6zel formda olmayan
ancak yine de soyut modiilerin sahip olabilece§inden ¢ok daha uygun Ozelliklere
sahip modiiler sinifi tarafindan verilen modiiler uzaylar arastirilmistir. Bu aragtirma

norm ve F -norm olmayan fonksiyonellerin uygulamalari i¢in yararli olmustur.

Tamm 2.1.5. X, K cismi iizerinde keyfi bir vektor uzayi olsun (R veya C).

Vx,ye X ve a,be K igin u:X —>[0,) fonksiyoneli

(&.) u(x)=0=x=0,

(,.) |a|=1 igin u(ax) = pu(x),
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(15.) a+b=1,(a,b20)= pu(ax+by)< u(x)+u(y),

sartlarin1 sagliyorsa u fonksiyoneline X {tizerinde modiiler denir ve X uzayina da
modiiler uzay denir ve genellikle (X, ) veya X, ile gosterilir. Ayrica (1) 6zelligi

yerine agagidaki ozellik saglandiginda ise
(4,.) a+b=1,(a,b=0)= u(ax+by)<ap(x)+bu(y)

u fonksiyoneline X iizerinde konveks modiiler denir (Musielak ve Orlicz, 1959,

1959a).

Ornek 2.1.6. 1:R — [0,00) fonksiyoneli

reel degerli bir x - modiilerdir.

Tamm 2.1.7. ¢, X iizerinde konveks modiiler olsun.

X, ={xe X: lllilg,u(/ix) 20}

kiimesine modiiler uzay denir (Musielak ve Orlicz, 1959, 1959a).

Ornek 2.1.8. (X, #) modiiler uzay olsun. d, : X XX —[0,e0) fonksiyonu

0, X # yise
d, = .
{,u(x)+,u(y), x=yise
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bir metriktir. (X, ) uzay: da bir metrik uzaydr.

L alt toplamsal olmadigindan norm veya uzaklik olarak ifade edilmez Fakat u

fonksiyoneli agagida tanimlanacak olan F' - norm ile iligkilendirilebilir.

Tamm 2.1.9. X vektor uzayi lizerinde tanimlanan || ||:X - [O,oo) fonksiyoneli her

x,y€ X i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyonele F -norm denir (Rolewicz,

1985).

n,. ||x||:0<:>x=0,

n,. |0(| =1 i¢in ||0(x|| =

n,. an)—>O:>||a x||—>0

()
(n..)
() [+ <[]
(n,:)
(n,:)
(ns.)

(
(xn)—>0:||ax ||—>0
(

a,) =0, (x,)

ns.

dir. Ayrica {x,}, X iizerinde bir dizi olmak iizere &, —a ve

O(x” — 0 dir.

Tamm 2.1.10. X, modiiler uzayinda ||||ﬂ : X, —[0,00) F -normu

I, =inf{/1>0: /{%jgl}

seklinde tanimlanirsa | || bir normdur ve bu norma 6zel olarak Luxemburg normu

adi verilir (Musielak ve Orlicz, 1959, 1959a).
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Teorem 2.1.11. (X , |) ikilisi F' -uzay1 olsun. ||x||1 =sup ||tx|| normu, x|| standart
0<r<1

normu ile denktir. ||||l normu azalmayandir ve bu norm bir g -modiilerdir (Rolewicz,

1985).

Ispat:

a. ||x||1 =sup||tx||=O dir. ||x||1 =0 ise ||x||£||x||1 ve ||x||=0 sart1 saglandigindan
0<t<1
x=0 dir.
b. |o|=1igin
o] = suplrs] = suplee| =[]
0<r<1 0<t<1
c. Vx,ye X igin,

t(x+ y)H1

x+ ] =sup

0<r<l1

1

()

< sup t(x)”1 +sup

0<¢<1 0<r<1

<[l +
dir.

d. {tz,} skalerlerin 0 noktasina yakinsayan bir dizisi olsun. [0,1] araligi

kompakt oldugundan Vxe X i¢in ||tx|| fonksiyonu stireklidir. Ayrica 0<) <1

olmak tizere {bﬂ} dizisi ||tn)c||l =

t,b,x| sarti saglasin. Boylece {t,b,] dizisi sifira

yakinsar ve normun 4. 6zelliginden ||tnx||l — 0 dir. ' 50 olsun. ||x||1 azalmayan

X

n

oldugundan ve tiggen esitsizliginden

Jes, [ < (j+ 1) | —0
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"=t b x

n-n-n

elde edilir. £, >0 ve |x,| =0 olsun. " olacak sekilde 0<5, <1

t"lx}'l
sartin1 saglayan {bn} dizisi vardir. {tnbn} dizisi sifira yakinsak ve ||x||£||x||1 sart1

thx

n-n-n

saglandigindan = ||tnxn ||1 — 0 bulunur.Dolayisiyla ||x||l normu £ -normdur.

||x||£||x||1 oldugundan ||x|| —0 ise ||x||1 — 0 dir. {x,} dizisi igin ||xn || — 0 iken ||xn ||1
dizisi sifira yakinsak olmasin. ||x|| fonksiyonu [O,l] kompakt araliginda siireklidir ve

o, 0<a <1 icin ||xn||1 =

o, x,| saglanir. Bolzano-Weierstrass teoremi geregince

{er,} dizisi o noktasma yakinsak olsun. Skaler ¢arpimin siirekliliginden

1
X =

n

a]’l x}’l

—0 dir. Boylece c¢eliski olusmaktadir. Buradan ||x|| ve ||?C||1

normlarmin denk oldugu elde edilir.

Teorem 2.1.12. X lineer uzay:r lzerinde 4 bir modiler olsun. X, modiiler

uzayinda ||x|| ile F' normu tanimlansin. Bu durumda ,u(xn ) — 0 olmasi icin gerek

ve yeter sart|x, | — 0 olmasidir (Musielak ve Orlicz, 1959, 1959a).

Ispat:

||x|| = inf{g >0: ,u(gj < 6‘} olsun

a. x=0& ﬂ(x) =0& ||x|| =0 oldugu agiktir.

b. |0{| =1 olsun.

|lcexx| = inf {g >0: ,a(%] < 8}
:inf{g>0: ,a(fj«s}:”x”
£

elde edilir.
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c. Vx,ye X ve 0 >0 keyfi bir say1 olsun. |||| fonksiyonelinin tanimindan

x x e .
,u(—j <& U (—j < ¢, esitsizliklerini saglayan &, ve &, pozitif sayilar1 mevcuttur.
81 82

Ayrica ||x|| <g < ||x||+5 ve ||y|| <g, < ||y||+5 esitsizlikleri saglanir.

xX+y g x g y
U SuU —+ —
£ tE&, g +E, & &€, E

Sﬂ(ij"‘/{ljgﬁ +&,
'91 82

elde edilir. Boylece ||x+ y||§€1+€2 S||x||+||y||+25 dir. Burada ¢ keyfi bir say1

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanmis olur.

d. U(x,)=>0e |x,[| =0 oldugunu gostermek igin £>0 verilsin. u(x,)— 0

olsun. Boylece modiilerin 06zelliginden ﬂ(ﬂJHO dir. Yani her n>N igin
£

<& elde edilir. €

,u(ij < & sartin1 saglayan N dogal sayis1 vardir. Buradan |x,
&

keyfi bir say1 oldugundan ||x|| — 0 bulunur.

Diger taraftan |x || <1 olsun. ||xn|| <a<1 olacak sekilde bir a sayisini verilsin.

u(x,)< ,u(%j <a di. Buradan u(x,)<|x,| elde edilir. Boylece |x,|—0 ise

y7i (xn ) — 0 goriiliir.

Dort sart saglandigindan ||x|| fonksiyoneli bir F - normdur. X, modiiler uzay: bu

norma gore F -normlu uzaydir.

Ornek 2.1.13. X vektor uzayr X ={f:[0,1] > R, dlgiilebilir fonksiyon} olarak

tanimlansin. ¢ :[0,1]xR* - R fonksiyonu
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a. siirekli, artan ve ikinci degiskene gore konvekstir,

@ (,0)=0, x=0ise
b. ¢ (t,x)=1 ¢ (1,x)>0, x>0ise
@ (t,x) >0, x—>ooise

olan ¢ (l,x) fonksiyonu x e gore azalmayan siirekli bir fonksiyondur,

c. @, birinci degiskene gore dlgiilebilirdir,

ozellikleri saglansin. f'e X igin,

X tzerinde bir modilerdir. X, ise modiler uzaydir. Ayrica X, modiiler uzayi

Musielak-Orlicz uzayi olarak da adlandirilmaktadir (Rolewicz, 1984).

Ornek 2.1.14. i (t) , R direncinden gegen bir akim olsun. [O,T ] periyodundaki akim

enerjisi

ile ifade edilir. P(i ) , [O,T ] tizerinde bir modiilerdir (Rolewicz, 1984).

Ornek 2.1.15. M (t), R 1i¢ direncine sahip bir bataryanin i¢inden gegen elektrik

akim kuvveti olsun. Amper saatlerinin / biiyiikliigii L% [O,T ] uzayinda

ile gosterilir. 7, bir modiilerdir (Rolewicz, 1984).
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Ornek 2.1.16. Bir teknenin hizt ¥ (¢), motorun dénme hizi olan V(t)zN(r(t))

bagmtist ile iliskilendirilmektedir. Burada N, N (O)=O sartin1 saglayan stirekli,

konkav bir fonksiyon olmak tizere
T

Py(r)= [N (r (1))t
0

ile ifade edilen. P, (r) yol-donme fonksiyonu [O,T ] iizerinde bir modiilerdir
(Rolewicz, 1984).

2.2.Modiiler Uzaylarin Topolojik Yapisi

Bu kisimda modiiler uzay yapisindaki yakinsaklik, Cauchy dizisi, tamlik ve

stireklilik gibi kavramlardan bahsedilecektir.

Tamm 2.2.1. X, modiiler uzay ve {xn}neN , bu uzayda bir dizi olsun.

limu(x, —x)=0

n—yeo

ise {xn} dizisi xe X, noktasma g -yakinsaktir denir (Musielak, 1983).

Tanim 2.2.2. X, modiiler uzay ve {x,} ,buuzayda bir dizi olsun. Her £ >0 ve
m,n > n, iken

lim u(x,—x,)=0

n,m—»eo

olacak sekilde en az bir n, dogal sayis1 varsa {xn} y dizisine X, uzaymnda -

ne

Cauchy dizisi denir (Musielak, 1983).
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Tamim 2.2.3. Her {x,} = u-Cauchy dizisi s -yakinsak ise X, uzayma u-tam

eN

uzay denir (Musielak, 1983).

Tamm 2.2.4. C, X, modiler uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her {x,} = C dizisi

i¢in

limu(x, —x)=0

n—oo

olacak sekilde xe C varsa X, modiler uzayma g -kapalidir denir (Musielak,

1983).

Tamm 2.2.5. C, X, modiiler uzaymin bir alt kiimesi olsun.

5,(C)= sup p(x~y)

x,yeC

ifadesine C kiimesinin x-capt denir. J,(C)<eo ise X, modiiler uzayma u-

sinirlidir denir (Musielak, 1983).

Tamm 2.2.6. X, modiiler uzayinda {x,}  dizisi xe X, noktasina ve {».1

ne neN

dizisi de ye X, noktasina y -yakinsak olsun.

u(x—y)<liminf u(x,—y,)

n—yoo

esitsizligi saglanirsa y fonksiyoneli X, modiiler uzayinda Fatou 6zelligi sahiptir

denir (Musielak, 1983).

Tanim 2.2.7. {x,} ., X uzaymnda bir dizi olsun.
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a) Vxe X, igin ,u(2x) < K,u(x) sartin1 saglayan K >0 sayis1 varsa u
fonksiyoneli A, —tipi sartini saglar denir (Benavides ve ark., 2001).
b) u(x,)—>0, (n—o) iken u(2x,)—>0(n—>e) ise u fonksiyoneli A,-

sart1 saglar denir (Kozlowski, 1988).

A,-tipt sart1 ve A,-sarti denk sartlar degildir. Fakat A, -tipi sartinin A, -sartini
gerektirdigi agiktir. g -modiileri liggen esitsizligini saglamadigindan g -yakinsak
olan bir dizinin u-Cauchy dizisi olmasi gerekmez. Bu durumun saglanmasi igin
gerek ve yeter sart 4 modiilerinin A, -sartin1 saglamasidir. Ayrica ¢, A,-tipi sartini

saglarsa norma gore yakinsaklik ve modiiler yakinsaklik denktir (Benavides ve ark.,

2001).

Ornek 2.2.8. Q kiimesinin alt kiimesi olan ¥ sayilabilir toplamsal cebiri verilmis

olsun. (%, 1) iicliisii Slgiilebilir uzaydir. Q, sonlu sayilabilir (Q, <) ve Q,
kiimelerinin sayilabilir ailesi olarak temsil edilirse Slgiilebilir uzaya (Q,Z,/i) o -

sonludur veya kisaca Q, o -sonludur denir.
N (u) fonksiyonu u =0 icin asagidaki sartlar1 saglar.

a. Azalmayan, negatif olmayan ve stirekli bir fonksiyondur.

b. N(u)=0<:>u:O dir.

N (u) fonksiyonu k>0 i¢in N (Zu) <kN (u)olacak sekilde A,-sartin1 saglar. X,

Q iizerinde tanimlanan sayilabilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. x(t) ,V (t) € X icin

/?,(t:x(t);ty(t)):O:x:y
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oluyorsa x(¢) vey(¢) fonksiyonlar1 denktir. Lineer uzayda sifira esit olan tiim

fonksiyonlarmin olusturdugu kiime € olsun. SO(Q,ZJ,) uzay1 % bolim uzayi

olarak tanimlansin;

fonksiyoneli S, (,Z,4) boliim uzay iizerinde modiilerdir (Rolewicz, 1985).
Ispat:

a. N (u) =0 ¢ u =0 oldugundan P, (x) =0 < x =0 sartinin saglandig1 aciktir.

b. |o|=11igin

P, (ox)= IN(‘O(x(t)Dd/l

= iN(‘x(t)‘)d/i =P, (x)

sart1 saglanir.

c. a,b=>20,a+b=1 olsun;

olarak tanimlansin. N (u) azalmayan fonksiyon oldugundan

Py (ax+by) = [V (|ax (1) + by (1) Ja2

Q

< I N(a‘x(t)‘+b‘y(t)‘)d/1

QuUQ,
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< I N((a+b)‘x(t)‘)dl+ J. N((a+b)‘y(t)‘)d/1

Q,

<[N(xflias [N (v A=A (x)+ A ()

olur. (a)-(c) sartlar1 saglandigindan P, (x) fonksiyoneli bir modiilerdir.

Tamm 2.2.9. X, bir modiiler uzay ve 7:X, — X, bir doniisiim olsun. (x,)e X,

dizisi i¢in

lim g¢(x,—x)=0 iken lim (T (x,)-T(x))=0;

n—oo n—seo

oluyorsa 7" doniistimii X, modiiler uzayinda  -siireklidir denir (Musielak ve Orlicz,

1959 ).

Onerme 2.2.10. Modiiler uzayda ( ﬂ3) sartindan agagidaki sonuglar elde edilir.

1. |a| <|b| sartin1 saglayan a ve b reel sayilart igin #(ax) < (bx) dir.

2. a,a,,a,..,a, pozitif sayilar i¢in Zal:l olsun. x,,x,,....,x,€ X olmak
i=1

uzere

dir (Musielak ve Orlicz, 1959 ).

Teorem 2.2.11. X, modiiler uzayi lineerdir.
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Ispat:

a. xe X, ve ¢ birskaler olsun. X, uzaymin tanimindan

o= | s -

olacak sekilde k pozitif sayisi vardir. Bdylece txe X, bulunur.

b. x,ye X, olsun. X, uzaymnin tanimindan

ulkx)<es . pky)<

olacak sekilde k., ve k, pozitif sayilart mevcuttur. k:min{kx,ky} secilirse

modiilerin () dzelliginden

,u(%(x+y))£,u(kx)+,u(ky)S,u(kxx)+,u(kyy)<

olur. (a) ve (b) den X, uzay lineerdir (Rolewicz, 1985).

2.3. Modiiler Uzaylarda Sabit Nokta Teorisi

Bu kisimda modiiler uzaylarda kullanilacak olan sabit nokta teorisiyle ilgili temel

kavramlardan bahsedilecektir.

Tamm 2.3.1. X, modiiler uzayinda S ve T iki donligim olsun.

a. ,u(Sx—x)zO sartt saglaniyorsa xe€ X noktast S doniisiimiiniin sabit

noktasi olarak adlandirilir.
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b. u(Sx—Tx)=0 ise x€ X noktasma (S,T) ¢iftinin ¢akisma noktasi denir.

c. Sx=7Tx=x ise xe X noktasina (S T ) ciftinin ortak sabit noktas1 denir.

Tamm 2.3.2. X, modiiler uzay C < X, ve T:C — C keyfi bir déniigiim olsun. Her

x,y€ X, i¢in

H(Tx=Ty) < Lp(x—y) (2.1)

olacak sekilde L=>0 sayisi varsa T dontstimi X, modiler uzay: lizerinde u -

Lipschitzian doniisiim olarak adlandirilir (Kozlowski, 1988).

L <1 oldugunda 7 doniisiimii  -daralma donilisiimii, L <1 oldugunda ise u -

genislemeyen (nonexpansive) dontisiim adini alir.

Ornek 2.3.3. X=(0,), ¥ ise X kiimesinin tim Lebesgue olgiilebilir

altkiimelerinin bir o -cebiri olsun. P ile sonlu ol¢li alt kiimelerinin o -halkasi

gosterilsin.
175 1
u(f)== [ () dm(x)

1

modiileri  tammlansm. B, 0< f(x)< 5 olan  f:(0,00) >R  &lgiilebilir

fonksiyonlarin kiimesi olmak tizere 7' lineer operatorii

f(x-1), x=lise
0, xe[O,l] ise

T(f)(X)={

kurali ile verilsin. 7(B) € B oldugu agiktir. f,ge B olmak iizere A<1 i¢in
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o

x+l1

w(A(Tf -Tg))=e ! ANTf (x)-Tg (x)[ " dm(x)
jz F 1) =g (x=1) " dm(x)
ﬂjﬂ £ () =g ()| ()~ g ()| dm (x)
zp £ (x) =g (x)f " dm(x)
=Au(A(f~g))

saglandigindan 7' donlisiimii & -genislemeyen doniistimdiir (Khamsi ve ark., 1990).

M.A Khamsi (2008) modiiler uzaylarda quasi daralma doniisiimlerini asagidaki

sekilde tanimlamistir.

Tamm 2.3.4. X, modiiler uzay olsun. Cc X, ve T:C—C keyfi bir doniigim

olsun. Her x,ye C i¢in

,u(Tx—Ty)Skmax{ﬂ(x—y),ﬂ(x—Tx),ﬂ(y—Ty),,u(x—Ty),,u(y—Tx)} (2.2)

olan 0 <k <1 saysi varsa 7' doniisiimiine quasi-daralma doniisiimii denir (Khamsi,

2008).

Tamm 2.3.5. X, modiler uzay olsun. 4 modiileri A,-sartini saglasin. Baz1 ze X
noktalar1 i¢cin Sx, -z ve Tx, =z sartin1 saglayan {xn}neN dizisi mevcutken

u(TSx, —STx,) >0 ise X, uzaymdaki 7 ve S doniisiimlerine 4 -uyumludur

denir. Eger 7' ve S doniisiimleri ¢akisma noktasinda degismeli ise (S,7') ¢iftine -

zay1f uyumludur denir (Mongkolkeha ve Kumam, 2011).

Tamim 2.3.6. X, modiiler uzay ve S,7: X, — X, iki doniisiim olsun.
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: 0,00) - [O,oo) siirekli, azalmayan,

®
<

b. 0:[0,00) —>[0,c0) alttan yari siirekli,

fonksiyonlar1 verilsin. Vx,ye X ig¢in

M<x,y)=max{#(x—y),mx—Sx)aﬂ(y—Ty)’l[“(%”‘s")}“‘G(”y)ﬂ}

2

olmak lizere
w((Sx=1)) <y (M (x,9))-6(M (x,))+ LN (x,)

ifadesini saglayan L >0 sayis1 mevcutsa (S,T ) ciftine (l//,@) -hemen hemen

daralma doniisiimii ad1 verilir (Oztiirk, Abbas ve Girgin, 2016).

Teorem 2.3.7. X, modiler uzayr u-tam ve (S,T) cifti (y,6)-hemen hemen

daralma doniisimii olsun. § ve T doniisiimlerinden herhangi biri w -siirekli

oldugunda S ve T doniisiimlerinin ortak bir tek sabit noktas1 vardir (Oztiirk, Abbas

ve Girgin, 2016).
2.4. Grafla Donatilmus Modiiler Uzaylar
Bu kisimda modiiler uzaylarda graf yapisiyla ilgili temel kavramlar verilecektir.

Tamm 2.4.1. X,, G grafiyla donatilmig modiler uzay ve T:X,— X, 6 bir

doniisiim olsun. X, ={xe X :(x,Tx)e E(G)} ile tanimlanmaktadir (Oztiirk, Abbas

ve Girgin, 2016).
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Tamm 2.4.2. {T”x}neN bir dizi olsun. Vx € X, igin ,u(c(T"x—x*)) —0 ve
Vne N i¢in (T”x, T"“x)e E(G) olacak sekilde ¢>0 sayist vardir. Vpe N igin
(T " x, x*)e E(G) sartin1 saglayan 7" (x) dizisinin alt dizisi olacak sekilde {T i x}

dizisi varsa G grafina C, - graf denir (Oztiirk, Abbas ve Girgin, 2014).

Tamm 2.4.3. 7: X, — X, bir dénisim olsun ve (np)peN pozitif degerli bir dizi
olsun.u(c(T"”x—y)) -0, (T"”x,T"”+1x)e E(G) iken u(c(T(T"”x)—Ty)) -0,

(p—°) olacak sekilde ¢>0 sayist varsa Vx,ye X, i¢in 7 doniisiimiine

yoriingesel G, -stireklidir denir (Oztiirk, Abbas ve Girgin, 2014).

Tamm 2.4.4. X modiler uzayi iizerinde G grafi verilsin ve 7', X, tizerinde bir

doniisiim olsun.

a. Vx,ye X, i¢in (x,y)e E(G)=(Tx,Ty)e E(G) dir. Yani, T doniisimii G
grafinin kenarlarini korur.

b. k<1 ve a<b olan a,b,k pozitif sayilar1 ve ‘v’(x,y)e E(G) icin

u(b(Tx—Ty)) < ku(a(x—y))

ise 7 doniisimiine Banach G, -daralma dontisimi denir.(Aghaniansa, Kourosh ve

Nourouz, 2014).

Tamm 2.4.5. X, modiler uzay: lzerinde G grafi verilsin ve 7', X, modiiler

uzaymda bir doniisiim olsun.

a. Vx,ye X, i¢in (x,y)e E(G)=(Tx,Ty)e E(G) dir. Yani, T doniisimii G

grafinin kenarlarini korur.
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b b .
b. k+i<1, q SE ve a, SE olan a,,a,,k,! pozitif sayilari ve V(x,y)e E(G)
i¢in
w(b(Tx=1y)) <ku(a (Tx—x))+u(a, (Ty-y))

ise 7' dontisiimiine Kannan G, -daralma doniistimi denir (Aghaniansa ve ark., 2014).



BOLUM 3. MODULER UZAYLARDA KIYASLAMA
FONKSIYONLARI iICEREN GENELLESTIRILMIS
DARALMA DONUSUMLERI iCIN ORTAK SABIT
NOKTA TEOREMLERI

3.1. Modiiler Uzaylarda ¢ -Fonksiyonlarimi iceren Daralma Déniisiimleri

Bu boliimde ¢ kiyaslama fonksiyonlar1 kullanilarak genellestirilmis daralma

dontistimlerini saglayan zayif uyumlu doniisiimler i¢in sabit noktalarin varligi ve

tekligi ile ilgili teoremler ve sonuglar verilecektir.

Teorem 3.1.1. X, modiler uzay ve u, bu uzayda A,-sartin1 saglayan konveks

modiler olsun. 4,B,S,T: X, — X, donistimleri i¢in asagidakiler saglansin.

a. SX,cBX, ve TX, c AX, dir.
b. (AX Y BX ﬂ) , X, modiiler uzaymin # -tam alt uzaydir.
c. o, (c) -kiyaslama fonksiyonudur.

Bu durumda Vx,ye X, ve /<c olan [ ve ¢ sabitleri i¢in,

M(x,y):max{,u(l(Ax—By)),,u(l(Ax—Sx)),,u(l(By—Ty)),

%{ﬂ(é(m-Ty)jw(é(syc-gy)ﬂ}

Ve
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N(x,y)= min{,u(l(Ax—Sx)),,u(l(By—Ty)),,u(l(Ax—Ty)),/l(l(Sx—By))}
olmak tizere
,u(c(Sx—Ty))S(/)(M(x,y))+L(N(x,y)), 3.1)

olan L =0 sayis1 varsa (S ,A) ve (T ,B) ikililerinin tek bir ¢akigsma noktalar1 vardir.
Ayrica (S,4) ve (T,B) zayif uyumlu doniisim giftleri ise 4, B, S, T

doniistimleri tek bir ortak sabit noktaya sahiptirler.

Ispat: x,e X . keyfi bir nokta olsun. SX, ¢ BX, ve TX, € AX, oldugundan x,

X,, X5 ,... noktalart Sx, = Bx,, Tx, = Ax,, Sx, = Bx,,... seklinde bulunur. Buradan
Vo, =8%,, =Bx,,,

ve

Vann = Dy = A%y,

bi¢iminde {y,}e X . dizisi elde edilir. Vn 20 i¢in (3.1) esitsizligi kullanilarak

,U(C(yzn _y2n+l)) = /U(C(szn _Tx2n+1))

(3.2)
< ¢(M(xzn,xznﬂ))+L(N(x2nax2n+1))

M(x2n3x2n+l ) = max{:u(l(szn —Bx,,, ))a:u(l(szn —8x,, ))’lu(l(BXZnH —Ix,,, ))’

! M !, —sz,,+1)j+ ﬂ(é(s)cz,, By, )ﬂ}
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= max{,ll(l(yzn—l ~ Vo ))uu(l(yzn—l _yzn))wu(l(yZn _y2n+l))’

1

_[lu(l(J’z;H _J’2n+1))+’u(l(y2” —yn))]}

2

ve

N('x2n’x2n+l ) = min{{:u(l(szn —8x,, ))HU(I(BXZnH —Tx,,., ))’
,U(Z(szn _Tx2n+1))aﬂ(l(szn+1 —5x,, ))}
= min{:u(l(yzn—L Y ))’:u(l(yzn _y2n+1))uu(l(y2n—1 _y2n+1))nu(l(y2n —Vou ))}

ifadeleri elde edilir. Ayrica asagidaki esitlik dikkate alindiginda

il 0aimr) |24 e 330
5 y 5 Yonat = Vann ~5 y 5 Yonat = Vou T Voy = Vanni

% ﬂ(%l(yzn_l —y )jwel(yzn —yzm)ﬂ

IA
N | —

(Y= 92))+ (1 (2= 920)) ]

M('x2n’x2n+1) = max{ﬂ(l(yzn—L — Vo ))nu(l(yzn _y2n+l))} (3.3)

Ve

N (x5, %01) = 4 (1( 1, = 12,)) =0 (3.4)
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esitlikleri bulunur. (3.2) ifadesinde (3.3) ve (3.4) kullanilirsa

#(e(va, = var)) < @(max (e (1(vas = 2,))s (1 (2 = 20))}) (3.5)
elde edilir. Ayrica

M (%, %) = max{ g (1(v, = ¥2,))s (1 (¥20 = Yo0))} = (1 (320 = 21))
seklinde segilirse (3.5) ve Lemma (1.4.3) den

(e (32 = Y20)) S (2 (1(320 = 2200))) S @12 (c (32 = ¥200)) ) < ( (32 = V2r1))
saglanir ve bu ise bir celiskidir. Bu yiizden

M (%, %) = max{ g (1( s, = 32,)) s 4 (1(320 = Y200))} = £(1(D31 = 351)
olarak segilmelidir. Boylece

1(c (3= 200)) S (132 = 3))) S (1 (c (320 = 12,))) S (e (30, = 12,))
elde edilir. Benzer sekilde

H1(¢(Va = Ya2)) SO (1(320 = Y20))) S (€ (V20 = V)

esitsizligi ispatlanabilir. Bsylece Vne N icin

1(c(v, =) <o(u(l(vo-2))<o(u(c(r0-2.))

< (p(¢(,u(c(yn,2 = Vuaa ))))
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< ¢2 (lu(c(yn,z _yn—l)))

(3.6)

<@ (u(c(y,—0)))

bulunur. En son esitsizlikte #n — o i¢in limit alinirsa ¢, (c) -kiyaslama fonksiyonu

oldugundan ¢" (,u(c(yn =V ))) — 0 olur. Boylece lim,u(c(yn — Vo )) =0 elde

n—eo

edilir.

{ yn}neN dizisinin x -Cauchy dizisi oldugunu gérmek i¢in ilk olarak {% yn} ile
neN

tanimli dizinin g -Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. Vm,ne N ve m>n igin

(3.6) ve Onerme 2.2.10. kullanilarak

C C @ C
ll’l(_(yn _yl’ler)j:lLl(_(yn _yn+1)+_(yn+1 _yn+2)+'“+_(yn+m1_yn+m)j
m m m m

Sﬂ(c(yn —yn+1))+,u(c(yn+l _yn+2))+“"u(c(y"+m—1 _y”+m))

<@ (u(c(yo=1)))+@" (1(c(yy—1)))++0"" " (1(c(3-1)))

o ule(r-n))  (mm—e)

]
—_

J

<20 (wle(v =) <o

J=1

elde edilir. Bdylece {i yn} dizisi g -Cauchy dizisidir. A, -sartindan
m neN

saglandigindan {y,}  dizisi de g -Cauchy dizisidir. {y,]  dizisi (4X,UBX,)

ne ne
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alt uzayinda u -Cauchy dizisi oldugundan ve bu uzayda u -tam oldugundan {y,}

dizisinin yakinsak oldugu bir ye (AX .Y BX ﬂ) noktast vardir. Yani,

limu(y,—y)=0 dur.

n—yoo

ye AX, olsun. Boylece y =4z ve Sz# y olacak sekilde ze X, noktasi bulunur.

Burada (c(Sz-y))>0 dur.
,u(c(Sz—szHH)) < ¢(M (z,%y,,1 ))+LN(z,x2n+l) (3.7)

M(z,x,,,) = max{ﬂ(l(AZ_BXZnH ))nu(l(AZ_SZ))nu(l(sznﬂ _Tx2n+1))’
(3.8)

N T

A~

N(z,x,,,)= min{ﬂ(l(AZ_BZ))uU(l(sznﬂ _Tx2n+1))’
(3.9)
ﬂ(z(Az—sznH)),ﬂ(l(Sz—szn+1))}

dir. (3.7) ifadesinde n — o= iken limit alinirsa
,u(c(Sz—y)) < (p(,u(l(Sz—y))) < (p(,u(c(Sz—y))) < ,u(c(Sz—y))

elde edilir ve bu da bir c¢eliski olusturmaktadir. Bdylece Sz=y elde edilir.
SX,c BX, oldugundan Bw=Sz=y= Az sartinl saglayan we X, noktasi vardir.

Burada Bw =y fakat Tw=# y olsun. (3.1) ifadesi kullanilarak
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,u(c(Sz—Tw))S¢(M(z,w))+LN(z,w) (3.10)

M(z,w)=max{ﬂ(l(AZ—Bw)),,u(l(AZ—SZ)),,u(l(Bw—Tw)),

lsserpoftsem]

(3.11)

Ve

N (z,w)=min{u(l(4z- Bz)). u(l(Bw—Tw)),
(3.12)
,u(l(Az—Tw)),,u(l(Sz—Bw))}
bulunur. (3.10)-(3.12) ifadelerinden

,u(c(y—Tw))S(p(,u(l(y—Tw)))S¢(,u(c(y—Tw)))<,u(c(y—Tw))

elde edilir ve bu durum ise c¢eliski olusturmaktadir. Boylece y=Tw elde edilir.
Ayrica Sz=Az=Bw=y=Tw esitligi saglanir. (T,B) ve (S,A) ciftleri zayif
uyumlu olsunlar. 7 ve B, w noktasi i¢in § ve 4, ze X, noktasinda degismeli

déniisimlerdir. Yani;
By=B(Bw)=B(Tw)=T(Bw)=Ty
ve

Sy=S(8z)=S(4z)=A(Sz)= 4y

dir. Bu doniisiimler icin y noktasinin ortak sabit nokta oldugu gosterilmelidir. (3.1)

ifadesinden
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,u(c(Sy—y)):,u(c(Sy—Tw))S ¢(M(y,w))+LN(y,w) (3.13)

M(y,w)=max{,u(l(Ay—Bw)),,u(l(Ay—Sy)),ﬂ(l(Bw—Tw)),

L)

(3.14)

Ve

N(y,w)= min{,u(l(Ay—By)),,u(l(Bw—Tw)),
(3.15)
1y 13- Bw)
dir. (3.13)-(3.15) ifadelerinden

1(c(Sy=y))<p(u(l(Sy-)))<o(u(c(Sy-)))<ul(c(Sy-y))

saglanir ve celigski elde edilir. Dolayisiyla Sy =y = Ay esitligi dogrudur. Benzer
sekilde By=y=Ty elde edilir. Buradan S,7,4,Bi¢in y noktasi ortak sabit

noktadir.

S,T,A ve B doniisiimleri igin ortak sabit noktasinin tek oldugunun gosterilmesi igin

yeX ., 1kinci bir sabit nokta olsun. Buradan

ule(y =) =ulc(sy ~1v))<o(M(v'.y))+ LN (¥, y)
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M(y',y)=max{p(i( 4y = By)).u(1(4y" =), e (1(Ty—By)),
)

N(y*,y) = min{,u(l(Ay* —Sy*)),,u(l(Ty—By)),,u(l(Ay* —Ty)),,u(l(y* —Ty*))}

oldugundan

ule(y =r)) = olule(y =) <u(c(-»))

elde edilir. Dolayisiyla y=73" saglanmaktadir. y, S,7,4,B déniisiimlerinin tek

ortak sabit noktasidir.
Yukaridaki teorem kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 3.1.2. X, u-tam modiiler uzay olsun. 4 konveks ve A,-sartini saglayan bir

fonksiyonel olsun. 7', 4: X, — X, donistimleri i¢in asagidakiler saglansin.

a. TX,c AX,,sartim1 saglayan X, alt kiimelerinden en az biri x -kapalidir.

b. ¢, (c)-kiyaslama fonksiyonudur.

Bu durumda Vx,ye X, ve [ <c olan /,c >0 sabitleri igin,
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M(x,y)=max{,u(l(Ax—Ay)),,u(l(Tx—Ax)),,u(l(Ty—Ay)),

%{ﬂ(é(ﬂc—Ay)j+ﬂ(é(Ty—Ax)ﬂ}

N (x,y)=min{u(1(Tx— Ax)), u(1(Ty— Ay)), 1 (1(Tx— Ay)), s (1(Ty - 4x))}
olmak iizere
p(e(Tx=1y)) < @(M (x,9))+ L(N (x.»))

ifadesini saglayan L >0 sayist mevcutsa 4 ve 7 doniisiimlerinin tek bir ¢akigma

noktast vardir. 4 ve T donistimleri zayif uyumlu dontisimler ise X, uzayinda bir

tek ortak noktaya sahiptirler.

Sonu¢ 3.1.3. X, u-tam modiler uzay olsun. # modileri konveks olsun ve A,-

sartini saglasin.

a. T:X,— X, bir dénisim olsun.

b. ¢, (c) -kiyaslama fonksiyonu olsun.

Bu durumda Vx,ye X, [<c olan /,c pozitif sayilart i¢in

M(x,y):max{,u(l(x—y)),,u(l(Tx—x)),,u(l(Ty—y)),

5= eal 50 |
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N (x,y)=min{u(l(Tx=x)). 1 (1(Ty =), 1 (1T~ y)) . (1 (Ty =)}
olmak lizere
u(c(Tx=Ty)) < o(M (x,))+L(N(x.7)).

sartini saglayan L2>0 varsa 7 doniisimii X, uzaymnda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

3.2. Modiiler Uzaylarda integral Tipi Daralma Déniisiimleri icin Sabit Nokta

Teoremleri

Bu kisimda ¢:[0,oo)—>[0,oo) olan ve asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyonlarin

ailesi @, ile gosterilecektir.

a. ¢, [O,oo) kiimesinin her kompakt alt kiimesi tizerinde toplanabilirdir.

b. Lebesgue integrallenebilirdir.

c. Non-negatif ve Ve >0 igin I¢(s)ds >0 dir.
0

Teorem 3.2.1. X, modiler uzay olsun. # konveks bir fonksiyonel olsun ve A,-

sartini saglasin. 4,B,S,T: X, — X, dontisimleri i¢in asagidakiler saglansin.

a. SXﬂcBXﬂ VeTXﬂcAXﬂ dir.

o

(AX L YBX, ) , X, modiiler uzaynin g -tam alt uzayidir.

¢, (c¢)-kiyaslama fonksiyonudur.

e

d.  ¢ged, dir.
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Bu durumda Vx,ye X, ve /<c olan [ ve ¢ sabitleri i¢in,

M(x,y):max{,u(l(Ax—By)),,u(l(Ax—Sx)),,u(l(By—Ty)),

%[ﬂ(é(Ax—Ty)j+,u(é(Sx—By)ﬂ}

N(x,y)=min{,u(l(Ax—Sx)),,u(l(By—Ty)),,u(l(Ax—Ty)),,u(l(By—Sx))}

olmak tizere
w(e(Sx-1v)) M(xy) N(x.y)
IO ¢(S)dséfp£ j ¢(s)dsJ+L{ j ¢(S)dsJ

olan L>0 sayist meveut ise (S,4) ve (7,B) ikililerinin tek bir ¢akisma noktas
vardir. Ayrica (S,A) ve (T ,B) zaylf uyumlu doniisiimler ise 4, B, S, T

dontigimleri X, uzayinda tek bir ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X, uzayinda {y,]} . dizisi Teorem 3.3.1 deki gibi olusturulur ve @ ailesi ile

ne

(¢)-kiyaslama fonksiyonunun ozellikleri kullanilirsa Teorem 3.1.1. deki ispata

benzer sekilde bu doniisiimlerin tek bir sabit noktaya sahip oldugu goriiliir.

Sonug¢ 3.2.2. X, p-tam modiiler uzay ve u modiileri A,-sartim1 saglayan konveks

modiler olsun. 7,4: X, — X, donistimleri i¢in agagidakiler saglansin.

a. TX,c AX,,olan X, altkiimelerinden en az biri x -kapalidir.
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b. ¢, (c)-kiyaslama fonksiyonudur.

c. ¢ge®, dir.

Bu durumda Vx,ye X . Ve [ <c olan [,c¢ pozitif sabitleri i¢in

M(x,y)=max{,u(l(Ax—Ay)),,u(l(Tx—Ax)),,u(l(Ty—Ay)),

%{ﬂ(é(Tx—Ay)j+ﬂ(é(Ty—Ax)ﬂ}

N (x, y) = min{g(1(Tx— Ax)) o (1(Ty = Ap)) 1 (1(Tx = Ap)) 1 (1(Ty - 4x)

olmak tlizere

(e M(x.y) N(x)
J‘Oﬂ(L(v ))¢(S)dsé(p( J- ¢(s)dsj+L.£ I ¢(s)ds}

sartin1 saglayan L >0 sayist varsa 4 ve T doniligimleri cakisma noktasina
sahiptirler. Ayrica, A ve T doniistimleri zayif uyumlu doniisiimler ise ortak tek bir

sabit noktaya sahiptirler.

Sonu¢ 3.2.3. X, u-tam modiler uzay olsun ve x modileri bu uzayda A,-sarti
saglayan konveks modiler olsun. 7:X, — X, 6 donisimi icin asagidakiler

saglansin.

a. @, (c)- kiyaslama fonksiyonudur.
b. ded, dir
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Bu durumda, Vx,ye X, ve [<c olan [ ve ¢ pozitif degerleri igin

M (x,y)=max{ (I (x=y)), (1 (x=Tx)), (1 (y=Tv)),

bl

N(x,y)=min{,u(l(x—Tx)),,u(l(y—Ty)),,u(l(x—Ty)),,u(l(Tx—y))}

olmak tlizere

(e M(x.y) N(x)
IO#(L(v ))¢(S)dsé(p( J- ¢(s)dsj+L.[ J. ¢(s)ds}

0

sartini saglayan L >0 sayist meveut ise 7 donisimi X uzaymnda tek bir sabit

noktaya sahiptir.



BOLUM 4. GRAFLA DONATILMIS MODULER UZAYLARDA
SABIT NOKTA VE ORTAK SABIiT NOKTA
TEOREMLERI

Bu boliimde yonlendirilmis grafla donatilmis modiiler uzaylarda ((p,L,G) -daralma

ad1 verilen hem kiyaslama fonksiyonu hem de hemen hemen daralma yapisini i¢eren
yeni bir doniisiim sinifi tanimlanmis bu doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri

verilmigtir.

4.1. Grafla Donatilmis Modiiler Uzaylarda Kiyaslama Fonksiyonu Iceren

Genellestirilmis ((D,L, G) Daralma Déniisiimler icin Sabit Nokta Teorisi

Tamm 4.1.1. X,, G grafi ile donatilmig modiiler uzay olsun. 7T:X, = X,

dontlistimii

a. Vx,ye X, i¢in (x,y)e E(G) iken (Tx,Ty)e E(G) dir. Yani T, G grafimin
kenarlarini korur.

b. @, (¢)-kiyaslama fonksiyonudur.

c. V(x,y)e E(G) ve I<c olan /,c pozitif sayilart igin

M (x,y)=max{p(I(x=y)), u (1 (x=Tx)), 1 (1 (y=T7)).

50 ea{50-m] |

A~
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N(x,y) :min{,u(l(x—Tx)),,u(l(y—Ty)),,u(l(y—Tx)),,u(l(x—Ty))}
olmak tizere
u(c(Tx=1v)) < p(M (x,¥))+L(N(x,¥)), (4.1)

sartin1 saglayan L >0 sayisi mevcutsa T doOniistimiine genellestirilmis hemen

hemen (¢,L,G) daralma déniisiimii denir.

Lemma 4.1.2. X,, G grafi ile donatilmis modiiler uzay olsun. 7:X, — X,

genellestirilmis (@, L,G) daralma doniisiimii icin 7x, € [x, |- iken x, € X, vardir ve

a. T hem genellestirilmis ((p,L,G*I) daralma doniisimii hem de
genellestirilmis ((p,L, &j daralma doniistimiidiir.
b. [x]., T invaryanttir ve T |[X . donisiimii genellestirilmis hemen hemen

((p, L, G}Oj daralma doniisiimiidiir.

Teorem 4.1.3. X, G grafi ile donatilmis  -tam modiiler uzay ve ¢ modiileri A, -
sartini saglayan konveks modiiler olsun. 7: X, — X, donisimi i¢in asagidakiler

saglansin.

a. G, zayif baglantih ve C,, -graftir;
b. T, genellestirilmis hemen hemen ((p,L,éj daralma doniisiimudiir;

c. X, ,bostan farkli bir kiimedir.
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Bu durumda 7" bir Picard operatoriidiir.

Ispat. x,e X, olsun. Vne N igin Tx,€[x,]- ve (T"x,7""x)e E(G) dir. (4.1)
0 u 0 (UN Pe

ifadesinden

u(c(T"x=T""x)) S (M (T, T"x))+ L(N (T, T"x)) (4.2)

M(T"_lx,T”x) = max{,u(I(T"_lx—T"x)),,u(l(T"_lx—T"x)),,u(l(T"x—T"”x)),

|3t esf3reor f

(4.3)
< max{,u(I(T"_lx—T"x)),,u(l(T"x—T"_lx)),
%[,u(l(T"x—T"x))+,u(l(T"_lx—T"“x)ﬂ}

N(T”"lx,T”x) = min{{,u(l(T"‘lx—T”x)),,u(l(T"x—T”“x)),
(4.4)

ﬂ(l(T"x—T”x)),,Ll(l(T"_lx—T"“x))}
dir. (4.2)-(4.4) ve ¢, (c)-kiyaslama fonksiyonu oldugundan

ule(rx=17"x)) < o max (1= 1"x)) (1 (T x -7 0) )}

elde edilir. Burada
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max{,u(l(T”_lx—T”x)),,u(l(T”x—T””x))} =,u(l(T”x—T”+1x))

olarak secilirse

u(e(rx-1"x)) < (p( ,u(l(T”x—T”“x)))
<p(p(e(rx-1""x))) < (e (T"x=T""x))
esitsizligi elde edilir ve geliski olusmaktadir. Boylece
max{ u(1(rx-1"x)), ,u(l(T”x—T””x))} = pu(1(T""'x~T"x))
segilmelidir. Dolayistyla
u(c(T"x=1""x)) < (p(,u(l(T"’lx—T"x))) < (p(,u(c(T"’lx—T”x)))
esitsizligi saglanir. Bu sekilde devam edilerek
p(e(rx-T"x)) < (p(,u(Z(T”_lx—T”x))) < (p(,u(c(T"_lx—T"x)))
< (p(q)( ﬂ(l(THx—T"*x))))

<¢’ (,u(c(T"*zx—T”*lx))) (4.5)

<¢ (/U(c(xo _xl)))
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bulunur. n—oo igin limit almrsa ¢, (c)-kiyaslama fonksiyonu oldugundan

Q" (ﬂ(c(T”x—T”“x))) — 0 olur. Boylece lim,u(c(T”x—T””x)) =0 elde edilir.

n—oo

{T "x} N dizisinin g -Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi igin ilk olarak

{i T "x} dizisinin g -Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. Vm,ne N ve m>n
m neN

i¢in (4.5) ifadesi ve Onerme 2.2.10. kullanilarak

= ﬂ(%(T"x—T"“x)+%(T"“x—T"+2x)+---+%(T"+'"—1x—T"+mx))

Sﬂ(c(Tnx_Tn+1x))+’U(C(Tn+1x_Tn+2x))+...ﬂ(c(Tn+m—1x_Tn+mx))

<¢" (,u(c(x—Tx)))+(p”“(,u(c(x—Tx)))+---+(p"+’”_l (,u(c(x—Tx)))

NGB

Q! (,u(c(x—Tx))) (n,m — eo)

~.
I
LN

< ! (,u(c(x—Tx))) < oo

j=1

bulunur. Buradan {iT "x} dizisi y -Cauchy dizisidir. A,-sart1 saglandigindan
m neN

{T ”x} _, dizisi de g -Cauchy dizisidir. X, s -tam oldugundan {T "x} _, dizisinin

yakinsak oldugu bir x" € X , Noktasi vardir. G, C,-graf oldugundan Vpe N igin

(T "”x,x*)e E(G) olacak sekilde {T "”x} alt dizisi vardir. Boylece Vpe N igin

(T""x,x*)e E[(N;j dir. Yani;



,u(c(T""Hx—Tx*)) < (D(M(T"”x,x*))+L(N(T"”x,x*)) (4.6)
M(T"“x,x*):rnax{,u(l(T"“x—x*)),,u(l(T"“x—T"”+lx)),,tl(l(x* —Tx*)),

(4.7)

ve
(4.8)

dir. (4.6)-(4.8) ifadelerinde p — oo icin limit alinirsa

,u(c(x* —Tx*)) < (p(,u(l(x* —Tx*))) < ¢(,u(c(x* —Tx*))) < ,u(c(x* —Tx*))
elde edilir ki bu durumda celiski olusmaktadir. Dolayisiyla x* =Tx" saglanir.

T doniisiimiiniin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin 77 doniisiimiiniin bir

diger sabit noktast y  olsun. G, C,-graf oldugundan VpeN igin

(T " x, x*)e E(G) ve (T " x, y*)e E(G) sartin1 saglayan {T "”x} alt dizisi vardur.

Dahas1 G zayif-baglantili oldugundan (x*, y*)e E (&j dir. Yani;



77

ple(x =) =ule(r 1))

S(p(max{,u(l(x* —y*)),,u(l(x*—Tx*)),,u(l(y* —Ty*)),

2ot )l

+Lmin{,u(l(x*—Tx*)),,u(l(y*—Ty*)),,u(l(x*—Ty*)),

(1 =1 )< p(p(i(x =) < u(1(x =)

olur. Bu ise bir geliskidir. Dolayisiyla x =y  dir. Boylece 7 déniisiimiiniin sabit

noktasinin tek oldugu goriiliir.

Sonug 4.14. X, G grafi ile donatilmi§ x -tam modiiler uzay olsun. 4 modiileri

A,-sarti saglasin. 7:X, — X, donlisiimii G grafinin kenarlarni korusun ve X,

kiimesi de bostan farkli bir kiime olsun. 7' doniisiimii i¢in

a. G, zayif baglantih ve C, -graf;

b. Vx,ye E(&j 8e(0,1) ve I<c olan [ ve ¢ sabitleri igin
p(c(Te=1v)) < Smax{u(1(x=y)). (1 (x=Tx)), 1 (1(y~Ty)).
ltemofion)]

+Lmin{,u(l(x—Tx)),,u(l(y—Ty))a,U(I(X_Ty))“u(l(y_Tx))}



78

olan L >0 sayisi varsa T bir Picard operatoriidiir.

Sonug 4.1.5. X, G grafi ile donatilmig 4 -tam modiiler uzay ve u modiileri A,-

sartini saglayan konveks bir fonksiyon olsun. 7: X, = X, Vx,ye X olmak lizere
(x,y)e E(G) = (Tx,Ty)e E(G) ozelligine sahip bir doniisiim ve X, bostan farkli
bir kiime olsun. 7' doniisiimii i¢in

a. G, zayif baglantili ve C, -graf;

b. Vx,ye E(CNr’j , 8€(0,1), I<c olan I ve ¢ pozitif sayilari i¢in

,u(c(Tx—Ty)) S5(ﬂ(l(x—y)))+Lmin{,u(l(x—Tx)),,u(l(y—Ty)),
w(l(x=1)).u(1(y=Tx))}

sartin1 saglayan L =0 sayisi varsa T bir Picard operatoriidiir.

Teorem 4.1.3. de C, -graf ozelligi yerine 7' doniigtiminiin yoriingesel G, -siirekli

olma 6zelligi kullanilirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.6. X ,, G grafi ile donatilmis x —tam modiiler uzay ve u konveks bir

fonksiyonel olsun. A,-sartini saglasm. 7:X, — X, donisimii yoringesel G, -
stirekli ve genellestirilmis (@L,éj daralma doniisiimii olsun. Ayn1 zamanda X,

kiimesi bostan farkli bir kiime ve G -grafi zayif baglantili olsun. Boylece T bir

Picard operatoriidiir.
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Ispat. xe X, olsun. Teorem 4.1.3 deki gibi {iT "x} dizisi 4 —Cauchy dizisidir
m neN

ve A, sart1 saglandigindan da {T ”x} . 4 —Cauchy dizisidir. X, modiiler uzayinin

n

tamhigindan  lim y (T ”x—x*) =0 sarti saglanir. Boylece VneN igin

n—oo

(T”x,T”“x)e E(G) ve T ybriingesel G,-siirekli oldugundan ,u(T”“x—T”x)%O
dir. Dolayisiyla Tx =x" dir. y* farkli bir sabit noktas: olarak secildiginde de.

Teorem 4.1.3 deki ispata benzer sekilde y" =x esitligi yani sabit noktanin tekligi de

benzer sekilde ispatlanir.

4.2. Yonlii Grafla Donatilmis Modiiler Uzaylarda Kiyaslama Fonksiyonu Iceren

Genellestirilmis Hemen Hemen ((p,L,G) Daralma Déniisiimleri icin Sabit

Nokta Teorisi

Bu kisimda, ilk olarak ST -baglantililik ve ¢, -graf notasyonlarini tanimlanacaktir.

Ayrica bu kisimda elde edilen tiim sonuglar igin grafin yonli graf olmasi 6zelligi

kullanilacaktir.

Tamm 4.2.1. X, yonlii graf ile donatilan modiiler uzay olsun. S,7:X — X bir

doniisim ve x, € X icin {xn}neN dizisi
Xppir = 1%, Xy =Xy, n=0,12.......

olarak inga edilsin. Vx,ye X, G grafimin kdse noktalari olsun. x,=x, x,, =y,
(x,,,8%,,)€ E(G) ve (x,,,,,1%,,,,)€ E(G), n=0,,....N—1 6zellikli 2N +1 tane

kose nokta i¢in (xn )zivo bir dizi olusturacak sekilde x noktasindan y noktasina 2N

uzunlugunda bir yol varsa G yonlii grafina ST -baglantili graf adi verilir. G , ST -
baglantili ise G grafi zayif ST -baglantilidir denir.
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Tamm 4.2.2. X, modiler uzay ve S,7:X,— X, iki donisim olsun. X,
uzaymda  g(x,-x)—>0 ve VneN igin (x,,x,, )€ E(G) sartimi saglayan

{x,}  dizisi mevcut olsun. 7', u -siirekli ve her p>0 igin (x, xZMFH)e E(G) ya
da T, u -siirekli ve her p>0 igin (x, Xy, )e E(G) sartin1 saglayan {x,,} dizisinin

alt dizisi olan {xZnP} dizisi varsa G grafina ( ,-graf denir.

Teorem 4.2.3. X, yonlii G grafi ile donatilmig 4 -tam modiiler uzay olsun ve u
modiileri A, -sartin1  saglasim. S,7:X, — X, donlgiimleri asagidaki sartlar

saglasin.

a. G, ST -baglantilidir ve ¢ ,-graftir,

b. ('x2n’Sx2n )E E(G) = (x2n+2’Sx2n+2)e E(G)
ve

('x2n+l’Tx2n+l)e E(G) = (x2n+3’Tx2n+3)e E(G)

olacak sekilde {xn}neN € X, dizisi vardir.

c. ¢, (c)-kiyaslama fonksiyonu olmak iizere, V(x,y)e E(G) ve [<c olan

[, ¢ pozitif sayilari i¢in

M (x,y)=max{p(I(x=y)).p(I(x=5x)) (1 (y=Tv)).

%Wy-Sx>)+ﬂ(é<x-“>ﬂ}

Ve
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N* (e, ) =min{ g (1 (x= ), 1 (1(y =) (1 (x=T9)), (1 (y = Sx))]
olmek iizere

u(c(Sx=Tv))<p(M" (%)) +L(N"(x.¥)),

olan L>0 sayis meveuttur.

Bu durumda 7', S doniisiimleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. x,, X, modiiler uzayinda segilen keyfi bir eleman olsun. (x,) _ dizisi
Xy, =1x,,,, ve x,., =58x,, n=0,12,..

seklinde olusturulsun. x,,x, € X, igin (x,,8%,)€ E(G) ve (x,,Tx,)€ E(G)olsun.
(b) deki kabulden x,,x;€ X i¢in (x,,Sx,)€ E(G) ve (x;,Ix,)e E(G) dir. Bu
sekilde devam edilerek Vne N igin (x,,,x,,,,)€ E(G) ve (x,,,1,%,,,, )€ E(G) elde

edilir. (¢) sartindan

Y7, (c(xznﬂ — X510 )) =H (C(SXZn —Tx,,, ))
(4.9)

(/’( (x2n9x2n+l))+L(N*(x2n’x2n+1))’

s

M (x2n’x2n+1 max{ xZn x2n+1 ;u(l(xzn = 8x,, ))’ﬂ(l(x2n+l _Tx2n+1))’

)

= max{,u(l (xZn — Xy, )) ,,U(Z (x2n =Xy, )) a/l(l(xz,m ~Xons2 )) >
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%{ ﬂ[é(xw Xy ))H‘G S )ﬂ}

< max{,u(l(xZn X4 ))’lu(l(x2n+1 T Xont2 ))’

%[II’Z(Z(XZn — X4 )) +,U(l(xzn+1 =X, ))]} (10
= max{ﬂ(l(xzn X ))’IU(I(XZrH—l T Xone2 ))}
N ('x2n’x2n+l) = min{,u(l(XZn —8x,, ))aﬂ(l(xzm —TIx,y,, ))
ﬂ(l(xzn —TIx,,., ))’ﬂ(l(x2n+1 —8X,, ))}
4.11)

= min{,u (l(x2n — X5, )) ,,U(l (x2n+1 X2 ))

/vl(l(xzn T Xona )),,u(l(xzm _x2”+1))}’

dir. (4.9)-(4.11) esitsizliklerinden ve ¢, (c¢)-kiyaslama fonksiyonu oldugundan

/J(c(xznﬂ _x2n+2)) < (p(max{ﬂ(l(xzn _x2n+1))nu(l(x2n+1 _x2n+2))})

(4.12)
< p{max (e, =) (e (= 3))})

olur ve max{ﬂ(c(x2n—x2n+1)),,u(c(x2n+l—x2n+2))}=,u(c(x2n+1—x2n+2)) alinirsa

(4.9) esitsizliginde
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M (C (x2n+1 X )) < ¢(/U (c(x2n+1 X2 ))) <u (c(x2n+1 X ))
elde edilir ve bu ise bir ¢eliskidir. Boylece
max{,u(c(xzn X )) »H (C(x2n+l ~Xoni2 ))} = :u(c(xzn ~ Xy ))

dir. Buradan

/U(C(xznﬂ _x2n+2))g¢(ﬂ(c(x2n _x2n+1))) (4.13)

olur. (b) dzelligi kullamldiginda (x,,,8x,,)€ E(G) ve (x,,,,,5%,,,,)€ E(G) dir.

Yani (x,,,,,5%,,.;)€ E(G) elde edilir. (c) 6zelliginden

y (c(x2n+2 X3 )) = ﬂ(C(Sx2n+2 —Tx,,,, ))
(4.14)

< (P(M* (X325 Xt ))+L(N* (Xai2s Xanin )),

*

M (x2n+2’x2n+l ) = max{ﬂ(l(x2n+2 _x2n+l ))’/’l(l(x2n+2 _Sx2n+2 ))’ﬂ(l(x2n+l _Tx2n+l ))’

%[ ﬂ(é(xw — 8%, ))WG("W P )H}

= max{u(l(x2n+2 X ))’lu(l(xbw—z X043 )) ’lu(l(xZnH X )) >

(365 o305
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< maX{ﬂ(l(x2n+2 ~ Xan41 )),ﬂ(l(x2n+2 a3 ))’

1 (4.15)

[0 )]
= max{ 1 (1 (%0 = Xy,0) ) o 1 (1(Xy00 = Xp05))}
ve
N (Ryszs Xy ) = min {2 (1 (3,0 = 8%,,00))s (1 (X3 =T, )
1(1(xy00 =Ty, )12 (12,0 = 55,,00))}
= min{ 2 (1 (%50, = %2015)) s (1 (X1 = X2)) (4.16)
A (10000 = %0002) ) (1 (30 = %5))}

= min{,u(l(xzm ~ X3 ))aﬂ(l(xznﬂ X2 ))aoaﬂ(l(xznﬂ ~ X3 ))} =0

dir. (4.14)-(4.16) esitsizliklerinden ve ¢ fonksiyonunun 6zelliginden

ﬂ(c(x2n+2 X043 )) < (p(max{ﬂ(l(xznﬂ X502 ))uu(l(xzmz X043 ))})
4.17)

< go(max {,u (c (xz,m — X542 )) M (C(xzn+z X3 ))})

olur. maX{/u(c('XZnH _x2n+2))nu(c(xzn+2 ~Xoni3 ))} = ,u(c(xzm X3 )) alnirsa

(4.14) esitsizliginde
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/U(c(xzmz X33 )) < ¢(;u(c(x2n+2 X3 ))) < :u(c(xzmz X3 ))

elde edilir ve bu da bir ¢eligkidir. Buradan

max{ﬂ(c(x2n+l — X512 )) v (C(x2n+2 T Xon43 ))} =H (C (EES S ))

olarak alinirsa

/U(C(xzn+2 _'x2n+3)) < ¢(,U(C(x2n+1 X )))
(4.18)

elde edilir. (4.13) ve (4.18) esitsizliklerinden Vne N igin
ple(x,~x.))<o(u(e(x,, -x,))) (4.19)

saglanir. (4.19) esitsizliginden Vne N i¢in

(4.20)

elde edilir. Vm,ne N ve m > n igin (4.20) ve Onerme 2.2.10. kullanilarak
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elde edilir. Boylece {ixn} dizisi g -Cauchy dizisi ve A, sartindan {x,} _ dizisi
m neN

de u -Cauchy dizisidir. Bu uzay u -tam oldugundan {xn} v dizisinin yakinsak

ne

oldugu bir x € X , noktast vardir. Buradan ,u(xn —x*) =0 ve (x,,,x,,,)€ E(G)
vardir ve G, ( -graf oldugundan T, u -siirekli ve (x*,xznpﬂ)e E(G) veya S, u -

siirekli ve (x*,x%)e E(G) olacak sekilde {x,,} dizisinin alt dizisi olan

{xhp}n N dizisi vardir. T, u -siirekli ve (x*,x%“)e E(G) olsun. Dolayisiyla

IU(TXZnPH _TX*) = ll’l(x2np+2 _TX*) =0, (p—e)
dir ve sonug olarak 7x =x" elde edilir. (c) 6zelliginden

,u(c(Sx* —Tx%“)) < (D(M* (x*,x2np+1))+L(N* (x*,x2np+1)) (4.21)
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Ve

N® (x*,x%ﬂ): mln{{ﬂ(l(x* _Sx*))"u(l(x%ﬂ _Tx2n,,+1))’

(4.23)

(1 (e =86 ) )1 (5" =T, )

dir. (4.21)-(4.23) ifadelerinde p — oo i¢in limit alinirsa
,u(c(Sx* —x*)) < (p(,u(l(Sx* —x*))) < ¢(,u(c(Sx* —x*))) < ,u(c(Sx* —x*))

elde edilir ki bu ise ¢eliski olusturmaktadir. Yani, x =8 saglanir. Buradan x e X, "

noktasinin 7 ve S doniisiimleri i¢in ortak sabit nokta oldugu goriiliir. S, u -siirekli
ve (x*,x% )e E(G) oldugunda da benzer sekilde ispat yapilir.

Sabit noktanin tek oldugunu gostermek i¢in 7" donilislimiiniin bir diger sabit noktasi
y" olsun. G, ¢,-graf oldugundan Vne N igin (xan ,x*)e E(G) ve
(xan,y*)e E(G) sartlart  saglamr. Dahast G, ST -baglantili oldugundan

(x*,y*)e E(G) dir. Yani;
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ple(x =y))=p(e(sx-1v7))

S¢)(max{,u(l(x*—y*)),,u(l(x*—Sx*)),,u(l(y*—Ty*)),

1 [/ « . [ . .
(30750511
Lmin{,u(l(x* —Sx*)),,u(l(y* —Ty*)), ,u(l(x* —Ty*)),,u(l(y* —Sx*))}
<plp((x'=»)))<uli(x =)
dir. Buradan celiski elde edilir. Dolayisiyla x* =y esitligi saglanir. Boylece 7' ve
S doniisiimlerinin ortak tek bir sabit noktasinin oldugu goriiliir.

Sonug 4.2.4. X, yonlii G grafi ile donatilmis u -tam modiiler uzay olsun ve u
konveks modiileri A,-sartini saglasin. S,7: X, — X, doniisimleri asagidaki sartlari

saglasin.

a. G, ST-baglantihidir ve ¢, -graftr;

b. (XZH’SXZn )E E(G) = (x2n+2’Sx2n+2)e E(G)
Ve

('x2n+l’Tx2n+l)e E(G) = (x2n+3’Tx2n+3)e E(G)

olacak sekilde {x,}e X ., dizisi vardir.

c. V(x,y)e E(G) ve [<c olan /,c pozitif sayilari i¢in
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p(e(Sx=Ty)) < Smax{p(l(x=y)).p(1(x=50)). 1 (I(y=Ty)).

11, L(y_Sx) ru l(x_Ty) +Lmin{p(I(x~-5x)),
2172 2

u(1(y=19)). (1 (x=T)). e (1 (y—5x))}

sartin1 saglayan o€ (0,1) ve L =0 sayilar vardir.

Bu durumda 7 ve S doniisiimleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 4.2.5. X, yonlii G grafi ile donatilmig 4 -tam modiiler uzay olsun ve u

konveks modileri A,-sartini saglasm. S,7:X, — X, donlsimleri verilsin.

Asagidakiler saglansin.

a.

b.

G, ST - baglantilidir ve ( , -graftir;

(X,,,8%,,)€ E(G) = (%3425 5%,,., ) € E(G)
ve

(x2n+1’Tx2n+1)e E(G) = (x2n+3’Tx2n+3)€ E(G)

olacak sekilde {x,}e X, dizisi vardur.

V(x,y)e E(G) ve [ <c pozitif sabitleri i¢in

,u(c(Sx—Ty))S5ﬂ(l(x—y))+Lmin{,u(l(x—Sx)),

u(1(y=1v)).p(1(x=T)). (1 (v - Sx))}
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sartini saglayan o€ (0,1) ve L =0 sabitleri mevcuttur.

Boylece 7', S doniisiimleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.
Yukaridaki sonuglar1 destekleyen iki 6rnek asagidaki sekilde verilebilir.

Ornek 4.2.6. Xﬂ:[O,l] ve Vxe X, i¢in u  modiileri ,u(x)=|x| olarak

tanimlansin. E(G):{(x,y):x,ye[o,l]} ve Tx:%’XEX” olsun. G zayif

1=d

baglantili ve C, -graf oldugundan X, bostan farkli bir kiime ve ¢ = 3’ L=0

N | —

r .. . ~
ve (D(t):E icin 7 doniisiimii genellestirilmis hemen hemen ((p,L,Gj daralma

doniigiimiidir. Buna ek olarak 7' yoriingesel G, - siirekli olsun ve 4 modiileri A, -

sartin1 saglasin. Boylece Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.6 sartlar1 saglanir yani, T

dontistimii Picard operatoriidiir.

Ornek 4.2.7. Xﬂ:[O,l] ve Vxe X, i¢in u  modiileri ,u(x)=|x| olarak

tanimlansin.

E(G)={(x.y):x,ye[0.1]}

ve

S,T:X, a)(ﬂ,Sx:z ve szz,xeX
3 4 “
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1 1
olsun. ¢ 25, l:§ , L>0 sabitleri ve ¢(t) :é fonksiyonu i¢in Teorem 4.2.3. {in

sartlart saglanir. 0 noktasi da S ve T doniisiimlerinin ortak tek bir sabit noktasidir.

Not 4.2.8. Yukaridaki 6rneklerde u (x) =x" fonksiyoneli kullanildiginda da benzer

sonuclar elde edilir.



BOLUM 5. MODULER UZAYLARDA GENELLESTIRILMIS A-
DARALMA DONUSUMLERI iCIN ORTAK SABIT
NOKTA TEOREMLERI

Bu boéliimde modiiler uzaylarda (c) -kiyaslama fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen

genellestirilmis hemen hemen A(/,-daralma doniisiimleri i¢in sabit nokta ve ortak sabit

noktalarin varlig1 ve tekligi problemleri ¢alisilmigtir. Bunlara ek olarak integral tipi

daralma sartin1 saglayan bazi doniisiimler i¢in de bazi sonuglar verilmistir.

5.1. Modiiler Uzaylarda Genellestirilmis Aw-Daralma Déniisiimleri Icin Sabit

Nokta Teoremleri

Tamm 5.1.1. X, modiiler uzay olsun ve u konveks fonksiyoneli A,-tipi sartini

saglasin. Vx,ye X, [<c olan [ ve ¢ sabitleri i¢in

N (x,)=min{u (I (4x=Sx)), 4 (1(By =Ty)), u (1(Ax = Ty)), (1 (By - 5x))}
olmak lizere

ﬂ(c(Sx—Ty)) < 0{(/1 (I(Ax—By)),ﬂ(l(Ax—Sx)),ﬂ(l(By—Ty)))+L.N(x,y),
(5.1)

ifadesini saglayan L2>0 sayisi ve o€ 4, fonksiyonu varsa A, B, S, T

dontigimlerine hemen hemen 4, daralma dontisimleri denir.
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Teorem 5.1.2. X, modiiler uzay olsun ve 4 modileri A,-tipi sartin1 saglasin. A

B, S, T doéniisiimleri igin asagidakiler saglansin.

a. SX,cBX, veTX,6 c AX, dir
b. (AX L YBX, ) , X, modiiler uzaymin g - tam alt uzayi olsun.

c. 4,B,85T:X,—>X, hemen hemen 4, daralma doniisiimii olsun.

Bu durumda (S ,A) ve (T ,B ) ikililerinin bir tek ¢akisma noktas1 vardir. Ayrica

(S ,A) ve (T ,B) zayif uyumlu doniistimler ise 4, B, S ,T doniistiimleri tek bir

ortak sabit noktaya sahiptirler.

Ispat. x,e X . keyfi bir nokta olsun. SX, c BX, ve TX, c AX, oldugundan x,

X,, X, ... noktalar1 Sx, = Bx,, Tx, = Ax,, Sx, = Bx,,... olacak sekilde vardir. Buradan

Yoy =8%,, = Bx,,,
ve
Vown = 1%y, = A%,,,,

bigiminde { yn}e X, dizisi olusturulur. Vn20 igin (5.1) esitsizligi kullanilirsa

a € A, oldugundan
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#(e (20 =y20)) = 1(e(83,, = Ty, 1)

=a(p(c(Ax,, —Bx,,,,)) u(1(Ax,, = Sx,,)), (1 (Bx,,,, ~ Tx,,.,)))
+Lmin{u(1(Ax,, =Sx,,)) 1 (1B, =T ))s 1 (1( Ay, =Ty, ).
H(1(Bxy = S%,,))} = (£ (1220 = 720))s (1 (2 = 22))s (1 (120 = P201)))

+L min{ﬂ(l(yzn—1 — Vo, ))uu(l(yzn _y2n+1))’/’l(l(y2n—l _y2n+1))’0}
(5.2)

elde edilir. Buradan

H (C(yZn - y2n+1)) s ¢(ﬂ (l(yZn—l F yZn))) < ¢(ﬂ (c(yZn—l - yZn)))

saglanir. Diger taraftan g fonksiyonelinin ikinci 6zelliginden

#(c(v2 = o)) = 1(c(S5, =Ty, )

= au(i(Ax,, - Bry, ) (1 Axy, = Sx,,)) o1 (1( By, =T, 1))
+Lmin{p(l(Ax,, = Sx,,)) 1 (1(Bxy, =Ty, )t (1 Axy, = Ty, ).

p(1(Bxy, = 85%,) )} S (e (o= v202) ) H (€ (P = 12))s (L (Va0 = ¥201))

+Lmin{,u(c(y2n,l ~Vau )),,U(c(yz,,,z ~ V- ))’O’lu(c(yanZ = Van ))}

dir. Buradan z (¢ (v, = ¥5,)) < @ (#(c (32,2 = ¥5,.1))) €lde edilir. Bdylece Vne N

igin
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u(e(, =y <o(p(e(ya-1,)))

< (pz (,u(c(yn_z _yn—l)))
(5.3)

<’ (u(c(r,-1)))

bulunur. n—eo i¢in limit almsa ¢, (c)-kiyaslama fonksiyonu oldugundan

9" (#(c(y,=,m)))— 0 olur. Bdylece 1im x(c(y, - y,.,))=0 elde edilir.

c
{yn}rEN dizisinin y -Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi i¢in ilk olarak {—yn}

neN
dizisinin u -Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. Vm,ne N ve m>n igin (5.3)

ifadesi ve Onerme 2.2.10. kullanilarak

ﬂ(i(yn _yn+m)j:ﬂ(£(yn _yn+1)+£(yn+l_yn+2)++£(yn+m—l_yn+m)j
m m m

S/J(c(yn —yn+1))+,u(c(yn+1 _yn+2))+“'lu(c(yn+m—1 _y"+m))

<@ (u(c(yy=1)))+ @ (u(c(yo=n)))++o"" " (u(c(yy—1)))

o ule(n-n))  (nm—e)

J

<3 (e (v, -3,))) <o,

=1

~.
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elde edilir. Boylece {i yn} dizisi u-Cauchy dizisidir. A,-tipi sartindan {,}
m neN

dizisi de u-Cauchy dizisidir. { y"}rEN dizisi (AX Y BX ﬂ) uzaymda u -Cauchy

dizisi oldugundan ve bu uzay g -tam oldugundan {y,}  dizisinin yakmnsadig: bir

ne

VE (AX/, UBX#) noktasi vardir. Yani, limu(y,—y)=0 dir. ye AX, olsun.

n—oo

Boylece y = 4z olacak sekilde ze X, noktasi vardir. Bdylece

,U(C(SZ —TIx,,., )) = a(/’l(l(AZ_BXZnJrl))’ll’l(Z(AZ_SZ))’ILI(Z(BXZnH _szn+1)))

+Lmin{,u(l(/lz—Bz)),,u(l(Bx“+1 —szm)),ﬂ(l(Az—Tx2n+1)),ﬂ(l(Bx2n+1 —SZ))}

Ve

,u(c(Sz—yM)) < a(,u(l(y—yz,,)),ﬂ(l(y—SZ)),ﬂ(l(yzn _J’2n+1)))

+Lmin{p (1(y=52)) t(1(33, = ¥2)) 2 (1(3 = Y0))o 2 (1(35, = S2) )}

dir. Burada n — oo iken limit alinirsa
,u(c(Sz—y)) < a(ﬂ(c(y—y)),ﬂ(c(y—Sz)),,U(c(y—y)))
<a(0,u(c(y-52)),0)<p(0)=0

elde edilir. Boylece Sz=y elde edilir. SX, < BX, oldugundan Bw=Sz=y=Tz

sartin1 saglayan we X, noktasi vardir. (5.1) esitsizligi kullanilarak
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p(e(Sz=1w)) S a(u(1(dz = Bw)). u(1(Az = 52)). 1 (1(Bw=Tw)))

+Lmin{u(1(Az = Bz)). u (1 (Bw=Tw)), u (1 (Az=Tw)), (1 (2 = Bw))}
<a(u(c(y-y)).u(c(y=-v)).u(c(y=Tw)))
eLmin{0,41(e (y - Tw)) e (e (y— 7). 0)

<a(0,0,1(c(y—Tw)))< p(0)=0

olur. Buradan Sz = Az = Bw=y=Tw esitligi elde edilir. (7,B) ve (S,4) ciftleri
zayif uyumlu olsunlar. 7 ve B, w noktasi i¢in S ve A4, z noktasi i¢in degismeli
doniisiimlerdir. Yani;

ByzB(Bw) =B(Tw)=T(Bw) =Ty

ve

Sy=S(Sz)=S(Az)=A(Sz) =4y

dir. Boylece

N(y,w)= rnin{,u(I(Ay—Sy)),,u(l(Bw—Tw)),,u(l(Ay—Tw)),,u(l(Sy—Bw))}

=min{0,0, (! (Sy-)). u(1(y-5Sy))}=0

elde edilir. Buradan
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u(c(Sy=y))=u(c(Sy-1w))
<a(u(1(Ay=Bw)),u(1(Ay—5Sy)).u(l(Bw—Tw)))
Sa(,u(c(Sy—y)),,u(c(y—y)):ﬂ(c(y_y)))

<a(u(c(Sy-y)),0,0)<p(0)=0

ifadesi saglanir. Dolayisiyla Sy = y = Ay esitligi elde edilir. Benzer sekilde

N(y,y)=min{u(1(4y=Sy)),u(1(By=Tp)), 1t(1(Ay—Tv)) . (1(Sy— By))}

=min{0,0, (I (y-1»)).x(1(Ty-y))} =0

Ve

u(e(y=1v))=u(c(Sy-1y))
<a(u(1(Ay=By)) u(1(Ay=Sy)). u(1(By=Ty)))
S0:(,u(c(y—Ty)),,u(c(y—J’))aﬂ(C(y_y)))

<a(u(c(Sy-y)).0.0)<p(0)=0

saglanir. Buradan da By = y =Ty oldugu goriiliir. Bu doniisiimler i¢in y ortak sabit

noktadir. y noktasinin tek ortak sabit nokta oldugunu gostermek icin y* diger bir

sabit nokta olsun.
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N(y,y*) = min{,u(l(Ay* —Sy*)),,u(l(By_T)’))a/‘(l(Ay* —Ty)),,u(l(By—Sy*))}
:min{0,0,,U(l(y* —y)),,u(l(y—y*))} =0
ple(y =y))=ule(s -1))
<erfu(i(ay —8y))u(1(4y =8y")). (1 (By=17)))
<a(u(c(y =p))ulc(y=2)).ulc(y-1))

Sa(ﬂ(c(y* —y)),0,0)S 9(0)=0
dir. y=y", yani y noktasi tek ortak sabit noktadir.

Sonu¢ S5.1.2. X, u-tam modiler uzay ve x4 konveks modiiler A,-tipi sartini

saglasin.

a. S§,T:X,— X, donigiimleri g -siirekli déniisiim olsun.

b. Vx,ye X o [ < ¢ olan pozitif degerleri /,c¢ sabitleri ve are 4, i¢in

N (x,y)=min{p (I (x=Sx)), 1 (1(y=T)).pt (1 (x=T)). (1 (= 5x))]

olmak tlizere

ple(Sc=Ty))<a(u(l(x=)),u(l(x=5x)),u(1(y=T9)))+ L(N (x.7)),

olan L >0 sayisivarsa 7' ve S doniisiimleri ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.
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Sonu¢ 5.1.3. X, u-tam modiiler uzay olsun ve u konveks fonksiyoneli A, -tipi

sartin1 saglasin.

a. T:X,— X, donlstimi g -stirekli bir dontisiimdir.

b. Vx,ye X,, [<c olan /,c sabitleri ve o€ 4, i¢in

N (x,)=min{u (1 (x=Tx)), 4 (1(y=Tv)), (1 (x = Ty)), (1 (¥ = Tx))}

olmak tlizere

ple(Te=Ty))<a(u(l(x=)),u(1(x=Tx)),4(1(y=T9)))+ L(N (x,7)),

sartini saglayan L >0 sayisi varsa T doniisimii X, uzayinda tek bir sabit noktaya

sahiptir.

Ve>0, L=0 igin ke(O,l) iken (o(l):kt almirsa (Akram ve ark., 2002)

caligmasinda elde edilen sonuglarin modiiler uzay yapisindaki karsiliklar1 elde edilir.

Sonu¢ 5.1.4. X, u-tam modiler uzay1 lizerinde S,7:X, — X, dontisimleri g -

stirekli dontistimler olsunlar. Vx,ye X, [ <c olan /,c sabitleri ve € 4, i¢in

ple(Sx=1y)) < e (u (1 (x =), (1 (x=52)), 1 (1 (v = Tv)))

saglansin. 7 ve S doniisiimleri X, uzayinda ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug¢ 5.1.5. X, 4 -tam modiiler uzayi tizerinde 7: X, — X, donisimil g -stirekli

doniigiimii olsun. Vx,ye X o [ < c olan [,c sabitleri ve o e 4, i¢in
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ple(Tx=1v)) <o (p(I(x=)),u((x=Tx)), u (I (y=T7)))

olsun. 7 doniigtimii X, uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir.

5.2. Integral Tipi Daralma Sartim1 Saglayan Genellestirilmis Hemen Hemen Aw'

Daralma Déniisiimleri icin Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda modiiler uzaylarda integral tipi daralma sartin1 saglayan hemen hemen

4, -daralma dontistimleri i¢in sabit nokta ve ortak sabit nokta teoremleri verilecektir.

Teorem 5.2.1. X, wu-tam modiler uzay olsun ve 4 konveks modileri A,-tipi

sartin1 saglasin. 4,B,S,7T: X, — X, donistimleri i¢in asagidakiler saglansin.

a. SX,cBX, ve TX,6 c AX, dir.
b. (AX Y BX ﬂ) , X, modiiler uzayinin x4 - tam alt uzayi olsun.

c. ¢e ®, olsun.

d. Vx,ye X,, [<c olan /,c pozitif sayilari ve aze 4, igin

N (x,y)=min{ (I (Ax—Sx)), 4 (1 (By ~Ty)). (I (Ax~Ty)), (1 (By - 5x))}

olmak tzere

u(c(Sx=Ty)) u(1(Ax—By (1(Ax—Sx ({(By-Ty))

) # ) H
I o(1)dt < I @(1)dt, I @(1)dt, I o(1)dt

0

(5.4)

olan L >0 sabiti mevcut olsun.
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Bu durumda (S ,A) ve (T ,B) ikililerinin tek bir cakigma noktas: vardir. Ayrica

(S,A4) ve (T,B) zayif uyumlu doniisiim ciftleri ise 4, B, S, T tek bir ortak sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. Herhangi bir x,€ X, noktas: i¢in (a) ozelliginden Sx,=Bx,, Tx, = Ax,,

Sx, = Bx; .... olacak sekilde x,, x,, x;,..... noktalar1 vardir. Buradan

Yoy =8%,, = Bx,,,

Ve

Vot = 1%y, = Ay,
ozellikli { yn} € X, dizisi Va2 0 i¢in tanimlanir. (5.4) esitsizlifinde o€ 4, igin

N('x2n’x2n+l) = min{ﬂ(l(szn - 8x,, ))a,u(l(sznﬂ —TIx,y,, ))a

ﬂ(l (A'x2n —Tx,,, )) M (l (Bx2"+1 =5, ))}

olmak tlizere

u(e(yan=yaun)) w(e(Sx2,=Tx3,41))
[ oya= | o(t)ar
0 0
u(e(Axy,=Bxy ) w(i(Axy,=5x,,)) w(1(Bx =T
<o [ e@ya, [ ey, | g(e)dt (5.5)
0 0 0

o'—.N
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elde edilir. Buradan
N (‘x2n’x2n+1 ) = min{ﬂ (l(yZn—l — Vo )),,u (I(Y2n = Vonsi )),/1 (l(y2n—1 ~ Vons ))50} =0

oldugundan

elde edilir. Diger taraftan x fonksiyonelinin ikinci 6zelliginden

N(x,y)= min{ﬂ(l(Ax2n - Sx,, )),,u(l(BxM_1 _szm))a

ﬂ(l(szn —Tx,,, )),ﬂ(l(sz,H = 5%, ))}

iken
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w(c(y2=y201)) w(e(Sx2,~Txz,4))
[ o(tyr= [ o(t)ar
0 0
w(l(Axy,—Bxs 1)) w(I(Axy,—Sx,,,)) w(1(Bxy,=Txy,,1))
= [ oy, [ p(eyar, [ (o)
0 0 0
N(x2, %21
+L [ p(e)
0

dir. Buradan

N (x2n’x2n—l ) = min {;U (l(yZn—l — Vo ))»,U (l(yZn—Z —Vaua )),0,,[1 (l(yZn—Z — Vo ))}

oldugundan
/I(C(J’Zn‘hnfl)) /u(l(.yZn—l_-yZn—Z)) /‘(Z(hn—)’zm)) /‘(I(J’anl—hnfz))
[ oltyr=a| [ o), o(t)dt, [ p(t)r
0 0 0 0
N(%3,%,1)
+L [ g(r)ar
0

esitsizligi saglanmaktadir. Boylece Vne N igin
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(5.6)

olur. n—>o ig¢in limit almirsa @, (c) -kiyaslama fonksiyonu oldugundan

#(e(¥y=Yn

)
¢" (1(c(y,~¥.,)))—0 dir ve buradan da lim I é(1)dt =0 elde edilir.
0

n—co

{i yn} dizisinin w -Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Vm,ne N ve m>n
neN

icin (5.6) ifadesi ve Onerme 2.2.10. kullanilarak

=
VR

| o

—_~~

=

=

|

=

=

3

3

N—
N’

I

/’l(i(yn _yn+l)+£(yn+l_yn+2)+”'+£(yn+m—l_yner)j
m m m

S/’l(c(yn _yn+1))+lu(c(yn+1 _yn+2))+"':u(c(yn+m—l _yn+m))

ﬂ(c(yn_yml)) /u(c(ynﬂ _yl1+2)) Ill(c(y”‘FM*l_y”‘Fm))

o(yde+ [ p()di+..+ [ p(t)ar

IN
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u(e(yo—n))

Gt I ¢(t)dt (n,m — o)

0

IA
NgE
<

~.
X

u(e(vo—n))

n+j—1 J’ ¢(t)dt < oo

0

IA
M
S

-
I

c
elde edilir. Bdylece {— yn} dizisi y-Cauchy dizisidir. A,-tipi  sart1
m neN

saglandigindan {y,} = dizisi de u-Cauchy dizisidir. {y,} _, dizisi (4X, UBX,)

ne

1 -Cauchy dizisi ve bu uzay u -tam oldugundan { yn} y dizisinin yakinsak oldugu

ne

bir ze (AX Y BX #) noktasi vardir. Yani;

n—>o

(=)
lim [ ¢(¢)dt=0
0

dir. ye 4X, olsun. Béylece z=Aw olacak sekilde we X, noktasi vardir. Sw=z

oldugu gosterilmelidir.

N(w, X540 ) = min{,u(l(Aw—Sw)),,u(Z(sznH -Tx,,, )),

u(1(Aw=Tx,,..)) (1 (Bx,,., ~ Sw))}

iken
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/u(C(SW_TXZnH)) /’(l(AW_szm)) I(Aw— S“ /u(l(BXZIHl_TXZnH))
[ o()dt<al | ¢(z)dz, J' ¢( ydt, [ g(r)ar
0 0 0

N(wxy41)

+L [ g(t)ar
0
dir. Burada n — oo iken limit alinirsa

,u(c(z—Sw)) min{,u(l(z—Sw)),0,0,y(l(z—Sw))}

| ¢(t)dt£0{[0, | ¢(t)dt,0}+[, [ o (1)t

bulunur.  Boylece Sw=Aw=z elde edilir. SX,cBX, oldugundan

Bu=Sw=Aw=z sartim saglayan wue X, noktasi vardir. (5.4) esitsizligi

kullanilarak

u(e(z=Tu)) u(I(Aw-Bu)) 1(Aw=Sw)) u((Bu=Tu))
| ¢(t)dt£0{ j ¢(t)dt j ¢(), j ¢(t)dt}

min{/j(l(Aw—Sw)),/j(l(Bu—Tu)),/j(l(Aw—Tu)),/J(Z(SW—BM))}

+L

O C—y
ASS
—~
~
SN—"
QU
~

elde edilir. Dolayisiyla Sw= Aw= Bu =z =Tu esitligi saglanir.
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T ve B, weX, noktasi i¢gin § ve 4, ze X, noktasi igin degismeli

doniisiimlerdir. Yani;
Bz=B(Bu)=B(Tu)=T(Bu)=1z
ve

Sz=8(Sw)=8(A4Aw)=A(Sw)= Az

dir. ze X, noktasi igin Sz # z oldugu gosterilecektir.

[I¢ I¢)t,j¢

min{g(1( Az=Sz)),po(1( Bu=Tu)), (I Az=Tu) ), (1( Bu=S2))}

+L | o(1)dt

#(e(8:-2))
Sa[ | ¢(t)dt,0,0]£(p(0):0

0

olur. Dolayisiyla Sz =z = Az esitligi elde edilir. Benzer sekilde
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#le(zT2))

u(c(Sz-T1z))
[ o= [ ¢(t)ar
<ol " o0 [ o] o

min{,tl(l(Aszz)),/l(l(Bszz)),/l(l(Aszz)),/l(l(Bszz))}

+L J' ¢(t)dt
ule(z-1z)
ga[ J' gz)(t)dt,0,0JS(o(O):

saglanir. Boylece Bz=z=7z dir. Buradan bu doniisiimler i¢in z ortak sabit

noktadir. S,T,4,B i¢in z* diger bir ortak sabit nokta olsun.

y(c(z—z*)) ,u(c ST )
[ ()= [ o(t)at

y(l(Az B") u(i(4z-52)) y(l(Bz Tz ))
<a| [ e()d, [ o(t)a, [ p(r)at
min{y(l(Az—Sz)),ﬂ(l(Bz*—Tz*)),ﬂ(l(Az—Tz*)),y(l(Bz*—SZ))}
) | o (t)dt

<a| [ ¢(t)d,0,0 |<p(0)=0

olur. Dolayisiyla I ¢(t)dt=0 dir. Lemma 1.7.6. dan ,u(c(z—z*)):O elde

edilir. Yani z=z saglanmaktadir. Bu ise istenen sonugtur.
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Sonu¢ 5.2.2. X, u-tam modiler uzay olsun ve u konveks fonksiyoneli A,-tipi

sartini saglasin.

a. S§,T:X,— X, donlsiimleri y -siirekli dontistimdiir.

b. Vx,ye X, [ <c olan [,c¢ pozitif sabitler, o e 4, ve g D,

fonksiyonlart olmak tizere

#(c(Sx-1Ty)) u(l(x-y)) C) u(I(y=1v))
j p(t)dt<o j t)dt j o(t j ¢ (¢)dt
0 0

min (1 (v—50). e (H(y~19). e (1 T9)) (1 -59))}

+L | o (1 )dt

sartin1 saglayan L >0 sayist mevcut olsun.

Bu durumda 7' ve § donistimleri X, uzayinda ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug¢ 5.2.3. X, u-tam modiler uzay olsun ve 4 konveks modiileri A, -tipi sartini

saglasin.

a. T:X,— X, doniisimii 4 -stirekli bir dontisimdir.

b. Vx,ye X, [ <c olan [,c¢ pozitif sabitleri o e 4, ve g D,

fonksiyonlar1 olmak tizere

,u(c(Tx—Ty)) r Tx ,u(l(y—Ty))

j P(t)dt < x J ¢ j o(t j ¢ (¢)dt

0

min{p(1(x=7x)) 4 (1(y=T7)) 11 (1(=Ty) ). 2(1(y=T))}

+L | o (t)dt



111

esitsizligini saglayan L >0 sayis1 var olsun.

Bu durumda 7' doniisimii X, uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir.



BOLUM 6. B/-DARALMA DONUSUMLERI ICIN SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Bu bolimin ilk kisminda Beiranvand 2009, Berinde 1997, Rus 2001 ve Van An ve

ark. 2014 tarafindan verilen kavramlar kullanilarak modiiler uzaylarda Bg -daralma

doniisiimleri tanimlandi1. Bu doniisiimler igin sabit nokta teoremleri ispatlandi. Ikinci

kisimda ise integral tipi daralma sartlarini saglayan Bq{ -daralma doniigiimleri i¢in

sonuglar elde edildi.

6.1. B] -Daralma Déoniisiimleri Icin Sabit Nokta Teoremleri

Tamm 6.1.1. X, modiler uzay ve 7, f: X, —> X, iki donlsiim olsun. Vx,ye X,

ve A€ [0,1) i¢in
H(fTx— fTy) < Au(fx— fr)
ise T dontisiimiine f — 4 —daralma dontistimii denir.

Ornek 6.1.2. X, =R modiiler uzay ve #(x)= \/m bu uzayda modiiler olsun. T, f

doniistimleri
fX,>X, T:X,—>X,
x— f(x)=e" x> T(x)=x+1

seklinde tanimlansin.
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a. T, p—daralma doniisiimi degildir.

b. T, f—u—daralma doniisiimiidiir. A€ (0,1) i¢in

p(fTx=fTy) = fle ) —e 0

dir.
Tamim 6.1.3. X, modiiler uzay olsun. 7: X, — X, bir doniisiim olsun.

sekilde y e X, noktasi varsa 7' doniisimiine ( -dizisel yakinsaktir denir.
b. (Ty,) dizisi u-yakinsak iken (y,) dizisi #-yakinsak altdizisi ise T

doniistimiine # alt dizisel yakinsaktir denir.

Tamm 6.1.4. X, modiler uzay, T,f:X, — X, iki doniisim ve f"e B, olsun,

Vx,ye X, ve [<c olan /,c pozitif sayilari i¢in

el fTe—11y))

| #U= ) a(1(- 1) p(1 (= 1)) (1 ST~ fTx))
} u(l(fi= ) ’ (1 (fi= 1)

’ (6.1)



114

u(1(f=119)) (1T = 119)) pa(1( fi— 7)) e (1( fic= fTy))
u(1(fe—f)) ’ u(1(fe= 1))

5

p(1(fe= 1)) pe (1 (fe= fTx)) (1 (o= fT9)) 2 (1(f = 1T9)) 2 (1S9 = ST)))
ise 7' doniisiimiine 1. tip B/ - daralma doniistimii ad1 verilir.

Teorem 6.1.5. X, u-tam modiiler uzay, T, f: X, — X, u-strekli dontsimler ve

U, A, -tipi sartin1 saglayan konveks modiiler olsun. Asagidakiler saglansin.

a. [ bire-bir doniisiim ve g -alt dizisel yakinsak olsun.

b. T doniisiimii 1. tip B, daralma doniisiimii olsun.

Bu durumda 7" doniisiimii X, uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica (f,T)
ikilisi Banach operatér ¢ifti ise ( f,7') cifti ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. x,e X . keyfi bir nokta ve (x,)  dizisi V21 igin x, =Tx,, olsun. (6.1)

ne

esitsizliginde x =x, , ve y=x, olarak alinirsa

(e(fs, ~ fi,)) = (e (Tx, , - Tx,)

(1, = ST, 2)) (1 fx, = /T, )

=p w(1(f, = £,))

9

A0 = 1T,)) (175, = /T3,
ﬂ(l(fan _fxn ))

9

w0, = o) (1T, = T,)) g1, = ST, ) (1S, = ST,)
w(l(Fopr - fx,)) ’ u(1(f,— f5,))

5



(1 (e, = f0,))o e (1S = /T, ) ot (1 S, = fT,)).

u(1(f, = /Tx,)). (1 f, - /Tx,.,)))
elde edilir. Buradan

p(e S, = i, ) < B (101, = fip))ott(1( S5, = ) 0ot (1 (o = ),

a(1( e, = i, ) me (1, = i, )it (1 = ) (1 e, = i ))0)

bulunur. B € B ve

w1 (fo = fi, ) S e (1( S, = )+ (1 (e, = £5,)

esitsizliginden Vn >1 igin
/’l (c(fxn - fxn—l )) = ¢(/’l (l(fxn—l - f‘xn ))) = ¢(/’l (c(fjcn—l - fxn )))
saglanir. (6.1) esitsizliginde x =x,_, ve x=x, _, alinirsa benzer sekilde

w(e (S, = fo)) < o(@(u (1S, - ,)))) <0 (e (e (fr, = 5,)))
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek Vne N i¢in
p(e(fe, = f,0)) < 0" (u(e(fry = £x))) (6.2)

bulunur. n — e i¢gin limit alinirsa ,u(c( Jx, = fx )) — 0 elde edilir.

115
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{fx,} , dizisinin g -Cauchy dizisi oldufunun gdsterilmesi i¢in ilk olarak
{£ fxn} dizisinin g -Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. Vm,ne N ve m >n
m neN

icin (6.2) ve Onerme 2.2.10. kullanilarak
c

y (_ (fxn - fxn+m )j
m

=ﬂ(£(fxn—ﬁcn+l)+£(fxn+1—ﬁcn+z)+“'+£(ﬁ%+m—1‘fxwm)j
m m m

< ,U(C(fxn _fxn+1))+ﬂ(c(fxn+l _fxn+2))+'“/u(c(fxn+m—l _fxn+m ))

S ¢n (,u(c(fxo _fxl)))"'(owrl (,u(c(ﬁco _ﬁcl)))+"'+¢n+mil (,u(c(fxo _fxl)))

m

=20 (wle(fry-fx))  (mm— )

J=1

M

<

@ (lu(c(fxo - ))) =

~.
I
—_

bulunur. Boylece {£ fxn} dizisi y -Cauchy dizisidir. A, -tipi sart1 saglandigindan
m

neN

{fx,} ., dizisi de u-Cauchy dizisidir. Bu uzay u-tam oldugundan {fx,}

neN

dizisinin yakinsak oldugu bir u € X, noktast vardir. Yani, lim fx, =udur.
n—yoo

Ayrica f, p-alt dizisel yakinsak oldugundan {x,}  dizisinin alt dizisi olan

ne

{x,} . dizisi i¢in limx, =z olan ze X, vardir. f, u-siirekli oldugundan

m—eo

lim fx = fz dir. Boylece limitin tekliginden fz=u dur. Buradan T, g -siirekli

oldugundan Iim7x, =7z ve f, u-siirekliliginden lim f7x, = fTz elde edilir.

m—eo
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fu# fTu olsun. (6.1) esitsizliginden

(5o )

(fi,o = fTx,)) (1 ( fu— fTu))
(1 (o, = fin) ’

Sﬂ((C(fu—ﬁcn)))W*[ﬂ(l

w1 f = 175, (1 (ST, = /T, )
(1 (S, — fur)) ’

w1 fiu= fTu)) (1S5, = STw)) (1 fr,y = ST, )) e (1 f,y = ST0))
u(1(fx, - fir)) ’ u(1(fx, = fu))

p(1( S,y = fie)) (L f, = ST, ), e (1 i,y = fTw)),

ﬂ(l(fu—fTu)),,u(l(fu—fon—l)))

(1(fi,s = fTx,)) (1 fu = fTu))
ﬂ(l(ﬁcn—2_f”)) ,

<u((e(fu=sx,)))+ 6 g

/u(l(fxn—l —ﬂxn—l))ﬂ(l(ﬁcnﬂ —JTx, ))
ﬂ(l(fxn—2 _fu))

p (1 (fur= fTu)) (1 fry = fTw)) (1 f5 = ST%,)) 1 (L fr, = fTu))
(1 fr, , — fir)) ’ w(1( fr, , — fir))

(o = fi) ot (1 (f = ST5,0)) ot (1, = T)),

w(1( fie— fTu)), (1 fi— fTx,.,)))

oldugundan ve 8 fonksiyonunun siirekliligi kullanilarak 7 — oo limit alinirsa



118

u(g(fu—ﬂu)]sﬂ*(o,o,ﬂ(l(fu—ﬂu)),u(l(fu—fru)),o,o,

p(1(fu= fTu)), o (1( = fTu)), (1 fu = fTu)))
elde edilir. Buradan
ﬂ(%(fu—ﬂu)JS(ﬂ(ﬂ(l(fu—fTu)))S(p(ﬂ(C(fu—/Tu)))<(ﬂ(ﬂ(€(fu—fTu)))
esitsizligi saglanir. Buradan

¢
,u(a(fu—fTu)j S,u(c(fu—fTu)) <ﬂ(c(fu—fTu))
celiski elde edilir. Yani, fu= fTu saglanir. f bire-bir doniisim oldugundan
oldugundan u = Tu bulunur. Yani; u, T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Son olarak u noktasinin, 7" doniisiimiiniin tek sabit noktasi oldugunun gosterilmesi

icin u#u" olan u" diger bir sabit noktasi olsun. f bire bir oldugundan fit # fir’

dir. (6.1) ifadesinde x=u, y =u" alirsa

,u(c(fu—fu*))=,u((c(fTu—fTu*)))

(1= fTw)) (1 (fi” = ST")) o (1 (fo = fT))aa (1 (ST~ fT))
u1( = fi)) ’ u1( = fi))

<p

(i 7)) (1 fu = /1)) g1 (fi = 7)) (0 /T "0 177))
ali(fu=p)) ali(fu=pi)) |
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a1 (fu= ) (1= A1) ) (1= 11 sgr (1 (i = 1)) (1 = 1))
ve dolayisiyla
ple(fi=fu))< B(0,0,0,0, (1 fu= fur')), 0, (1 fu= fi")), 0, (1 fu— fic")))

,u(c(fu—fu*))SqD(O):O

bulunur. Bu ise bir geliskidir. Bu yiizden fit= fii' ve f, bire-bir oldugundan u =u"

saglanir. Boylece u, 7' doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

(f.T), Banach operator ¢ifti oldugundan f° ve 7' doniisiimleri 7' doniisiimiiniin
sabit noktasinda degismelidir. Dolayisiyla we F(T) i¢in fTu=Tfu saglanr.
fu=Tfu ecsitliginden 7 ’nin diger sabit noktasi elde edilir. Sabit noktanin
tekliginden dolayr fiu=u olmahdir. Boylece u = fu=Tu saglanir. Yani u, (f,T)

ciftinin ortak tek bir sabit noktasidir.

Tamm 6.1.6. X, modiler uzay, T,f:X, — X, iki doniisim ve "€ B, olsun,

Vx,ye X, ve [<c olan /,c pozitif sayilari i¢in
(e (fTx=f1y)) < B (e (1(fe= 1)), s (1( S = /Tx)),
(1 (= S19)) o1 (= fT9)) (L = ST)) o (1 (ST = ), (6.3)

(177 5= 1)) a (1 (ST 5= 1)) e (1 (775 = 113)))

ise 7' doniisiimiine 2. tip B;'- daralma doniistimii denir.
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Teorem 6.1.7. X, p—tam modiler uzay ve 7,f donisiimleri u -stirekli

doniistimler olsun. g konveks modiileri A, -tipi sartin1 saglasin.

a. f bire-bir doniisiim ve u -alt dizisel yakinsak olsun.

b. T doniisiimii 2. tip B) daralma déniisiimii olsun.

T, X, uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica (f,7) Banach operatdr cifti

ise (f,T) cifti ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Vt>0 i¢in ¢(t)=kt,ke(0,1) ve f =I(birim doniisim) almirsa modiiler uzay

tizerinde (Van ve Ark, 2014) nin sonuglar1 elde edilir.

Sonu¢ 6.1.8. X, u-tam modiler uzay, 7:X, — X, bir donisiim ve B e B,

olsun. Vx,ye X, ve /<c olan /,c¢ pozitif sayilari i¢in

ple(Te=1v)) < B (u(1(x= ), (1 (x=T)) (1 (y=T)) (1 (x=T7)),

,u(l(y—Tx)),,u(l(sz—x)),,u(l(sz—Tx)),,u(l(sz—y)),,u(l(sz—Ty)))

esitsizligi saglanirsa 7 donisimi x" e X 4» tek sabit noktasina sahiptir ve
lim #(Tx, —x")=0 dr.

Sonug¢ 6.1.9. X, u -tam modiler uzay, 7: X, — X, bir déniisim ve o€ 4, olsun.
Vx,ye X,, f, bire-bir, y-siirekli ve w -alt dizisel yakinsak doniisiim olsun. /<c

olan /,c pozitif sayilari i¢in

w(e(fTe—f19)) < e (1 fe= f3)) e (1S fT0)). (10 1))
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ise T doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir. Ayrica ( f,7T) ¢ifti Banach operator

ciftiise (/,7T) ¢iftinin ortak tek bir sabit noktas1 vardir.

6.2. Bg -Integral Tipi Daralma Déniisiimleri i¢cin Sabit Nokta Teoremleri

Tanim 6.2.1. X modiiler uzay, T,f:X,—>X, iki doniisim ve B e B, olsun.

Vx,ye X,, g€ @, ve [ <c olan /,c pozitif sayilari i¢in

ey w1 = 1)1 25 11
H(I( fe-1)) H(1( o= 1))
<p | o(1)dt, | o(1)dt,
0 0
(6.4)
w1 f=119) (1 /725 179) w1 fo— 7)) (1 fi— 1T9))
w(I(fe=1)) u(I(fr=1))
o(1)dt, | o(1)dt,
0 0
(1(f-1)) I( fi—fTx)) I( fr=/Ty)) (1 fr—117)) H(I( fr—1Tx))
I o (1) I o (1) I o(ydr, [ (e, [ p(e)r

ifadesi saglanirsa 7" doniisiimiine 1. tipten qu -integral tipi daralma doniisiimii denir.

Teorem 6.2.2. X, -tam modiler uzay ve 7, f: X, —> X, u - strekli dontisimler

ve U, A,-tipi sartin1 saglayan konveks fonksiyonel olsun ve asagidakiler saglansin.

a. f bire-bir doniisiim ve y -alt dizisel yakinsaktir.

b. T doniisimi BJ integral ¢esit daralma doniistimiidiir.
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Bu durumda 7' X, uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica (f,T) Banach

operatdr cifti ise (f,7') cifti ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x,e X . keyfi bir nokta ve (x,) - dizisi Vn21 i¢in x, =Tx,, olsun. (6.4)

esitsizliginde x=x_ _, ve y=x, olarak alinirsa

/‘(l(fxn—lf.fnn—l))ﬂ(l(fxﬂ *.fon—l)) '”(l(ﬁ‘rt—l ’fon—l))ﬂ(l(szxn-ﬁfon—l))
M1 S =1y) w1y~ £5,))
<p j o(t)dt, I #(t)dt,

0 0

H(1CFey= 10, )1 /T, = 1T, ) H(1(fo=T5,)) (1 firs =1T,))
H(1(foa=15) w1 oy = 15,) u(1(for—15,))

bulunur. Buradan

ﬂ(c(ﬁfn —fo )) ﬂ(l(fxn AT )) ﬂ(l(fxn AT )) lu(l(fxn—l A ))

I p(t)dt<f I é(1)dt, j é(t)dt,0, I ¢(1)dt,
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elde edili. B'eB ve u(I(fi,,~f,))<u(l(f,—f,))+(1(f, ~ )

oldugundan Vr >1 igin

(e fo,= )

(1 fya=15,)) (e fr,=15,))
| ¢(t)dts(p[ | ¢(z)dz]3¢{ | ¢)(z)dt]

0 0

saglanir. (6.4) esitsizliginde x =x,_, ve x=x, _, alinirsa benzer sekilde

,u(c(th —f ))

(=]
(=]

(1 fryea= ) He( frya= 1))
P(t)dt <o (o[ _[ ¢(t)dt} S(D{ I ¢(t)dt]

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek Vne N i¢in

/‘(C(fxn = )) /‘(C(./Xo -

)
j ¢)(t)dt§(0”[ j ¢(t)dtJ (6.5)

0

w(e( fiy=Fin))
bulunur ve bu esitsizlikte n — o i¢in limit alinirsa I ¢(t)dt — 0 elde edilir.

0

{fx,} , dizisinin g -Cauchy dizisi oldufunun gdsterilmesi i¢in ilk olarak

{£ fxn} dizisinin g -Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Vm,ne N ve m >n
m neN

icin (6.5) ve Onerme 2.2.10. kullanilarak
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ﬂ(%(fxn —ﬁcw)j

- ﬂ(ﬁ(ﬁcn L) F e (S = Sipi )t — (S —ﬁcn+m)j
m m m

< IU(C(ﬁCn —ﬁcn+l))+ﬂ(c(fxn+l —ﬁn+2))+"-ﬂ(0(ﬂn+m_l _.ﬁcn+m ))

<@ (u(c(fry— 1))+ 0" (u(c(fiy = fir)))+-+ 9" " (e (S, - f1)))

o ufe(fry = fr))  (nm—eo)

I
—_

J

M

<

0" (e ( fry = fii))) <o

1

~.
I

neN

bulunur. Bdylece {i fxn} dizisi u -Cauchy dizisidir. A,-tipi sartindan { fx, }
m neN
dizisi de u-Cauchy dizisidir. Bu uzay u-tam oldugundan{fx,}  dizisinin

yakinsak oldugu bir we X, noktasi vardir. Yani, lim fx, =wdr.

Ayrica f, p-alt dizisel yakinsak oldugundan {x,}  dizisinin alt dizisi olan

ne

{x,}  dizisi icin iigloxm=v olan ve X, vardir. f, u-siirekli oldugundan

lim fx = fv dir. Boylece limitin tekliginden fz=u bulunur. Buradan T', u -siirekli

oldugundan Im7x, =7v ve f, u-siirekliliginden lim fTx, = fTv elde edilir.

fw# fTw olsun. (6.4) esitsizliginden
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ﬂ(%(f”*fTW)j u [c&(lw—m)n u [c(é(fxn—fTw)jJ
[ o< | o(1)dt + | o(1)dt
0 0 0
A ey =Ty (1 fiv=1Tw))
w((e(fw= 1)) w1 fa =)
< [ p(eye+p | o(1)dt,
0 0
AU Fyr= T {1 ST 5,01~ 175, w1 for= 1) {1 75,1~ 1Tw))
(1 fro=1w)) w(1( fry— 1))

o (1), | o (1),

0

(=]

/l(l(fx,H 7-folH ))#(l(fxn—l *.fTW))
#(1( fr, =) u(1( fi, 1~ fw)) (1= ST, 1))

o(t)r, [ oy, [ ey,
0 0 0
{1 fi = fTw)) M1 fw=1Tw)) w1 fw=1Tx, )
[ o, [ e, [ e
0 0 0
A f = fi) (1 fv= /Tw))
#((e(fir=15,))) )
< [ (eyar+B [ o(¢)dt.
0 0
A S = )1 frra =, )) (1 fv—1Tw)) 1(1( ftoy — T))
H(I(fTx,o = fw)) (I fTx, o~ fiw))
| o(1)dt, | o (1 )dt,
0 0

Loy =15,)) (1 Sy = STW))
H{I( [Ty 2= f)) H{1( Sy 1 =f)) H(I( foyi=fi,))

o (),

S —y
<
—
N
S
ASS
—

~
N
&

0

H(1(f = 1Tw)) u(1( fiv-fTw (fiv=£,))

) (!
[ o0y, [ o, [ o)

dir. 3" siirekli oldugundan n — oo limit alinirsa
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ﬂ(%(ﬁV—JTW)j ,u(l(fw—ij ,u(l(ﬁv—ij))

)
[ o(ysploo [ (. [ o(t)r0.0,

w(I(fw—fTw)) w1 fiw—Tw)) w1 fiw—fTw))
[ o), [ oy, [ o(e)ar
0 0 0

elde edilir. Buradan

o)

A1 fiv—fTw)) #(e( fw-1Tw))
J ¢(f)dtS¢[ | (Z)(t)dtJSgo{ | ¢(t)dtJ

H(e( fiv=1Tw))
<(o£ | ¢(t)dt}< [ (),

olur ki bu ise ¢eliskidir. Boylece fw= fTw elde edilir. f bire-bir oldugundan

w=Tw olur. Yani; w, T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Son olarak we X, noktasmin 7 doniigimiiniin sabit noktasi oldugunun

gosterilmesi icin w#w olan w e X , diger bir sabit nokta olsun. f bire-bir

oldugundan fw# fw dir. Buradan

lel fw=po”)) sl (clymu-11))
[ o= [ o(t)
w1 o= 7)) (1 fw" = ") w1 fw— 1)1 72— 1T0)
) w1 fo—p"))
<fp j o(1)dt, j (1 )dt,
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,u(l( jw*—frw*))y(z(ﬁzw— T )) w(1( fiv— ij)),u(l( jw—fTw*))
u{1{ fv=pir)) u(i( fo=r")) uli( fo=r"))
o(1)d, j o(1)dt, j (1 )d,
digpem) ) e )
[ oy, | ea. | e, [ p(e)a
el ) ) ) )
[ o(d<p 0000, [ ()0, [ ¢(e)d0, [ ey

bulunur. S € B, oldugundan

el 1)) ) e
[ o(eyse| [ o(|<gl [ p(oar
uelo=p")) el =)
<ol [ (< [ o),

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla fw= fw dir ve f, bire-bir oldugundan

w=w saglamir. Béylece w, T doniisiimiiniin tek bir sabit noktasidir.

(f.T), Banach operator ¢ifti oldugundan f ve 7, T doniisiimiiniin sabit
noktasinda degismelidir. we F(T') i¢in fTw=Tfw saglanir. fiw=Tfw esitliginden
T doniistimiintin diger sabit noktasi elde edilir. Sabit noktanin tekliginden fw=w
olmalidir. Buradan w= fw=Tw saglanir. Yani w, (/,T) ciftinin ortak tek bir sabit

noktasidir.
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Sonu¢ 6.2.3. X, u-tam modiler uzay, T,f:X,6 — X strekli iki donisim ve

B € B, olsun. Vx,ye X ,, € @, ve [ <c olan /,c pozitif sayilart igin

wle(fTe 1)) u(I(fi-17)) (1(fr—/Tx))

[ oya<p| | ¢(z)dt, j (1) dt
) (1(fr—113) w(l(f-17%)) (172 )

| o(1)r, I o(t)dr, [ g(t)d, [ (t)dr,
(172 rmx)) (1) (1(r2=rm7))

ise 7' doniisiimiiniin X, uzayinda tek bir sabit noktasi vardir. Ayrica (f,T) cifti

Banach operator ¢ifti ise f ve T ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug¢ 6.2.4. X, u -tam modiiler uzay, T: X, — X, bir doniisim ve € 4, olsun.
Vx,ye X,, f bire-bir, u-siirekli ve i -alt dizisel yakinsak doniisiim olsun. g€ @,

ve [ <c olan /,c pozitif sayilari i¢in

u(c(fTx=1Tv)) u(l( fe-f5)) 1( fe—fTx)) 1 fr—1Tv))
[ odi<a j ¢(t)dt, I ¢(), f o(t)dt

ise 7' doniigiimiiniin X, uzayinda tek bir sabit noktasi vardir. Ayrica (f,T) cifti

Banach operator ¢ifti ise f ve T ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.
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